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В рамках внутренней задачи гидроупругости, описывающей динамику системы пузырек–жидкость–оболочка, ра-
зработан алгоритм взаимодействия упругой сферической оболочки с заполняющей ее сжимаемой жидкостью. В сфе-
рической системе координат динамика оболочки описывается уравнениями движения в постановке Кирхгофа–Лява,

состояние газа в полости определяется уравнением баланса энергии, движение жидкости – волновым уравнением.
Проанализированы случаи безотрывного движения системы жидкость–поверхность оболочки и случай отрыва жид-

кости с образованием кавитационной полости. Задача рассмотрена в трехмерной постановке.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: гидроупругость, пузырек, упругая оболочка, сжимаемая жидкость, контактное взаимодей-
ствие, сферическая волна, отрыв жидкости

В рамках внутрiшньої задачi гiдропружностi, що описує динамiку системи бульбашка–рiдина–оболонка, розроблено
алгоритм взаємодiї пружної сферичної оболонки з стискаємою рiдиною, що її заповнює. В сферичнiй системi коорди-

нат динамiку оболонки описують рiвняння руху в постановцi Кiрхгофа–Лява, стан газу в порожнинi визначається
рiвнянням балансу енергiї, рух рiдини – хвильовим рiвнянням. Розглянуто випадки безвiдривного руху системи

рiдина–поверхня оболонки та випадок вiдриву рiдини та утворення кавiтацiйної порожнини. Задачу розглянуто в
тривимiрнiй постановцi.

КЛЮЧОВI СЛОВА: гiдропружнiсть, бульбашка, пружна оболонка, стискаєма рiдина, контактна взаємодiя, сфери-
чна хвиля, вiдрив рiдини

Within the framework of internal task of hydroelasticity, describing the dynamics of the system bubble-liquid-shell, an

algorithm for the interaction of an elastic spherical shell with a filling of a compressible fluid. The dynamics of the
shell is described by the equations of motion in the formulation of the Kirchhoff-Love, the state of gas in the cavity

defined by the equation of energy balance for the fluid wave equation is used. The cases of nonseparated motion of the
liquid-surface of the shell and the case of the separation of the liquid to form a cavity. The problem is considered in the
three-dimensional formulation.

KEY WORDS: hydroelasticity, bubble, elastic shell, compressible fluid

ВВЕДЕНИЕ

Взаимодействие жидкости с упругой поверхно-
стью встречается очень часто в различных обла-
стях науки и техники. При рассмотрении взаимо-
действия жидкости с твeрдой поверхностью ва-
жную роль играет подвижность границы. Для
классических контактных задач вводятся ограни-
чения, которые состоят из таких условий: не про-
никания, равенства усилий на границе, закона по-
верхностного трения, граничные условия тепло-
передачи, условия электромагнитного взаимодей-
ствия и т. п. [3, 14].

В процессе взаимодействия жидкости с поверх-
ностью твeрдого тела можно выделить два основ-
ных случая – это безотрывное движение системы и

движение с отрывом жидкости от твeрдой поверх-
ности. Отрыв жидкости и появление при этом ка-
витационной полости может возникать при интен-
сивных динамических нагрузках на поверхность
раздела как со стороны жидкости, так и со сторо-
ны твeрдой поверхности. Отрыв жидкости может
возникать, например, при гидравлическом ударе
либо ударе твeрдого тела по поверхности жидко-
сти и т. п. [2, 11, 14].

Объектом исследования в данной работе являе-
тся динамическое контактное взаимодействие сфе-
рической оболочки с заполняющей еe идеальной
жидкостью с учeтом образования кавитационной
полости на границе их раздела.

Цель данной работы – разработка алгоритма ра-
счeта взаимодействия упругой сферической обо-
лочки с заполняющей еe жидкостью с учeтом
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образования кавитационной полости между оболо-
чкой и жидкостью.

Задачи исследования:

• Разработать математическую модель взаимо-
действия оболочки с жидкостью.

• Разработать алгоритм решения поставленной
задачи.

• Выполнить тестирование алгоритма конта-
ктного взаимодействия жидкости и оболочки
с учeтом их отрыва.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

При построении математической модели для
описания колебаний оболочки были использованы
гипотезы Кирхгофа–Лява [8]. Эти предположения
позволили рассматривать перемещения в каждой
точке оболочки, а также определить напряжения
(σij) через перемещения срединной поверхности.
Оболочка считалась тонкой, однако учитывались
моментные составляющие для возможности рас-
смотрения различных способов закрепления обо-
лочки. Материал оболочки абсолютно упругий.

Жидкость предполагалась идеальной, сжимае-
мой, а форма пузырька – сферической в процессе
его пульсаций. Учитывались кавитационные явле-
ния, возникающие в жидкости.

Для построения математической модели исполь-
зовалась сферическая система координат с нача-
лом в центре сферы. Тогда любая точка системы
будет иметь координаты M (θ; ϕ; r). Так как рас-
сматривается срединная поверхность оболочки, то
положение точек на ней определяется географиче-
скими координатными углами: θ – вдоль мериди-
ана, ϕ – вдоль широты (см. рис.1).

Математическая модель состоит из трех основ-
ных систем уравнений: газовой полости, жидкости
и оболочки. Связь между ними осуществляется с
помощью условий на контактных границах.

Пульсация газовой полости определяется урав-
нением баланса энергии. Выбор этого уравнения
обусловлен тем, что один из способов выведения
системы из состояния равновесия состоит во вве-
дении энергии в газовую полость [7]:

1

γ − 1

d

dt
(Pb · Vb) + Pb

dVb

dt
= N (t) , (1)

где Vb =
4

3
πR3

b – объем пузырька; Rb – радиус пу-

зырька; Pb – давление в пузырьке; γ – показатель
адиабаты газа в пузырьке; N (t) – мощность вво-
димой в полость энергии.

Динамика жидкости определяется волновым
уравнением в сферической системе координат в
трёхмерной постановке [10, 13]:
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где f – потенциал скорости жидкости; c – скорость
звука в невозмущенной жидкости.

Давление в жидкости определяется интегралом
Коши–Лагранжа:

Pf = P0 − ρf

∂f

∂t
, (3)

где Pf – давление жидкости; P0 – начальное дав-
ление системы; ρf – плотность жидкости.

Предполагается, что жидкость находится в со-
стоянии кавитации, если давление в ней меньше
или равно давлению насыщенного пара (Pcond):

Pf =

{

Pf при Pf > Pcond,

Pcond при Pf ≤ Pcond.
(4)

Динамика оболочки описывается системой урав-
нений движения в приближении Кирхгофа–Лява.
Перемещения и углы поворота выражаются через
усилия и моменты [5]:
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где R – радиус срединной поверхности оболочки; qi

– составляющие суммарного давления на поверх-
ность оболочки; ρ – плотность оболочки; h – то-
лщина оболочки; u, v, w – компоненты перемеще-
ния срединной поверхности в направлениях θ, ϕ

и r соответственно; θ∗, ϕ∗ – углы поворота сре-
динной поверхности вдоль соответствующих коор-
динатных линий; T11, T22, T12 = T21 – силы, дей-
ствующие на единицу длины дуги соответствую-
щей площадки; M11, M22, M12 = M21 – моменты
срединной поверхности, где индексами обозначе-
ны направления θ и ϕ соответственно; Q1, Q2 – пе-
ререзывающие силы.

Система дополнена физическими и геометри-
ческими соотношениями, которые определены че-
рез перемещения и повороты оболочки (индексом
"3"в формулах обозначено направление, нормаль-
ное срединной поверхности) [5].
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T11 =
Eh

1 − υ2
(ε11 + υε22) ,

T22 =
Eh

1 − υ2
(ε22 + υε11) ,

T12 =
Eh

1 + υ
ε12,

M11 =
Eh3

12 (1 − υ2)
(χ11 + υχ22) ,

M22 =
Eh3

12 (1 − υ2)
(χ22 + υχ11) ,

M12 =
Eh3

12 (1 + υ)
χ12,

Q2 =
Eh

1 + υ
ε23.

В начальный момент времени система находилась
в состоянии статического равновесия:

t = 0, Pf = Pb = P0, qi = 0,

εij = 0, χij = 0, Tij = 0, Mij = 0,

u = v = w = θ∗ = ϕ∗ = 0,

Rb = R0, N (t) = 0, f = 0. (11)

Из состояния равновесия система выводилась пу-
тeм ввода энергии в пузырёк.

Система уравнений (1), (2), (4)–(9) дополнена
условиями на контактных границах. На границе
пузырька выполняется условие:

dRb

dt
=

∂f

∂r
, Pb = P ∗, (12)

где P ∗ – давление на границе с пузырьком.
Для определения кавитационного отрыва жид-

кости от оболочки вводим функцию l = l (θ; ϕ; t),
определяющую расстояние между поверхностями
жидкости и оболочки (толщину кавитационной по-
лости), тогда

M (θ; ϕ) l = l (θ; ϕ; t) ,

;M

t;;ll

Рис. 1. Схема толщины полости

Для случая l = 0, то есть при отсутствии отрыва
жидкости, граничные условия имеют вид:

dw

dt
=

∂f

∂r
, q3 = P ∗∗ − P0, (13)

где P ∗∗ – давление на границе с оболочкой.
При l > 0, то есть при возникновении отрыва

жидкости от оболочки, на границе жидкости с обо-
лочкой возникает зона разрежения, давление в ко-
торой равно давлению насыщенного пара: P ∗∗ =
= Pcond, тогда

q3 = Pcond − P0. (14)
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Радиальное перемещение оболочки определяем
при известном давлении на границе из уравнения
(7), а потенциал жидкости на границе – из урав-
нения давления жидкости (3).

Для контроля выполнения гипотезы об упру-
гих деформациях оболочки использовали условие
Губера–Мизеса [4, 15]:

(σ11 − σ22)
2 + (σ11 − σ33)

2 + (σ22 − σ33)
2 +

+6
(

σ2
12 + σ2

13 + σ2
23

)

≤ 2

3
σ2

T ,

(15)
где σT – предел текучести материала оболочки.

2. ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЙ

Уравнения математической модели (1)–(14) ре-
шали с помощью численных методов. Непрерыв-
ную в пространстве и времени область решения
системы уравнений заменяли дискретной. Диффе-
ренциальные уравнения дискретизировали в про-
странстве и во времени по методу конечных разно-
стей [12, 16]. Для решения полученной алгебраи-
ческой системы уравнений применяли явные чи-
сленные методы с использованием рекуррентных
по времени формул.

Решение уравнения (1) выполняли по двухслой-
ному по времени методу Эйлера–Коши [9]. Для
решения системы (4)–(8), описывающей движе-
ние оболочки, применяли трeхслойную по времени
схему “крест” [6]. Дискретизацию уравнений обо-
лочки выполняли по пространственному шаблону,
приведeнному на рис. 2. В узловых точках ша-
блона определяли кинематические характеристи-
ки (перемещения и углы поворота), а в промежу-
точных – силовые (мембранные силы, перерезыва-
ющие силы, моменты).
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Рис. 2. Схема шаблона для дискретизации системы
уравнений движения оболочки

Дискретизацию волнового уравнения выполня-
ли с использованием шаблона, показанного на
рис. 3. В его узловых точках определяются потен-
циалы и давления, а в промежуточных – компо-
ненты вектора скорости жидкости.
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Рис. 3. Схема шаблона для дискретизации волнового
уравнения

Узлы на контактной границе в жидкости совпа-
дают с узловыми точками сетки оболочки.

На рис. 4 представлена блок-схема алгоритма
взаимодействия жидкости и оболочки и далее при-
ведено его описание.

1. Определяем перемещения из условия равен-
ства нулю давления на границе.

• Задаeм давление на границе жидкости и обо-
лочки, равное нулю: Pn+1

ijnk
= 0. qn+1

ij = −P0

• Находим потенциал fn+1
ijnk

из уравнения (3)

после его дискретизации, Pn+1
ijnk

= P0−

−ρf

fn+1
ijnk

− fn
ijnk

∆t
, при условии равенства ну-

лю давления на границе. Получим: fn+1
ijnk

=

=
P0∆t

ρf

+ fn
ijnk

• Определяем скорости радиального перемеще-
ния границы жидкости: V n+1

ij =

=
1

2∆r

(

fn+1
ijnk

− fn+1
ijnk−1 + fn

ijnk
− fn

ijnk−1

)

.

• Находим перемещение границы жидкости по
формуле трапеции:

wn+1

fij =
t2
∫

t1

V dt =
∆t

2

(

V n+1
ij + V n

ij

)

+

n
∑

p=1

w
p
fij .

• Из уравнения (7) находим перемещение обо-
лочки wn+1

ij при условии равенства давления
нулю на границе.
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Рис. 4. Блок-схема алгоритма взаимодействия жидкости с оболочкой

• Определяем разность перемещений границ
оболочки и жидкости: l = wn+1

ij − wn+1

fij .

2. Определяем толщину кавитационной полости
в первой точке.

• Задаeм давление, равное начальному:
P 1 = Pn+1

ijnk
= P0.

• Находим потенциал fn+1
ijnk

из уравнения (3)

после его дискретизации, Pn+1
ijnk

= P0−

−ρf

fn+1
ijnk

− fn
ijnk

∆t
, при условии, что давление

на границе жидкости и оболочки равно на-
чальному давлению, получим:

fn+1
ijnk

=

(

P0−P
n+1

ijnk

)

∆t

ρf
+ fn

ijnk
.

• Определяем скорости перемещения границы
жидкости:

V n+1
ij =

1

2∆r

(

fn+1
ijnk

− fn+1
ijnk−1 + fn

ijnk
− fn

ijnk−1

)

.

• Находим перемещение границы жидкости по
формуле трапеции:

wn+1

fij =
t2
∫

t1

V dt =
∆t

2

(

V n+1
ij + V n

ij

)

+
n
∑

p=1

w
p
fij .

• Находим перемещение оболочки wn+1
ij при за-

данном давлении из уравнения (7).

• Находим разность перемещений:
l1 = wn+1

ij − wn+1
fij .

3. Определяем толщину кавитационной полости
во второй точке.
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• Задаeм давление, равное: P 2 = Pn+1
ijnk

= 2P0.

• Находим потенциал fn+1
ijnk

из урав-
нения (3) после его дискретизации,

Pn+1
ijnk

= P0 − ρf

fn+1
ijnk

− fn
ijnk

∆t
, получим:

fn+1
ijnk

=

(

P0 − Pn+1
ijnk

)

∆t

ρf

+ fn
ijnk

.

• Определяем скорости перемещения границы
жидкости:

V n+1
ij =

1

2∆r

(

fn+1
ijnk

− fn+1
ijnk−1 + fn

ijnk
− fn

ijnk−1

)

.

• Находим перемещение границы жидкости по
формуле трапеции:

wn+1

fij =
t2
∫

t1

V dt =
∆t

2

(

V n+1
ij + V n

ij

)

+
n
∑

p=1

w
p
fij .

• Находим перемещение оболочки wn+1
ij при за-

данном давлении из уравнения (7).

• Находим разность перемещений (толщину ка-
витационной полости) l2 = wn+1

ij − wn+1

fij .

4. Определяем толщину кавитационной полости
по методу секущих.

• Рассматриваем две точки
(

P 1; l1
)

,
(

P 2; l2
)

и составляем уравнение прямой, проходящей

через две точки:
l − l1

l2 − l1
=

P − P 1

P 2 − P 1
, откуда

определяем разность перемещений (толщину
кавитационной полости):

l =
l2 − l1

P 2 − P 1
P −

l2 − l1

P 2 − P 1
P 1 + l1.

• Приравниваем функцию к нулю и определяем

давление:
l2 − l1

P 2 − P 1
P −

l2 − l1

P 2 − P 1
P 1 + l1 = 0,

P = P 1 −
P 2 − P 1

l2 − l1
l1, фактически это P 3.

• Определяем разность перемещений, как в
пункте 2 при известном давлении. Получаем
точку

(

P 3; l3
)

.

5. Определяем значения переменных при усло-
вии возникновения кавитации на границе жидко-
сти и оболочки:

• Pn+1
ijnk

= 0, qn+1
ij = −P0.

• fn+1
ijnk

=
P0∆t

ρf

+ fn
ijnk

.

• Находим перемещение оболочки wn+1
ij при

условии равенства давления на границе нулю
из уравнения (7).

3. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ
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Рис. 5. Радиальные перемещения срединной
поверхности незакрепленной оболочки после

введения энергии в пузырек
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Рис. 6. Толщина полости, возникающей между
поверхностями незакреплeнной оболочки и жидкости
при их движении, при введении энергии в пузырeк
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Рис. 7. Радиальные перемещения оболочки с
использованием разработанного алгоритма
(сплошная линия) с учетом образования

кавитационной полости, без учета (штриховая линия)
и при использовании упрощeнного алгоритма (тонкая

сплошная линия)

При введении в пузырeк радиусом 5 см энергии
0.7 кДж, при начальном давлении 0.1 МПа, систе-
ма начинает совершать колебательные движения,
амплитуда которых затухает со временем (pис. 5).
Динамическое контактное взаимодействие жидко-
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сти и сферической оболочки рассчитывалось по
разработанному алгоритму (рис. 4).
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Рис. 8. Перемещение поверхности жидкости при
учете образования полости (сплошная линия) и без

учета образования полости (штриховая линия)
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Рис. 9. Толщина кавитационной полости,
образующейся на границе жидкости и оболочки при

возникновении отрыва
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Рис. 10. Давление на границе жидкости и оболочки
при учете образования полости (сплошная линия),

без учета образования полости (штриховая линия) и
при условиях контактного взаимодействия (тонкая

сплошная линия)

На рис. 5–13 показаны результаты моделирова-
ния начальных периодов колебаний незакреплeн-
ной оболочки, жидкости и пульсации пузырька

в результате ввода в пузырeк энергии 0.7 кДж.
Для случая свободной (незакреплeнной) стальной
оболочки радиусом 0.3 м, толщиной 1 мм, запол-
ненной идеальной сжимаемой жидкостью (водой),
движения системы являются центрально симме-
тричными, и для рассмотрения ее динамики доста-
точно исследовать изменения переменных в одной
из точек срединной поверхности оболочки.

=======================================
В процессе колебаний оболочки (pис. 5) и жидко-
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Рис. 11. Относительная интенсивность напряжений в
оболочке
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Рис. 12. Динамика движения срединной поверхности
оболочки:

—- – π/4; - - - - – π/2
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Рис. 13. Динамика движения поверхности жидкости:
—- – 0; - - - - – π/4

сти в некоторые моменты времени на их границе
происходит образование кавитационной поло-
сти, толщина которой со временем стремится
к нулю (pис. 6). Положительные перемещения
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оболочки близки к синусоидальным с малыми
высокочастотными составляющими (pис. 7, спло-
шная линия), которые возникают в результате
волновых процессов в жидкости и существенно
не влияют на общую динамику оболочки. В
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Рис. 14. Динамика образования полости в различных
точках меридиана:

а – в точке 0 рад, б – в точке π/4 рад, в – в точке
π/2 рад

области отрицательных перемещений оболочки,
когда возникает еe отрыв от жидкости, также
присутствуют высокочастотные составляющие,
которые вызываются постоянным давлением на
внешнюю поверхность оболочки (0.1 МПа) и
силами ее упругости. После замыкания кавита-
ционной полости колебания оболочки остаются
гладкими без явно выраженных высокочастотных
составляющих.

В области положительных перемещений гра-

ницы жидкости и оболочки совпадают (рис. 8).
Большие отрицательные перемещения жидкости
и оболочки отличаются в результате их отрыва и
образования между ними кавитационной полости
(рис. 9).
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Рис. 15. Начальная стадия возникновения полости на
границе жидкости и оболочки
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Рис. 16. Динамика полости в интервале времени,
когда еe толщина достигает максимальной

амплитуды

После образования кавитационной полости дав-
ление на границе жидкости и оболочки становится
равным давлению насыщенных паров жидкости,
которое принимали равным нулю (рис. 10). Перед
образованием полости и падением давления до ну-
ля появляются всплески давления на границе, вре-
мя возникновения которых совпадает с большими
отрицательными перемещениями оболочки.

Выполнено сравнение разработанного алгорит-
ма расчeта контактного взаимодействия жидкости
и оболочки с его модификацией и упрощeнным ал-
горитмом.

Этот алгоритм состоит из последовательности
шагов, при выполнении которых использовали
условия контактного взаимодействия (13). На пер-
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вом шаге по давлению жидкости на оболочку
вычисляли еe перемещение и скорость. На вто-
ром – по скорости оболочки вычисляли потенциал
скорости жидкости. На третьем – по потенциалу
вычисляли давление на оболочку.
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Рис. 17. Давление на границе жидкости и оболочки:
а – в точке 0 рад, б – в точке π/4 рад, в – в точке

π/2 рад

Процедуру вычисления перемещения оболочки
и давления на неё жидкости на каждом новом вре-
менном слое повторяли. Результаты, полученные
при вычислении по упрощeнному алгоритму, пред-
ставлены на рис. 7 и 10 тонкой линией. Примене-
ние упрощeнного алгоритма приводит к уменьше-
нию периода колебаний оболочки на 25% и увели-
чению амплитуды еe колебаний на 15% по срав-
нению с предлагаемым алгоритмом (рис. 4). Для
этого алгоритма характерна вычислительная неу-

стойчивость, которая возникает в момент форми-
рования отрыва жидкости от оболочки и в даль-
нейшем препятствует выполнению расчета из-за
неограниченного возрастания давления жидкости
и скорости оболочки.

2P

2O

1O

1P

A

Рис. 18. Схема визуализации распространения волн в
жидкости

Модификация разработанного алгоритма состо-
яла в исключении его ветвления в зависимости от
знака l. Вычисления всегда выполняли по той ча-
сти алгоритма, которая не учитывает возникно-
вения отрыва жидкости от оболочки (пункты 2-
4 алгоритма), когда l меньше или равно нулю. В
этом случае кавитационная полость не могла по-
явиться, поэтому движение жидкости и оболоч-
ки было безотрывным, как и в случае упрощeн-
ного алгоритма. Однако, в отличие от упрощeнно-
го алгоритма, модифицированный алгоритм даёт
результаты, не отличающиеся от разработанного
алгоритма, пока не возникает отрыв жидкости от
оболочки (рис. 7, 8, 10 – штриховая линия). Устой-
чивость этого алгоритма на порядок выше, чем
упрощeнного, но также возникает после двух де-
сятков периодов колебаний оболочки.

В результате сравнения различных вариантов
учета взаимодействия жидкости и оболочки в рам-
ках рассмотренной центрально симметричной за-
дачи можно сделать вывод, что возникновение
вычислительной нестабильности при рассмотре-
нии контактного взаимодействия связано с возни-
кновением отрыва и предложенный алгоритм по-
зволяет учесть возникновение кавитационной по-
лости на границе жидкости и оболочки, а также
стабилизировать вычислительный процесс.

Поскольку данная задача рассматривается в
рамках упругих деформаций, на рис. 11 представ-
лено отношение интенсивности напряжений к их
предельному значению, соответствующему преде-
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Рис. 19. Поля давления от начала распространения волны от пузырька к оболочке:
a – t=0.25 мс, b – t=0.6 мс

Рис. 20. Поля давления от начала возникновения отрыва жидкости:
a – t=4.13 мс, b – t=4.51 мс

Рис. 21. Поля давления жидкости при максимальном сжатии оболочки:
a – t=7 мс, b – t=8.3 мс
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лу текучести материала оболочки, которое меньше
единицы, что свидетельствует об упругих дефор-
мациях оболочки.

В результате жeсткого закрепления оболочки в
полюсах колебания системы становятся осесимме-
тричными. На рис. 12 представлены зависимости
перемещения оболочки от времени для двух точек
меридиана (π/4 и π/2). Так как движение системы
симметрично относительно плоскости экватора, то
представлены только зависимости для Северного
полушария. Наибольшей амплитуды перемещения
достигают в точке, лежащей на экваторе (π/2), так
как она наиболее удалена от закреплeнных полю-
сов.

Перемещения поверхности жидкости (рис. 13)
соответствуют перемещениям оболочки. Вблизи
полюсов перемещения жидкости принимают отри-
цательные значения, характеризующие её отрыв
от оболочки в результате смены интенсивной (в
результате фокусировки) волны давления волной
разрежения.

При взаимодействии жидкости и оболочки во-
зникает их отрыв и происходит образование ка-
витационной полости (рис. 14–16). В отличие от
центральной симметрии, кавитационная полость
образуется и замыкается в различных точках ме-
ридиана в разные моменты времени. В один и тот
же момент времени она состоит из отдельных фра-
гментов. Форма и размеры фрагментов полости
изменяются, что подтверждается колебаниями то-
лщины полости в разных точках поверхности обо-
лочки (рис. 14). Первоначально полость образуют-
ся в точках, расположенных вблизи закрепленных
полюсов (рис. 15). Максимальные амплитуды то-
лщины полости наблюдались на экваторе и в то-
чках, близких к π/4 (рис. 16).

На рис.17 представлены графики изменения
давления в рассматриваемых точках поверхности
оболочки.

Визуализация распространения волн давления в
жидкости представлена на рис. 18–21 в различные
моменты времени. Схема обозначения характер-
ных точек меридиональной плоскости представ-
лена на рис. 18. Волны давления распространяю-
тся в жидкости от пузырька к оболочке, вызывая
её движение и, вследствие этого, падение давле-
ния на границе жидкости и оболочки (рис. 19, a).
Вблизи неподвижных полюсов оболочки наблюда-
ется рост давления (рис. 19, б), что вызывает рас-
пространение волны сжатия вдоль оболочки в сто-
рону экватора, к области пониженного давления.

На рис. 20 представлено поле давлений жид-
кости при начальной стадии возникновения ка-
витационной полости. Зоны пониженного давле-

ния на границе с оболочкой соответствуют во-
зникновению полости (рис. 15) в указанные мо-
менты времени. Быстрые изменения положения
и толщины полости в пространстве и во време-
ни приводят к существенной пространственной не-
равномерности распределения давления на грани-
це с оболочкой. Генерируемые кавитационной по-
лостью волны разрежения распространяются по
всему объeму жидкости. Несмотря на кажущую-
ся хаотичность возникающего поля давления, из
рис. 20 видно, что оно по-прежнему сохраняет сим-
метрию относительно экваториальной плоскости.

На рис. 21, а представлены поля давления жид-
кости, когда перемещения оболочки достигают ма-
ксимального отрицательного значения. При даль-
нейшем перемещении оболочки давление в жид-
кости уменьшается за счeт волн разрежения, ра-
спространяющихся от границы оболочки. Наибо-
лее активно, в целом, давление жидкости умень-
шается на подвижной части границы оболочки
(рис. 21, б), что вызывает уменьшение давления в
окрестности закреплённых полюсов. При дальней-
шем движении оболочки происходит общее умень-
шение давления в жидкости.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработан алгоритм взаимодействия идеаль-
ной сжимаемой жидкости с упругой сферической
оболочкой при решении внутренней задачи гидро-
упругости. Рассмотрен процесс образования поло-
сти на границе раздела жидкости и оболочки при
возникновении их отрыва и отмечено существен-
ное еe влияние на общую динамику исследуемой
системы. Необходимость учёта кавитационной по-
лости подтверждается как в случае центральной
симметрии, когда оболочка незакреплена, так и
для осевой симметрии, при жестком закреплении
оболочки в полюсах.
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