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З використанням вiдомих аналiтичних залежностей для форми тонких осесиметричних каверн за тонкими та тов-
стими насадками показано, що значення об’ємного коефiцiєнта опору суперкавiтацiйного тiла, а також аналогiчних
коефiцiєнтiв, вiднесених до квадратiв довжини або калiбра, суттєво зменшуються при числах кавiтацiї, менших
0.01. Найменшi значення цих коефiцiєнтiв опору вiдповiдають найбiльшим видовженням тiла та тонким кавiтато-

рам. Шляхом порiвняння опорiв суперкавiтацiйного та безвiдривного режимiв обтiкання доведено iснування кри-
тичних значень об’єму або розмiрiв тiла. Суперкавiтацiйний режим є доцiльним лише для докритичних значень
цих величин. Необхiднiсть компенсацiї сили Архiмеда для горiзонтального суперкавiтацiйного руху значно зменшує
критичнi значення об’єму або розмiрiв тiла, що мають максимум при певнiй величинi швидкостi руху. Зроблено
оцiнки опору тиску суперкавiтацiйних корпусiв при наявностi донної каверни та порiвняння з безвiдривним ре-

жимом обтiкання. Критичнi значення об’єму тiла мають максимум при певному значеннi швидкостi руху та рiзко
зростають при збiльшеннi видовження тiла.

С использованием известных аналитических зависимостей для формы тонких осесимметричних каверн за тонкими

и толстыми насадками показано, что значения объемого коэффициента сопротивления суперкавитирующего тела,
а также аналогичных коэффициентов, отнесенных к квадратам длины или калибра, существенно снижаются при
числах кавитации, меньших 0.01. Самые малые значения этих коэффициентов соответствуют самым большим удли-
нениям тела и тонким кавитаторам. Путем сравнения сопротивлений суперкавитационного и безотрывного режимов
обтекания доказано существование критических значений объема или размеров тела. Суперкавитационный режим

целесообразно использовать при докритических значениях этих величин. Необходимость компенсации силы Архиме-
да для горизонтального суперкавитационного движения значительно уменьшает критические значения объема или
размеров тела, имеющие максимум при определенном значении скорости движения. Сделаны оценки сопротивления
давления суперкавитирующих корпусов при наличии донной каверны и сравнение с безотрывным режимом обте-
кания. Критические значения объема тела достигают максимума при определенном значении скорости движения и

резко возрастают с увеличением удлинения тела.

With the use of known analytic dependences for the slender axisymmetric cavity shapes after the slender or the non-
slender cavitators, it was shown that the value of the volumetric drag coefficient and the similar coefficients, based on

the squared values of the length and the caliber, can sufficiently be reduced at cavitation number smaller than 0.01. The
smallest values of these drag coefficients correspond to the largest aspect ratios and the slender cavitators. Comparison of
the drags of the supercavitating and unseparated flow patterns showed the existence of the critical values of the volume
and sizes. The supercavitating flow pattern is preferable for the subcritical values of these parameters. For the horizontal
supercavitation motion, the necessity of the Archimedes force compensation sufficiently diminishes the critical values of

the vehicle volume or its sizes, which achieve maximum at a certain value of the motion velocity. In the case of the base
cavity existence, the estimations of the supercavitating hull pressure drag and the comparison with the unseparated flow
pattern are presented. The critical values of the body volume have maximum at a certain value of the movement velocity
and drastically increase with the aspect ration increasing.

ВСТУП

Питання про ефективнiсть суперкавiтацiйного ре-
жиму обтiкання порiвняно зi стандартними гiдро-
динамiчними формами, що обтiкаються без вiдри-
ву примежового шару та кавiтацiї, дослiджувалось
в статтях [1 – 5]. В якостi критерiя використовував-
ся об’ємний коефiцiєнт опору

CV =
2X

ρU2V
2/3

b

, (1)

де Vb – об’єм осесиметричного тiла; ρ – густина во-
ди; U – поточна швидкiсть тiла; X– загальний опiр
тiла. В роботах [1,2,4,5] було показано, що режим
суперкавiтацiї може забезпечувати меншi значен-
ня CV лише для достатньо малих значень об’єм-

ного числа Рейнольдса ReV = UV
1/3

b /ν та числа

кавiтацiї

σ =
2(p∞ − pc)

ρU2
<< 1, (2)

де p∞ – тиск у водi далеко вiд перерiзу початку
каверни на глибинi його руху; pc – тиск у кавернi,
який можна вважати сталим через велику рiзницю
у густинах води та газiв, що заповнюють каверну.

При цьому вважалось, що форма суперкавiту-
ючого тiла мiнiмального опору збiгається з фор-
мою каверни. Якщо допустити, що тiло займає ли-
ше частину каверни, то об’ємний коефiцiєнт опору
вiдповiдно до формули (1) буде бiльшим.

Разом з тим, зменшення числа кавiтацiї призво-
дить не лише до зменшення об’ємного коефiцiєн-
та опору, але i збiльшує видовження тiла, форма
якого збiгається з формою каверни. З мiркувань
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мiцностi конструкцiї тiла його видовження є обме-
женим деякою величиною λm. В роботах [1, 2, 4, 5]
використовувалась величина λm = 20. З цим зна-
ченням максимального видовження та припущен-
ням, що оптимальне суперкавiтуюче тiло займає
весь об’єм каверни, зроблено висновок, що число
кавiтацiї повинно бути бiльшим 0.01, а мiнiмальне
значення об’ємного коефiцiєнта опору суперкавi-
туючого тiла дорiвнює приблизно 0.0015.

Збiльшення швидкостей руху тiл у водi робить
актуальними дуже малi числа кавiтацiї, якi мо-
жуть бути меншими 0.0001 навiть у випадку паро-
вої кавiтацiї, тому цiкаво дослiдити форму опти-
мальних суперкавiтуючих тiл та об’ємний коефi-
цiєнт опору у випадку σ < 0.01. Це i стало пре-
дметом даного дослiдження. Так само, як i в ро-
ботах [1,2,4,5], зроблено порiвняння опорiв супер-
кавiтацiйного та безвiдривного режимiв обтiкання
для випадкiв фiксованих об’єму, калiбра та дов-
жини тiла.

Окрiм того, гранично велике значення видовже-
ння λm = 20 вiдповiдає не всiм можливим випад-
кам. Зокрема, в статтi [6] наведений приклад успi-
шного використання суперкавiтацiї для зменшен-
ня опору тонкого гарпуна з видовженням прибли-
зно 47. Тому в роботi проведений аналiз форми
оптимальних тiл для рiзних значень λm.

Поряд з випадком розташування тiла в однiй ка-
вернi (див. рис. 1, a, b) розглянутe обтiкання при
наявностi донної каверни (див. рис. 1, c, d). Тодi
передня частина тiла може також знаходитись у
кавернi (так званий двокаверновий режим, рис. 1,
c), або обтiкатись без вiдриву примежового шару
та кавiтацiї (див. рис. 1, d). Зроблено порiвняння
опорiв для обох випадкiв.

Аналiз задач суперкавiтацiйного руху ускла-
днюється вiдсутнiстю точних розв’язкiв та неста-
цiонарним характером течiї. Разом з тим, в деяких
випадках високошвидкiсного руху iснує дiапазон
квазiстацiонарного обтiкання з фiксованим значе-
нням опору тиску, коли можна користуватись вi-
домими спiввiдношеннями для форми стацiонар-
ної каверни в невагомiй рiдинi.

Мiнiмальний опiр, очевидно, має найменше (то-
чкове) тiло, тому природно обмежити об’єм, ма-
ксимальний дiаметр (калiбр) або довжину осеси-
метричного корпусу. В трьох перших роздiлах по-
слiдовно роглядатимуться задачi мiнiмiзацiї опо-
ру з фiксованими об’ємом, калiбром та довжи-
ною. Окремо розглядатимуться випадки товстих
та тонких кавiтаторiв, буде зроблене порiвняння з
безвiдривним режимом обтiкання.

1. МIНIМIЗАЦIЯ ОПОРУ ПРИ ЗАДАНОМУ
ОБ’ЄМI ТIЛА

Якщо фiксований об’єм тiла Vb, то зручно кори-
стуватись об’ємним коефiцiєнтом опору (1), мiнi-
мальнi значення якого вiдповiдатимуть оптималь-
нiй формi. Для суперкавiтацiйного режиму обтi-
кання основний внесок в опiр дає тиск рiдини, що
дiє на поверхнi кавiтатора. Якщо каверна повнi-
стю охоплює тiло (як зображено на рис. 1, a, b),
то тиск, що дiє на решту поверхнi тiла, можна не
враховувати i використовувати стандартний кое-
фiцiєнт опору тиску осесиметричного кавiтатора з
радiусом перерiзу вiдриву каверни Rn:

Cx =
2X

πR2
nρU2

. (3)

Тодi з формул (1), (3) випливає

CV = πCx(
Vb

R3
n

)−2/3. (4)

Далi будуть проводитись розрахунки за форму-
лою (4) окремо для випадкiв товстих та видовже-
них кавiтаторiв i порiвняння з випадком безвiд-
ривного обтiкання.

1.1. Суперкавiтацiя за товстими кавiтаторами

Для товстих кавiтаторiв (наприклад, диск або
конуси з кутом при вершинi бiльше 30 градусiв)
можна використовувати напiвемпiричнi спiввiдно-
шення Гарабедяна [7]:

R
2

=
x(1 − x)

λ2
, (5)

λ =
L

D
=

√

− lnσ

σ
, (6)

D

Rn
= 2

√

Cx

σ
, (7)

L

Rn
=

2
√
−Cx lnσ

σ
, (8)

де R = R/L – безрозмiрний радiус перерiзу кавер-
ни; x = x/L – поздовжна координата; λ – видовже-
ння каверни; D – максимальний дiаметр каверни;
L – довжина каверни.

Якщо λm > λ, то вписана в каверну частина
отпимального тiла повинна збiгатись з формою ка-
верни, а для CV можна використовувати отриману
в [8] формулу, що випливає з (5)–(8):
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Рис. 1. Рiзнi схеми обтiкання та форми оптимальних тiл

CV =
32/3π1/3σ4/3

42/3(− lnσ)1/3
,

√

− lnσ

σ
< λm. (9)

Якщо λm ≤ λ, то отпимальне тiло займає лише
частину каверни (як зображено на рис. 1, a,b) з
координатами 0 < x ≤ α ≤ 1. За формулою (5)
можна визначити об’єм тiла V = V/L3:

V =
πα2(3 − 2α)

6λ2
. (10)

А з використанням формул (4), (6), (8), (10) можна
отримати

CV =
0.752/3π1/3σ4/3

α4/3(3 − 2α)2/3(− lnσ)1/3
,

√

− lnσ

σ
≥ λm.

(11)

Для визначення параметра α можна скориста-
тись умовою однаковостi видовження тiла та λm.
Тодi, якщо 0.5λ ≤ λm ≤ λ, то максимальний дiа-
метр тiла збiгається з D i визначається з формули
(7). У випадку λm < 0.5λ максимальний радiус
тiла визначається з рiвняння (5) при x = α. Оста-
точно отримуємо:

α = λm

√

σ

− lnσ
,

√

− lnσ

4σ
≤ λm ≤

√

− lnσ

σ
,

(12)

α =
4σλ2

m

4σλ2
m − lnσ

, λm < 0.5

√

− lnσ

σ
. (13)

Результати розрахункiв об’ємного коєфiцiєнта
опору за формулами (9), (11)–(13) для рiзних зна-
чень максимально можливого видовження тiла λm
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показанi на рис. 2 суцiльними лiнiями. Видно, що
значення CV можуть бути суттєво зменшенi при
σ < 0.01. При цьому видовження тiла не переви-
щує λm i воно займає лише частину каверни. Най-
меншi значення об’ємного коефiцiєнта опору вiд-
повiдають найбiльшим величинам λm.

Цiкаво вiдзначити, що величина CV є обмеже-
ною i має мiнiмум, значення якого зростає при
зменшеннi величини λm. Оскiльки мiнiмальне зна-
чення CV досягається при дуже малих значеннях
числа кавiтацiї та параметра α, формула (5) втра-
чає точнiсть (зокрема, кавiтатор не можна вважа-
ти точковим), i питання про мiнiмум об’ємного ко-
ефiцiєнта опору вимагає додаткових дослiджень.

1.2. Суперкавiтацiя за тонкими конiчними
кавiтаторами

Наведений в попередньому роздiлi аналiз свiд-
чить, що об’ємнi коефiцiєнти опору та форми
оптимального корпусу не залежать вiд форми на-
садка, оскiльки отриманi формули не мiстять кое-
фiцiєнта опору тиску Cx i є iнварiантними для всiх
нетонких кавiтаторiв, для яких справедливi напiв-
емпiричнi залежностi (5)–(8). У зв’язку з цим ви-
никає питання про ефективнiсть тонких кавiтато-
рiв, для яких замiсть залежностей (5)–(8) можна
користуватись наведеними в [9, 10] результатами
для форми тонкої каверни в першому наближеннi
та опору тиску тонкого конiчного кавiтатора:

R2

R2
n

=
σ

2 lnβ

x2

R2
n

+ 2β
x

Rn
+ 1, (14)

Cx ≈ Cx0 = −2β2[ln(0, 5β) + 1], (15)

де β – похiдна вiд радiуса кавiтатора в точцi по-
чатку каверни x = 0 (для конiчного кавiтатора β
дорiвнює тангенсу напiвкута при вершинi θ).

Якщо λm > λ, то вписана в каверну частина
отпимального тiла повинна збiгатись з формою ка-
верни, а для CV можна використовувати отриману
в [11] формулу, що випливає з (14)-(15) для випад-
ку довгих (порiвняно з довжиною кавiтатора) ка-
верн (−2β2 lnβ/σ >> 1). Бiльш точнi розрахунки
об’ємних коефiцiєнтiв опору з використанням дру-
гого наближення для форми каверн можна знайти
в [8]. Розрахунки в нелiнiйнiй постановцi наведенi
в [4, 5].

Якщо λm ≤ λ, то отпимальне тiло займає лише
частину каверни (як зображено на рис. 1, a,b) з ко-
ординатами 0 < x/Rn ≤ α1 ≤ L/Rn. За формулою
(14) можна обчислити об’єм тiла V = V/R3

n:

V = π[
1

3β
+ α1(

σα2

1

6 lnβ
+ βα1 + 1)]. (16)

Для визначення параметра α1 можна скориста-
тись умовою однаковостi видовження тiла та λm.
Тодi якщо α1 > −2β lnβ/σ, то максимальний дiа-
метр тiла Db збiгається з дiаметром каверни D i
визначається зa допомогою формули (14).

D2

b

R2
n

= 4(−2β2 lnβ

σ
+ 1). (17)

У випадку α1 ≤ −2β lnβ/σ максимальний радi-
ус тiла визначається з рiвняння (14) при x/Rn =
α1. Остаточно за допомогою (14), (17):

α1 = 2λm

√

−2β2 lnβ

σ
+ 1− 1

β
, (18)

−2β lnβ

σ
< α1 ≤ −2β lnβ +

√

4β2 ln2 β − 2σ lnβ

σ
;

α1 =
w +

√

w2 + (4λ2
m − β−2)w1

w1

, (19)

α1 ≤ −2β lnβ

σ
,

w = 4λ2

mβ − 1

β
, w1 = 1 − 2λ2

mσ

lnβ
.

Результати розрахункiв об’ємного коефiцiєнта
опору за формулами (4), (15)–(19) для тонкого ко-
нiчного кавiтатора з β = 0.1 показанi на рис. 2
маркерами. Так само, як i для товстих кавiтато-
рiв, значення CV можуть суттєво зменшуватися
при σ < 0.01. При цьому тiло займає лише пере-
дню частину каверни i його видовження не переви-
щує λm. Найменшi значення об’ємного коефiцiєн-
та опору вiдповiдають найбiльшим величинам λm.
Слiд вiдзначити, що тонкi кавiтатори забезпечу-
ють меншi CV , нiж товстi насадки, при однакових
значеннях λm, σ. Однак даний факт потребує уто-
чнення через обмежену точнiсть рiвняння першого
наближення (14). На вiдмiну вiд товстих насадкiв
величина CV для тонких кавiтаторiв не має мiнi-
муму, але дуже повiльно змiнюється при дуже ма-
лих числах кавiтацiї.

Отриманi формули дозволяють знайти форму
оптимального тiла, що забезпечує наведенi зна-
чення CV . Вiзьмемо до прикладу тiло з λm =
10, основна частина якого знаходиться в кавернi,
утворенiй тонким конусом з β = 0.1 на швидко-
стi 700 м/с. Для невеликої глибини руху в режи-
мi парової кавiтацiї за формулою (2) отримуємо
σ ≈ 0.0004. Спiввiдношення (4), (15), (16), (19)
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Рис. 2. Залежностi об’ємного коефiцiєнта опору вiд числа кавiтацiї для рiзних значень максимально
можливого видовження тiла

дозволяють отримати α1 = 62.62, CV = 0.00099.
Вiдповiднi форми каверни та оптимального тiла
схематично зображенi на рис. 1, a. Форма частини
тiла, що знаходиться в кавернi, має максимально
наближатись до форми каверни, розрахованої за
формулою (14).

У тих випадках, коли фiксованi не об’єм, а мi-
дель або довжина тiла, оптимальний корпус має
бути лише вписаним у передню частину каверни
так, щоб його довжина дорiвнювала α1, а макси-
мальний радiус наближався до значення радiуса
каверни при x/Rn = α1. Приклад оптимальної
форми для цих двох випадкiв схематично пока-
заний на рис. 1, b.

Для товстого насадка вiдповiднi оптимальнi
форми можна розрахувати за спiввiдношеннями
(5), (8), (12), (13). Зокрема, для попереднього при-
кладу: α = 0.02, CV = 0.0016. Якщо в якостi
довжини тiла вибрати значення 60 мм та обме-
житись випадком дискового кавiтатора (саме та-
ке тiло розглядається в [12]), то за формулою (8)
отримуємо Rn = 0.237 мм. Варто зауважити, що
радiус дискового кавiтатора для тiла зi статтi [12]
бiльше, нiж в 4 рази перевищує радiус оптималь-
ного диска, вiдповiдно опiр цього тiла майже у 18
разiв перевищує оптимальне значення.

1.3. Порiвняння кавiтацiйного та безвiдривного
режимов обтiкання

В роботi [8] зроблено порiвняння об’ємних кое-
фiцiєнтiв опору для безвiдривного тiла та корпу-

су, що обтiкається в режимi парової кавiтацiї. Для
цього використовувалась отримана в [2] оцiнка ко-
ефiцiєнта опору тертя для тонкого тiла, що обтi-
кається без вiдриву повнiстю турбулентного при-
межового шару:

CV U ≈ 0.062

λ
10/21

m ReV
1/7

, (20)

Критичне значення числа Рейнольдса можна
знайти з рiвняння CV = CV U та спiввiдношення
(20):

ReV ∗ ≈ 3, 5 · 10−9

C7

V λ
10/3

m

, (21)

Для значень об’ємного числа Рейнольдса, менших
цього критичного, переваги має суперкавiтацiйний
режим обтiкання. Вiдповiдно для бiльших значень
конкурентноспроможними є стандартнi безвiдрив-
нi форми. Завдяки значному зменшенню CV для
тiл, що використовують при дуже малих числах
кавiтацiї лише передню частину каверни, можна
суттєво збiльшити критичне значення числа Рей-
нольдса i, вiдповiдно, критичнi розмiри суперкавi-
туючого тiла. Наприклад, для тiла з максималь-
ним видовженням λm = 20, що рухається на не-
великiй глибинi зi швидкiстю 1000 м/c в режимi
парової кавiтацiї (число кавiтацiї становить при-
близно 0.0002) CV ≈ 0.00028 для товстого насад-
ка i приблизно вдвiчi менше для тонкого. Вико-
ристання формули (21) дає ReV ∗ ≈ 1.2 ∗ 1012 для
товстих кавiтаторiв, що на п’ять ступенiв переви-
щує значення для тiл такого ж видовження, що
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використовують весь об’єм каверни. Тобто супер-
кавiтацiйний режим у цьому випадку має переваги
для V < 109 м3, тобто для всiх практично цiкавих
апаратiв.

Разом з тим, режим суперкавiтацiї призводить
до ситуацiї, коли корпус тiла рухається в газi (див.
рис 1, a,b,c) i на нього дiє дуже мала сила Архiмеда
(приблизно у 800 разiв менша, нiж при обтiканнi в
змоченому водою режимi). Тому для суперкавiту-
ючих апаратiв виникає проблема пiдтримки ваги
(подiбна для лiтакiв). Вона вирiшується за раху-
нок глiсування корпусу по поверхнi каверни або
використання крил. При цьому виникає додатко-
вий опiр, що може значно збiльшувати об’ємний
коефiцiєнт опору суперкавiтуючих тiл.

Для оцiнки цього додаткового опору ∆CV мо-
жна скористатись коефiцiєнтом аeродинамiчної
якостi k = Cy/Cx. Тодi з формули (1) випливає

∆CV = 2
ρbgV 1/3

kU2
, (22)

де ρb = ρb/ρ – середня безрозмiрна густина тiла;
ρb = m/V ; m – маса тiла. Найбiльше значення об’-
єму V∗ , для якого ще доцiльно використовувати
суперкавiтацiйний режим обтiкання, можна зна-
йти з рiвняння

CV + ∆CV = CV U . (23)

Результати розв’язання рiвняння (23) представ-

ленi на рис. 3 та 4. Величина V
1/3

∗ вимiрюється
в метрах, швидкiсть руху U в м/с. Для розра-
хункiв використовувались значення ν = 1.3 · 10−6

м2/c; g = 9.8 м/c2; ρb/k = 0.1 (суцiльнi кривi) та
ρb/k = 1 (маркери). Видно, що деякi зображенi на
рис. 3 кривi мають максимум. Аналiз нелiнiйного
рiвняння (23) показує, що максимально можливе
значення критичного об’єму задається формулою

V∗m ≈ 1, 7 · 10−19kν2

gρbC
13

V λ
20/3

m

i досягається на швидкостi

U∗m ≈ 0.0038ν1/3g1/3ρ
1/3

b

k1/3C
8/3

V λ
10/9

m

.

Вiдсутнiсть максимума для деяких зображених на
рис. 3 кривих пояснюється дуже малими значе-
ннями CV , для яких величини U∗m виходять за
межi, показанi на рис. 3 (зокрема, швидкостi мо-
жуть ставати надзвуковими, що робить неприда-
тним наведений аналiз). Критичний об’єм дуже
рiзко спадає при зростаннi об’ємного коефiцєнта

опору (особливо на великих швидкостях руху, див.
рис. 4).

Рис. 3 та 4 свiдчать також, що врахування необ-
хiдностi компенсацiї сили Архiмеда значно змен-
шує критичнi значення об’єму тiла та обмежує
область застосування суперкавiтуючих корпусiв.
Особливо сильно це видно при збiльшеннi значень
CV (див. рис. 4). Силу Архiмеда важче компенсу-
вати для бiльш важких апаратiв (бiльшi значен-
ня ρb) та при малих коефiцiєнтах гiдродинамiчної
якостi k. Цей факт можна побачити наочно порiв-
нянням суцiльних кривих та маркерiв на рис. 3 та
4.

2. МIНIМIЗАЦIЯ ОПОРУ ПРИ ЗАДАНОМУ
КАЛIБРI ТIЛА

Якщо фiксований калiбр тiла Db, то зручно ко-
ристуватись вiднесеним до площi мiделя тiла кое-
фiцiєнтом опору CD, пов’язаним з Cx очевидним
спiввiдношенням

CD =
4CxR2

n

D2

b

. (24)

Мiнiмальнi значення CD вiдповiдатимуть опти-
мальнiй форми. Для суперкавiтацiйного режиму
обтiкання основний внесок в опiр дає тиск рiди-
ни, що дiє на по поверхнi кавiтатора. Як i в попе-
редньому роздiлi, вважитимемо, що каверна пов-
нiстю охоплює тiло. Тому тиск, що дiє на решту
повернi тiла, можна не враховувати i використо-
вувати стандартний коефiцiєнт опору тиску осеси-
метричного кавiтатора з радiусом перерiзу вiдриву
каверни Rn.

Далi будуть проводитись розрахунки за форму-
лою (24) окремо для випадкiв товстих та видов-
жених кавiтаторiв i порiвняння з випадком безвiд-
ривного обтiкання.

2.1. Суперкавiтацiя за товстими кавiтаторами

Як i в попередньому роздiлi, для товстих ка-
вiтаторiв (наприклад, диск або конуси з кутом
при вершинi бiльше 30 градусiв) будемо викори-
стовувати напiвемпiричнi спiввiдношення Гарабе-
дяна (5)–(8).

Якщо λm > λ, то оптимальний корпус тiла по-
винен бути вписаним в каверну, а його мiдель по-
винен збiгатись з мiделем каверни. Тодi для CD

можна отримати просту формулу, що випливає з
(7), (24):
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Рис. 3. Залежностi критичного об’єму тiла вiд швидкостi руху для рiзних значень CV та ρ
b
/k

Рис. 4. Залежностi критичного об’єму тiла вiд CV для рiзних значень швидкостi руху та величини ρ
b
/k

CD = σ. (25)

Якщо λm ≤ λ, то отпимальне тiло займає лише
частину каверни з координатами 0 < x ≤ α ≤ 1.
Якщо 0.5λ ≤ λm ≤ λ, то максимальний дiаметр
тiла збiгається з D, а для коефiцiєнта опору CD

також справедлива формула (25).
У випадку λm < 0.5λ максимальний радiус тiла

визначається з рiвняння (5) при x = α, тому для
CD справедлива формула:

CD =
σ

4α(1− α)
, (26)

де параметр α визначається формулою (13).
Результати розрахункiв коефiцiєнта опору CD

за формулами (13), (25), (26) для рiзних значень
максимально можливого видовження тiла λm по-
казанi на рис. 5 лiнiями.

Видно, що значення CD можуть бути суттєво
зменшенi при σ < 0.01. При цьому видовження
тiла не перевищує λm i воно займає лише части-
ну каверни. Найменшi значення коефiцiєнта опору
CD вiдповiдають найбiльшим величинам λm.

Цiкаво вiдзначити, що величина CD є обмеже-
ною i має мiнiмум, значення якого зростає при
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Рис. 5. Залежностi коефiцiєнта опору CD вiд числа кавiтацiї для рiзних значень максимально можливого
видовження тiла

зменшеннi величини λm. Оскiльки мiнiмальне зна-
чення CD досягається при дуже малих значеннях
числа кавiтацiї та параметра α, формула (5) втра-
чає точнiсть (зокрема, кавiтатор не можна вважа-
ти точковим) i питання про мiнiмум CD вимагає
додаткових дослiджень.

2.2. Суперкавiтацiя за тонкими конiчними
кавiтаторами

Так само, як i в попередньому роздiлi, будемо
користуватись формулами (14), (15), отриманими
в [9, 10].

Якщо λm > λ, то оптимальний корпус тiла має
бути вписаним в каверну, а його мiдель повинен
збiгатись з мiделем каверни. Тодi для CD можна
отримати просту формулу, що випливає з (14),
(15), (17), (24):

CD = −2σβ2 [ln(0, 5β) + 1]

(σ − 2β2 lnβ)
. (27)

Якщо λm ≤ λ, то отпимальне тiло займає лише
частину каверни з координатами 0 < x/Rn ≤ α1 ≤
L/Rn. Якщо α1 > −2β lnβ/σ, то максимальний дi-
аметр тiла збiгається з D, а для коефiцiєнта опору
CD також справедлива формула (27).

У випадку α1 ≤ −2β lnβ/σ максимальний радi-
ус тiла визначається з рiвняння (14) при x/Rn =
α1, тому за допомогою (14), (15), (17), (24) можна
отримати:

CD = − 4β2 lnβ[ln(0, 5β) + 1]

(σα2
1

+ 4β lnβα1 + 2 lnβ)
. (28)

Для визначення параметра α1 можна скориста-
тись умовою однаковостi видовження тiла та λm.
У випадку α1 ≤ −2β lnβ/σ цей параметр визнача-
ється з рiвняння (19).

Результати розрахункiв коефiцiєнта опору CD

за формулами (27), (28) для рiзних значень макси-
мально можливого видовження тiла λm показанi
на рис. 5 маркерами.

Так само, як i для товстих кавiтаторiв, значення
CD можуть бути суттєво зменшенi при σ < 0.01.
При цьому видовження тiла не перевищує λm i во-
но займає лише передню частину каверни. Най-
меншi значення коефiцiєнта опору CD вiдповiд-
ають найбiльшим величинам λm. Слiд вiдзначи-
ти, що тонкi кавiтатори забезпечують меншi CD,
нiж товстi насадки при однакових значеннях λm,
σ. Однак даний факт потребує уточнення через
обмежену точнiсть рiвняння першого наближення
(14). На вiдмiну вiд товстих насадкiв величина CD

для тонких кавiтаторiв не має мiнiмуму, але дуже
повiльно змiнюється при дуже малих числах кавi-
тацiї.

Отриманi формули дозволяють знайти форму
оптимального тiла, що забезпечує наведенi зна-
чення CD. Вiзьмемо до прикладу тiло з λm =
10, основна частина якого знаходиться в кавер-
нi, утворенiй тонким конусом з β = 0.1 на швид-
костi 700 м/с. Для невеликої глибини руху в ре-
жимi парової кавiтацiї за формулою (2) отриму-
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ємо σ ≈ 0.0004. Спiввiдношення (19), (28) дозво-
ляють отримати α1 = 62.62, CD = 0.003. Форма
частини тiла, що знаходиться в кавернi, має бути
вписаною у передню частину вiдповiдної каверни,
максимальний дiаметр тiла повинен максимально
наближатись до дiметра каверни при x/Rn = α1.
Приклад оптимальної форми схематично показа-
ний на рис. 1, b.

Для товстого насадка вiдповiднi оптимальнi
форми можна розрахувати за спiввiдношеннями
(5), (7), (12), (13), (25), (26). Зокрема, для попере-
днього прикладу: α = 0.02, CD = 0.01. Отримане
значення CD бiльше, як в 3 рази перевищує вели-
чину коефiцiєнта опору для випадку тонкого ка-
вiтатора. Однак остаточний висновок про бiльшу
ефективнiсть тонких насадкiв може бути зроблено
лише пiсля уточнених розрахункiв. Якщо в якостi
максимального дiаметра тiла вибрати значення 6
мм та обмежитись випадком дискового кавiтатора
(саме таке тiло розглядається в [12]), то за форму-
лою (8) отримуємо Rn = 0, 237 мм. Варто заува-
жити, що радiус дискового кавiтатора для тiла зi
статтi [12] бiльше, нiж в 4 рази перевищує радi-
ус оптимального диска, вiдповiдно опiр цього тiла
майже у 18 разiв перевищує оптимальне значення.

2.3. Порiвняння кавiтацiйного та безвiдривного
режимiв обтiкання

У випадку фiксованого калiбра тiла, що розгля-
дається в даному роздiлi, можна користуватись
результатами пiдроздiлу 1.3 для критичних зна-
чень об’єма тiла, якщо розрахувати залежнiсть
V 1/3/D з використанням формул (5), (6), (10),
(12), (13) для товстого кавiтатора та (14), (16)–
(19) для тонкого. Результати обчислень показу-
ють, що для чисел кавiтацiї, менших 0.01, вiдноше-
ння V 1/3/D змiнюється дуже повiльно i становить
вiд 1.74 до 2.06 для λm = 15 i змiнюється в межах
1.98 до 2.28 для λm = 20. Отже, для оцiнок крити-
чних значень калiбра тiла достатньо брати при-

близно половину вiдповiдних величин V
1/3

∗ . Су-
перкавiтацiйний режим обтiкання буде доцiльним
при менших значеннях калiбра.

3. МIНIМIЗАЦIЯ ОПОРУ ПРИ ЗАДАНIЙ
ДОВЖИНI ТIЛА

Якщо фiксована довжина тiла Lb, то зручно ко-
ристуватись вiднесеним до квадрата довжини тiла
коефiцiєнтом опору CL, пов’язаниним з Cx очеви-
дним спiввiдношенням

CL =
πCxR2

n

L2

b

. (29)

Мiнiмальнi значення CL вiдповiдатимуть опти-
мальнiй формi. Для суперкавiтацiйного режиму
обтiкання основний внесок в опiр дає тиск рiди-
ни, що дiє на поверхнi кавiтатора. Як i в попере-
днiх роздiлах, вважитимемо, що каверна повнiстю
охоплює тiло. Тому тиск, що дiє на решту повер-
нi тiла, можна не враховувати i використовувати
стандартний коефiцiєнт опору тиску осесиметри-
чного кавiтатора з радiусом перерiзу вiдриву ка-
верни Rn.

Далi будуть проводитись розрахунки за форму-
лою (29) окремо для випадкiв товстих та видов-
жених кавiтаторiв i порiвняння з випадком безвiд-
ривного обтiкання.

3.1. Суперкавiтацiя за товстими кавiтаторами

Як i в попереднiх роздiлах для товстих кавiтато-
рiв (наприклад, диск або конуси з кутом при вер-
шинi бiльше 30 градусiв) будемо використовува-
ти напiвемпiричнi спiввiдношення Гарабедяна (5)–
(8).

Якщо λm > λ, то оптимальний корпус тiла по-
винен бути вписаним в каверну, а його довжина
має збiгатись з довжиною каверни. Якщо λm ≤ λ,
то отпимальне тiло займає лише частину каверни
з координатами 0 < x ≤ α ≤ 1. В обох випадках з
виразiв (8), (29) можна отримати просту формулу:

CL = − πσ2

4α2 lnσ
, (30)

де параметр α визначається формулами (12), (13)
i дорiвнює одиницi при λm >

√

− lnσ/σ.
Результати розрахункiв коефiцiєнта опору CL за

формулами (12), (13), (30) для рiзних значень ма-
ксимально можливого видовження тiла λm пока-
занi на рис. 6 лiнiями.

Видно, що значення CL можуть бути суттєво
зменшенi при σ < 0.01. При цьому видовження
тiла не перевищує λm i воно займає лише части-
ну каверни. Як варто було сподiватись, найменшi
значення коефiцiєнта опору CL вiдповiдають най-
бiльшим величинам λm.

Цiкаво вiдзначити, що величина CL є обмеже-
ною i має мiнiмум, значення якого зростає при
зменшеннi величини λm. Оскiльки мiнiмальне зна-
чення CL досягається при дуже малих значеннях
числа кавiтацiї та параметра α, формула (5) втра-
чає точнiсть (зокрема, кавiтатор не можна вважа-
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Рис. 6. Залежностi коефiцiєнта опору CL вiд числа кавiтацiї для рiзних значень максимально можливого
видовження тiла

ти точковим) i питання про мiнiмум CL вимагає
додаткових дослiджень.

3.2. Суперкавiтацiя за тонкими конiчними
кавiтаторами

Так само, як i в попереднiх роздiлах, будемо
користуватись формулами (14), (15), отриманими
в [9, 10].

Якщо λm > λ, то оптимальний корпус тiла по-
винен бути вписаним в каверну, а його довжина
збiгатися з довжиною каверни. Якщо λm ≤ λ, то
отпимальне тiло займає лише частину каверни з
координатами 0 < x/Rn ≤ α1 ≤ L/Rn. В обох ви-
падках з (15), (29) можна отримати просту фор-
мулу:

CL = −2πβ2[ln(0, 5β) + 1]

α2
1

. (31)

Для визначення параметра α1 можна скориста-
тись умовою однаковостi видовження тiла та λm,
спiввiдношеннями (19), (20) та значенням

α1 =
−2β lnβ +

√

4β2 ln2 β2 − 2σ lnβ

σ

при λm > λ. Результати розрахункiв коефiцiєнта
опору CL за формулами (18), (19), (31) для рiзних
значень максимально можливого видовження тiла
λm показанi на рис. 6 маркерами.

Так само, як i для товстих кавiтаторiв, значення
CL суттєво зменшуються при σ < 0.01. При цьо-
му видовження тiла не перевищує λm i воно займає

лише передню частину каверни. Найменшi значен-
ня коефiцiєнта опору CL вiдповiдають найбiльшим
величинам λm. Слiд вiдзначити, що тонкi кавiта-
тори забезпечують меншi значення CL, нiж товстi
насадки при однакових значеннях λm, σ. Однак
даний факт потребує уточнення через обмежену
точнiсть рiвняння першого наближення (14). На
вiдмiну вiд товстих насадкiв величина CL для тон-
ких кавiтаторiв не має мiнiмуму, але дуже повiль-
но змiнюється при дуже малих числах кавiтацiї.

Отриманi формули дозволяють знайти форму
оптимального тiла, що забезпечує наведенi зна-
чення CL. Приклад такого тiла з параметрами
λm = 10; β = 0.1; U = 700 м/с схематично по-
казаний на рис. 1, b.

3.3. Порiвняння кавiтацiйного та безвiдривного
режимiв обтiкання

У випадку фiксованої довжини тiла, що розгля-
дається в даному роздiлi, можна користуватись
результатами пiдроздiлу 1.3 для критичних зна-
чень об’єма тiла, якщо розрахувати залежнiсть
V 1/3/L з використанням формул (5), (8), (10), (12),
(13) для товстого кавiтатора та (14), (16)–(19) для
тонкого. Результати обчислень показують, що для
чисел кавiтацiї, менших 0.01, вiдношення V 1/3/L
змiнюється дуже повiльно i становить вiд 0.12 до
0.14 для λm = 15 i змiнюється в межах 0.10 до 0.11
для λm = 20. Отже, для оцiнок критичних зна-
чень довжини тiла достатньо вiдповiднi величини

V
1/3

∗ збiльшити приблизно в 7–10 разiв. Суперка-
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вiтацiйний режим обтiкання буде доцiльним при
докритичних значеннях довжини тiла.

4. МIНIМIЗАЦIЯ ОПОРУ ПРИ НАЯВНОСТI
ДОННОЇ КАВЕРНИ

В попереднiх роздiлах розглядався випадок, ко-
ли каверна повнiстю охоплює тiло (див. рис. 1, a,

b). Розглянемо тепер обтiкання при наявностi дон-
ної каверни (див. рис. 1, c, d). Тодi передня ча-
стина тiла може також знаходитись у кавернi (так
званий двокаверновий режим, рис. 1, c) або обтi-
катись без вiдриву примежового шару та кавiтацiї
(див. рис. 1, d). Зробимо порiвняння опорiв тов-
стих та тонких кавiтаторiв, а також для безвiдрив-
ного обтiкання. Слiд звернути увагу, що в цьому
випадку з’являється додаткова складова коефiцi-
ента опору тиску ∆Cx, пов’язана з необхiднiстю
iнтегрування коефiцiєнта тиску по поверхнi тiла,
що знаходиться в кавернi (рис. 1, c) або обтiкає-
ться рiдиною (рис. 1, d). В першому випадку (рис.
1, c) тиск в кавернi i, вiдповiдно, на розташованiй
в нiй частинi поверхнi тiла є сталим, тому

∆Cx = −σ(R2

f/R2

n − 1), (32)

де Rf – радiус тiла в точцi замикання каверни. З
формули (32) видно, що величина ∆Cx зменшує-
ться при збiльшеннi Rf .

4.1. Суперкаiтацiя за товстими насадками

Якщо вважати, що Rf = 0, 5D, то з формул (7),
(32) випливає, що нове мiнiмальне значення кое-
фiцiєнта опору тиску становить

Cx + ∆Cx = σ. (33)

Формула (33) свiдчить, що кавiтацiйний опiр тиску
значно зменшується порiвняно з випадком повного
охоплення корпусу тiла каверною (рис. 1, a, b) i
практично наближається до нуля для дуже малих
чисел кавiтацiї.

4.2. Суперкавiтацiя за тонкими конiчними
насадками

Якщо вважати, що Rf = 0, 5D, то з формул (15),
(17), (32) випливає, що нове мiнiмальне значення
коефiцiєнта опору тиску становить

Cx + ∆Cx = 2β2(ln 2 − 1). (34)

Формула (34) свiдчить, що кавiтацiйний опiр тиску
значно зменшується порiвняно з випадком повного
охоплення корпусу тiла каверною (рис. 1, a, b) i
набуває вiд’ємних значень, хоча для дуже тонкого
кавiтатора опiр практично наближається до нуля.

4.3. Порiвняння кавiтацiйного та безвiдривного
режимiв обтiкання

Вiзьмемо для порiвняння форму осесиметрично-
го корпусу у виглядi параболоїда

R(x)

Rn
=

bx2

R2
n

+ 1, −
√

−1

b
≤ x

Rn
≤ 0, (35)

показаного на рис. 1, d.
Для визначення коефiцiєнта тиску Cp на поверх-

нi тiла можна скористатись рiвнянням першого на-
ближення (див., наприклад, [9]):

d2R2

dx2
= − Cp

ln ε
, (36)

де в якостi параметра тонкостi тiла ε можна ви-
брати його обернену довжину

√
−b. З формул (35),

(36) отримуємо

Cp = −2b ln(−b)
[

3b(x/Rn)2 + 1
]

. (37)

Формула (37) свiдчить, що градiєнт тиску є вiд’-
ємним для вiд’ємних значень координати x, що
вiдповiдають поверхнi тiла, тому режим обтiкання
корпусу буде бевiдривним.

Iнтегрування (37) по поверхнi тiла дає формулу
для коефiцiєнта опору безвiдривного тiла:

∆Cx = −2b ln(−b)/3, (38)

Вiд’ємнi значення опору (наявнiсть тяги на кор-
пусi тiла), що випливають з формул (34), (38), не
суперечать фiзичним принципам, оскiльки зобра-
жена на рис. 1, d схема обтiкання вимагає пiддуву
газу в донну каверну, на який витрачається дода-
ткова енергiя.

Для порiвняння ефективностi кавiтацiйного та
безвiдривного режиму обтiкання при наявностi
донної каверни потрiбно в рiвняннi (23) врахувати
змiни в опорi тиску (33) або (34) та (38). Прикла-
ди обчислень критичного об’єму суперкавiтацiйно-
го тiла з тонким кавiтатором (β = 0, 1) для рiз-
них значень λm представленi на рис. 7. Для розра-
хункiв використовувались значення ν = 1.3 · 10−6

м2/c; g = 9.8 м/c2; ρb/k = 0.1 (суцiльнi кривi)
та ρb/k = 1 (маркери). Видно, що деякi зображе-
нi на рис. 7 кривi мають максимум (так само як
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Рис. 7. Залежностi критичного об’єму тiла вiд швидкостi руху для рiзних значень λm та ρ
b
/k

у випадку повного охоплення корпусу однiєю ка-
верною, див. рис. 3). Зi збiльшенням величини λm

цей максимум досягається при бiльших значеннях
швидкостi руху i може виходити в трансзвукову
область, де втрачається придатнiсть застосованої
теорiї.

Силу Архiмеда важче компенсувати для бiльш
важких апаратiв (бiльшi значення ρb) та при ма-
лих коефiцiєнтах гiдродинамiчної якостi k. Цей
факт унаочнює порiвняння суцiльних кривих та
маркерiв на рис. 7. Видно також, що значення кри-
тичного об’єму рiзко зростають при збiльшеннi ви-
довження тiла.

ВИСНОВКИ

Значення об’ємного коефiцiєнта опору суперка-
вiтацiйного тiла CV , а також коефiцiєнтiв CD та
CL можуть бути суттєво зменшенi при σ < 0.01.
При цьому видовження тiла не перевищує λm i во-
но займає лише передню частину каверни. Най-
меншi значення цих коефiцiєнтiв опору вiдповiда-
ють найбiльшим величинам λm.

Порiвняння опорiв суперкавiтацiйного та безвiд-
ривного режимiв обтiкання свiдчить про iснування
критичних значень об’єму або розмiрiв тiла. Су-
перкавiтацiйний режим обтiкання є доцiльним ли-
ше при докритичних значеннях цих величин. Не-
обхiднiсть компенсацiї сили Архiмеда для горiзон-
тального суперкавiтацiйного руху значно зменшує
критичнi значення об’єму або розмiрiв тiла. Кри-
тичнi об’єм або розмiри тiла мають максимум при

певнiй швидкостi руху. Для вiдносно великих зна-
чень об’ємного коефiцiєнта опору (CV > 0.001)
критичнi розмiри суперкавiтуючого тiла стають
дуже малими в усьому дiапазонi швидкостей ру-
ху.

Зроблено оцiнки опору тиску суперкавiтацiйних
корпусiв при наявностi донної каверни та порiвня-
ння з безвiдривним режимом обтiкання. Критичнi
значення об’єму тiла мають максимум при певнiй
швидкостi руху та рiзко зростають при збiльшеннi
видовження тiла.

Наведений аналiз засвiдчив, що тонкi кавiтато-
ри забезпечують меншi CV , CD та CL, нiж товстi
насадки при однакових значеннях λm, σ. Однак
даний факт потребує додаткових дослiджень че-
рез обмежену точнiсть рiвняння першого наближе-
ння. Так само уточнень потребує факт наявностi
мiнiмумiв величин CV , CD, CL для товстих насад-
кiв при дуже малих числах кавiтацiї.
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