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Исследуется устойчивость волновых пакетов, распространяющихся вдоль поверхности раздела двух жидких слоев с
различными плотностями с учетом сил поверхностного натяжения. Анализ проводится методом многомасштабных

разложений до приближения третьего порядка. Предствлены характерные диаграммы нелинейной устойчивости
при различных толщинах нижнего слоя. Обнаружено существенное перераспределение областей нелинейной устой-
чивости при изменении отношения толщин жидких слоев.

Дослiджується стiйкiсть хвильових пакетiв, що розповсюджуються вздовж поверхнi роздiлу двох рiдких шарiв з
рiзними густинами з врахуванням сил поверхневого натягу. Аналiз проводиться методом багатомасштабних роз-

кладень до приближення третього порядку. Наведено характернi дiаграми нелiнiйної стiйкостi в залежностi вiд
товщини нижнього шару. Виявлено значний перерозподiл областей нелiнiйної стiйкостi при змiнi спiввiдношень
товщин рiдких шарiв.

Nonlinear stability of wave packets propagating along the interface between the two fluid layers of different densities
with taking into account the surface tension is investigated. The analysis is carried out by the method of multiple scale
expansions up to the third order approximation. Characteristic diagrams of nonlinear stability at different thicknesses of
the lower layer are presented. The essential redistribution of nonlinear stability regions with changing fluid layer thickness
ratio is discovered.

ВВЕДЕНИЕ

Исследование волновых процессов в жидкостях
с поверхностями раздела, их общих свойств и осо-
бенностей представляет большой интерес во мно-
гих разделах нелинейной динамики и физики.
Особый интерес представляет анализ формирова-
ния, эволюции и устойчивости больших волн [?,?].
Распространение внутренних волн в системе, со-
стоящей из двух жидкостей конечной глубины на
основе уравнений Эйлера при условии, что то-
лщина слоя мала по сравнению с горизонтальным
масштабом, рассмотрено в [?], решения найдены
в виде разложений по малому параметру толщи-
ны. В [?] на основе разложений искомых функ-
ции в ряд Фурье исследованы нелинейные вну-
тренние волны на поверхности раздела двух по-
луограниченных сред с различными плотностями.
Проведен анализ основных характеристик волно-
вых движений в некоторых предельных случаях.
Распространение внутренних уединенных волн в
двуслойной жидкости, ограниченной сверху и сни-
зу твердыми плоскостями без учета сил поверх-
ностного натяжения исследовано в [?], получено
решение в форме обобщенных степенных рядов по
параметру, зависящему от величины, обратной чи-
слу Фруда.

В [?] примeняется метод многомасштабных ра-
зложений для вывода пары дифференциальных

уравнений в частных производных, которые опи-
сывают эволюцию волновых пакетов на поверхно-
сти раздела двух полуограниченных жидкостей с
различными плотностями, учитывая эффект по-
верхностного натяжения. В результате получены
два альтернативных нелинейных уравнения Шре-
дингера, а также исследована устойчивость волно-
вых пакетов конечной амплитуды. Метод много-
масштабных разложений был также успешно при-
менен Г. Хасимото и Г. Оно [?] для получения не-
линейного уравнения Шредингера, описывающего
эволюцию гравитационных волновых пакетов ко-
нечной амплитуды на поверхности жидкого слоя.
Существенный вклад в изучение указанной про-
блемы сделан Г. Сегуром и Дж. Хаммаком [?], Г.
Йеном и Б. Лейком [?], М. Абловицем и Г. Сегу-
ром [?], Дж. Уиземом [?], П. Бхатнагаром [?], Г.
Ламбом [?], И.Т. Селезовым и С.В. Корсунским
[?,?].

Распространению волновых пакетов в жидких
средах с учетом сил поверхностного натяжения по-
священы работы [?,?,?].

Если в случае больших океанских волн поверх-
ностным натяжением можно пренебречь, то при
рассмотрении капиллярных волн в лабораторных
исследованиях гидродинамических систем влия-
ние сил поверхностного натяжения может быть
весьма существенным. В последнее время пробле-
мам нелинейных внутренних волновых движений
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посвящено много работ, например, [?,?,?,?].
Последовательному исследованию распростра-

нения волновых пакетов на свободной поверхно-
сти и на поверхности контакта двух жидких сред
посвящены работы, краткая характеристика кото-
рых представлена ниже. В [?] представлен обсто-
ятельный анализ волновых движений на поверх-
ности контакта двух полубесконечных жидкостей
с учетом поверхностного натяжения. Аналогичная
задача о распространении волновых пакетов на по-
верхности контакта жидкого полупространства и
жидкого слоя над ним изучалась в [?] методом
многомасштабных разложений до третьего поряд-
ка, где обсуждалась проблема устойчивости вол-
новых пакетов в системе “слой–полупространство”.
Аналогичная задача анализировалась в [?] для
случая малых частот. В статьях, опубликован-
ных в последнее время, рассмотрены различные
аспекты четвертого приближения проблемы эво-
люции нелинейных волновых пакетов, такие как
эволюционное уравнение при околокритических
волновых числах [?, ?], эволюционное уравнение
при волновых числах, далеких от критического
[?,?,?], исследование устойчивости решений ука-
занных уравнений [?,?], где построены диаграммы
устойчивости в зависимости от толщины верхнего
слоя в системе “слой–полупространство”. В [?] рас-
смотрена структура волнового пакета, его форма,
а также условия резонанса второй гармоники для
случая жидкости, состоящей из двух слоев коне-
чной глубины.

В предыдущей статье авторов [?] исследовалась
форма волнового пакета в различных областях
устойчивости, границы областей с различной фор-
мой и резонанс второй гармоники, когда ампли-
туда второй гармоники возрастает по сравнению
с амплитудой первого приближения. Установлены
области резонанса второй гармоники.

В настоящей статье рассматривается проблема
нелинейной устойчивости волновых пакетов, рас-
пространяющихся вдоль границы раздела в систе-
ме “слой–слой”, и анализируется их устойчивость
в зависимости от отношений толщин и плотностей
верхней и нижней жидкостей.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
И МЕТОД РЕШЕНИЯ

Рассмотрим задачу о распространении волно-
вых пакетов конечной амплитуды на поверхности
контакта двух жидких слоев Ω1 = {(x, y, z) : |x| <
∞, |y| < ∞,−h1 ≤ z < 0} и Ω2 = {(x, y, z) : |x| <
∞, |y| < ∞, 0 ≤ z ≤ h2} с плотностями ρ1 и ρ2

соответственно. Учитывается сила поверхностно-
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Рис. 1. Схема постановки задачи

го натяжения. Сила тяжести направлена перпен-
дикулярно к поверхности контакта в направлении,
противоположном к вертикальной оси z (рис. 1).
Жидкости считаются несжимаемыми.

Математическая постановка задачи имеет вид

∇2ϕj = 0 в Ωj , (1)

η,t − ϕj,z = −ϕj,xη,x на z = η (x, t) , (2)

ϕ1,t − ρϕ2,t + (1 − ρ) η +
1

2

[

(∇ϕ1)
2
− ρ (∇ϕ2)

2
]

−

−T
(

1 + η2

,x

)−3/2

η,xx = 0 на z = η (x, t) , (3)

ϕ1,z = 0 при z = −h1, (4)

ϕ2,z = 0 при z = h2, (5)

где j = 1, 2; ρ = ρ2/ρ1 – отношение плотностей;
η(x, t) – отклонение поверхности от ее невозмущен-
ного состояния z = 0.

Безразмерные величины введены с помощью
характерной длины L, характерного времени
(L/g)

1/2, плотности нижней жидкости ρ1 и ускоре-
ния свободного падения g. Безразмерный коэффи-
циент поверхностного натяжения при этом имеет
вид T ∗ = T/(L2ρg) (звездочка опущена).

Для определения приближенного решения зада-
чи (1)–(5) для малых, но конечных амплитуд, при-
меним метод многомасштабных разложений [?]:

η(x, t) =

3
∑

n=1

εnηn(x0, x1, x2, t0, t1, t2) + O(ε4), (6)

φj(x, z, t)=

3
∑

n=1

εnφjn(x0, x1, x2, z, t0, t1, t2)+O(ε4),(7)

где ε – малый безразмерный параметр; xn = εnx;
tn = εnt – масштабные переменные.
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Подстановка выражений (6)–(7) в (1)–(5) при-
водит к трем линейным задачам относительно не-
известных функций η1, φ11, φ21, η2, φ12, φ22, η3,
φ13, φ23, которые являются слагаемыми в много-
масштабных разложениях потенциалов φ1, φ2 (7)
и в разложении отклонения поверхности контакта
жидкостей с различными свойствами η (6).

Представим основные соотношения:
дисперсионное уравнение

ω2 =
k(1 − ρ + Tk2)

cthkh1 + ρcthkh2

, (8)

решение первого приближения

η1 = A exp iθ + A exp(−iθ), (9)

φ11=−i
ω

k

[

A exp iθ − A exp(−iθ)
] chk(h1+z)

shkh1

,(10)

φ21 = i
ω

k

[

A exp iθ − A exp(−iθ)
] chk(h2 − z)

shkh2

,(11)

где A – величина, сопряженная комплексной оги-
бающей волнового пакета A; θ = kx0 − ωt0;
k – волновое число и ω – частота центра вол-
нового пакета. Итак, как и в случае распро-
странения волн вдоль поверхности контакта двух
полупространств [?], а также в системе “слой–
полупространство” [?], в рассматриваемой системе
“слой–слой” поверхность контакта линейно устой-
чива или неустойчива в зависимости от того, явля-
ется k больше или меньше критического волнового
числа kc = [(ρ− 1)/T ]1/2.

Частное решение задачи второго порядка можно
записать в виде

η2 =
ω2

(

1 − cth2kh1 − ρ(1 − cth2kh2)
)

1−ρ
AA+

+ΛA2 exp 2iθ+ cc, (12)

φ12 =
1

k

[

(ω

k
(1 + kh1cthkh1)A,x1

) chk(h1 + z)

shkh1

+

+A,t1 − ω(z + h1)A,x1

shk(h1 + z)

shkh1

]

exp iθ+

+i
ω

k

[

kcthkh1−Λ
]

A2
ch2k(h1 + z)

sh2kh1

exp 2iθ+cc, (13)

φ22=−
1

k

[

(ω

k
(1 + kh2cthkh2)A,x1

) chk(h2 − z)

shkh2

+

+A,t1 + ω(z − h2)A,x1

shk(h2 − z)

shkh2

]

exp iθ+

+i
ω

k

[

kcthkh2 +Λ
]

A2
ch2k(h2 − z)

sh2kh2

exp 2iθ+cc, (14)

где

Λ =
(1.5cth2kh1 − 0.5− ρ(1.5cth2kh2 − 0.5))ω2

2ω2(cth2kh1 + ρcth2kh2) − k(1 − ρ + 4Tk2)
.

(15)

Условие разрешимости третьего порядка будет

A,t2 + ω′A,x2
− 0.5iω′′A,x1x1

= (16)

= −ikω−1(cthkh1 + ρcthkh2)
−1IA2A,

где

I = 0.5{Λω2[3cth2kh2 − 1 − ρ(3cth2kh2 − 1)] −

−1.5Tk4 + 2kω2[2cthkh1 − cth3kh1) +

+ρ(2cthkh2 − cth3kh2)] − (17)

−
ω4

(1 − ρ)
(1 − cth2kh1 − ρ(1 − cth2kh2))

2}.

2. АНАЛИТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
УСТОЙЧИВОСТИ ВОЛНОВОГО ПАКЕТА

После замены независимых переменных x и t на

ξ = x − ω′t, ζ = t, (18)

запишем эволюционное уравнение (16) в виде

A,ζ − 0.5iω′′A,ξξ = iε2ω−1I0A
2A, (19)

где I0 = −k(cthkh1 + ρcthkh2)
−1I.

Уравнение (19) дает такие решения, которые
изменяются только с течением времени:

A = a exp(iε2ω−1I0a
2ζ), (20)

где a – постоянная.
Дадим решению (20) возмущение

A = (a + α) exp(iε2ω−1I0a
2ζ + iβ),

где α(ζ, ξ) и β(ζ, ξ) являются действительными.
Подставим возмущенное решение в эволюцион-
ное уравнение (19) и придем к системе уравнений
относительно α и β:

α,ζ + 0.5ω
′′

αβ,ξξ = 0,

αβ,ζ − 0.5ω
′′

α,ξξ = 2αε2ω−1I0a
2. (21)

Решение линейной системы (21) можно предста-
вить в виде

α = α1 exp i(k1ξ − ω1ζ),
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Рис. 2. Диаграммы устойчивости при h2 = 1 и при толщине нижнего слоя:
a – h1 = 10; б – h1 = 2.23; в – h1 = 1.73; г – h1 = 1.1; д – h1 = 1

β = β1 exp i(k1ξ − ω1ζ). (22)

Подстановка решения (22) в (21) дает систему
относительно амплитуд α1 и β1:

−iω1α1 − 0.5aω
′′

k2

1β1 = 0,
(

0.5ω
′′

k2

1 − 2ε2ω−1I0a
2

)

α1 − iaω1β1 = 0. (23)

Из полученной системы следует дисперсионное
соотношение

ω2

1 = 0.25ω′′2k2

1

(

k2

1 − 4ε2ω−1ω′′−1I0a
2
)

. (24)

Таким образом, условие устойчивости имеет вид

I0ω
′′ < 0. (25)
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Далее уравнения

I0ω
′′ = 0, I0ω

′′ → ∞,

определяющие кривые, вдоль которых меняется
знак неравенства (25), были решены численно, а
результаты и их анализ представлены ниже.

3. ДИАГРАММА УСТОЙЧИВОСТИ
И ЕЕ АНАЛИЗ

На рис. 2 построены кривые, соответствующие
уравнениям

I0ω
′′ = 0 и I0ω

′′ → ∞.

Эти кривые определяют границы областей нели-
нейной устойчивости и неустойчивости при фи-
ксированном значении h2 = 1 и различных значе-
ниях параметра h1ε{10; 2.23; 1, 73; 1, 1; 1} соответ-
ственно на рис. 2. Область линейной неустойчиво-
сти отделена кривой с индексом “0”. Области нели-
нейной устойчивости (НУ) и нелинейной неустой-
чивости (НН) чередуются.

При h1 = 10 (рис. 2, а) построены шесть кри-
вых, разделяющих области нелинейной устойчи-
вости от областей нелинейной неустойчивости. В
данном случае при ρ < 1 имеем две области устой-
чивости как для гравитационных, так и для ка-
пиллярных волн. При уменьшении h1 до значе-
ния 2.23 кривые “5” и “6” смыкаются, а острый
конец кривой “4” опускается на ось ρ (рис. 2,б).
Можно сказать, что нелинейная устойчивость за-
полняет значительную часть плоскости (ρ, k), в
частности, гравитационные волны устойчивы по-
чти для всех отношений плотностей жидких сред,
при этом область устойчивости капиллярных волн
также значительно расширяется.

При h1 = 1.73 (рис. 2, в) количество кривых,
попадающих в первый квадрант плоскости (ρ, k),
уменьшается (кривые “5” и “6” смещаются влево).

При этом острый конец кривой “4” постепен-
но двигается вправо по оси ρ, что, в свою оче-
редь, приводит к увеличению области нелинейной
устойчивости, ограниченной координатными ося-
ми. Другая область (кривая “4” и ось ρ) смещается
к вертикальной прямой ρ = 1.

Процесс сужения областей неустойчивости и
расширения областей устойчивости хорошо виден
при h1 = 1.1 (рис. 2, г).

В предельном случае, когда толщины жидких
слоев равны (рис. 2, д), т. е. при h1 = 1, нижняя
дуга кривой “4” вырождается в точку (1, 0). Верти-
кальная прямая ρ = 1 в предельном случае отсут-
ствует, поскольку на нее накладываются нижняя

часть кривой “2” и верхняя часть кривой “4”, при
этом оставшиеся части этих кривых образуют но-
вую границу раздела областей нелинейной устой-
чивости и нелинейной неустойчивости. Отметим
также, что эти области попадают в те участки ди-
аграмм, которые имеют физический смысл в ги-
дродинамике.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследуется устойчивость распростра-
нения волновых пакетов на поверхности конта-
кта гидродинамической системы “слой-слой”. По-
строены характерные диаграммы для нелиней-
ной устойчивости для различных толщин нижне-
го слоя. Обнаружено наличие достаточно боль-
ших областей нелинейной устойчивости для раз-
личных типов волн (капиллярных и гравитацион-
ных) для разных отношений плотностей и толщин
двух жидких слоев.
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