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За допомогою методу суперпозицiї пояснено появу та структуру вимушених i хре-
стоподiбних хвиль на вiльнiй поверхнi рiдини, налитої в тонкостiнний цилiндри-
чний резервуар скiнченної глибини. Обрана конфiгурацiя системи наближено мо-
делює так званi «спiвочi бокали», вiдомi завдяки iнтенсивному випромiнюванню
тонального звуку при його збудженнi зволоженим пальцем, який рiвномiрно ру-
хається вздовж вiльної крайки стiнки. На додачу до теоретичного аналiзу прове-
дено дослiдження на спецiальному експериментальному стендi з можливiстю фо-
тофiксацiї змiщень вiльної поверхнi рiдини. Графiчне представлення висоти вiль-
ної поверхнi показує основнi особливостi хвильових картин, якi спостерiгаються
в «спiвочому бокалi». Показано, що вимушенi хвилi мають чотири вузли в ази-
мутальному напрямку. Вони вiдповiдають найнижчiй згинальнiй формi окружних
коливань пружної оболонки та узгодженi з модовою структурою власних коли-
вань рiдини в обмеженiй областi. Специфiка хрестоподiбних хвиль полягає в тому,
що їхнi гребенi завжди перпендикулярнi до вiбруючої стiнки. Показано, що якi-
сний опис основних характеристик вимушених хвиль на вiльнiй поверхнi рiдини
в бокалi можна провести в рамках лiнеаризованої теоретичної моделi. Водночас
релевантне моделювання хрестоподiбних хвиль можливе лише за допомогою нелi-
нiйних математичних пiдходiв, якi описують параметричний резонанс. Розвинута в
цiй статтi двомодова резонансна модель дає найбiльш вiрогiдний механiзм збудже-
ння хрестоподiбних хвиль. Отриманi математичнi спiввiдношення формують базу
для кiлькiсного дослiдження поверхневих хвиль у частково заповнених ємностях з
цилiндричними перерiзами у широкому дiапазонi геометричних i фiзичних параме-
трiв. Очiкуванi результати можуть бути корисними для прогнозування вiбрацiйної
поведiнки резервуарiв для зберiгання нафтопродуктiв, водонапiрних башт, палив-
них бакiв тощо.

КЛЮЧОВI СЛОВА: «спiвочий бокал», вимушенi поверхневi хвилi, хрестоподiбнi
хвилi, метод суперпозицiї, параметричний резонанс, власнi моди

52 На цей документ поширюється дiя лiцензiї CC-BY-NC-ND 4.0 cbnd
DOI: ***

https://orcid.org/0009-0007-9697-0894
https://orcid.org/0009-0004-8195-1373


ISSN 2616-6135. ГIДРОДИНАМIКА I АКУСТИКА. 2026. Том 4(94), № 1. С. 5252–7474.

1. ВСТУП

Поза сумнiвом, багатьом iз читачiв цiєї статтi добре вiдомий звук, який видає «спiв-
очий бокал», коли зволожений палець рiвномiрно рухається по обiдку – вiльнiй крайцi –
скляної стiнки, примушуючи її вiбрувати. Протягом тривалого часу це явище служи-
ло предметом численних дослiджень, здебiльшого експериментальних, зосереджених на
особливостях генерацiї звукових хвиль i пружного деформування вiбруючого бокала.
Зокрема, було встановлено, що основний режим коливань такої ємностi – вимушена
хвиля з чотирма вузлами, рiвномiрно розташованими в азимутальному напрямку. Така
просторова конфiгурацiя амплiтуд змiщень вiдповiдає першiй, найбiльш низькочасто-
тнiй, модi згинальних коливань цилiндричного перерiзу.

Якщо «спiвочий бокал» частково заповнити рiдиною, присутнiсть якої змiнює часто-
ту випромiнюваного звуку, то можна спостерегти складний вiзерунок хвиль на вiльнiй
поверхнi рiдини. Дiйсно, при достатньому освiтленнi стають видимими хвилi, безпосе-
редньо зумовленi вiбрацiєю стiнки – з чотирма вузлами, якi рухаються в окружному
напрямку з тiєю ж швидкiстю, що й палець, котрий збуджує систему [11]. Однак у повнiй
iнтерференцiйнiй картинi домiнують не вони, а так званi «хрестоподiбнi» або «крайовi»
хвилi, гребенi яких перпендикулярнi до вiбруючої скляної стiнки. Уперше цi короткi сто-
ячi хвилi були зафiксованi ще Фарадеєм [22]. Варто згадати також гарний вступний опис
хвиль цього типу, який дав у своїй статтi Уокер [33]. Ґарретт [44] був першим, хто описав
передачу енергiї вiд хвилепродуктора до хрестоподiбної хвилi в рамках математичного
пiдходу, який включає в себе середнiй рух вiльної поверхнi. Однак сама по собi наяв-
нiсть такого середнього руху не є достатньою для передачi енергiї до хрестоподiбних
хвиль у довгому басейнi – вони мають якимось чином отримувати свою енергiю без-
посередньо вiд хвилепродуктора. Нелiнiйну теорiю для пояснення механiзму генерацiї
хрестоподiбних хвиль було розроблено в дослiдженнях Махонi [55], Джонса [66], Лiхтера
i Андерхiлла [77], Майлза [88], Майлза i Ґендерсона [99]. Проте всi вони використовували
вiдомий розв’язок Хейвелока [1010], отриманий для хвиль у напiвнескiнченному басейнi.
Математична постановка задачi для такого басейну включає радiацiйно-хвильову гра-
ничну умову, яка замiщує однорiдну умову, при якiй певна компонента швидкостi на
межi (наприклад, на днi басейну) мала б дорiвнювати нулю.

Мета цiєї статтi полягає в поясненнi та моделюваннi феномену виникнення хресто-
подiбних хвиль на вiльнiй поверхнi рiдини, яка мiститься в «спiвочому бокалi». Майлз
i Гендерсон [99] стверджували, що хрестоподiбнi хвилi виникають внаслiдок порушення
симетрiї за рахунок втрати стiйкостi поперечного руху хвиль. Однак, як буде показано
в нижче, хрестоподiбнi хвилi можуть виникати i внаслiдок несиметричної нестiйкостi
поперечних хвиль, якi не були симетричними з самого початку.

Для спрощення математичного аналiзу вiбруючий бокал розглядатимемо як частко-
во заповнений нев’язкою рiдиною цилiндричний контейнер, який здiйснює коливання
у вимушеному режимi. Припускаючи iротацiйний характер руху рiдини, математичну
модель сформулюємо як потенцiальну задачу з граничними умовами, що також на-
лежним чином визначаються через потенцiал течiї. Цей потенцiал можна записати у
виглядi ряду Фур’є за повною системою власних функцiй вiдносно радiальної та ази-
мутальної координат з коефiцiєнтами, якi залежать лише вiд осьової координати.

Дотримуючись загальної процедури представлення рядiв Фур’є для похiдних, нео-
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днорiдну граничну умову на поверхнi цилiндра можна перетворити на праву частину
рiвняння для власних функцiй. Недолiк цього класичного пiдходу полягає в тому, що
вiн надає розв’язок у доволi громiздкiй формi, з якої нелегко побачити вплив стiнки
вiбруючого цилiндра. Альтернативою слугує метод суперпозицiї, вперше використаний
Ламе для задач теорiї пружностi [1111]. Вiн дає чiткiше уявлення про зв’язок мiж вiбра-
цiєю цилiндра та хвильовим рухом рiдини на вiльнiй поверхнi. Це дозволяє побудувати
простiшу математичну модель, яка показує як хрестоподiбна хвиля може безпосередньо
генеруватися рухом хвилепродуктора чи вiбруючого бокала [1212,1313]. Такий опис механi-
зму збудження резонансних хрестоподiбних хвиль дає наочне розумiння особливостей
формування iнтерференцiйних вiзерункiв на вiльнiй поверхнi рiдини.

Говорячи про структуру даної статтi, зауважимо, що пiсля вступу 11 у роздiлi 22 сфор-
мульовано математичну постановку хвильової задачi. Пiсля цього за допомогою методу
суперпозицiї розв’язано задачу про збудження вимушених поверхневих хвиль в лiне-
аризованiй постановцi. У роздiлi 33 проаналiзовано нелiнiйну задачу для резонансних
власних мод. Роздiл 44 присвячено побудовi одно- та двомодової моделей збудження хре-
стоподiбних хвиль у цилiндричному резервуарi та порiвнянню теоретичних прогнозiв з
результатами експериментальних спостережень. У фiнальному роздiлi 55 сформульовано
висновки з дослiдження, а в додатку подано громiздкi аналiтичнi вирази для вагових
коефiцiєнтiв рядiв Фур’є.

2. ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ

Для того, щоб проаналiзувати хвилi на вiльнiй поверхнi рiдини в «спiвочому бо-
калi» (Рис. 1Рис. 1), зробимо певнi спрощувальнi припущення щодо геометрiї областi течiї,
замiнивши чашоподiбну ємнiсть цилiндром з круглим перерiзом (радiуса 𝑅) i плоским
горизонтальним дном (Рис. 2Рис. 2). Зауважимо, що, хоча ця базова геометрiя сама по собi
є осесиметричною, стiнка цилiндра здiйснює коливання по другiй модi в окружному
напрямку з порушенням такої симетрiї – iз залежнiстю cos(2𝜃) вiд азимутальної коор-

Рис. 1. Хрестоподiбнi хвилi бiля краю
«спiвочого бокала»

Рис. 2. Геометрiя моделi контейнера
та система координат
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динати 𝜃 [11].
Для дослiдження особливостей генерацiї хрестоподiбних хвиль у «спiвочих бокалах»

у лабораторiї науково-дослiдного вiддiлу вихрових рухiв Iнституту гiдромеханiки НАН
України було створено спецiальнц експериментальну установку, схематично зображе-
ний на Рис. 3Рис. 3. На цiй схемi цифрами позначено такi пристрої та складовi: 1 – ємнiсть
з водою; 2 – стенд з поворотною платформою; 3 – фотоапарат SONY DSC-RX100; 4 –
мiкрофон ECM999; 5 – аналого-цифровий перетворювач Fast Track C400; 6 – персональ-
ний комп’ютер.

Теорiю розв’язання задачi про збудження поверхневих резонансних хрестоподiбних
хвиль у цилiндричному басейнi при гармонiчних коливаннях поверхнi цилiндра викла-
дено в статтi [1313]. Очевидно, що процедура отримання загального розв’язку з використа-
нням двох резонансних моделей хрестоподiбних хвиль залишається чинною i в нашому
випадку. Нагадаємо, що в першiй моделi вiзерунок пучностей, провалiв i вузлових лi-
нiй на вiльнiй поверхнi моделювався лише однiєю резонансною модою, а в другiй –
трьома модами, якi задовольняли умову параметричного резонансу. Мiж результатами,
отриманими за допомогою обох пiдходiв, iснують двi принциповi вiдмiнностi:

1. При застосуваннi першої моделi амплiтуди поверхневих хрестоподiбних хвиль змi-
нюються в часi з частотою 2𝜔, що вдвiчi перевищує частоту, передбачену другою
моделлю.

2. У випадку iснування лише одної резонансної моди доданки, якi визначають про-
яв параметричного резонансу, пропорцiйнi до 𝑎2 – квадрата амплiтуди коливань
«спiвочого бокала» 𝑎, яка вiдiграє роль малого параметра задачi. Але у разi, ко-
ли iнтерференцiйних вiзерунок на вiльнiй поверхнi моделюється трьома модами,
виявляється, що всi вони пропорцiйнi до 𝑎, тобто, мають зовсiм iнший порядок ма-
лостi. Це означає, що тримодову модель збудження хрестоподiбних хвиль значно
легше реалiзувати з практичної точки зору.

Рис. 3. Схема експериментальної установки для дослiдження генерацiї хрестоподiбних хвиль
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У цьому дослiдженнi ми пропонуємо до розгляду принципово нову модель генерацiї
резонансних хрестоподiбних хвиль, коли на вiльнiй поверхнi рiдини iснують лише двi
параметрично збуджуванi моди.

3. ТЕОРЕТИЧНИЙ АНАЛIЗ

3.1. Постановка проблеми

Розглянемо рiдину з вiльною поверхнею, налиту в цилiндричний контейнер з радiу-
сом 𝑅 i суцiльним непроникним дном. У цьому випадку рух такого суцiльного середови-
ща зручно описувати в цилiндричнiй системi координат (𝑟, 𝜃, 𝑥), де вiсь 𝑂𝑥 спрямована
вгору здовж осi симетрiї контейнера (Рис. 2Рис. 2). Нехай рiдина в станi спокою має сере-
дню глибину 𝑑. Тодi, якщо прийняти середнє положення вiльної поверхнi за 𝑥 = 0,
отримуємо положення дна резервуара 𝑥 = −𝑑.

Нехай стiнка цилiндра здiйснює гармонiчнi коливання з частотою 𝜔 таким чином,
що її радiус змiнюється як 𝑅*(𝑥, 𝜃, 𝑡) = 𝑅 + 𝜒(𝜃, 𝑥, 𝑡), де 𝜒 має такий вигляд:

𝜒 = 𝑎 cos 2𝜃 cos
𝜋𝑥

2𝑑
cos𝜔𝑡. (1)

Тут 𝑎 – амплiтуда вiбрацiй цилiндра; спiвмножник cos(2𝜃) вiдповiдає другiй власнiй
модi стiнки цилiндра в азимутальному напрямку.

Вважаємо рiдину нев’язкою та нестисливою. Окрiм того, в припущеннi, що рух рi-
дини є безвихровим, поле швидкостi 𝑣 вичерпно описується через потенцiал швидкостi
𝜙(𝑟, 𝜃, 𝑥, 𝑡); 𝑣 = ∇𝜙. Визначальне рiвняння для 𝜙 має вигляд

∇2𝜙 = 0 на 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅 + 𝜒(𝜃, 𝑥, 𝑡), 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, −𝑑 ≤ 𝑥 ≤ 𝜁, (2)

де 𝜁(𝑟, 𝜃, 𝑡) – перемiщення вiльної поверхнi.
Припускаючи, що вплив поверхневого натягу є незначним, динамiчнi та кiнематичнi

граничнi умови для вiльної поверхнi запишемо у виглядi

𝜙𝑡 +
1

2
(∇𝜙)2 + 𝑔𝜁 =

𝑇

𝜌

{︂
∇2𝜁 − 1

2
∇𝜁 ·

[︀
(∇𝜁)2∇𝜁

]︀}︂
+ 𝐹 (𝑡) при 𝑥 = 𝜁(𝑟, 𝜃, 𝑡), (3)

𝜙𝑥 = ∇𝜙 · ∇𝜁 + 𝜁𝑡 при 𝑥 = 𝜁(𝑟, 𝜃, 𝑡). (4)
Тут 𝑔 – гравiтацiйне прискорення; 𝑇 – поверхневий тиск на межi повiтря–рiдина; 𝜌 –
густина рiдини; 𝐹 (𝑡) – функцiя часу [1414]. Iндекси на кшталт 𝑡 i 𝑥 вказують на часткове
диференцiювання по вiдповiдних координатах.

Швидкiсть нормальної течiї на днi резервуара дорiвнює нулю:

𝜙𝑥 = 0 при 𝑥 = −𝑑, (5)

а кiнематична умова на коливнiй стiнцi цилiндра формулюється як

𝜙𝑟 = 𝜒𝑡 +∇𝜙 · ∇𝜒 при 𝑟 = 𝑅 + 𝜒(𝜃, 𝑥, 𝑡). (6)

Менiсковий та капiлярний впливи на лiнiї контакту поверхнi рiдини зi стiнкою ци-
лiндра виключено з розгляду. Окрiм того, припускається, що швидкiсть рiдини зали-
шається обмеженою по всiй областi, зокрема,

𝜙𝑟 <∞ при 𝑟 = 0. (7)
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3.2. Постановка лiнiйної задачi для цилiндричної поверхнi, що коливається

Природно припустити, що вiбрацiя стiнки цилiндра iндукує хвильову картину в рi-
динi. Вважаючи, що ця картина може бути описана в термiнах нормальних мод з хара-
ктерними власними частотами, розкладаємо потенцiал 𝜙(𝑟, 𝜃, 𝑥, 𝑡) i перемiщення вiльної
поверхнi 𝜁(𝑟, 𝜃, 𝑡) за повним набором власних функцiй, якi визначаються лiнiйною тео-
рiєю.

Пiсля лiнеаризацiї граничних умов (3)(3) i (4)(4)сформулюємо задача для довiльної фун-
кцiї деформування цилiндричної оболонки 𝑊 (𝜃, 𝑥, 𝑡), а не лише для конкретної функцiї
𝜒(𝜃, 𝑥, 𝑡), заданiй спiввiдношенням (1)(1):

∇2𝜙 = 0 при 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, −𝑑 ≤ 𝑥 ≤ 0, (8)

𝜙𝑥 = 𝜁𝑡 при 𝑥 = 0;

𝜙𝑥 = 0 при 𝑥 = −𝑑;

𝜙𝑟 <∞ при 𝑟 = 0;

𝜙𝑟 = 𝑊𝑡(𝜃, 𝑥, 𝑡) при 𝑟 = 𝑅;

𝜙𝜃|𝜃=0= 𝜙𝜃|𝜃=2𝜋.

(9)

Розв’язок загальної лiнiйної неосесиметричної крайової задачi (8)(8), (9)(9) з довiльним вi-
брацiйним збудженням 𝑊𝑡(𝜃, 𝑥, 𝑡) стiнки цилiндра можна отримати рiзними способами.
Як було показано Стоксом у роботi 1847 року, потенцiал 𝜙(𝑟, 𝜃, 𝑥, 𝑡) може бути записа-
ний у виглядi ряду Фур’є за повною системою власних функцiй вiд 𝑟 i 𝜃 з коефiцiєнтами,
якi залежать вiд осьової координати 𝑥 (див. також монографiю Бромвiча [1515]). Згiдно iз
загальною процедурою представлення рядiв Фур’є для похiдних, неоднорiдна гранична
умова при 𝑟 = 𝑅 перетворюється на праву частину рiвняння (8)(8), яка вiдповiдає члену
𝜙𝑥𝑥.

3.3. Метод суперпозицiї

Розв’язки набору неоднорiдних лiнiйних диференцiальних рiвнянь вiдносно 𝑥, яки-
ми визначаються коефiцiєнти розкладу з неоднорiдними граничними умовами, можна
легко знайти аналiтичними методами. Однак недолiк класичного пiдходу полягає в гро-
мiздкостi запису кiнцевого результату, в якому нелегко побачити вплив коливань стiнки
цилiндра. Тому в якостi прийнятної альтернативи застосуємо метод суперпозицiї [1111],
який дає чiткiше уявлення про зв’язок мiж вiбрацiєю цилiндра та хвильовим рухом
рiдини на вiльнiй поверхнi.

Згiдно з цим методом потенцiал 𝜙 запишемо як суму трьох гармонiчних функцiй:

𝜙 = 𝜙0 + 𝜙1 + 𝜙2. (10)

Розглянемо особливостi кожної з них бiльш детально.
Потенцiал 𝜙0 визначається осесиметричною граничною задачею

∇2𝜙0 = 0 на 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, −𝑑 ≤ 𝑥 ≤ 0, (11)
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(𝜙0)𝑥 = (𝜁0)𝑡 при 𝑥 = 0,

(𝜙0)𝑥 = 0 при 𝑥 = −𝑑,

(𝜙0)𝑟 <∞ при 𝑟 = 0,

(𝜙0)𝑟 = 𝑊𝑡(𝜃, 𝑥, 𝑡) при 𝑟 = 𝑅,

(𝜙0)𝜃|𝜃=0= (𝜙0)𝜃|𝜃=2𝜋.

(12)

Спiввiдношення

𝜁0(𝑡) =
1

𝜋𝑅2

2𝜋∫︁
0

𝑅∫︁
0

𝜁(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃,

𝑊0(𝑡) =
1

2𝜋𝑅𝑑

2𝜋∫︁
0

𝑅∫︁
0

𝑊 (𝜃, 𝑥, 𝑡)𝑅𝑑𝑥𝑑𝜃.

(13)

задають середнiй за перiод рiвень урiзу води та середнє змiщення стiнки цилiндра вiд-
повiдно.

Закон збереження маси передбачає, що

(𝜁0)𝑡𝜋𝑅
2 − 2𝜋𝑅𝑑(𝑊0)𝑡 = 0. (14)

Потенцiал 𝜙1 визначається лiнiйною задачею

∇2𝜙1 = 0 на 𝑥 = 0, (15)

(𝜙1)𝑥 = (𝜁 − 𝜁0)𝑡 при 𝑥 = 0,

(𝜙1)𝑥 = 0 при 𝑥 = −𝑑,

(𝜙1)𝑟 <∞ при 𝑟 = 0,

(𝜙1)𝑟 = 𝑊𝑡(𝜃, 𝑥, 𝑡) при 𝑟 = 𝑅,

(𝜙1)𝜃|𝜃=0= (𝜙1)𝜃|𝜃=2𝜋.

(16)

Умови в радiальному напрямку однорiднi, тодi як в азимутальному – перiодичнi. По-
тенцiал 𝜙1 можна записати як суму власних функцiй вiдносно 𝑟 i 𝜃.

Оскiльки потенцiал 𝜙2 має вiдповiдати задачi

∇2𝜙2 = 0 на 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, −𝑑 ≤ 𝑥 ≤ 0, (17)
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(𝜙2)𝑥 = (𝜁 − 𝜁0)𝑡 при 𝑥 = 0,

(𝜙2)𝑥 = 0 𝑖 = 0, 1, 2, 𝑥 = −𝑑,

(𝜙2)𝑟 <∞ при 𝑟 = 0,

(𝜙2)𝑟 = (𝑊 −𝑊0)𝑡(𝜃, 𝑥, 𝑡) при 𝑟 = 𝑅,

(𝜙2)𝜃|𝜃=0= (𝜙2)𝜃|𝜃=2𝜋.

(18)

його можна записати як суму власних функцiй вiдносно 𝑥 (першi двi однорiднi граничнi
умови зi спiввiдношень (18)(18)) i по 𝜃 (умова перiодичностi).

Формулювання (11)(11)–(12)(12), (15)(15)–(16)(16) та (17)(17)–(18)(18) для 𝜙0, 𝜙1 та 𝜙2 вiдповiдно нале-
жать до граничних задач типу Неймана, в яких на межах областi задається нормальна
похiдна вiд 𝜙. Для розв’язкiв без сингулярностей у кутах областi друга теорема Грiна
вимагає, щоб заданi нормальнi похiднi вiд 𝜙, якi є компонентами нормальної швидкостi,
задовольняли умову нульового потоку через межу. Очевидно, що в нашому випадку ця
умова виконується автоматично.

Неважко вказати форму розв’язку задачi (11)(11)–(12)(12) для 𝜙0:

𝜙0(𝑥, 𝑟, 𝜃, 𝑡) = −𝑊̇0(𝑡)
𝑟2

2𝑅
+ 𝜁0

(𝑑+ 𝑥)2

2𝑑
, (19)

де крапка позначає похiдну за часом.
Наостанок зазначимо, що для специфiчного закону змiщення стiнки цилiндра, зада-

ного спiввiдношенням (1)(1), для середнього рiвня рiдини справедливо

𝜁00(𝑡) = 0, (20)

оскiльки середнє змiщення цилiндра (1)(1) дорiвнює нулю. Зауважимо, що середнiй рiвень
тут позначено як 𝜁00(𝑡) для того, щоб вiдрiзнити його вiд загального випадку, коли
стiнка цилiндра має змiщення 𝑊 (𝜃, 𝑥, 𝑡).

Розв’язок лiнiйної задачi (15)(15)–(16)(16) для 𝜙1 можна бути записати в формi

𝜙1 =
∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=0

𝜙𝑖𝑗(𝑡)
ch 𝑘𝑖𝑗(𝑥+ 𝑑)

𝑁𝑖𝑗ch 𝑘𝑖𝑗𝑑
𝜓𝑖𝑗(𝑟, 𝜃), (21)

де 𝜙𝑖𝑗(𝑡) – амплiтуди азимутальної i радiальної власних функцiй, а 𝜓𝑖𝑗(𝑟, 𝜃) визначається
як

𝜓𝑖𝑗(𝑟, 𝜃) = 𝐽𝑖(𝑘𝑖𝑗𝑟)cos 𝑖𝜃. (22)

Тут 𝐽𝑖(𝑧) – функцiя Бесселя 𝑖-го порядку першого роду, а 𝑁𝑖𝑗 – константа нормалiзацiї:

𝑁2
𝑖𝑗 =

2𝜋∫︁
0

𝑅∫︁
0

𝜓2
𝑖𝑗(𝑟, 𝜃)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑧. (23)
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У формулi (24)(24) 𝑘𝑖𝑗 – коренi рiвняння

𝐽 ′
𝑖(𝑘𝑖𝑗𝑅) = 0. (24)

Система функцiй 𝜓𝑖𝑗(𝑟, 𝜃), з 𝑖 = 0, 1, 2, . . . та 𝑗 = 1, 2, 3, . . . – повна ортогональна. Тому
будь-яку функцiю змiнних 𝑟 i 𝜃 можна представити за допомогою звичайної процедури
розкладання в ряд Фур’є. Тодi змiщення вiльної поверхнi 𝜁(𝑟, 𝜃, 𝑡)−𝜁0(𝑡) набуде вигляду

𝜁(𝑟, 𝜃, 𝑡)− 𝜁0(𝑡) =
∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑗=1

𝜁𝑖𝑗(𝑡)
𝜓𝑖𝑗(𝑟, 𝜃)

𝑁𝑖𝑗

. (25)

Гранична умова, представлена першим зi спiввiдношень (16)(16), дає зв’язок мiж амплi-
тудами рядiв (21)(21) i (25)(25) у виглядi:

𝜙𝑖𝑗(𝑡) = 𝜁𝑖𝑗(𝑡)(𝑘𝑖𝑗th 𝑘𝑖𝑗𝑑)−1, 𝑖 = 0, 𝑗 = 1. (26)

Потенцiал швидкостi 𝜙2(𝑟, 𝜃, 𝑥, 𝑡) запишемо як звичайний ряд Фур’є за cos 𝑖𝜃 та
cos𝛼𝑙𝑥 з 𝛼𝑙 = 𝑙𝜋/𝑑. Тодi загальний розв’язок набуває вигляду

𝜙2 =
∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑙=1

Φ𝑖𝑙(𝑡) cos𝛼𝑙𝑥𝐼𝑖(𝛼𝑙𝑟) cos 𝑖𝜃, (27)

де 𝐼𝑖(𝑧) – модифiкована функцiя Бесселя першого роду 𝑖-го порядку.
Амплiтуди Φ𝑖𝑙(𝑡) можна знайти, застосувавши передостанню граничну умову з (18)(18),

яка дає

Φ𝑖𝑙(𝑡) = 𝑊̇𝑖𝑙(𝑡) =
2− 𝛿𝑖0

𝑑𝜋𝛼𝑙𝐼 ′𝑖(𝛼𝑙𝑅)

2𝜋∫︁
0

0∫︁
−𝑑

[︁
𝑊̇ (𝜃, 𝑥, 𝑡)− 𝑊̇ (𝑡)

]︁
cos𝛼𝑙𝑥 cos 𝑖𝜃𝑅𝑑𝑥𝑑𝜃. (28)

Тут 𝛿𝑖0 – дельта Кронекера, а 𝐼 ′𝑖(𝑧) = 𝑑𝐼𝑖(𝑧)/𝑑𝑧.
Для визначення невiдомих функцiй 𝜁𝑖𝑗(𝑡), якi представляють амплiтуди прямо збу-

джених поверхневих хвиль, застосуємо лiнеаризовану динамiчну граничну умову для
вiльної поверхнi (3)(3):

𝜙𝑡 + 𝑔𝜁 − 𝑇

𝜌
∇2𝜁 = 𝐹 (𝑡) при 𝑥 = 0, (29)

де 𝜙 – повний потенцiал згiдно з формулою (10)(10). Пiдставляючи (10)(10) у (29)(29), отримуємо
нескiнченну множину звичайних диференцiйних рiвнянь для функцiй 𝜁𝑖𝑗(𝑡):

𝜁0𝑗(𝑡) + 𝜔2
0𝑗𝜁0𝑗(𝑡) = 𝑊̈0(𝑡)𝑎0𝑗𝛽0𝑗 −

∞∑︁
𝑙=1

𝑊̈0𝑙(𝑡)𝑏0𝑙𝑗𝛽0𝑗,

𝜁𝑖𝑗(𝑡) + 𝜔2
𝑖𝑗𝜁𝑖𝑗(𝑡) = −

∞∑︁
𝑙=1

𝑊̈𝑖𝑙(𝑡)𝑏𝑖𝑙𝑗𝛽𝑖𝑗,

(30)

де 𝛽𝑖𝑗 = 𝑘𝑖𝑗th 𝑘𝑖𝑗𝑑, а

𝜔𝑖𝑗 =

[︂(︂
𝑔𝑘𝑖𝑗 +

𝑇

𝜌
𝑘3𝑖𝑗

)︂
th 𝑘𝑖𝑗𝑑

]︂1/2
для 𝑖 = 0, 1, 2, та 𝑗 = 1, 2, 3, . . . (31)

60



ISSN 2616-6135. ГIДРОДИНАМIКА I АКУСТИКА. 2026. Том 4(94), № 1. С. 5252–7474.

Коефiцiєнти 𝑎00, 𝑎0𝑗, 𝑏𝑖𝑙0 та 𝑏𝑖𝑙𝑗 можна знайти, представивши радiальнi функцiї 𝑟2/2, якi
входять до складу 𝜙0 (формула (19)(19)) та 𝐼𝑖(𝛼𝑙𝑟), якi входять до складу 𝜙2 (формула (26)(26))
у виглядi розкладiв

𝑟2

2
= 𝑎00 +

∞∑︁
𝑗=1

𝑎0𝑗
𝐽0(𝑘0𝑗𝑟)

𝑁0𝑗

, (32)

𝐼𝑖(𝛼𝑙𝑟) = 𝑏𝑖𝑙0 +
∞∑︁
𝑗=1

𝑏𝑖𝑙𝑗
𝐽𝑖(𝑘𝑖𝑗𝑟)

𝑁𝑖𝑗

. (33)

Система лiнiйних диференцiальних рiвнянь (30)(30) переважно описує вимушенi коли-
вання з власними частотами 𝜔𝑖𝑗. Розв’язавши їх iз заданими початковими умовами при
заданих часових залежностях функцiй 𝑊0(𝑡) та 𝑊𝑖𝑙(𝑡), отримаємо амплiтуди 𝜁𝑖𝑗(𝑡) хвиль
на вiльнiй поверхнi рiдини в явному виглядi.

3.4. Вимушенi резонанснi коливання при деформацiї цилiндра типу (1)

У випадку збудження, яке задається спiввiдношенням (1)(1), тобто коливаннями ци-
лiндра по другiй власнiй модi в азимутальному напрямку, розв’язки рiвнянь (30)(30) з
ненульовими амплiтудами вiдповiдають власним модам 𝜁2𝑗(𝑡), в якi входить функцiя
азимутальної координати ∼ cos 2𝜃. Пiдставляючи функцiю збудження (1)(1) в (29)(29) i беру-
чи до уваги, що функцiї cos 𝑖𝜃 ортогональнi, знаходимо, що для 𝑖 ̸= 2 всi 𝑊̇𝑖𝑙(𝑡) = 0, а
при 𝑖 = 2:

Φ2𝑙(𝑡) = 𝑊̇2𝑙(𝑡) = −2𝑎𝑅𝜔 sin𝜔𝑡

𝑑𝛼𝑙𝐼2
′(𝛼𝑙𝑅)

0∫︁
−𝑑

cos
𝜋𝑥

2𝑑
cos𝛼𝑙𝑥𝑑𝑥. (34)

Таким чином, висота вiльної поверхнi 𝜁(𝑟, 𝜃, 𝑡) визначається як

𝜁(𝑟, 𝜃, 𝑡) =
∞∑︁
𝑗=1

𝜁2𝑗(𝑡)
𝐽2(𝑘2𝑗𝑟) cos(2𝜃)

𝑁2𝑗

. (35)

У тому разi, коли частота збудження 𝜔 близька до однiєї з власних частот 𝜔2𝑞, рух
вiльної поверхнi може бути апроксимований саме цiєю резонансною власною модою, а
висоти вiльної поверхнi заданi у виглядi

𝜁(𝑟, 𝜃, 𝑡) = 𝜁2𝑞(𝑡)
𝐽2(𝑘2𝑞𝑟) cos 2𝜃

𝑁2𝑞

. (36)

При застосуваннi динамiчної умови (3)(3) для резонансної амплiтуди 𝜁2𝑞(𝑡) рiвняння
можна записати у виглядi

𝜁2𝑞(𝑡) + 𝜔2
2𝑞𝜁2𝑞(𝑡) = 𝐹2𝑞𝜔

2 cos𝜔𝑡 (37)

з коефiцiєнтами

𝐹2𝑞 =
2𝑎𝑅

𝑑𝛼𝑞𝐼 ′2(𝛼𝑞𝑅)

0∫︁
−𝑑

cos [𝜋𝑥/(2𝑑)] cos𝛼𝑞𝑥𝑑𝑥 =
4(−1)𝑞−1𝑎𝑅

𝜋𝛼𝑞(2𝑞 − 1)(2𝑞 + 1)𝐼2
′(𝛼𝑞𝑅)

. (38)
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Увiвши безрозмiрний час 𝜏 = 𝜔𝑡 i безрозмiрну амплiтуду резонансних коливань 𝜉2𝑞 =
𝜁2𝑞/𝑎 (𝑎 – амплiтуда збудження згiдно з (1)(1)), легко отримати рiвняння для безрозмiрних
амплiтуд:

𝜉𝑛𝑚 + (1 + 𝛽2𝑞)𝜉2𝑞 = 𝐹2𝑞 cos 𝜏, (39)

де 𝜉2𝑞 – друга похiдна вiд 𝜉2𝑞 по 𝜏 , а константа 𝛽2𝑞 = (𝜔2
2𝑞/𝜔

2) − 1 – мала величина
за резонансних умов. Таким чином, розв’язок рiвняння (39)(39) для випадку гармонiчних
стацiонарних коливань набуває вигляду

𝜉2𝑞 =
𝐹2𝑞 cos 𝜏

𝛽2𝑞
. (40)

Цей тип поверхневої хвильової картини спостерiгався Жубером та iн. [1616] в експеримен-
тi.

4. ПАРАМЕТРИЧНЕ ЗБУДЖЕННЯ ХРЕСТОПОДIБНИХ ХВИЛЬ

4.1. Одномодова модель

Нелiнiйнi задачi для резонансних власних мод розв’язуються аналогiчно до лiнiй-
ної задачi для 𝜙1, розглянутої в попередньому роздiлi. Так, нелiнiйну задачу для 𝜙2

розв’язують, розкладаючи нелiнiйну граничну умову (6)(6) в ряд за функцiями cos𝛼𝑙𝑥
та cos 𝑖𝜃. Наступний крок полягає у визначеннi зв’язкiв мiж амплiтудами потенцiалу
𝜙1, а також функцiй 𝜙𝑖𝑗(𝑡) та амплiтуд 𝜁𝑖𝑗(𝑡), якими задаються хвилi рiдини згiдно з
нелiнiйною граничною умовою (4)(4). Насамкiнець динамiчна умова (3)(3) застосовується
для замикання задачi, а саме, для отримання нелiнiйних диференцiальних рiвнянь для
резонансних амплiтуд при заданому спiввiдношенням (1)(1) збудженнi 𝜒(𝑥, 𝑡).

Розглянемо хвильову картину, яка реалiзується при параметричному резонансi. У
тому випадку, коли частота збудження дорiвнює однiй з власних частот власних мод з
cos 2𝜃, набуває чинностi система рiвнянь (30)(30) з 𝑖 = 2. Для параметричного резонансу
частота збудження має бути

𝜔 ≈ 2

𝑠
𝜔𝑛𝑚 для 𝑠 = 1, 2, 3, 4, . . . , (41)

де 𝜔𝑛𝑚 – власна частота моди 𝜓𝑛𝑚 (𝑛 ̸= 0). При цьому хвиля для цiєї резонансної моди
записується як

𝜁 ≈ 1

𝑁𝑛𝑚

𝜁𝑛𝑚(𝑡)𝜓𝑛𝑚(𝑟, 𝜃) + 𝜁00 (42)

з 𝜓𝑛𝑚(𝑟, 𝜃) = 𝐽𝑛(𝑘𝑛𝑚𝑟) cos𝑛𝜃 = 𝜓 (див. рiвняння (25)(25)).
Враховуючи сильну нелiнiйнiсть розглянутої математичної задачi, уведемо малий

параметр, який дозволяє розв’язувати її в наближеннях рiзних порядкiв. Цей параметр
має бути пропорцiйним амплiтудi коливань 𝑎 (1)(1), яка принаймнi на порядок менша за
радiус цилiндра 𝑅:

𝜀 =
𝑎𝜔2

𝑛𝑚

𝑔
. (43)

Ми шукаємо резонанснi розв’язки 𝜁𝑛𝑚(𝑡), якi можуть перевищувати амплiтуду коли-
вань 𝑎 i мають порядок 𝑂(𝜀3/4) [99, 1717]. Для отримання коливань вiльної поверхнi у
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виглядi (42)(42) припустимо, що потенцiал швидкостi 𝜙1 можна записати наступним чином
(див. рiвняння (21)(21)):

𝜙1 ≈ 𝜙𝑛𝑚(𝑡)𝜓𝑛𝑚(𝑟, 𝜃)
ch 𝑘𝑛𝑚(𝑥+ 𝑑)

𝑁𝑛𝑚ch 𝑘𝑛𝑚𝑑
. (44)

Якщо 𝜁00 = 0, то 𝜙0 = 0 i цю частину розв’язку для 𝜙 можна опустити.
Кiнематичну граничну умову на цилiндрi (6)(6) можна записати так:

𝜙 = 𝜒𝑡 + 𝜒𝑥𝜙𝑥 +
1

(𝑅 + 𝜒)2
𝜒𝜃𝜙𝜃 на 𝑟 = 𝑅 + 𝜒. (45)

З огляду на те, що 𝜒 = 𝑂(𝜀), похiднi функцiї 𝜙 розкладемо в ряди Тейлора при 𝑟 = 𝑅:

𝜙𝑟 = 𝜙𝑟 + 𝜙𝑟𝑟𝜒+ 𝜙𝑟𝑟𝑟𝜒
2 +𝑂(𝜀3),

𝜙𝑥 = 𝜙𝑥 + 𝜙𝑥𝑟𝜒+ 𝜙𝑥𝑟𝑟𝜒
2 +𝑂(𝜀3),

𝜙𝜃 = 𝜙𝜃 + 𝜙𝜃𝑟𝜒+ 𝜙𝜃𝑟𝑟𝜒
2 +𝑂(𝜀3).

(46)

Оскiльки (𝜙1)𝑟 = 0 при 𝑟 = 𝑅, застосування граничної умови (45)(45) для 𝜙 = 𝜙1 + 𝜙2

приводить до рiвняння

(𝜙2)𝑟 + (𝜙2)𝑟𝑟𝜒− (𝜙2)𝑥𝜒𝑥 −
1

𝑅2
(𝜙2)𝜃𝜒𝜃+

+(𝜙2)𝑟𝑟𝑟𝜒
2 − (𝜙2)𝑥𝑟𝜒𝑥𝜒− 1

𝑅2
(𝜙2)𝜃𝑟𝜒𝜃𝜒+

2

𝑅3
(𝜙2)𝜃𝜒𝜃𝜒 =

= 𝜒𝑡 − (𝜙1)𝑟𝑟𝜒− (𝜙1)𝑟𝑟𝑟𝜒
2 + (𝜙1)𝑥𝜒𝑥 +

1

𝑅2
(𝜙1)𝜃𝜒𝜃 −

2

𝑅3
(𝜙1)𝜃𝜒𝜃𝜒+𝑂(𝜀3).

(47)

Пiдставимо розв’язки (44)(44) для 𝜙1 i (27)(27) для 𝜙2 у спiввiдношення (47)(47), помножимо
їх на cos 𝑖𝜃 cos𝛼𝑙𝑥 (𝑖 = 1, 2, 3 . . ., 𝛼𝑙 = 𝑙𝜋/𝑑) та проiнтегруємо по поверхнi цилiндра.
Зберiгаючи доданки при 𝑂(𝜀3/2), отримуємо для 𝜙2 такий вираз:

𝜙2 =
∞∑︁
𝑙=1

𝐺2𝑙 cos𝛼𝑙𝑥𝐼2(𝛼𝑙𝑟) cos(2𝜃)+

+
∞∑︁
𝑙=1

𝐺(𝑛−2)𝑙 cos𝛼𝑙𝑥𝐼𝑛−2(𝛼𝑙𝑟) cos[(𝑛− 2)𝜃]+

+
∞∑︁
𝑙=1

𝐺(𝑛+2)𝑙 cos𝛼𝑙𝑥𝐼𝑛+2(𝛼𝑙𝑟) cos[(𝑛+ 2)𝜃]−

−𝜀2𝜙𝑛𝑚(𝑡)
𝑔2(cos 2𝜔𝑡+ 1)

𝜔4
𝑛𝑚

∞∑︁
𝑙=1

𝐺𝑛𝑙 cos𝛼𝑙𝑥𝐼𝑛(𝛼𝑙𝑟) cos(𝑛𝜃) +𝑂(𝜀3).

(48)

Тут 𝐺2𝑙, 𝐺(𝑛−2)𝑙, 𝐺(𝑛+2)𝑙, 𝐺𝑛𝑙 – залежнi вiд часу коефiцiєнти; 𝐽 ′
𝑖(𝑧) = 𝑑𝐽𝑖(𝑧)/𝑑𝑧; а 𝐺𝑛𝑙

задаються формулами

𝐺𝑛𝑙 =
𝑘3𝑛𝑚𝐽

′
𝑛𝑚(𝑘𝑛𝑚𝑅)

𝑑𝐼 ′𝑛(𝛼𝑙𝑅)𝛼𝑙𝑁𝑛𝑚ch 𝑘𝑛𝑚𝑑

0∫︁
−𝑑

cosh𝑘𝑛𝑚(𝑥+ 𝑑)cos2(𝜋𝑥/2𝑑) cos𝛼𝑙𝑥𝑑𝑥. (49)
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Останнiй доданок у спiввiдношеннi (48)(48) має порядок 𝑂(𝜀3/2), оскiльки, як випливає з
лiнiйного наближення нелiнiйної умови (4)(4), амплiтуда 𝜙1 буде

𝜙𝑛𝑚(𝑡) =
𝜁𝑛𝑚(𝑡)

𝑘𝑛𝑚 th 𝑘𝑛𝑚𝑑
,

що й вiдповiдає шуканому порядку (див. (26)(26)). Саме цей доданок i породжує параметри-
чний резонанс у розглянутiй математичнiй постановцi. Для того, щоб вирази (44)(44) i (48)(48)
вiдповiдали кiнематичнiй граничнiй умовi (4)(4), останню слiд розкласти в ряд Тейлора,
зберiгши доданки до порядку 𝑂(𝜀3/2):

(𝜙1)𝑥 + 𝜁(𝜙0)𝑥𝑥 + 𝜁(𝜙1)𝑥𝑥 + 𝜁2(𝜙1)𝑥𝑥𝑥 + 𝜁(𝜙2)𝑥𝑥 =

= 𝜁𝑡 + (𝜙1)𝑟𝜁𝑟 +
1

𝑟2
(𝜙1)𝜃𝜁𝜃+(𝜙2)𝑟𝜁𝑟 +

1

𝑟2
(𝜙2)𝜃𝜁𝜃 + (𝜙1)𝑟𝑥𝜁𝜁𝑟 +

1

𝑟2
(𝜙1)𝜃𝑥𝜁𝜁𝜃.

(50)

Пiдставивши сюди спiввiдношення (44)(44) i (48)(48), пiсля множення на 𝜓𝑛𝑚(𝑟, 𝜃)𝑟/𝑁𝑛𝑚 та
iнтегрування по поверхнi 𝑥 = 0, отримаємо

𝜙𝑛𝑚(𝑡) = 𝛾10[1− 𝛾11𝜁
2
𝑛𝑚]𝜁𝑛𝑚 +𝑂(𝜀3), (51)

де
𝛾10 = [𝑘𝑛𝑚th (𝑘𝑛𝑚𝑑)]

−1;

𝛾11 =
1

𝑁4
𝑛𝑚

∫︁ ∫︁
[𝑘2𝑛𝑚𝜓

2 − 𝜓2
𝑟 −

1

𝑟2
𝜓2
𝜃 ]𝜓

2𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃.

(52)

Рiвняння (44)(44), (48)(48) i (51)(51) пiдставимо в розклад за Тейлором виразу для динамiчної
граничної умови (3)(3), який має вигляд

(𝜙1)𝑡 + 𝜁(𝜙1)𝑡𝑥 + (𝜙2)𝑡 + 𝜁2(𝜙1)𝑡𝑥𝑥 +

(︂
𝑔 − 𝑇

𝜌
∇2

)︂
𝜁+

+
1

2

[︂
(𝜙1)

2
𝑥 + (𝜙1)

2
𝑟 +

1

𝑟2
(𝜙1)

2
𝜃

]︂
+ (𝜙1)𝑥𝜁(𝜙1)𝑥𝑥 + (𝜙1)𝑟𝜁(𝜙1)𝑟𝑥+

+
1

𝑟2
(𝜙1)𝜃𝜁(𝜙1)𝜃𝑥 + (𝜙1)𝑟(𝜙2)𝑟 +

1

2

𝑇

𝜌
𝑘2𝑛𝑚𝜁

(︂
𝜁2𝑟 +

1

𝑟2
𝜁2𝜃

)︂
+

+
𝑇

𝜌

{︂
𝜁𝑟

[︂
𝜁𝑟𝜁𝑟𝑟 −

1

𝑟3
𝜁2𝜃 +

1

𝑟2
𝜁𝜃𝜁𝑟𝜃

]︂
+

1

𝑟2
𝜁𝜃

[︂
𝜁𝑟𝜁𝑟𝜃 +

1

𝑟2
𝜁𝜃𝜁𝜃𝜃

]︂}︂
= 𝐹 (𝑡).

(53)

Припустивши, що 𝐹 (𝑡) = 0, рiвняння для резонансної амплiтуди хрестоподiбних хвиль
запишемо так:

𝜁𝑛𝑚 + 𝜔2
𝑛𝑚𝜁𝑛𝑚 − (𝛾12 − 3𝛾13 + 𝛾15)𝜁

2
𝑛𝑚𝜁𝑛𝑚 + 𝛾13𝜁𝑛𝑚𝜁

2
𝑛𝑚−

−𝛾14
2
𝜁𝑛𝑚(cos 2𝜔𝑡+ 1) + 𝜔𝛾14𝜁𝑛𝑚 sin 2𝜔𝑡 = 0.

(54)
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Тут

𝛾12 =
3𝜋𝑘2𝑛𝑚
4𝑁4

𝑛𝑚

𝑅∫︁
0

𝐽4
𝑛𝑟𝑑𝑟;

𝛾13 =
𝜋

4𝑁4
𝑛𝑚

𝑅∫︁
0

[3𝑘2𝑛𝑚(𝐽
′
𝑛𝑚)

2
+
𝑛2

𝑟2
𝐽2
𝑛]𝐽

2
𝑛(𝑘𝑛𝑚𝑟)𝑟𝑑𝑟;

𝛾14 = 𝜀2
2𝜋𝑔2

𝜔4
𝑛𝑚𝑁𝑛𝑚

∞∑︁
𝑙=1

𝐺𝑛𝑙

𝑅∫︁
0

𝐽𝑛(𝑘𝑛𝑚𝑟)𝐼𝑛(𝛼𝑙𝑟)𝑟𝑑𝑟;

𝛾15 =
𝑇𝜋𝑘3𝑛𝑚th 𝑘𝑛𝑚𝑑

8𝜌𝜔2𝑁4
𝑛𝑚

2𝜋∫︁
0

𝑅∫︁
0

[3𝑘2𝑛𝑚(𝐽
′
𝑛𝑚)

2
+
𝑛2

𝑟2
𝐽2
𝑛]𝐽

2
𝑛(𝑘𝑛𝑚𝑟)𝑟𝑑𝑟+

+
𝑇𝜋𝑘𝑛𝑚th 𝑘𝑛𝑚𝑑

4𝜌𝜔2𝑁4
𝑛𝑚

𝑅∫︁
0

{3𝑘𝑛𝑚(𝐽 ′
𝑛𝑚)[𝑘

3
𝑛𝑚(𝐽

′
𝑛𝑚)(𝐽

′
𝑛𝑚)−

𝑛2

𝑟3
𝐽2
𝑛 +

𝑛2𝑘𝑛𝑚
𝑟2

𝐽𝑛𝐽
′
𝑛𝑚]+

+[
𝑛2𝑘2𝑛𝑚
𝑟2

𝐽𝑛(𝐽
′
𝑛𝑚)

2) +
𝑛3

𝑟2
𝐽2
𝑛]}𝐽𝑛(𝑘𝑛𝑚𝑟)𝑟𝑑𝑟.

(55)

Коефiцiєнти доданкiв 𝜁𝑛𝑚 i 𝜁𝑛𝑚 у рiвняннi (54)(54) перiодично змiнюються в часi, що може
призводити до параметричного резонансу. Пiсля введення безрозмiрного часу 𝜏 = 𝜔𝑡
та безрозмiрної амплiтуди резонансних коливань 𝜉𝑛𝑚 = 𝜁𝑛𝑚/𝑎 отримаємо рiвняння для
безрозмiрної амплiтуди:

𝜉𝑛𝑚 + (1 + 𝛽𝑛𝑚)𝜉𝑛𝑚 + [𝐴1𝜉
2
𝑛𝑚 − 𝐴3(1 + cos 2𝜏)]𝜉𝑛𝑚 + 𝐴2𝜉

2
𝑛𝑚𝜉𝑛𝑚 + 2𝐴3𝜉𝑛𝑚 sin 2𝜏 = 0. (56)

зi сталими коефiцiєнтами

𝛽𝑛𝑚 =
𝜔2
𝑛𝑚

𝜔2
− 1; 𝐴1 = 𝛾13𝑎

2; 𝐴2 = (3𝛾13 − 𝛾12 − 𝛾15)𝑎
2; 𝐴3 = 𝛾14/2, (57)

де 𝜉𝑛𝑚 i 𝜉𝑛𝑚 позначають першу та другу похiднi 𝜉𝑛𝑚 по 𝜏 вiдповiдно. Спiввiдношення (56)(56)
є рiвнянням типу Хiлла [1818, 1919] з перiодично змiнними коефiцiєнтами, яке при 𝛽𝑛𝑚 ≈ 0
має ненульовi резонанснi розв’язки. Це означає, що при виконаннi умови

𝛽𝑛𝑚 ≈ 0 ⇒ 𝜔𝑛𝑚 ≈ 𝜔 (58)

на вiльнiй поверхнi рiдини в контейнерi можуть виникати резонанснi хрестоподiбнi хви-
лi з ненульовими амплiтудами.

На Рис. 4Рис. 4 показано структуру вiльної поверхнi, задану згiдно з (42)(42) при моделюваннi
однiєю власною модою з власними числами, наприклад, 𝑛 = 100 i 𝑚 = 1: 𝜓100 1(𝑟, 𝜃). Ця
одномодова апроксимацiйна хвильова картина iстотно вiдрiзняється вiд тої, яка спосте-
рiгається в експериментi. При уважному розглядi представленої на Рис. 1Рис. 1 фотографiї
помiчаємо наявнiсть чотирьох вузлiв, майже рiвномiрно розташованих по бiчнiй стiнцi
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Рис. 4. Рельєф вiльної поверхнi
для випадку апроксимацiї однiєю

власною модою 𝜓𝑛𝑚(𝑟, 𝜃) з 𝑛 = 100, 𝑚 = 1

Рис. 5. Хрестоподiбнi хвилi
бiля краю «спiвочого бокала»
в лабораторному експериментi

бокала, вiдсутнiх на Рис. 4Рис. 4). Очевидно, вказанi вузловi лiнiї пов’язанi з коливаннями
стiнки згiдно з азимутальною формою 2𝜃.

Однак таку чотиривузлову структуру на вiльнiй поверхнi можуть формувати й хре-
стоподiбнi хвилi, зумовленi резонансним збудженням ще одної додаткової хвилi з iнши-
ми iндексами 𝑖 та 𝑗. Наприклад, розглядаючи резонансну моду з 𝑖 = 102, 𝑗 = 1, слiд
узяти доповнюючу моду з 𝑖 = 104, 𝑗 = 1. В цьому випадку коливання вiльної поверхнi
рiдини апроксимуються двома модами 𝜓102 1(𝑟, 𝜃) та 𝜓104 1(𝑟, 𝜃). Вiдповiдний вiзерунок
вiльної поверхнi рiдини в першому квадрантi (0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋/2) показано на Рис. 5Рис. 5. Тут
чiтко видiляються двi вузловi областi – поблизу 𝜃 = 0 i в околi 𝜃 = 𝜋/2.

4.2. Двомодова резонансна модель

Розглянемо математичну модель резонансних хрестоподiбних хвиль на вiльнiй по-
верхнi рiдини у випадку, якщо спостережений в експериментi розподiл апроксимують
двi власнi моди. Вiдомо, що спектр поверхневих хвиль рiдини для цилiндричного ре-
зервуара є дуже щiльним [1212]. Наприклад, при 𝑅 = 4.9 см, 𝑑 = 6 см та 𝑖 ≥ 102 довжина
хрестоподiбних хвиль менша за 0.3 см. Для таких коротких хвиль капiлярнi ефекти
домiнують над гравiтацiйними [1414], а вiдносна рiзниця мiж визначеними за формулою
(31)(31) власними частотами 𝜔𝑛𝑚 з номерами 𝑛 = 102, 𝑚 = 1 та 𝑛 = 104, 𝑚 = 1 стано-
вить лише (𝜔104 1−𝜔102 1)/𝜔102 1 < 0.028%. На Рис. 5Рис. 5 стрiлкою показано ареал найбiльш
iнтенсивного прояву хвилi з 𝑛 = 104, 𝑚 = 1, яка доповнює резонансну.

Таким чином, в експериментах, коли коливання вiльної поверхнi буде проходити
з двома власними модами одночасно, можна очiкувати рiзницю частот менше 2.8%.
При цьому власнi частоти обох мод задовольняють умову резонансу (41)(41) з невеликими
вiдхиленнями. Отже, якщо мода 𝜓𝑛𝑚 з 𝑛 ̸= 0 i 𝑚 = 1 є резонансною з власною частотою
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𝜔𝑛𝑚, то неважко визначити моду з номерами (𝑛+ 2) i 𝑚, таку, що

𝜔𝑛𝑚 ≈ 𝜔(𝑛+2)𝑚. (59)

За цiєї умови висоту поверхнi можна апроксимувати цими двома резонансними власни-
ми модами:

𝜁 ≈ 𝜁𝑛𝑚
𝑁𝑛𝑚

𝜓𝑛𝑚 +
𝜁(𝑛+2)ℎ

𝑁(𝑛+2)ℎ

𝜓(𝑛+2)ℎ. (60)

Оскiльки задача має сильну нелiнiйнiсть, ми використовуємо малий параметр 𝜀, про-
порцiйний до амплiтуди коливань 𝑎 (43)(43), i шукаємо розв’язок порядку 𝑂(𝜀) [44]. Для
коливань вiльної поверхнi (60)(60) потенцiал швидкостi 𝜙1 слiд записати у виглядi

𝜙1 ≈ 𝜙𝑛𝑚(𝑡)𝜓𝑛𝑚
ch 𝑘𝑛𝑚(𝑥+ 𝑑)

𝑁𝑛𝑚ch 𝑘𝑛𝑚𝑑
+ 𝜙(𝑛+2)ℎ(𝑡)𝜓(𝑛+2)ℎ

ch 𝑘(𝑛+2)ℎ(𝑥+ 𝑑)

𝑁(𝑛+2)ℎch 𝑘(𝑛+2)ℎ𝑑
. (61)

Використовуючи граничну умову на цилiндрi (45)(45) i пiдставляючи розв’язки (61)(61)
для 𝜙1 i (27)(27) для 𝜙2 в рiвняння (47)(47), пiсля множення на cos 𝑖𝜃 cos𝛼𝑙𝑥 (з 𝑖 = 1, 2, 3, . . .,
𝛼𝑙 = 𝑙𝜋/𝑑) та iнтегрування по поверхнi цилiндра, залишаючи доданки порядку 𝑂(𝜀2),
отримуємо для 𝜙2 такий вираз:

𝜙2 =
∞∑︁
𝑙=1

Φ2𝑙(𝑡) cos𝛼𝑙𝑥𝐼2(𝛼𝑙𝑟) cos 2𝜃+
∞∑︁
𝑙=1

Φ(𝑛+2)𝑙(𝑡) cos𝛼𝑙𝑥𝐼𝑛+2(𝛼𝑙𝑟) cos(𝑛+ 2)𝜃+

+
∞∑︁
𝑙=1

Φ𝑛𝑙(𝑡) cos𝛼𝑙𝑥𝐼𝑛(𝛼𝑙𝑟) cos𝑛𝜃.

(62)

Тут

Φ2𝑙(𝑡) = − 𝑎𝜔 sin𝜔𝑡

𝑑𝛼𝑙𝐼 ′2(𝛼𝑙𝑅)

0∫︁
−𝑑

cos𝛼𝑙𝑥 cos
𝜋𝑥

2𝑑
𝑑𝑥;

Φ(𝑛+2)𝑙(𝑡) = −𝑎𝜙𝑛𝑚(𝑡) cos𝜔𝑡

𝑑𝛼𝑙𝐼 ′𝑛+2(𝛼𝑙𝑅)

{︁
𝑘2𝑛𝑚𝐽

′′
𝑛(𝑘𝑛𝑚𝑅)𝐶𝑛𝑚𝑙+

+
𝜋

2𝑑
𝑘𝑛𝑚𝐽𝑛(𝑘𝑛𝑚𝑅)𝐷𝑛𝑚𝑙 −

2𝑛

𝑅2
𝐽𝑛(𝑘𝑛𝑚𝑅)𝐶𝑛𝑚𝑙

}︁
;

Φ𝑛𝑙(𝑡) = −
𝑎𝜙(𝑛+2)ℎ(𝑡) cos𝜔𝑡

𝑑𝛼𝑙𝐼 ′𝑛(𝛼𝑙𝑅)

{︁
𝑘2(𝑛+2)ℎ𝐽

′′
𝑛+2(𝑘(𝑛+2)ℎ𝑅)𝐶(𝑛+2)ℎ𝑙+

+
𝜋

2𝑑
𝑘(𝑛+2)ℎ𝐽𝑛+2(𝑘(𝑛+2)ℎ𝑅)𝐷(𝑛+2)ℎ𝑙 −

2(𝑛+ 2)

𝑅2
𝐽𝑛+2(𝑘𝑛−2ℎ𝑅)𝐶(𝑛+2)ℎ𝑙

}︁
;

𝐶𝑖𝑗𝑙 =
1

𝑁𝑖𝑗

0∫︁
−𝑑

ch 𝑘𝑖𝑗(𝑥+ 𝑑)

ch 𝑘𝑖𝑗𝑥
cos

𝜋𝑥

2𝑑
cos𝛼𝑙𝑥𝑑𝑥;

𝐷𝑖𝑗𝑙 =
1

𝑁𝑖𝑗

0∫︁
−𝑑

sh 𝑘𝑖𝑗(𝑥+ 𝑑)

sh 𝑘𝑖𝑗𝑥
sin

𝜋𝑥

2𝑑
cos𝛼𝑙𝑥𝑑𝑥.

(63)
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Iснує двi суттєвi вiдмiнностi мiж розв’язками, отриманими за допомогою одномодо-
вої моделi (48)(48) i у випадку збудження двох резонансних мод (62)(62), якi задовольняють
умову резонансу (59)(59):

1. У першiй моделi залежнi вiд часу амплiтуди 𝐺𝑛𝑙 мають удвiчi бiльшу частоту, нiж
у другiй.

2. У випадку однiєї резонансної моди доданки 𝐺𝑛𝑙 (48)(48) пропорцiйнi 𝑎2, тобто мають
порядок 𝑂(𝜀3/2). Якщо ж вiзерунок вiльної поверхнi моделюється двома модами,
вони пропорцiйнi 𝑎, тобто мають порядок 𝑂(𝜀2). Це означає, що двомодова модель
бiльш легко реалiзується на практицi [1313].

Для того, щоб вивести остаточнi рiвняння для амплiтуд резонансних власних мод,
застосуємо кiнематичну граничну умову (50)(50), зберiгаючи всi доданки до порядку 𝑂(𝜀2)
включно. Пiдставивши сюди розв’язки (61)(61) i (62)(62) для 𝜙1 i 𝜙2, перемноживши доданки
Ψ𝑛𝑚/𝑁𝑛𝑚 i Ψ(𝑛+2)ℎ/𝑁(𝑛+2)ℎ та проiнтегрувавши по вiльнiй поверхнi, одержимо розв’язки
для амплiтуд потенцiалу 𝜙1 у такому виглядi:

𝜙𝑛𝑚 = 𝛾𝑛𝑚[𝜉𝑛𝑚 + 𝜉(𝑛+2)𝑝𝑄(𝑛+2)𝑝)𝑎 sin𝜔𝑡],

𝜙(𝑛+2)ℎ = 𝛾(𝑛+2)ℎ[𝜉(𝑛+2)ℎ + 𝜉𝑛𝑚𝑀(𝑛+2)ℎ𝑎 sin𝜔𝑡],

(64)

де 𝛾𝑖𝑗 = [𝑘𝑖𝑗th 𝑘𝑖𝑗𝑑]−1. Вирази для коефiцiєнтiв 𝑄(𝑛+2)𝑝, 𝑀(𝑛+2)ℎ наведено в додатку.
Тепер застосуємо динамiчну граничну умову (53)(53), зберiгаючи лише доданки до по-

рядку 𝑂(𝜀2). Пiсля пiдстановки в неї виразiв (61)(61), (62)(62) i (64)(64) та операцiй, аналогi-
чних описаним вище, одержимо такi рiвняння для амплiтуд резонансних хрестоподiбних
хвиль:

𝜉𝑛𝑚 + 𝜔2
𝑛𝑚𝜉𝑛𝑚 − 𝜉(𝑛+2)ℎ𝐵𝑛𝑚𝑎 cos𝜔𝑡+

+𝜉(𝑛+2)ℎ𝑉𝑛𝑚𝑎 sin𝜔𝑡− 𝜉(𝑛+2)ℎ𝜔𝑄𝑛𝑚𝑎 cos𝜔𝑡 = 0;

𝜉(𝑛+2)ℎ + 𝜔2
(𝑛+2)ℎ𝜉(𝑛+2)ℎ − 𝜉𝑛𝑚𝐴(𝑛+2)ℎ𝑎 cos𝜔𝑡+

+𝜉𝑛𝑚𝑉(𝑛+2)ℎ𝑎 sin𝜔𝑡− 𝜉𝑛𝑚𝜔𝑀(𝑛+2)ℎ𝑎 cos𝜔𝑡 = 0.

(65)

Вирази для коефiцiєнтiв 𝐵𝑛𝑚, 𝐴(𝑛+2)ℎ, 𝑄𝑛𝑚, 𝑉𝑛𝑚, 𝑉(𝑛+2)ℎ, 𝑀(𝑛+2)ℎ наведено в додатку.
Система рiвнянь (65)(65) описує зв’язанi коливання з параметричним резонансом, коли

𝜔 ≈ 2𝜔𝑛𝑚 ≈ 2𝜔(𝑛+2)ℎ вiдповiдно до теорiї Луїзеля [2020]. За наявностi параметричної не-
стiйкостi розв’язки такого роду будуть необмежено зростати. Якщо ж до системи додати
нелiнiйний опiр, то розв’язки стають обмеженими i в фазовому просторi з’являються
атрактори. Для розглянутої задачi це означає, що на вiльнiй поверхнi можуть виникати
резонанснi хрестоподiбнi хвилi з ненульовими амплiтудами.

У цьому дослiдженнi ми розробили двi принципово вiдмiннi моделi збудження хре-
стоподiбних хвиль на поверхнi рiдини в контейнерi. Яка ж iз них вiдповiдає реальному
випадку, можна визначити експериментально, порiвнявши частоти вiбрацiй цилiндра з
власними частотами спостережених хрестоподiбних хвиль. Вимiряне значення резонан-
сної частоти виявилось близьким до половини частоти звучання «спiвочого бокала»,
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яка в нашому випадку становить 273 Гц. Таким чином, на практицi реалiзується са-
ме друга модель, коли власнi частоти форм 𝜓𝑛𝑚 i 𝜓(𝑛+2)ℎ будуть 138.37 Гц i 142.29 Гц
вiдповiдно.

5. ВИСНОВКИ

Представлену роботу присвячено математичному моделюванню феномену появи хре-
стоподiбних хвиль у «спiвочому бокалi» за допомогою розв’язкiв для резонансних коли-
вань поверхнi рiдини. При цьому вимушенi хвилi, якi мають чотири вузли в азимуталь-
ному напрямку, вiдповiдають лiнiйному наближенню, а для коротших хрестоподiбних
хвиль отримано нелiнiйнi параметричнi рiвняння. Побудовано двi iстотно вiдмiннi мате-
матичнi моделi. Перша з них описує появу хрестоподiбних хвиль при наявностi на вiль-
нiй поверхнi рiдини лише одної власної моди коливань. Друга модель – у цiй статтi вона
представлена вперше – вiдповiдає ситуацiї, коли збуджуються двi власнi моди. Отрима-
ний у її рамках просторовий розподiл висоти вiльної поверхнi вiдображає основнi риси
хвильових iнтерференцiйних вiзерункiв, якi зафiксованi в експериментах. Важливо, що
частоти таких власних форм близькi до половини частоти звучання «спiвочого бока-
ла», як i спостереженi частоти хрестоподiбних хвиль. Це пiдтверджує той факт, що на
практицi реалiзується саме модель зi збудженням двох власних мод.

ДОДАТОК. КОЕФIЦIЄНТИ РIВНЯНЬ У ДВОМОДОВIЙ МОДЕЛI

У цьому додатку наведено коефiцiєнти в рiвняннях (64)(64) i (65)(65), отриманi пiсля iнте-
грування по вiльнiй поверхнi рiдини:

𝑄𝑛𝑚 = −
∑︁
𝑙=1

𝜔𝜋

2𝑑𝛼𝑙𝐼 ′𝑛(𝛼𝑙𝑅)𝑁𝑛𝑚𝑁(𝑛+2)ℎ

×

×
{︁[︁
𝛼2
𝑙 +

2(𝑛+ 2)

𝑅2

]︁ 𝑅∫︁
0

𝐼2(𝛼𝑙𝑟)𝐽𝑛+2(𝑘(𝑛+2)ℎ𝑟)𝐽𝑛(𝑘𝑛𝑚𝑟)𝑟𝑑𝑟−

−𝛼𝑙𝑘(𝑛+2)ℎ

𝑅∫︁
0

𝐼 ′2(𝛼𝑙𝑟)𝐽
′
𝑛+2(𝑘(𝑛+2)ℎ𝑟)𝐽𝑛(𝑘𝑛𝑚𝑟)𝑟𝑑𝑟

}︁
×

×
0∫︁

−𝑑

cos𝛼𝑙𝑥 cos
𝜋𝑥

2𝑑
𝑑𝑥,

𝑀(𝑛+2)ℎ =
∑︁
𝑙=1

𝜔𝜋2(𝑛+ 1)

𝑑𝛼𝑙𝐼 ′𝑛(𝛼𝑙𝑅)𝑁𝑛𝑚𝑁(𝑛+2)ℎ𝑅2
×

×
𝑅∫︁

0

𝐼2(𝛼𝑙𝑟)𝐽𝑛+2(𝑘(𝑛+2)ℎ𝑟)𝐽𝑛(𝑘𝑛𝑚𝑟)𝑟𝑑𝑟

0∫︁
−𝑑

cos𝛼𝑙𝑥 cos
𝜋𝑥

2𝑑
𝑑𝑥+𝑄𝑛+2ℎ,
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𝐵𝑛𝑚 =
𝛾(𝑛+2)ℎ𝜋

𝛾𝑛𝑚𝑁𝑛𝑚

∑︁
𝑙=1

𝑅∫︀
0

𝐼𝑛(𝛼𝑙𝑟)𝐽𝑛(𝑘𝑛𝑚𝑟)𝑟𝑑𝑟

𝑑𝛼𝑙𝐼 ′𝑛(𝛼𝑙𝑅)
×

×
[︁
𝑘2(𝑛+2)ℎ𝐽

′′
𝑛+2(𝑘(𝑛+2)ℎ𝑅)𝐶(𝑛+2)ℎ𝑙 +

𝜋

2𝑑
𝑘(𝑛+2)ℎ𝐽𝑛+2(𝑘(𝑛+2)ℎ𝑅)𝐷(𝑛+2)ℎ𝑙−

−2(𝑛− 2)

𝑅2
𝐽𝑛+2(𝑘(𝑛+2)ℎ𝑅)𝐶(𝑛+2)ℎ𝑙

]︁
,

𝐴(𝑛+2)ℎ =
𝛾𝑛𝑚𝜋

𝛾(𝑛+2)ℎ𝑁(𝑛+2)ℎ

∑︁
𝑙=1

𝑅∫︀
0

𝐼𝑛+2(𝛼𝑙𝑟)𝐽𝑛+2(𝑘(𝑛+2)ℎ𝑟)𝑟𝑑𝑟

𝑑𝛼𝑙𝐼 ′𝑛+2(𝛼𝑙𝑅)
×

×
[︁
𝑘2𝑛𝑚𝐽

′′
𝑛(𝑘𝑛𝑚𝑅)𝐶𝑛𝑚𝑙 +

𝜋

2𝑑
𝑘𝑛𝑚𝐽𝑛(𝑘𝑛𝑚𝑅)𝐷𝑛𝑚𝑙 −

2𝑛

𝑅2
𝐽𝑛(𝑘𝑛𝑚𝑅)𝐶𝑛𝑚𝑙

]︁
,

𝑉𝑛𝑚 = 𝜔𝐵𝑛𝑚 +𝑄(𝑛+2)ℎ −
∑︁
𝑙

𝜔𝛾(𝑛+2)ℎ𝜋𝑘(𝑛+2)ℎ

2𝑑𝛾𝑛𝑚𝐼 ′2(𝛼𝑙𝑅)𝑁(𝑛+2)ℎ𝑁𝑛𝑚

×

×
𝑅∫︁

0

𝐼 ′𝑛(𝛼𝑙𝑟)𝐽
′
𝑛+2(𝑘(𝑛+2)ℎ𝑟)𝐽𝑛(𝑘𝑛𝑚𝑟)𝑟𝑑𝑟

0∫︁
−𝑑

cos𝛼𝑙𝑥 cos
𝜋𝑥

2𝑑
𝑑𝑥,

𝑉(𝑛+2)ℎ = 𝜔𝐴(𝑛+2)ℎ +𝑀(𝑛+2)ℎ −
∑︁
𝑙

𝜔𝛾𝑛𝑚𝜋𝑘𝑛𝑚
2𝑑𝛾(𝑛+2)ℎ𝐼

′
2(𝛼𝑙𝑅)𝑁𝑛=2ℎ𝑁𝑛𝑚

×

×
𝑅∫︁

0

𝐼𝑛+2(𝛼𝑙𝑟)𝐽
′
𝑛(𝑘𝑛𝑚𝑟)𝐽𝑛+2(𝑘(𝑛+2)ℎ𝑟)𝑟𝑑𝑟

0∫︁
−𝑑

cos𝛼𝑙𝑥 cos
𝜋𝑥

2𝑑
𝑑𝑥.
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T. S. Krasnoplolskaya, Yu. V. Gorskiy
Forced waves and cross-waves on a liquid surface in a partially filled

“singing wineglass”

The occurrence and structure of the forced and cross waves on a free surface of the liquid
poured into the thin-walled cylindrical reservoir with a finite depth are explained using
the superposition method. The chosen configuration of the system approximates the so-
called “singing wineglasses,” famous due to the tonal sound radiation when exciting it
by the wet finger evenly moving along the free edge of the wall. The theoretical analysis
is complemented by the study held on the created special experimental benchmark that
allows the photographic imaging of the free liquid surface displacements. The offered
graphic representation of the height of the free surfaces depicts the main features of the
wave distributions observed in the “singing wineglass.” The forced waves are shown to
have the four knots in the azimuthal direction. Those knots correspond to the lowest
bending mode of the circumferential vibration of the elastic shell and match with a
modal structure of eigen oscillations of the liquid in the finite domain. The peculiarity
of of the cross-waves is the ultimate orthogonality of their crests to the vibrating wall.
The principal characteristics of the forced waves on the free liquid surface in the glass
may be qualitatively described within the limits of the linearized theoretical model.
At the same time, the cross-waves may be adequately modeled only by the nonlinear
mathematical approaches describing the parametric resonance. The two-mode resonant
model developed in this paper offers the most plausible mechanism of the occurrence
of cross-waves. The obtained mathematical relations form the basis for simulation of
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the surface waves in the partially filled reservoirs in a wide range of the geometric and
physical parameters. The expected results may be of use for prognostication of the
behavior of the oil storage reservoirs, water towers, fuel tanks, and so on.

KEY WORDS: “singing wineglass”, forced surface waves, cross-waves, superposition
method, parametric resonance, eigenmodes
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