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У лiнiйнiй постановцi розв’язано нестацiонарну задачу визначення амплiтудної
картини поверхневих збурень, генерованих тонким судном iз симетричними обво-
дами, яке рухається зi змiнною швидкiстю, при безвiдривному його обтiканнi в пря-
мокутному каналi в напрямку поздовжньої осi каналу. Для знаходження розв’язку
застосовано метод розподiлених по змоченiй поверхнi судна джерел, який ґрунтує-
ться на використаннi потенцiалу швидкостi системи двох латерально симетричних
джерел, що рухаються пiд вiльною поверхнею зi змiнними в часi швидкiстю та iн-
тенсивнiстю. Цей потенцiал задовольняє граничнi умови на вiльнiй поверхнi, днi та
стiнках каналу. Вiн має аналiтично-квадратурний вигляд, представлений косинус-
рядом Фур’є з вiдомими коефiцiєнтами розкладу. У випадку довiльної геометрiї
судна використання зазначеного методу принаймнi на порядок зменшує кiлькiсть
рiвнянь, необхiдних для визначення характеру розподiлу джерел по змоченiй по-
верхнi. Важлива його особливiсть полягає в можливостi розв’язати нестацiонар-
ну задачу в наперед заданий момент часу, що обумовлено вiдсутнiстю процедури
знаходження промiжного розв’язку на кожному часовому кроцi. У випадку руху
тонкого судна iнтенсивнiсть розподiлу джерел визначається простою залежнiстю
вiд його геометрiї. Як результат розв’язання задачi зводиться до обчислення по-
двiйних iнтегралiв по змоченiй поверхнi та iнтегралiв по хвильовому числу та часу.
Отриманий розв’язок мiстить систему корабельних хвиль iз визначеними хвильо-
вими числами, згасаючi з вiддаленням вiд судна збурення та збурення, обумов-
ленi характерною для нестацiонарних рухiв тiла наявнiстю прилученої маси. Для
проведення чисельних експериментiв обрано достатньо просту геометрiю змоченої
поверхнi судна. Змiна швидкостi його руху в часi вiдповiдає двом характерним
етапам. На першому з них судно стартує зi стану спокою й набуває заданої швид-
костi. На другому етапi вiдбувається рух судна в режимi гальмування до зупинки.
При виборi такої схеми руху структура поверхневих збурень визначається лише
згасаючими складовими вiд корпусу судна та прилученою масою. Проаналiзовано
характер залежностi збурень вiльної поверхнi вiд числа Фруда для кожного з ета-
пiв руху, геометрiї судна, його осадки та геометрiї каналу.
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1. ВСТУП

Дослiдження лiнiйної гiдродинамiки руху суден тiсно пов’язане з використанням
потенцiалу швидкостi точкових або неперервно розподiлених по змоченiй поверхнi кор-
пусу джерел, якi рухаються пiд вiльною поверхнею. Такий вибiр пiдходу пов’язаний з
необхiднiстю знаходити поле генерованих судном корабельних хвиль i величину обумов-
леного ним хвильового опору. Цi характеристики судна визначаються в рамках моделi
iдеального нестисливого середовища. Зауважимо однак, що застосування методу дже-
рел в реальних задачах гiдродинамiки суден виявилось складною проблемою. I хоча
запис потенцiалу швидкостi одиничного джерела в нескiнченному середовищi у виглядi
функцiї Грiна для рiвняння Лапласа був вiдомий ще на початку минулого столiття, його
використання призводило до необхiдностi розв’язувати систему iнтегральних рiвнянь.
Для цього на той час не було розроблено коректних чисельних методiв i не iснува-
ло необхiдних обчислювальних засобiв. Помiтним кроком вперед у розв’язаннi лiнiйних
стацiонарних задач стала робота [11], в якiй було отримано потенцiал швидкостi для оди-
ничного джерела, яке рухається в шарi водного середовища скiнченної товщини. Однак
цей потенцiал виражався через подвiйний невласний iнтеграл, тому його застосування
мало обмежений характер.

Протягом тривалого перiоду для вивчення гiдродинамiки стацiонарного руху су-
ден розроблялись i застосовувались гiдродинамiчнi моделi з використанням потенцiалу
швидкостi одиничного джерела, (див. [22–55] i бiблiографiю в них), зокрема, й для ру-
ху судна в каналi [66]. Однак, через недостатню потужнiсть тогочасних обчислювальних
комплексiв такi дослiдження виконувались для спрощених схем задач – тонкого тiла Мi-
челя, спрощеної геометрiї обводiв судна, iмiтацiї руху судна рухом областi поверхневого
тиску тощо. Лише в останнiй чвертi минулого столiття з появою потужних обчислю-
вальних комплексiв та завдяки опублiкуванню основоположних робiт [77–99] застосування
потенцiалiв швидкостi руху одиничних джерел стало прiоритетним при розробцi ком-
плексних комп’ютерних програм для визначення гiдродинамiчних характеристик суден.
Зокрема, було розроблено чисельний метод розрахунку гiдродинамiчних полiв, генеро-
ваних рухомими пiд вiльною поверхнею тiлами [77], метод граничних елементiв (панелей)
для виконання граничних умов на вiльнiй поверхнi та на змоченiй поверхнi судна [88], а
також чисельний алгоритм для виконання граничних умов розсiяння попереду та по-
заду судна [99]. Створенi на їх основi обчислювальнi пакети широко використовуються
суднобудiвними компанiями.

Нестацiонарнiсть руху судна обумовлюється рiзними факторами, якi включають не-
прямолiнiйнiсть траєкторiї його перемiщення, змiнну топографiю дна, змiнну ширину
каналу, змiнну в часi швидкiсть, рух кiлькох суден на рiзних курсах. Кожна з цих схем
руху має свої особливостi та труднощi. На загал цей клас задач, зокрема, й для руху
судна в каналi, дослiджений недостатньо повно, що обумовлено складнiстю вiдповiдних
гiдродинамiчних моделей. Головна проблема полягає у виконаннi на вiльнiй поверхнi
граничної умови, яка мiстить похiднi по часу. У зв’язку з цим на кожному часовому
кроцi необхiдно виконувати процедуру, подiбну до розв’язання стацiонарної задачi, що
значно збiльшує об’єм чисельних розрахункiв.

Як i для стацiонарних випадкiв, до 1980-их рр. нестацiонарнi рухи суден iмiтува-
лись рухом областей поверхневого тиску [1010–1414]. У деяких роботах гранична умова
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на вiльнiй поверхнi замiнювалась умовою «твердої кришки» [1515]. Слiд також згадати
публiкацiю [1616], в якiй визначено потенцiал швидкостi для точкового джерела змiнної
iнтенсивностi, яке рухається пiд вiльною поверхнею глибокого моря. З використанням
цього потенцiалу розв’язано лiнiйну задачу виходу на стацiонарний режим руху для
тонкого судна, яке стартує в початковий момент iз заданою швидкiстю, яка надалi не
змiнюється. Вiдповiдний розв’язок отримано у виглядi дво-, три- й чотирикратних iн-
тегралiв.

У подальшому в рамках чисельного моделювання з використанням можливостей
новiтнiх обчислювальних засобiв було виконано ряд цiкавих дослiджень нестацiонарних
хвильових картин за рухомими областями поверхневого тиску в каналах у нелiнiйнiй
постановцi. Зокрема, вiдзначимо публiкацiї [1717–2020] та змiстовнi бiблiографiчнi списки
в них. У цих роботах нестацiонарнiсть обумовлювалась як нелiнiйнiстю, при якiй має
мiсце Стоксiв дрейф [1717, 1818], так i змiнною топографiєю дна каналу [1919, 2020]. Для опису
динамiки суден у неглибоких каналах використовувались проiнтегрованi по товщинi
шару рiвняння руху в наближеннi мiлкої води. Найцiкавiший результат цих дослiджень
полягає у виявленнi режимiв руху, при яких перед рухомою областю тиску генеруються
слабкодисперсiйнi хвилi, включно з усамiтненими хвилями – солiтонами.

На особливу згадку заслуговує сучасна робота [2121], в якiй розв’язано задачу визна-
чення потенцiалу швидкостi системи двох латерально симетричних джерел однакової
iнтенсивностi, яка змiнюється в часi при русi пiд вiльною поверхнею прямокутного ка-
налу. Нагадаємо, що латеральною називають симетрiю вiдносно вертикальної площини,
що дiлить двобiчносиметричне тiло на лiву й праву половини. Для корпусу судна така
площина проходить через його поздовжню вiсь.

На загал можна зробити висновок, що дослiдження нестацiонарних рухiв суден у ка-
налах у строгiй постановцi, навiть в лiнiйному наближеннi, знаходиться на недостатньо-
му рiвнi. Це призводить до необхiдностi проводити складнi й дороговартiснi експери-
ментальнi дослiдження задля вироблення рекомендацiй щодо безпечної проводки суден
у вузьких i середнiх каналах. У цiй статтi буде отримано ефективний розв’язок лiнiйної
задачi нестацiонарного руху зi змiнною в часi швидкiстю тонкого судна в прямокутному
каналi. Для цього використовується потенцiал швидкостi системи двох нестацiонарних
рухомих джерел [2121].

2. ВИЗНАЧЕННЯ ПОТЕНЦIАЛУ ШВИДКОСТI РУХУ СУДНА

Розв’язується задача про рух судна з симетричними обводами довжиною 2𝐿, макси-
мальною шириною 2𝑏 в мiделевому перерiзi та осадкою 𝑇 , геометрiя змоченої поверхнi
якого описується рiвнянням 𝑦 = ±𝑓(𝑥, 𝑧) у прямокутному каналi з шириною 2𝑙 i товщи-
ною ℎ шару води в ньому. Розв’язок шукаємо в рухомiй системi координат, початок якої
знаходиться в точцi симетрiї площини ватерлiнiї судна. Вiсь 𝑂𝑥 спрямована в напрямку
руху судна, а вiсь 𝑂𝑧 угору. При розглядi задачi вибрано такi характернi масштаби: для
лiнiйних розмiрiв – глибину ℎ, для поля швидкостей – характерне значення швидкостi
руху 𝑈*, для часу – вiдношення 𝑈*/𝑔, для функцiї течiї – добуток 𝑈*ℎ, для тиску –
подвоєний динамiчний напiр 𝜌𝑈2

* . (𝑔 – прискорення вiльного падiння, 𝜌 – густину води).
Потенцiал швидкостi нестацiонарного руху при застосуваннi методу джерел визна-
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чається аналогiчно до стацiонарного випадку:

𝜑(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = − 1

4𝜋

∫︁∫︁
𝑆+𝑆′

𝐺𝑠(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁)𝑑𝑠., (1)

де 𝐺𝑠(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁) – потенцiал швидкостi рухомої системи двох джерел iнтенсивностi
𝑞(𝑡, 𝜉, 𝜂, 𝜁), розподiлених по змоченiй поверхнi судна 𝑆 та по поверхнi 𝑆 ′, яка є симетри-
чним вiдображенням 𝑆 вiдносно вiльної поверхнi («дубльоване» тiло). У задачах руху
судна в каналi ця величина представляється у виглядi

𝐺𝑠(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁) = 𝐺𝑟𝑠(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁) +𝐺ℎ𝑠(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁), (2)

де складова 𝐺𝑟𝑠(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁) вiдповiдає потенцiалу швидкостi руху вiдображеного
тiла, а 𝐺ℎ𝑠(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁) описує збурення вiльної поверхнi, породжене судном.

Врахуємо, що в лiнiйних задачах нестацiонарного руху тонкого судна для iнтенсив-
ностi джерела справедливе представлення [1616]

𝑞(𝑡, 𝜉, 𝜂, 𝜁) = 𝑈(𝑡)𝑓𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁), 𝑞(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑈(𝑡)𝑓𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧), (3)

де функцiя 𝑓𝑞 визначає змiну iнтенсивностi джерел в кожнiй точцi змоченої поверхнi
судна. Пропорцiйнiсть iнтенсивностi джерел до швидкостi руху, незалежно вiд того,
змiнна в часi вона, чи нi, випливає з самого вигляду граничної умови на вiльнiй поверхнi.
При 𝑈(𝑡) = const спiвмножник 𝑓𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧) визначає iнтенсивность розподiлу джерел для
стацiонарного руху судна. Слiд взяти до уваги, що в тих складових 𝐺ℎ𝑠(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁),
якi залежать вiд часу безпосередньо, в кожен розрахунковий момент приймається 𝑞 =
𝑓𝑞𝑈(𝑡), а в тих, якi мiстять iнтеграли по часу, – 𝑞 = 𝑓𝑞𝑈(𝜏).

При русi тонкого тiла iнтенсивнiсть розподiлу джерел на змоченiй поверхнi судна
визначається простою залежнiстю

𝑞(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝜑

𝜕𝑛
= 𝑈 (𝑡) cos(𝑛⃗, 𝑥) = − 𝑈(𝑡)(𝜕𝑓/𝜕𝑥)√︀

1 + (𝜕𝑓/𝜕𝑥)2 + (𝜕𝑓/𝜕𝑧)2
. (4)

Врахуємо спрощення, обумовленi тим, що в граничнiй умовi на вiльнiй поверхнi для
𝜕𝐺/𝜕𝑧 у випадку «дубльованого» тiла для джерел, симетричних вiдносно вiльної по-
верхнi, обнуляється одна зi складових. Тодi розв’язок, одержаний з використанням пiд-
ходу [2121], набуває вигляду

𝐺𝑠 =
4𝑈(𝑡)

𝑙

∞∑︁
𝑚=0

𝑎𝑚𝑓𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁) cos
(︁𝜋𝑚𝑦

𝑙

)︁
cos

(︁𝜋𝑚𝜂

𝑙

)︁
Re (𝐼𝑟𝑚 + 𝐼𝐺1𝑚 + 𝐼𝐺2𝑚). (5)

Тут

𝑎𝑚 =

⎧⎨⎩ 1/2 при 𝑚 = 0,

1 при 𝑚 ≥ 1,

а 𝐺𝑠 включає в себе характер змiни iнтенсивностi джерел в часi в залежностi вiд ха-
рактеру кожної зi складових у залежностi (4)(4). У такий спосiб множник 𝑈(𝑡) i його
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похiднi вносяться в кожну складову виразу для 𝐺𝑠 неоднаково, а множник 𝑓𝑞 – навпа-
ки, однаково для всiх складових. Надалi вiн представлятиме залежнiсть 𝑞 тiльки вiд
геометрiї змоченого корпусу судна. В областi −𝐿 ≤ 𝜁 ≤ 𝐿, −𝑇 ≤ 𝜁 ≤ 𝑇 компоненти
представлення (5)(5) набувають такого вигляду:

Re 𝐼𝑟𝑚 = 𝑈(𝑡)

∞∫︁
0

𝐷𝑚 cos[𝑘1(𝑥− 𝜉)]𝑑𝑘1, (6)

де

𝐷𝑚 = 𝑒−𝑘𝑚|𝑧−𝜁| + 𝑒−𝑘𝑚|𝑧+𝜁| + 𝑒−𝑘𝑚(𝑧+2+𝜁) + 𝑒−𝑘𝑚(𝑧+2−𝜁); 𝑘𝑚 =

√︂
𝑘2
1 +

(︁𝜋𝑚
𝑙

)︁2

.

Максимальне значення 𝑚 обирається з умови забезпечення необхiдної точностi обчи-
слень, а 𝑧 i 𝜁 перебувають в областях −𝑇 ≤ 𝑧, 𝜁 ≤ 𝑇 .

Представлення величини Re 𝐼𝐺1𝑚 враховує зробленi спрощення та введене представ-
лення (3)(3). Як результат на пiдставi [2121] ця складова набуває вигляду

Re 𝐼𝐺1𝑚(𝑡, 𝑥, 𝜉, 𝜁) =

∞∫︁
0

ch [𝑘𝑚(𝑧 + 1)]𝐷𝑚

ch 𝑘𝑚
×

×
⟨[︂

𝑞0 cos(𝑡𝐹1𝑚) +
𝑞0
𝐹1𝑚

sin(𝑡𝐹1𝑚)

]︂
cos 𝑘1[𝑥+ Fr 𝑠(𝑡)− 𝜉]

⟩
𝑑𝑘1,

(7)

де
𝐹1𝑚 =

√︀
Fr 𝑘𝑚th 𝑘𝑚; 𝐷𝑚0 = 2𝑒−𝑘𝑚|𝜁| + 𝑒−𝑘𝑚(2+𝜁) + 𝑒−𝑘𝑚(2−𝜁);

Fr– число Фруда. Вiдповiдно, величина складової Re 𝐼𝐺2𝑚 задається виразом

Re 𝐼𝐺1𝑚(𝑡, 𝑥, 𝜉, 𝜁) =
√
2

∞∫︁
0

𝐷𝑚0 ch [𝑘𝑚(𝑧 + 1)]√︀
Fr 𝑘𝑚 sh (2𝑘𝑚)

𝐼2𝑚𝑑𝑘1, (8)

де

𝐼2𝑚 =

𝑡∫︁
0

{︁
cos(𝑘1𝐹 )[𝑞Fr(𝛾𝑘𝑚 + 𝑈2𝑘2

1Fr)− 𝑞]− sin(𝑘1𝐹 )Fr(𝑞𝑈̇ + 2𝑞𝑈)
}︁
sin[𝐹1𝑚(𝑡− 𝜏)]𝑑𝜏 ;

𝐹 = 𝑥− 𝜉 + Fr[𝑠(𝑡)− 𝑠(𝜏)]; 𝑞 = 𝑞(𝜏, 𝜉, 𝜂, 𝜁); 𝑈 = 𝑈(𝜏);

𝛾 =
𝐷*

𝑚0

𝐷𝑚0

; 𝐷*
𝑚0 = 𝑒−𝑘𝑚(2+𝜁) + 𝑒−𝑘𝑚(2−𝜁).

Для геометрiї змоченої поверхнi судна, визначеної у виглядi функцiї 𝑦 = ±𝑓(𝑥, 𝑧),
iнтегрування в формулi (1)(1) по тривимiрнiй поверхнi спрощується [44]. У цьому випадку
потрiйний iнтеграл по змоченiй поверхнi судна представляється у виглядi подвiйного
iнтеграла в областi 𝑆 + 𝑆 ′, яку пробiгають змiннi (𝜉, 𝜁), а саме:

𝜑𝑠(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1

𝜋𝑙

∞∫︁
0

∫︁∫︁
𝑆+𝑆′

𝐺[𝑡, 𝜏, 𝑥, 𝑧, 𝜉, 𝑓(𝜉, 𝜁), 𝜁]𝑑𝜉𝑑𝜁𝑑𝑘1, (9)
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де

𝐺 =
∞∑︁

𝑚=0

𝑎𝑚
𝜕𝑓

𝜕𝜉
(𝜉, 𝜂, 𝜁) cos

(︁𝜋𝑚𝑦

𝑙

)︁
cos

[︂
𝜋𝑚𝑓(𝜉, 𝜁)

𝑙

]︂
Re (𝐼𝑟𝑚 + 𝐼𝐺1𝑚 + 𝐼𝐺2𝑚).

Таким чином, потенцiал швидкостi нестацiонарного руху судна визначається виразом (9)(9)
з використанням спiввiдношень (2)(2), (4)(4), (6)(6) i (7)(7).

3. ПОВЕРХНЕВI ЗБУРЕННЯ ЗА НЕСТАЦIНАРНО РУХОМИМ ТОНКИМ
СУДНОМ У КАНАЛI

Згiдно з дослiдженням [1616], амплiтудна картина поверхневих збурень, включно з
поверхневими хвилями, виражається через потенцiал швидкостi руху 𝜑(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) як

𝜂𝑠(𝑡, 𝑥, 𝑦, 0) =
𝜕𝜑

𝜕𝑡
− 𝑈(𝑡)Fr

𝜕𝜑

𝜕𝑥
при 𝑧 = 0. (10)

Тут Fr = 𝑈2
*/𝑔ℎ – число Фруда (воно вiдповiдає квадрату бiльш вживаного масштабного

параметра 𝑈*/
√
𝑔ℎ). Зi спiввiдношення (10)(10) та розв’язку (9)(9) для 𝜑𝑠(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) випливає,

що з урахуванням симетричностi розподiлу iнтенсивностi джерел на поверхнi «дубльо-
ваного» тiла й незалежностi 𝐼𝐺1𝑚 вiд 𝑘1 вираз для 𝜂𝑠(𝑡, 𝑥, 𝑦, 0) набуває вигляду

𝜂𝑠(𝑡, 𝑥, 𝑦, 0) =
1

𝜋𝑙

∞∑︁
𝑚=0

𝑎𝑚 cos
(︁𝜋𝑚𝑦

𝑙

)︁ ∞∫︁
0

∫︁∫︁
𝑆

𝜕𝑓

𝜕𝜉
cos

[︂
𝜋𝑚𝑓(𝜉, 𝜁)

𝑙

]︂
×

×
(︂

𝜕

𝜕𝑡
− Fr𝑈(𝑡)

𝜕

𝜕𝑥

)︂
Re (𝐼𝑟𝑚 + 𝐼𝐺1𝑚 + 𝐼𝐺2𝑚)𝑑𝜉𝑑𝜁𝑑𝑘1.

(11)

Розглянемо почленно iнтегрування для кожної складової пiдiнтегральної функцiї у
спiввiдношеннi (11)(11). Як випливає з формули (6)(6), величина

𝐼𝑚1 =

(︂
𝜕

𝜕𝑡
− 𝑈(𝑡)Fr

𝜕

𝜕𝑥

)︂
Re 𝐼𝑟𝑚

має вигляд

𝐼𝑚1 = 𝑈̇(𝑡)𝐺𝑟𝑚 − 𝑈(𝑡)Fr
𝜕𝐺𝑟𝑚

𝜕𝑥
=

= 𝐷𝑚𝑟

{︁
𝑈̇(𝑡) cos[𝑘1(𝑥− 𝜉)] + 𝑘1𝑈

2(𝑡)Fr sin[𝑘1(𝑥− 𝜉)]
}︁
.

(12)

Позначимо

𝐼𝑚𝑝1 =

∫︁∫︁
𝑆

𝐷𝑚0
𝜕𝑓

𝜕𝜉
cos

[︂
𝜋𝑚𝑓(𝜉, 𝜁)

𝑙

]︂
𝐼𝑚1𝑑𝜉𝑑𝜁.

Тодi

𝐼𝑚𝑝1(𝑡, 𝑥, 0) = 𝑈̇(𝑡)

∫︁∫︁
𝑆

𝐹𝑚11𝑑𝜉𝑑𝜁 + 𝑘1𝑈
2Fr

∫︁∫︁
𝑆

𝐹𝑚12𝑑𝜉𝑑𝜁, (13)
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де

𝐹𝑚11[𝑥, 𝜉, 𝜁, 𝑓(𝜉, 𝜁)] = 𝐷𝑚0
𝜕𝑓

𝜕𝜉
cos

[︂
𝜋𝑚𝑓

𝑙

]︂
cos[𝑘1(𝑥− 𝜉)];

𝐹𝑚12[𝑥, 𝜉, 𝜁, 𝑓(𝜉, 𝜁)] = 𝐷𝑚0
𝜕𝑓

𝜕𝜉
cos

[︂
𝜋𝑚𝑓

𝑙

]︂
sin[𝑘1(𝑥− 𝜉)].

Нехай
𝐼𝑚𝑝2 =

∫︁∫︁
𝑆

𝐷𝑚0
𝜕𝑓

𝜕𝜉
cos

[︂
𝜋𝑚𝑓(𝜉, 𝜁)

𝑙

]︂
𝐼𝑚2𝑑𝜉𝑑𝜁, (14)

де

𝐼𝑚2 =

(︂
𝜕

𝜕𝑡
− 𝑈(𝑡)Fr

𝜕

𝜕𝑥

)︂
Re 𝐼𝐺1𝑚.

Остання величина визначається зi спiввiдношення (7)(7) так:

𝐼𝑚2 = 𝐷𝑚0[−𝑞0Fr sin(𝑡𝐹1𝑚) + 𝑞0 cos(𝑡𝐹1𝑚)] cos{𝑘1[𝑥+ Fr 𝑠(𝑡)− 𝜉]}.

Таким чином, залежнiсть 𝐼𝑚𝑝2 вiд часу 𝑡 має явний вигляд, а iнтегрування по областi
𝑆 слiд виконувати лише для функцiї 𝐹𝑚21, представленої виразом

𝐹𝑚21[𝑥, 𝜉, 𝜁, 𝑓(𝜉, 𝜁)] = 𝐷𝑚0
𝜕𝑓

𝜕𝜉
cos

[︂
𝜋𝑚𝑓(𝜉, 𝜁)

𝑙

]︂
cos{𝑘1[𝑥+ Fr 𝑠(𝑡)− 𝜉]},

тому

𝐼𝑚𝑝2 = [−𝑞0Fr sin(𝑡𝐹1𝑚) + 𝑞0 cos(𝑡𝐹1𝑚)]

∫︁∫︁
𝑆

𝐹𝑚21𝑑𝜉𝑑𝜁. (15)

За аналогiєю до попереднiх складових позначимо

𝐼𝑚𝑝3 =

∫︁∫︁
𝑆

𝐷𝑚0
𝜕𝑓

𝜕𝜉
cos

[︂
𝜋𝑚𝑓(𝜉, 𝜁)

𝑙

]︂
𝐼𝑚3𝑑𝜉𝑑𝜁,

де

𝐼𝑚3 = (
𝜕

𝜕𝑡
− 𝑈(𝑡)Fr

𝜕

𝜕𝑥
)Re 𝐼𝐺2𝑚.

Останню величину можна визначити зi спiввiдношення (8)(8) як

𝐼𝑚3 =
√
2

𝑡∫︁
0

{cos(𝑘1𝐹 )[𝑞Fr (𝛾𝑘𝑚+𝑈2Fr 𝑘2
1)−𝑞]−𝑘1Fr sin(𝑘1𝐹 )(𝑞𝑈̇+2𝑞𝑈)} cos[𝐹1𝑚(𝑡−𝜏)]𝑑𝜏.

Тодi

𝐼𝑚𝑝3 =
√
2

𝑡∫︁
0

{[𝑞Fr(𝛾𝑘𝑚 + 𝑈2Fr 𝑘2
1)− 𝑞]

∫︁∫︁
𝑆

𝐹𝑚31𝑑𝜉𝑑𝜁−

−𝑘1Fr(𝑞𝑈̇ + 2𝑞𝑈)

∫︁∫︁
𝑆

𝐹𝑚32𝑑𝜉𝑑𝜁} cos[𝐹1𝑚(𝑡− 𝜏)]𝑑𝜏,

(16)
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де

𝐹𝑚31[𝑡, 𝑥, 𝜉, 𝜁, 𝑓(𝜉, 𝜁)] = 𝐷𝑚0
𝜕𝑓

𝜕𝜉
cos

[︂
𝜋𝑚𝑓

𝑙

]︂
cos(𝑘1𝐹 );

𝐹𝑚32[𝑡, 𝑥, 𝜉, 𝜁, 𝑓(𝜉, 𝜁)] = 𝐷𝑚0
𝜕𝑓

𝜕𝜉
cos

[︂
𝜋𝑚𝑓

𝑙

]︂
sin(𝑘1𝐹 ).

Таким чином, амплiтудна картина збурень вiльної поверхнi задається виразом

𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑦, 0) =
1

𝜋𝑙

∞∑︁
𝑚=0

𝑎𝑚 cos
[︁𝜋𝑚𝑦

𝑙

]︁ ∞∫︁
0

(𝐼𝑚𝑝1 + 𝐼𝑚𝑝2 + 𝐼𝑚𝑝3)𝑑𝑘1. (17)

4. ПОВЕРХНЕВI ЗБУРЕННЯ ПРИ НЕСТАЦIОНАРНОМУ РУСI ТОНКО-
ГО СУДНА ЗI СТАНУ СПОКОЮ

У якостi розрахункового прикладу розглянемо нестацiонарний рух тонкого судна зi
стану спокою. Геометрiя змоченої поверхнi судна задається функцiєю

𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑧) = 𝑏𝑓1(𝑥)

[︂
1−

(︁ 𝑧

𝑇

)︁2
]︂
, (18)

де

𝑓1(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1− |𝑥| − 𝑏1

𝐿− 𝑏1
при 𝑏1 ≤ |𝑥| ≤ 𝐿,

1 при 0 ≤ |𝑥| < 𝑏1.

Тут величина 𝑏1 визначає координати початку й кiнця областi незмiнної форми попе-
речного перерiзу корпусу судна (див. Рис. 1Рис. 1).

Амплiтуди поверхневих збурень визначаються спiввiдношенням (16)(16), в якому

𝜕𝑓

𝜕𝜉
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
− 𝑏

𝐿− 𝑏1
sign (𝜉)

[︃
1−

(︂
𝜁

𝑇

)︂2
]︃

при 𝑏 ≤ |𝑥| ≤ 𝐿,

0 при 0 ≤ |𝑥| < 𝑏,

(19)

а б

Рис. 1. Модель судна:
а — вигляд у планi; б — мiделевий перерiз
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а у виразi для 𝐼𝑚𝑝2 покладено 𝑈0 = 0. Розглянемо визначення величин 𝐼𝑚2𝑖 та iнтегралiв
∞∫︀
0

𝐼𝑚𝑝1𝑑𝑘1 та
∞∫︀
0

𝐼𝑚𝑝3𝑑𝑘1 для заданої геометрiї судна.

Для нульової складової розв’язку

Вираз для 𝜂𝑠(𝑡, 𝑥, 0) при 𝑚 = 0 має вигляд

𝜂𝑠0(𝑡, 𝑥, 𝑦, 0) = − 1

2𝜋𝑙

∞∫︁
0

(𝐼0𝑝1 + 𝐼0𝑝2 + 𝐼0𝑝3)𝑑𝑘1. (20)

Зауважимо, що

𝐼0𝑝1(𝑡, 𝑥, 0) =

∫︁∫︁
𝑆

[𝑈̇(𝑡)𝐹011 + 𝑘1Fr𝑈
2(𝑡)𝐹012]𝑑𝜉𝑑𝜁, (21)

де

𝐹011[𝜉, 𝜁, 𝑓(𝜉, 𝜁)] = 𝑑0𝑟
𝜕𝑓

𝜕𝜉
cos[𝑘1(𝑥− 𝜉)];

𝐹012[𝜉, 𝜁, 𝑓(𝜉, 𝜁)] = 𝑑0𝑟
𝜕𝑓

𝜕𝜉
sin[𝑘1(𝑥− 𝜉)].

Для складової (20)(20) при заданiй геометрiї судна неважко довести, що iнтегрування
𝐹01 та 𝐹02 по 𝜉 та 𝑘1 призводить до аналiтичних представлень [2222]. Виконавши вiдповiднi
операцiї, бачимо, що для всiх 𝑥 справедливо

∞∫︁
0

𝐼0𝑝1𝑑𝑘1 = − 𝑏

𝐿− 𝑏1
[𝑈̇(𝑡)𝐹011𝑝 + 𝑈2(𝑡)𝐹012𝑝], (22)

де

𝐹011𝑝(𝑥) =

0∫︁
−𝑇

(︂
1− 𝜁2

𝑇 2

)︂{︂
2 arctg

(︂
𝑥+ 𝐿

|𝜁|

)︂
+ 2arctg

(︂
𝑥− 𝐿

|𝜁|

)︂
−

−2 arctg

(︂
𝑥+ 𝑏1
|𝜁|

)︂
− 2 arctg

(︂
𝑥− 𝑏1
|𝜁|

)︂
+ arctg

(︂
𝑥+ 𝐿

2 + 𝜁

)︂
+ arctg

(︂
𝑥+ 𝐿

2− 𝜁

)︂
+

+arctg

(︂
𝑥− 𝐿

2 + 𝜁

)︂
+ arctg

(︂
𝑥− 𝐿

2− 𝜁

)︂
− arctg

(︂
𝑥+ 𝑏1
2 + 𝜁

)︂
− arctg

(︂
𝑥+ 𝑏1
2− 𝜁

)︂
−

− arctg

(︂
𝑥− 𝑏1
2 + 𝜁

)︂
− arctg

(︂
𝑥− 𝑏1
2− 𝜁

)︂}︂
𝑑𝜁;
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𝐹012𝑝(𝑥) =

0∫︁
−𝑇

(︂
1− 𝜁2

𝑇 2

)︂2{︂
𝑥+ 𝑏1

(𝑥+ 𝑏1)2 + 𝜁2
+

𝑥− 𝑏1
(𝑥− 𝑏1)2 + 𝜁2

− 𝑥+ 𝐿

(𝑥+ 𝐿)2 + 𝜁2
−

− 𝑥− 𝐿

(𝑥− 𝐿)2 + 𝜁2
+

𝑥+ 𝑏1
(𝑥+ 𝑏1)2 + (2 + 𝜁)2

+
𝑥+ 𝑏1

(𝑥+ 𝑏1)2 + (2− 𝜁)2
+

− 𝑥− 𝑏1
(𝑥− 𝑏1)2 + (2 + 𝜁)2

+
𝑥− 𝑏1

(𝑥− 𝑏1)2 + (2− 𝜁)2
− 𝑥+ 𝐿

(𝑥+ 𝐿)2 + (2 + 𝜁)2
−

− 𝑥+ 𝐿

(𝑥+ 𝐿)2 + (2− 𝜁)2
− 𝑥− 𝐿

(𝑥− 𝐿)2 + (2 + 𝜁)2
− 𝑥− 𝐿

(𝑥− 𝐿)2 + (2− 𝜁)2

}︂
𝑑𝜁.

Для складової 𝐼0𝑝2 з виразу (15)(15), урахувавши, що 𝑞0 = 0, маємо

𝐼0𝑝2 = 𝑞0 cos(𝑡𝐹10)

∫︁∫︁
𝑆

𝐹021𝑑𝜉𝑑𝜁,

де

𝐹021 = 𝐷𝑚0
𝜕𝑓

𝜕𝜉
cos[𝑘1(𝑥+ Fr 𝑠− 𝜉)].

Для складової 𝐼0𝑝3

𝐼03(𝑡, 𝑥, 𝜁, 𝑘1, 0) =

=
√
2
𝜕𝑓

𝜕𝜉
𝑑0

𝑡∫︁
0

{︁
[(𝑘1Fr𝑈(𝛾 + 𝑘1Fr𝑈

2)− 𝑈̈) cos(𝑘1𝐹 )]− 3𝑘1Fr𝑈𝑈̇ sin(𝑘1𝐹 )
}︁
×

× cos[𝐹10(𝑡− 𝜏)]𝑑𝜏.

(23)

Зауважимо, що в останнiй iнтегрування по 𝑆 вiдбувається лише для функцiй

𝐹031 = 𝑑0𝑟
𝜕𝑓

𝜕𝜉
cos(𝑘1𝐹 ),

𝐹032 = 𝑑0𝑟
𝜕𝑓

𝜕𝜉
sin(𝑘1𝐹 ).

Неважко бачити, що вирази для 𝐹031 та 𝐹032 вiдрiзняються вiд виразiв 𝐹011 та 𝐹012 лише
наявнiстю в них sin[𝑘1(𝑥−𝜉+𝑓𝑡)] та cos[𝑘1(𝑥−𝜉+𝑓𝑡)] замiсть sin[𝑘1(𝑥−𝜉𝑡)] та cos[𝑘1(𝑥−𝜉𝑡)].
Оскiльки функцiя 𝑓𝑡 = Fr[𝑠(𝑡) − 𝑠(𝜏)] не залежить вiд координат в областi 𝑆(𝜉, 𝜁), то
iнтегрування 𝐼0𝑖3 по 𝑘1 i 𝑆 виконується так само, як i для 𝐼0𝑖1. Вiдповiднi вирази для
𝐹031𝑝(𝑥) та 𝐹032𝑝(𝑥) отримуємо з виразiв для 𝐹011𝑝(𝑥) та 𝐹012𝑝(𝑥) простою замiною 𝑥 на
𝑥 + 𝑓𝑡. З огляду на очевиднiсть цiєї операцiї, повнi вирази для 𝐹031𝑝(𝑥) та 𝐹032𝑝(𝑥) тут
не наводимо.
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За аналогiєю з попереднiми мiркуваннями, величину

𝐼0𝑝3(𝑡, 𝑥, 0) =
√
2

∫︁∫︁
𝑆

𝐼03𝑑𝜉𝑑𝜁

представимо у виглядi

𝐼0𝑝3(𝑡, 𝑥, 0) =
√
2

𝑡∫︁
0

[(𝑘1Fr𝑈(𝛾+𝑈2Fr 𝑘1)− 𝑈̈)𝐹031𝑝−3𝑘1Fr𝑈𝑈̇𝐹032𝑝] cos[𝐹10(𝑡− 𝜏)]𝑑𝜏. (24)

Таким чином, для нульової складової амплiтуд поверхневих збурень отримано

𝜂𝑠0(𝑡, 𝑥, 𝑦, 0) =
1

𝜋𝑙

⎧⎨⎩ 𝑏

𝐿− 𝑏1
[𝑈̇(𝑡)𝐹01𝑝 + Fr𝑈2(𝑡)𝐹02𝑝] +

∞∫︁
0

(𝐼0𝑝2 + 𝐼0𝑝3)𝑑𝑘1

⎫⎬⎭ . (25)

Для складових розв’язку з 𝑚 ≥ 1

Розглянемо визначення величин 𝐼𝑚𝑝1(𝑡, 𝑥, 0) та 𝐼𝑚𝑝3(𝑡, 𝑥, 0), де для заданої геометрiї
судна вирази для 𝐹𝑚11, 𝐹𝑚12, 𝐹𝑚31 i 𝐹𝑚32 одержуються з наведених ранiше простою
замiною в них 𝑓𝑞 на −𝜕𝑓/𝜕𝜉. Подвiйне iнтегрування по змоченiй поверхнi виконується
лише для функцiй

𝐹𝑚11[𝜉, 𝜁, 𝑓(𝜉, 𝜁)] = 𝑑𝑚𝑟
𝜕𝑓

𝜕𝜉
cos

[︂
𝜋𝑚𝑓(𝜉, 𝜁)

𝑙

]︂
cos[𝑘1(𝑥− 𝜉)];

𝐹𝑚12[𝜉, 𝜁, 𝑓(𝜉, 𝜁)] = 𝑑𝑚𝑟
𝜕𝑓

𝜕𝜉
cos

[︂
𝜋𝑚𝑓(𝜉, 𝜁)

𝑙

]︂
sin[𝑘1(𝑥− 𝜉)].

Для 𝐼𝑚𝑝1(𝑡, 𝑥, 0) iнтеграл по 𝑆 можна одержати у виглядi квадратур. Увiвши допо-
мiжне позначення

𝑎𝑚𝜁 =
𝜋𝑚𝑏

𝑙(𝐿− 𝑏1)

(︂
1− 𝜁2

𝑇 2

)︂
,

запишемо

cos

[︂
𝜋𝑚𝑓(𝜉, 𝜁)

𝑙

]︂
= cos [𝑎𝑚𝜁(𝐿− |𝜉|)] .

Тодi у виразi (22)(22) для 𝐼𝑚𝑝1 маємо таке аналiтичне представлення для iнтегралiв по 𝜉:

𝐹𝑚𝜉1(𝑘1, 𝑥) =

𝐿∫︁
−𝐿

sign (𝜉) cos[𝑘1(𝑥− 𝜉)] cos[𝑎𝑚𝜁(𝐿− |𝜉|)]𝑑𝜉 = 𝐹𝑚𝜉11 + 𝐹𝑚𝜉12;

𝐹𝑚𝜉2(𝑘1, 𝑥) =

𝐿∫︁
−𝐿

sign (𝜉) sin[𝑘1(𝑥− 𝜉)] cos[𝑎𝑚𝜁(𝐿− |𝜉|)]𝑑𝜉 = 𝐹𝑚𝜉21 + 𝐹𝑚𝜉22,
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де

𝐹𝑚𝜉11 =
1

𝑘2
1 − 𝑎2𝑚𝜁

⟨
𝑘1 {sin[𝑘1(𝑥+ 𝑏1)] cos[𝑎𝑚𝜉(𝐿− 𝑏1)]− sin[𝑘1(𝑥+ 𝐿)]}+

+𝑎𝑚𝜉 cos[𝑘1(𝑥+ 𝑏1)] sin[𝑎𝑚𝜉(𝐿− 𝑏1)]
⟩
;

𝐹𝑚𝜉12 =
1

𝑘2
1 − 𝑎2𝑚𝜁

⟨
𝑘1 {sin[𝑘1(𝑥− 𝑏1)] cos[𝑎𝑚𝜉(𝐿− 𝑏1)]− sin[𝑘1(𝑥− 𝐿)]}−

−𝑎𝑚𝜉 cos[𝑘1(𝑥− 𝑏1)] sin[𝑎𝑚𝜉(𝐿− 𝑏1)]
⟩
;

𝐹𝑚𝜉21 =
1

𝑘2
1 − 𝑎2𝑚𝜁

⟨
𝑘1 {cos[𝑘1(𝑥+ 𝑏1)] cos[𝑎𝑚𝜉(𝐿− 𝑏1)]− cos[𝑘1(𝑥+ 𝐿)]}−

−𝑎𝑚𝜉 sin[𝑘1(𝑥+ 𝑏1)] sin[𝑎𝑚𝜉(𝐿− 𝑏1)]
⟩
;

𝐹𝑚𝜉22 =
1

𝑘2
1 − 𝑎2𝑚𝜁

⟨
𝑘1 {cos[𝑘1(𝑥− 𝐿)]− cos[𝑘1(𝑥− 𝑏1)] cos[𝑎𝑚𝜉(𝐿− 𝑏1)]}−

−𝑎𝑚𝜉 sin[𝑘1(𝑥+ 𝑏1)] sin[𝑎𝑚𝜉(𝐿− 𝑏1)]
⟩
,

а 𝐼𝑚𝑝1(𝑘1, 𝑥, 0) визначається як

𝐼𝑚𝑝1(𝑡, 𝑥, 0) = − 2𝑏

𝐿− 𝑏1

∞∫︁
0

[︁
𝑈̇(𝑡)𝐼𝑚𝑝11 + 𝑘1Fr𝑈

2(𝑡)𝐼𝑚𝑝12

]︁
𝑑𝑘1, (26)

де

𝐼𝑚𝑝11(𝑘1, 𝑥) =

0∫︁
−𝑇

𝑑𝑚

(︂
1− 𝜁2

𝑇 2

)︂
𝐹𝑚𝜉1𝑑𝜁;

𝐼𝑚𝑝12(𝑘1, 𝑥) =

0∫︁
−𝑇

𝑑𝑚

(︂
1− 𝜁2

𝑇 2

)︂
𝐹𝑚𝜉2𝑑𝜁;

𝑑𝑚 = 2𝑒−𝑘𝑚|𝜁| + 𝑒−𝑘𝑚(2+𝜁) + 𝑒−𝑘𝑚(2−𝜁).

Iнтегрування по 𝜁 i 𝑘1 виконуємо чисельно. В околi особливостей при 𝑘1(𝐿 − 𝑏1) =
𝑎𝑚𝜁 iнтеграли обраховуються в розумiннi головного значення. При iнтегруваннi по 𝜁,
враховуючи плавнiсть змiни геометрiї змоченої поверхнi, допустимо використовувати
формулу методу трапецiй з достатньо великим кроком.

Друга складова розв’язку для даної схеми руху має вигляд

𝐼𝑚𝑝2 = 𝑞0 cos(𝑡𝐹1𝑚)

∫︁∫︁
𝑆

𝐹𝑚21𝑑𝜉𝑑𝜁,
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де

𝐹𝑚21[𝑥, 𝜉, 𝜁, 𝑓(𝜉, 𝜁)] = 𝐷𝑚0
𝜕𝑓

𝜕𝜉
cos

[︂
𝜋𝑚𝑓(𝜉, 𝜁)

𝑙

]︂
cos {𝑘1[𝑥+ Fr 𝑠(𝑡)− 𝜉]} .

Тому пiсля роздiльного iнтегрування отримуємо

𝐼𝑚𝑝2 = 𝑞0 cos(𝑡𝐹1𝑚)

0∫︁
−𝑇

𝑑𝑚

(︂
1− 𝜉2

𝑇 2

)︂
𝐹𝑚2𝜉𝑑𝜁, (27)

де 𝐹𝑚𝜉2 визначається за допомогою 𝐹𝑚𝜉1 пiсля замiни в останньому виразi 𝑥 на 𝑥+ 𝑠(𝑡).
Аналогiчний пiдхiд використовується й при визначеннi 𝐼𝑚𝑝3. Як i для 𝐼𝑚𝑝1, виконав-

ши iнтегрування по 𝜉 вiд функцiй 𝐹𝑚31 та 𝐹𝑚32, здобуваємо представлення для

𝐼𝑚𝑝3 =
√
2

∫︁∫︁
𝑆+𝑆′

𝐼𝑚3𝑑𝜉𝑑𝜁

у виглядi

𝐼𝑚𝑝3(𝑡, 𝑥, 𝑘10) =
√
2

𝑡∫︁
0

[︁(︁
𝑈Fr (𝛾𝑘𝑚 + 𝑈2Fr 𝑘2

1)− 𝑈̈
)︁
𝐹𝑚32 − 3𝑘1Fr𝑈𝑈̇𝐹𝑚31

]︁
×

× cos[𝐹1𝑚(𝑡− 𝜏)]𝑑𝜏.

(28)

Тут

𝐹𝑚31(𝜏, 𝑘1, 𝑥) =

0∫︁
−𝑇

𝑑𝑚

(︂
1− 𝜉2

𝑇 2

)︂
𝐹𝑚𝜉1𝑡𝑑𝜁,

𝐹𝑚32(𝜏, 𝑘1, 𝑥) =

0∫︁
−𝑇

𝑑𝑚

(︂
1− 𝜉2

𝑇 2

)︂
𝐹𝑚𝜉2𝑡𝑑𝜁,

а 𝐹𝑚𝜉1𝑡 та 𝐹𝑚𝜉2𝑡 вiдповiдають виразам для 𝐹𝑚𝜉1 та 𝐹𝑚𝜉2 пiсля замiни 𝑥 на 𝑥 + 𝑓𝑡. При
обрахуваннi 𝐼𝑚31𝑝 та 𝐼𝑚32𝑝 iнтегрування по 𝜁 виконується аналогiчно.

У результатi загальний розв’язок для амплiтуди поверхневих збурень набуває ви-
гляду

𝜂𝑠(𝑡, 𝑥, 𝑦, 0) =
1

𝜋𝑙

⎧⎨⎩1

2

⎡⎣𝑈̇(𝑡)𝐹01𝑝 + Fr𝑈2(𝑡)𝐹𝑜2𝑝 +

∞∫︁
0

𝐼0𝑝3𝑑𝑘1

⎤⎦+

+
∞∑︁

𝑚=1

cos(
𝑚𝜋𝑦

𝑙
)

∞∫︁
0

(𝐼𝑚𝑝1 + 𝐼𝑚𝑝2 + 𝐼𝑚𝑝3)𝑑𝑘1

⎫⎬⎭ .

(29)
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5. РЕЗУЛЬТАТИ ЧИСЕЛЬНИХ ЕКСПЕРИМЕНТIВ

На пiдставi розробленої чисельно-аналiтичної моделi були проведенi чисельнi екс-
перименти для судна, яке починає рух зi стану спокою. Геометрiя змоченої частини
корпусу вiдповiдає схемi, наведенiй у роздiлi 33. Розрахунки виконувались для рiзних
значень параметрiв геометрiї судна та режимiв руху.

Безрозмiрна швидкiсть задавалась функцiєю

𝑈(𝑡) = 𝑑1 sin(𝑑𝑡). (30)

За масштаб швидкостi приймалось її середнє значення за час руху до досягнення
максимальної величини. Розрахунки проводились у часовому iнтервалi 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋/𝑑,
де 𝑑 визначається вибором вiдповiдного значення розрахункового часу 𝑡max.

Величина характерної швидкостi визначалась при заданому числi Фруда. Для цього
У виразi (5)(5) параметр 𝑑 задавався таким, щоб у кiнцi першого етапу руху (при 𝑡 = 𝑡1)
швидкiсть досягала максимального значення – 𝑑1 = 𝜋/(2𝑡1). Величина 𝑑1 вибиралась
такою, щоб за перiод руху швидкiсть судна не перевищувала значення, при якому ви-
никають нелiнiйнi ефекти.

На другому етапi руху процес гальмування триває протягом iнтервалу (𝑡2 − 𝑡1) до
повної зупинки судна. Змiна швидкостi руху вiдбувається за законом

𝑈(𝑡) = 𝑑1 sin
[︁𝜋
2
+ 𝑑2(𝑡− 𝑡1)

]︁
,

де 𝑑2 = 𝜋(𝑡2 − 𝑡1)/2, а 𝑡/2 задається вiдповiдно до бажаної величини прискорення в
процесi гальмування.

Слiд зазначити, що отриманi результати описують дiю механiзму, який у гiдроме-
ханiцi нестацiонарних рухiв обумовлюється наявнiстю прилучених мас. При цьому по-
роджується збурення середовища за наявностi ненульового прискорення руху судна.
Заданий нами характер змiни швидкостi вибрано таким чином, щоб досягнути повного
ходу при 𝑑1𝑡 = 𝜋/2, коли швидкiсть руху досягає максимального значення, а приско-
рення виходить на нуль. Надалi може вiдбуватись вихiд на стацiонарний режим руху
або змiна характеру нестацiонарностi. У даному випадку на другому етапi руху судна
в iнтервалi часу

𝜋

2𝑑1
≤ 𝑡 ≤ 𝜋

𝑑2
моделювалось гальмування судна до його зупинки. При цьому зменшення тривалостi
iнтервалу (𝑡2 − 𝑡1) вiдповiдало збiльшенню величини прискорення гальмування.

Результати чисельних експериментiв для рiзних значень характерних параметрiв за-
дачi наведено на Рис. 2Рис. 2–1313, де зображенi профiлi збурень вiльної поверхнi в повздовжнiх
перерiзах дiлянки каналу, в межах якої знаходиться судно, для двох рiзних значень ко-
ординати 𝑦: поблизу судна (а) й поблизу стiнки каналу (б). Як правило, задавалось
значення параметру ширини каналу 𝑙 = 2, окрiм випадку, коли моделювання прово-
дилось для широкого каналу з 𝑙 = 4 (див. Рис. 10Рис. 10 та 1111). Параметр довжини судна
набував значень 𝐿 = 2 або 𝐿 = 1. Параметр ширини судна в усiх випадках був 𝑏 = 0.1,
а параметр довжини цилiндричної вставки моделi судна (див. Рис. 1Рис. 1) завжди вважався
𝑏1 = 0.7𝐿. Перелiки розрахункових параметрiв, характерних для кожного конкретного
випадку наведенi пiд вiдповiдними графiками.
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На Рис. 2Рис. 2 i 33 для числа Фруда Fr = 0.01 i двох рiзних осадок судна 𝑇 = 0.5 та 𝑇 = 0.7
наведено ту частину амплiтудних збурень у момент досягнення судном максимальної
швидкостi при 𝑡 = 200, яка представлена в розв’язку ефектом змiщення корпусом судна
та iнерцiйною складовою. Як видно з графiкiв, у обох випадках у рiзних повздовжнiх
перерiзах спостерiгається практично однаковий характер профiлiв, тобто вся область
рiдини в каналi рухається майже як одне цiле. При цьому перед судном утворюється
зона пiдйому вiльної поверхнi, за якою формується зона опускання. Зрозумiло, що про-
фiлi для обох осадок, попри однаковий характер, мають рiзнi значення характерних
амплiтуд – збiльшення осадки призводить до зменшення амплiтуди змiщень.

Зi зростанням числа Фруда такий характер поверхневих збурень змiнюється. Це
добре видно з Рис. 4Рис. 4 i 55, на яких представлено картину збурень для руху судна з Fr =
0.09. Тут профiлi в наведених повздожних перерiзах вже не однаковi, вiдрiзняється й
характер дiлянок опускання та пiдйому рiвня вiльної поверхнi.

На Рис. 6Рис. 6 i 77 наведено картини амплiтудних збурень, обумовлених змiщенням корпу-
сом судна та iнерцiйною складовою, в кiнцi другого етапу руху з гальмуванням судна –
в момент його повної зупинки при 𝑡 = 267. Зауважимо, що при розрахунках цей режим
гальмування розглядався як продовження руху з Fr = 0.01 на першому етапi. На друго-
му етапi характерна середня швидкiсть не змiнюється, так що число Фруда залишається
тим самим. Водночас величина прискорення зростає, що приводить до збiльшення по-
верхневих амплiтуд. Слiд зауважити, що для другого етапу руху амплiтуднi збурення
𝜂 являють собою суму амплiтудних збурень, що виникли на обох етапах: 𝜂 = 𝜂1 + 𝜂2.

На Рис. 8Рис. 8 i 99 наведено профiлi амплiтуд для тiєї ж геометрiї судна й каналу, але для
бiльшого числа Фруда. Бачимо, що зi зростанням числа Фруда збiльшуються не лише
амплiтуди збурень, а й довжина зони характерного пiдйому вiльної поверхнi позаду
судна та характерної зони опускання вiльної поверхнi попереду нього.

При збiльшеннi ширини каналу амплiтуди змiщень вiльної поверхнi зменшуються по
всiй його ширинi. Проiлюструємо цей ефект, порiвнявши Рис. 10Рис. 10 i 22 для першого етапу
руху та Рис. 11Рис. 11 i 66 для другого етапу.

На Рис. 12Рис. 12 i 1313 показано два профiлi амплiтуд, розрахованих для режиму руху,
що вiдповiдає Рис. 2Рис. 2 i 66, але для коротшого судна – з 𝐿 = 1. Порiвняння цих графiкiв
показує, що при рiвностi всiх iнших параметрiв руху зменшення довжини корпусу судна
призводить до зменшення амплiтуд змiщень вiльної поверхнi.

Розрахунки показують, що картини амплiтудних збурень, якi вiдповiдають кора-
бельним хвилям, при нестацiонарному русi мають розмитий характер без чiтко вира-
жених хвильових фронтiв, типових для стацiонарного руху [2323].

6. ВИСНОВКИ

Проведено дослiдження гiдродинамiки нестацiонарного руху суден у каналах. Як
результат одержано вдосконалену чисельно-аналiтичну модель нестацiонарного руху зi
змiнною в часi швидкiстю судна. Головною її особливiстю є використання для опису
руху судна потенцiалу швидкостi, згенерованої нестацiонарним рухом у каналi системи
двох латерально симетричних джерел. Останнiй задовольняє всi граничнi умови за-
дачi, окрiм умови непротiкання на змоченiй поверхнi корпусу. Уведення допомiжного
потенцiалу швидкостi зводить розв’язання вихiдної задачi до визначення з граничної
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умови непротiкання на поверхнi судна характеру розподiлу iнтенсивностi джерел на
нiй з подальшим iнтегруванням по поверхнi для визначення внескiв усiх цих джерел у
розв’язок.

З використанням запропонованої моделi виконано чисельнi експерименти щодо по-
будови вiдповiдних амплiтудних картин збурення вiльної поверхнi. Як вiдомо, при ста-
цiонарному русi судна формування його опору вiдбувається пiд дiєю змiщень водного
середовища, iнiцiйованих безпосередньо корпусом (вони швидко затухають з вiддален-
ням вiд нього) та корабельних хвиль. Для дослiджуваного типу руху присутня також
додаткова iнерцiйна компонента, обумовлена наявнiстю так званих прилучених мас.
Цей механiзм може бути домiнуючим у формуваннi гiдродинамiчних полiв та визна-
ченнi гiдродинамiчного опору судна.

Показано, що в залежностi вiд величини числа Фруда, i при прискореннi, й при
гальмуваннi судна механiзм прилучених мас вiдповiдає за генерування середньої швид-
костi всього водного середовища в каналi в напрямку руху судна. Цiкаво, що при малих
значеннях числа Фруда для достатньо вузького каналу цей рух практично однаковий
для його видiленого поперечного перерiзу. Зi зростанням числа Фруда така подiбнiсть
порушується, особливо в режимi розгону. Встановлено, що при достатньо швидкому
гальмуваннi позаду судна утворюється область пiдйому вiльної поверхнi, яка нагадує
початковий етап формування усамiтненої корабельної хвилi. Як вiдомо, такi хвилi ге-
неруються при русi суден у каналах при числах Фруда, якi вiдповiдають першiй кри-
тичнiй зонi. Пiдтверджено збiльшення амплiтуд поверхневих змiщень при збiльшеннi
числа Фруда, зменшеннi осадки чи довжини судна.

Розглянутий тип нестацiонарностi вносить iстотнi змiни в структуру поля корабель-
них хвиль. На вiдмiну вiд стацiонарного руху, тут не iснує незгасаючих хвильових мод з
дискретними характерними хвильовими числами. Натомiсть кожна мода мiстить непе-
рервний спектр хвильових чисел. Як результат генероване протягом часового iнтервалу
змiни швидкостi руху судна хвильове поле має розмитий характер i буде згасати завдя-
ки механiзму дисперсiї. Зокрема, тут вiдсутнiй характерний хвильовий клин iз видимим
переднiм фронтом – про нього може нагадувати лише наявнiсть невеликих зон макси-
мальних амплiтуд змiщень вiльної поверхнi. Якщо протягом певного часового iнтервалу
спостерiгається вихiд на незмiнне значення швидкостi руху судна, то генерується вiд-
повiдне стацiонарне поле корабельних хвиль. Тодi результуюче поле буде складатися з
суми хвиль двох типiв – стацiонарних i нестацiонарних.

Використана вдосконалена гiдродинамiчна модель дозволяє розширити клас суден,
якi можна вважати тонкими, з вiдповiдним спрощенням задачi визначення характеру
розподiлу iнтенсивностi джерел на змоченiй частинi корпусу. Це обумовлено тим, що,
на вiдмiну вiд класичної схеми тонкого судна Мiчеля, коли джерела розмiщуються в
площинi вертикальної симетрiї судна, в запропонованiй авторами моделi джерела роз-
ташованi на реальнiй змоченiй поверхнi корпусу.
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O. G. Stetsenko, V. M. Ilchenko
Applying the velocity potential of a two-source system to the problem
of a thin ship moving in a rectangular channel with time-varying speed

The linear non-stationary problem of determining the amplitude picture of the surface
disturbances generated by a thin ship with symmetric outlines moving with time-
dependent velocity and attached flow in the channel with rectangular cross-section
along its longitudinal axis is solved. A methodology considering the sources distributed
over a wetted surface is applied to obtain the solution. It is based on the use of the ve-
locity potential of two laterally symmetric sources moving under the free surface with
time-dependent velocity and intensity. This potential satisfies boundary conditions
on the free surface, bottom, and channel walls. It is represented in analytical-and-
quadrature form and is expanded into a cosine Fourier series with known coefficients.
In the case of the ship of arbitrary geometry, the use of this method decreases the
number of equations required for defining a distribution of sources over the wetted
ship surface at least by an order. Its important feature is the possibility to solve the
non-stationary problem at a predetermined moment. This is due to the lack of a pro-
cedure for finding the intermediate solution at every time step. In the case of a thin
ship, source distribution intensity is written as a simple function of its geometry. As a
result, the problem solution is reduced to calculating the double integrals over a wetted
surface and integrals over a wave number and time. The obtained solution includes a
system of ship waves with known wave numbers, the disturbances that attenuate as
they move away from a ship, and disturbances determined by an added mass that is
typical for non-stationary body motion. A sufficiently simple geometry of a wetted
surface is used in the numerical studies. Variation of the ship’s velocity motion corre-
sponds to its two typical stages. In the first stage, the vessel starts motion from the
state of rest and reaches a determined velocity. In the second stage, the ship moves in
the deceleration mode till it stops. For such a motion pattern, the surface disturbance
structure is determined only by decaying components from the ship body and added
mass. The obtained relationships between free surface disturbances, Froude number
for each motion stage, ship geometry, vessel draft, and channel geometry are analyzed.

KEY WORDS: thin ship, non-stationary motion, acceleration, source, velocity poten-
tial, added mass
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