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Проаналiзовано застосовнiсть теорiї довгих нелiнiйних хвиль до проблеми визна-
чення хвильових навантажень на елементи офшорних конструкцiй у прибережнiй
зонi моря. Показано, що для розрахункiв хвильових навантажень у мiлководнiй
зонi необхiдно застосовувати теорiю кноїдальних хвиль, яка дає найкращий збiг з
експериментальними даними порiвняно з лiнiйною теорiєю та iншими пiдходами.
На основi тривимiрної моделi дифракцiї хвиль на перешкодi в формi тiла обертання
навколо вертикальної осi показано, що в задачах визначення хвильових наванта-
жень можливе застосування принципу гармонiчної суперпозицiї. Проведено оцiнки
нелiнiйної взаємодiї мiж хвилями, що набiгають на перешкоду i вiдбиваються вiд
неї. Показано, що на вiдстанях порядку характерного розмiру перешкоди такою
нелiнiйнiстю можливо знехтувати. Таким чином, задачу дифракцiї кноїдальних
хвиль на тiлах обертання можна звести до послiдовностi задач дифракцiї гармо-
нiчних хвиль, на якi розкладається кноїдальна хвиля, що набiгає на перешкоду.
У рамках такого пiдходу виконано розрахунки хвильових навантажень на пере-
шкоду в формi вертикального кругового конуса для рiзних значень параметра,
який характеризує крутизну хвиль. Проаналiзовано вплив крутизни набiгаючих
хвиль на поведiнку хвильових навантажень i перекидаючих моментiв. Зокрема,
показано, що для досить коротких хвиль при кутi нахилу твiрної конуса 45∘ спо-
стерiгається змiна знаку дiї перекидаючого моменту за умови, що максимальний
сумарний перекидаючий момент направлено назустрiч набiгаючiй хвилi. Отриманi
результати будуть корисними при проєктуваннi та розрахунку буферних морських
нафтосховищ iз використанням затоплюваних резервуарiв, якi встановлюються на
прибережних шельфах i пiддаються активному впливу вiтрових хвиль.

КЛЮЧОВI СЛОВА: довгi нелiнiйнi хвилi, хвильовi навантаження, перекидаючий
момент, кноїдальнi хвилi
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1. ВСТУП

Дослiдження хвильових навантажень – актуальна проблема, якiй присвячено велику
кiлькiсть наукових праць. Унаслiдок складностi математичного моделювання ефектiв
набiгання нелiнiйних поверхневих хвиль на перешкоди результати теоретичних i експе-
риментальних дослiджень у цiй галузi мають суттєве значення не лише для офшорних
споруд [11–55].

Нинi при освоєннi шельфу пiвнiчних морiв у багатьох країнах поширення набула
практика використання рiзноманiтних льодостiйких споруд гравiтацiйного типу, розмi-
ри яких спiвмiрнi з довжиною набiгаючої хвилi. Найчастiше зустрiчаються конструкцiї,
якi мають форму, близьку до цилiндричної або конiчної. Окрiм того, значна вiддале-
нiсть морських нафтопромислiв вiд берега призводить до необхiдностi спорудження
буферних морських нафтосховищ. Для їх створення застосовуються металевi або залi-
зобетоннi резервуари, якi затоплюються пiд поверхню води та встановлюються на днi
моря. Як правило, вони дислокуються у вiдкритiй зонi моря, де пiддаються активному
впливу вiтрових хвиль. У вiдкритих акваторiях при розгонах понад 1000 км можуть
генеруватися хвилi довжиною 𝜆 = (300 . . . 400) м, для яких прибережна зона шельфу з
глибиною 𝐻 = (30 . . . 40) м є мiлководною. Застосування для оцiнки їхньої дiї лiнiйного
наближення може призводити до великих похибок.

У статтi [66] проведено зiставлення експериментальних результатiв з теоретичними
розв’язками нелiнiйної та лiнiйної задач про дифракцiйну взаємодiю хвиль iз вертикаль-
ним круговим цилiндром. Iз порiвняння випливає, що лiнiйний розв’язок дає помiтну
похибку тiльки при дуже довгих хвилях. При 2𝑎/𝜆 > 0.2 вiн практично не вiдрiзняє-
ться вiд нелiнiйного й добре узгоджується з експериментальними даними. Вiдмiннiсть
лiнiйної теорiї та експерименту при малих 2𝑎/𝜆 пояснюється тим, що в цьому випад-
ку в натурних умовах реалiзуються не гармонiчнi, а кноїдальнi хвилi, вплив яких на
круговий цилiндр помiтно сильнiший [77].

У роботi [77] показано, що вра-

Рис. 1. Вiдношення максимальних сил, що дiють
на вертикальний круговий цилiндр, обчислених

за кноїдальною теорiєю хвиль, до значень,
отриманих за лiнiйною теорiєю мiлкої води

хування форми кноїдальної хвилi
призводить до значного збiльшен-
ня хвильових навантажень на вер-
тикальний круговий цилiндр. На
Рис. 1Рис. 1 представлено графiк вiдно-
шення максимальних сил, що дiють
на вертикальний круговий цилiндр,
обчислених за кноїдальною теорiєю
хвиль i лiнiйною теорiєю мiлкої води
вiдповiдно. Тут ℎ – амплiтуда хви-
лi, 𝑘 = 2𝜋/𝜆. Iз графiка випливає,
що для малих 𝑘𝑎, коли переважає
iнерцiйна складова хвильового на-
вантаження, спостерiгається значне
збiльшення 𝑅, обумовлене великим
прискоренням частинок рiдини для
хвиль iз крутими гребенями.
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Рис. 2. Вiдносне пiдняття вiльної поверхнi вздовж контуру цилiндра:
а — 𝑘2𝑎 = 0.4, 𝜆 = 1.45; б — 𝑘2𝑎 = 0.52, 𝜆 = 2.14

У роботi [88] проведено порiвняння результатiв, отриманих за синусоїдальною та кно-
їдальною теорiями хвиль, з експериментальними даними. На Рис. 2Рис. 2 представлено зале-
жностi пiдняття вiльної поверхнi вздовж контуру цилiндра 𝑅(𝜃)/ℎ для рiзних довжин
хвиль. Крива 1 вiдповiдає експериментальним даним, а кривi 2 i 3 – кноїдальнiй i си-
нусоїдальнiй теорiям хвиль вiдповiдно. Очевидно, що кноїдальна теорiя значно краще
узгоджується з експериментом, нiж лiнiйна (синусоїдальна).

Пiдняття вiльної поверхнi, яке вiдповiдає кноїдальнiй хвилi висоти ℎ й отримане в
першому наближеннi по ℎ/𝐻, визначається виразом [44]:

𝜂

ℎ
=

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛

∞∑︁
𝑚=0

2𝑖𝜀𝑚 cos𝑚𝜃

𝜋𝑛𝑘2𝑎𝐻 ′
𝑚

(1)(𝑛𝑘2𝑎)
exp(−𝑖𝑛𝜔𝑡).

Коефiцiєнти, отриманi в результатi розкладу потенцiалу швидкостей набiгаючої хвилi
в ряд Фур’є, мають загальний вигляд

𝐴𝑛 =

(︂
2𝜋

𝑘𝐾(𝑘)

)︂2

𝐵𝑛,
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Рис. 3. Порiвняння розрахункових хвильових навантажень
вiд кноїдальних хвиль з експериментальними даними:

а — для кругового цилiндра; б — для квадратного цилiндра

де 𝐾(𝑘) – повний елiптичний iнтеграл першого роду; 𝐵𝑛 – деякi константи. Величина
𝐴𝑛 для кожного значення ℎ залежить вiд модуля елiптичного iнтеграла 𝑘 (0 < 𝑘 < 1),
який дає порiвняльну оцiнку ефектiв нелiнiйностi й дисперсiї. При 𝑘 → 0 кноїдальна
хвиля прямує до гармонiчної, а при 𝑘 → 1 – до вiдокремленої хвилi.

У роботi [44] для опису кноїдальних хвиль було введено величину

𝜆̃ =
4𝑘2𝐾(𝑘)

3𝜋2

Отриманий у роботi [99] розв’язок виражається через звичайний дифракцiйний параметр
𝑘2𝑎 та 𝜆̃. У першому наближеннi кноїдальної теорiї хвиль по ℎ/𝐻 величина 𝜆̃ = ℎ/𝐻3𝑘2

2

вiдiграє роль еквiвалента числа Урсела 𝑈 = 4𝜋2𝜆̃. Останнє, як вiдомо, характеризує
вiдношення нелiнiйностi ℎ/𝐻 до дисперсiї – (𝐻/𝜆)2. У публiкацiї [1010] показано, що при
𝑈 ≪ 1 (𝜆̃ → 0) нелiнiйнiсть не суттєва, й хвилi описуються лiнiйною дисперсiйною
теорiєю. При 𝑈 ≫ 1 (𝜆̃ → ∞) дисперсiєю можна знехтувати, а хвилi пiдпорядковуються
нелiнiйним рiвнянням мiлкої води.

Порiвняльний аналiз рiзних описаних у лiтературi пiдходiв для визначення хвильо-
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вих навантажень на перешкоди великих поперечних розмiрiв наведено в роботi [1111].
Рис. 3Рис. 3 iлюструє зiставлення з експериментальними даними хвильових навантажень вiд
кноїдальних хвиль для кругового й квадратного цилiндрiв при розрахунках за рiзни-
ми пiдходами. Кривi 1 вiдповiдають лiнiйнiй дифракцiйнiй теорiї гармонiчних хвиль;
2 – лiнiйнiй дифракцiйнiй теорiї з довжиною нелiнiйної хвилi; 3 – лiнiйнiй iнерцiйнiй
складовiй хвильового навантаження з довжиною нелiнiйної хвилi; 4, 5, 6, 7 – рiзним на-
ближенням нелiнiйної iнерцiйної складової хвильового навантаження; 8 – методу гармо-
нiчної суперпозицiї; 9 – розробленому Iзаксоном кроково-часовому методу чисельного
розв’язку тривимiрної нелiнiйної задачi дифракцiї хвиль на перешкодах великих попе-
речних розмiрiв.

Iз графiкiв видно, що всi наближенi оцiнки хвильових сил на основi обчислення
нелiнiйної iнерцiйної складової хвильового навантаження є завищеними. Найкращий
збiг з експериментальними даними дають розрахунки за програмою Iзаксона в повнiй
нелiнiйнiй тривимiрнiй постановцi та за допомогою гармонiчної суперпозицiї. Однак
згаданий чисельний метод має суттєвий недолiк – громiздкiсть обчислень, обумовлену
необхiднiстю розв’язувати систему з (300 . . . 400) лiнiйних алгебраїчних рiвнянь на ко-
жному часовому кроцi, число яких також може сягати кiлькох сотень. Що ж до методу
гармонiчної суперпозицiї, то вiн також достатньо точно описує поведiнку хвильових на-
вантажень для довгих нелiнiйних хвиль i водночас є значно простiшим та економiчним.

За останнi десятилiття проведено ряд теоретичних та експериментальних дослi-
джень щодо визначення хвильових навантажень на рiзнi типи гiдротехнiчних споруд. У
роботi [1212] на основi методу роздiлення змiнних i розкладання за вiдповiдними власними
функцiями потенцiалу швидкостей побудовано аналiтичний розв’язок задачi дифракцiї
хвиль на затопленому вертикальному цилiндрi в рiдинi скiнченної глибини. Чисельнi
експерименти проводилися для дослiдження впливу глибини затоплення, довжини ци-
лiндра та глибини води. Показано, що хвильовi сили, якi дiють на затоплений цилiндр,
зменшуються зi збiльшенням глибини затоплення. У порiвняннi з плаваючим цилiн-
дром, вертикальна сила завжди невелика. Водночас горизонтальна сила й перекидаю-
чий момент на деяких частотах можуть бути бiльшими, нiж для плаваючого цилiндра.
Також проаналiзовано вплив довжини цилiндра на цi величини.

У роботi [1313] на основi чисельного моделювання дослiджено дiю екстремальних
хвиль на вертикальний цилiндр. Модельнi рiвняння дискретизовано вiдповiдно до ме-
тоду скiнченних об’ємiв. Проведено порiвняння генерованої екстремальної хвилi з екс-
периментальними даними, змодельовано її взаємодiю з цилiндром. Дослiджено ударнi
хвильовi навантаження на цилiндр.

У публiкацiї [1414] дослiджено нелiнiйнi хвильовi навантаження й розподiл наванта-
ження на колони GBS (Gravity Base Structure). Тиск на кожну з колон визначено з
урахуванням дифракцiї. Хоча всi розглянутi тут швидкостi – лiнiйнi, основною метою
роботи було пiдкреслити роль дифракцiї у визначеннi локальних навантажень.

Ця стаття вiдкриває цикл публiкацiй, присвячених дослiдженню, в якому на основi
розробленого в дисертацiї [1515] методу гармонiчної суперпозицiї буде розроблено реко-
мендацiї з розрахунку хвильових навантажень на основнi типи офшорних конструкцiй,
якi найчастiше зустрiчаються в практицi проєктування. Наразi ми представляємо пер-
шу, теоретичну, частину роботи.
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Рис. 4. Схема до постановки задачi дифракцiї

2. ТIЛА ОБЕРТАННЯ З ГЛАДКОЮ ТВIРНОЮ

Розглянемо тривимiрну постановку задачi дифракцiї поверхневих гравiтацiйних хвиль
iз перешкодами в формi тiла обертання вiдносно вертикальної осi, Рис. 4Рис. 4 [1616].

Нехай 𝑂𝑥𝑦𝑧 i 𝑂𝑟𝜃𝑧 декартова й цилiндрична системи координат вiдповiдно, 𝑡 – час,
𝜂 – вiдхилення вiльної поверхнi вiд незбуреного рiвня рiдини, 𝐻2 – глибина рiдини, 𝜆 –
довжина набiгаючої хвилi, 𝑏 – радiус основи перешкоди. Розглянемо областi Ω1 = {𝑎 ≤
𝑟 ≤ 𝑏, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋,−𝐻1(𝑟) ≤ 𝑧 ≤ 𝜂1} i Ω2 = {𝑟 > 𝑏, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋,−𝐻2 ≤ 𝑧 ≤ 𝜂2}, в яких
вiдповiднi потенцiали швидкостей 𝜑1 та 𝜑2 вiдповiдають рiвнянню Лапласа

∇2𝜑𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, (1)

а також граничним умовам:

• на днi (︂
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝑧
+ ∇⃗𝜑𝑖 · ∇⃗𝐻𝑖

)︂
𝑧=−𝐻𝑖

= 0, 𝑖 = 1, 2; (2)

• умовам спряження на границi розподiлу двох областей

𝜂1|𝑟=𝑏 = 𝜂2|𝑟=𝑏, (3)

𝑈(𝑧 +𝐻1)
𝜕𝜑1

𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

=
𝜕𝜑2

𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

, (4)

де 𝑈(𝑥) – функцiя Хевiсайда;

• кiнематичнiй та динамiчнiй умовам на вiльнiй поверхнi(︂
𝜕𝜂𝑖
𝜕𝑡

+ ∇⃗𝜂𝑖 · ∇⃗𝜑𝑖 −
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝑧

)︂
𝑧=𝜂𝑖

= 0, 𝑖 = 1, 2, (5)

(︂
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝑡
+

1

2
(∇⃗𝜑𝑖)

2 + 𝑔𝜂𝑖

)︂
𝑧=𝜂𝑖

= 0, 𝑖 = 1, 2. (6)
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Введемо такi безрозмiрнi змiннi:

(𝑥*, 𝑦*, 𝑟*, 𝑏*) =
(𝑥, 𝑦, 𝑟, 𝑏)

𝜆
, 𝑧* =

𝑧

𝐻2

, 𝜂*𝑖 =
𝜂𝑖

𝜎𝐻2

,

𝑡* =
𝑡
√
𝑔𝐻2

𝜆
, 𝜑*

𝑖 =
𝜑𝑖

𝜎𝜆
√
𝑔𝐻2

, 𝐻*
𝑖 =

𝐻𝑖

𝐻2

.

(7)

Тут 𝜎 = (𝐻2/𝜆)
2 ≪ 1. Для простоти записiв у подальшому зiрочки буде опущено.

Нормалiзацiя (7)(7) дозволяє перейти вiд крайової задачi (1)(1)–(6)(6) до крайової задачi з
безрозмiрними змiнними:

𝜎∇2
ℎ𝜑𝑖 +

𝜕2𝜑𝑖

𝜕𝑧2
= 0, 𝑖 = 1, 2, (8)(︂

𝜕𝜑𝑖

𝜕𝑧
+ 𝜎∇⃗𝜑𝑖 · ∇⃗𝐻𝑖

)︂
𝑧=−𝐻𝑖

= 0, 𝑖 = 1, 2, (9)

𝜂1|𝑟=𝑏 = 𝜂2|𝑟=𝑏, (10)

𝑈(𝑧 +𝐻1)
𝜕𝜑1

𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

=
𝜕𝜑2

𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

, (11)(︂
𝜎
𝜕𝜂𝑖
𝜕𝑡

+ 𝜎2∇⃗ℎ𝜂𝑖 · ∇⃗ℎ𝜑𝑖 −
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝑧

)︂
𝑧=𝜎𝜂𝑖

= 0, 𝑖 = 1, 2, (12)(︃
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝑡
+

1

2

(︂
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝑧

)︂2

+
1

2
𝜎(∇⃗ℎ𝜑𝑖)

2 + 𝜂𝑖

)︃
𝑧=𝜎𝜂𝑖

= 0, 𝑖 = 1, 2, (13)

де ∇2
ℎ – двовимiрний оператор Лапласа в площинi (𝑟𝜃).

У вiдповiдностi з гiдродинамiчним пiдходом до побудови довгохвильових моделей,
представимо потенцiал 𝜑𝑖 у виглядi степеневого ряду, який має формальний вигляд:

𝜑𝑖 =
∞∑︁
𝑛=0

(𝑧 +𝐻𝑖)
𝑛𝜎𝑛

(︂
𝜕𝑛𝜉𝑖
𝜕𝑧𝑛

)︂
𝑧=−𝐻𝑖

.

Пiдстановка цього розкладу в рiвняння Лапласа (8)(8) i граничну умову на днi (9)(9) зрештою
призводять до такого запису потенцiалу швидкостей [1515]:

𝜑𝑖 = 𝜒𝑖−

−𝜎

[︂
(𝑧 +𝐻𝑖)∇⃗𝜒𝑖 · ∇⃗𝐻𝑖 +

(𝑧 +𝐻𝑖)
2

2
∇2𝜒𝑖

]︂
+ 𝜎2

{︂
(𝑧 +𝐻𝑖)(∇⃗𝜒𝑖 · ∇⃗𝐻𝑖)(∇⃗𝐻𝑖)

2+

+(𝑧 +𝐻𝑖)
2

[︂
1

2
(∇2𝐻𝑖)(∇⃗𝜒𝑖 · ∇⃗𝐻𝑖) + ∇⃗𝐻𝑖 · ∇⃗(∇⃗𝜒𝑖 · ∇⃗𝐻𝑖) +

1

2
∇2𝜒𝑖(∇⃗𝐻𝑖)

2

]︂
+

+
(𝑧 +𝐻𝑖)

3

3

[︂
1

2
∇2𝐻𝑖∇2𝜒𝑖 + ∇⃗𝐻𝑖∇⃗(∇2𝜒𝑖) +∇2(∇⃗𝜒𝑖 · ∇⃗𝐻𝑖)

]︂
+

+
(𝑧 +𝐻𝑖)

4

24
∇2(∇2𝜒𝑖)

}︂
+𝑂(𝜎3).

(14)
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Тут 𝜒𝑖 = 𝜒𝑖(𝑟, 𝜃, 𝑡).
Пiдставляючи ряд (14)(14) в умову (13)(13), знаходимо 𝜂𝑖:

𝜂𝑖 = −𝜕𝜒𝑖

𝜕𝑡
+ 𝜎

{︂
𝐻𝑖∇⃗

𝜕𝜒𝑖

𝜕𝑡
· ∇⃗𝐻𝑖 +

1

2
𝐻2

𝑖 ∇2𝜕𝜒𝑖

𝜕𝑡
− 1

2
(∇⃗𝜒𝑖)

2

}︂
+𝑂(𝜎3). (15)

Отриманi вирази (14)(14) i (15)(15) пiдставляємо у спiввiдношення (12)(12) та в умови спряження
(10)(10) i (11)(11). При цьому лiвi й правi частини умови (11)(11) попередньо множаться на функцiю
(𝜎𝜂2 − 𝑧). Звiдси маємо

∇2𝜒𝑖𝐻𝑖 + ∇⃗𝜒𝑖 · ∇⃗𝐻𝑖 −
𝜕2𝜒𝑖

𝜕𝑡2
= 𝜎

{︂
𝐻3

𝑖

6
∇4𝜒𝑖 −

𝐻2
𝑖

2
∇2𝜕

2𝜒𝑖

𝜕𝑡2
+

1

2

𝜕

𝜕𝑡
(∇⃗𝜒𝑖)

2+

+∇2𝜒𝑖
𝜕𝜒𝑖

𝜕𝑡
− 1

2
∇2(∇⃗𝜒𝑖 · ∇⃗𝐻𝑖) + ∇⃗𝜕𝜒𝑖

𝜕𝑡
· ∇⃗𝜒𝑖 −𝐻𝑖∇⃗

𝜕2𝜒𝑖

𝜕𝑡2
· ∇⃗𝐻𝑖

}︂
+𝑂(𝜎2),

(16)

{︂
𝜕𝜒1

𝜕𝑡
+ 𝜎

[︂
1

2
𝐻2

1∇2𝜕𝜒1

𝜕𝑡
− 1

2
(∇⃗𝜒1)

2

]︂
+𝑂(𝜎2)

}︂
𝑟=𝑏

=

=

{︂
𝜕𝜒2

𝜕𝑡
+ 𝜎

[︂
1

2
∇2𝜕𝜒2

𝜕𝑡
− 1

2
(∇⃗𝜒2)

2

]︂
+𝑂(𝜎2)

}︂
𝑟=𝑏

,

(17)

{︂
(𝐻1 + 𝜎𝜂1)

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝜒1 − 𝜎

𝐻3
1

3!
∇2𝜒1 +𝑂(𝜎2)

)︂}︂
𝑟=𝑏

=

=

{︂
(1 + 𝜎𝜂2)

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝜒2 − 𝜎

1

3!
∇2𝜒2 +𝑂(𝜎2)

)︂}︂
𝑟=𝑏

,

(18)

Представимо 𝜒𝑖 у виглядi ряду

𝜒𝑖 =
∞∑︁
𝑛=0

𝜎𝑛𝜒
(𝑛)
𝑖 . (19)

Пiдставляючи розклад (19)(19) у систему (16)(16)–(18)(18), отримуємо в нульовому наближеннi по
𝜎:

𝐻𝑖∇2𝜒
(0)
𝑖 + ∇⃗𝜒

(0)
𝑖 · ∇⃗𝐻𝑖 −

𝜕2𝜒
(0)
𝑖

𝜕𝑡2
= 0, 𝑖 = 1, 2, (20)

𝜕𝜒1

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

=
𝜕𝜒2

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

, (21)

𝐻1
𝜕𝜒1

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

=
𝜕𝜒2

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

; (22)

в першому наближеннi по 𝜎:

𝐻𝑖∇2𝜒
(1)
𝑖 + ∇⃗𝜒

(1)
𝑖 · ∇⃗𝐻𝑖 −

𝜕2𝜒
(1)
𝑖

𝜕𝑡2
=

𝐻3
𝑖

6
∇4𝜒

(0)
𝑖 − 1

2
𝐻2

𝑖 ∇2𝜕
2𝜒

(0)
𝑖

𝜕𝑡2
+

1

2

𝜕

𝜕𝑡
(∇⃗𝜒

(0)
𝑖 )2+

∇2𝜒
(0)
𝑖

𝜕𝜒
(0)
𝑖

𝜕𝑡
− 1

2
∇2(∇⃗𝜒

(0)
𝑖 · ∇⃗𝐻𝑖) + ∇⃗𝜕𝜒

(0)
𝑖

𝜕𝑡
· ∇⃗𝜒

(0)
𝑖 −𝐻𝑖∇⃗

𝜕2𝜒
(0)
𝑖

𝜕𝑡2
· ∇⃗𝐻𝑖,

(23)
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(︃
𝜕𝜒

(1)
1

𝜕𝑡
− 𝜕𝜒

(1)
2

𝜕𝑡

)︃
𝑟=𝑏

=

{︃
1

2

(︃
∇2𝜕𝜒

(0)
2

𝜕𝑡
−𝐻2

1∇2𝜕𝜒
(0)
1

𝜕𝑡

)︃
+

1

2
(∇⃗𝜒

(0)
1 )2 − 1

2
(∇⃗𝜒

(0)
2 )2

}︃
𝑟=𝑏

,

(24)

𝐻1

(︃
𝜕𝜒

(1)
1

𝜕𝑟
− 𝜕𝜒

(1)
2

𝜕𝑟

)︃
𝑟=𝑏

={︃
𝜕

𝜕𝑡

(︃
𝜕𝜒

(0)
2

𝜕𝑟
−𝐻1

𝜕𝜒
(0)
1

𝜕𝑟

)︃
+

1

3!

(︂
𝜕

𝜕𝑟
∇2𝜒

(0)
2 −𝐻4

1

𝜕

𝜕𝑟
∇2𝜒

(0)
1

)︂}︃
𝑟=𝑏

.

(25)

Рiвняння (16)(16) для окремого випадку 𝐻𝑖 = 𝐻2 = const отримано в роботi [1111].
У роботi [1717] показано, що побудований у такий спосiб асимптотичний розклад схо-

диться на вiдстанi 𝑥/𝜆 = 𝑂(1). Зрозумiло, що для розглянутого нижче класу задач ди-
фракцiї кноїдальних хвиль на тiлах обертання ця умова виконується. У правiй частинi
рiвняння (16)(16) присутнi нелiнiйнi члени, якi при взаємодiї мiж падаючою й вiдбитою
хвилями можуть виявитися резонансними.

Для оцiнки порядку членiв резонансної взаємодiї розглянемо рiвняння (16)(16) в окре-
мому випадку 𝐻𝑖 = 𝐻2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡:

𝜕2𝜒

𝜕𝑡2
− 𝜕2𝜒

𝜕𝑥2
= 𝜎

(︂
−1

6

𝜕4𝜒

𝜕𝑥4
+

1

2

𝜕4𝜒

𝜕𝑥2
𝜕𝑡2 − 𝜕𝜒

𝜕𝑡

𝜕2𝜒

𝜕𝑥2
− 2

𝜕𝜒

𝜕𝑥

𝜕2𝜒

𝜕𝑥
𝜕𝑡

)︂
. (26)

Представимо функцiю 𝜒 у виглядi ряду

𝜒 =
1

2

∑︁
𝜈

𝜑(𝜈)(𝑡) exp(𝑖𝛾𝜈𝑥)

й пiдставимо її в рiвняння (26)(26):

∑︁
𝜈

(︂
𝜕2𝜑(𝜈)

𝜕𝑡2
+ 𝛾𝜈𝜑

(𝜈)

)︂
exp(𝑖𝛾𝜈𝑥) = 𝜎

{︃
−1

6

∑︁
𝜈

𝛾𝜈𝜑
(𝜈) exp(𝑖𝛾𝜈𝑥)−

−1

2

∑︁
𝜈

𝛾2
𝜈

𝜕2

𝜑(𝜈)
𝜕𝑡2 exp(𝑖𝛾𝜈𝑥) +

1

2

∑︁
𝜈

𝜕𝜑(𝜈)

𝜕𝑡
exp(𝑖𝛾𝜈𝑥)

∑︁
𝜈

𝛾2
𝜈𝜑

𝜈 exp(𝑖𝛾𝜈𝑥)+

+
∑︁
𝜈

𝛾2
𝜈𝜑

(𝜈) exp(𝑖𝛾𝜈𝑥) +
∑︁
𝜈

𝛾2
𝜈𝜑

(𝜈) exp(𝑖𝛾𝜈𝑥)
∑︁
𝜈

𝛾𝜈
𝜕𝜑(𝜈)

𝜕𝑡
exp(𝑖𝛾𝜈𝑥)

}︃
.

(27)

Прирiвнявши в рiвняннi (27)(27) коефiцiєнти при однакових ступенях exp(𝑖𝛾𝜈𝑥), отримаємо

𝜕2𝜑(𝜈)

𝜕𝑡2
+ 𝛾2

𝜈𝜑
(𝜈) = 𝜎

{︂
−1

6
𝛾4
𝜈𝜑

(𝜈) − 1

2
𝛾2
𝜈

𝜕2𝜑(𝜈)

𝜕𝑡2
+

+
1

2

∑︁
𝛾𝛼+𝛾𝛽=𝛾𝜈

𝜕𝜑(𝛼)

𝜕𝑡
𝜑𝛽𝛾

2
𝛽 +

∑︁
𝛾𝛼+𝛾𝛽=𝛾𝜈

𝛾𝛼𝜑
(𝛼)𝛾𝛽

𝜕𝜑(𝛽)

𝜕𝑡

⎫⎬⎭ .

(28)
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Розглянемо взаємодiю зустрiчних хвиль. Для цього представимо 𝜑(𝜈)(𝑡) у виглядi

𝜑(𝜈))(𝑡) = 𝐴𝜈 exp(−𝑖𝜔𝜈𝑡) +𝐵𝜈 exp(𝑖𝜔𝜈𝑡). (29)

Пiдставляючи розклад (29)(29) у рiвняння (28)(28) та враховуючи, що 𝛾𝜈 = 𝜔𝜈 , отримуємо
спiввiдношення

exp(−𝑖𝜔𝜈𝑡)(𝐴
′′
𝜈 − 2𝑖𝜔𝜈𝐴

′
𝜈) + exp(𝑖𝜔𝜈𝑡)(𝐵

′′
𝜈 + 2𝑖𝜔𝜈𝐵

′
𝜈) = 𝜎

{︂
−1

2
𝜔2
𝜈×

×
[︂
exp(−𝑖𝜔𝜈𝑡)

(︂
𝐴′′

𝜈 − 2𝑖𝜔𝜈𝐴
′
𝜈 −

2

3
𝜔2
𝜈𝐴𝜈 +

∑︁
𝜔𝛼+𝜔𝛽=𝜔𝜈

𝐴𝛼(𝐴
′
𝛽 − 𝑖𝜔𝛽𝐴𝛽)

(︂
1

2
𝜔2
𝛼 + 𝜔𝛼𝜔𝛽

)︂)︂
+

+exp(𝑖𝜔𝜈𝑡)

(︂
𝐵′′

𝜈 + 2𝑖𝜔𝜈𝐵
′
𝜈 −

2

3
𝜔𝜈𝐵𝜈 +

∑︁
𝜔𝛼+𝜔𝛽=𝜔𝜈

𝐵𝛼(𝐵
′
𝛽 + 𝑖𝜔𝛽𝐵𝛽)

(︂
1

2
𝜔2
𝛼 + 𝜔𝛼𝜔𝛽

)︂)︂
+

+
∑︁

𝜔𝛼+𝜔𝛽=𝜔𝜈

(︂
1

2
𝜔2
𝛼 + 𝜔𝛼𝜔𝛽

)︂
exp(𝑖(𝜔𝛼 − 𝜔𝛽)𝑡)𝐵𝛼(𝐴

′
𝛽 − 𝑖𝜔𝛽𝐴𝛽)+

+ exp(−𝑖(𝜔𝛼 − 𝜔𝛽)𝑡)𝐴𝛼(𝐵
′
𝛽 + 𝑖𝜔𝛽𝐵𝛽)

]︂}︂
.

(30)

У рiвняннi (30)(30) немає резонансних членiв, тому що ±(𝜔𝛼 − 𝜔𝛽) ≪ 𝜔𝛼 + 𝜔𝛽 = 𝜔𝜈 . Таким
чином, у першому наближеннi по 𝜎 порядок членiв нелiнiйної взаємодiї падаючої та
вiдбитої хвилi не перевищує 𝜎. Отже, у рамках розглянутої теорiї взаємодiї поодиноких
i кноїдальних хвиль [1818], яка справедлива для ℎ/𝐻 < 0.5ℎmax/𝐻 на вiдстанi порядку
характерного розмiру перешкоди, членами нелiнiйної взаємодiї мiж падаючою й вiд-
битою хвилями можна знехтувати. Тому викладенi результати справедливi в досить
великiй областi змiни вихiдних параметрiв розглянутих задач. Для опису поширення
бiльш крутих хвиль слiд застосовувати нелiнiйно-дисперсiйну модель, наведену в [1919].

Розглянемо задачу дифракцiї кноїдальних хвиль на тiлi обертання з твiрною, що
описується деякою функцiєю 𝐻1(𝑟). При цьому обмежимось нульовим наближенням по
𝜎, в якому вiдсутнi члени, що виражають нелiнiйну взаємодiю мiж падаючою й вiдбитою
хвилями [2020].

Потенцiал швидкостей, який вiдповiдає набiгаючiй кноїдальнiй хвилi висоти ℎ опи-
сується за допомогою функцiї Якобi з аргументом 𝑞 i модулем 𝑘 [1111]:

1√
𝑔𝐻2

𝜕𝜑(2)

𝜕𝑥
=

ℎ

𝐻2

(︂
cn2𝑞 − 𝜈 − 𝑘′2

𝑘2

)︂
. (31)

Тут 𝑞 = 𝐾(𝑘)(𝑘2𝑥−𝜔𝑡)/𝜋; 𝑘′2 = 1−𝑘2; 𝜈 = 𝐸(𝑘)/𝐾(𝑘), 𝐸(𝑘); 𝐾(𝑘) – елiптичнi iнтеграли
1-го i 2-го роду вiдповiдно, причому 4𝐾(𝑘) – перiод функцiї Якобi; 𝑘2 – хвильове число;
𝜔 – кругова частота.

Представимо праву частину виразу (31)(31) у виглядi розкладу в ряд Фур’є

𝑐𝑛2𝑞 − 𝜈 − 𝑘′2

𝑘2
=

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛 exp

(︂
𝑖𝑛𝜋

𝐾(𝑘)

𝐾(𝑘)(𝑘2𝑥− 𝜔𝑡)

𝜋

)︂
=

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛 exp(𝑖𝑛(𝑘2𝑥− 𝜔𝑡)), (32)
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де коефiцiєнти 𝐴𝑛 визначаються таким чином [1616]:

𝐴𝑛 =
16

3𝜆̃
𝐵𝑛 𝐵𝑛 =

1

2

2𝑛−1∑︁
𝑚=1

𝛽𝑚𝛽2𝑛−𝑚+
∞∑︁

𝑚=1

𝛽𝑚𝛽2𝑛+𝑚,

𝛽𝑛 =

{︃
0, 𝑛 = 2𝑘,

𝜇𝑛/2/(1 + 𝜇𝑛), 𝑛 = 2𝑘 − 1, 𝑘 = 1, 𝑛,

𝜆̃ =
4𝑘2𝐾2(𝑘)

3𝜋2
, 𝜇 = exp(− 𝜋

𝐾
(𝑘′)𝐾(𝑘)).

(33)

Пiдставляючи розклад (32)(32) у рiвняння (31)(31) та iнтегруючи по 𝑥, отримуємо

𝜑
(2)
𝑖 =

√︀
𝑔𝐻2

ℎ

𝐻2

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛

𝑖𝑛𝑘2
exp(𝑖𝑛(𝑘2𝑥− 𝜔𝑡)). (34)

Представимо вираз (34)(34) у виглядi розкладу в ряд за функцiями Бесселя

𝜑
(2)
𝑖 =

√︀
𝑔𝐻2

ℎ

𝐻2

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛

𝑖𝑛𝑘2

∞∑︁
𝑚=0

𝜀𝑚𝑖
𝑚𝐽𝑚(𝑛𝑘2𝑟) cos𝑚𝜃 exp(−𝑖𝑛𝜔𝑡). (35)

Урахувавши умови Зомерфельда в областi Ω2, для вiдбитої хвилi отримаємо

𝜑(2)
𝑠 =

√︀
𝑔𝐻2

ℎ

𝐻2

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛

𝑖𝑛𝑘2

∞∑︁
𝑚=0

𝛼𝑚𝐻
(1)
𝑚 (𝑛𝑘2𝑟) cos𝑚𝜃 exp(−𝑖𝑛𝜔𝑡), (36)

де 𝐻
(
𝑚1)(𝑛𝑘2𝑟) – функцiя Ханкеля першого роду 𝑚-го порядку.

В областi Ω1 розв’язок рiвняння (20)(20) представимо у виглядi ряду, аналогiчного ряду
(36)(36):

𝜑1 =
√︀

𝑔𝐻2
ℎ

𝐻2

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛

𝑖𝑛

∞∑︁
𝑚=0

𝑐𝑚𝑅𝑚(𝑟) cos𝑚𝜃 exp(−𝑖𝑛𝜔𝑡). (37)

Тут 𝑅𝑚(𝑟) розв’язок рiвняння

𝑑2𝑅𝑚

𝑑𝑟2
+

(︂
1

𝑟
+

𝐻 ′
1(𝑟)

𝐻1(𝑟)

)︂
𝑑𝑅𝑚

𝑑𝑟
+

(︂
𝑛2𝑘2

2

𝐻1(𝑟)
− 𝑚2

𝑟2

)︂
𝑅𝑚 = 0, (38)

яке виходить з умови (21)(21) пiсля роздiлення змiнних.

3. ПРИКЛАД ВЗАЄМОДIЇ ХВИЛI З ТIЛОМ ОБЕРТАННЯ

Для прикладу розглянемо дифракцiю кноїдальних хвиль на тiлi обертання у виглядi
конуса. Горизонтальнi й вертикальнi компоненти дифракцiйних хвильових сил, а також
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сумарний перекидаючий момент, якi дiють на нього, визначається виразами

𝐹𝑥

𝜌𝑔ℎ𝑏𝐻2

=

= 𝜋
∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛𝑛𝑘2𝑏

⎧⎨⎩𝑐1

𝑎+𝜀∫︁
𝑎

𝑅1(𝑟)𝑟𝐻
′
1(𝑟)

𝐻2

𝑏
𝑑𝑟 +

1∫︁
𝑎+𝜀

𝑆1(𝑟)𝑟𝐻
′
1(𝑟)

𝐻2

𝑏
𝑑𝑟

⎫⎬⎭ exp (−𝑖𝑛𝜔𝑡) = 𝜉𝑥,

𝐹𝑧

𝜌𝑔ℎ𝑏𝐻2

= −2𝜋𝑖
∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛𝑛𝑘2𝑏

⎧⎨⎩𝑐𝑜

𝑎+𝜀∫︁
𝑎

𝑅𝑜(𝑟)𝑟𝑑𝑟 +

1∫︁
𝑎+𝜀

𝑆𝑜(𝑟)𝑟𝑑𝑟

⎫⎬⎭ exp (−𝑖𝑛𝜔𝑡) = 𝜉𝑧,

𝑀𝑦

𝜌𝑔ℎ𝑏2
𝐻2 = 𝜋𝑘2𝑏

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛𝑛

⎧⎨⎩𝑐1

𝑎+𝜀∫︁
𝑎

𝑅1(𝑟)𝑟

[︃
𝑟 − (1−𝐻1(𝑟))𝐻

′
1(𝑟)

(︂
𝐻2

𝑏

)︂2
]︃
𝑑𝑟+

+

1∫︁
𝑎+𝜀

𝑆1(𝑟)𝑟

[︃
𝑟 − (1−𝐻1(𝑟))𝐻

′
1(𝑟)

(︂
𝐻2

𝑏

)︂2
]︃
𝑑𝑟

⎫⎬⎭ exp(−𝑖𝑛𝜔𝑡) = 𝜇𝑦𝑠.

На Рис. 5Рис. 5–77 наведено залежностi максимальних значень цих величин вiд хвильового
числа 𝑘2𝑏 для з перешкодою у виглядi конуса. Iз графiкiв випливає, що горизонтальне
навантаження й сумарний перекидаючий момент суттєво залежать вiд ступеню крути-
зни набiгаючої кноїдальної хвилi й кута нахилу твiрної. Зi зростанням крутизни хвилi
𝜆̃ вiд 1 до 3 горизонтальне навантаження й сумарний перекидаючий момент суттєво
зростають унаслiдок збiльшення перепаду тискiв мiж «освiтленою» й «тiньовою» зо-
нами конструкцiї. Водночас, зi зменшенням «розпластаностi» конструкцiї (𝐻2/𝑏 → 1),
горизонтальне й вертикальне хвильовi навантаження суттєво зменшуються. При цьо-
му для конструкцiй з кутами нахилу твiрної 𝛼 = 30∘ i 45∘ для кноїдальних хвиль з
довжинами 𝜋𝐷/𝜆 ≈ 1.4 спостерiгається локальний мiнiмум величин горизонтального
хвильового навантаження й сумарного перекидаючого моменту. Цей ефект породжує-
ться трансформацiєю другої гармонiки на поверхнi конiчної перешкоди.

Окрiм того, для достатньо коротких хвиль при 𝛼 = 45∘ спостерiгається змiна знаку
дiї перекидаючого моменту: максимальний перекидаючий момент направлений назу-
стрiч хвилi, що набiгає. Причина такої аномалiї полягає в тому, що вертикальне наван-
таження стає бiльшим за горизонтальне, а вони спрямованнi в протилежнi боки.

4. ВИСНОВКИ

У роботi проведено аналiз застосовностi теорiї довгих нелiнiйних хвиль до проблеми
визначення хвильових навантажень на елементи офшорних конструкцiй у прибережнiй
зонi моря. Показано, що для розрахункiв хвильових навантажень на мiлководдi необ-
хiдно застосовувати теорiю кноїдальних хвиль, яка дає найкращий збiг з експеримен-
тальними даними у порiвняннi з лiнiйним наближенням та iншими пiдходами.

На основi тривимiрної моделi дифракцiї хвиль на перешкодi у формi тiла обертання
навколо вертикальної осi показано, що в задачах визначення хвильових навантажень
можливо застосовувати принцип гармонiчної суперпозицiї. При проведеннi оцiнки не-
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Рис. 5. Графiки значень коефiцiєнта 𝜉𝑥 максимального
горизонтального навантаження на конiчну перешкоду:

1 — 𝐻2/𝑏 = 0.3, 2 — 𝐻2/𝑏 = 0.4, 3 — 𝐻2/𝑏 = 0.5, 4 — 𝐻2/𝑏 = 0.6, 5 — 𝐻2/𝑏 = 0.8, 6 — 𝐻2/𝑏 = 1;
а, б, в — 𝛼 = 30∘, г, д, е — 𝛼 = 45∘, ж, з, и — 𝛼 = 60∘;

а, г, ж — 𝜆̃ = 0, б, д, з — 𝜆̃ = 0, в, е, и — 𝜆̃ = 0
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Рис. 6. Графiки значень коефiцiєнта 𝜉𝑧 максимального
вертикального навантаження на конiчну перешкоду:

1 — 𝐻2/𝑏 = 0.3, 2 — 𝐻2/𝑏 = 0.4, 3 — 𝐻2/𝑏 = 0.5, 4 — 𝐻2/𝑏 = 0.6, 5 — 𝐻2/𝑏 = 0.8, 6 — 𝐻2/𝑏 = 1;
а, б, в — 𝛼 = 30∘, г, д, е — 𝛼 = 45∘, ж, з, и — 𝛼 = 60∘;

а, г, ж — 𝜆̃ = 0, б, д, з — 𝜆̃ = 0, в, е, и — 𝜆̃ = 0
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Рис. 7. Графiки значень коефiцiєнта 𝜇𝑦𝑠 максимального сумарного перекидаючого моменту
вiд дiї горизонтального i вертикального навантажень на конiчну перешкоду:

1 — 𝐻2/𝑏 = 0.3, 2 — 𝐻2/𝑏 = 0.4, 3 — 𝐻2/𝑏 = 0.5, 4 — 𝐻2/𝑏 = 0.6, 5 — 𝐻2/𝑏 = 0.8, 6 — 𝐻2/𝑏 = 1;
а, б, в — 𝛼 = 30∘, г, д, е — 𝛼 = 45∘, ж, з, и — 𝛼 = 60∘;

а, г, ж — 𝜆̃ = 0, б, д, з — 𝜆̃ = 0, в, е, и — 𝜆̃ = 0
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лiнiйної взаємодiї мiж хвилями, якi набiгають на перешкоду i вiдбиваються вiд неї,
показано, що на вiдстанях порядку характерного розмiру перешкоди нелiнiйною взає-
модiєю набiгаючих i вiдбитих хвиль можна знехтувати. Таким чином, задача дифракцiї
кноїдальних хвиль на тiлах обертання зводиться до послiдовностi задач дифракцiї гар-
монiчних хвиль, на якi розкладається кноїдальна хвиля, що набiгає на перешкоду.

У рамках такого пiдходу проаналiзовано вплив крутизни набiгаючих хвиль на по-
ведiнку хвильових навантажень i перекидаючих моментiв. Показано, що хвильовi на-
вантаження суттєво залежать вiд крутизни набiгаючих хвиль, а сумарний перекидаю-
чий момент залежить вiд спiввiдношення горизонтальних i вертикальних навантажень.
Зокрема показано, що для досить коротких хвиль при кутi нахилу твiрної конуса 45∘

спостерiгається змiна знаку дiї перекидаючого моменту. Цей ефект обумовлено тим, що
момент вiд горизонтального навантаження стає меншим за момент вiд вертикального
навантаження. Як наслiдок у цьому випадку максимальний сумарний перекидаючий
момент направлений назустрiч хвилi, що набiгає.
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V. V. Yakovlev, V. O. Tkachenko, V. V. Bondar, T. B. Honcharenko
Wave load on the elements of offshore structures

in the shallow water zone. Part 1

We analyze the applicability of the theory of long nonlinear waves to the problem of
determining wave loads on elements of offshore structures in the coastal zone of the
sea. It is shown that for calculating wave loads in the shallow sea zone, applying the
theory of cnoidal waves is necessary, which gives the best agreement with experimental
data compared to linear theory and other approaches. Basing on a three-dimensional
model of wave diffraction on an obstacle, which has the shape of a body of rotation
around a vertical axis, it is shown that the principle of harmonic superposition can be
applied in determining wave loads. The nonlinear interaction between waves impinging
on an obstacle and reflected from it is estimated. Its nonlinearity is shown negligible at
distances of the order of the characteristic size of the obstacle. Therefore, the problem
of diffraction of the cnoidal waves on bodies of rotation can be reduced to a sequence
of the problems of diffraction of harmonic waves obtained by proper decomposing the
cnoidal wave impinging on an obstacle. Within the proposed approach, wave loads
on a vertical circular cone obstacle were assessed for various values of the parameter
characterizing the wave steepness. The effect of the steepness of the oncoming waves on
the behavior of wave loads and overturning moments is analyzed. For fairly short waves
and the cone with a 45∘-inclined generatrix, the change of the sign of the overturning
moment is observed. This occurs in the cases when the maximum total overturning
moment is directed towards the oncoming wave. The obtained results may be useful
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for the design and calculation of the buffer marine oil storage with the submersible
tanks installed on coastal shelves and exposed to the active influence of wind waves.

KEY WORDS: long nonlinear waves, wave loads, overturning moment, cnoidal waves
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