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Мета роботи полягає в побудовi математичної моделi кноїдальних хвиль та iн-
ших типiв бiлякритичних течiй, яка б адекватно вiдображала фiзичну природу
цих явищ i враховувала можливу негiдростатику в їх початковому перерiзi. Де-
тальний аналiз накопиченої iнформацiї про кноїдальнi хвилi проведено з позицiй
бiльш загальної теорiї бiлякритичних течiй рiдини. Виявлено ряд недолiкiв iсну-
ючих поглядiв на проблему кноїдальних хвиль. Показано, що кноїдальнi хвилi та
iншi типи бiлякритичних течiй рiдини у рядi випадкiв не можна однозначно описа-
ти лише одним характерним параметром — числом Фруда у початковому перерiзi.
Цей висновок добре аргументовано наведеними результатами експериментальних
дослiджень. Побудовано концептуально нову математичну модель хвилеподiбних
бiлякритичних течiй, яка у явному виглядi враховує можливий негiдростатичний
розподiл тиску в їхнiх початкових перерiзах. На основi запропонованої моделi виве-
дено диференцiальне рiвняння вiльної поверхнi двовимiрного потоку та отримано
його загальний розв’язок у виглядi кноїдальних хвиль. Визначено умови iснування
цих хвиль у залежностi вiд двох факторiв — числа Фруда й коефiцiєнта негiдроста-
тичностi в початковому перерiзi. Показано, що перiодичнi кноїдальнi хвилi можуть
iснувати, якщо числа Фруда у їхнiх початкових перерiзах меншi, рiвнi й бiльшi за
одиницю. На додачу до цього обов’язковою умовою iснування розглянутих хвиль є
наявнiсть негiдростатики в початковому перерiзi. При цьому крива вiльної поверх-
нi тут має бути ввiгнутою, а коефiцiєнт негiдростатичностi — бiльшим за одиницю.
Для перевiрки отриманих результатiв проведено великий обсяг експериментальних
дослiджень нерухомих перiодичних кноїдальних хвиль. Отриманi данi повнiстю
пiдтвердили принципову правильнiсть побудованої математичної моделi.

КЛЮЧОВI СЛОВА: кноїдальнi хвилi, математична модель, бiлякритичнi течiї,
негiдростатичний розподiл тиску, усамiтнена хвиля
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1. ВСТУП

Кноїдальними хвилями на водi називаються перiодичнi нерухомi в просторi хвилi
з усталеним у часi рухом або стацiонарнi рухомi хвилi, якi описуються елiптичною
функцiєю Якобi амплiтуди косинуса:

ℎ = ℎ1 + (ℎ𝑐 − ℎ1)cn
2
(︁ 𝑥

∆
, 𝑘
)︁
. (1)

Тут ℎ1 — мiнiмальна глибина (пiд пiдошвами), ℎ𝑐 — максимальна глибина (пiд верши-
нами), ∆ i 𝑘 — параметри хвиль (Рис. 1Рис. 1).

Характерна особливiсть наведеного визначення полягає в тому, що воно охоплює як
хвильовi явища з нерухомою вiльною поверхнею й усталеним в часi рухом води, так i
рухомi стацiонарнi груповi хвилi, якi перемiщуються у просторi з певною швидкiстю
𝑐 [11–44]. При розглядi в рухомiй системi координат, швидкiсть i напрямок руху якої спiв-
падають зi швидкiстю й напрямком руху хвилi перемiщення, такi хвилi виглядають як
усталенi. Це дозволяє розглядати з єдиних позицiй як рухомi, так i нерухомi кноїдальнi
хвилi.

За наявностi вiдповiдних умов кноїдальнi хвилi на водi утворюються в межах рiзних
типiв гiдротехнiчних споруд — у нижньому б’єфi водоскидiв i ГЕС, у вiдкритих каналах,
у безнапiрних тунелях i трубах, а також у складi хвиль перемiщення, якi формуються
в рiчках, каналах, водосховищах, морях внаслiдок дiї рiзних причин [44–88]. Мiнiмаль-
ну глибину ℎ1 називають початковою (або першою спряженою) глибиною кноїдальних
хвиль. Максимальна глибина ℎв, яка спостерiгається пiд вершинами кноїдальних хвиль,
перевищує середню глибину потоку. Ця обставина має велике практичне значення, адже
вiдмiтки верху бокових дамб каналiв, низу прогiнних балок мостiв, висоту закритих без-
напiрних водоводiв i тунелiв вибирають на основi розрахункiв максимальної глибини ℎв.
Окрiм того, теорiю кноїдальних хвиль широко використовують у сучасних методиках
розрахункiв профiлю вiльної поверхнi хвилястого стрибка й групових хвиль перемiще-
ння, якi розглядаються у виглядi сукупностi усамiтненої та кноїдальних хвиль [55,99,1010].

Рис. 1. Схема кноїдальних хвиль:
1 — крива вiльної поверхнi, 2 — п’єзометрична лiнiя

69



ISSN 2616-6135. ГIДРОДИНАМIКА I АКУСТИКА. 2021. Том 2(92), № 1. С. 6868–9393.

Таким чином, проблема розрахунку кноїдальних хвиль є досить актуальною й має ве-
лике теоретичне та практичне значення.

2. ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

Термiн «кноїдальнi хвилi» трактується рiзними авторами по-рiзному. У бiльшо-
стi випадкiв його застосовують вiдповiдно до визначення, наведеного у вступi. Проте
А. М. Бiннi, П. О. Девiс, Д. С. Оркней [1111], В. В. Смислов [1212], дослiджуючи хвилi такого
типу, цю назву взагалi не використовують. В. Х. Хагер [1313] вживає назву «кноїдаль-
нi хвилi», хоча отримана ним теоретична залежнiсть i не мiстить функцiї cn2(𝑥/∆, 𝑘).
Д.А. Сандовер i С. Тейлор [1414] експериментально вивчали хвилi перемiщення, проте
називають дослiджуванi хвилi кноїдальними.

Кноїдальнi хвилi вперше описали голландськi математики Д. Й. Кортевег i
Г. де Фрiс [11], якi, розглядаючи питання про стiйкiсть хвиль на мiлкiй водi, вивели
своє знамените нелiнiйне диференцiальне рiвняння в частинних похiдних

𝜕ℎ

𝜕𝑡
−𝐾1ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑥
−𝐾2

𝜕3ℎ

𝜕𝑥3
= 0, (2)

де 𝑡 — час, 𝐾1 i 𝐾2 — деякi коефiцiєнти.
Загальний стацiонарний розв’язок рiвняння (2)(2), що описує профiль вiльної поверхнi

кноїдальних хвиль, виражається формулою (1)(1). Частинний розв’язок диференцiального
рiвняння (2)(2) дає профiль усамiтненої хвилi

𝜂 =
ℎ

ℎ1

= 1 + (Fr1 − 1)sch2

[︂√︀
3(Fr1 − 1)

𝑥

2ℎ1

]︂
(3)

де ℎ1 та Fr1 — вiдповiдно глибина та число Фруда у початковому перерiзi.
Спершу Д. Й. Кортевег i Г. де Фрiс дослiджували виключно хвилi на водi, але згодом

виявилося, що виведене ними диференцiальне рiвняння (2)(2) має напрочуд унiверсальний
характер. Воно та його розв’язки (1)(1) i (4)(4) описують багато хвильових явищ рiзної фiзи-
чної природи — в рiдинах, газах, твердих тiлах, магнiтних матерiалах, надпровiдниках
та iнших середовищах [1515–1717]. Вiдповiдно до цього теорiю кноїдальних хвиль також
використовують для опису гiдродинамiчних, оптичних та iнших хвиль [1818].

Дослiдження кноїдальних хвиль почалося з рухомого в просторi феномену [11, 22]. У
подальшому виявилося, що вони можуть iснувати також у виглядi нерухомого явища
при усталеному в часi русi води [55–77, 1111]. Пiдкреслюючи нерухомий характер профi-
лю вiльної поверхнi таких хвиль, iнодi їх називають «стоячими хвилями» (standing
waves) [1919–2323]. Водночас зазначений термiн бiльш широко використовується як назва
особливого типу хвиль, що утворюються в результатi iнтерференцiї прямої i зворотної
(вiдбитої вiд вертикальної стiнки) хвиль. При цьому пряма i зворотна хвилi повиннi
мати однаковi параметри (висоту 𝑎, довжину 𝜆, модуль швидкостi 𝑐, профiль тощо),
але рухатись у протилежних напрямках. Висота стоячих хвиль дорiвнює двом висотам
прямої (чи зворотної) хвилi, їхнiй профiль змiнюється в часi, проте положення вузлiв
залишається незмiнним [2424,2525].

Г. Х. Келеган, Г. В. Паттерсон, Д. В. Келлер, Т. Б. Бенджамiн, М. Д. Лайтхiлл,
В. Лiттман [2626–2929] розвинули iдеї Д. Й. Кортевега i Г. де Фрiса та розробили основи
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теорiї кноїдальних хвиль. Важливим етапом подальшого розвитку теоретичних i експе-
риментальних дослiджень кноїдальних хвиль та iнших гiдравлiчних явищ з хвилястою
поверхнею стало врахування нахилу й кривизни елементарних струминок у довiльному
перерiзi потоку та виведення вiдповiдних залежностей для визначення питомої енергiї
й моменту з урахуванням цих факторiв [3030–3737].

Необхiдно пiдкреслити, що вивчення кноїдальних хвиль вiдбувається в тiсному вза-
ємозв’язку з такими явищами як усамiтнена хвиля, солiтон, хвилястий стрибок, оди-
ночнi та груповi хвилi перемiщення. Усi вони вiдносяться до класу бiлякритичних те-
чiй [55,66,1111,1313,3838,3939] i описуються диференцiальним рiвнянням Кортевега – де Фрiса та
iншими, спорiдненими з ним. Досить перспективними iдеями при вивченнi таких явищ є
врахування тертя на днi та розвитку турбулентного примежового шару [3939], застосуван-
ня асимптотичного аналiзу до турбулентних потокiв, розгляд хвиль на основi 𝑘-𝜀 моделi
турбулентностi та рейнольдсових напружень [4040–4242], застосування теорiї хвиль Стокса
у сукупностi з методом Фур’є [33, 4343], вивчення стiйкостi кноїдальних хвиль [4343–4545], їх
системне дослiдження в комплексi з iншими явищами з класу бiлякритичних течiй рi-
дини [55,66,1212] та iн.

Переважна бiльшiсть дослiджень щодо проблематики кноїдальних хвиль має тео-
ретичний характер, часто з використанням чисельного моделювання [4444–4646]. За таких
умов особливого значення набувають експериментальнi роботи, якi дозволяють коригу-
вати теоретичнi результати та вносити яснiсть у суперечливих ситуацiях. Характерним
прикладом у цьому вiдношення є питання про умови iснування кноїдальних хвиль (див.
роздiл 66).

Основним джерелом для отримання експериментальної iнформацiї про розглядува-
не явище служать данi про рухомi кноїдальнi хвилi [1414, 4747]. Такий спосiб дослiдження
має певнi недолiки, пов’язанi зi складнiстю проведення вiдповiдних експериментiв, що
негативно впливає на точнiсть отримуваних даних. Проте головний недолiк описаного
способу полягає тому, що груповi хвилi перемiщення не можна вважати кноїдальними
на всiй довжинi. Перша хвиля цього явища є асиметричного, причому початкова гли-
бина ℎпоч цiєї хвилi менша вiд її кiнцевої глибини ℎкiн у западинi мiж першим i другим
гребенями (Рис. 2Рис. 2). На противагу цьому, в кноїдальних хвилях, згiдно з визначенням,
згаданi глибини однаковi, а профiль вiльної поверхнi симетричний вiдносно вертикалей,
що проходять через вершини та пiдошви хвиль (див. [1414]; рисунки 5, 6, 11). Вiдповiд-
но, кноїдальними хвилями у складi групових хвиль перемiщення можна вважати лише
частину цього гiдродинамiчного феномена, розташовану за першою хвилею [55,2626,4848].

Рис. 2. Схема групових хвиль перемiщення:
1 — асиметрична перша хвиля, 2 — перiодичнi кноїдальнi хвилi
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Важливо пiдкреслити, що при розглядi рухомих кноїдальних хвиль у складi групо-
вих хвиль їхнє перемiщення часто характеризують вiднесеним до глибини незбуреного
потоку ℎ = ℎпоч числом Фруда Fr або похiдними вiд нього параметрами [1414, 4949]. Такий
прийом не можна визнати вдалим, адже при цьому глибина ℎпоч береться за межами
кноїдальних хвиль. Характерно, що число Фруда, пiдраховане за наведеною залежнi-
стю, для крутих хвиль перемiщення завжди буде бiльшим за одиницю.

Експерименти з нерухомими кноїдальними хвилями надзвичайно перспективнi, хо-
ча мають свою специфiку й потребують застосування спецiальних методик дослiджень.
Через це таких дослiдiв проведено надзвичайно мало. Характерними у цьому вiдноше-
ння є роботи А. М. Бiннi, П. О. Девiса, Д. С. Оркнея [1111]. Цi автори вивчали гiдроди-
намiчнi феномени, якi виникали при витiканнi води з резервуару через донний отвiр.
Частина таких експериментiв проведена з хвильовими явищами при числах Фруда, мен-
ших за одиницю. Аналiз їхнiх результатiв дає пiдставу вважати цi хвилi кноїдальними,
хоча дослiдники й не класифiкують спостережене явище таким чином. Згадана серiя
експериментiв складалась усього з 16 дослiдiв, проведених у досить вузькому дiапазо-
нi чисел Фруда Fr = (0.20 . . . 0.75). Важливо пiдкреслити, що при цьому питання про
наявнiсть чи вiдсутнiсть гiдростатичного розподiлу тиску в початковому перерiзi кно-
їдальних хвиль узагалi не розглядалося. М. А. Хiнiс [5050], вивчаючи в лабораторних
умовах дiю кноїдальних i синусоїдальних хвиль на похилий пiщаний (пляжний) укiс,
показав якiсну й кiлькiсну залежнiсть процесу формування дна вiд типу генерованих
хвиль.

Водночас необхiдно визнати, що далеко не всi результати дослiджень кноїдальних
хвиль, отриманi рiзними авторами, повною мiрою узгоджуються мiж собою. У рядi ви-
падкiв спiвставлення iснуючих точок зору приводить до суперечностей i парадоксiв [5151].
Таке становище вимагає ретельного аналiзу накопиченої iнформацiї, виявлення наявних
недолiкiв i пошуку нових шляхiв вивчення кноїдальних хвиль.

3. НЕДОЛIКИ IСНУЮЧОГО СТАНУ ТЕОРIЇ КНОЇДАЛЬНИХ ХВИЛЬ
ТА ЗАДАЧI НАСТУПНИХ ДОСЛIДЖЕНЬ

На основi аналiзу накопиченої iнформацiї та отриманих результатiв проведених ав-
тором теоретичних i експериментальних дослiджень можна сформулювати такi основнi
недолiки iснуючого стану теорiї кноїдальних хвиль. Перелiчимо їх нижче.

1. Згiдно з формулою (1)(1) профiль вiльної поверхнi кноїдальних хвиль виражається
через їхню максимальну глибину ℎв, яка апрiорi невiдома. Водночас при виконаннi
практичних розрахункiв знаходження максимальної глибини потоку є однiєю з
основних задач, адже саме вона визначає висотнi розмiри споруд.

2. Повний комплекс граничних умов у початковому перерiзi кноїдальних хвиль 1-
1 розкрито не повнiстю. Серед традицiйно використовуваних параметрiв потоку
(для умов плоскої задачi — глибини ℎ1, питомої витрати 𝑞, числа Фруда Fr1) зали-
шається нез’ясованою наявнiсть чи вiдсутнiсть нахилу й кривизни елементарних
струминок або, iншими словами, наявнiсть чи вiдсутнiсть гiдростатичного закону
розподiлу тиску в цьому перерiзi.

3. Нез’ясованим залишається також вплив ступеня вiдхилення вiд гiдростатики в
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зазначеному перерiзi на конфiгурацiю профiлю вiльної поверхнi та основнi ви-
сотнi характеристики кноїдальних хвиль — другу спряжену ℎ2 та максимальну
ℎв глибини. Вiдомi залежностi Беланже та Рассела–Буссiнеска, використовуванi
для визначення вiдповiдно другої спряженої та максимальної глибин хвилястого
стрибка, усамiтненої хвилi та iнших явищ iз класу бiлякритичних течiй, у разi
застосування для кноїдальних хвиль дають при Fr1 ≤ 1 якiсно неприйнятнi, а при
Fr1 > 1 — iстотно заниженi результати [5151].

4. Iснуючi точки зору рiзних авторiв про умови iснування кноїдальних хвиль над-
звичайно суперечливi й вимагають вiдповiдного уточнення (див. роздiл 66).

5. Використання початкової глибини ℎпоч першої з групових хвиль перемiщення в
якостi початкової глибини рухомих кноїдальних хвиль є невдалим прийомом, адже
вона знаходиться за межами зони iснування кноїдальних хвиль (див. Рис. 2Рис. 2).

6. Обсяг i межi вiдомих експериментальних дослiджень з нерухомими кноїдальни-
ми хвилями недостатнi й потребують iстотного розширення у всьому дiапазонi їх
iснування.

Необхiднiсть подальшого розвитку теорiї кноїдальних хвиль та усунення виявлених
її недолiкiв дозволяє визначити такi основнi задачi подальших дослiджень.

1. Теоретичнi й експериментальнi дослiдження кноїдальних хвиль необхiдно здiй-
снювати на основi положень теорiї бiлякритичних течiй рiдини з урахуванням
можливої негiдростатики у їхньому початковому перерiзi.

2. Необхiдне проводити спецiальнi експериментальнi дослiдження нерухомих кної-
дальних хвиль. При цьому методика таких експериментiв має забезпечити оцiнку
ступеня вiдхилення вiд гiдростатики в початковому перерiзi дослiджуваного яви-
ща.

3. Результати дослiдiв з рухомими кноїдальними хвилями вимагають певного перео-
смислення у зв’язку з невизначенiстю положення початкового перерiзу для цього
випадку, а також характеристик потоку в ньому.

Таким чином, мета даної роботи полягає в побудовi адекватної математичної моделi
кноїдальних хвиль з урахуванням наявностi негiдростатики у їхньому початковому пе-
рерiзi. Також планується отримання вiдповiдних розв’язкiв i порiвняння теоретичних
результатiв з експериментальними даними для нерухомих кноїдальних хвиль.

4. КНОЇДАЛЬНI ХВИЛI ЯК СКЛАДОВА ЧАСТИНА КЛАСУ БIЛЯКРИ-
ТИЧНИХ ТЕЧIЙ РIДИНИ

Як вiдомо, кноїдальнi хвилi на водi належать до бiлякритичних течiй рiдини, якi
утворюються в областi чисел Фруда, близьких до одиницi [55,66,1212,3737,3838]. До цього класу
входить велика група нерухомих i рухомих гiдравлiчних явищ з хвиле- та вальцеподi-
бною поверхнею. Наприклад, у роботi [66] сюди вiднесено вiсiм типiв нерухомих i шiсть
типiв рухомих (хвиль перемiщення) гiдравлiчних явищ. Бiлякритичнi течiї мають ряд
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характерних особливостей i не можуть бути описанi залежностями плавно змiнного ру-
ху. Розгляд з єдиних позицiй усього класу бiлякритичних течiй рiдини дозволяє вивести
ряд унiверсальних залежностей для таких феноменiв, а також уточнити границi iсну-
вання рiзних їх типiв. Окрiм цього, такий системний пiдхiд дає можливiсть виявити
деякi особливостi окремих явищ, якi ранiше залишалися невiдомими. Значною мiрою
сказане стосується i кноїдальних хвиль.

Серед учених, якi займаються проблемою вивчення рiзних типiв бiлякритичних те-
чiй рiдини, досить поширена точка зору, що цi явища, як i всi потоки рiдини з вiльною
поверхнею, однозначно описуються характерним числом Фруда. Вiдповiдно до цього
бiльшiсть виведених рiзними дослiдниками (крiм автора цiєї статтi) залежностей для
визначення другої спряженої й максимальної глибин та опису профiлю вiльної поверхнi
й умови iснування хвилястого стрибка, усамiтненої хвилi, одиночної та групових хвиль
перемiщення однозначно виражаються через число Фруда Fr1 у початковому перерiзi
цих явищ. Для нерухомих i рухомих явищ вiдповiдно його визначають такими форму-
лами:

Fr1 =
𝑣21
𝑔ℎ1

, (4)

Fr1 =
𝑐2

𝑔ℎ1

. (5)

Тут 𝑣1 — швидкiсть потоку в початковому перерiзi нерухомих явищ, 𝑐 — швидкiсть
руху хвиль перемiщення, ℎ1 — початкова (перша спряжена) глибина, 𝑔 — прискорення
вiльного падiння. Для умов плоскої задачi формулу (4)(4) можна записати у виглядi

Fr1 =
𝑞2

𝑔ℎ3
1

, (6)

де 𝑞 — питома витрата.
Проте при детальному аналiзi виявлено, що така точка зору щодо бiлякритичних

течiй рiдини є хибною. Спроби поширити дiю вiдомих залежностей для визначення
другої спряженої глибини ℎ2 гiдравлiчного стрибка та максимальної глибини ℎв усамi-
тненої хвилi на всi явища цього класу течiй (тобто вийти за межi, встановленi авторами
згаданих залежностей) призводять до суперечностей та парадоксiв [5151]. Вiдсутнiсть ко-
ректних пояснень щодо сутностi таких парадоксiв ставить пiд сумнiв правильнiсть iдей,
використовуваних для опису бiлякритичних течiй рiдини.

З метою розкриття сутностi парадоксiв бiлякритичних течiй та побудови коректної
т’еорiї цього класу явищ у Нацiональному унiверситетi водного господарства та приро-
докористування (НУВГП) були проведенi системнi й доволi об’ємнi експериментальнi
й теоретичнi дослiдження. Аналiз отриманих результатiв i даних iнших дослiдникiв
дозволив зробити надзвичайно важливий висновок про те, що в початковому перерiзi
бiлякритичних течiй може спостерiгатись як гiдростатичний, так i негiдростатичний
розподiл тиску по глибинi. Таке вiдхилення вiд гiдростатики викликається нахилом i
кривизною елементарних струминок у вертикальнiй площинi.

Виявилося, що число Фруда Fr1 однозначно описує бiлякритичнi течiї рiдини ли-
ше при наявностi гiдростатичного розподiлу тиску у їхньому початковому перерiзi. За
вiдсутностi гiдростатики в зазначеному перерiзi число Фруда Fr1 не може однозначно
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описати явища розглядуваного класу: при одному i тому ж значеннi Fr1 бiлякритичнi
течiї можуть формуватися по-рiзному. Достовiрнiсть такого висновку наочно iлюструє
Рис. 3Рис. 3 в сукупностi з даними Табл. 1Табл. 1. Тут показанi двi пари дослiдiв, параметри яких
пiдiбранi таким чином, що в кожнiй парi однаковi початковi глибини ℎ1, питомi витрати
𝑞 та числа Фруда Fr1, але рiзнi глибини нижнього б’єфу. Внаслiдок цього в початковому
перерiзi виявляються рiзними ступенi викривлення потоку в вертикальнiй площинi та,
вiдповiдно, ступенi вiдхилення вiд гiдростатики.

Наведенi данi красномовно свiдчать про те, що хоча в порiвнюваних парах дослiдiв
число Фруда Fr1 є однаковим, проте обриси кривої вiльної поверхнi та п’єзометричної
лiнiї кiлькiсно i якiсно вiдрiзняються мiж собою. При цьому геометричнi характеристи-
ки порiвнюваних явищ (максимальна i друга спряжена глибини, висота i довжина хвиль
тощо) — iстотно рiзнi. Важливо пiдкреслити, що в дослiдах другої пари вiдрiзняються
навiть типи явищ.

Доведений факт можливостi iснування у початковому перерiзi розглядуваних явищ
не тiльки гiдростатичного, а й негiдростатичного розподiлу тиску по висотi потоку до-
зволяє пояснити сутнiсть парадоксiв бiлякритичних течiй [5151] та пiдiйти до вивчення

Рис. 3. Кривi вiльної поверхнi 1 та п’єзометричної лiнiї 2 для двох пар дослiдiв:
а, б — з кноїдальними хвилями, в, г — з безстрибковим вальцевим спряженням б’єфiв

Табл. 1. Основнi характеристики дослiдiв, зображених на Рис. 3Рис. 3

Номер
дослiду 𝑞 дм2/c ℎ1 см Fr1 𝑠1 ℎ2 см ℎв см Тип явища

а 9.72 10.0 0.96 1.06 11.6 13.2 кноїдальнi хвилi

б 9.72 10.0 0.96 1.04 11.4 12.7 кноїдальнi хвилi

в 9.30 10.0 0.88 1.05 11.3 12.6 кноїдальнi хвилi

г 9.30 10.0 0.88 1.11 12.35 – безстрибковe вальцеве
спряження б’єфiв
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цих течiй з принципово нових позицiй. Необхiдно пiдкреслити, що питання про вплив
нахилу й кривизни елементарних струминок на характеристики потоку з хвилястою
поверхнею вивчений досить добре [3030,3434–3636,5252]. Але стосовно початкового (а не довiль-
ного) перерiзу бiлякритичних течiй ця iдея використана вперше.

Для повноти iнформацiї з цього питання зауважимо, що при виконаннi чисельних
розрахункiв хвилястого стрибка автори робiт [4141,5353–5555] постулюють ненульовi значення
для першої (ℎ′) й другої (ℎ′′) похiдних у початковому перерiзi стрибка. По-сутi, це —
визнання наявностi нахилу та кривизни елементарних струминок, тобто можливостi
iснування негiдростатики в зазначеному перерiзi. Проте обґрунтування такого рiшення,
мотивацiя його доцiльностi, умови застосування, межi змiн величин ℎ′ та ℎ′′ чи вiдпо-
вiднi посилання на першоджерела, на жаль, не наводяться. Можна припустити, що це
викликано особливостями використовуваних диференцiальних рiвнянь та прагненням
авторiв наблизити розрахунковi значення обчислюваних величин до експерименталь-
них. Але тут необхiдно зробити принципове зауваження. Справа полягає в тому, що
майже всi автори зазначених робiт, окрiм [5353], використовують у своїх розрахунках
результати дослiдiв Х. Шансона [5656] та I. Готох, I. Ясуда, I. Охтсу [5757]. Утiм у цих екс-
периментальних дослiдженнях можливiсть вiдхилення вiд гiдростатики у початковому
перерiзi стрибка взагалi не розглядалася.

5. ДЕЯКI ПОЛОЖЕННЯ ТЕОРIЇ БIЛЯКРИТИЧНИХ ТЕЧIЙ РIДИНИ
З УРАХУВАННЯ МОЖЛИВОЇ НЕГIДРОСТАТИКИ В ПОЧАТКОВОМУ
ПЕРЕРIЗI

Наведемо ряд положень розробленої автором цiєї статтi теорiї бiлякритичних течiй
рiдини [5858, 5959], необхiдних для розгляду проблеми кноїдальних хвиль i однозначного
трактування викладеного матерiалу. Концептуально новою в нiй є iдея врахування у
явному виглядi можливого вiдхилення вiд гiдростатичного закону розподiлу тиску у
початковому перерiзi 1-1 дослiджуваних течiй. Таке вiдхилення враховується за допо-
могою трьох пов’язаних мiж собою коефiцiєнтiв — негiдростатичностi (𝑠1), гiдродина-
мiчного тиску (𝑡1) i потенцiальної енергiї (𝛽1). Стосовно довiльного перерiзу потоку з
хвилястою поверхнею цi коефiцiєнти визначаються такими залежностями:

𝑆 =
ℎп.д.

ℎ
, 𝑡 =

𝐹е.г.д.т.

𝐹е.г.с.т.
, 𝛽 =

𝐸пот

ℎ
. (7)

Тут ℎп.д. — п’єзометричний тиск на днi, виражений у висотi водяного стовпа; 𝐹е.г.д.т.

i 𝐹е.г.с.т. — площi епюр гiдродинамiчного та гiдростатичного тиску вiдповiдно; 𝐸пот —
питома потенцiальна енергiя; ℎ — глибина. Для параболiчного розподiлу тиску по гли-
бинi, характерного для перерiзiв потоку, проведених через вершини та пiдошви хвиль,
зазначенi коефiцiєнти пов’язанi мiж собою такими спiввiдношеннями [3535,5858,5959]:

𝛽 =
1 + 2𝑠

3
, 𝑡 =

4𝑠− 1

3
, 𝛽 =

1 + 𝑡

2
, (8)

причому для гiдростатичного розподiлу тиску 𝑠 = 𝑡 = 𝛽 = 1.
Першою спряженою (або початковою) глибиною ℎ1 бiлякритичних течiй називається

мiнiмальна глибина у вибраному на початку розглядуваних явищ перерiзi 1-1, в якому

76



ISSN 2616-6135. ГIДРОДИНАМIКА I АКУСТИКА. 2021. Том 2(92), № 1. С. 6868–9393.

дотичнi до кривої вiльної поверхнi та п’єзометричної лiнiї займають горизонтальне по-
ложення. Сформульоване визначення першої спряженої глибини розглядуваних течiй
виявляється дуже зручним при аналiзi експериментальних результатiв. Справа полягає
в тому, що при постановцi таких дослiджень дуже часто використовують схему витi-
кання води з-пiд затвора, з донних отворiв гiдротехнiчних споруд або з труб, тунелiв,
галерей [66,1111,5656,5757]. Глибина потоку на виходi з таких конструкцiй повнiстю вiдповiдає
наведеному визначенню.

Важлива особливiсть цього формулювання полягає в тому, що воно передбачає мо-
жливiсть загального (негiдростатичного) розподiлу гiдродинамiчного тиску по глибинi.
Гiдростатичний закон є частинним випадком загального розподiлу. Вiн спостерiгається
тодi, коли зазначенi дотичнi збiгаються. Наведене визначення передбачає наявнiсть у
початковому перерiзi ввiгнутого (з негiдростатикою) або плоскопаралельного (з гiдро-
статикою) потоку, внаслiдок чого коефiцiєнти 𝑠1, 𝑡1, 𝛽1 можуть бути бiльшими чи рiв-
ними одиницi. Зауважимо, що М. Ямагушi, I. Цушiя [6060], Ж. Д. Фентон [33] при розглядi
кноїдальних хвиль також вiдносить їхнi характернi параметри до мiнiмальної глибини.
Ж. С. Монтес, Х. Шансон [5454] називають початковим перерiз хвилястого стрибка з
мiнiмальною глибиною.

Другою спряженою глибиною ℎ2 бiлякритичних течiй називається глибина в такому
перерiзi 2-2, вибраному в напрямку збiльшення глибини, де розподiл гiдродинамiчно-
го тиску описується гiдростатичним законом. Для явищ з поверхневим вальцем такий
перерiз знаходиться на певнiй вiддалi вiд його кiнця, а для явищ iз хвилястою по-
верхнею — проходить через найближчу до перерiзу 1-1 точку перетину кривої вiльної
поверхнi та п’єзометричної лiнiї. Зазвичай вважається, що вона спiвпадає з точкою пе-
регину кривої вiльної поверхнi, в якiй дорiвнює нулю друга похiдна: 𝑑2ℎ/𝑑𝑥2 = ℎ′′ = 0.
Це вiдповiдає наведеним визначенням. У роботi [5858] виведено залежнiсть, яка зв’язує
спряженi глибини бiлякритичних течiй:

𝜂2 =
ℎ2

ℎ1

=
2√
3

√︀
𝑡1 + 2Fr1𝑐𝑜𝑠

{︃
𝜋

3
− 1

3
arccos

[︃
3
√
3𝛼02Fr1√︀

(𝑡1 + 2Fr1)3

]︃}︃
, (9)

де 𝛼02 — коефiцiєнт кiлькостi руху у перерiзi 2-2. У частинному випадку гiдростатичного
розподiлу тиску в перерiзi 1-1 i значеннi 𝛼02 = 1 загальна залежнiсть (9)(9) зводиться до
класичної формули Беланже:

𝜂2 =
1

2

(︁√︀
1 + 8Fr1 − 1

)︁
. (10)

Узагальнене диференцiальне рiвняння бiлякритичних течiй рiдини з урахуванням
можливого вiдхилення вiд гiдростатики у їхньому початковому перерiзi, виведене на
основi вiдповiдної математичної моделi [5959,6161], має такий вигляд:

ℎ12 =
3

Fr1

[︀
−𝜂3 + (2𝛽1 + Fr1)𝜂

2 − (2𝛽1 − 1 + 2Fr1)𝜂 + Fr1
]︀
. (11)

Загальний його розв’язок цього рiвняння отримано у формi системи, яка описує профiль
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вiльної поверхнi кноїдальних хвиль:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜂 =
ℎ

ℎ1

= 1 + (𝜂𝑐 − 1)𝑐𝑛2
(︁ 𝑥

∆
, 𝑘
)︁
,

∆ = 2ℎ1

√︃
𝜂𝑐Fr1

3(𝜂2𝑐 − Fr1)
,

𝑘 =

√︃
𝜂𝑐(𝜂𝑐 − 1)

𝜂2𝑐 − Fr1
,

𝜂𝑐 =
1

2

[︁
𝑡1 + Fr1 +

√︀
(𝑡1 + Fr1)2 − 4Fr1

]︁
(12)

Максимальна глибина ℎ𝑐 хвилеподiбних бiлякритичних течiй спостерiгається у перерiзi
3-3, який проходить через вершину першої хвилi. Вона визначається формулою, яка
спiвпадає з останнiм спiввiдношенням системи (12)(12)):

𝜂𝑐 =
ℎ𝑐

ℎ1

=
1

2

[︁
𝑡1 + Fr1 +

√︀
(𝑡1 + Fr1)2 − 4Fr1

]︁
. (13)

Частинний випадок загальної залежностi (13)(13) за умови наявностi гiдростатики в пере-
рiзi 1-1 та при числах Фруда Fr1 > 1 задається вiдомою формулою Рассела–Буссiнеска,
виведеною для усамiтненої хвилi:

𝜂𝑐 =
ℎ𝑐

ℎ1

= Fr1. (14)

Наведенi залежностi (9)(9), (11)(11)–(13)(13), якi визначають другу спряжену ℎ2 i максималь-
ну ℎв глибини, а також профiль вiльної поверхнi, дозволяють розраховувати вказанi
характеристики рiзних типiв бiлякритичних течiй, включаючи кноїдальнi хвилi. Слiд
пiдкреслити, що цi спiввiдношення враховують можливе вiдхилення вiд гiдростатики в
початковому перерiзi розглядуваних явищ. При цьому шуканi характеристики однозна-
чно виражаються через параметри потоку в початковому перерiзi бiлякритичних течiй.
Характерно, що саме наявнiсть негiдростатичного розподiлу тиску в ньому пояснює
сутнiсть парадоксiв, обговорених у [5151].

6. УМОВИ IСНУВАННЯ КНОЇДАЛЬНИХ ХВИЛЬ

У вiдповiдностi з iснуючими класифiкацiями хвиль на водi, область iснування кної-
дальних хвиль зазвичай визначається в залежностi вiд рiзних дiючих факторiв — дов-
жини i висоти хвиль, глибини води, швидкостi перемiщення, модуля елiптичних функцiй
та iн. [33, 44, 2121, 2929]. Проте при проведеннi теоретичних i експериментальних дослiджень
прагнуть оперувати такими характеристиками хвиль, якими можна керувати — пито-
мою витратою 𝑞 (для просторової задачi — загальною витратою 𝑄 та характеристиками
поперечного перерiзу русла), початковою глибиною ℎ1, швидкiстю потоку 𝑣1 у початко-
вому перерiзi, швидкiстю руху хвиль 𝑐 тощо. Цi параметри зводяться до числа Фруда
Fr1 = 𝑞2/𝑔ℎ3

1 або Fr1 = 𝑐2/𝑔ℎ1, за допомогою якого найчастiше й виражають умови
iснування кноїдальних хвиль та iнших типiв бiлякритичних течiй рiдини.
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Накопичена iнформацiя з питання про умови iснування кноїдальних хвиль є дово-
лi суперечливою. Багато авторiв вважають, що кноїдальнi хвилi можуть iснувати як
при Fr1 < 1, так i при Fr1 > 1 [44, 2121, 2626, 2929, 6262, 6363]. При цьому зазначаються такi ме-
жi можливої областi iснування: Г. Х. Келеган, Г. В. Паттерсон [2626], Р. Л. Вiгель [44] —
Fr1 = (0.49 . . . 1.70), Ф. М. Хендерсон [6363], Г. Хольторф [2121] — Fr1 = (0.8 . . . 1.5). Водно-
час ряд авторiв притримуються тої точки зору, що кноїдальнi хвилi утворюються лише
при числах Фруда Fr1 < 1, а при Fr1 > 1 формується усамiтнена хвиля [55,1010,1313,6464].

Запропонована теорiя бiлякритичних течiй рiдини з урахуванням можливої негiдро-
статики у їхньому початковому перерiзi дозволяє внести яснiсть у питання про умови
iснування кноїдальних хвиль. Структура диференцiального рiвняння (11)(11) та його за-
гального розв’язку (12)(12) показують, що умови iснування кноїдальних хвиль необхiдно
виражати в залежностi не вiд одного параметра, а вiд двох — числа Фруда Fr1 i ко-
ефiцiєнта негiдростатичностi 𝑠1, який враховує ступiнь вiдхилення вiд гiдростатики у
початковому перерiзi цих хвиль. У роботi [5959] в результатi iнтегрування диференцiаль-
ного рiвняння (11)(11) й виведення його загального розв’язку (12)(12) отримано наступнi двi
умови iснування кноїдальних хвиль:

Fr1 (<,=, >) 1 (15)

𝑠1 > 1. (16)

Проведений аналiз умов iснування загального розв’язку (12)(12) показав, що стосов-
но iснування кноїдальних хвиль не iснує нiяких обмежень по числу Фруда Fr1. Перша
умова, яка задається вiдношенням (15)(15), засвiдчує, що кноїдальнi хвилi можуть утворю-
ватися на поверхнi спокiйних, критичних i бурхливих потокiв.

Щодо ролi другої умови (16)(16) зазначимо таке. Загальний розв’язок (12)(12) можливий
при

𝑠1 ≥ 1, (17)

але рiвнiсть
𝑠1 = 1 (18)

(тобто наявнiсть гiдростатики у початковому перерiзi) виконується лише для усамi-
тненої хвилi, яка є окремим типом кноїдальних хвиль. При цьому умова iснування
перiодичних кноїдальних хвиль задається виразом (16)(16). Таким чином, обов’язковою
умовою iснування перiодичних кноїдальних хвиль є наявнiсть негiдростатики в їхньо-
му початковому перерiзi, причому крива вiльної поверхнi там має бути ввiгнутою. От-
же загальнi межi iснування перiодичних кноїдальних хвиль можна виразити умова-
ми (15)(15), autorefeq:16.

Виконання умови (16)(16) для нерухомих кноїдальних хвиль забезпечується конструкцi-
єю i розмiрами споруд, а також гiдравлiчними характеристиками потоку рiдини. Проте
для рухомих кноїдальних хвиль реалiзацiя цiєї умови є непростою, адже при розглядi
хвиль перемiщення, що утворюються на поверхнi нерухомої води, завжди можна вибра-
ти такий початковий перерiз, в якому спостерiгається гiдростатичний розподiл тиску —
𝑠1 = 1.

На основi спiвставлення умов (16)(16) i (17)(17) можна зробити висновок, що безпосереднє
утворення рухомих кноїдальних хвиль з негiдростатичною у їх початковому перерiзi
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на поверхнi нерухомої рiдини є неможливим. Бiльш детально це питання розглянуто в
роботi [6565]. У нiй також зроблено висновок, що для формування рухомих кноїдальних
хвиль на поверхнi нерухомої рiдини необхiдне iснування перехiдної дiлянки, на якiй вiд-
повiдно до рiвняння Кортевега – де Фрiса (2)(2) вiдбувається початковий етап формування
цих хвиль.

7. ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНI ДОСЛIДЖЕННЯ

Значна частина експериментальних дослiджень кноїдальних хвиль здiйснена на осно-
вi рухомих явищ у складi хвиль перемiщення [33,1414,4747,4949]. Проте в таких умовах поста-
новка експериментiв становить певнi складнощi, а точнiсть отримуваних результатiв є
нижчою, нiж у випадку нерухомого явища. До того ж кноїдальнi хвилi є лише частиною
утворюваних хвиль перемiщення.

Експериментальнi дослiдження нерухомих кноїдальних хвиль з усталеним рухом
рiдини дають можливiсть отримувати на установцi дослiджуванi хвилi вiдразу за вихi-
дним отвором споруди, що iстотно спрощує методику експериментiв та пiдвищує якiсть
отримуваних результатiв. Проте такi роботи малочисленнi. Нам вiдомi лише три та-
ких приклади — А. М. Бiннi, П. О. Девiс, Д. С. Оркней [1111], О. А. Рябенко [5858, 5959],
Д. М. Поплавський [6666].

Автори першого дослiдження провели невелику серiю дослiдiв в областi чисел Fr1 =
(0.18 . . . 0.75), проте тут не оцiнювалась можливiсть вiдхилення вiд гiдростатичного
розподiлу тиску в початковому перерiзi кноїдальних хвиль. Останнi два дослiджен-
ня, проведенi в НУВГП, здiйсненi на основi теорiї бiлякритичних течiй з урахуванням
можливого вiдхилення вiд гiдростатики в їхньому початковому перерiзi. Використан-
ня згаданої теорiї вимагало вiд дослiдникiв розробити й застосувати принципово нову
методику експериментiв, яка б дозволила в додаток до визначення традицiйних пара-
метрiв дослiджуваних явищ (витрата, положення вiльної поверхнi тощо) забезпечити
знаходження на установцi трьох додаткових характеристик — положення перерiзу 1-1 з
першою спряженою глибиною, положення перерiзу 2-2 з другою спряженою глибиною,
а також ступеня вiдхилення вiд гiдростатики в перерiзi 1-1. Цю проблему було вирi-
шено за допомогою застосування великої кiлькостi донних п’єзометрiв розташованих з
певним iнтервалом по довжинi лотока. Зазначимо, що в своїх дослiдах О. А. Рябенко
використав 95, а Д. М. Поплавський — 89 п’єзометрiв.

Автор робiт [5858, 5959] провiв експериментальнi дослiдження кноїдальних хвиль у ло-
току прямокутної форми довжиною 39 м, шириною 1 м i висотою 1 м. Кноїдальнi хвилi
утворювалися за схемою витiкання води з-пiд затвора з плавним обрисом нижньої ча-
стини. В дослiдах по осi потоку за допомогою шпiценмасштабу визналось положення
кривої вiльної поверхнi, а на основi показiв донних п’єзометрiв знаходили п’єзометричну
лiнiю. Наявнiсть обрисiв цих двох кривих дозволила надiйно визначити розташування
по довжинi лотока перерiзiв з першою i другою спряженими глибинами та значення кое-
фiцiєнта негiдростатичностi 𝑠1 = 1 у будь-якому перерiзi потоку. Використана методика
дослiджень враховувала можливiсть певного коливання в часi дослiджуваного явища
вiдносно деякого усередненого положення. Подiбний ефект для хвилястого й класично-
го стрибкiв зафiксували в своїх експериментах також Ж. М. Леннон i Д. Ф. Хiлл [6767].
Експериментальна установка й методика цих дослiджень бiльш детально описанi в ро-
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Табл. 2. Основнi характеристики дослiдiв з кноїдальними хвилями

Характеристики
в початковому перерiзi

Тип
потоку

Кiльк.
досл. 𝑄, дм3/с ℎ1, см 𝑠1 Fr1 ℎ2, см ℎ𝑐, см

Спокiйний,
критичний
(𝐹𝑟1 ≤ 1,
𝑠1 > 1)

46 27.0. . .
. . . 331.5

5.0. . .
. . . 26.0

1.02. . .
. . . 1.07

0.46. . .
. . . 1.00

5.35. . .
. . . 28.65

5.8. . .
. . . 31.9

Бурхливий
(𝐹𝑟1 > 1,
𝑠1 > 1)

6 71.2. . .
. . . 150.6

8.0. . .
. . . 13.0

1.05. . .
. . . 1.06

1.06. . .
. . . 1.18

9.1. . .
. . . 15.3

10.5. . .
. . . 17.95

Рис. 4. Профiль вiльної поверхнi кноїдальних хвиль (1 – теорiя, 2 – експеримент):
а — у спокiйному потоцi нри Fr1 = 0.96, 𝑠1 = 1.06, ℎ1 = 0.10 м, 𝑞 = 0.0972 м2/c;
б — у критичному потоцi при Fr1 = 1.01, 𝑠1 = 1.05, ℎ1 = 0.08 м, 𝑞 = 0.0712 м2/c;
в — у бурхливому потоцi при Fr1 = 1.17, 𝑠1 = 1.06, ℎ1 = 0.12 м, 𝑞 = 0.1409 м2/c
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ботах [5858,5959].
У Табл. 2Табл. 2 наведено основнi характеристики проведених дослiдiв з нерухомими кно-

їдальними хвилями. Зауважимо, що такi дослiди при числах Фруда Fr1 рiвних та бiль-
ших за одиницю проведенi вперше i можуть бути визнанi унiкальними. Отриманi екс-
периментальнi результати пiдтверджують теоретичний висновок, що кноїдальнi хвилi
можуть iснувати при будь-яких значеннях Fr вiдносно одиничного.

Порiвняння з експериментальними даними теоретичних значень другої спряженої
ℎ2 та максимальної ℎв глибин кноїдальних хвиль, пiдрахованих вiдповiдно за формула-
ми (9)(9) i (13)(13), висвiтлено в роботах [5858,5959,6868,6969] i показало високу кореляцiю.

На Рис. 4Рис. 4 представленi результати трьох дослiдiв з кноїдальними хвилями, пiдiбранi
таким чином, що число Фруда Fr1 у їх початковому перерiзi є меншим, рiвним (у межах
точностi експериментiв) i бiльшим за одиницю. Аналогiчнi результати наведенi також у
роботах [6666, 7070], де експериментальнi профiлi вiльної поверхнi кноїдальних хвиль спiв-
ставлено з теоретичними, побудованими за системою рiвнянь (12)(12). Продемонстровано
їх хорошу збiжнiсть. Особливiстю розрахункiв, виконаних за системою (12)(12), є те, що в
них максимальна глибина кноїдальних хвиль пiдраховується, а не задається наперед.
Це вигiдно вiдрiзняє запропоновану методику вiд методу, використаного в роботах [33,44],
в яких значення глибини ℎв нав’язувалось певним чином.

8. ВИСНОВКИ

1. Кноїдальнi хвилi можуть iснувати в природi при числах Фруда Fr1 у їхньому по-
чатковому перерiзi менших, рiвних та бiльших за одиницю.

2. Обов’язковою умовою iснування перiодичних кноїдальних хвиль є наявнiсть ви-
кривлення потоку (у вертикальнiй площинi) у їхньому початковому перерiзi з не-
гiдростатичним розподiлом тиску по глибинi. При цьому вiльна поверхня тут має
бути ввiгнутою, а коефiцiєнт негiдростатичностi 𝑠1 > 1.

3. Спiвставлення теоретичних i експериментальних даних про другу спряжену ℎ2

i максимальну ℎв глибини та профiль вiльної поверхнi нерухомих кноїдальних
хвиль показали їх хорошу збiжнiсть. Це свiдчить про принципову правильнiсть
розробленої теорiї бiлякритичних течiй рiдини.

9. УМОВНI ПОЗНАЧЕННЯ

𝑐 — швидкiсть руху хвиль перемiщення (мс−1),

𝐸 — питома енергiя (м),

Fr1 — число Фруда у початковому перерiзi (–),

𝑔 — прискорення вiльного падiння (м/с2),

ℎ1 — початкова (перша спряжена) глибина (м),

ℎ2 — друга спряжена глибина (м),

ℎв — глибина пiд вершиною хвиль (м),
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ℎ1поч — початкова глибина першої хвилi хвиль перемiщення (м),

ℎкiн — кiнцева глибина першої хвилi хвиль перемiщення (м),

𝑘 — модуль кноїдальних хвиль (м),

𝑀 — момент (кгм/с),

𝑞 — питома витрата (1/м2с1),

𝑠 — коефiцiєнт негiдростатичностi (–),

𝑡 — коефiцiєнт гiдродинамiчного тиску (–),

𝑣1 — швидкiсть потоку у початковому перерiзi ( м/с),

𝛼02 — коефiцiєнт кiлькостi руху (Буссiнеска) у перерiзi з другою спряженою глибиною
(–),

𝛽 — коефiцiєнт потенцiальної енергiї (–),

∆ — параметр кноїдальних хвиль (м).
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[32] Serre F. Contribution à l’étude des écoulements permanents et variables dans les
canaux // La Houille Blanche.— 1953.—Vol. 39, no. 6.—P. 830–872.

[33] Iwasa Y. Analytical consideration on cnoidal and solitari waves // Transactions of the
Japan Society of Civil Engineers.— 1956.—Vol. 1956, no. 32.—P. 43–49.

[34] Khafagi A., Hammad S. Z. Velocity and pressure distribution in curved streamline
flow // Water and Water Engineering.— 1954.—Vol. 58.—P. 106–115.

[35] Смыслов В. В. Теория водослива с широким порогом. — Киев : АН УССР, 1956. —
184 с.

[36] Matthew G. D. On the influerce of curvature surface tension and viscosity on flow over
round-crested weirs // Proceedings of the Institution of Civil Engineers. — 1963. —
Vol. 25, no. 4.—P. 511–524.

[37] Hager W. H. Critical flow condition in open channel hydraulics // Acta Mechanica.—
1985.—Vol. 54, no. 3-4.—P. 157–179.

[38] Chanson H. Free-surface flows with near-critical flow conditions // Canadian Journal
of Civil Engineering.— 1996.—Vol. 23, no. 6.—P. 1272–1284.

[39] Castro-Orgaz O., Chanson H. Near-critical free-surface flows: real fluid flow analysis //
Environmental Fluid Mechanics.— 2011.—Vol. 11, no. 5.—P. 499–516.

[40] Steinruck H., Schneider W., Grillhofer W. A multiple scales analysis of the undular
hydraulic jump in turbulent open channel flow // Fluid Dynamics Research.— 2003.—
Vol. 33, no. 1-2.—P. 41–55.

85



ISSN 2616-6135. ГIДРОДИНАМIКА I АКУСТИКА. 2021. Том 2(92), № 1. С. 6868–9393.

[41] Jurisits R., Schneider W., Bae Y. B. A multiple-scales solution of the undular hydraulic
jump problem // Proceedings in Applied Mathematics and Mechanics.— 2007.—Vol. 7,
no. 1.—P. 4120007–4120008.

[42] Schneider W., Yasuda Y. Stationary solitary waves in turbulent open-channel flow:
Analysis and experimental verification // Journal of Hydraulic Engineering.— 2016.—
Vol. 142, no. 04015035.— 7 p.

[43] Fenton J. D., Zerihun Y. T. A Boussinesq approximation for open channel flow //
Proceedings of 32nd Congress of IAHR.—Venice : published on CD.— 2007. — P. 1–
10.

[44] Bottman N., Deconinck B. KdV cnoidal waves are spectrally stable // Discrete and
Continuous Dynamical Systems.— 2009.—Vol. 25, no. 4.—P. 1163–1180.

[45] Deconinck B., Kapitula T. The orbital stability of the cnoidal wares of the Korteveg –
de Vries equation // Physics Letters A.— 2010.—Vol. 374, no. 39.—P. 4018–4022.

[46] A numerical model for shoaling and refraction of second-order cnoidal waves over an ir-
regular bottom : Rep. : Final Report / Army Corps of Enqineers ; executor: Hardi T. A.,
Kraus N. C.—Washington, DC : 1987.

[47] Sandover J. A., Zienkiewicz O. C. Experiments on surge waves // Water Power. —
1957.—Vol. 9.—P. 418–424.
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А. А. Рябенко
Исследование кноидальних волн на воде с учетом

негидростатикив их начальных сечениях

Цель работы состоит в построении математической модели кноидальных волн и
других типов околокритических течений, которая бы адекватно отражала физиче-
скую природу этих явлений и учитывала возможную негидростатику в их началь-
ном сечении. Детальный анализ накопленной информации о кноидальных волнах
проведен с позиций более общей теории околокритических течений жидкости. Вы-
явлен ряд недостатков существующих взглядов на проблему кноидальных волн.
Показано, что кноидальные волны и другие типы околокритических течений жид-
кости в ряде случаев нельзя однозначно описать только одним характерным пара-
метром — числом Фруда в начальном сечении. Этот вывод хорошо аргументирован
приведенными результатами экспериментальных исследований. Построена концеп-
туально новая математическая модель волнообразных околокритических течений,
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в явном виде учитывающая возможное негидростатическое распределение давле-
ния в их начальных сечениях. На основе предложенной модели выведено диффе-
ренциальное уравнение кривой свободной поверхности потока и получено его об-
щее решение в виде кноидальных волн. Определены условия существования этих
волн в зависимости от двух факторов — числа Фруда и коэффициента негидроста-
тичности в начальном сечении. Показано, что периодические кноидальные волны
могут существовать при числах Фруда в их начальных сечениях меньших, равных
и больших единицы. В дополнение к этому обязательным условием существова-
ния рассматриваемых волн является наличие негидростатики в их начальном се-
чении. При этом кривая свободной поверхности здесь должна быть вогнутой, а
коэффициент негидростатичности — больше единицы. Для проверки полученных
результатов проведен большой объем экспериментальных исследований неподвиж-
ных периодических кноидальных волн. Полученные данные полностью подтверди-
ли принципиальную правильность построенной математической модели.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: кноидальные волны, математическая модель, околокрити-
ческие течения, негидростатическое распределение давления, уединенная волна

A. A. Riabenko
Investigation of cnoidal water waves with the allowance

for a non-hydrostatics in their initial cross-section

The goal of the study is to build the mathematical model of cnoidal waves and other
types of near-critical flows, which would adequately reflect the physical nature of these
phenomena and take into account possible non-hydrostatics in their initial section. The
accumulated information about cnoidal waves is analyzed in detail from the standpoint
of a more general theory of near-critical fluid flows. Many shortcomings of the current
views on the problem of cnoidal waves have been revealed. Frequently, the cnoidal
waves and other types of near-critical fluid flows cannot be uniquely described by
only one characteristic parameter, namely, the Froude number in the initial cross-
section. The results of experimental research prove this conclusion. A conceptually
new mathematical model of wave-like near-critical flows is constructed with explicit
allowance for possible non-hydrostatic pressure distribution in their initial sections.
Based on the proposed model, the differential equation of the free surface of the two-
dimensional flow is derived, and its general solution is in the form of cnoidal waves. The
two factors control the conditions for the existence of these waves: the Froude number
and the coefficient of non-hydrostaticity in the initial section. As is shown, the periodic
cnoidal waves can exist if the Froude numbers in their initial cross-sections are less than,
equal to, and greater than unity. In addition, a necessary condition for the existence
of the considered waves is the presence of non-hydrostatics in the initial section. At
the same time, the curve of the free surface should be concave here, and the non-
hydrostatic coefficient should be greater than unity. Extended experimental studies of
stationary periodic cnoidal waves were carried out to verify the theoretical results.
The obtained data fully confirmed the fundamental correctness of the constructed
mathematical model.

KEYWORDS: cnoidal waves, mathematical model, near-critical flows, non-hydrostatic
pressure distribution, solitary wave
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