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Розв’язано задачу визначення потенцiалу швидкостi, обумовленого нестацiонар-
ним рухом системи двох джерел з однаково змiнною в часi iнтенсивнiстю, роз-
ташованих пiд вiльною поверхнею каналу з прямокутним поперечним перерiзом
симетрично вiдносно його вертикальної серединної площини. Шуканий розв’язок
складається з двох доданкiв. Перший з них є сумою потенцiалiв джерел, пред-
ставлених у виглядi добутку їхньої iнтенсивностi на функцiю Грiна для рiвняння
Лапласа в безмежному середовищi. Для забезпечення виконання граничних умов,
окрiм рухомої системи дiйсних джерел, сюди включено уявнi джерела, породже-
нi її вiдображенням вiд дна каналу, та нескiнчену систему джерел, вiдображених
вiд бiчних стiнок каналу. В результатi використання iнтегрального представлення
для одиничного джерела та формули Пуассона для нескiнченої системи джерел
цю частину розв’язку зведено до косинус-ряду Фур’є за поперечною координа-
тою. Коефiцiєнти цього ряду мiстять iнтегральне представлення по поздовжнiй
координатi для функцiї, яка визначається через вiдомi характеристики дiйсних
та вiдображених вiдносно дна рухомих джерел. Другий потенцiал знайдено так,
щоби забезпечити виконання граничної умови на вiльнiй поверхнi. При цьому вра-
ховано вплив вiльної поверхнi на характер шуканого розв’язку. Зокрема, описано
поле поверхневих хвиль, генероване рухомою системою джерел. Як i для першого
потенцiалу, вiдповiдний розв’язок знайдено у виглядi косинус-ряду Фур’є з коефi-
цiєнтами, що мiстять невiдому образ-функцiю. Для визначення останньої сформу-
льовано початково-граничну задачу з виконанням граничних умов на днi та вiльнiй
поверхнi. Розв’язок для другого потенцiалу також має двi складовi. Перша з них
одержана у аналiтичному виглядi й складається з системи двох перiодичних рухiв
у гiдродинамiчному полi, яке вiдповiдає руховi розглянутої системи джерел. Пе-
рiод цих часових коливань визначається числом Фруда й вiдповiдним для кожної
моди хвильовим спектром. Другу складову одержано у виглядi подвiйного iнтегра-
ла (вiдносно часу й поздовжнього хвильового числа) й визначається характером
нестацiонарностi змiни швидкостi та iнтенсивностi рухомих джерел, а також чи-
слом Фруда. Вона дає вклад iнерцiйних сил, обумовлених прилученою масою.
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1. ВСТУП

Теоретичний опис гiдродинамiки суден тiсно пов’язаний з використанням потенцi-
алу швидкостi перемiщення джерел, якi дискретно або неперервно у виглядi простого
шару розподiленi по поверхнi, що обмежує область рiдини, в якiй рухається судно при
його симетричному обтiканнi. Потенцiал швидкостi руху точкового джерела береться
в такому виглядi, щоб вiн задовольняв рiвняння Лапласа для функцiї течiї iдеальної
нестисливої рiдини, а iнтенсивнiсть розподiлу джерел визначається з умов на межi за-
повненої рiдиною областi.

Такий пiдхiд широко використовується в лiнiйних задачах гiдродинамiки суден,
однак його застосування пов’язане з великим обсягом обчислювальних операцiй. То-
му розрахунки гiдродинамiчних характеристик реальних суден стали можливими лише
пiсля розробки нових чисельних методiв i використання потужних обчислювальних ком-
плексiв з постiйно зростаючими можливостями. Серед дослiджень у цьому напрямку
слiд вiдзначити статтю Г. Е. Гедда [11], в якiй розроблено метод граничних елемен-
тiв (панелей) для виконання умов на поверхнi заповненої рiдиною областi, та роботу
С. В. Даусона [22], в якiй презентовано методику розрахунку з можливiстю урахування
умови розсiяння попереду судна й за ним. Характерна особливiсть i водночас перевага
методу граничних елементiв полягає у використаннi потенцiалу швидкостi одиничного
джерела у виглядi функцiї Грiна для безмежної областi, заповненої iдеальною нестисли-
вою рiдиною. Однак при його реалiзацiї необхiдно знаходити розв’язки багатьох тисяч
лiнiйних рiвнянь для визначення невiдомих iнтенсивностей джерел, що значно ускла-
днює чисельну процедуру. Згаданi труднощi призвели до того, що дослiдження в цьому
напрямку сконцентрованi переважно на розглядi лiнiйних стацiонарних задач.

Вже на початку вивчення гiдродинамiки суден значну увагу придiляли вiдшукан-
ню такого потенцiалу швидкостi руху джерел, який би задовольняв усi лiнiйнi гра-
ничнi умови задачi, за виключенням умови на змоченiй поверхнi. У такому випадку
достатньо обмежитись пошуком iнтенсивностей джерел, розташованих на корпусi су-
дна, що дозволяє зменшити розмiрнiсть системи рiвнянь для їх визначення на порядок
i бiльше. Визначальними у розробцi зазначеного пiдходу стали роботи М. Є. Кочина [33]
для глибокого моря та М. Д. Хаскiнда [44] для мiлкого моря з горизонтальним дном, в
яких представлено вигляд вiдповiдних потенцiалiв швидкостi стацiонарного руху оди-
ничного джерела. Використання цих потенцiалiв дозволило знайти у виглядi квадратур
розв’язок задачi стацiонарного руху судна при його симетричному обтiканнi (зауважи-
мо, що для опису несиметричного обтiкання слiд використовувати також розподiленi на
поверхнi судна диполi). Виконанi в цьому напрямку дослiдження дозволили ще у 1950–
1970-их роках отримати загальнi розв’язки лiнiйних задач гiдродинамiки руху суден як
для глибоких, так i для мiлких морiв у виглядi квадратур [55–88].

Зауважимо, що розрахунок гiдродинамiчних характеристик суден i породжених ни-
ми хвильових полiв у задачах для моря скiнченної глибини з використанням потенцiалу
одиничного джерела [44] виявився складною проблемою. Це обумовлено, з одного боку,
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необхiднiстю знаходити iнтенсивностi розподiлу джерел по корпусу судна, а з друго-
го, — потребою обчислювати наявний у виразi для потенцiалу швидкостi одиничного
джерела подвiйний iнтеграл, який, у свою чергу, складається з двох збiжних невласних
iнтегралiв. Зазначенi труднощi стали головною причиною застосування цього пiдходу
лише для тонких суден при їх стацiонарному русi. У цьому класi задач майже всi сучаснi
дослiдники [99–1414] використовували базову модель з робiт [11,22].

Для каналiв iз поперечним перерiзом прямокутної форми слiд згадати роботу [1515].
У нiй вiдповiдна стацiонарна задача розв’язувалася з використанням нескiнченої си-
стеми дзеркально вiдображених вiдносно бiчних стiнок каналу джерел, що забезпечило
виконання граничної умови непротiкання на них. Це дозволило знайти розв’язок для
тонкого судна у виглядi квадратур. При розглядi задач гiдродинамiки руху судна в
каналi широко використовувалась спрощена одновимiрна гiдравлiчна постановка, див.
бiблiографiю в [55–77,1616]. Окрiм того, вiдзначимо нещодавню роботу [1717], в якiй для зна-
ходження розв’язку також використовувався метод граничних елементiв.

У статтi [1818] розв’язано задачу знаходження потенцiалу швидкостi для випадку ста-
цiонарного руху в каналi з прямокутним поперечним перерiзом системи двох одиничних
джерел, розмiщених симетрично вiдносно вертикальної площини симетрiї каналу. Одер-
жаний аналiтичний розв’язок у виглядi косинус-ряду Фур’є можна використовувати для
суден iз симетричними обводами, якi рухаються посерединi каналу.

Нестацiонарнi режими руху як точкових джерел, так i суден дослiдженi значно мен-
ше. У монографiї [1919] знайдено потенцiал швидкостi нестацiонарного руху точкового
джерела змiнної iнтенсивностi пiд вiльною поверхнею глибокого моря. Цей результат
має вигляд суми двох подвiйних iнтегралiв i одного потрiйного. Використання таких
потенцiалiв у задачах нестацiонарної гiдродинамiки реальних суден рiзко збiльшує об-
сяг обчислювальних операцiй, тому важко визначити, чи має цей пiдхiд переваги перед
покроковим у часi визначенням розподiлу джерел по всiй межi областi рiдини за проце-
дурою, аналогiчною випадку стацiонарного руху. Окрiм того, в роботi [1919] для випадку
руху тонкого судна з нульовими початковими умовами (або при набуттi у початковий
момент судном скiнченої швидкостi, яка надалi не змiнюється) отримано розв’язок iз
дво-, три- i чотирикратними iнтегралами. При цьому розрахунки гiдродинамiчних ха-
рактеристик не проводились.

Дослiдження нестацiонарних режимiв руху збурень в каналах достатньо повно хара-
ктеризуються роботами з вивчення хвильових картин за рухомою областю поверхневого
тиску незмiнної величини в прямокутному й трапецiєвидному каналах з горизонталь-
ним дном [2020], а також у прямокутному каналi при змiннiй топографiї дна [2121, 2222]. У
цих публiкацiях для неглибоких каналiв використанi проiнтегрованi по товщинi шару
рiвняння Бусiнеска — наближення мiлкої води. Для їх розв’язання розроблено чисельну
модель, на основi якої описанi нелiнiйнi слабо дисперсiйнi хвилi, генерованi рухомими
збуреннями. До задач iз нестацiонарнiстю, обумовленою змiною в часi швидкостi ру-
ху, можна вiднести роботу [2323]. У нiй в наближеннi мiлкої води дослiдженi процеси
формування в прямокутному каналi нелiнiйних слабо дисперсiйних хвиль (включно з
солiтонами) за областю поверхневого тиску, яка в початковий момент почала рух iз
заданою й надалi незмiнною швидкiстю. Аналiз наведених результатiв показує, що в
цiлому розумiння гiдродинамiки нестацiонарного руху суден у каналах наразi знаходи-
ться на початковiй стадiї. Насамперед це стосується нелiнiйної постановки, яка набуває
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особливої ваги для вузьких каналiв.
У зв’язку з недостатнiм рiвнем дослiдженостi нестацiонарного руху суден у каналах

видається доцiльним продовжити вивчення цих режимiв руху для точкових джерел
з метою знаходження для генерованих ними потенцiалiв швидкостi таких розв’язкiв,
якi можна було б ефективно використати в лiнiйних задачах нестацiонарного руху су-
ден у каналах з урахуванням сучасних можливостей обчислювальної технiки. У данiй
роботi на базi розробленого в [1818] пiдходу розв’язано лiнiйну задачу нестацiонарного
руху системи двох джерел однакової iнтенсивностi, яка змiнюється в часi, симетрично
розташованих у прямокутному каналi вiдносно його вертикальної площини симетрiї.

2. ФОРМУЛЮВАННЯ ЗАДАЧI

Розв’язується лiнiйна задача знаходження потенцiалу швидкостi збуреного руху
𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁), обумовленого нестацiонарним рухом зi швидкiстю 𝑈(𝑡) системи двох
джерел змiнної iнтенсивностi 𝑞(𝑡) пiд вiльною поверхнею iдеальної нестисливої рiдини з
густиною 𝜌 в каналi з прямокутним поперечним перерiзом. Джерела вважаються розмi-
щеними симетрично вiдносно вертикальної площини симетрiї каналу. Ширина каналу
становить 2𝑙, а товщина шару рiдини в ньому — ℎ. Для математичного опису введено
рухому систему координат 𝑥𝑦𝑧, початок якої знаходиться на поздовжнiй лiнiї симетрiї
вiльної поверхнi рiдини. При цьому вiсь 𝑂𝑥 направлено в бiк руху джерел, а вiсь 𝑂𝑧, яка
проходить через точку посерединi мiж ними, — вгору. У безрозмiрнiй постановцi вибра-
но такi масштаби: для лiнiйних розмiрiв — ℎ (товщину шару рiдини), для часу — 𝑈𝑠/𝑔,
для тиску — 𝜌𝑈2

𝑠 , для потенцiалу швидкостi — 𝑈𝑠ℎ (тут 𝑈𝑠 — характерна швидкiсть
руху, а 𝑔 — прискорення вiльного падiння).

Гранична задача знаходження потенцiалу швидкостi джерела

𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁) = 𝐺1(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁) +𝐺1(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉,−𝜂, 𝜁)

формулюється у виглядi рiвняння Лапласа

∆𝐺 = 0 (1)

з граничними умовами

𝜕2𝐺

𝜕𝑡2
− 2𝑈Fr

𝜕2𝐺

𝜕𝑡𝜕𝑥
+ 𝑈2𝜕

2𝐺

𝜕𝑥2
+ Fr

𝜕𝐺

𝜕𝑧
+
𝜕2𝐺

𝜕𝑥2
= Fr𝑈̇

𝜕𝐺

𝜕𝑥
при 𝑧 = 0, (2)

𝜕𝐺

𝜕𝑧
= 0 при 𝑧 = −ℎ, (3)

𝜕𝐺

𝜕𝑦
= 0 при 𝑦 = ±𝑙, (4)

а також iз початковими умовами при 𝑡 = 0:

𝐺(0, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁) = 𝐺0(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁), 𝐺̇0 =
𝜕𝐺

𝜕𝑡

⃒⃒⃒
(0,𝑥,𝑦,𝑧,𝜉,𝜂,𝜁)

,

𝑞(0) = 𝑞0, 𝑞(0) = 𝑞0,

𝑈(0) = 𝑈0, 𝑈̇(0) = 𝑈̇0

(5)
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та умовою випромiнювання

𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁) → 0 при 𝑥→ ∞. (6)

Тут уведено оператор Лапласа

∆ =
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2

i квадрат числа Фруда Fr = 𝑈2
0/𝑔ℎ. Крапка зверху означає похiдну по часу.

Розв’язок задачi для функцiї 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁) знаходимо за аналогiєю з випадком
стацiонарного руху такої системи джерел, розглянутому в [1818]:

𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁) = 𝐺𝑟(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁) +𝐺ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁),

𝐺𝑟 = 𝐺1𝑟(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁) +𝐺1𝑟(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉,−𝜂, 𝜁),

𝐺ℎ = 𝐺1ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁) +𝐺1ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉,−𝜂, 𝜁).

(7)

При цьому [44]

𝐺1𝑟 = 𝑞(𝑡)

(︂
1

𝑟1
+

1

𝑟2

)︂
,

𝑟1 =
√︀

(𝑥− 𝜉)2 + (𝑦 − 𝜂)2 + (𝑧 − 𝜁)2,

𝑟2 =
√︀

(𝑥− 𝜉)2 + (𝑦 − 𝜂)2 + (𝑧 + 2 + 𝜁)2.

Зауважимо, що в процесi знаходження розв’язку задачi спочатку визначається функцiя
𝐺𝑟(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁) у виглядi, який задовольняє граничним умовам на днi i на бiчних
ствнквх каналу. 𝐺ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁) — добавочна функцiя, яка враховує вплив вiльної
поверхнi. При цьому сумарний потенцiал швидкостi 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁) задовольняє всiм
умовам (2)(2)—(6)(6).

3. СХЕМА ПОБУДОВИ РОЗВ’ЯЗКУ ДЛЯ ФУНКЦIЇ 𝐺𝑟

Представимо 𝐺𝑟 у виглядi, який задовольняє граничну умову на днi:

𝐺𝑟 =
𝑞

𝜋

∞∫︁
−∞

∞∫︁
∞

[︀
𝑒−𝑘|𝑧−𝜁| + 𝑒−𝑘(𝑥+2+𝜁)

]︀
𝑒𝑖𝑘1(𝑥−𝜉) cos(𝑘2𝑦) cos(𝑘2𝜂)𝑑𝑘1𝑑𝑘2,

як це було зроблено в [1818]. Для автоматичного виконання граничної умови на бiчних
стiнках каналу використаємо метод розмiщення для кожного з фiзичних джерел не-
скiнченої системи одиничних джерел, дзеркально вiдображених вiдносно стiнок. Це до-
зволяє записати 𝐺𝑟 у формi

𝐺𝑟 =
𝑞

𝜋

𝑛=∞∑︁
𝑛=−∞

∞∫︁
−∞

∞∫︁
∞

[︀
𝑒−𝑘|𝑧−𝜁| + 𝑒−𝑘(𝑥+2+𝜁)

]︀
𝑒𝑖𝑘1(𝑥−𝜉)−2𝑖𝑘2𝑛𝑙 cos(𝑘2𝑦) cos(𝑘2𝜂)𝑑𝑘1𝑑𝑘2. (8)
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Iнтегрування по 𝑘2 у цьому виразi може бути виконано з використанням формули Пу-
ассона:

1

2𝜋

∞∑︁
𝑛=−∞

∞∫︁
−∞

𝜓(𝑡)𝑒𝑖𝑛𝑘𝑑𝑡 =
∞∑︁

𝑚=−∞

𝜓(2𝜋𝑚).

У результатi складова 𝐺𝑟(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁) набирає вигляду, який одночасно задовольняє
граничнi умови на днi та бiчних стiнках каналу:

𝐺𝑟 =
2𝑞

𝑙

∞∑︁
𝑚=0

𝑎𝑚 cos
(︁𝜋𝑚𝑦

𝑙

)︁
cos

(︁𝜋𝑚𝜂
𝑙

)︁ ∞∫︁
−∞

𝐷𝑚𝑒
𝑖𝑘1(𝑥−𝜉)𝑑𝑘1. (9)

Тут 𝐷𝑚 = 𝑒−𝑘𝑚|𝑧−𝜁| + 𝑒−𝑘𝑚(𝑧+2+𝜁), 𝑎𝑚 =

{︃
1/2 при 𝑚 = 0;

1 при 𝑚 ≥ 1.

Зауважимо, що 𝑘𝑚 =
√︀
𝑘21 + (𝜋𝑚/𝑙)2 — модуль хвильового вектора в комплекснiй

𝑘1-площинi — скрiзь додатна величина. При 𝑚 = 0 𝑘𝑚 = |𝑘1|.
Отриманий вираз визначає граничну умову на вiльнiй поверхнi для складової 𝐺ℎ

таким чином, щоб там виконувалась вiдповiдна умова (2)(2) для 𝐺 = 𝐺𝑟 +𝐺ℎ.

4. ПОБУДОВА РОЗВ’ЯЗКУ ДЛЯ ФУНКЦIЇ 𝐺ℎ

Розв’язок для 𝐺ℎ знаходимо у виглядi аналогiчного за структурою до виразу (8)(8)
iнтегрального представлення, яке задовольняє рiвняння (1)(1)i граничнi умови (3)(3) i (4)(4):

𝐺ℎ =
2

𝑙

∞∑︁
𝑚=0

𝑎𝑚 cos
(︁𝜋𝑚𝑦

𝑙

)︁
cos

(︁𝜋𝑚𝜂
𝑙

)︁ ∞∫︁
−∞

𝐺̄ℎ𝑚(𝑡, 𝑘1𝑧, 𝜁)𝑒
𝑖𝑘1(𝑥−𝜉)𝑑𝑘1. (10)

Зi спiввiдношень (1)(1)—(5)(5), (9)(9), (10)(10) формулюємо початково-граничну задачу для ви-
значення 𝐺̄ℎ𝑚 (штрих означає похiдну по 𝑧). У неї входить рiвняння

𝐺̄
′′

ℎ𝑚 − 𝑘2𝑚𝐺̄ℎ𝑚 = 0 (11)

з граничними умовами

𝜕2𝐺̄ℎ𝑚

𝜕𝑡2
− 2𝑖𝑘1𝑈Fr

𝜕𝐺̄ℎ𝑚

𝜕𝑡
+ Fr

𝜕𝐺̄ℎ𝑚

𝜕𝑧
− (𝑘21𝑈

2Fr2 + 𝑖𝑘1𝑈̇Fr)𝐺̄ℎ𝑚 =

=
[︁
𝑞(Fr𝑘𝑚 + 𝑈2𝑘21Fr

2 + 𝑖𝑘1𝑈̇Fr) + 2𝑖𝑘1𝑈Fr𝑞 − 𝑞
]︁
𝐷𝑚𝑜 при 𝑧 = 0,

(12)

𝜕𝐺̄ℎ𝑚

𝜕𝑧
= 0 при 𝑧 = −ℎ, (13)

𝐺̄ℎ𝑚 → 0 при 𝑥→ ∞ (14)

та початковими умовами при 𝑡 = 0:

𝐺̄ℎ𝑚 = 𝑞0𝐷𝑚0,
𝜕𝐺̄ℎ𝑚

𝜕𝑡
= 𝑞0𝐷𝑚0. (15)
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В умовi (12)(12) використано спiввiдношення

𝜕𝐷𝑚

𝜕𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=0

= −𝑘𝑚𝐷𝑚0,

де 𝐷𝑚0 = 𝑒−𝑘𝑚|𝜁| + 𝑒−𝑘𝑚(2+𝜁), а в умовi (15)(15) 𝐷𝑚0 визначає 𝜁-координати розмiщення
джерел у площинi (𝜉, 𝜁) при 𝑡 = 0. В обох випадках цi вирази мають однаковий вигляд,
тому i однаково надалi позначенi.

Шукаючи розв’язок рiвняння (11)(11) у виглядi

𝐺̄ℎ𝑚 = 𝐶1(𝑡, 𝑘1, 𝜁)𝑒
𝑘𝑚𝑧 + 𝐶2(𝑡, 𝑘1, 𝜁)𝑒

−𝑘𝑚𝑧, (16)

з умов (11)(11), (12)(12) одержуємо рiвняння для визначення 𝐶2:

𝜕2𝐶2

𝜕𝑡2
− 2𝑖𝑘1𝑈Fr

𝜕𝐶2

𝜕𝑡
+ (Fr𝑘𝑚 arctg 𝑘𝑚 − 𝑘21𝑈

2Fr2 − 𝑖𝑘1Fr𝑈̇)𝐶2 =

=
𝑒−𝑘𝑚

2 ch 𝑘𝑚

[︁
𝑞(Fr𝑘𝑚 + 𝑘21𝑈

2Fr2 + 𝑖𝑘1𝑈̇Fr) + 2𝑖𝑘1𝑈Fr𝑞 − 𝑞
]︁
𝐷𝑚0.

(17)

Зробивши у цьому спiввiдношеннi замiну [1919]

𝐶2 = 𝐶2𝑒
−𝑖Fr𝑘1𝑠(𝑡), 𝑠(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑈𝑑𝑡, (18)

приходимо до рiвняння

𝜕2𝐶2

𝜕𝑡2
+ Fr𝑘𝑚 arctg 𝑘𝑚𝐶2 =

=
𝑒−𝑘𝑚−𝑖Fr𝑘1𝑠(𝑡)

2 ch 𝑘𝑚

[︁
𝑞(Fr𝑘𝑚 + 𝑘21𝑈

2Fr2 + 𝑖𝑘1𝑈̇Fr) + 2𝑖𝑘1𝑈Fr𝑞 − 𝑞
]︁
𝐷𝑚0.

(19)

Зi спiввiдношень (16)(16)—(19)(19) маємо

𝐺̄ℎ𝑚 = 2𝑒𝑘𝑚 ch[𝑘𝑚(𝑧 + 1)]𝑒𝑖Fr𝑘1𝑠(𝑡)𝐶2 =

= 𝑒𝑖Fr𝑘1𝑠(𝑡)
ch[𝑘𝑚(𝑧 + 1)]

ch 𝑘𝑚
2𝑒𝑘𝑚

[︁
𝐶1ℎ cos(𝑡

√︀
Fr𝑘𝑚 arctg 𝑘𝑚) + 𝐶2ℎ(𝑡

√︀
Fr𝑘𝑚 arctg 𝑘𝑚)

]︁
+

+
𝑒𝑖Fr𝑘1𝑠(𝑡) ch[𝑘𝑚(𝑧 + 1)]𝐷𝑚√︀

2Fr𝑘𝑚 sh(2𝑘𝑚)

𝑡∫︁
0

𝑒−𝑖Fr𝑘1𝑠(𝜏)×

×
[︁
𝑞(Fr𝑘𝑚 + 𝑈2𝑘21Fr

2 + 𝑖𝑘1𝑈̇Fr) + 2𝑖𝑘1𝑈Fr𝑞 − 𝑞
]︁
sin[

√︀
Fr𝑘𝑚 arctg 𝑘𝑚(𝑡− 𝜏)]𝑑𝜏.

(20)
Сталi 𝐶1ℎ та 𝐶2ℎ визначаються з початкових умов задачi. Якщо в початковий момент

руху джерела мають швидкiсть руху 𝑈0 i прискорення 𝑈̇0 рiвнi нулю, то

𝐶1ℎ = 𝐶2ℎ = 0,
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а розв’язок для 𝐺̄ℎ𝑚 визначається лише iнтегральною складовою виразу (19)(19). Цi сталi
також нульовi для режиму руху, коли джерела в початковий мрмент часу набувають
швидкiсть 𝑈0, яка надалi не змiнюється. У загальному випадку, коли 𝑈0 ̸= 0 i 𝑈̇0 ̸= 0, з
формул (15)(15) i (18)(18) сталi 𝐶1ℎ, 𝐶2ℎ одержуються у виглядi

𝐶1ℎ = 𝑞0𝐷𝑚0, 𝐶2ℎ = − 𝑞0𝐷𝑚0√
Fr𝑘𝑚 arctg 𝑘𝑚

. (21)

З виразiв (19)(19) i (21)(21) випливає таке представлення розв’язку для 𝐺̄ℎ𝑚:

𝐺̄ℎ𝑚 = 𝑒𝑖Fr𝑘1𝑠(𝑡)
ch[𝑘𝑚(𝑧 + 1)]

ch 𝑘𝑚
×

×
[︂
𝑞0 cos(𝑡

√︀
Fr𝑘𝑚 arctg 𝑘𝑚) +

𝑞0√
Fr𝑘𝑚 arctg 𝑘𝑚

sin(𝑡
√︀

Fr𝑘𝑚 arctg 𝑘𝑚)

]︂
+ 𝐼𝑚,

(22)

де

𝐼𝑚 =
𝑒𝑖Fr𝑘1𝑠(𝑡)𝐷𝑚 ch[𝑘𝑚(𝑧 + 1)]√︀

2Fr𝑘𝑚 sh(2𝑘𝑚)

𝑡∫︁
0

𝑒−𝑖Fr𝑘1𝑠(𝜏)×

×
[︁
𝑞(Fr𝑘𝑚 + 𝑈2𝑘21Fr

2 + 𝑖𝑘1𝑈̇Fr) + 2𝑖𝑘1𝑈Fr𝑞 − 𝑞
]︁
sin[

√︀
Fr𝑘𝑚 arctg 𝑘𝑚(𝑡− 𝜏)]𝑑𝜏.

На пiдставi спiввiдношень (9)(9), (19)(19), (21)(21), (22)(22) розв’язок поставленої задачi зручно
представити у виглядi, в якому видiленi характернi механiзми формування гiдродина-
мiчного поля, генерованого рухом джерел:

𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜉, 𝜂, 𝜁) =
2

𝑙

∞∑︁
𝑚=0

𝑎𝑚 cos
(︁𝜋𝑚𝑦

𝑙

)︁
cos

(︁𝜋𝑚𝜂
𝑙

)︁
Re (𝐼𝐺1𝑚 + 𝐼𝐺2𝑚 + 𝐼𝐺3𝑚), (23)

де

𝐼𝐺1𝑚 = 𝑞

∞∫︁
−∞

𝐷𝑚𝑒
𝑖𝑘1(𝑥−𝜉)𝑑𝑘1,

𝐼𝐺2𝑚 =

∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝑘1[𝑥+Fr𝑠(𝑡)−𝜉] ch[𝑘𝑚(𝑧 + 1)]𝐷𝑚

ch 𝑘𝑚
×

×
[︁
𝑞0 cos(𝑡

√︀
Fr𝑘𝑚 arctg 𝑘𝑚) +

𝑞0√
Fr𝑘𝑚 arctg 𝑘𝑚

sin(𝑡
√
Fr𝑘𝑚 arctg 𝑘𝑚)

]︁
𝑑𝑘1,

𝐼𝐺3𝑚 =

∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝑘1(𝑥−𝜉)𝐼𝑚𝑑𝑘1.

Iнтеграл 𝐼𝐺1𝑚 знайдено у [1818] в явному виглядi i його дiйсна частина визначається
виразом

Re 𝐼𝐺1𝑚(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝜉, 𝜁) = 𝑞(𝑡)𝑒𝑖𝑘1Fr𝑠(𝑡)𝐺𝑟𝑚𝐼(𝑥, 𝑧, 𝜉, 𝜁), (24)
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де

𝐺𝑟0𝐼 =

∞∫︁
0

[𝑒−𝑘1|𝑧−𝜁| + 𝑒−𝑘1(𝑧+2+𝜁)] cos[𝑘1(𝑥− 𝜉)]𝑑𝑘1 =

=
|𝑧 − 𝜉|

(𝑥− 𝜉)2 + (𝑧 − 𝜁)2
+

𝑧 + 2 + 𝜁

(𝑥− 𝜉)2 + (𝑧 + 2 + 𝜁)2
,

𝐺𝑟𝑚𝐼 =

∞∫︁
0

[𝑒−𝑘𝑚|𝑧−𝜁| + 𝑒−𝑘𝑚(𝑧+2+𝜁)] cos[𝑘1(𝑥− 𝜉)]𝑑𝑘1 =
2

𝑙
(𝐼1𝑚 + 𝐼2𝑚),

𝐼1𝑚 =
𝜋𝑚|𝑧 − 𝜁|

𝑙
√︀

(𝑥− 𝜉)2 + (𝑧 − 𝜁)2
𝐾1

[︁𝜋𝑚
𝑙

√︀
(𝑥− 𝜉)2 + (𝑧 − 𝜁)2

]︁
,

𝐼2𝑚 =
𝜋𝑚(𝑧 + 2 + 𝜁)

𝑙
√︀

(𝑥− 𝜉)2 + (𝑧 + 2 + 𝜁)2
𝐾1

[︁𝜋𝑚
𝑙

√︀
(𝑥− 𝜉)2 + (𝑧 + 2 + 𝜁)2

]︁
.

Тут 𝑚 ≥ 1, 𝐾1 — модифiкована функцiя Бесселя.
Складова Re 𝐼𝐺2𝑚 визначається з виразу

Re 𝐼𝐺2𝑚(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝜉, 𝜁) =

∞∫︁
−∞

{︁ch[𝑘𝑚(𝑧 + 1)]𝐷𝑚

ch 𝑘𝑚
×

×
[︁
𝑞0 cos(𝑡

√︀
Fr𝑘𝑚 arctg 𝑘𝑚) +

𝑞0√
Fr𝑘𝑚 arctg 𝑘𝑚

sin(𝑡
√
Fr𝑘𝑚 arctg 𝑘𝑚)

]︁
×

× cos[𝑘1(𝑥+ 𝑠(𝑡)Fr− 𝜉)]
}︁
𝑑𝑘1.

(25)

Перша складова розв’язку (23)(23) описує затухаючi з вiддаленням вiд джерел змiщення
середовища. Друга складова описує хвильову картину на вiльнiй поверхнi у виглядi
системи двох 2𝜋/

√
Fr𝑘𝑚 arctg 𝑘𝑚-перiодичних рухiв для 𝑚-ої складової.

Iнтеграл 𝐼𝑚 не має аналiтичного представлення по 𝑡 i, хоч до його iнтегрування
по 𝑘1 можна застосувати теорiю лишкiв, оскiльки пiдiнтегральна функцiя задовольняє
умови леми Жордана, однак, через наявнiсть в неї точок розгалуження на уявнiй осi,
при довiльному характерi змiни в часi швидкостi руху не вдається зменшити кратнiсть
iнтегрування. Водночас, вiдсутнiсть на дiйснiй осi 𝑥 особливих точок у пiдiнтегральнiй
функцiї спрощує процедуру iнтегрування по цiй координатi.

З урахуванням парностi 𝐼𝐺3𝑚 по 𝑘1 ї ї дiйсна частина представляється виразом

Re 𝐼𝐺3𝑚 =
√
2

∞∫︁
0

𝐷𝑚0 ch [𝑘𝑚(𝑧 + 1)]√︀
Fr𝑘𝑚 sh(2𝑘𝑚)

𝐼3𝑚𝑑𝑘1, (26)

де

𝐼3𝑚 =

𝑡∫︁
0

{︁
cos(𝑘1𝐹 )

[︀
𝑞(Fr𝑘𝑚 + 𝑈2𝑘21Fr

2)− 𝑞
]︀
− 𝑘1Fr sin(𝑘1𝐹 )(𝑞𝑈̇ + 2𝑈𝑞)

}︁
sin(𝐹1)𝑑𝜏.
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Тут 𝐹 = 𝑥− 𝜉 + Fr[𝑠(𝑡)− 𝑠(𝜏)], 𝐹1 =
√
Fr𝑘𝑚 arctg 𝑘𝑚(𝑡− 𝜏), 𝑞 = 𝑞(𝜏), 𝑈 = 𝑈(𝜏).

Таким чином, остаточний розв’язок поставленої задачi дається виразами (23)(23)—(26)(26).

5. ВИСНОВКИ

Розв’язано лiнiйну задачу знаходження потенцiалу швидкостi нестацiонарного руху
системи двох джерел змiнної в часi iнтенсивностi в каналi з прямокутною формою по-
перечного перерiзу. Приймалось, що розглянутi джерела мають однакову iнтенсивнiсть
i розмiщенi симетрично вiдносно вертикальної площини симетрiї каналу. Остаточний
розв’язок записано у виглядi квадратур, причому його частину представлено в аналi-
тичному виглядi.

Використання отриманого потенцiалу швидкостi руху в нестацiонарних задачах гi-
дродинамiки суден в каналах зводить їх до проблеми знаходження розподiлу iнтенсив-
ностей джерел лише на змоченiй поверхнi корпусу судна в довiльний момент часу. Це
дозволяє визначити повну гiдродинамiку судна у заданий наперед момент без необхi-
дностi покрокового iнтегрування в часi, що iстотно (бiльш, нiж на порядок) зменшує
кiлькiсть невiдомих у розрахункових схемах. Враховуючи цю перевагу, знайденi по-
тенцiали швидкостi для випадку нестацiонарного руху доцiльно використовувати при
обчисленнi хвильових полiв i гiдродинамiчних характеристик суден iз симетричними
обводами для випадку їх руху вздовж вiсi каналу обмеженої ширини, у якому вплив
бiчних стiнок на гiдродинамiку процесiв є помiтним.
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O. G. Stetsenko
Velocity potential of unsteady motion of a system of two sources in a

rectangular channel

The paper deals with the problem of determining the velocity potential generated by a
non-stationary motion of a system of two sources with similar time-variable intensities
located under the free surface of a rectangular cross-section channel symmetrically to
its vertical median plane. The overall solution is the sum of two potentials. The first
one is the sum of potentials of the sources represented as a product of a source intensity
and Green function for Laplace equation in the infinite medium, the said potentials
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including the sources being a reflection in respect of the moving system relative to a
channel bottom and the infinite source system being a reflection of the moving system
relative the channel side walls in addition to the mowing system itself. This approach
allows the fulfilling of boundary conditions for this potential on the bottom and the
side walls. By integral representation for a single source and Poisson formulae for
the above-mentioned infinite source system, this component is a Fourier cosine series
in respect of a transverse coordinate. The involved coefficients comprise an integral
representation by longitudinal coordinate for a function being determined by the known
characteristics of the mowing sources and the sources being the reflection of the above
moving sources relative to the bottom. The second potential is calculated to satisfy
the boundary conditions on the free surface. It is responsible for the influence of the
free surface on the solution behavior. A field of surface waves generated by the moving
source system is described. Like the first potential, it has the form of a Fourier cosine
series with coefficients that include the unknown image function. To determine the
latter, an initial-boundary problem was formulated, with the fulfillment of boundary
conditions on the bottom and free surface. The solution for the second potential also
has two components. The first component obtained in analytical form represents the
system of two periodic motions that occurred in the hydrodynamic field corresponding
to the motion of the mentioned source system. The Froude number and wave spectrum
corresponding to each mode determine the period of these time oscillations. The second
component is a double integral, by the time and longitudinal wave number. It depends
on the behavior of a non-stationary velocity variation, the intensity of the moving
sources, and the Froude number. This term represents the contribution of the inertial
forces generated by the added mass.

KEY WORDS: ship hydrodynamics, velocity potential, rectangular channel, Froude
number, unsteadiness

А. Г. Стеценко
Потенциал скорости нестационарного движения системы двух

источников в прямоугольном канале
Решена задача определения потенциала скорости, обусловленного нестационарным
движением системы двух источников с одинаково изменяющейся во времени ин-
тенсивностью, расположенных под свободной поверхностью канала с прямоуголь-
ным поперечным сечением симметрично относительно его вертикальной срединной
плоскости. Искомое решение состоит из двух слагаемых. Первое из них является
суммой потенциалов источников, представленных в виде произведения их интен-
сивности на функцию Грина для уравнения Лапласа в безграничной среде. Для
обеспечения выполнения граничных условий, кроме подвижной системы действи-
тельных источников, сюда включены мнимые источники, порожденные ее отраже-
нием от дна канала и бесконечная система источников, отраженных от боковых
стенок канала. В результате использования интегрального представления для еди-
ничного источника и формулы Пуассона для бесконечной системы источников эта
часть решения сведена к косинус-ряду Фурье по поперечной координате. Коэффи-
циенты данного ряда содержат интегральное представление по продольной коорди-
нате для функции, определяемой по известным характеристикам действительных
и отраженных относительно дна подвижных источников. Второй потенциал найден
так, чтобы обеспечить выполнение граничного условия на свободной поверхности.
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При этом учтено влияние свободной поверхности на характер искомого решения. В
частности, описано поле поверхностных волн, генерируемое подвижной системой
источников. Как и для первого потенциала, соответствующее решение найдено в
виде косинус-ряда Фурье с коэффициентами, содержащими неизвестную образ-
функцию. Для определения последней сформулирована начально-граничная зада-
ча с выполнением граничных условий на дне и свободной поверхности. Решение
для второго потенциала также имеет две составляющие. Первая из них получе-
на в аналитическом виде и состоит из системы двух периодических движений в
гидродинамическом поле, соответствующем движению рассматриваемой системы
источников. Период этих временных колебаний определяется числом Фруда и со-
ответствующим каждой моде волновым спектром. Вторая составляющая получена
в виде двойного интеграла (по времени и продольному волновому числу) и опре-
деляется характером нестационарности изменения скорости и интенсивности дви-
жущихся источников, а также числом Фруда. Она дает вклад инерционных сил,
обусловленных просоединенной массой.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: гидродинамика судна, потенциал скорости, прямоуголь-
ный канал, число Фруда, нестационарность
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