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На прикладах задач про вимушенi коливання вузьких п’єзокерамiчних пластин-
стрижнiв з частково електродованими поверхнями або з розрiзами електродного
покриття у статтi розглянуто вплив нерiвномiрного електричного навантаження
на адмiтанс i динамiчний коефiцiєнт електромеханiчного зв’язку (КЕМЗ) перетво-
рювачiв енергiї цього типу. На основi аналiзу вiтчизняних i закордонних бiблiо-
графiчних джерел дано широку ретроспективу дослiджень у цьому напрямку за
останнi сто рокiв. В подальших роздiлах наведено основнi спiввiдношення лiнiйної
теорiї електропружностi та сформульовано крайовi задачi для випадкiв усталених
вимушених коливань тонкостiнних п’єзоелектричних резонаторiв з поперечною по-
ляризацiєю. Дано вирази для обчислення енергетичних характеристик процесу,
зокрема, динамiчного КЕМЗ. Розглянуто ряд конкретних математичних постано-
вок для рiзних конфiгурацiй поверхневих електродiв. Показано, що, в залежностi
вiд характеру навантаження, вiдбувається суттєва змiна модової структури коли-
вань i амплiтудних спiввiдношень мiж модами. Наприклад, протифазне збудження
коливань є доволi ефективним засобом для видiлення обертонiв, якi вiдповiдають
вищим модам, i пiдвищення таким чином робочих частот резонаторiв. Наявнiсть
безелектродних дiлянок може призводити до певного (хоча й незначного) пiдви-
щення КЕМЗ основного резонансу. Наслiдком закорочування частини електродiв
стає поява як непарних, так i парних поздовжнiх мод, якi не збуджуються при су-
цiльному електродуваннi. Розрахунки напруженого стану й адмiтансу добре узго-
джуються з експериментальними даними про амплiтудно-частотнi характеристики
вимушених коливань п’єзоелектричних пластин з поверхнями, вкритими секцiоно-
ваними електродами.

КЛЮЧОВI СЛОВА: п’єзокерамiчнi перетворювачi, коефiцiєнт електромеханiчно-
го зв’язку, вимушенi коливання, адмiтанс, активна й реактивна компоненти, на-
пружений стан
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1. ВСТУП

Ефективнiсть перетворення електричної енергiї в механiчну й навпаки у п’єзоелек-
тричних електромеханiчних перетворювачах — резонаторах, трансформаторах, фiль-
трах частот тощо — залежить вiд багатьох факторiв. До них слiд вiднести, насамперед,
матерiал п’єзоелектрика й геометричну форму виготовленого з нього перетворювача.
У п’єзокерамiчних перетворювачах надзвичайно важливу роль виконує також електро-
дне покриття, нерозривно зв’язане з п’єзоактивним матерiалом. Наносяться електроди
в процесi виготовлення п’єзокерамiки й використовуються пiд час її поляризацiї та при
експлуатацiї перетворювача. У випадку природних п’єзоелектричних кристалiв електро-
дне покриття наносять здебiльшого шляхом вакуумного напилення. Товщина такого
покриття у всiх випадках незначна (лише кiлька сот ангстремiв), тому з практичної
точки зору його масою можна знехтувати. Втiм, дослiди багатьох учених показали, що
форма й положення електродiв iстотно впливають на електромеханiчнi характеристики
перетворювачiв.

П’єзоелектричнi пластини та стрижнi з кварцу, турмалiну, сегнетової солi тощо iн-
тенсивно дослiджувались iще на початку ХХ ст. Детальний огляд публiкацiй з цього
питання подано в монографiї У. Кедi [11]. Зокрема, встановлено, що для найбiльш ефе-
ктивного електричного збудження основної поздовжньої моди 𝐿1 тонкого стрижня необ-
хiдно залишати бiля його торцiв безелектроднi дiлянки так, щоб довжина електродного
покриття становила три чвертi вiд загальної довжини пластини. Дослiджуючи колива-
ння кварцових пластин з роздiленими електродами, Д. Дай [22] помiтив дивне явище —
мiж електродами, коли один з них не був приєднаний до iнших, часом виникало свiтiн-
ня повiтря, схоже на тлiючий розряд. То був перший у свiтi прототип високовольтного
п’єзотрансформатора, хоча до винаходу С. Розена [33] залишалося ще майже 30 рокiв!

Протягом неповних ста рокiв, якi минули з часу виходу пiонерських робiт [44–66],
з’явилось чимало публiкацiй, в котрих описувались рiзнi способи керування ефектив-
нiстю перетворення енергiї в п’єзоелектричних тiлах. Цей перелiк зайняв би не одну
сторiнку, проте на кiлькох iз них варто зупинитись. У публiкацiях [77, 88] для трансфор-
маторiв i резонаторiв з роздiленими або неповними електродами дослiджено вплив поло-
ження межi роздiлу електродованих областей на динамiчний коефiцiєнт електромеханi-
чного зв’язку (КЕМЗ). Отриманi результати були порiвнянi з висновками статей [99,1010],
в яких зробленi розрахунки для частково електродованих п’єзокерамiчних дискiв. Ана-
лiтичнi й експериментальнi дослiдження для поперечно поляризованих п’єзоелементiв
показали, що максимум динамiчного КЕМЗ на основному поздовжньому резонансi до-
сягається, коли електродне покриття займає 75% площi пластини. Перший радiальний
резонанс досягає максимальної ефективностi, коли електроди нанесенi на дiлянцi вiд
центру до 80% дiаметра. Зауважимо, що рiзниця пружних властивостей електродова-
них i безелектродних дiлянок у згаданих працях не враховувалась. Доповiдь [1111] при-
свячено дослiдженню поздовжнiх коливань тонкого п’єзокерамiчного стрижня з дво-
ма розрiзами електродiв i їх протифазним з’єднанням. Її автори спромоглися видiлити
перший обертон поздовжнiх коливань моду 𝐿3 з одночасним придушенням основної
поздовжньої моди 𝐿1.

У статтi [1212] узагальнено результати дослiдження [1313], в якому вперше розглянутi
поздовжнi коливання стрижня з одним двостороннiм розрiзом електродного покриття
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при кiлькох режимах навантаження (протифазнi електроди, коротке замикання однi-
єї з дiлянок або її холостий хiд) й наведенi експериментальнi данi щодо напруженого
стану елемента. Показана також є хибнiсть висновкiв робiт [1414–1616] про те, що в багато-
електродному стрижнi буцiмто можна отримати надширокосмуговий перетворювач за
допомогою негативного зворотного зв’язку. У цих публiкацiях описанi результати екс-
периментальних дослiджень вимушених коливань тонких вузьких стрижнiв-пластин, в
яких електродне покриття роздiлялось обабiч на декiлька (до шести) дiлянок з одна-
ковими площами. Два вибранi електроди використовувались як актуатори для збудже-
ння електромеханiчних коливань, а решта виконували роль сенсора — з них знiмалась
вихiдна рiзниця потенцiалiв. У статтi [1212] доведено, що в частотному iнтервалi, який
передує першому резонансному пiку, й мiж сусiднiми пiками рiзниця потенцiалiв на
будь-якому п’єзотрансформаторному виходi визначається винятково подiльником на-
пруги, утвореним вiдповiдними мiжелектродними ємностями, й зовсiм не залежить вiд
проявiв п’єзоефекту.

Треба принагiдно зауважити, що задовго до праць [77–1010] А. Т. Улiтко запропонував
i обґрунтував так званий енергетичний метод визначення ефективних КЕМЗ [1717, 1818].
На прикладах поздовжнiх коливань частково електродованого тонкого стрижня з по-
перечною поляризацiєю i стрижня з поздовжньою поляризацiєю при заглиблених еле-
ктродах (або виготовленого зi склеєних один над одним електродованих дискiв) було
показано, що динамiчний КЕМЗ досягав максимуму у випадках, коли активна частина
становила 75% об’єму або площi зразка. Цi висновки були повнiстю пiдтвердженi при
дослiдженнi коливань склеєного з окремих кругових кiлець макета потужного акусти-
чного перетворювача [1919]. Коливання п’єзоелементiв дискової та цилiндричної форми
при наявностi розрiзних i неповних електродах також вивчалися в багатьох працях,
зокрема [2020–3030].

Вiдомо, що будь-яка вiддiлена вiд основного електродного покриття п’єзоелемента
дiлянка перетворює його на трансформатор напруги або струму [3131,3232]. Наявнiсть без-
електродних областей [2121], неповна поляризацiя окремих дiлянок [3333] або часткова депо-
ляризацiя [3434], з’єднання (склеювання) п’єзокерамiчних i металевих шарiв [3535, 3636] при-
зводять до нерiвномiрного електричного навантаження, яке з практичної точки зору мо-
же мати позитивнi або негативнi наслiдки. У працi [3737] двобiчне роздiлення електродiв
параболiчними, дiагональними чи трикутними розрiзами з протифазним електричним
живленням дало можливiсть видiлити слабко збуджувану при суцiльних електродах
крайову моду 𝐸1, довiвши її амплiтуду до рiвня першого поздовжнього резонансу.

Цiкавим з точки зору сучасних нам уявлень є експеримент, описаний У. Мезоном
ще у 1940 роцi [3838]. Прямокутна пластина 45∘ Х-зрiзу сегнетової солi завбiльшки 18 ×
6 × 0.6 мм була приклеєна до прямокутної кварцової пластини 38.9 × 6 × 0.6 мм 18.5∘

зрiзу. Для забезпечення можливостi збудження коливань частину кварцової пластини
було вкрито електродами. Вузькi електроднi смужки було також нанесено посерединi
сегнетової дiлянки й на кварцовiй частинi за 8 мм вiд мiсця склеювання. Збуджуючи
коливання на модi 𝐿2 кварцової частини, автор порiвнював потенцiали обох смужок,
i зумiв у такий спосiб визначити невiдомий доти п’єзомодуль сегнетової солi. У цiй
дотепнiй конструкцiї наявнi й актуатор (кварцова пластина), i сенсори у виглядi еле-
ктродних смужок, i п’єзотрансформатор з багатьма виходами, i безелектроднi дiлянки.

Окремий клас нерiвномiрно навантажених електромеханiчних перетворювачiв утво-
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рюють п’єзотрансформатори рiзноманiтних конструкцiй i призначення [3939–4949]. Багато
неординарних конструкцiй з нерiвномiрним електричним або механiчним навантажен-
ням читач можна знайти в оглядi [5050].

Цю статтю присвячено аналiзу вимушених коливань нерiвномiрно навантажених
перетворювачiв, головним чином, пластин—стрижнiв з товщинною поляризацiєю при
одному або двох двостороннiх розрiзах електродного покриття, а також частково еле-
ктродованих пластин. При цьому виявленi й описанi деякi електромеханiчнi ефекти,
не помiченi попереднiми дослiдниками. Отриманi експериментальнi данi повнiстю узго-
джуються з розрахунками. Зауважимо, що ефективнiсть перетворення енергiї оцiнюва-
лась як за динамiчним КЕМЗ, так i за напруженим станом i вхiдним адмiтансом.

2. АНАЛIТИЧНI ВИРАЗИ ДЛЯ КОМПОНЕНТ ПОВНОЇ ПРОВIДНОСТI
П’ЄЗОКЕРАМIЧНИХ РЕЗОНАТОРIВ СТРИЖНЕВОГО ТИПУ

У попереднiх публiкацiях автора цiєї статтi [5151–5454] показано, що всi iснуючi формули
для повної провiдностi (адмiтансу) п’єзокерамiчних резонаторiв можуть бути зведенi до
єдиного виразу

𝑌𝑝𝑒 = 𝑗𝜔𝐶0
∆𝑎

∆𝑟

=
𝑗2𝜋𝑓01𝐶0𝑥

𝑥01

∆𝑎

∆𝑟

= 𝑗𝑎𝐶0𝑥
∆𝑎

∆𝑟

, 𝑎𝐶0 =
2𝜋𝑓01𝐶0

𝑥01

, (1)

в якому 𝑗 — уявна одиниця; 𝜔 — кругова частота; 𝐶0 — статична мiжелектродна ємнiсть;
∆𝑟 — резонансний визначник; ∆𝑎 — антирезонансний визначник; 𝑥 — поточне значення
комплексної безрозмiрної частоти; 𝑥01 — активна складова резонансної безрозмiрної
частоти; 𝑓01 — вимiряна частота максимуму повної провiдностi.

У випадку поздовжнiх коливань тонкого п’єзокерамiчного стрижня з поперечною
поляризацiєю при суцiльних електродах, якi повнiстю покривають головнi поверхнi,
маємо

∆𝑟(𝑥) = cos(𝑥), ∆𝑎(𝑥) = (1− 𝑘2
31)∆(𝑥) + 𝑘2

31

sin 𝑥

𝑥
. (2)

Усi електропружнi коефiцiєнти у виразах (1)(1) i (2)(2) — комплекснимi числа [1212,5353–5858]:

𝑠𝐸11 = 𝑠110(1− 𝑗𝑠11𝑚), 𝜀𝑇33 = 𝜀330(1− 𝑗𝜀33𝑚), 𝑑31 = 𝑑310(1− 𝑗𝑑31𝑚). (3)

Для тонкого стрижня завдовжки 𝑙, завширшки 𝑤 i завтовшки ℎ з суцiльними електро-
дами справедливi такi спiввiдношення:

𝐶1 = 𝐶01(1− 𝑗𝜀33𝑚), 𝑥 = 𝑥0(1− 0.5𝑗𝑠11𝑚), 𝐶01 =
𝜀3301𝑙𝑤

ℎ
,

𝑑231 = 𝑑2310(1− 2𝑗𝑑31𝑚), 𝑘2
31 = 𝑘2

310[1 + 𝑗(𝑠11𝑚 + 𝜀33𝑚 − 2𝑑31𝑚)].

(4)

Перейдемо до аналiзу вимушених коливань тонких п’єзокерамiчних вузьких стри-
жнiв з частково електродованими поверхнями i з електродами, роздiленими двома або
одним паралельними до їхнiх торцiв розрiзами. Схематичнi зображення таких структур
для зразка з поздовжнiм розмiром 2𝑙 наведено на Рис. 1Рис. 1, де вiддiленi електроднi дiлян-
ки вважаються увiмкнутими в електричне коло протифазно. Можливi також iншi схеми
електричного навантаження — коротке замикання або холостий хiд окремих дiлянок.
Електроднi дiлянки зображено потовщеними лiнiями.
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Поляризацiя на перших трьох схемах спрямована вздовж поперечної (товщинної)
координати, а на останнiй — поперечно-поздовжня. Ця схема зображає класичний п’єзо-
трансформатор типу Розена, в якому одна половина пластини поляризована по товщинi,
а друга — по довжинi. До електродiв першої (вхiдної) секцiї пiдводиться низька рiзниця
потенцiалiв 𝑉1 вiд ультразвукового генератора, а з електрода другої (вихiдної) секцiї
знiмається висока рiзниця потенцiалiв 𝑉2.

Щоб отримати вирази для повної провiдностi того чи iншого п’єзоперетворювача
необхiдно розв’язати вiдповiдну електропружну задачу.

2.1. Коливання частково електродованих п’єзокерамiчних стрижнiв

Для всiх чотирьох схем

а б

в г
Рис. 1. Схематичнi зображення деяких нерiвномiрно

навантажених п’єзокерамiчних стрижнiв

сумiстимо початок коор-
динат з центром пласти-
ни i почнемо розгляд пер-
шої схеми, у якiй наяв-
нi електроднi й безелектро-
днi дiлянки поверхнi (див.
Рис. 1Рис. 1а). Вкрита електро-
дами дiлянка I займає ча-
стину пластини з координа-
тами −𝑎 ≤ 𝑦 ≤ 𝑎, безеле-
ктродна дiлянка II (право-

руч) розмiщена в межах 𝑎 ≤ 𝑦 ≤ 𝑙, а дiлянка III (лiворуч) сягає −𝑙 ≤ 𝑦 ≤ −𝑎. Усiм
змiнним в подальшому присвоїмо вiдповiднi iндекси 1, 2 i 3, а умовнi позначення запо-
зичимо з праць [1212,5151–5454]. Вважаємо, що електродне покриття було видалене з частини
поверхнi вже пiсля поляризацiї всього стрижня. Коливання збуджуються прикладеною
вiд генератора рiзницею потенцiалiв 𝑉0 = 𝑉0𝑒

𝑗𝜔𝑡(множник 𝑒𝑗𝜔𝑡 в подальшому опускає-
мо).

Рiвняння стану й руху на електродованiй дiлянцi мають вигляд

𝜀𝑦1 =
𝜕𝑈𝑦1

𝜕𝑦
= 𝑠𝐸11𝜎𝑦1 + 𝑑31𝐸𝑥1, 𝐷𝑥1 = 𝜀𝑇33𝐸𝑥1 + 𝑑31𝜎𝑦1,

𝑑2𝑈𝑦1

𝑑𝑦2
+ 𝜌𝜔2𝑠𝐸11𝑈𝑦1 = 0. (5)

Для безелектродних дiлянок рiвняння стану iншi, зокрема,

𝐷𝑥2 = 0, 𝐸𝑥2 =
𝑑31𝜎𝑦2

𝜀𝑇33
,

𝜀𝑦2 = 𝑠𝐸11𝜎𝑦2 −
𝑑231𝜎𝑦2

𝜀𝑇33
= 𝑠𝐸11𝜎𝑦2

(︂
1− 𝑑231

𝑠𝐸11𝜀
𝑇
33

)︂
= 𝑠𝐸11(1− 𝑘2

31)𝜎𝑦2 = 𝑠𝐷11𝜎𝑦2.

(6)

Вирази для поздовжнiх змiщень i деформацiй для всiх трьох дiлянок мають однаковий
вигляд:

𝑈𝑦𝑖 = 𝐴𝑖 sin 𝑘𝑖𝑦 +𝐵𝑖 cos 𝑘𝑖𝑦, 𝜀𝑦𝑖 = 𝐴𝑖𝑘𝑖 cos 𝑘𝑖𝑦 −𝐵𝑖𝑘𝑖 sin 𝑘𝑖𝑦,

𝑘2
1 = 𝜌𝜔2𝑠𝐸11, 𝑘2

2 = 𝜌𝜔2𝑠𝐷11.
(7)
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Для поздовжнiх деформацiй i напружень в областях пластини можна записати вiдпо-
вiдно

𝜀𝑦1 = 𝑠𝐸11𝜎𝑦1 + 𝑑31𝐸𝑥1, 𝜎𝑦1 =
𝐴1𝑘1 cos 𝑘1𝑦 −𝐵1𝑘1 sin 𝑘1𝑦

𝑠𝐸11
− 𝑑31𝐸𝑥1

𝑠𝐸11
,

𝜀𝑦2 = 𝑠𝐷11𝜎𝑦2, 𝜎𝑦2 =
𝐴2𝑘2 cos 𝑘2𝑦 −𝐵2𝑘2 sin 𝑘2𝑦

𝑠𝐷11
,

𝜀𝑦3 = 𝑠𝐷11𝜎𝑦3, 𝜎𝑦3 =
𝐴3𝑘3 cos 𝑘3𝑦 −𝐵3𝑘3 sin 𝑘3𝑦

𝑠𝐷11
.

(8)

Коливання пластини вважаємо симетричними вiдносно її серединної площини (𝑢𝑦𝑖(−𝑥) =
−𝑢𝑦𝑖(𝑥)). На торцях механiчнi напруження вiдсутнi, а на межi областей напруження й
змiщення неперервнi:

𝜎𝑦3|𝑦=−𝑙 = 𝜎𝑦2|𝑦=𝑙 = 0, 𝜎𝑦1(𝑎) = 𝜎𝑦2(𝑎), 𝜎𝑦1(−𝑎) = 𝜎𝑦3(−𝑎),

𝑈𝑦1(−𝑎) = 𝑈𝑦3(−𝑎) 𝑈𝑦1(0) = 0, 𝑈𝑦1(𝑎) = 𝑈𝑦2(𝑎).
(9)

Зi спiввiдношень (8)(8), (9)(9) отримуємо

𝐴1,2 =
𝜆𝑑31𝐸𝑥1

𝑘1

∆1,2

∆
= 𝐴3, 𝐵1 = 0, 𝐵2 =

𝜆𝑑31𝐸𝑥1

𝑘1

∆3

∆
= −𝐵3.

∆1 = cos(𝜆𝜅− 𝜆𝛾𝜅), ∆2 = sin(𝜆𝜅) sin(𝛾𝜅), ∆3 = sin(𝛾𝜅) cos(𝜆𝜅),

∆ = 𝜆 cos(𝛾𝜅) cos(𝜆𝜅− 𝜆𝛾𝜅)− sin(𝛾𝜅) sin(𝜆𝜅− 𝜆𝛾𝜅),
𝑘2
𝑘1

=

√︃
𝑠𝐷11
𝑠𝐸11

,

𝜅 = 𝑘1𝑙, 𝛾 =
𝑎

𝑙
, 𝜆 =

𝑘2
𝑘1

, 𝑘1𝑎 = 𝛾𝜅, 𝑘2𝑙 = 𝜆𝜅, 𝑘2𝑎 = 𝛾𝜆𝜅.

(10)

Пiдставляючи перший вираз у (8)(8) у рiвняння (5)(5) i враховуючи формули (10)(10), отримуємо
вираз для електростатичної iндукцiї 𝐷𝑥1 в електродованiй дiлянцi:

𝐷𝑥1 = 𝜀𝑇33𝐸𝑥1 +
𝑑31𝐴1𝑘1 cos 𝑘1𝑦

𝑠𝐸11
− 𝑑231𝐸𝑥1

𝑠𝐸11
= 𝜀𝑇33𝐸𝑥1

(︀
1− 𝑘2

31

)︀
+

𝑑31𝐴1𝑘1 cos 𝑘1𝑦

𝑠𝐸11
, (11)

iнтегрування якого по площi дає можливiсть визначити повний п’єзозаряд 𝑄1, струм 𝐼1
i адмiтанс 𝑌 пластини:

𝑄1 =

∫︁
𝑆

𝐷𝑥1𝑑𝑆 = 𝜀𝑇33𝑆1𝐸𝑥1

[︂
1− 𝑘2

31 +
𝜆𝑘2

31 sin 𝛾𝜅

𝛾𝜅

∆1

∆

]︂
,

𝐼1 = 𝑗𝜔𝑄1 = −𝑗𝜔𝐶𝑇
0 𝑉0

[︂
1− 𝑘2

31 +
𝜆𝑘2

31 sin 𝛾𝜅

𝛾𝜅

∆1

∆

]︂
,

𝑌 =
𝐼1
𝑉0

= −𝑗𝜔𝐶𝑇
0

[︂
1− 𝑘2

31 +
𝜆𝑘2

31 sin 𝛾𝜅

𝛾𝜅

∆1

∆

]︂
= −𝑗𝜔𝐶𝑇

0

∆𝑎

∆𝑟

,

∆𝑟 = ∆, ∆𝑎 = (1− 𝑘2
31)∆ +

𝜆𝑘2
31 sin 𝛾𝜅

𝛾𝜅
∆1,

𝐶𝑇
0 =

𝜀𝑇33𝑆1

𝛿
, 𝑆1 = 8𝑎𝑏, 𝛿 = 2ℎ, 𝐸𝑥1 = −𝑉0

𝛿
.

(12)
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Всi електропружнi константи у виразах (4)(4)–(12)(12) є комплексними.
Виходячи з цього, для розподiлу змiщень i напружень уздовж пластини для 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑙

запишемо
𝑈𝑦1 = 𝐴1 sin 𝑘1𝑦 =

𝜆𝑑31𝐸𝑥1

𝑘1

∆1

∆
sin 𝑘1𝑦,

𝑈𝑦2 =
𝜆𝑑31𝐸𝑥1

𝑘1

∆2

∆
sin 𝑘2𝑦 +

𝜆𝑑31𝐸𝑥1

𝑘1

∆3

∆
cos 𝑘2𝑦,

𝜎𝑦1 =
𝜆𝑑31𝐸𝑥1

𝑠𝐸11

∆1

∆
cos 𝑘1𝑦 −

𝑑31𝐸𝑥1

𝑠𝐸11
,

𝜎𝑦2 =
𝜆𝑑31𝐸𝑥1

𝑘1

∆2

∆

𝑘2 cos 𝑘2𝑦

𝑠𝐷11
− 𝜆𝑑31𝐸𝑥1

𝑘1𝑠𝐷11

∆3

∆
𝑘2 sin 𝑘2𝑦.

(13)

2.2. Коливання п’єзокерамiчних стрижнiв з трьома двостороннiми електро-
дними дiлянками

Розглянемо електродну систему зображеної на (Рис. 1Рис. 1б) другої схеми. Центральна дi-
лянка I займає частину пластини — 𝑎 ≤ 𝑦 ≤ 𝑎, дiлянка II (праворуч)i III (лiворуч)
розмiщенi в межах 𝑎 ≤ 𝑦 ≤ 𝑙 i −𝑙 ≤ 𝑦 ≤ −𝑎 вiдповiдно. Спершу будемо вважати, що всi
три дiлянки незалежнi, причому на кожну з них дiє електричне поле з напруженостями
𝐸1, 𝐸2 i 𝐸3. Рiвняння стану й руху для всiх трьох дiлянок однаковi — вони збiгаються
з виразами (5)(5), — а змiщення й деформацiї описуються формулами (7)(7). Граничнi умо-
ви записуються аналогiчно до спiввiдношень (9)(9). Унаслiдок симетричностi поздовжнiх
змiщень 𝐵1 = 0. Решта сталих iнтегрування має такий вигляд:

𝐴1 =
𝑑31𝐸2

𝑘 cos 𝑘𝑙
+

𝑑31(𝐸1 − 𝐸2)

𝑘 cos 𝑘𝑙
cos(𝑘𝑙 − 𝑘𝑎), 𝐵2 =

𝑑31(𝐸1 − 𝐸2)

𝑘 cos 𝑘𝑙
cos 𝑘𝑙 sin 𝑘𝑎,

𝐴2 =
𝑑31𝐸2

𝑘 cos 𝑘𝑙
+

𝑑31(𝐸1 − 𝐸2)

𝑘 cos 𝑘𝑙
sin 𝑘𝑙 sin 𝑘𝑎, 𝐴3 = 𝐴2 +

𝑑31(𝐸3 − 𝐸2)

𝑘 cos(𝑘𝑙 − 𝑘𝑎)
cos 𝑘𝑙,

𝐵3 = −𝐴3
cos 𝑘𝑙

sin 𝑘𝑙
+

𝑑31𝐸3

𝑘 sin 𝑘𝑙
, 𝑘2 = 𝜌𝜔2𝑠𝐸11.

(14)

Слiд зауважити, що для протифазного електричного навантаження 𝐸2 = 𝐸3 = −𝐸1 цi
спiввiдношення збiгаються з виразами (6) у статтi [1111].

Електростатична iндукцiя в областi I виражається формулою (11)(11), звiдки для наве-
дених на електродах областей I та II п’єзозарядiв i струмiв отримуємо вiдповiдно

𝑄1 =

∫︁
𝑆

𝐷𝑥1𝑑𝑆 = 𝜀𝑇33𝑆1𝐸1

[︂
1− 𝑘2

31 +
𝑘2
31

𝛾𝜅

∆1

∆
sin 𝛾𝜅

]︂
,

𝑄2 = 𝜀𝑇33𝑆2𝐸1

[︂
(1− 𝑘2

31)𝜇2 +
𝑘2
31

𝜅− 𝛾𝜅

∆0

∆

]︂
,

𝐼1 = −𝑗𝜔𝐶𝑇
1 𝑉1

[︂
1− 𝑘2

31 +
𝑘2
31

𝛾𝜅

∆1

∆
sin 𝛾𝜅

]︂
,

𝐼2 = −𝑗𝜔𝐶𝑇
2 𝑉1

[︂
(1− 𝑘2

31)𝜇2 +
𝑘2
31

𝜅− 𝛾𝜅

∆0

∆

]︂
,

(15)
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де

𝜇2 =
𝐸2

𝐸1

; 𝐸1 = −𝑉1

𝛿
; 𝐸2 = −𝑉2

𝛿
; 𝛿 = 2ℎ; 𝑆1 = 8𝑎𝑏, 𝑆2 = 2(𝑙 − 𝑎)𝑏;

∆ = cos𝜅; ∆1 = 𝜇2 + (1− 𝜇2) cos(𝜅− 𝛾𝜅); ∆2 = 𝜇2 + (1− 𝜇2) sin 𝛾𝜅 sin𝜅;

∆3 = (1− 𝜇2) sin 𝛾𝜅 cos𝜅; ∆0 = ∆2(sin𝜅− sin 𝛾𝜅) + ∆3(cos𝜅− cos 𝛾𝜅);

𝐶𝑇
1 =

𝜀𝑇33𝑆1

𝛿
; 𝐶𝑇

2 =
𝜀𝑇33𝑆2

𝛿
; 𝐶𝑇

0 =
𝜀𝑇334𝑙𝑏

𝛿
= 𝐶𝑇

1 + 2𝐶𝑇
2 .

Вiдношення напруженостей електричного поля 𝜇2 може бути будь-яким, проте для пра-
ктики має сенс розглядати три величини: 𝜇2 = 0, 1 i −1. Перша з них вiдповiдає ко-
роткому замиканню другої i третьої дiлянок, друга еквiвалентна наявностi суцiльних
електродiв для всiєї пластини, а третя вiдображає протифазне електричне навантажен-
ня [1111]. Загальний струм 𝐼, який протiкає через резонатор разом з адмiтансом стрижня
𝑌 залежать вiд способу електричного навантаження його дiлянок. Вважаючи дiлянки
II i III еквiпотенцiальними, можна записати

𝐼 = 𝐼1 + 2𝐼2 =

= −𝑗𝜔𝐶𝑇
1 𝑉1

[︂
1− 𝑘2

31 +
𝑘2
31

𝛾𝜅

∆1

∆
sin 𝛾𝜅

]︂
− 𝑗2𝜔𝐶𝑇

2 𝑉1

[︂
(1− 𝑘2

31)𝜇2 +
𝑘2
31

𝜅− 𝛾𝜅

∆0

∆

]︂
=

= −𝑗𝜔𝐶𝑇
0 𝑉1

{︂
𝛾

[︂
1− 𝑘2

31 +
𝑘2
31

𝛾𝜅

∆1

∆
sin 𝛾𝜅

]︂
+ (1− 𝛾)

[︂
(1− 𝑘2

31)𝜇2 +
𝑘2
31

𝜅− 𝛾𝜅

∆0

∆

]︂}︂
.

(16)

Максимуми струму в стрижнi досягаються на резонансних частотах, якi є коренями
рiвняння

∆𝜅 = cos𝜅 = 0. (17)

Для визначення антирезонансних частот, на яких струм досягає мiнiмальних величин,
треба прирiвняти до нуля вираз у фiгурних дужках (вiн визначає адмiтанс пластини) i
знайти коренi рiвняння

(1− 𝑘2
31)∆𝛾1 +

𝑘2
31(∆1 sin 𝛾𝜅+∆0)

𝜅
= 0, 𝛾1 = 𝛾 + (1− 𝛾)𝜇2. (18)

Згiдно з цiєю формулою, величини антирезонансних частот визначаються статичним
поперечним КЕМЗ 𝑘2

31, положенням меж роздiлення електродiв 𝛾, а також вiдношенням
напруженостей 𝜇2 електричного поля в дiлянках I, II III.

2.3. Коливання п’єзокерамiчних стрижнiв з двома двостороннiми електро-
дними дiлянками

Якщо виконати двостороннє роздiлення електродного покриття i з’єднати обидвi дiлян-
ки протифазно (див. Рис. 1Рис. 1в), то можна видiлити «парнi» поздовжнi моди коливань 𝐿2,
𝐿6, 𝐿10, якi не збуджуються при суцiльних електродах i у розглянутому вище випадку
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трьох областей. При короткому замиканнi однiєї з дiлянок стрижень перетворюється на
багаторезонансну систему, в якiй можуть збуджуватись i непарнi, й парнi моди [1212,1313].

Якщо вважати, що перша дiлянка займає область −𝑙1 < 𝑦 < 0, а друга — 0 < 𝑦 < 𝑙2,
то для внутрiшнiх механiчних напружень i п’єзозарядiв для них маємо вирази [1212]

𝜎𝑦1 =
𝑑31𝐸𝑥1∆cos 𝑘𝑦 − 𝐴𝑘 sin 𝑘𝑙1 cos 𝑘𝑦

∆𝑠𝐸11 cos 𝑘𝑙1
− 𝐴𝑘 sin 𝑘𝑦 + 𝑑31𝐸𝑥1∆

𝑠𝐸11∆
,

𝜎𝑦2 =
𝑑31𝐸𝑥2∆cos 𝑘𝑦 + 𝐴𝑘 sin 𝑘𝑙2 cos 𝑘𝑦

∆𝑠𝐸11 cos 𝑘𝑙2
− 𝐴𝑘 sin 𝑘𝑦 + 𝑑31𝐸𝑥2∆

𝑠𝐸11∆
,

(19)

𝑄1 = −𝐶𝑇
01(1− 𝑘2

31)𝑉1 +
2𝑏𝑑31
𝑠𝐸11

[𝐴1 sin 𝑘𝑙1 +𝐵(1− cos 𝑘𝑙1)],

𝑄2 = −𝐶𝑇
02(1− 𝑘2

31)𝑉2 +
2𝑏𝑑31
𝑠𝐸11

[𝐴2 sin 𝑘𝑙2 +𝐵(1− cos 𝑘𝑙2)].

(20)

Тут

𝐴1 =
𝑑31𝐸𝑥1

𝑘 cos 𝑘𝑙1
−𝐵tg 𝑘𝑙1; 𝐴2 =

𝑑31𝐸𝑥2

𝑘 cos 𝑘𝑙2
+𝐵tg 𝑘𝑙2;

𝐴 = 𝑠𝐸11𝑑31[𝐸𝑥1 cos 𝑘𝑙2(1− cos 𝑘𝑙1)− 𝐸𝑥2 cos 𝑘𝑙1(1− cos 𝑘𝑙2)]; 𝐵 =
𝐴

∆
;

∆ = 𝑠𝐸11𝑘[cos 𝑘𝑙1 sin 𝑘𝑙2 + sin 𝑘𝑙1 cos 𝑘𝑙2] = 𝑠𝐸11𝑘 sin 𝑘(𝑙1 + 𝑙2);

𝐸𝑥1 = −𝑉1

2ℎ
; 𝐸𝑥2 = −𝑉2

2ℎ
;

𝑑231
𝑠𝐸11𝜀

𝑇
33

= 𝑘2
31;

2𝑏𝑙1𝜀
𝑇
33

2ℎ
= 𝐶𝑇

01;
2𝑏𝑙2𝜀

𝑇
33

2ℎ
= 𝐶𝑇

02.

(21)

Класичний п’єзотрансформатор, структура якого вiдповiдає схемi (Рис. 1Рис. 1г), також
має двi електроднi дiлянки. Нехай перша, вхiдна, секцiя поляризована по товщинi з еле-
ктродами, розташованими на головних поверхнях при −𝑙1 < 𝑦 < 0. Друга, вихiдна або
генераторна, секцiя займає область 0 < 𝑦 < 𝑙2 i має єдиний електрод на одному з торцiв
пластини й поляризацiю по довжинi. Неоднорiднiсть такої системи викликана значною
рiзницею швидкостей звуку в її секцiях, що безпосередньо впливає на енергетичнi й
частотнi властивостi перетворювача [3939–4141,5757,5959].

Механiчнi змiщення й напруження в описанiй системi можна вирахувати за такими
формулами [3939,5959]:

𝑈𝑦1 =
(𝑑31𝐸𝑥1∆− 𝐴𝑘1 sin 𝑘1𝑙1) sin 𝑘1𝑦 + 𝐴𝑘1 cos 𝑘1𝑙1 cos 𝑘1𝑦

𝑘1∆cos 𝑘1𝑙1
,

𝑈𝑦2 =
(𝑔33𝐷𝑦2∆+ 𝐴𝑘2 sin 𝑘2𝑙2) sin 𝑘2𝑦 + 𝐴𝑘2 cos 𝑘2𝑙2 cos 𝑘2𝑦

𝑘2∆cos 𝑘2𝑙2
,

𝜎𝑦1 =
𝑑31𝐸𝑥1∆cos 𝑘1𝑦 − 𝐴𝑘1 sin 𝑘1𝑙1 cos 𝑘1𝑦

∆𝑠𝐸11 cos 𝑘1𝑙1
− 𝐴𝑘1 sin 𝑘1𝑦 + 𝑑31𝐸𝑥1∆

𝑠𝐸11∆
,

𝜎𝑦2 =
𝑔33𝐷𝑦2∆cos 𝑘2𝑦 + 𝐴𝑘2 sin 𝑘2𝑙2 cos 𝑘2𝑦

𝑠𝐷33∆cos 𝑘2𝑙2
− 𝐴𝑘2 sin 𝑘2𝑦 + 𝑔33𝐷𝑦2∆

𝑠𝐷33∆
.

(22)
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Як i в попереднiх випадках, сталi iнтегрування визначенi з умов неперервностi змi-
щень i напружень на межi секцiй та вiдсутностi поздовжнiх напружень на торцях:

𝐵1 = 𝐵2 = 𝐵 =
𝐴

∆
, ∆ = 𝑠𝐸11𝑘2 cos 𝑘1𝑙1 sin 𝑘2𝑙2 + 𝑠𝐷33𝑘1 sin 𝑘1𝑙1 cos 𝑘2𝑙2,

𝐴 = 𝑠𝐷33𝑑31𝐸𝑥1 cos 𝑘2𝑙2(1− cos 𝑘1𝑙1)− 𝑠𝐸11𝑔33𝐷𝑦2 cos 𝑘1𝑙1(1− cos 𝑘2𝑙2),

𝐴1 =
𝑑31𝐸𝑥1

𝑘1 cos 𝑘1𝑙1
−𝐵tg 𝑘1𝑙1, 𝐴2 =

𝑔33𝐷𝑦2

𝑘2 cos 𝑘2𝑙2
+𝐵tg 𝑘2𝑙2,

𝑘2
1 = 𝜌𝜔2𝑠𝐸11, 𝑘2

2 = 𝜌𝜔2𝑠𝐷33.

(23)

Через вхiдну секцiю проходить струм

𝐼1 = 𝑗𝜔

∫︁
𝑠1

𝐷𝑥1𝑑𝑠 = −𝑗𝜔𝐶𝑇
01𝑉1

(︂
1− 𝑘2

31 +
𝑘2
31 𝑡𝑎𝑛𝑘1𝑙1

𝑘1𝑙1

)︂
+

+𝑗𝜔
𝐶𝑇

01𝑉1𝑘
2
31𝑠

𝐷
33 cos 𝑘2𝑙2

𝑙1∆cos 𝑘1𝑙1
(1− cos 𝑘1𝑙1)

2 − 𝑗𝜔
2𝑏𝑑31𝑑33𝐷𝑦2

𝜀𝑇33∆
(1− cos 𝑘1𝑙1)(1− cos 𝑘2𝑙2),

(24)

де

𝑉1 = −2𝐸𝑥1ℎ; 𝐶𝑇
01 =

2𝑏𝑙1𝜀
𝑇
33

2ℎ
; 𝐶𝑆

01 = (1− 𝑘2
31)𝐶

𝑇
01; 𝑔33 =

𝑑33
𝜀𝑇33

; 𝛽𝑇
33 =

1

𝜀𝑇33
;

𝑘2
31 =

𝑑231
𝑠𝐸11𝜀

𝑇
33

; 𝑘2
33 =

𝑑233
𝑠𝐸33𝜀

𝑇
33

; 𝑘2
𝐷 =

𝑔233
𝑠𝐷33𝛽

𝑇
33

.

(25)
На виходi генераторної секцiї видiляється рiзниця потенцiалiв [5959]

𝑉2 = −𝛽𝑇
33𝐷𝑦2𝑙2

(︂
1 + 𝑘2

𝐷 − 𝑘2
𝐷tg 𝛾𝜅
𝛾𝜅

)︂
+

𝑔233𝑠
𝐸
11𝐷𝑦2𝛼

2
2 cos𝜅

𝑠𝐷33∆cos 𝛾𝜅
+

𝑔33𝑑31𝑉1𝛼1𝛼2

2ℎ∆
, (26)

де
𝜅 = 𝑘1𝑙1; 𝜅2 = 𝑘2𝑙2;

𝜅2

𝜅
= 𝛾; 𝛼1 = 1− cos𝜅; 𝛼2 = 1− cos 𝛾𝜅.

Вирази (22)(22), (23)(23) для напружень, змiщень i сталих iнтегрування пластинкового попе-
речно-поздовжнього п’єзотрансформатора подiбнi до вiдповiдних формул (19)(19) i (21)(21) для
поперечно поляризованого стрижня з одним двостороннiм розрiзом електродного по-
криття. Проте ця схожiсть стосується лише форми запису, оскiльки у п’єзотрансформаторi
неможливо реалiзувати нi режиму протифазного навантаження, нi режиму короткого
замикання, нi режиму суцiльних електродiв. Якщо вираз (26)(26) роздiлити на рiзницю по-
тенцiалiв першої секцiї 𝑉1, можна отримати формулу коефiцiєнта трансформацiї [5757,6060].

3. РОЗРАХУНОК ЕЛЕКТРОМЕХАНIЧНИХ ПАРАМЕТРIВ СТРИЖНЕ-
ВИХ П’ЄЗОКЕРАМIЧНИХ РЕЗОНАТОРIВ

Наведенi вище аналiтичнi вирази були використанi для розрахункiв характеристи-
чних резонансних i антирезонансних частот в залежностi вiд спiввiдношення поздов-
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Т
абл.1.Ч

астоти
iдинам

iчнiК
Е

М
З

м
оди

𝐿
1

𝛾
0.1

0.2
0.3

0.4
0.5

0.6
0.7

0.75
0.8

0.9
1.0

𝑥
𝑎
1

1.7453
1.7453

1.7452
1.7448

1.7437
1.7415

1.7374
1.7344

1.7307
1.7209

1.7075
𝑥
𝑟
1

1.7058
1.6704

1.6405
1.6165

1.5982
1.5853

1.5771
1.5745

1.5727
1.5710

1.5708
𝑘
2𝑑
1

0.0453
0.0858

0.1199
0.1471

0.1669
0.1794

0.1845
0.1844

0.1826
0.1742

0.1601
𝑥
𝑎
2

1.6010
1.6313

1.6603
1.6862

1.7073
1.7219

1.7290
1.7295

1.7283
1.7206

1.7075
𝑥
𝑟
2

1.5708
1.5708

1.5708
1.5708

1.5708
1.5708

1.5708
1.5708

1.5708
1.5708

1.5708
𝑘
2𝑑
2

0.0377
0.0741

0.1078
0.1369

0.1599
0.1755

0.1823
0.1835

0.1823
0.1741

0.1601

Т
абл.2.Ч

астоти
iдинам

iчнiК
Е

М
З

м
оди

𝐿
3

𝛾
0.1

0.2
0.3

0.4
0.5

0.6
0.7

0.75
0.8

0.9
1.0

𝑥
𝑎
1

5.2359
5.2321

5.2105
5.1504

5.0488
4.9323

4.8360
4.8025

4.7801
4.7633

4.7617
𝑥
𝑟
1

5.1276
5.0721

5.0615
5.0557

5.0141
4.9295

4.8318
4.7895

4.7558
4.7187

4.7124
𝑘
2𝑑
1

0.0414
0.0612

0.0572
0.0368

0.0137
0.0011

0.0017
0.0054

0.0102
0.0187

0.0207
𝑥
𝑎
2

4.7990
4.8593

4.8671
4.8230

4.7616
4.7203

4.7141
4.7222

4.7342
4.7567

4.7617
𝑥
𝑟
2

4.7124
4.7124

4.7124
4.7124

4.7124
4.7124

4.7124
4.7124

4.7124
4.7124

4.7124
𝑘
2𝑑
2

0.0361
0.0605

0.0636
0.0459

0.0207
0.0033

0.0007
0.0042

0.0092
0.0186

0.0207
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жнiх розмiрiв окремих дiлянок перетворювачiв. Частоти визначались чисельним спосо-
бом як коренi визначникiв ∆𝑎 i ∆𝑟, заданих формулами (12)(12). Табл. 1Табл. 1 i 22 iлюстру-
ють одержанi результати для випадку, коли з попередньо поляризованої до насичен-
ня пластини-стрижня бiля обох торцiв було видалено частину електродного покрит-
тя. Розрахунки робилися для гiпотетичного стрижня зi статичним поперечним КЕМЗ
𝑘2
31 = 0.19 при вiдповiдному до нього вiдношеннi хвильових чисел 0.9. Отриманi частоти

позначенi в таблицях через 𝑥𝑎1 i 𝑥𝑟1. Символами 𝑥𝑎2 i 𝑥𝑟2 позначенi частоти, якi вiдпо-
вiдають вiдношенню хвильових чисел 1.0, як було прийнято в роботi [88], де не бралася
до уваги рiзниця швидкостей звуку на електродованих i неелектродованих дiлянках.

Квадрати динамiчних КЕМЗ визначалися за вiдомою формулою Мезона [88, 1212, 1818,
5656,6060–6262]:

𝑘2
𝑑 =

𝑓 2
𝑎 − 𝑓 2

𝑟

𝑓 2
𝑎

∼=
𝑓 2
𝑛 − 𝑓 2

𝑚

𝑓 2
𝑛

∼=
2(𝑓𝑛 − 𝑓𝑚)

𝑓𝑛
. (27)

Порiвняння наведених у таблицях даних показує, що результати обох наближень
сходяться в граничному випадку суцiльних електродiв (𝛾 = 1) i розходяться тим дуж-
че, чим менша електродна дiлянка. При урахуваннi згаданої вище рiзницi швидкостей
звуку максимум квадрату динамiчного КЕМЗ, який перевищує його величину для стри-
жня з суцiльними електродами в 1.152 рази, досягається на основному поздовжньому
резонансi при 𝛾 = 0.7. При нехтуваннi цiєю рiзницею максимум квадрату динамiчного
КЕМЗ спостерiгається при 𝛾 = 0.75 — зростання у 1.139 рази у порiвняннi з повнiстю
електродованим стрижнем. Аналогiчний результат отримав А. Т. Улiтко, застосувавши
енергетичний спосiб визначення КЕМЗ [1717,1818]. Максимум квадрату динамiчного КЕМЗ
на модi 𝐿3 досягається при 𝛾 = 0.2з урахуванням рiзницi швидкостей (спостерiгаємо
зростання проти суцiльних електродiв у 2.96 рази) i 𝛾 = 0.3 — без нього (зростання в
3.07 рази).

Адмiтанс стрижня з розмiрами 100× 10× 1 мм, аналогiчного до розглянутого в [1111],
розраховувався з використанням формул (1)(1)–(4)(4), (12)(12) при заданих величинах 𝜀33𝑚 =
0.01, 𝜆 = 0.9, 𝛾 = (0.1 . . . 0.999), 𝑠11𝑚 = 0.01, 𝑑31𝑚 = 0.01, 𝑎𝐶0 = 1.31 См/м, 𝑘2

31 = 0.19.
За результатами розрахунку для мод 𝐿1 i 𝐿3 побудованi графiки Рис. 2Рис. 2. Ампiлтудно-
частотну характеристику (АЧХ) адмiтансу побудовано для випадку, коли електродна
дiлянка займає 0.33 площi пластини. Обидва графiки добре узгоджуються мiж собою —
моди 𝐿1 i 𝐿3 при такiй геометрiї електродного покриття практично рiвноцiннi.

Адмiтанс пластини-стрижня для випадку роздiлених з обох сторiн на три дiлянки
електродiв визначався за формулою

𝑌 =
𝐼

𝑉1

=−𝑗𝜔𝐶𝑇
0

{︂
𝛾

[︂
1−𝑘2

31+
𝑘2
31

𝛾𝜅

∆1

∆
sin 𝛾𝜅

]︂
+(1−𝛾)

[︂
(1−𝑘2

31)𝜇2+
𝑘2
31

𝜅−𝛾𝜅

∆0

∆

]︂}︂
, (28)

отриманою з виразу (16)(16) для повного струму. На Рис. 3Рис. 3 показанi АЧХ адмiтансу вира-
хуванi для призми 70.3× 8.1× 6.8/7.3 мм iз п’єзокерамiки ЦТБС-3 з експериментально
отриманими параметрами 𝜀33𝑚 = 0.0022, 𝑠11𝑚 = 0.0016, 𝑑31𝑚 = 0.003, 𝑎𝐶0 = 0.129 См/м,
𝑘2
31 = 0.074.

Випадок нерiвномiрного електричного навантаження, коли iснує усього двi електро-
днi дiлянки, детально проаналiзовано в публiкацiях [1212,1313]. Це дозволяє тому обмежи-
тись лише порiвнянням напруженого стану для кiлькох можливих режимiв, знайденого
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Рис. 2. Залежнiсть адмiтансу стрижня 100× 10× 1 мм:
а — вiд розмiру електродної дiлянки, б — вiд частоти
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Рис. 3. Розрахованi АЧХ протифазного стрижня-призми 70.3× 8.1× 6.8/7.3 мм з двома
двобiчними розрiзами електродного покриття:

а — при 𝛾 = 0.333, б — при 𝛾 = 0.999
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Рис. 4. Розрахованi розподiли поздовжнiх напружень у стрижнi-призмi
70.3× 8.1× 6.8/7.3 мм з двостороннiм розрiзом електродного покриття:

а — для суцiльних електродiв, б — для протифазних електродiв, в — для закорочених електродiв
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з використанням формул (19)(19) i (21)(21). При побудовi графiкiв Рис. 4Рис. 4 спершу розрахову-
вались АЧХ напружень в дiапазонi безрозмiрних частот (1 . . . 10), а потiм на частотах
максимумiв вiдтворювались розподiли вздовж координати. По вертикалi вiдкладенi ам-
плiтуднi значення поздовжнiх напружень 𝜎*, нормованi по 𝑑31𝐸𝑥1. Коли електроднi дi-
лянки з’єднанi мiж собою як суцiльнi (див. Рис. 4Рис. 4а) найсильнiшою є перша поздовжня
мода 𝐿1. Водночас, мода 𝐿3 змiнює знак механiчних напружень на лiнiях, якi лежать
на вiдстанi 1/3 вiд обох торцiв. Для її видiлення треба дiлити електродне покриття на
три рiвнi дiлянки з обох бокiв i навантажувати їх протифазно. Саме до такого висновку
прийшли автори статтi [1111] на основi енергетичного пiдходу.

Протифазне з’єднання сусiднiх електродiв супроводжується придушенням непарних
мод 𝐿1, 𝐿3, 𝐿5 тощо i видiленням першої парної моди 𝐿2, а також її обертонiв 𝐿6 i 𝐿10.
Амплiтуда напружень видiленої моди 𝐿2 досягає того ж рiвня, що й напруження моди
𝐿1 для суцiльних електродiв (див. Рис. 4Рис. 4б). Коротке замикання половини електродного
покриття вносить настiльки сильну неоднорiднiсть, що стає можливим збудження як
непарних, так i деяких парних мод. При цьому амплiтуди мод 𝐿1, 𝐿2 стають однако-
вими, але вдвiчi меншими (див. Рис. 4Рис. 4в). Мода 𝐿4 не збуджується i в цьому випадку.
Щоб її отримати, треба роздiлити електродне покриття аж на чотири однаковi дiлян-
ки i з’єднати їх протифазно. Зрозумiло, що на практицi видiляти вищi моди коливань
шляхом роздiлення i протифазного живлення електродiв можна лише для дуже тонких
i вузьких стрижнiв.

4. ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНЕ ДОСЛIДЖЕННЯ ВИМУШЕНИХ КОЛИВАНЬ
П’ЄЗОКЕРАМIЧНИХ РЕЗОНАТОРIВ

Для експериментального визначення компонентiв повної провiдностi в дiапазонi ча-
стот автором було запропоновано вдосконалену схему Мезона [5151–5454] з комутатором,
яка дає можливiсть послiдовно вимiрювати спади напруг на дослiдному п’єзоелементi
𝑈𝑝𝑒, увiмкнутому послiдовно з ним резисторi навантаження 𝑈𝑅 i на входi схеми вимiрю-
вання 𝑈𝑖𝑛. Спад електричної напруги на резисторi навантаження 𝑈𝑅 пропорцiйний до
струму, який протiкає через дослiджуваний п’єзоелемент. Знаючи величини вимiряних
напруг разом з вiдповiдними до них частотами 𝑓 i номiналом резистора навантаження
𝑅, повну провiднiсть 𝑌𝑝𝑒, її активну 𝑌𝑎𝑐 й реактивну 𝑌𝑟𝑒 компоненти, миттєву поту-
жнiсть 𝑃𝑝𝑒, вхiдний iмпеданс 𝑍𝑝𝑒, фазовi зсуви мiж струмом i напругами вираховували
за формулами

𝑌𝑝𝑒 =
𝐼𝑝𝑒
𝑈𝑝𝑒

=
𝑈𝑅

𝑅𝑈𝑝𝑒

, 𝑌𝑎𝑐 = 𝑌𝑝𝑒 cos𝛼, 𝑌𝑟𝑒 = 𝑌𝑝𝑒 sin𝛼 = 𝑌𝑝𝑒 sin(arccos𝛼),

𝑃𝑝𝑒 = 𝑈𝑝𝑒𝐼𝑝𝑒 =
𝑈𝑅𝑈𝑝𝑒

𝑅
, 𝑍𝑝𝑒 =

1

𝑌𝑝𝑒

, cos𝛼 =
𝑈2
𝑝𝑒 + 𝑈2

𝑅 − 𝑈2
𝑖𝑛

2𝑈𝑝𝑒𝑈𝑅

.

Тут 𝐼𝑝𝑒 — електричний струм, який протiкає через п’єзоелемент i його навантажуваль-
ний резистор 𝑅; 𝛼 — кут мiж спадом напруги на п’єзоелементi 𝑈𝑝𝑒 i струмом у ньому
𝐼𝑝𝑒 (або, що те саме, мiж спадами напруг 𝑈𝑝𝑒 та 𝑈𝑅). Величина опору резистора наван-
таження вибиралася згiдно з рекомендацiями роботи [6262] для класичної схеми Мезона.

Експериментальнi дослiдження проводились у такiй послiдовностi. Дослiднi зраз-
ки — стрижнi з поперечною поляризацiєю — виготовлялися зi шматкiв тонких дискiв
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п’єзокерамiк ЦТС-19 i ЦТБС-3 шляхом шлiфування чи бралися готовими. До суцiль-
них або роздiлених електродiв припаювались гнучкi багатожильнi провiдники завтов-
шки 0.5 мм при довжинi до 50 мм. Спочатку мостом змiнного струму Е 8-4 на частотi
1000 Гц вимiрювалися статичнi ємностi 𝐶0 й тангенси дiелектричних втрат tg 𝛿 = 𝜀33𝑚.
Отриманi результати використовувалися в розрахунках. До виходу генератора Г3-56/1,
увiмкнутого на вихiдний опiр 50 Ом, приєднувався узгоджувальний подiльник напруги з
двох послiдовно увiмкнутих резисторiв з номiналами 68 i 10 Ом. Послiдовно з’єднанi мiж
собою дослiджуванi п’єзоелементи й резистори навантаження через комутатор приєд-
нувалися паралельно до вихiдного резистора узгоджувального подiльника електричної
напруги. Частота коливань вимiрювалась електронним частотомiром Ч3-38, а спади
напруг реєструвались цифровим вольтметром В2-27А/1 або мiлiвольтметром В3-38.

Дослiдження велися в дiапазонi частот (20 . . . 200) кГц на зразках iз суцiльними
електродами, якi потiм роздiлялися на окремi дiлянки вузькими двостороннiми розрi-
зами за допомогою гострих твердосплавних iнструментiв. Отриманi електроднi дiлянки
певним чином з’єднувались мiж собою ж або залишались вiльними. Напружений стан
дослiджувався методом п’єзотрансформаторного датчика, детально описаним у [5757,5959].

5. ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНI РЕЗУЛЬТАТИ ТА ЇХ АНАЛIЗ

Наведенi нижче результати були отриманi на зразках у виглядi вузьких призм з
п’єзокерамiки ЦТБС-3 завдовжки 70.3 мм i завширшки 8.1 мм з трапецiєподiбним пе-
ретином. Вужча сторона трапецiї мала розмiр 6.8 мм, а ширша — 7.3 мм. Площини
70.3 × 8.1 мм були вкритi тонкими суцiльними срiбними електродами, зразки були по-
ляризованi по товщинi. Дослiджувалися вимушенi електромеханiчнi коливання трьох
призм. Електродне покриття першої залишалося суцiльним, у другiй було зроблено дво-
стороннiй розрiз посерединi, а в третiй — два двостороннi розрiзи рiвновiддаленi один
вiд одного i вiд країв.

Зауважимо, що, хоча розмiри зразкiв i були однаковими, проте вони дещо вiдрiзня-
лися своїми властивостями. Насамперед, це стосується статичних ємностей i тангенсiв
дiелектричних втрат, якi наведено в Табл. 3Табл. 3. Позначення у горiшньому рядку 1.1; 2.1,
2.2 i 2.3; 3.1 i 3.2 означають: перша призма суцiльнi, електроди; друга призма суцiль-
нi, протифазнi й закороченi електроди; третя призма суцiльнi й протифазнi електроди
вiдповiдно.

З таблицi видно, що статичнi ємностi призм iз суцiльними електродами (схема 1.1)
або при з’єднаннi роздiлених електродiв синфазно (схеми 2.1 i 3.1)вiдрiзняються лише
на 6%. Протифазне з’єднання з одним двостороннiм розрiзом (схема 2.2) призводить до
зростання ємностi на 11%, а з двома розрiзами (схема 3.2) — на 28%. При короткому
замиканнi половини електродного покриття (схема 2.3) вимiряна ємнiсть не дорiвнює
половинi ємностi при суцiльних електродах, як слiд було чекати, а становить порядку

Табл. 3. Статичнi ємностi й дiелектричнi втрати дослiдних зразкiв

Схема 1.1 2.1 2.2 2.3 3.1 3.2
𝐶0, пФ 1296 1300 1443 780 1228 1570
tg 𝛿 0.0022 0.0026 0.0029 0.0031 0.0022 0.003
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0.6 вiд неї. Очевидно, пояснення цiєї аномалiї слiд шукати в проявах «паразитних»
ємностей, якi виникають на межах роздiлення, оскiльки ширина самих розрiзiв сягає
лише сотих часток мiлiметра. На жаль, жодна теорiя не може врахувати наявностi
«паразитних» ємностей, але про неї слiд пам’ятати, щоб уникнути завищених оцiнок
при розрахунках статичної ємностi.

Вимiрянi частоти максимумiв та мiнiмумiв адмiтансу в кiлогерцах, а також вiдпо-
вiднi до них квадрати динамiчних КЕМЗ для схем 1.1–3.2 поданi в Табл. 4Табл. 4. Символами
𝐿2* i 𝐿6* позначенi слабко збуджуванi «моди-супутники», якi спостерiгаються при про-
тифазних або закорочених електродах у схемах 2.2 i 2.3.

При змiнi умов електричного навантаження змiнюються також максимуми 𝑌𝑚 й мi-
нiмуми 𝑌𝑛 адмiтансу, про що свiдчать данi Табл. 5Табл. 5, побудованої аналогiчно до Табл. 4Табл. 4.
Порожнi клiтинки обох таблиць вказують на те, що вiдповiдна мода в експериментi
не реєструвалась. У таблицях також наведенi вiдношення 𝑘* = 𝑘2

𝑑𝑖/𝑘
2
𝑑0 квадратiв дина-

мiчних КЕМЗ кожного зареєстрованого резонансу до вiдповiдного параметра моди 𝐿1
при суцiльних електродах.

Для призми з одним двостороннiм розрiзом електродного покриття вздовж її по-
ловини посерединi було видiлено 11 п’єзотрансформаторних датчикiв дiаметром 3 мм
кожний, розмiщених на вiдстанях 0; 3.2; 6.5; 9.5; 12.5; 15.5; 18.7; 21.5; 25; 28.2 i 32.2 мм вiд
центру [1212]. Середня ємнiсть датчикiв вiдносно основних електродiв становила 135.2 пФ.
Їхня наявнiсть може бути однiєю з причин появи «супутникiв» праворуч вiд мод 𝐿2 та
𝐿6.

Коефiцiєнти передачi п’єзотрансформаторних датчикiв пропорцiйнi до механiчних
напружень пiд ними. Як видно з Рис. 5Рис. 5, їх розподiли вздовж половини поздовжньої
координати, отриманi в експериментах з призмою-стрижнем, повнiстю вiдповiдають
розрахунковим кривим Рис. 4Рис. 4. При аналiзi кривих слiд узяти до уваги, що вольтметр
не реагує на полярнiсть вимiрюваних електричних напруг, тому на експериментальних
графiках немає негативних величин, а переходам через нуль кривих на Рис. 4Рис. 4 вiдповiд-
ають мiнiмуми кривих на Рис. 5Рис. 5.

АЧХ адмiтансу призми з двостороннiм розрiзом електродного покриття, показанi на
Рис. 6Рис. 6, також залежать вiд вибраної схеми навантаження. В дiапазонi ультразвукових
частот генератора (20 . . . 207) кГц у призмi з розмiрами 70.3× 8.1× 6.8/7.3) мм при су-
цiльних електродах спостерiгаються поздовжнi моди 𝐿1, 𝐿3, 𝐿5 i 𝐿7. Також вiдзначимо
кiлька iнтенсивних мод, про характер яких на базi отриманих даних говорити важко
(див. Рис. 6Рис. 6а), i якi маскують собою вищi обертони поздовжнiх коливань. Вмходячи з
цього, для стрижня вибраної геометрiї доводиться обмежитись модою 𝐿7. У випадку
протифазного навантаження (Рис. 6Рис. 6б) видiляються моди 𝐿2 i 𝐿6, а праворуч вiд них
з’являються слабенькi «супутники» 𝐿2* i 𝐿6*. При закорочуваннi половини електродно-
го покриття реєструються як «непарнi», так i «парнi» моди коливань. Вiдсутня лише
«парна» моди 𝐿4 — щоб її отримати, треба роздiляти електродне покриття на чотири
однаковi по довжинi дiлянки й навантажувати електроди протифазно.

При двосторонньому роздiленнi електродного покриття призми на три однаковi дi-
лянки АЧХ спадiв напруг знiмалися для двох режимiв електричного навантаження —
синфазного i протифазного. Рис. 7Рис. 7 iлюструє отриманi експериментальнi й розрахунковi
результати для мод 𝐿1 та 𝐿3. Останнi було отримано з використанням формул [1818–
2020, 3030]. Оскiльки моди 𝐿1, 𝐿5 при протифазному живленнi не реєструвалися, то вимi-
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Табл. 4. Зареєстрованi моди коливань, характернi частоти й квадрати динамiчних КЕМЗ
п’єзокерамiчних призм iз двостороннiми розрiзами електродного покриття

Схема 𝑓 𝐿1 𝐿2 𝐿2* 𝐿3 𝐿5 𝐿6 𝐿6*

𝑓𝑚 25.744 76.022 124.432
2.1 𝑓𝑛 26.363 76.242 124.668

𝑘2
𝑑 0.047 0.0064 0.0026

𝑓𝑚 25.735 51.071 53.172 146.057 148.219
2.2 𝑓𝑛 25.795 52.092 53.244 146.910 148.811

𝑘2
𝑑 0.0047 0.0392 0.0027 0.0116 0.0021

𝑓𝑚 25.741 51.047 53.029 75.941 124.119 146.150
2.3 𝑓𝑛 26.033 51.686 53.275 76.312 124.606 148.836

𝑘2
𝑑 0.0224 0.0246 0.0092 0.0097 0.0078 0.0093

𝑓𝑚 26.268 77.639 127.067
3.1 𝑓𝑛 27.097 77.899 127.336

𝑘2
𝑑 0.061 0.0067 0.0041

𝑓𝑚 77.459
3.2 𝑓𝑛 79.439

𝑘2
𝑑 0.051

𝑓𝑚 25.623 75.731 123.863
1.1 𝑓𝑛 26.398 76.013 124.028

𝑘2
𝑑 0.059 0.0074 0.0026

Табл. 5. Адмiтанси й квадрати вiдносних динамiчних КЕМЗ п’єзокерамiчних призм
iз двостороннiми розрiзами електродного покриття

Схема 𝑌, 𝑘* 𝐿1 𝐿2 𝐿2* 𝐿3 𝐿5 𝐿6 𝐿6*

𝑌𝑚 5.49 2.11 1.434
2.1 𝑌𝑛 0.033 0.179 0.78

𝑘* 1.0 0.135 0.055
𝑌𝑚 0.273 0.21 0.426 2.20 1.32

2.2 𝑌𝑛 0.206 0.053 0.074 0,923 1.15
𝑘* 0.1 0.834 0.057 0.246 0.172
𝑌𝑚 1.885 3.59 0.222 0.739 0.767 1.15

2.3 𝑌𝑛 0.035 0.039 0.156 0.251 0.571 0.59
𝑘* 0.476 0.523 0.196 0.206 0.166 0.197
𝑌𝑚 7.81 3.32 1.86

3.1 𝑌𝑛 0.033 0.124 0.60
𝑘* 1.0 0.11 0.066
𝑌𝑚 8.65

3.2 𝑌𝑛 0.067
𝑘* 0.82
𝑌𝑚 10.64 3.42 2.12

1.1 𝑌𝑛 0.034 0.119 0.61
𝑘* 1.0 0.126 0.044
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Рис. 5. Розподiли коефiцiєнтiв
трансформацiї стрижня-призми

70× 8× 7 мм з двостороннiм розрiзом
електродного покриття:

а — при суцiльних електродах,
б — при протифазних електродах,
в — при закорочених електродах
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Рис. 6. АЧХ адмiтансу призми
з двостороннiм розрiзом
електродного покриття:

а — при суцiльних електродах,
б — при протифазних електродах,
в — при закорочених електродах

рювання велися у звуженому частотному дiапазонi (75 . . . 80) кГц. Вiдзначимо хороше
узгодження розрахункових i експериментальних кривих.

На Рис. 8Рис. 8 наведенi графiки частотних залежностей вихiдних потенцiалiв багатоеле-
ктродного п’єзотрансформатора на модах 𝐿1, 𝐿2 i 𝐿3. У вiдповiдностi зi схемою Рис. 1Рис. 1б,
призма мала три пари електродiв — два центральних, два бiля лiвого краю пластини
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Рис. 8. АЧХ коефiцiєнтiв передачi багатоелектродного п’єзотрансформатора на модах:
а — 𝐿1, б — 𝐿2, в — 𝐿3
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Рис. 9. Порiвняння спектрiв:
а — п’єзотрансформатора з сторонами ∼ 𝑏/𝑙 = 4.44, б — пластини з сторонами ∼ 𝑏/𝑙 = 4.5
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i два бiля правого. До генератора приєднувалась лiва пара електродiв. Як i слiд було
очiкувати, коефiцiєнт передачi залежав вiд мiсця розташування вихiдного електрода
й моди коливань. Поблизу першого поздовжнього резонансу 𝐿1 бiльш високi вихiднi
напруги виникають на центральних електродах (див. кривi 1 i 2 на Рис. 8Рис. 8а).

На модi 𝐿3 спостерiгається незначна залежнiсть вихiдного потенцiалу вiд положення
електрода (див. Рис. 8Рис. 8в). Водночас, мода 𝐿2, яка взагалi не збуджується при суцiльних
електродах, демонструє найбiльшу залежнiсть вихiдної напруги вiд розташування еле-
ктродiв. Вона має два максимуми вихiдної напруги на частотах 52.446 i 53.109 кГц
(див. Рис. 8Рис. 8б). Причина «роздвоєння» резонансної частоти, ймовiрно,полягає у значно-
му впливi вихiдних електродiв на вхiднi. Про це свiдчить i помiтне зростання частот
максимумiв коефiцiєнтiв передачi на модах 𝐿1 (26.95 кГц) i 𝐿3 (78.95 кГц) в режимi
багатоелектродного п’єзотрансформатора порiвняно з вiдповiдними частотами макси-
мумiв адмiтансу при наявностi суцiльних електродiв — 26.268 i 77.639 кГц (див. Табл. 4Табл. 4).

Зауважимо, що дослiдженi три призми рiзнилися не лише власними статичними
ємностями, а й квадратами поперечних КЕМЗ 𝑘2

31 i механiчними добротностями. Так,
коефiцiєнти, визначенi за вiдомою формулою [6161,6262]

𝑘2
31

1− 𝑘2
31

=
𝜋

2

𝑓𝑛
𝑓𝑚

tg
(︂
𝜋

2

𝑓𝑛 − 𝑓𝑚
𝑓𝑛

)︂
, (29)

становили 0.072 (призма з суцiльними електродами), 0.074 (призма з двома розрiзами
при синфазному живленнi) i 0.058 (призма iз одним розрiзом при синфазному жив-
леннi). Механiчнi добротностi 𝑄𝑚 визначалися за АЧХ адмiтансу на рiвнi −3 дБ [5151]
i при однакових умовах становили 962.5; 627 i 525.6 вiдповiдно. Цiлком можливо, що
зниження добротностi зразкiв вiдбувається саме є внаслiдок роздiлення електродного
покриття. Нагадаємо, що в призмi з одним двостороннiм розрiзом були наявнi ще й 11
п’єзотрансформаторних датчикiв, видiлених на половинi її поверхнi.

У випадку класичного поперечно-поздовжнього п’єзотрансформатора вплив неодно-
рiдностi електричного навантаження виявляється настiльки сильним, що моди 𝐿1 та
𝐿2 мають практично однаковi коефiцiєнти трансформацiї в режимi холостого ходу. Це
ефект був описаний ранiше в публiкацiях [3939–4141, 5757, 5959], де було також показано, що
спектр коливань п’єзотрансформатора набагато щiльнiший, нiж у прямокутної пласти-
ни з тими ж геометричними параметрами. Цi вiдмiнностi проiлюстрованi на Рис. 9Рис. 9.

Поведiнка будь-якого п’єзоелектричного перетворювача iстотно залежить також вiд
способу електричного навантаження, тобто вiд того, що пiдтримується сталим за ам-
плiтудою в процесi вимiрювань на рiзних частотах — струм, напруга, потужнiсть чи
коливна швидкiсть. Зокрема, в статтi [6363] показано, що в режимi заданого (сталого
за амплiтудою) спаду напруги на п’єзоелементi при наближеннi до резонансу миттєва
потужнiсть зростає, а поблизу вiд антирезонансу — знижується. Навпаки, в режимi за-
даного (сталого за амплiтудою) струму через п’єзоелемент при наближеннi до резонансу
миттєва потужнiсть знижується, а поблизу вiд антирезонансу — збiльшується. Саме ця
обставина може бути причиною виявленої авторами робiт [6464, 6565] нелiнiйностi повної
провiдностi в умовах великої вхiдної потужностi, а також неможливостi забезпечити
режим сталого струму на антирезонансi.
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6. ВИСНОВКИ

Використання неповнiстю електродованих п’єзоелектричних перетворювачiв дозво-
ляє пiдбирати бажану величину динамiчного КЕМЗ i змiнювати в широких межах адмi-
танс, що може бути необхiдним для узгодження таких пристроїв з навантаженням.
Впливати в такий спосiб можна лише на основний резонанс, оскiльки при використаннi
часткових електродах обертони ослабленi.

Завдяки роздiленню електродiв на кiлька дiлянок з наступним неоднорiдним їх на-
вантаженням виникає можливiсть як «пiдсилювати» окремi обертони, так i «гасити»
небажанi резонанси, включаючи основну моду коливань. Це можна робити доти, по-
ки вибраний для «пiдсилення» обертон не стане «маскуватися» бiльш iнтенсивними
поперечними i/або товщинними резонансами.

У високодобротних перетворювачах типу п’єзотрансформаторних датчикiв наяв-
нiсть вузьких розрiзiв електродного покриття i вiльних електродних дiлянок може при-
звести не тiльки до зниження механiчної добротностi та зростання втрат, але й до появи
слабших чи сильнiших «супутникiв», особливо помiтних бiля «парних» мод, якi при на-
явностi суцiльних електродiв взагалi неможливо збудити.

Використана у цьому дослiдженнi одновимiрна стрижнева модель добре описує по-
чатковий iнтервал частотного спектра коливань системи з суцiльними i роздiленими
електродах навiть для таких конструктивних елементiв як довгi п’єзокерамiчнi при-
зми з трапецiєподiбним поперечним перерiзом. Аналiз iнтенсивних високочастотних ре-
зонансiв таких перетворювачiв вимагає додаткових теоретичних i експериментальних
дослiджень.
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[48] P. Půlpán and J. Erhart, “Experimental verification of an analytical model for the ring
shaped piezoelectric transformer,” Journal of Electrical and Electronics Engineering,
vol. 8, no. 2, pp. 23–28, 2015.

[49] K. Nadal, F. Pigache, and J. Erhart, “Modeling of a ring Rosen-type piezoelectric
transformer by Hamilton’s principle,” IEEE Transactions on Ultrasonics, Ferroelectrics,
and Frequency Control, vol. 62, no. 4, pp. 709–720, 2015.

[50] S. Dong, “Review on piezoelectric, ultrasonic and magnetoelectric actuators,” Journal
of Advanced Dielectrics, vol. 2, no. 1, pp. 1230001(1–18), 2012.

[51] V. L. Karlash, “Methods for determining of the coupling and energy loss coefficients at
vibration of piezoceramic resonators,” Acoustic Bulletin, vol. 15, no. 4, pp. 24–38, 2012.

[52] M. O. Shul’ga and V. L. Karlash, “Amplitude-phase characteristics of radial vibrations of
a thin piezoceramic disk near resonances,” Reports of the National Academy of Sciences
of Ukraine, no. 9, pp. 80–86, 2013.

[53] V. L. Karlash, “Energy losses in piezoceramic resonators and its influence on vibrations’
characteristics,” Electronics and Communication, vol. 19, no. 2(79), pp. 82–94, 2014.

188



ISSN 2616-6135. ГIДРОДИНАМIКА I АКУСТИКА. 2018. Том 1(91), № 2. С. 160160–190190.

[54] V. L. Karlash, “Modeling of energy-loss piezoceramic resonators by electric equivalent
networks with passive elements,” Mathematical Modeling and Computing, vol. 1, no. 2,
pp. 163–177, 2014.

[55] R. Holland, “Representation of dielectric, elastic and piezoelectric losses by complex
coefficients,” IEEE Transactions on Sonics and Ultrasonics, vol. SU-14, pp. 18–20, 1967.

[56] N. A. Shul’ga and A. M. Bolkisev, Vibration of piezoceramic bodies. Kiev: Naukova
Dumka, 1990.

[57] M. O. Shul’ga and V. L. Karlash, Resonant electromechanic vibration of piezoceramic
plates. Kyiv: Naukova Dumka, 2008.

[58] B. Jaffe, W. R. Cook, and H. Jaffe, Piezoelectric ceramics. New York: Academic Press,
1971.

[59] V. L. Karlash, “Resonant electromechanical vibrations of piezoelectric plates,” Internati-
onal Applied Mechanics, vol. 41, no. 7, pp. 709–747, 2005.

[60] G. V. Katz, ed., Magnetic and dielectric devices. Part I. Moscow: Energiya, 1964.

[61] “IRE standards on piezoelectric crystals: Measurements of piezoelectric ceramics,”
Proceedings of IRE, vol. 49, pp. 1161–1169, 1961.

[62] I. A. Glozman, Piezoceramics. Moscow: Energiya, 1972.

[63] O. I. Bezverkhyi, L. P. Zinchuk, and V. L. Karlash, “Effect of the electrical loadi-
ng on forced vibrations of transversely polarized piezoceramic bars,” Electronics and
Communication, vol. 20, no. 4(87), pp. 77–88, 2015.

[64] K. Uchino, J. H. Zheng, Y. H. Chen, X. H. Du, J. Ryu, Y. Gao, S. Ural, S. Priya,
and S. Hirose, “Loss mechanisms and high power piezoelectrics,” Journal of Materials
Science, vol. 41, pp. 217–228, 2006.

[65] K. Uchino, Y. Zhuang, and S. O. Ural, “Loss detertmination methodology for a pi-
ezoelectric ceramic: New phenomenological theory and experimental proposals,” Journal
of Advanced Dielectrics, vol. 1, no. 1, pp. 17–31, 2011.

В. Л. Карлаш
Анализ вынужденных колебаний пьезоэлектрических

преобразователей при неравномерном электрическом нагружении

На примерах задач о вынужденных колебаниях узких пьезокерамических пластин-
стержней с частично электродированными поверхностями или с разрезами элек-
тродного покрытия в статье рассмотрено влияние неравномерного электрического
нагружения на адмиттанс и динамический коэффициент электромеханической свя-
зи (КЭМС) преобразователей энергии данного типа. На основе анализа отечествен-
ных и зарубежных библиографических источников дана широкая ретроспектива
исследований в этом направлении за последние сто лет. В последующих разделах
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приведены основные соотношения линейной теории электроупругости и сформу-
лированы краевые задачи для случаев установившихся вынужденных колебаний
тонкостенных пьезоэлектрических резонаторов с поперечной поляризацией. Даны
выражения для вычисления энергетических характеристик процесса, в частности,
динамического КЭМС. Рассмотрен ряд конкретных математических постановок
для разных конфигураций поверхностных электродов. Показано, что противофаз-
ное возбуждение колебаний может быть эффективным средством для выделения
обертонов, соответствующих высшим модам, и повышения таким образом рабочих
частот резонаторов. Наличие безэлектродных участков может привести к неко-
торому (хотя и незначительному) повышению КЭМС основного резонанса. След-
ствием закорачивания части электродов становится возбуждение как нечетных,
так и четных продольных мод, которые не возбуждаются при сплошном электро-
дировании. Расчеты напряженного состояния и адмиттанса хорошо согласуются
с экспериментальными данными об амплитудно-частотных характеристиках вы-
нужденных колебаний пьезоэлектрических пластин з поверхностями, покрытыми
секционированными электродами.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: пьезокерамические преобразователи, коэффициент элек-
тромеханической связи, вынужденные колебания, адмиттанс, активная и реактив-
ная компоненты, напряженное состояние

V. L. Karlash
Analysis of forced vibration of piezoceramic transducers at a non-uniform

electric loading

The influence of a non-uniform electric loading on the admittance and dynamic elec-
tromechanical coupling factor (EMCF) for transducers of mentioned type is studied
considering the examples of the problems describing the forced vibration of narrow
piezoceramic plates-bars with partially-electroded surfaces or divided electrodes. A
wide retrospective of the researches in this area for recent century is represented on
the basis of analysis of the domestic and foreign bibliographic sources. The basic rela-
tions of the linear theory of electroelasticity are presented in the following sections and
boundary problems for the cases of steady forced vibration of the thin-walled piezo-
electric resonators with transversal polarization are formulated. The expressions for
calculation of energy characteristics of the process (in particular, the dynamic EMCF)
are offered. The mathematical statements corresponding to various configurations of
the surface electrodes are considered. The anti-phase vibration excitation is shown to
be an effective instrument for selecting the overtones corresponding to high modes and,
consequently, for increasing the operating frequency. The presence of the electrodeless
areas may lead to a certain (still, insignificant) EMCF increase of the fundamental
resonance. Partial short-circuiting of the electrodes is resulted in occurrence of both
odd and even longitudinal modes, which cannot be excited with full electrodes. The
calculations made for stress state and admittance are in good agreement with the
experimental data on amplitude-frequency characteristics of the forced vibration of
piezoelectric plates the surfaces of which are covered with the sectional electrodes.

KEY WORDS: piezoceramic transducers, electromechanical coupling factor, forced vi-
bration, admittance, active and reactive components, stress state
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