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ÂÑÒÓÏÍÅ ÑËÎÂÎ

Åñòü ìíîãîå íà ñâåòå, äðóã Ãîðàöèî,
×òî è íå ñíèëîñü íàøèì ìóäðåöàì.

Ó. Øåêñïèð. Ãàìëåò (1601 ã.)

Íàøó êíèãó ìè â³äêðèâàºìî øåêñï³ð³âñüêèìè ðÿäêàìè. Âîíè 
íàïèñàí³ ÷îòèðèñòà ðîê³â òîìó. Àëå ÿê òîä³, òàê ³ ñüîãîäí³ ëþ-
äèíà ïîñòóïîâî ï³çíàº ïðèðîäó, ðîçøèðþºòüñÿ ãîðèçîíò ¿¿ áà-
÷åííÿ, à îòæå, ³ â ìàéáóòíüîìó äîñë³äíèêàìè áóäå â³äêðèòî ùå 
áàãàòî íîâîãî ³ ö³êàâîãî. Ìè æèâåìî ó ÷àñ âåëèêèõ ³ øâèäêèõ 
çì³í. Çà òàêèõ óìîâ ðîçâèòîê íàóêè ÿê ïðèêëàäíî¿, òàê ³ àêà-
äåì³÷íî¿ º äóæå âàæëèâèì äëÿ ñóñï³ëüñòâà. Àäæå ñïèðàþ÷èñü 
ñàìå íà íàóêîâ³ äîñë³äæåííÿ, çàâäÿêè ñï³ëüíèì çóñèëëÿì ëþ-
äåé ìîæíà ïåðåäáà÷èòè ³ ñïðèÿòè âèð³øåííþ ð³çíèõ ïðîáëåì, 
ÿê³ âïëèâàþòü ÿê íà îêðåìó ëþäèíó, òàê ³ íà âåñü ñâ³ò ó ö³ëî-
ìó. Ç öèìè äóìêàìè ³ ç íàä³ºþ íà ìàéáóòíº ìè ïðàöþâàëè íàä 
êíèãîþ. Çðîçóì³ëî, ùî äóìêè ö³ íå íîâ³, àëå ùîá ï³äêðåñëèòè 
¿õ âàãîì³ñòü, ìè, çâåðòàþ÷èñü äî ÷èòà÷à, õî÷åìî íàãàäàòè âèñ-
ë³â Ïóàíêàðå ùîäî “íàóêè çàðàäè íàóêè”, òîáòî ïðîáëåìè 
ðîçâèòêó íàóêè ³ ¿¿ ì³ñöÿ â æèòò³ ñóñï³ëüñòâà [, ñ. 281—282]:

“Óðîâåíü öèâèëèçàöèè çàâèñèò îò íàóêè è èñêóññòâà. Ôîðìó-
ëà “íàóêà äëÿ íàóêè” âîçáóæäàëà óäèâëåíèå; à ìåæäó òåì ýòî, 
êîíå÷íî, ñòîèò “æèçíè äëÿ æèçíè”, åñëè æèçíü íå æàëêà è íè÷-
òîæíà, è äàæå “ñ÷àñòüÿ äëÿ ñ÷àñòüÿ”, åñëè íå äåðæàòüñÿ òîãî 
âçãëÿäà, ÷òî âñå óäîâîëüñòâèÿ ðàâíîöåííû, åñëè íå ñ÷èòàòü, ÷òî 
öåëü öèâèëèçàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äîñòàâëÿòü àëêîãîëü 
îõîòíèêàì äî âûïèâêè.

Âñÿêîå äåéñòâèå äîëæíî èìåòü öåëü. Ìû äîëæíû ñòðàäàòü, 
äîëæíû òðóäèòüñÿ, äîëæíû ïëàòèòü çà íàøå ìåñòî â ñïåêòàê-
ëå, ÷òîáû âèäåòü, èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, ÷òîáû äðóãèå óâèäåëè 
ñâåò… Ãåîëîãè÷åñêàÿ èñòîðèÿ ïîêàçûâàåò íàì, ÷òî æèçíü åñòü 
ëèøü áåãëûé ýïèçîä ìåæäó äâóìÿ âå÷íîñòÿìè ñìåðòè, è ÷òî â 
ýòîì ýïèçîäå ïðîøåäøàÿ è áóäóùàÿ äåÿòåëüíîñòü ñîçíàòåëüíîé 
ìûñëè — íå áîëåå êàê ìãíîâåíèå. Ìûñëü — òîëüêî âñïûøêà ñâå-
òà ïîñðåäè äîëãîé íî÷è.

Íî ýòà âñïûøêà — âñå”.
                                        

 Øåêñï³ð (Shakespeare) Ó³ëüÿì (1564—1616) — àíãë³éñüêèé äðàìàòóðã ³ ïîåò.
 Ïóàíêàðå (Poincare) Àíð³ Æþëü (1854—1912) — ôðàíöóçüêèé ìàòåìà-

òèê, ô³çèê, àñòðîíîì ³ ô³ëîñîô.
 Ïóàíêàðå À. Î íàóêå. — Ì.: Íàóêà, 1983. — 560 ñ.
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Íàøèì ä³òÿì —
Âàëåíòèí³, Ãàíí³, Îëüç³,

Íàòàë³¿ ³ Òèìîô³þ

ÏÅÐÅÄÌÎÂÀ

Çì³ñò ö³º¿ êíèãè ôîðìóâàâñÿ ç ìåòîþ âèð³øåííÿ äâîõ çàâäàíü. 
Ç îäíîãî áîêó, ìè íàìàãàëèñÿ âèêëàñòè ôóíäàìåíòàëüí³ çàêî-
íîì³ðíîñò³ ô³çè÷íî¿ àêóñòèêè, ìàþ÷è íà óâàç³ îçíàéîìëåííÿ ç 
íèìè ÷èòà÷à, ùî ïî÷èíàº âèâ÷àòè ïðåäìåò àêóñòèêè. Ìàòåð³àë 
êíèãè çíà÷íîþ ì³ðîþ ïîâ’ÿçàíèé ç³ ñïåöèô³êîþ îñâ³òè ìàé-
áóòíüîãî ³íæåíåðà-àêóñòèêà. Çíàííÿ öèõ çàêîíîì³ðíîñòåé êîí-
÷å íåîáõ³äí³ äëÿ ôàõ³âö³â áàãàòüîõ ñïåö³àëüíîñòåé. Îñíîâí³ 
ô³çè÷í³ óÿâëåííÿ ôîðìóþòüñÿ òà ðîçêðèâàþòüñÿ ùîäî êîëè-
âàíü ìåõàí³÷íèõ ñèñòåì ³ ïîøèðåííÿ õâèëü ó ãàçàõ, ð³äèíàõ ³ òâåð-
äèõ ò³ëàõ. Ç ³íøîãî áîêó, â êíèç³ äîñèòü äåòàëüíî âèêëàäåíî 
íàéá³ëüø ïîøèðåí³ ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ àêóñòè÷íèõ ÿâèù, ùî 
øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè îäåðæàíí³ ê³ëüê³ñíèõ õàðàêòå-
ðèñòèê àêóñòè÷íèõ ïîë³â. Òóò âàæëèâî ï³äêðåñëèòè òîé ôàêò, 
ùî ðîçâèòîê îá÷èñëþâàëüíî¿ òåõí³êè òà âäîñêîíàëåííÿ àëãî-
ðèòì³â ðîçðàõóíê³â çàáåçïå÷èëè ìîæëèâ³ñòü ðîçâ’ÿçàííÿ äî-
ñèòü ñêëàäíèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷, äîñë³äæåííÿ ÿêèõ ðàí³øå áóëî 
íåìîæëèâå.

Âèá³ð ðîçãëÿíóòèõ òåì ìàòåð³àëó çóìîâëåíèé íåîáõ³äí³ñòþ 
îçíàéîìèòè ÷èòà÷³â ç ôóíäàìåíòàëüíèìè ïîëîæåííÿìè, òåð-
ì³íîëîã³ºþ ïðåäìåòà, ç ô³çè÷íîþ ñóòòþ îñíîâíèõ, íàéá³ëüø 
âàæëèâèõ õâèëüîâèõ åôåêò³â. Õàðàêòåð âèêëàäàííÿ ó êíèç³ ìàº 
ïåðøîðÿäíå çíà÷åííÿ äëÿ ðîçóì³ííÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ ô³-
çè÷íèìè òà ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè ÿâèù òà ¿õ ïðèðîäíèìè 
àíàëîãàìè. Ó ðàìêàõ òàêîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ îñîáëèâî âàæëè-
âèì º ðîçêðèòòÿ ìåæ çàñòîñóâàííÿ òèõ ÷è ³íøèõ ìîäåëåé ³ 
÷èííèê³â, ùî âèçíà÷àþòü ö³ ìåæ³.

Õàðàêòåð ìàòåìàòè÷íèõ âèêëàä³â íå ñïðè÷èíÿòèìå áóäü-
ÿêèõ òðóäíîù³â ó ÷èòà÷³â, ÿê³ çàñâî¿ëè îñíîâè ìàòåìàòè÷íîãî 
àíàë³çó â ðàìêàõ ïðîãðàìè ³íæåíåðíî¿ ï³äãîòîâêè. Äåÿê³ ïè-
òàííÿ, ùî âèâ÷àþòüñÿ çà ïðîãðàìîþ ìàòåìàòè÷íîãî êóðñó, 
âèñâ³òëþþòüñÿ ç àêöåíòàìè íà ô³çè÷íîìó çì³ñò³ çàäà÷³. ×àñòî 
éîãî ðîçóì³ííÿ ìîæå äàòè íàä³éíó îñíîâó äëÿ ðîçâèòêó ìàòå-
ìàòè÷íèõ ìåòîä³â ðîçâ’ÿçêó ö³º¿ çàäà÷³.
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Ïðîïîíîâàíå âèäàííÿ ìîæå ñëóæèòè ïîñ³áíèêîì ñòóäåíòó äëÿ ïîçààó-
äèòîðíîãî ÷èòàííÿ. Îïòèìàëüíèì éîãî âèêîðèñòàííÿì áóëî á îçíàéîì-
ëåííÿ ç òåìîþ ïåðåä ëåêö³ºþ òà ïîâåðíåííÿ äî ïîñ³áíèêà ï³ñëÿ ëåêö³¿. Äó-
æå êîðèñíîþ º ïåðåâ³ðêà ñåáå øëÿõîì ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷, ùî âì³ùåí³ â 
ê³íö³ êîæíîãî ðîçä³ëó. Òàêà ðîáîòà ç êíèãîþ ìàéæå ³äåàëüíà.

Õî÷à îêðåñëåíà ñõåìà âèìàãàº çíà÷íèõ ö³ëåñïðÿìîâàíèõ çóñèëü, ìîæíà 
äîäàòè ùå îäèí íåîáõ³äíèé åëåìåíò åôåêòèâíîãî îñâ³òíüîãî ïðîöåñó. Ç îä-
íîãî áîêó, ñë³ä ïàì’ÿòàòè, ùî ñó÷àñíà àêóñòèêà — öå íàäçâè÷àéíî øèðîêî 
ðîçâèíóòà íàóêà ³ íåìîæëèâî íàâ³òü ñïîä³âàòèñÿ îõîïèòè ïðåäìåò ó ðàìêàõ 
îäí³º¿ êíèãè. Ç ³íøîãî áîêó, âèùîþ ìåòîþ áóäü-ÿêîãî îñâ³òíüîãî ïðîöåñó 
º ôîðìóâàííÿ âëàñíî¿ òî÷êè çîðó íà ïðåäìåò. Ïðîòå âîíà íå ìîæå áóòè 
ñôîðìîâàíà ëèøå íà îñíîâ³ îïàíóâàííÿ îäí³º¿, ÷óæî¿, òî÷êè çîðó. ×èòàííÿ 
³íøèõ êíèæîê, ïîð³âíÿííÿ âèêëàä³â, ðîçóì³ííÿ ð³çíèõ òî÷îê çîðó çàáåçïå-
÷óº îäåðæàííÿ ³ñòèííîãî çíàííÿ. Òîìó ó êíèç³ íàâåäåíî ïåðåë³ê â³äïîâ³äíî¿ 
ë³òåðàòóðè.

Ó ïðîöåñ³ ïåðøîãî îçíàéîìëåííÿ ç ïðåäìåòîì ó äåÿêèõ âèïàäêàõ ìî-
æóòü âèíèêíóòè òðóäíîù³ ùîäî ïðîâåäåííÿ ôîðìàëüíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ïå-
ðåòâîðåíü. Ïðè öüîìó ìîæå ñêëàñòèñÿ âðàæåííÿ, ùî òàê³ ïåðåòâîðåííÿ º 
ãîëîâíèì çì³ñòîì ïðàö³. Õîò³ëîñÿ á, ùîá, ïðàöþþ÷è ç êíèãîþ, ÷èòà÷ ðî-
çóì³â, ùî ìàòåìàòè÷íèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ð³âíÿíü íå º â³äïîâ³ääþ íà 
ô³çè÷íå ïèòàííÿ. Îäåðæàí³ ìàòåìàòè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ìàþòü áóòè ïåðå-
âåäåí³ ó ô³çè÷í³ òâåðäæåííÿ ðàí³øå í³æ ìîæíà áóäå ñêàçàòè ïðî çàâåðøåí-
íÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³.

Ñòðóêòóðà êíèãè, îáñÿã ìàòåð³àëó âèçíà÷åí³ ðåçóëüòàòàìè áàãàòîð³÷íî¿ 
äîñë³äíèöüêî¿ ðîáîòè àâòîð³â ó ãàëóç³ ô³çè÷íî¿ àêóñòèêè òà çíà÷íîþ ì³ðîþ 
äîñâ³äîì âèêëàäàöüêî¿ ðîáîòè íà êàôåäð³ àêóñòèêè òà àêóñòîåëåêòðîí³êè 
Íàö³îíàëüíîãî òåõí³÷íîãî óí³âåðñèòåòó Óêðà¿íè “ÊÏ²”. Ôîðìóâàííÿ çì³ñòó 
êíèãè âèçíà÷àëîñÿ òàêîæ áàãàòîð³÷íîþ ñï³âïðàöåþ ç êîëåãàìè, ÿê³ ïðàöþ-
þòü ó ãàëóç³ àêóñòèêè. Àâòîðè êîðèñòóþòüñÿ íàãîäîþ âèñëîâèòè ïîäÿêó 
âñ³ì êîëåãàì ³ ïîì³÷íèêàì, ùî ñïðèÿëè ïîÿâ³ ö³º¿ êíèãè, ³ íàïåðåä âèðà-
æàþòü ïîäÿêó çà âñ³ çàóâàæåííÿ ³ ïîáàæàííÿ.
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Ïîä ñëîâîì “îòêðûòèå” ÿ çäåñü ïîäðàçóìåâàþ ñóùåñòâåííûé 
ñêà÷îê â ïîíèìàíèè ïðèðîäû. Íåáîëüøèå, îáû÷íî íåâèäè-
ìûå ìèðó îòêðûòèÿ äåëàþòñÿ íåïðåðûâíî, è èìåííî îíè ñî-
ñòàâëÿþò ðàäîñòü ïîâñåäíåâíîé ðàáîòû. Ëþáîïûòñòâî, óìå-
íèå ðàäîâàòüñÿ êàæäîìó ìàëîìó øàãó, êàæäîìó íåáîëüøîìó 
îòêðûòèþ — íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ ÷åëîâåêà, âûáðàâøåãî 
íàó÷íóþ ïðîôåññèþ.

À.Á. Ìèãäàë [, ñ. 61]

Ñëîâî àêóñòèêà ïîõîäèòü â³ä ãðåöüêîãî ñëîâà £coÚw (akusti-
kos) — ñëóõîâèé, ñëóõàþ÷èé. Àêóñòèêà — îäíà ç íàéäàâí³øèõ 
ãàëóçåé çíàíü ëþäèíè, ÿêà çàðîäèëàñÿ âíàñë³äîê ïîòðåáè äàòè 
ïîÿñíåííÿ ñëóõîâèì ³ ìîâíèì ÿâèùàì. Ó öüîìó àñïåêò³ ñë³ä 
îñîáëèâî â³äçíà÷èòè ³íòåðåñ ëþäèíè äî ìóçè÷íèõ çâóê³â ³ ³í-
ñòðóìåíò³â. Òàê, ùå Ï³ôàãîð âèÿâèâ, ùî îäíî÷àñíå çâó÷àííÿ 
îäíàêîâèõ ñòðóí ð³çíî¿ äîâæèíè ïðèºìíå äëÿ ñëóõó, ÿêùî 
äîâæèíè öèõ ñòðóí â³äíîñÿòüñÿ îäíà äî îäíî¿ ÿê íåâåëèê³ ö³ë³ 
÷èñëà. Äàâí³ ìóçè÷í³ ³íñòðóìåíòè íàáàãàòî ñòàðø³, àí³æ ïåðø³, 
ùî ä³éøëè äî íàñ, â³äîìîñò³ ïðî àêóñòèêó, ÿê íàóêó ïðî çâóê. 
Ìàáóòü, íàéá³ëüø ñòàðîäàâí³ ìóçè÷í³ ³íñòðóìåíòè — äóõîâ³. 
Ð³çí³ ñâèñòàëêè ³ äóäêè ³ç ðîã³â òâàðèí ³ ðàêîâèí çíàõîäÿòü ó 
ðîçêîïêàõ ïàëåîë³òó. ×àñ âèíèêíåííÿ ñòàðîäàâíüî¿ ôëåéòè ³ 
òðóáè-ðàêîâèíè — 13 òèñÿ÷îë³òòÿ äî íàøî¿ åðè, ôëåéòè ç ³ãðî-
âèìè îòâîðàìè — 2 òèñÿ÷îë³òòÿ äî íàøî¿ åðè.

Îòæå, àêóñòèêà òàê ÷è ³íàêøå ïîâèííà áóëà âèíèêíóòè íà 
îñíîâ³ ïðèðîäíîãî ³íòåðåñó ëþäèíè äî çâóêîâèõ ÿâèù íàâêî-
ëèøíüîãî ñâ³òó, äî çâóê³â, ÿê³ ìè çàðàç íàçèâàºìî ìóçè÷íèìè, 
³ ìóçè÷íèõ ³íñòðóìåíò³â.

Ìàáóòü, âïåðøå òåðì³í “àêóñòèêà” âèêîðèñòàâ Ñàâåð â
ñâî¿õ ìåìóàðàõ, ÿê³ îïóáë³êîâàí³ Ïàðèçüêîþ àêàäåì³ºþ íàóê ó 
1701 ð. Îñü óðèâîê ç éîãî ïðàö³: “ß ïðèéøîâ äî âèñíîâêó, 
ùî º á³ëüø çàãàëüíà íàóêà, àí³æ ìóçèêà, ³ íàçâàâ öþ íàóêó àêóñ-

                                        
 Ì³ãäàë Àðêàä³é Áåéíóñîâè÷ (1911—1991) — ðîñ³éñüêèé ô³çèê-òåîðåòèê, 

àêàäåì³ê ÀÍ ÑÐÑÐ (1966).
 Ìèãäàë À.Á. Ïîèñêè èñòèíû. — Ì.: Ìîë. ãâàðäèÿ, 1983. — 239 ñ.
 Ï³ôàãîð (Pythagoras) Ñàìîññüêèé (ïðèáëèçíî 570 — ïðèáëèçíî 500 äî 

í.å.) — ãðåöüêèé ìàòåìàòèê ³ ô³ëîñîô.
 Ñàâåð (Sauveur) Æîçåô (1653—1716) — ôðàíöóçüêèé ô³çèê ³ ìàòåìà-

òèê, çàñíîâíèê ìóçè÷íî¿ àêóñòèêè.
 Principes d’acoustique et de musique, ou système général des intervalles des 

sons. — Mémoires de l’Académie Royale des sciences, 1701.
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òèêîþ; ïðåäìåòîì ö³º¿ íàóêè º çâóêè âçàãàë³, òîä³ ÿê ïðåäìåòîì ìóçèêè 
âèñòóïàþòü çâóêè, ÿê³ ïðèºìí³ äëÿ ñëóõó. Ùîá ïîñòàâèòè öþ íàóêó íà 
ð³âåíü ç ³íøèìè íàóêàìè, òàêèìè, ÿê îïòèêà, íåîáõ³äíî ïîÿñíèòè ïðèðîäó 
çâóêó òà éîãî âëàñòèâîñò³ ³ ç’ÿñóâàòè, ÿê ïðàöþþòü îðãàíè ñëóõó”.

Ó òåïåð³øí³é ÷àñ àêóñòèêà — öå ãàëóçü ñó÷àñíî¿ ô³çèêè, ùî âèâ÷àº çà-
êîíîì³ðíîñò³ ïîøèðåííÿ òà ïðèéîìó çâóêó. Ðîçóì³ííÿ öèõ çàêîíîì³ðíî-
ñòåé âèÿâëÿºòüñÿ âèð³øàëüíèì äëÿ óñï³øíî¿ ä³ÿëüíîñò³ ëþäåé ó áàãàòüîõ 
ñôåðàõ. Öå çóìîâëþº íàÿâí³ñòü ó ðîçâèíóòîìó ñóñï³ëüñòâ³ çíà÷íî¿ ïîòðåáè 
ó ôàõ³âöÿõ ç àêóñòèêè. Çàãàëüí³ óÿâëåííÿ ïðî ò³ ïðîáëåìè, ùî íèìè çàé-
ìàºòüñÿ ñó÷àñíà àêóñòèêà, ìîæíà îäåðæàòè ð³çíèìè øëÿõàìè. ßêùî ìàòè 
íà óâàç³, íàñàìïåðåä, àêóñòèêó ÿê íàóêîâó ô³çè÷íó äèñöèïë³íó, òî òàêå çà-
ãàëüíå óÿâëåííÿ ìîæíà ä³ñòàòè, àíàë³çóþ÷è ïåðåë³ê ðîçä³ë³â ó ïðîâ³äíîìó 
ïåð³îäè÷íîìó (12 ðàç³â íà ð³ê) âèäàíí³ ç àêóñòèêè — Æóðíàë àìåðèêàíñü-
êîãî àêóñòè÷íîãî òîâàðèñòâà (The Journal of the Acoustical of America) òà ç 
ïåðåë³êó ñåêö³é â áàãàòüîõ ùîð³÷íèõ ì³æíàðîäíèõ êîíôåðåíö³ÿõ, ê³ëüê³ñòü 
ÿêèõ ñòàíîâèòü 10—20 íà ð³ê:

 ïîøèðåííÿ òà äèôðàêö³ÿ õâèëü;
 íåë³í³éíà àêóñòèêà;
 àêóñòèêà òâåðäîãî ò³ëà;
 êâàíòîâà àêóñòèêà;
 àêóñòèêà ñâ³òîâîãî îêåàíó;
 ãåîàêóñòèêà;
 ìåòîäè òà çàñîáè áîðîòüáè ç øóìàìè òà â³áðàö³ÿìè;
 áóä³âåëüíà é àðõ³òåêòóðíà àêóñòèêà;
 ô³çè÷í³ îñíîâè ïðîìèñëîâîãî çàñòîñóâàííÿ óëüòðàçâóêó;
 ìåäè÷íà àêóñòèêà;
 åëåêòðîàêóñòè÷í³ ïåðåòâîðþâà÷³;
 àêóñòè÷í³ âèì³ðþâàííÿ;
 åëåêòðîàêóñòèêà;
 ìåòîäè äîñë³äæåííÿ òà îáðîáêè àêóñòè÷íèõ ñèãíàë³â;
 ìîâëåííÿ ³ ñëóõ;
 ìóçè÷íà àêóñòèêà;
 á³îàêóñòèêà.
Îá’ºäíàííÿ â îäíîìó ôîðóì³ ôàõ³âö³â òàêèõ ð³çíèõ ñïåö³àëüíîñòåé, 

çâè÷àéíî, ñïðè÷èíþº ïèòàííÿ ïðî òå, ùî º çàãàëüíîãî, íàïðèêëàä, ì³æ ìó-
çè÷íîþ òà ìåäè÷íîþ àêóñòèêîþ. Ïîñòàº é ³íøå ïèòàííÿ: ç ÷îãî ñë³ä ðîç-
ïî÷èíàòè îñâ³òó òîìó, õòî áàæàº ñòàòè ôàõ³âöåì-àêóñòèêîì. Äëÿ íàäàííÿ 
á³ëüøî¿ íàî÷íîñò³ â³äïîâ³ä³ íà öå ïèòàííÿ ñêîðèñòàºìîñÿ êðóãîâîþ êàðòîþ 
Ë³íäñåÿ (ðèñóíîê).

Òàêà ä³àãðàìà ñòàâèòü ó öåíòð ô³çè÷íó àêóñòèêó ÿê îñíîâó äëÿ âèêîðè-
ñòàííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ çíàíü ç òåîð³¿ êîëèâàíü òà òåîð³¿ ïîøèðåííÿ õâèëü
ïðè âèð³øåíí³ øèðîêîãî êîëà ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì. Çâóê, ïî ñóò³ — öå 
ñïåöèô³÷íèé òèï õâèëüîâîãî ðóõó â ð³çíèõ ìàòåð³àëüíèõ ñåðåäîâèùàõ, ïîâ’ÿ-

                                        
 Ë³íäñåé (Lindsay) Ðîáåðò Áðþñ (1900—1985) — àìåðèêàíñüêèé àêóñòèê, ãîëîâíèé ðåäàê-

òîð Æóðíàëó àìåðèêàíñüêîãî àêóñòè÷íîãî òîâàðèñòâà (The Journal of the Acoustical of America) 
(1957—1975).
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çàíèé ç íàÿâí³ñòþ â³äíîñíèõ çì³ùåíü îêðåìèõ ÷àñòèí ñåðåäîâèùà (ùî ìà-
þòü ìàñó) òà çäàòí³ñòþ ñåðåäîâèùà â³äíîâëþâàòè íåçáóðåíèé ñòàí âíàñë³-
äîê âíóòð³øí³õ ïðóæíèõ ñèë. Âëàñíå, “ãðà” ñèë ³íåðö³¿ òà ïðóæíîñò³ ñòàíî-
âèòü ïåðøîîñíîâó ïðîöåñ³â âèíèêíåííÿ ³ ïîøèðåííÿ çâóêîâèõ õâèëü ó ð³ç-
íèõ ñåðåäîâèùàõ. Ñàìå ç îâîëîä³ííÿ öèõ ïåðøîîñíîâ ³ ìàº ðîçïî÷èíàòèñÿ 
âèâ÷åííÿ àêóñòèêè.

Ê³ëüöÿ íàâêîëî öåíòðà ä³àãðàìè ïîä³ëåí³ íà îêðåì³ ñåêòîðè. Çà çì³ñòîì 
ñåêòîðè ïåðøîãî ê³ëüöÿ áëèçüê³ äî çàçíà÷åíèõ ñåêö³é àêóñòè÷íî¿ êîíôå-
ðåíö³¿. Ñåêòîðè çîâí³øíüîãî ê³ëüöÿ âêàçóþòü íà á³ëüø øèðîê³ ãàëóç³ ïðè-
êëàäíî¿ ä³ÿëüíîñò³ òà çâ’ÿçêè öèõ ãàëóçåé ç â³äïîâ³äíèìè ðîçä³ëàìè àêóñòè-
êè. Ó çîâí³øí³é îáëàñò³ âèä³ëåí³ ÷îòèðè êâàäðàòè, ÿê³ ³íòåãðàëüíî ñòàíîâ-
ëÿòü âàæëèâ³ ãàëóç³ ëþäñüêî¿ ä³ÿëüíîñò³, ïîâ’ÿçàí³ ç àêóñòèêîþ.

Íàâ³òü òàêèé ñïðîùåíèé ïîãëÿä íà ñòðóêòóðó ñó÷àñíî¿ àêóñòèêè çäàò-
íèé â³äîáðàçèòè éîãî ãðàíä³îçí³ñòü. Ñïîñ³á, â ÿêèé ìè ïîäàºìî öþ áóäîâó, 
áåçïåðå÷íî, ìàº ñóòòºâ³ íåäîë³êè, ÿê³ ïðèòàìàíí³ áóäü-ÿê³é ðîçïîâ³ä³ ïðî 
íàóêó, ùî éäå ïîïåðåäó âèêëàäåííÿ ¿¿ îñíîâíèõ ïîíÿòü ³ ìîäåëüíèõ çîáðà-
æåíü. Ïðàâèëüíå ³ ãëèáîêå óÿâëåííÿ ïðî ñó÷àñíó àêóñòèêó ìîæíà îäåðæàòè 
â ïðîöåñ³ ¿¿ âèâ÷åííÿ.
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Р О З Д І Л  1

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÅ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß
Â ÀÊÓÑÒÈÖ²

Çàäà÷à ôèçèêè — âîññîçäàòü ïî âîçìîæíîñòè òî÷íóþ êàðòèíó 
ìèðà áåç ñòðîãèõ ïðàâèë èãðû, èñïîëüçóÿ âñå èçâåñòíûå ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûå è òåîðåòè÷åñêèå ôàêòû, èñïîëüçóÿ îñíîâàí-
íûå íà èíòóèöèè äîãàäêè, êîòîðûå â äàëüíåéøåì áóäóò ïðî-
âåðåíû íà îïûòå.

À.Á. Ìèãäàë  [, ñ. 155]

Ó ð³çíèõ ãàëóçÿõ ô³çèêè äëÿ ÿê³ñíîãî é ê³ëüê³ñíîãî îïèñóâàí-
íÿ ÿâèù, ñèñòåìàòèçàö³¿ äîñâ³äó ³, çðåøòîþ, âèðîáëåííÿ ìåòî-
äèêè äîñë³äæåííÿ íîâèõ ÿâèù ïîâñþäíî âèêîðèñòîâóþòüñÿ
ð³çí³ ìåòîäè ìîäåëþâàííÿ. Çîêðåìà, ìàòåìàòè÷íèé, ô³çè÷íèé, 
åêñïåðèìåíòàëüíèé. Òàêèé ï³äõ³ä äàº ìîæëèâ³ñòü ç óñüîãî 
ð³çíîìàí³òòÿ çâ’ÿçê³â ì³æ îá’ºêòàìè ðåàëüíîãî ñâ³òó âèä³ëèòè é 
äîñë³äèòè ò³, ùî º íàéñóòòºâ³øèìè äëÿ ïðîò³êàííÿ ðîçãëÿäóâà-
íîãî ÿâèùà, à íåñóòòºâ³ â³äêèíóòè. Öå äîñèòü ñêëàäíà ðîáîòà. 
Ìîæíà ñêàçàòè, ùî ñàìå ó ôîðì³ ìîäåëåé ÿâèù àêóìóëþºòüñÿ 
³ ïåðåäàºòüñÿ ëþäñüêèé äîñâ³ä. Îñòàíí³ì ÷àñîì îñîáëèâîãî 
çíà÷åííÿ íàáóâàº ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ÿâèù ³ ïðîöåñ³â. 
Ïðè öüîìó îäíàêîâî âàæëèâó ðîëü â³ä³ãðàþòü ÿê íàêîïè÷åíèé
ð³âåíü ô³çè÷íèõ çíàíü ïðî ñâ³ò, òàê ³ âåëèê³ ìîæëèâîñò³ îá-
÷èñëþâàëüíèõ çàñîá³â, ÿê³ äàþòü çìîãó ê³ëüê³ñíî âèâ÷àòè ÿâè-
ùà, ùî ìîäåëþþòüñÿ. Äóæå âàæëèâèì ìîìåíòîì, ùî ñòèìó-
ëþº ðîçâèòîê ìîäåëþâàííÿ, º âåëèê³ òåõí³÷í³ ³ ô³íàíñîâ³ òðóä-
íîù³, ÿê³ âèíèêàþòü ïðè ïðîâåäåíí³ íàòóðíèõ åêñïåðèìåíò³â.

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ âèÿâèëîñÿ íàäçâè÷àéíî ïë³ä-
íèì ÿê çàñ³á ñèñòåìàòèçàö³¿, íàêîïè÷åííÿ òà ïåðåäà÷³ íîâèõ 
çíàíü. Ó ðàìêàõ òàêèõ ìîäåëåé ôîðìóþòüñÿ ³ íàïîâíþþòüñÿ 
êîíêðåòíèì çì³ñòîì îñíîâí³ ïîíÿòòÿ ò³º¿ ÷è ³íøî¿ íàóêè. Àêó-
ñòèêà ÿê îáëàñòü ô³çèêè äàâíî é óñï³øíî âèêîðèñòîâóº ìåòîäè 
ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ. Ñàìå ó ðàìêàõ òàêèõ ìåòîä³â ³ ïî-
áóäîâàíà êíèãà.

Ðîçãëÿíåìî êîðîòêî ïîíÿòòÿ ìîäåë³ ïðè äîñë³äæåíí³ àêó-
ñòè÷íèõ ÿâèù. Áóäåìî ââàæàòè [, ñ. 128], ùî îá’ºêò à º ìî-
äåëëþ îá’ºêòà à â³äíîñíî äåÿêî¿ ñèñòåìè S õàðàêòåðèñòèê (âëà-

                                        
 Ìèãäàë À.Á. Ïîèñêè èñòèíû. — Ì.: Ìîë. ãâàðäèÿ, 1983. — 239 ñ.
 Áëåõìàí È.È., Ìûøêèñ À.Ä., Ïàíîâêî ß.Ã. Ìåõàíèêà è ïðèêëàäíàÿ 

ìàòåìàòèêà: Ëîãèêà è îñîáåííîñòè ïðèëîæåíèé ìàòåìàòèêè. — Ì.: Íàóêà, 
1990. — 360 ñ.
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ñòèâîñòåé), ÿêùî à áóäóºòüñÿ (àáî âèáèðàºòüñÿ) äëÿ ³ì³òàö³¿ a çà öèìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè.

Çàçâè÷àé â àêóñòèö³ ìàòåìàòè÷í³é ìîäåë³ ïåðåäóº ïîáóäîâà óÿâíî¿
ô³çè÷íî¿ ìîäåë³. Óÿâíà ô³çè÷íà ìîäåëü âèçíà÷àºòüñÿ äâîìà àñïåêòàìè:

1) ïîáóäîâà ìîäåë³ ñåðåäîâèùà ³ îêðåìèõ ñêëàäîâèõ îá’ºêòà, ÿêèé äîñ-
ë³äæóºòüñÿ (éîãî ãåîìåòð³ÿ, õàðàêòåðèñòèêè ìàòåð³àëó ³ ïîâåðõí³ îá’ºêòà). 
Íàïðèêëàä, ïðè âèâ÷åíí³ êîëèâàíü ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà ñë³ä âèçíà÷èòè 
âëàñòèâîñò³ ïðóæèíè ³ ò³ëà ç äåÿêîþ ìàñîþ; çàçâè÷àé ãîâîðÿòü ïðî áåçìà-
ñîâó ïðóæèíó òà ³äåàëüíî æîðñòêå ò³ëî, òîáòî, êîëè éîãî ïîâåðõíÿ íå äå-
ôîðìóºòüñÿ ï³ä ä³ºþ çîâí³øíüî¿ ñèëè;

2) ìîäåëþâàííÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷³ â ìåæàõ öèõ ìîäåëåé. 
Ïðè ïîáóäîâ³ óÿâíî¿ ô³çè÷íî¿ ìîäåë³ â àêóñòèö³ øèðîêî âèêîðèñòîâó-

ºòüñÿ ðÿä ìîäåëåé, ÿê³ çàïîçè÷åí³ ç ìåõàí³êè, ìàòåìàòè÷íîãî àíàë³çó, ãåî-
ìåòð³¿. Òàê, ó ïåðøîìó ðîçä³ë³ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè, ÿê ³ â òåîðåòè÷í³é 
ìåõàí³ö³, ìîäåëüíå ïîíÿòòÿ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè, à â íàñòóïíèõ ðîçä³ëàõ —
óÿâëåííÿ ïðî ñóö³ëüíå ñåðåäîâèùå. Ðîçãëÿäàþ÷è ãðàíè÷í³ ïîâåðõí³ ðåàëü-
íèõ îá’ºêò³â, âèêîðèñòîâóºìî ³äåàëüí³ óÿâëåííÿ ïðî ë³í³¿ òà ïîâåðõí³, ùî 
ðîçâèíåí³ â ãåîìåòð³¿.

Îòæå, íà åòàï³ óÿâíîãî ô³çè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ áóäóºòüñÿ äåÿêà ³äåàë³-
çîâàíà ìîäåëü ðåàëüíîãî îá’ºêòà, ïðè öüîìó â³äíîñíî ìåíø âàæëèâèìè 
âëàñòèâîñòÿìè îá’ºêòà íåõòóþòü.

Ï³ñëÿ òîãî, ÿê óÿâíà ô³çè÷íà ìîäåëü ïîáóäîâàíà, ïåðåõîäÿòü äî ïîáóäî-
âè ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³. ²íîä³, ï³ä ÷àñ öüîãî ïðîöåñó âèÿâëÿºòüñÿ, ùî îäíà 
é òà ñàìà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü â³äïîâ³äàº çîâñ³ì ³íø³é óÿâí³é ô³çè÷í³é ìî-
äåë³, ÿêà ïîâ’ÿçàíà ç ³íøèìè ô³çè÷íèìè çàêîíàìè. Òàê, ìåõàí³÷í³ ³ åëåê-
òðè÷í³ êîëèâàëüí³ ñèñòåìè îïèñóþòüñÿ îäíàêîâèìè ð³âíÿííÿìè (äèâ. ïàðà-
ãðàô 2.1); öå äîçâîëÿº, ïðè íåîáõ³äíîñò³, çàì³ñòü â³äíîñíî ñêëàäíîãî åêñïå-
ðèìåíòó íà ìåõàí³÷í³é ñèñòåì³ ïðîâåñòè á³ëüø ïðîñòèé åêñïåðèìåíò íà 
â³äïîâ³äí³é åëåêòðè÷í³é ñèñòåì³.

Îäèí ³ òîé ñàìèé îá’ºêò ìîæå ìàòè áàãàòî íååêâ³âàëåíòíèõ ìîäåëåé. 
Ïåðåäóñ³ì öå ïîâ’ÿçàíî ç íåîáõ³äí³ñòþ äîñë³äæåííÿ ð³çíèõ õàðàêòåðèñòèê 
îá’ºêòà. Íàïðèêëàä, äîñë³äæåííÿ ³äåàëüíîãî ìàÿòíèêà áåç òåðòÿ ³, íàâïàêè, 
âðàõóâàííÿ ñèë òåðòÿ ï³ä ÷àñ êîëèâàëüíîãî ïðîöåñó ïðèçâîäèòü äî ïðèíöè-
ïîâî ð³çíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé (äèâ. ðîçä³ë 2). Âîíè ìîæóòü ç’ÿâèòèñÿ  
íàâ³òü ³ ïðè âèâ÷åíí³ îäí³º¿ ³ ò³º¿ ñàìî¿ õàðàêòåðèñòèêè îá’ºêòà. Òóò âàæëè-
âó ðîëü â³ä³ãðàþòü çàñîáè äîñë³äæåííÿ. Íàïðèêëàä, ïðè çàñòîñóâàíí³ ÅÎÌ 
çðó÷í³ø³ îäí³ ìîäåë³, à ïðè àíàë³òè÷íîìó äîñë³äæåíí³ — ³íø³.

Çâè÷àéíî, çàãàëüí³ êîíòóðè ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ âèêðåñëþþòüñÿ âæå íà 
åòàï³ óÿâíîãî ô³çè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ. Ïðîòå ³ ï³ñëÿ çàâåðøåííÿ öüîãî 
åòàïó, ÿê ïðàâèëî, ìîæëèâ³ ð³çíîìàí³òí³ ìîäèô³êàö³¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³: 
³íîä³ â ð³âíÿííÿõ ìîæíà çàëèøèòè îäí³ ÷ëåíè ³ â³äêèíóòè ³íø³, íåë³í³éí³ 
çàëåæíîñò³ çàì³íèòè íà ë³í³éí³, ñêëàäí³ ãåîìåòðè÷í³ ôîðìè — íà á³ëüø 
ïðîñò³ ³ ò.ä. Öå äóæå âàæëèâèé ìîìåíò. Òîìó ïðè âèêëàäàíí³ ìàòåð³àëó ìè 
ïîñò³éíî ï³äêðåñëþºìî ñóòí³ñòü òèõ ìîäåëüíèõ ïðèïóùåíü, ÿê³ âì³ùåí³ â 
äàíîìó ðîçä³ë³ êíèãè. Ðîçóì³ííÿ çì³ñòó òàêèõ ïðèïóùåíü íåîáõ³äíå äëÿ òî-
ãî, ùîá íå ðîáèòè ïîìèëêó, ÿêà âåñü ÷àñ ï³äñòåð³ãàº òîãî, õòî âèâ÷àº ïðåä-
ìåò: ðîçøèðèòè ãàëóçü çàñòîñóâàííÿ îäåðæàíîãî â ðàìêàõ âèáðàíî¿ ìîäåë³ 
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ðåçóëüòàòó çà ìåæ³ çàñòîñîâíîñò³ ñàìèõ ìîäåëüíèõ ïðèïóùåíü. Ó çâ’ÿçêó ç 
öèì ïðè îïèñóâàíí³ ìîäåë³ ñë³ä ãîâîðèòè íå ëèøå ïðî òå, ùî â³äêèäàºòüñÿ 
÷è âðàõîâóºòüñÿ ç âëàñòèâîñòåé îá’ºêòà, à é âêàçóâàòè ìåæ³ çàñòîñîâíîñò³ 
ïðèéíÿòèõ ïðèïóùåíü. ×àñòî âèçíà÷åííÿ òàêèõ ìåæ º äîñèòü ñêëàäíîþ 
çàäà÷åþ, îñîáëèâî, êîëè éäåòüñÿ ïðî â³ðîã³äí³ ê³ëüê³ñí³ îö³íêè. Ó êíèç³ íà 
íàéïðîñò³øèõ ïðèêëàäàõ ïîêàçàíî õàðàêòåð òàêî¿ ðîáîòè.

Âàæëèâî çàçíà÷èòè, ùî ïîíÿòòÿ “äîñë³äèòè ìîäåëü” ñóòòºâî ñêëàäí³øå, 
í³æ öå ìîæå çäàâàòèñÿ íà ïåðøèé ïîãëÿä. ßñêðàâèé ïðèêëàä ùîäî ö³º¿ 
äóìêè íàâåäåíî â ïðàö³ [, ñ. 232]: “…ìàòåìàòèêà â÷èòü íàñ, ùî ðîçâ’ÿçîê 
ð³âíÿííÿ dx / dt = x îäíîçíà÷íî âèçíà÷àºòüñÿ ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (òîáòî, 
ùî ³ñíóþ÷³ ³íòåãðàëüí³ êðèâ³ íà ïëîùèí³ (t, x) íå ïåðåòèíàþòü îäíà îäíó). 
Öåé âèñíîâîê ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ìàº ìàëé â³äíîøåííÿ äî ðåàëüíîñò³. 
Êîìï’þòåðíèé åêñïåðèìåíò ïîêàçóº, ùî âñ³ ö³ ³íòåãðàëüí³ êðèâ³ ìàþòü çà-
ãàëüí³ òî÷êè íà â³ä’ºìí³é íàï³âîñ³ t. Ä³éñíî, ñêàæ³ìî, êðèâ³ ç ïî÷àòêîâèìè 
óìîâàìè x(0) = 0 è x(0) = 1 ïðè t = –10 ïðàêòè÷íî ïåðåòèíàþòüñÿ, à ïðè 
t = –100 ì³æ íèìè íåìîæëèâî âñòàâèòè é àòîìà. Âëàñòèâîñò³ ïðîñòîðó íà 
ìàëèõ â³äð³çêàõ íå îïèñóþòüñÿ åâêë³äîâîþ ãåîìåòð³ºþ. Âèêîðèñòàííÿ òåî-
ðåìè ºäèíîñò³ â ö³é ñèòóàö³¿ — ÿâíå ïåðåâèùåííÿ òî÷íîñò³ ìîäåë³. Ïðè 
ïðàêòè÷íîìó âèêîðèñòàíí³ ìîäåë³ öå ïîòð³áíî ìàòè íà óâàç³, ³íàêøå ìîæíà 
íàøòîâõíóòèñÿ íà ñåðüîçí³ íåïðèºìíîñò³”.

Îòæå, âàæëèâî ðîçóì³òè, ùî ìàòåìàòè÷íèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿíü ìàòåìà-
òè÷íî¿ ìîäåë³ ùå íå º ðîçâ’ÿçêîì ô³çè÷íî¿ çàäà÷³. Òîìó ïåðåä òèì, ÿê ââàæàòè 
çàäà÷ó äîñë³äæåííÿ ðåàëüíîãî îá’ºêòà ðîçâ’ÿçàíîþ, ñë³ä ñôîðìóëþâàòè ðå-
çóëüòàò ó âèãëÿä³ ô³çè÷íèõ ïîíÿòü, òîáòî ñë³ä ÷³òêî ðîçóì³òè ÿê ìàòåìàòè÷-
íèé çì³ñò îòðèìàíèõ ðîçâ’ÿçê³â, òàê ³ òå, ùî âîíè îçíà÷àþòü íà ìîâ³ ðå-
àëüíîãî ñâ³òó, ÿêèé îïèñóº ìàòåìàòèêà.

Íàéâàæëèâ³øà âèìîãà äî ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ — öå âèìîãà àäåêâàò-
íîñò³ ðåàëüíîãî îá’ºêòà (ïðîöåñó ³ ò.ï.), ùî äîñë³äæóºòüñÿ, â³äíîñíî âèá-
ðàíî¿ ñèñòåìè éîãî õàðàêòåðèñòèê. Ï³ä öèì, çâè÷àéíî, ðîçóì³þòü:

1) àäåêâàòíå ÿê³ñíå îïèñóâàííÿ îá’ºêòà çà âèáðàíèìè õàðàêòåðèñòèêà-
ìè. Íàïðèêëàä, äîñë³äæåííÿ ìîäåë³ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè äàº çìîãó çðîáè-
òè ïðàâèëüíèé âèñíîâîê ïðî çãàñàííÿ êîëèâàíü ðåàëüíîãî îá’ºêòà, ïðî 
ñò³éê³ñòü éîãî ðóõó ³ ò.ï.;

2) àäåêâàòíå ê³ëüê³ñíå îïèñóâàííÿ îá’ºêòà â³äíîñíî âèáðàíèõ õàðàêòå-
ðèñòèê ç äåÿêèì ðîçóìíèì ñòóïåíåì òî÷íîñò³, ùî âèçíà÷àºòüñÿ ïðàêòè÷-
íîþ äîö³ëüí³ñòþ ³ íåîáõ³äí³ñòþ. 

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî áóäü-ÿêà àäåêâàòí³ñòü ò³ëüêè â³äíîñíà ³ ìàº ñâî¿ 
ìåæ³ çàñòîñîâíîñò³ (ÿê ³ ìîäåëü â ö³ëîìó, ïðî ùî ìè âæå êàçàëè). Ïðî öå 
ñë³ä ïàì’ÿòàòè, àáè íå âèíèêëî áàæàííÿ íàâ’ÿçàòè ðåàëüíîìó îá’ºêòó âëà-
ñòèâîñò³ éîãî ìîäåë³. Ïðèêëàäîì ìîæóòü ñëóãóâàòè â³ëüí³ êîëèâàííÿ ðå-
àëüíî¿ ñèñòåìè ç ìàëèì òåðòÿì. ßêùî ïðè ìàòåìàòè÷íîìó àíàë³ç³ êîëèâàíü 
çàì³íèòè öþ ñèñòåìó íà ë³í³éíó ìîäåëü áåç òåðòÿ, òî òàêà ñïðîùåíà ìîäåëü 
ìîæå ìàòè âèñîêèé ñòóï³íü àäåêâàòíîñò³ çà ÷àñòîòàìè ³ ôîðìàìè êîëèâàíü, 
àëå áóäå, î÷åâèäíî, çîâñ³ì íåàäåêâàòíîþ çà çãàñàííÿì êîëèâàíü.

                                        
 Àðíîëüä Â.È. Î ïðåïîäàâàíèè ìàòåìàòèêè // Óñïåõè ìàòåì. íàóê. — 1998. — 53, 

âûï. 1. — Ñ. 228—234.
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ßêùî îð³ºíòóâàòèñÿ ò³ëüêè íà âèìîãó àäåêâàòíîñò³, òî ñêëàäí³ ìîäåë³ 
êðàù³ çà ïðîñò³. Ä³éñíî, ç îäíîãî áîêó, ñêëàäíà ìîäåëü äîçâîëÿº âðàõóâàòè 
á³ëüøå ÷èííèê³â, ÿê³ òàê ÷è ³íàêøå áóäóòü âïëèâàòè íà âèâ÷åííÿ õàðàêòå-
ðèñòèê îá’ºêòà. Ïðîòå, ç ³íøîãî áîêó, âðàõóâàííÿ âåëèêîãî ÷èñëà ïàðà-
ìåòð³â, ùî õàðàêòåðèçóþòü îá’ºêò, ìîæå ïðèçâåñòè äî ãðîì³çäêèõ ð³âíÿíü, 
ÿê³ íå ï³ääàþòüñÿ äîñë³äæåííþ. ² öå ñïðàâåäëèâî íàâ³òü çà íàÿâíîñò³ ïî-
òóæíèõ ÅÎÌ. Ìîæíà íàâåñòè áàãàòî ïðèêëàä³â, êîëè ðîçðàõóíîê ò³ëüêè íà 
ïîòóæíîñò³ ÅÎÌ, áåç âäóìëèâî¿ ðîçðîáêè ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³, ïðèçâîäèâ 
äî òðóäíîù³â, ÿê³ íåìîæëèâî áóëî ïîäîëàòè.

Òàêèì ÷èíîì, ìè ïðèõîäèìî äî âèìîãè äîñòàòíüî¿ ïðîñòîòè ìîäåë³ ùîäî 
âèáðàíî¿ ñèñòåìè õàðàêòåðèñòèê, ÿêà â äåÿê³é ì³ð³ ïðîòèëåæíà âèìîç³ àäå-
êâàòíîñò³. Îòæå, ðàçîì ç íàÿâí³ñòþ àäåêâàòíîñò³, ìîäåëü ïîâèííà áóòè äîñ-
òàòíüî ïðîñòîþ, ùîá ìîæíà áóëî ç íåîáõ³äíîþ òî÷í³ñòþ ïðîâåñòè ÿê³ñíèé 
àáî ê³ëüê³ñíèé àíàë³ç õàðàêòåðèñòèê îá’ºêòà ³ îñìèñëèòè ðåçóëüòàò. Ó çâ’ÿçêó 
ç öèì äîö³ëüíî íàâåñòè ñëîâà Åéíøòåéíà  [, ñ. 5]: “Âñå ìàº áóòè çðîáëåíî 
íàñò³ëüêè ïðîñòî, íàñê³ëüêè öå ìîæëèâî, àëå íå ïðîñò³øå”.

Îäí³ºþ ç çàãàäîê íàóêè Åéíøòåéí ââàæàâ ìîæëèâ³ñòü äîñë³äæåííÿ ïðè-
ðîäè çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòèêè. Ïîãîäæóþ÷èñü ç äóìêîþ âåëèêîãî â÷åíîãî, 
ìè íà ïî÷àòêó ðîçä³ëó ãîâîðèëè ïðî íàäçâè÷àéíó ïë³äí³ñòü ìàòåìàòè÷íîãî 
ìîäåëþâàííÿ. Ç ìåòîþ ùå ðàç ï³äêðåñëèòè âàæëèâ³ñòü öüîãî ïîëîæåííÿ, íà-
âåäåìî óðèâîê ç êíèãè [, ñ. 344, 346], çì³ñò ÿêî¿ ñïðÿìîâàíèé íà òå, ùîá 
ïîÿñíèòè, ùî àáñòðàêö³ÿ — öå îäíà ç ðóø³éíèõ ñèë íàóêè: “×àñòî ï³äêðåñ-
ëþþòü ºäí³ñòü ïðèðîäè. Âñå ïîâ’ÿçàíî ç óñ³ì. Íà ùàñòÿ, öå íå êîíñòðóêòèâ-
íà ôîðìóëà. ßâèùà, ò³ëà, ð³çíîìàí³òí³ òèïè ðóõ³â ïðèðîäíî âè÷ëåíóþòüñÿ ³ç 
çàãàëüíî¿ ìàñè. Öÿ âëàñòèâ³ñòü ñâ³òó, â ÿêîìó ìè ³ñíóºìî, ÿâëÿº ñîáîþ íå-
îáõ³äíó óìîâó ìîæëèâîñò³ éîãî âèâ÷åííÿ. Íåìîæëèâî áóëî á äîñë³äæóâàòè 
ÿâèùà ïðèðîäè, ÿêáè êîæíå ç íèõ çàëåæàëî â³ä âñ³õ ³íøèõ. Ñàìî ïîíÿòòÿ 
ÿâèùå ïðèïóñêàº âèä³ëåííÿ ³ç âñüîãî, ùî â³äáóâàºòüñÿ.

Ï³çíàâàííèì ðîáèòü ñâ³ò àáñòðàãóâàííÿ. Ìîæëèâ³ñòü àáñòðàãóâàííÿ — îä-
íå ç âëàñòèâîñòåé íàøîãî Ñâ³òó.

Ïîð³âíÿííÿ ÷èñåë, ÿê³ îòðèìàí³ íà îñíîâ³ òåîð³¿, ç ÷èñëàìè, ùî äîáóò³ 
åêñïåðèìåíòàëüíèì øëÿõîì, º îñíîâíèé åòàï, áåç ÿêîãî íåìîæëèâî âèçíà-
÷èòè, ÷è ðîçóì³ºìî ìè ïðèðîäó.

Ïðèðîäà â÷èòü àáñòðàãóâàòè ³ äàº ìîæëèâ³ñòü ïåðåâ³ðèòè çàêîíí³ñòü âè-
êîðèñòàíî¿ àáñòðàêö³¿”.

Âçàãàë³ ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ º îäíèì ç íàéá³ëüø ñêëàäíèõ ³ 
â³äïîâ³äàëüíèõ åòàï³â ðîáîòè. Äîñâ³ä ñâ³ä÷èòü ïðî òå, ùî â áàãàòüîõ âèïàä-
êàõ ïðàâèëüíî âèáðàòè ìîäåëü — öå ðîçâ’ÿçàòè çàäà÷ó á³ëüøå, í³æ íàïîëî-
âèíó. Âì³ííÿ ïðàâèëüíî âèáðàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü, âèñëîâëþþ÷èñü îá-
ðàçíî, ïåðåáóâàº íà ìåæ³ íàóêè ³ ìèñòåöòâà. Çðîçóì³ëî, ùî ìèñòåöòâî ïî-
áóäîâè ìîäåëåé ìîæíà îïàíóâàòè ò³ëüêè çàâäÿêè âëàñí³é ïðàêòèö³, àëå 
â³ä÷óòè ³ îòðèìàòè ïåðø³ íàâèêè âæå ìîæíà ïðàöþþ÷è íàä ö³ºþ êíèãîþ.

                                        
 Åéíøòåéí (Einstein) Àëüáåðò (1879—1955) — í³ìåöüêèé ô³çèê, ëàóðåàò Íîáåë³âñüêî¿ 

ïðåì³¿ (1922).
 Éîññ Æ., Äæîçåô Ä. Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè è áèôóðêàöèé. — Ì.: Ìèð, 

1983. — 301 ñ.
 Êàãàíîâ Ì.È., Ëþáàðñêèé Ã.ß. Àáñòðàêöèÿ â ìàòåìàòèêå è ôèçèêå. — Ì.: Ôèçìàòëèò, 

2005. — 352 ñ.
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Р О З Д І Л  2

ÊÎËÈÂÀÍÍß Â ÑÈÑÒÅÌÀÕ
²Ç ÇÎÑÅÐÅÄÆÅÍÈÌÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ

Íà áàëêå âèñèò êîëîêîë. Âû ìîæåòå ñèëüíî äåðãàòü âåðåâêó è 
íå ðàñêà÷àåòå êîëîêîë, à ìàëåíüêèé ìàëü÷èê åãî ðàñêà÷àåò, 
åñëè ïðèäàñò âûãîäíóþ ôîðìó êðèâîé ñâîåé ñèëû, åñëè áóäåò 
âîâðåìÿ óâåëè÷èâàòü è óìåíüøàòü ñâîþ ñèëó. Îäíî äåëî, íà-
ñêîëüêî êîëîêîë îòêëîíèòñÿ ïîä äåéñòâèåì äàííîãî ãðóçà, 
äðóãîå — êàê ðàñêà÷àòü êîëîêîë ïîñëåäîâàòåëüíûìè òîë÷êà-
ìè. Èìåííî ýòèì èíòåðåñóåòñÿ òåîðèÿ êîëåáàíèé.

Ë.È. Ìàíäåëüøòàì [32, ñ. 12]

2.1. Íåçãàñàþ÷³ êîëèâàííÿ â ñèñòåì³
ç îäíèì ñòóïåíåì â³ëüíîñò³

2.1.1. Âèõ³äí³ ìîäåëüí³ çîáðàæåííÿ

Âæå ïðè ðîçãëÿä³ íàéïðîñò³øèõ ìîäåëåé ìåõàí³÷íèõ ñèñòåì 
ôîðìóëþþòüñÿ ïîíÿòòÿ, âàæëèâ³ äëÿ îïèñóâàííÿ íàéñêëàä-
í³øèõ êîëèâàëüíèõ ³ õâèëüîâèõ ðóõ³â. Ãîâîðÿ÷è ïðî íàé-
ïðîñò³ø³ ñèñòåìè, ìàºìî íà óâàç³ íå ò³ëüêè ¿õ ïðîñòîòó ùîäî 
íàáîðó ñêëàäîâèõ åëåìåíò³â, à é ñóòòºâå ñïðîùåííÿ îïèñóâàí-
íÿ ïðîöåñ³â âçàºìîä³¿ òàêèõ ñèñòåì ç íàâêîëèøí³ì ñâ³òîì. Ó 
êðàéíüîìó ðàç³ ìîæíà âçàãàë³ ïðè ðîçãëÿä³ íåõòóâàòè òàêó 
âçàºìîä³þ.

Íàéïðîñò³øà êîëèâàëüíà ñèñòåìà ìàº äâà åëåìåíòè — ïðóæ-
í³ñòü ³ ìàñó. Ïðè öüîìó ÿê íàéïðîñò³øèé åëåìåíò ìàñè ìîæíà 
âèêîðèñòîâóâàòè ìàòåð³àëüíó òî÷êó. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ¿¿ 
ðóõ ïîâí³ñòþ îïèñóºòüñÿ çàâäàííÿì ðàä³óñà-âåêòîðà ïîëîæåí-
íÿ òî÷êè ÿê ôóíêö³¿ ÷àñó r  àáî òðüîìà éîãî ïðîåêö³ÿìè íà 
îñ³, íàïðèêëàä äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò x(t), y(t), z(t).

ßêùî íà ìàòåð³àëüíó òî÷êó íå íàêëàäåí³ í³ÿê³ çâ’ÿçêè, òî 
ï³ä ä³ºþ äîâ³ëüíèõ ñèë, ùî ä³þòü íà íå¿, çì³íþâàòèìóòüñÿ âñ³ 
òðè êîîðäèíàòè ÿê ôóíêö³¿ ÷àñó. Öåé ôàêò ó äèíàì³ö³ òâåðäîãî 
ò³ëà îïèñóþòü, ââîäÿ÷è ïîíÿòòÿ ñòóïåí³â â³ëüíîñò³ ìåõàí³÷íî¿ 
ñèñòåìè. Ìàòåð³àëüíà òî÷êà çàãàëîì ìàº òðè ñòóïåíÿ â³ëüíîñò³. 
Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî òàê³ âèïàäêè, êîëè äëÿ îïèñóâàííÿ ðóõó 
â ñèñòåì³ äîñèòü çíàòè ëèøå îäíó ôóíêö³þ ÷àñó, òîáòî êîëè 
ñèñòåìà ìàº îäèí ñòóï³íü â³ëüíîñò³; â äàíîìó ðîçä³ë³ íå âðàõî-
âóºìî âòðà÷åíó åíåðã³þ â êîëèâàëüí³é ñèñòåì³.

Òàêå ïðèïóùåííÿ, çâè÷àéíî, íàêëàäàº îáìåæåííÿ íà ñèëè, 
ùî ä³þòü íà ìàòåð³àëüíó òî÷êó, — âîíè íå ïîâèíí³ ñïðè÷èíÿòè

                                        
 Ìàíäåëüøòàì Ëåîí³ä ²ñààêîâè÷ (1879—1944) — ðîñ³éñüêèé ô³çèê, 

àêàäåì³ê ÀÍ ÑÐÑÐ (1929).
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Ðèñ. 2.1. Ïðèêëàäè êîëèâàëüíèõ ñèñòåì ç îäíèì ñòóïåíåì â³ëüíîñò³

³íø³ òèïè ðóõó. Êð³ì òîãî, äëÿ âèíèêíåííÿ ïåâíîãî ðóõó ñèñòåìè, ùî âè-
çíà÷àºòüñÿ ÿê êîëèâàííÿ, ó ñèñòåì³ ìàþòü ä³ÿòè ñïåöèô³÷í³ ñèëè. Çà äåÿêî-
ãî ïåâíîãî ïîëîæåííÿ ñèñòåìè ö³ ñèëè äîð³âíþþòü íóëþ. Òàêå ïîëîæåííÿ 
íàçèâàºòüñÿ ð³âíîâàæíèì. Çà âñÿêîãî ³íøîãî ïîëîæåííÿ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè 
íà íå¿ ïîâèííà ä³ÿòè ñèëà, ùî ïðàãíå ïîâåðíóòè ñèñòåìó â ð³âíîâàæíèé 
ñòàí. Ïîä³áíó çà ïðèðîäîþ ä³¿ ñèëó íàçèâàþòü â³äíîâëþâàëüíîþ. Íàé-
ïðîñò³øà ìîäåëü ñèñòåìè, ùî ñòâîðþº òàêó ñèëó, º ³äåàëüíî ïðóæíà ïðó-
æèíà, îäèí ê³íåöü ÿêî¿ çàêð³ïëåíèé, à äî ³íøîãî ïðèêëàäåíà ìàñà. Ñõåìà-
òè÷íî òàêà ñèñòåìà íàâåäåíà íà ðèñ. 2.1, à. Ð³âíîâàæíå ïîëîæåííÿ â³äïîâ³-
äàº òî÷ö³ x = 0.

Íà â³äì³íó â³ä áóäü-ÿêî¿ ðåàëüíî¿ ïðóæèíè ³äåàëüíà, ÿêó ìè âì³ùóºìî â 
ñèñòåìó, ïîçáàâëåíà ìàñè. Êð³ì òîãî, äëÿ ðîçòÿãíåííÿ àáî ñòèñíåííÿ ³äå-
àëüíî¿ ïðóæèíè íà áóäü-ÿêó âåëè÷èíó ( )x  íåîáõ³äíî ïðèêëàñòè ñèëó ïðÿìî 
ïðîïîðö³éíó öüîìó çì³ùåííþ:

.xF Kx                                          (2.1)

Òóò K — õàðàêòåðèñòèêà ïðóæèíè, ùî íàçèâàºòüñÿ æîðñòê³ñòþ, Í/ì. 
Ïðè ðîçãëÿä³ êîëèâàëüíèõ ñèñòåì âèêîðèñòîâóºòüñÿ òàêîæ âåëè÷èíà, 

îáåðíåíà äî æîðñòêîñò³, ÿêà íàçèâàºòüñÿ ï³ääàòëèâ³ñòþ: s = 1/K.
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Ñï³ââ³äíîøåííÿ (2.1) â³äîáðàæàº âàæëèâå ïðèïóùåííÿ ïðî âëàñòèâîñò³ 
ïðóæèíè. ²íòó¿òèâíî ÿñíî, ùî ïîâåä³íêà ³äåàëüíî¿ ïðóæèíè íàáëèæàºòüñÿ 
äî ïîâåä³íêè ðåàëüíî¿ ïðóæèíè ëèøå â ðàç³ â³äíîñíî íåâåëèêèõ â³äõèëåíü 
â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè. Ðóõ ñèñòåìè çà òàêèõ îáìåæåíü âèçíà÷àº ìàë³ êî-
ëèâàííÿ ïîáëèçó ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè. 

Îòæå, ìè ïî÷àëè âèêîðèñòîâóâàòè òàê³ ïîíÿòòÿ, ÿê âåëèêå ³ ìàëå â³äõè-
ëåííÿ â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè. Äëÿ á³ëüø ïîâíîãî ðîçóì³ííÿ íàóêîâîãî 
ìèñëåííÿ ñë³ä âåñü ÷àñ äîòðèìóâàòèñÿ òàêîãî ïðàâèëà: ÿê ò³ëüêè ó òåêñò³ 
ç’ÿâèëèñÿ òåðì³íè “âåëèêèé” ³ “ìàëèé”, íåîáõ³äíî ç’ÿñóâàòè, ùî ç ÷èì ïî-
ð³âíþºòüñÿ ³ ÿêèé âèáðàíî ìàñøòàá äëÿ âèì³ðþâàííÿ ö³º¿ âåëè÷èíè. Ïðè 
öüîìó âäàºòüñÿ çàïîá³ãòè ïðèíöèïîâèõ ïîìèëîê, ùî ìîæëèâ³ â ïðîöåñ³ ïî-
áóäîâè ìîäåëåé ðåàëüíèõ ñèñòåì ³ ÿê³ñíîãî àíàë³çó îñîáëèâîñòåé ¿õ ïî-
âåä³íêè.

ßê ïðèêëàä ñèñòåìè ç îäíèì ñòóïåíåì â³ëüíîñò³ ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó, 
íàâåäåíó íà ðèñ. 2.1, à. ßêùî õàðàêòåðíîþ îñîáëèâ³ñòþ ö³º¿ ñèñòåìè ââà-
æàòè òå, ùî äëÿ îïèñóâàííÿ ðóõó â í³é äîñòàòíüî çàäàòè ëèøå îäíó 
ôóíêö³þ x(t), òî ëåãêî ìîæíà âêàçàòè ðÿä ñèñòåì, àíàëîã³÷íèõ çà âëàñòèâî-
ñòÿìè. Íà ðèñ. 2.1, á çîáðàæåíî ñèñòåìó ç æîðñòêèì äèñêîì, ÿêèé õàðàêòå-
ðèçóºòüñÿ äåÿêèì ìîìåíòîì ³íåðö³¿ â³äíîñíî âåðòèêàëüíî¿ îñ³, ùî ïðîõî-
äèòü ÷åðåç òî÷êó O, é ³äåàëüíî ïðóæíèì ñòðèæíåì çàäàíî¿ äîâæèíè ç êðó-
òèëüíîþ æîðñòê³ñòþ G. Îòæå, äëÿ çàêðó÷óâàííÿ ñòðèæíÿ íà äåÿêèé êóò 
íåîáõ³äíèé êðóòèëüíèé ìîìåíò

,M G                                         (2.2)

äå ðîçì³ðí³ñòü G, Í  ì. Ó òàê³é ñèñòåì³ ìîæëèâèé ðóõ, ÿêèé ïîâí³ñòþ âè-
çíà÷àºòüñÿ çàâäàííÿì êóòà çàêðó÷óâàííÿ ÿê ôóíêö³¿ ÷àñó.

Íà ðèñ. 2.1, â ð³äèíà ãóñòèíîþ  çàïîâíþº U-ïîä³áíó òðóáêó; ïîâíà 
äîâæèíà ñòîâïà ð³äèíè äîð³âíþº l. Ð³äèíà ó òðóáö³ êîëèâàºòüñÿ íàâêîëî 
ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè, äëÿ ÿêîãî âèñîòà ð³âíÿ ð³äèíè îäíàêîâà â îáîõ 
êîë³íàõ. Ðóõ ð³äèíè õàðàêòåðèçóºòüñÿ âåëè÷èíîþ çì³íè ð³âíÿ â êîë³íàõ x(t) 
â³äíîñíî ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè x = 0, à â³äíîâëþâàëüíà ñèëà âèçíà÷àºòüñÿ 
ð³çíèöåþ òèñêó íà äåÿêîìó ãîðèçîíòàëüíîìó ð³âí³ â êîë³íàõ òðóáêè.

Íà ðèñ. 2.1, ã êîëèâàëüíà ñèñòåìà ÿâëÿº ñîáîþ â³äêðèòó êîâáó îá’ºìîì 
V ç øèéêîþ äîâæèíîþ l ³ ïëîùåþ ïåðåð³çó S, ùî çàïîâíåíà ïîâ³òðÿì ãóñ-
òèíîþ . Ï³ä ä³ºþ çâóêîâî¿ õâèë³ íà ïîâ³òðÿ â øèéö³ êîâáè âèíèêàþòü êî-
ëèâàííÿ. Ïðè öüîìó çà óìîâè ìàëèõ ðîçì³ð³â ïîñóäèíè, ïîð³âíÿíî ç äîâ-
æèíîþ çâóêîâî¿ õâèë³, ïîâ³òðÿ â îá’ºì³ V ïîâîäèòü ñåáå, ÿê äåÿêà ïðóæèíà, 
à ïîâ³òðÿ â øèéö³ êîâáè ðóõàºòüñÿ, ÿê äåÿêà ìàñà. Îòæå, ìîæëèâèé ðóõ ó 
òàê³é ñèñòåì³ ïîâí³ñòþ âèçíà÷àºòüñÿ êîîðäèíàòîþ x(t) ïåðåì³ùåííÿ “ïî-
â³òðÿíî¿ ïðîáêè” â øèéö³ êîâáè. Òîä³ â³äíîâëþâàëüíà ñèëà â òàê³é ñèñòåì³ 
áóäå âèçíà÷àòèñÿ ñèëîþ ïðóæíîñò³, ùî âèíèêàº ïðè çì³í³ îá’ºìó V ïîâ³òðÿ 
âñåðåäèí³ êîâáè.

Ðóõ ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà, íàâåäåíîãî íà ðèñ. 2.1, ä, ïîâí³ñòþ îïè-
ñóºòüñÿ çàâäàííÿì ôóíêö³¿ (t). Òóò òðåáà ëèøå ï³äêðåñëèòè, ùî äæåðåëî 
â³äíîâëþâàëüíî¿ ñèëè (çåìíå òÿæ³ííÿ) íå ³äåàë³çóºòüñÿ äî òàêî¿ ì³ðè, ÿê ó 
ðîçãëÿíóòèõ ðàí³øå ñèñòåìàõ. ² öå â³äðàçó ïîçíà÷àºòüñÿ íà çàëåæíîñò³ â³ä-
íîâëþâàëüíî¿ ñèëè â³ä êîîðäèíàòè , ùî áóäå ðîçêðèòî äàë³ çà òåêñòîì.



Îñíîâè àêóñòèêè

16

ßê áà÷èìî, àíàëîã³÷íî äî ðîçãëÿíóòèõ ìåõàí³÷íèõ ñèñòåì ïîâîäèòü ñåáå 
é åëåêòðè÷íå êîëî (ðèñ. 2.1, å). Âîíî ñêëàäàºòüñÿ ç òàêèõ ìîäåëüíèõ åëå-
ìåíò³â, ÿê çîñåðåäæåí³ êîòóøêà ³íäóêòèâíîñò³, êîíäåíñàòîð òà ³äåàëüí³ 
ïðîâ³äíèêè. Äëÿ ïîâíîãî îïèñóâàííÿ ñòàíó òàêîãî åëåêòðè÷íîãî êîíòóðó 
äîñòàòíüî çàäàòè çì³íþâàííÿ çà ÷àñîì âåëè÷èíè q(t), ùî õàðàêòåðèçóº çà-
ðÿä êîíäåíñàòîðà. 

ßê âèäíî, ô³çè÷íà ñóòü âåëè÷èí, ùî îïèñóþòü ðóõ ñèñòåìè ç îäíèì 
ñòóïåíåì â³ëüíîñò³, ìîæå áóòè ð³çíîþ. Âëàñíå ó çâ’ÿçêó ç öèì ïðî íèõ ãî-
âîðÿòü, ÿê ïðî óçàãàëüíåí³ êîîðäèíàòè.

2.1.2. Ð³âíÿííÿ â³ëüíîãî ðóõó â ñèñòåì³
ç îäíèì ñòóïåíåì â³ëüíîñò³

Ïåðøîþ çàäà÷åþ ïðè ðîçãëÿä³ îñîáëèâîñòåé ðóõó ñèñòåì óêà-
çàíîãî òèïó º çàäà÷à ïðî âèçíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèê ¿õ â³ëüíîãî ðóõó. Ïðè 
öüîìó ìàºòüñÿ íà óâàç³ òàêà ñèòóàö³ÿ: ï³ä ä³ºþ äåÿêîãî çîâí³øíüîãî âïëèâó 
ñèñòåìà âèâîäèòüñÿ ç ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ³ äàë³ âîíà ìàº ìîæëèâ³ñòü ðó-
õàòèñÿ â³ëüíî. Äëÿ ïîâíîãî é îäíîçíà÷íîãî âèçíà÷åííÿ ïîäàëüøîãî ðóõó 
ñèñòåìè ðåçóëüòàò çîâí³øíüîãî âïëèâó îïèñóºòüñÿ ò³ºþ ôóíêö³ºþ, ùî é ðóõ 
ñèñòåìè. Îñê³ëüêè òàêîþ ôóíêö³ºþ º óçàãàëüíåíà êîîðäèíàòà, òî ïåðâ³ñíèé 
çîâí³øí³é âïëèâ êîíêðåòèçóºòüñÿ çàâäàííÿì ïî÷àòêîâîãî çíà÷åííÿ óçà-
ãàëüíåíî¿ êîîðäèíàòè òà øâèäê³ñòþ ¿¿ çì³íè, à ñàìå, óçàãàëüíåíî¿ øâèä-
êîñò³.

Äëÿ îäåðæàííÿ ñï³ââ³äíîøåíü, ÿê³ äàþòü ìîæëèâ³ñòü âèçíà÷èòè çì³íó 
óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò çà ÷àñîì çà çàäàíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè, âèêî-
ðèñòîâóþòüñÿ ô³çè÷í³ çàêîíè. Ùîá çàïèñàòè ð³âíÿííÿ ðóõó äëÿ ñèñòåì, íà-
âåäåíèõ íà ðèñ. 2.1 (îêð³ì îñòàííüî¿), âèêîðèñòàºìî äðóãèé çàêîí Íüþòî-
íà. Äëÿ ïåðøî¿, òðåòüî¿ ³ ÷åòâåðòî¿ ñèñòåì â³äïîâ³äíå âåêòîðíå ñï³ââ³äíî-
øåííÿ áåðåòüñÿ ó ïðîåêö³¿ íà â³ñü Ox. Ïðè öüîìó äëÿ ïåðøî¿ ³ ÷åòâåðòî¿ 
(ðèñ. 2.1, à, ã) ìàºìî

0,mx Kx                                       (2.3)

à äëÿ òðåòüî¿ (ðèñ. 2.1, â) çàïèñóºìî

2 0.lx gx  

Äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà (ðèñ. 2.1, ä) â³äíîâëþâàëüíà ñèëà îáóìîâëåíà 
ïðîåêö³ºþ ñèëè òÿæ³ííÿ íà äîòè÷íó äî òðàºêòîð³¿ ðóõó êóëüêè. Òîìó 
ñï³ââ³äíîøåííÿ äðóãîãî çàêîíó Íüþòîíà ìàòèìå âèãëÿä

sin 0.ml mg                                    (2.4)

Çàêîí çáåðåæåííÿ ìîìåíòó ê³ëüêîñò³ ðóõó ùîäî êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè, íà-
âåäåíî¿ íà ðèñ. 2.1, á, çàïèøåìî òàê:

0,I G                                        (2.5)

                                        
 Íüþòîí (Newton) ²ñààê (1643—1727) — àíãë³éñüêèé ô³çèê, ìåõàí³ê, àñòðîíîì ³ ìà-

òåìàòèê.
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äå I — ìîìåíò ³íåðö³¿ äèñêà â³äíîñíî âåðòèêàëüíî¿ îñ³, êã  ì2. Âèêîðèñòîâóþ-
÷è çàêîí Ê³ðõãîôà äëÿ åëåêòðè÷íîãî êîëà, ïîäàíîãî íà ðèñ. 2.1, å, ìàºìî

1
0,Lq q

C
                                       (2.6)

äå ðîçì³ðíîñò³ L, Ãí, ³ C, Ô. Óñ³ îäåðæàí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (2.3)—(2.5) ì³ñ-
òÿòü ó ñîá³ ÿê øóêàí³ ôóíêö³¿, òàê é ¿õ ïîõ³äí³, òîáòî öå — äèôåðåíö³àëüí³ 
ð³âíÿííÿ. Ó ð³âíÿííÿ (2.3), (2.5) ³ (2.6) ôóíêö³¿ òà ïîõ³äí³ âõîäÿòü ë³í³éíî, 
ùî ³ â³äîáðàæàºòüñÿ âèðàçîì “ë³í³éí³ äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ”. Ó ôîðìó-
ëó (2.4) øóêàíà ôóíêö³ÿ âõîäèòü íåë³í³éíî (sin). Ð³çíèöÿ ó ïîâåä³íö³ ìå-
õàí³÷íèõ ñèñòåì, ùî îïèñóþòüñÿ ë³í³éíèìè òà íåë³í³éíèìè ð³âíÿííÿìè, 
äóæå âåëèêà. Ñóòü, ïðè÷èíà ³ çì³ñò öèõ ð³âíÿíü ïåâíîþ ì³ðîþ âèñâ³òëþ-
þòüñÿ â ðîçä³ë³ 11. Òóò æå ìîæíà ÷³òêî ïðîñë³äêóâàòè ïðè÷èíó âèíèêíåííÿ 
íåë³í³éíîñò³. Ìàòåìàòè÷íèé ìàÿòíèê — öå ºäèíà ç ðîçãëÿäóâàíèõ ñèñòåìà, 
äå ïðè çàïèñó çâ’ÿçêó ì³æ â³äõèëåííÿì ñèñòåìè â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè òà 
â³äíîâëþâàëüíîþ ñèëîþ íå ââîäÿòüñÿ ïðèïóùåííÿ, ÿê³ ñïðîùóþòü òà ³äå-
àë³çóþòü äæåðåëî. Íåë³í³éí³ñòü (2.4) çíèêàº, ÿêùî ïðèïóñòèòè ìàë³ñòü â³ä-
õèëåíü â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè, àíàëîã³÷íî äî òîãî, ÿê öå çðîáëåíî ïðè 
îïèñóâàíí³ ³íøèõ ñèñòåì, íàâåäåíèõ íà ðèñ. 2.1.

Âèõîäÿ÷è ç âëàñòèâîñòåé ôóíêö³¿ sin, ìîæíà çàïèñàòè ðÿä 
3 5

sin ...
3! 5 !
                                    (2.7)

ßêùî âíàñë³äîê àíàë³çó çàäà÷³ òà íåîáõ³äíî¿ òî÷íîñò³ ðîçâ’ÿçêó äîõîäÿòü 
âèñíîâêó, ùî äîäàíêàìè ç òðåò³ì ³ âèùèì ñòåïåíÿìè  ìîæíà çíåõòóâàòè, 
òî â (2.4) ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî sin  , ³ îäåðæàíå ïðè öüîìó ð³âíÿííÿ

0l g                                          (2.8)

áóäå àíàëîã³÷íèì ð³âíÿííÿì äëÿ ³íøèõ ðîçãëÿíóòèõ ñèñòåì. Ïðè öüîìó 
ìîæíà ñêàçàòè, ùî ó ðàç³ ìàëèõ â³äõèëåíü â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè 
ðóõ ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà îïèñóºòüñÿ ë³í³éíèì äèôåðåíö³àëüíèì ð³â-
íÿííÿì.

Çàçíà÷èìî, ùî ìîæíà íàâåñòè ìîäåë³ êîëèâàëüíèõ ñèñòåì, ùî º íåë³-
í³éíèìè íàâ³òü çà ìàëèõ çì³ùåíü ñèñòåìè â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè. Ðîç-
ãëÿíåìî, íàïðèêëàä, ñèñòåìó, íàâåäåíó íà ðèñ. 2.2. Òóò îáèäâà ê³íö³ âèòî¿ 
ïðóæèíè çàô³êñîâàí³ íà ïåâí³é â³äñòàí³ l  îäèí â³ä îäíîãî, à ìàñà m ïðè-
êð³ïëåíà äî öåíòðà ïðóæèíè; Ê — æîðñòê³ñòü ïðóæèíè. Îñê³ëüêè ìàñà ðó-
õàºòüñÿ âçäîâæ îñ³ Ox, òî â³äíîâëþâàëüíà ñèëà FB(x) çóìîâëåíà ïðîåêö³ºþ 
ñèëè ïðóæíîñò³ ïðóæèíè F íà â³ñü Ox. Ñèëîþ òÿæ³ííÿ, ÿêà ä³º íà ìàñó m, 
áóäåìî íåõòóâàòè (âîíà íå óòâîðþº í³ÿêî¿ â³äíîâëþâàëüíî¿ ñèëè).

Çã³äíî ç ðèñ. 2.2 äåôîðìàö³ÿ ïðóæèíè  âèçíà÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì: 

 2 2
02 / 2l x l    , äå l0 — äîâæèíà ïðóæèíè â ðîçñëàáëåíîìó ñòàí³. Òîä³ 

ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ ñèñòåìè ÅÏ ìàòèìå âèãëÿä

                                        
 Ê³ðõãîô (Kirchhoff) Ãóñòàâ Ðîáåðò (1824—1887) — í³ìåöüêèé ô³çèê.
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2
22

2
Ï 0( ) 2 .

2 2 2
K K l

E x l


          

(Íàãàäàºìî, ùî ïîòåíö³àëüíà åíåð-
ã³ÿ ÅÏ ïðóæèíè âèçíà÷àºòüñÿ ðîáî-
òîþ ïðîòè ñèëè ïðóæíîñò³, òîáòî 

ξ
2

Ï
0

2E K d K    .) Âðàõîâóþ÷è 

çâ’ÿçîê ì³æ ïîòåíö³àëüíîþ åíåð-
ã³ºþ ³ â³äíîâëþâàëüíîþ ñèëîþ, ùî 
ä³º âçäîâæ îñ³ Îõ, çíàõîäèìî âèðàç 
äëÿ ö³º¿ ñèëè

  Ï
Â

dE
F x

dx
  

 
0

2

1
4 1 .

1 2 /

l
Kx

l x l

 
   
  

  (2.9)

Äëÿ äîñèòü ìàëî¿ âåëè÷èíè (x/l) < 1 ðîçêëàäåìî öåé âèðàç â ðÿä

   
3 5

Â 0 04 8 3 ... .
x x x

F x K l l Kl
l l l

             
     

             (2.10)

Êîëè õ << l, òî, çâè÷àéíî, ìîæíà çíåõòóâàòè âèñîêèìè ñòóïåíÿìè x/l ³ 
ââàæàòè ñèëó ë³í³éíîþ â³äíîñíî õ. Ïðîòå, ÿêùî äîâæèíà ðîçñëàáëåíî¿ 
ïðóæèíè l0 äîð³âíþº â³äñòàí³ l ì³æ êð³ïëåííÿìè, òî ë³í³éíèé ÷ëåí çíèêàº, ³ 
íàâ³òü äëÿ ìàëî¿ âåëè÷èíè x â³äíîâëþâàëüíà ñèëà   3 2

Â 8 /F x Kx l  ïðî-

ïîðö³éíà êóáó çì³ùåííÿ.
Ó íàâêîëèøíüîìó ñåðåäîâèù³ âëàñòèâ³ñòü á³ëüøîñò³ êîëèâàëüíèõ ñèñ-

òåì çà ìàëèõ êîëèâàíü ïîâîäèòè ñåáå ÿê ë³í³éí³ ñèñòåìè º äîì³íóþ÷îþ. 
Òîìó áóäåìî ðîçãëÿäàòè ¿õ. Ï³ñëÿ ä³ëåííÿ (2.3), (2.5), (2.6) ³ (2.8) íà êî-
åô³ö³ºíò ïðè äðóã³é ïîõ³äí³é ñòàº î÷åâèäíèì, ùî äëÿ âñ³õ âèïàäê³â êî-
åô³ö³ºíò ïðè óçàãàëüíåí³é êîîðäèíàò³ âèì³ðþºòüñÿ òàê: îäèíèöÿ ïîä³ëåíà 
íà ñåêóíäó â êâàäðàò³. Öå äàº çìîãó çðîáèòè âèñíîâîê, ùî çàêîíîì³ðíîñò³ 
çì³íè çà ÷àñîì óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò äëÿ óñ³õ ðîçãëÿäóâàíèõ ñèñòåì 
(ðèñ. 2.1) ö³ëêîì ³äåíòè÷í³ ³ äëÿ ¿õ âèâ÷åííÿ ìîæíà ââåñòè äåÿêó íîâó ìà-
òåìàòè÷íó ìîäåëü, ùî îõîïëþº âñ³ ðîçãëÿíóò³ ÷àñòèíí³ ô³çè÷í³ ìîäåë³. Äè-
ôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ö³º¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ìàº âèãëÿä

2
0 0,                                            (2.11)

äå ðîçì³ðí³ñòü  0, ñ
–1.

Çðîçóì³ëî, ùî ïîäàëüøèé ðóõ ñèñòåìè âèçíà÷åíî ¿¿ ïî÷àòêîâèì ñòàíîì, 
àáî, ÿê êàæóòü, ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè, ÿê³ çàïèñóþòü äëÿ äåÿêîãî ìîìåíòó 

Ðèñ. 2.2. Ïðèêëàä íåë³í³éíî¿ êîëèâàëüíî¿ 
ñèñòåìè
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÷àñó t, íåõàé öå áóäå t = 0. Ïî÷àòêîâ³ óìîâè, î÷åâèäíî, îáóìîâëåí³ çàâäàí-
íÿì ïî÷àòêîâèõ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò çì³ùåííÿ òà øâèäêîñò³:

(0) = 0, 0(0) .                               (2.12)

Òàêà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ä³ñòàëà íàçâó ãàðìîí³÷íîãî îñöèëÿòîðà (â³ä ëà-
òèíñüêîãî ñëîâà oscillo — êîëèâàþñü). Ñóòü ö³º¿ íàçâè ñòàº çðîçóì³ëîþ ïðè 
àíàë³ç³ ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (2.11).

Çàâäàííÿ ñàìå äâîõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ (2.12) ëåãêî çðîçóì³òè ç ô³çè÷íî¿ 
òî÷êè çîðó. Ïðèïóñòèìî ìè õî÷åìî çíàòè ñòàí îñöèëÿòîðà â äåÿêèé ìî-
ìåíò ÷àñó. Ïðîòå äëÿ öüîãî íåäîñòàòíüî, ùî íàì â³äîìå çíà÷åííÿ , àäæå â 
ïîäàëüøîìó âîíî ìîæå ÿê çá³ëüøóâàòèñÿ, òàê ³ çìåíøóâàòèñÿ. Îòæå, òðåáà 
çíàòè øâèäê³ñòü îñöèëÿòîðà   ó òîé æå ìîìåíò ÷àñó. Òàêèì ÷èíîì, ïî-
âåä³íêà îñöèëÿòîðà ïîâí³ñòþ îïèñóºòüñÿ åâîëþö³ºþ çà ÷àñîì äâîõ âåëè÷èí 
(t) ³  t .

Ïðèêëàä 2.1. Âèçíà÷èòè ìîæëèâ³ñòü óðàõóâàííÿ ò³ëüêè ë³í³éíîãî ÷ëåíà 
ðÿäó (2.7) çà óìîâè, ùî äðóãèé ÷ëåí ðÿäó (2.7) ìåíøèé çà ïåðøèé ÿê ì³í³-
ìóì ó äåñÿòü ðàç³â. Ïî÷àòêîâ³ óìîâè ìàþòü âèãëÿä: (0) = 0, (0) 0  .

Ðîçâ’ÿçîê. Çã³äíî ç óìîâîþ 3
0 0/(6 ) 0,1    ìàºìî 2

0 0,6  , îòæå, ìàêñè-

ìàëüíèé êóò â³äõèëåííÿ ìàÿòíèêà ñòàíîâèòü 0  44.

2.1.3. Ãàðìîí³÷íèé îñöèëÿòîð

Ð³âíÿííÿ (2.11) îïèñóº çàêîíîì³ðíîñò³ ðóõó, çàãàëüí³ äëÿ áà-
ãàòüîõ åëåêòðè÷íèõ ³ ìåõàí³÷íèõ ñèñòåì. Äëÿ êîíêðåòíîãî âèâ÷åííÿ öèõ 
çàêîíîì³ðíîñòåé íåîáõ³äíî çíàéòè ðîçâ’ÿçîê öüîãî ð³âíÿííÿ òà ïðèâåñòè 
éîãî ó â³äïîâ³äí³ñòü ³ç çàäàíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. Ó ìàòåìàòèö³ ³ñíóº 
ñïåö³àëüíèé ðîçä³ë, ïðèñâÿ÷åíèé òåîð³¿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ùî ì³ñ-
òèòü ó ñîá³ ³ ðîçðîáêó ìåòîä³â ¿õ ðîçâ’ÿçàííÿ. Äëÿ òèõ ð³âíÿíü, ùî çóñò-
ð³÷àþòüñÿ ó äàíîìó ðîçä³ë³, ðîçâ’ÿçêè ìîæóòü áóòè îäåðæàí³ íà îñíîâ³ äî-
ñèòü ïðîñòèõ ³ íàî÷íèõ ì³ðêóâàíü.

Ð³âíÿííÿ (2.11) — öå äåÿêå àëãåáðà¿÷íå ñï³ââ³äíîøåííÿ, ùî ïîâ’ÿçóº 
çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà ¿¿ äðóãî¿ ïîõ³äíî¿ â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó. Òîìó 
ðîçâ’ÿçêîì öüîãî ð³âíÿííÿ ìîæå áóòè ôóíêö³ÿ, ùî íå çì³íþº ñâîãî âèãëÿäó 
âíàñë³äîê äâîðàçîâîãî äèôåðåíö³þâàííÿ ÷è, ÿê ãîâîðÿòü, º ³íâàð³àíòíîþ
(â³ä ëàòèíñüêîãî ñëîâà invarians — íåçì³ííèé) ùîäî îïåðàö³¿ äâîðàçîâîãî 
äèôåðåíö³þâàííÿ. Ôóíêö³¿ òàêîãî òèïó äîáðå â³äîì³ ç àíàë³çó. Íàïðèêëàä, 
ôóíêö³ÿ

y(t) = A exp(t)                                  (2.13)

ìàº òàêó âëàñòèâ³ñòü ùîäî îïåðàö³¿ äèôåðåíö³þâàííÿ áóäü-ÿêîãî ïîðÿä-
êó n :

y(n)(t) = An exp(t).

Áåçïåðå÷íî, òàêó ôóíêö³þ y(t) ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ÿê ïðîáíó äëÿ 
îäåðæàííÿ ðîçâ’ÿçêó (2.11). Äîáðå â³äîìî òàêîæ, ùî òðèãîíîìåòðè÷í³ ôóíê-
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ö³¿ ìàþòü óêàçàíó âëàñòèâ³ñòü ùîäî îïåðàö³¿ äèôåðåíö³þâàííÿ áóäü-ÿêîãî 
ïàðíîãî ïîðÿäêó:

1( ) cos( ),y t A t 2( ) sin( );y t B t                      (2.14)

 (2 ) 2
1 ( ) 1 cos( ),nn ny t A t    (2 ) 2

2 ( ) 1 sin( ).nn ny t B t  

Îòæå, ³ òðèãîíîìåòðè÷í³ ôóíêö³¿ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàí³ ÿê ïðîáí³ 
ïðè íàìàãàíí³ çíàéòè ðîçâ’ÿçîê (2.11). Ðîçãëÿíåìî ïðîöåäóðó îäåðæàííÿ 
ðîçâ’ÿçêó ç âèêîðèñòàííÿì ôóíêö³¿ (2.13), òîáòî ïðèïóñòèìî, ùî øóêàíà 
ôóíêö³ÿ ìàº âèãëÿä

 ( ) exp .t A t                                 (2.15)

Ó öüîìó âèðàç³ º äâ³ äîâ³ëüí³ âåëè÷èíè — À ³ , ÿê³ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè 
òàê, ùîá ñïðàâäæóâàëîñü (2.11). Ï³äñòàâëÿþ÷è âèðàç (2.15) ó (2.11), îäåð-
æóºìî

 2 2
0 exp 0.A t                                (2.16)

Âèäíî, ùî ñòàëà À íå âèçíà÷àºòüñÿ ïðè ï³äñòàíîâö³. Ùîäî ñòàëî¿ , òî 
ð³âíÿííÿ íå ìîæå çàäîâîëüíÿòèñÿ çà áóäü-ÿêî¿ ä³éñíî¿ âåëè÷èíè  . Ïðîòå 
ïðèïóñêàþ÷è ìîæëèâ³ñòü êîìïëåêñíèõ âåëè÷èí , çîêðåìà ó äàíîìó âè-
ïàäêó ÷èñòî óÿâíèõ âåëè÷èí, ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî (2.15) º ðîçâ’ÿçîê 
(2.11) ò³ëüêè çà äâîõ ïàðàìåòð³â  :

1 0 ,i  2 0i   .                             (2.17)

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âèõ³äíîãî ð³âíÿííÿ (2.11) çíàéäåíî äâà ðîçâ’ÿçêè:

 1 0( ) exp ,t A i t   2 0( ) exp .t B i t                 (2.18)

Îñê³ëüêè ñàìå ð³âíÿííÿ í³ÿêèõ îáìåæåíü íà çíà÷åííÿ ìíîæíèêà ïðè åê-
ñïîíåíò³ íå íàêëàäàº, òî, çâè÷àéíî, ó ð³çíèõ ðîçâ’ÿçêàõ ö³ ìíîæíèêè ìîæ-
íà áðàòè ð³çíèìè.

Âèõ³äíå ð³âíÿííÿ (2.11) îïèñóâàëî ïîâåä³íêó ðåàëüíèõ ô³çè÷íèõ ñèñ-
òåì. Çà ñâî¿ì ô³çè÷íèì çì³ñòîì øóêàíà ôóíêö³ÿ ( )t  º âåëè÷èíà, ùî âè-
ì³ðþºòüñÿ. Ó çâ’ÿçêó ç öèì êîìïëåêñíà ôîðìà ðîçâ’ÿçêó, íà ïåðøèé ïî-
ãëÿä, íå ïðèäàòíà. Ïðîòå äëÿ ð³âíÿííÿ ç ä³éñíèìè êîåô³ö³ºíòàìè ðîçâ’ÿç-
êîì º îêðåìî ä³éñíà òà óÿâíà ÷àñòèíè êîìïëåêñíîãî ðîçâ’ÿçêó. Òîìó ÿñíî,
ùî çàì³ñòü (2.18) ó ïîäàëüøîìó ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ðîçâ’ÿçêè âè-
ãëÿäó

   1 0cos ,t a t     2 0sin ,t b t                   (2.19)

äå a ³ b — äîâ³ëüí³ ä³éñí³ ñòàë³. Òàêà ëåãê³ñòü ïåðåõîäó â³ä êîìïëåêñíèõ (íå 
ô³çè÷íèõ) äî ä³éñíèõ (âèì³ðþâàíèõ) âåëè÷èí îáóìîâëþº òå, ùî â àêóñòèö³ 
äóæå øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü êîìïëåêñí³ çîáðàæåííÿ äëÿ øóêàíèõ âåëè-
÷èí. Ïðè öüîìó ñóòòºâî ñïðîùóþòüñÿ ïðîì³æí³ âèêëàäêè. Öå îáóìîâëþº 
øèðîêå âèêîðèñòàííÿ êîìïëåêñíèõ ôóíêö³é ïðè âèêëàäàíí³ ìàòåð³àëó. 
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Âèðàçè (2.19) çàäàþòü äâà êîíêðåòí³ ÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè âèõ³äíîãî 
ð³âíÿííÿ. Âíàñë³äîê ë³í³éíîñò³ ð³âíÿííÿ éîãî ðîçâ’ÿçêîì áóäå ³ áóäü-ÿêà 
ë³í³éíà êîìá³íàö³ÿ ÷àñòèííèõ ðîçâ’ÿçê³â, òîáòî

     0 0cos sin .t a t b t                            (2.20)

Ó òåîð³¿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äîâîäèòüñÿ, ùî áóäü-ÿêèé ÷àñòèííèé 
ðîçâ’ÿçîê (2.11) ìîæå áóòè îäåðæàíèé ç âèðàçó (2.20) âèáîðîì êîíêðåòíèõ 
çíà÷åíü âåëè÷èí a ³ b. Ñàìå òîìó éîãî íàçèâàþòü çàãàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì äè-
ôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ (2.11). Ç ô³çè÷íî¿ òî÷êè çîðó òàêå ìàòåìàòè÷íå 
òâåðäæåííÿ âêàçóº íà òå, ùî äîáîðîì çíà÷åíü a ³ b ìîæíà îïèñàòè ðóõ ìå-
õàí³÷íî¿ àáî åëåêòðè÷íî¿ ñèñòåìè çà áóäü-ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Ó ñïðà-
âåäëèâîñò³ öüîãî ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ.

ßêùî â (2.20) çàäàòè ïî÷àòêîâ³ óìîâè äëÿ , ÿê ó (2.12), òî áóäå ëåãêî 
çíàéòè çíà÷åííÿ ñòàëèõ a ³ b, ³ ðîçâ’ÿçîê ìàòèìå âèãëÿä

0
0 0 0

0

( ) cos( ) sin( ).t t t


   


                         (2.21)

Öüîìó ðîçâ’ÿçêó ìîæíà íàäàòè çðó÷í³øî¿ ôîðìè:

0 0( ) cos( ),t A t                                 (2.22)

äå 
2

2 0
0

0

,A




 

   
 

0
0cos ,

A


  0
0

0

sin .
A





 

Â³äïîâ³äíî øâèäê³ñòü îñöèëÿòîðà áóäå ìàòè âèãëÿä 

0( ) 0 0sin( ).t A t                                 (2.23)

Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (2.11), ùî îïèñóº ïîâåä³íêó ãàð-
ìîí³÷íîãî îñöèëÿòîðà, îäåðæàíî. Îòæå, ðîçâ’ÿçàíà äîñèòü ïðîñòà çàäà÷à 
äèíàì³êè — â³äîìèé ñòàí ñèñòåìè ó ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó, ÿêùî â³äîì³ ïî-
÷àòêîâ³ óìîâè éîãî ðóõó.

Êîëèâàííÿ, ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ ôóíêö³ºþ ñèíóñà àáî êîñèíóñà, íàçèâà-
þòüñÿ ãàðìîí³÷íèìè (â³ä ãðåöüêîãî ñëîâà armon�coz — ñï³âçâó÷íèé). Îòæå, 
ðóõ ñèñòåìè (2.11) — öå ïðîñòå ãàðìîí³÷íå êîëèâàííÿ (ðèñ. 2.3). Ó òåîð³¿ 
êîëèâàíü, ÿê ÷àñòèíè ô³çè÷íî¿ àêóñòèêè, ìàéæå íå ö³êàâëÿòüñÿ òàêèìè ëî-
êàëüíèìè ïèòàííÿìè: äå â äàíèé ìîìåíò ïåðåáóâàº ñèñòåìà. Âàæëèâ³øèì º 
âèçíà÷åííÿ ³íòåãðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê ðóõó êîëèâàíü ñèñòåìè.

Ó ðîçâ’ÿçêó (2.22) òàêèìè ³íòåãðàëüíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè º òðè âåëè-
÷èíè — àìïë³òóäà êîëèâàíü (À), êóòîâà ÷àñòîòà (0) ³ ïî÷àòêîâà ôàçà (0). 
Ôóíêö³ÿ   0 0t t     íàçèâàºòüñÿ ôàçîþ êîëèâàííÿ. Çã³äíî ç âèðàçîì 

(2.22) ïî÷àòêîâà ôàçà 0 âèçíà÷àº çñóâ ôàçè öüîãî êîëèâàííÿ â³äíîñíî êî-
ëèâàííÿ, ùî ðîçïî÷àëîñÿ çà íóëüîâî¿ ïî÷àòêîâî¿ øâèäêîñò³ (0 = 0). ×àñòî-
òó 0 íàçèâàþòü âëàñíîþ ÷àñòîòîþ îñöèëÿòîðà.

Ôàçà êîëèâàíü   0 0t t     çðîñòàº íåîáìåæåíî ç ÷àñîì. Ïðîòå, 

îñê³ëüêè ôóíêö³¿ ñèíóñà ³ êîñèíóñà º ïåð³îäè÷íèìè ôóíêö³ÿìè ç ïåð³îäîì



Îñíîâè àêóñòèêè

22

2, òî äâ³ ôàçè, ÿê³ ðîçð³çíÿþòüñÿ íà 2, â³äïîâ³äàþòü îäíîìó ³ òîìó æ 
ô³çè÷íîìó ñòàíó êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè. Òîìó ÷àñòî, äëÿ çðó÷íîñò³, âèçíà÷à-
þòü çì³íó ôàçè â³ä 0 äî 2. Îñê³ëüêè ïîõ³äíà   0t   , òî çðîçóì³ëî, ùî 

êóòîâà ÷àñòîòà 0 âèçíà÷àº øâèäê³ñòü çì³íè ôàçè êîëèâàíü ó ÷àñ³ (2.22).
Ðóõ çà (2.22) º ïåð³îäè÷íèé, òîáòî ñèñòåìà ïîâåðòàºòüñÿ ó áóäü-ÿêèé 

ñòàí ç ìîæëèâèõ ï³ñëÿ äåÿêîãî ÷àñó Ò (ðèñ. 2.3). Âåëè÷èíà öüîãî ÷àñîâîãî 
ïàðàìåòðà, ÿêèé íàçèâàþòü ïåð³îäîì êîëèâàíü, âèçíà÷àºòüñÿ ç ð³âíîñò³, ùî 
âèïëèâàº ç âëàñòèâîñòåé òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é:

0Ò = 2, ñ–1, 
0

2
,T




  ñ.                           (2.24)

Îñê³ëüêè çì³íí³ (t) ³  t  ïîâí³ñòþ îïèñóþòü ïîâåä³íêó îñöèëÿòîðà, òî 

¿õ ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê êîîðäèíàòè äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò  ,  . 

Òîä³ ç³ çì³íîþ ÷àñó òî÷êà íà ïëîùèí³  ,   âèêðåñëèòü äåÿêó ë³í³þ. Çðî-

çóì³ëî, ùî, êîëè êîëèâàííÿ ïåð³îäè÷í³, òî êðèâà áóäå çàìêíóòîþ. Ìàþ÷è 
âèðàçè (2.22) ³ (2.23), íåâàæêî îòðèìàòè ð³âíÿííÿ ö³º¿ êðèâî¿: 

2 2 2 2
0/ .A     ßêùî çà êîîðäèíàòè âèêîðèñòàí³ çì³íí³  ³ 0  , òî 

ìàºìî ð³âíÿííÿ êîëà (ðèñ.2.4). ßê áà÷èìî, âåëè÷èíè À ³ (t) º íå ùî ³íøå, 

ÿê ïîëÿðí³ êîîðäèíàòè òî÷êè íà ïëîùèí³  ,  . Öÿ òî÷êà îáåðòàºòüñÿ ïðî-

òè ÷àñîâî¿ ñòð³ëêè ç êóòîâîþ øâèäê³ñòþ 0 (àäæå   0t   ), òàê ùî çà 

îäèí ïåð³îä êîëèâàíü T âîíà âèêîíóº îäèí îáåðò, ³ ôàçà (t) çðîñòàº íà 2.
Çã³äíî ç âèçíà÷åííÿì êóòîâà ÷àñòîòà 0 = 2/Ò âèðàæàºòüñÿ â ðàä³àíàõ çà 

ñåêóíäó. Îñê³ëüêè ðàä³àí º âåëè÷èíà áåçðîçì³ðíà, òî ðîçì³ðí³ñòü 0, ñ
–1, 

âîíà âèçíà÷àº ÷èñëî êîëèâàíü ñèñòåìè çà 2 ñåêóíä. Ðàçîì ç êóòîâîþ ÷àñ-
òîòîþ 0 ïðè îïèñóâàíí³ êîëèâàëüíèõ ïðîöåñ³â âèêîðèñòîâóþòü òàêó õà-
ðàêòåðèñòèêó, ÿê ÷èñëî êîëèâàíü çà îäíó ñåêóíäó — f0. ×àñòîòà f0 çâ’ÿçàíà ç 

Ðèñ. 2.3. Ãðàô³ê ãàðìîí³÷íîãî 
êîëèâàííÿ

Ðèñ. 2.4. Ïðèêëàä ãàðìîí³÷-
íîãî êîëèâàííÿ íà ïëîùèí³ 
çì³ííèõ  ³   0
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êóòîâîþ ÷àñòîòîþ 0 ð³âí³ñòþ 0 01 / /(2 ),f T    Ãö. Îäèíèöÿ ÷àñòîòè 
f0 — ãåðö, òîáòî ÷àñòîòà ïðîöåñó, â ÿêîìó îäíå êîëèâàííÿ â³äáóâàºòüñÿ çà 
îäíó ñåêóíäó. Çâè÷àéíî, ÿêùî öå íå âèêëèêàº íåïîðîçóì³íü,  ³ f ìàþòü 
îäíàêîâó íàçâó — ÷àñòîòà. 

Ïåðåïèñóºìî âèðàç äëÿ øâèäêîñò³ ãàðìîí³÷íîãî îñöèëÿòîðà (2.23) ó 
âèãëÿä³      0 0 0 0 0 0sin cos / 2t A t A t             . Ïðî òàêèé çàïèñ 

ìîæíà êàçàòè, ùî çì³íà øâèäêîñò³  t  âèïåðåäæàº çà ôàçîþ çì³íó êîîð-

äèíàòè (t) íà âåëè÷èíó /2. Äèôåðåíö³þþ÷è âäðóãå, çíàõîäèìî ïðèñêî-
ðåííÿ      2 2

0 0 0 0 0 0cos cost A t A t             . Ïðèñêîðåííÿ  t

çì³íþºòüñÿ çà òèì æå çàêîíîì, ùî é êîîðäèíàòà (t) îñöèëÿòîðà, àëå 
âèïåðåäæàº ¿¿ çà ôàçîþ íà . Íàêðåñë³òü ãðàô³êè çàëåæíîñò³ , ,   â³ä 
÷àñó t ³ ïîì³ðêóéòå ñàìîñò³éíî íàä ¿õ ôàçîâèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè.

Çàïèñàí³ âèùå ôîðìóëè äëÿ , ,  âñòàíîâëþþòü çâ’ÿçîê ì³æ àìï-

ë³òóäàìè êîëèâàíü A, øâèäêîñò³ À ³ ïðèñêîðåííÿ Aa : A = 0A, aA 
2
0 0 .A A  

Ïðèêëàä 2.2. Íà ïëàòôîðì³, ÿêà âèêîíóº ãàðìîí³÷í³ êîëèâàííÿ ç ÷àñòî-
òîþ 5 Ãö ó âåðòèêàëüíîìó íàïðÿìêó, ðîçì³ùåíî âàíòàæ. Ïîêàçàòè, ùî âàí-
òàæ âòðàòèòü êîíòàêò ç ïëàòôîðìîþ, êîëè ¿¿ çì³ùåííÿ ïåðåâèùèòü 0,01 ì.

Ðîçâ’ÿçîê. Âàíòàæ âòðàòèòü êîíòàêò ç ïëàòôîðìîþ, êîëè ïðèñêîðåííÿ 
ïëàòôîðìè ³ ïðèñêîðåííÿ ñèëè òÿæ³ííÿ g ìàòèìóòü îäíàêîâèé íàïðÿìîê, à 
ïðèñêîðåííÿ ïëàòôîðìè áóäå á³ëüøå, í³æ g. Òàê³ óìîâè ìîæóòü áóòè ï³ä 
÷àñ íàéâèùîãî âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåííÿ ïëàòôîðìè, ÿêùî 2

max 0 .a A g 
Ï³äñòàâèâøè ÷èñëîâ³ çíà÷åííÿ, îòðèìàºìî î÷åâèäíó íåð³âí³ñòü: 2 > g. 

Çã³äíî ç ð³âíÿííÿì (2.11) êâàäðàò âëàñíî¿ ÷àñòîòè 0 âõîäèòü ÿê êî-
åô³ö³ºíò ïðè óçàãàëüíåí³é êîîðäèíàò³. Òîìó ïîáóäîâà ð³âíÿííÿ ðóõó ñèñòå-
ìè äîçâîëÿº â³äðàçó âèçíà÷èòè ÷àñòîòó 0. Ïðî³ëþñòðóºìî öåé âàæëèâèé 
ðåçóëüòàò íà òàêîìó ïðèêëàä³.

Ïðèêëàä 2.3. Ðîçãëÿíåìî ìàë³ êîëèâàííÿ (õ << l) ìàñè m, ðîçì³ùåíî¿ 
ïîñåðåäèí³ íàòÿãíóòî¿ ç ñèëîþ F áåçìàñîâî¿ ñòðóíè (ðèñ. 2.5). Ïîëîæåííÿ 
ð³âíîâàãè â³äïîâ³äàº êîîðäèíàò³ x = 0. Âèçíà÷èòè âëàñíó ÷àñòîòó êîëèâàíü 
ìàñè m. 

Íà ïî÷àòêó çðîáèìî âàæëèâå çàóâàæåííÿ ùîäî ìàëîñò³ êîëèâàíü. Ó ïðî-
öåñ³ êîëèâàíü ñèëà ïðóæíîñò³ F áóäå çì³íþâàòèñÿ íà âåëè÷èíó, ÿêà ïðî-

ïîðö³éíà âèäîâæåííþ ñòðóíè    2 222 / 2 1 2 / 1l l x l l x l        
 

. 

Ðîçêëàäåìî ôóíêö³þ l(x) â ðÿä çà ñòåïåíÿìè õ/l:     2
1 0,5 2 /l l x l

1 .   Îñê³ëüêè õ/l << 1, òî ìàºìî íàáëèæåíó ð³âí³ñòü  22 /l l x l  , 

òîáòî çì³íà íàòÿãó ñòðóíè ïðè êîëèâàíí³ ìàñè m º âåëè÷èíà äðóãîãî ïî-
ðÿäêó ìàëîñò³ ùîäî âåëè÷èíè â³äõèëåííÿ x/l ìàñè m â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíî-
âàãè. Öå äàº ï³äñòàâó ââàæàòè ñèëó íàòÿãó F ó ïðîöåñ³ êîëèâàíü ñòàëîþ.
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Ðîçâ’ÿçîê. Çã³äíî ç ðèñ. 2.5, â³ä-
íîâëþâàëüíà ñèëà FB, ùî çóìîâ-
ëþº ðóõ ìàñè âçäîâæ îñ³ Îõ, äî-
ð³âíþº ïðîåêö³¿ ñèëè íàòÿãó F íà
â³ñü Îõ : Â 2 sin .F F   Öÿ ôîðìó-
ëà âñòàíîâëþº íåë³í³éíèé çâ’ÿçîê
ì³æ â³äíîâëþâàëüíîþ ñèëîþ FB ³
â³äõèëåííÿì ìàñè m â³ä ïîëîæåí-
íÿ ð³âíîâàãè (êóò  º ôóíêö³ºþ x), 
ùî ïðèçâîäèòü äî íåë³í³éíîãî ð³â-
íÿííÿ ðóõó. Ïðîòå, âðàõîâóþ÷è ìà-

ë³ñòü êîëèâàíü (êóò  << 1), ìîæíà ââàæàòè, ùî sin tg 2x l   . Òîä³ ð³â-

íÿííÿ ðóõó ìàòèìå âèãëÿä 4 /( ) 0.x Fx ml  Çâ³äñè øóêàíà ÷àñòîòà âëàñíèõ

êîëèâàíü ñèñòåìè 0 äîð³âíþâàòèìå  0 4 / .F ml  ßê áà÷èìî, 2
0 ïðîïîð-

ö³éíà ñèë³ íàòÿãó ñòðóíè F ³ îáåðíåíî ïðîïîðö³éíà ìàñ³ m ³ äîâæèí³ ñòðóíè l.
Çàâåðøóþ÷è îïèñóâàííÿ â³ëüíèõ êîëèâàíü ãàðìîí³÷íîãî îñöèëÿòîðà, 

ñë³ä çâåðíóòè óâàãó é íà íàñòóïíå. Ç òðüîõ çàçíà÷åíèõ õàðàêòåðèñòèê äâ³ —
àìïë³òóäà À ³ ôàçîâèé çñóâ 0 — çàëåæàòü â³ä ïî÷àòêîâèõ óìîâ, ó òîé ÷àñ ÿê 
òðåòÿ õàðàêòåðèñòèêà — ÷àñòîòà 0 — íå çàëåæèòü â³ä öèõ óìîâ. ×àñòîòà ³ 
ïåð³îä êîëèâàíü îñöèëÿòîðà âèçíà÷àþòüñÿ ëèøå âíóòð³øí³ìè ô³çè÷íèìè 
âëàñòèâîñòÿìè ñèñòåìè ³ íå çàëåæàòü â³ä òîãî, ÿê ñàìå ñèñòåìà áóëà ïðèâå-
äåíà ó ðóõ. Òîìó ïðè âèð³øåíí³ ïèòàííÿ ïðî øâèäêèé àáî ïîâ³ëüíèé 
âïëèâ íà êîëèâàëüíó ñèñòåìó çà ÷àñîâèé ìàñøòàá ñë³ä âèáèðàòè ñàìå ïåð³-
îä âëàñíèõ êîëèâàíü. 

Äëÿ á³ëüøîñò³ êîëèâàëüíèõ ïðîöåñ³â, ð³çíèõ çà ñâîºþ ïðèðîäîþ, õàðàê-
òåðíèì º òå, ùî ïðè ìàëèõ çáóðåííÿõ â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè âèíèêàº 
ïðîñòèé ãàðìîí³÷íèé ðóõ. Çâè÷àéíî, ãàðìîí³÷í³ êîëèâàííÿ ìîæóòü âèêî-
íóâàòè íå ò³ëüêè ìàë³ ò³ëà, à é ò³ëà äîñèòü çíà÷íèõ ðîçì³ð³â, íàïðèêëàä, 
ìîñòè ï³ä ä³ºþ ïîðèâ³â â³òðó. Ïðîòå äëÿ íàñ îñîáëèâî âàæëèâèì º òå, ùî 
ïðèðîäà ìàëèõ êîëèâàíü ò³ñíî ïîâ’ÿçàíà ç ïðèðîäîþ á³ëüøîñò³ äæåðåë çâó-
êó. Öå ìè áóäåìî ï³äêðåñëþâàòè ïðè âèâ÷åíí³ ïðèðîäè çâóêîâèõ õâèëü. 
Àëå âæå çàðàç, áåðó÷è äî óâàãè ìàë³ñòü àìïë³òóäè êîëèâàíü äæåðåë çâóêó, 
ùî íàñ ö³êàâëÿòü, ìè ðîçóì³ºìî, ùî ÷àñòîòè çâóêîâèõ õâèëü, ÿê³ âîíè âè-
ïðîì³íþþòü, íå çàëåæàòü â³ä àìïë³òóäè êîëèâàíü äæåðåëà. Ñàìå öå ñïî-
ñòåð³ãàºòüñÿ ó á³ëüøîñò³ âèïàäê³â, êîëè ìîâà éäå ïðî çâóêè, ÿê³ ìè ÷óºìî â 
íàâêîëèøíüîìó ñåðåäîâèù³.

2.2. Îñöèëÿòîð ïðè íàÿâíîñò³ äåìïô³ðóâàííÿ

2.2.1. Â³ëüí³ êîëèâàííÿ

Íàéïðîñò³ø³ êîëèâàëüí³ ñèñòåìè ó ïåðøîìó ïàðàãðàô³ öüîãî 
ðîçä³ëó ðîçãëÿäàëèñÿ ³ç çàíàäòî ñèëüíèì àáñòðàãóâàííÿì â³ä âëàñòèâîñòåé 
ðåàëüíèõ ñèñòåì. Ïðè ñïîñòåðåæåíí³ çà áóäü-ÿêîþ ðåàëüíîþ ñèñòåìîþ, â 
ÿê³é º çáóäæåí³ êîëèâàííÿ, ìîæíà ïîáà÷èòè ïîñòóïîâå çìåíøåííÿ àìïë³-
òóäè êîëèâàíü. Îòðèìàíà ñèñòåìîþ ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò åíåðã³ÿ àáî âèò³-

Ðèñ. 2.5. Êîëèâàëüíà ñèñòåìà
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êàòèìå ³ç ñèñòåìè â îòî÷óþ÷³ îá’ºêòè (çîêðåìà, òàêèì ìåõàí³çìîì âèò³êàí-
íÿ ìîæå áóòè âèïðîì³íþâàííÿ çâóêîâî¿ åíåðã³¿ ó íàâêîëèøíº ñåðåäîâèùå), 
àáî ïåðåòâîðþâàòèìåòüñÿ íà òåïëîòó ó ñàì³é ñèñòåì³. Ö³ îáñòàâèíè îïèñó-
þòü çà äîïîìîãîþ ïîíÿòòÿ äåìïô³ðóâàííÿ (â³ä í³ìåöüêîãî ñëîâà d¸mpfer —
ãëóøíèê) êîëèâàíü. Ìåõàí³çì ðîçñ³þâàííÿ åíåðã³¿ íàäçâè÷àéíî ð³çíîìàí³ò-
íèé, ³ ñòâîðåííÿ â³äïîâ³äíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ íåð³äêî º äóæå ñêëàäíîþ 
ñïðàâîþ. Ó çàäà÷àõ àêóñòèêè ÷àñòî âäàºòüñÿ äîñèòü òî÷íî ÿê³ñíî òà ê³ëüê³ñ-
íî îïèñàòè ïðîöåñè ðîçñ³þâàííÿ åíåðã³¿, ââîäÿ÷è ó ðîçãëÿä ñèëó îïîðó, 
ïðîïîðö³éíó ïåðøîìó ñòóïåíþ øâèäêîñò³:

 .F R x                                        (2.25)

Òóò çíàê “ì³íóñ” âêàçóº íà òîé ôàêò, ùî ñèëà íàïðÿìëåíà ïðîòè âåêòîðà 
øâèäêîñò³; R — êîåô³ö³ºíò äåìïô³ðóâàííÿ (îïîðó, òåðòÿ), H  c/ì.

ßêùî òåïåð óðàõóâàòè, ùî â êîëèâàëüí³é ñèñòåì³ (äèâ. ðèñ. 2.1,à) íà 
ìàñó ä³º ñèëà îïîðó (2.25), òî äðóãèé çàêîí Íüþòîíà ìàòèìå âèãëÿä

0.mx Rx Kx                                    (2.26)

Ðîçä³ëèâøè öå ð³âíÿííÿ íà âåëè÷èíó m, çì³íåìî ðîçì³ðí³ñòü êîåô³ö³ºíò³â 
ð³âíÿííÿ, íàäàâøè éîìó ñòàíäàðòíîãî âèãëÿäó ð³âíÿííÿ äëÿ ñèñòåìè ç îä-
íèì ñòóïåíåì â³ëüíîñò³ çà íàÿâíîñò³ äåìïô³ðóâàííÿ. Ïðè öüîìó ñòàº âæå 
íå ñóòòºâèì ³ ô³çè÷íèé çì³ñò ñàìî¿ óçàãàëüíåíî¿ êîîðäèíàòè, â³äíîñíî ÿêî¿ 
çàïèñàíå ð³âíÿííÿ. Â³äïîâ³äíî äî ïðèéíÿòèõ ó ïåðøîìó ïàðàãðàô³ ïîçíà-
÷åíü äëÿ ãàðìîí³÷íîãî îñöèëÿòîðà ð³âíÿííÿ ðóõó ñèñòåìè ç äåìïô³ðóâàí-
íÿì çàïèøåìî ó âèãëÿä³

2
02 0,        2 = R/m, c–1.                     (2.27)

Òóò 0 — âëàñíà ÷àñòîòà ñèñòåìè çà â³äñóòíîñò³ äåìïô³ðóâàííÿ;  — êî-
åô³ö³ºíò çãàñàííÿ.

Êîíêðåòíèé ðóõ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè âèçíà÷àºòüñÿ çàâäàííÿì ïî÷àòêî-
âèõ óìîâ (2.12). Çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè (ñàìå òàêèì º ð³âíÿííÿ (2.27)) â³äíîñíî 
ïðîñòà. Âîíà ëåãêî çâîäèòüñÿ äî çàäà÷³ çíàõîäæåííÿ êîðåí³â àëãåáðà¿÷íèõ 
ð³âíÿíü, ñòåï³íü ÿêèõ çá³ãàºòüñÿ ç ïîðÿäêîì äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ. 
Ïðè öüîìó âèêîðèñòîâóºòüñÿ òîé ôàêò, ùî åêñïîíåíö³àëüíà ôóíêö³ÿ ³íâà-
ð³àíòíà ùîäî îïåðàö³¿ äèôåðåíö³þâàííÿ. ßêùî, ÿê ïðîáíèé ðîçâ’ÿçîê, ó 
ð³âíÿííÿ ï³äñòàâèòè øóêàíó ôóíêö³þ (t) ó âèãëÿä³

 ( ) exp ,t A t                                 (2.28)

(äå A ³  — äîâ³ëüí³ âåëè÷èíè), òî äëÿ  ìàòèìåìî ð³âíÿííÿ

2 2
02 0,                                    (2.29)

ÿêå â çàãàëüíîìó âèïàäêó ìàº êîðåí³

2 2
1,2 0 .                                   (2.30)

Çðîçóì³ëî, ùî ìîæëèâ³ òðè âèïàäêè:
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1) ÿêùî 2 2
0  , òî 1, 2 < 0, ³ ðîçâ’ÿçîê    1 1 2 2( ) exp expt A t A t   

íå áóäå îïèñóâàòè êîëèâàëüíèé ðóõ. Äåìïô³ðóâàííÿ íàñò³ëüêè âåëèêå, ùî 
ïðè çì³ùåíí³ ñèñòåìè ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè âîíà 
íå áóäå çä³éñíþâàòè êîëèâàëüíèé ðóõ, à ïîñòóïîâî ðóõàòèìåòüñÿ äî ïîëî-
æåííÿ ð³âíîâàãè; 

2) ÿêùî  =  òî 1 = 2 = – ³    1 2( ) exp exp .t A t A t t       Ó öüîìó 

ðàç³ ñèñòåìà òàêîæ íå áóäå çä³éñíþâàòè êîëèâàëüíèé ðóõ.
Äëÿ àêóñòè÷íèõ ñèñòåì ö³êàâèì º òðåò³é âèïàäîê, ùî â³äïîâ³äàº ìàëèì 

çãàñàííÿì, à ñàìå:

3) ÿêùî  < 0, òî 2 2
1,2 0i       , ³

     2 2 2 2
1 0 2 0( ) exp exp exp .t t A i t A i t             

      (2.31)

Îäåðæàíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ º êîìïëåêñíîþ ôóíêö³ºþ. Îñê³ëüêè êî-
åô³ö³ºíòè âèõ³äíîãî ð³âíÿííÿ (2.26) ä³éñí³, òî öå ð³âíÿííÿ çàäîâîëüíÿºòüñÿ 
îêðåìî ä³éñíîþ òà óÿâíîþ ÷àñòèíàìè. Âíàñë³äîê öüîãî ïîâåä³íêó ñèñòåìè 
ç äåìïô³ðóâàííÿì ìîæíà îïèñàòè îäí³ºþ ç åêâ³âàëåíòíèõ çàëåæíîñòåé:

     2 2 2 2
1 0 2 0( ) exp cos sin ,t t a t a t            

         (2.32)

àáî

   2 2
0( ) exp cos ,t A t t                          (2.33)

äå 2 2
1 2 ,A a a   ños  = a1/A, sin  = –a1/A. Ï³äñòàâèìî (2.32) ó ïî÷àòêîâ³ 

óìîâè (2.12) ³ çíàéäåìî ñòàë³:

a1 = 0, 
0 0

2 2 2
0

.a
 

 





                           (2.34)

Ðîçâ’ÿçîê (2.33) îïèñóº çãàñàþ÷èé êîëèâàëüíèé ðóõ, äå àìïë³òóäà çìåí-
øóºòüñÿ çã³äíî ç çàêîíîì exp(–t) (ðèñ. 2.6). Çðîçóì³ëî, ùî ôóíêö³ÿ (t), ÿê 
³ ôóíêö³ÿ ( )t , íå º ïåð³îäè÷íîþ, îñê³ëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî T î÷åâèäíî 

( ) ( )t t T   . Òîìó ïåð³îäó â ñòðîãîìó ðîçóì³íí³ öüîãî ñëîâà íå ³ñíóº. Ïðî-
òå ÷àñ ì³æ äâîìà ïîñë³äîâíèìè ïðîõîäæåííÿìè ñèñòåìè êð³çü ïîëîæåííÿ 
ð³âíîâàãè (â îäíîìó íàïðÿì³), àáî ì³æ äâîìà ïîñë³äîâíèìè ìàêñèìàëüíè-
ìè â³äõèëåííÿìè, º ñòàëèé. Öÿ îáñòàâèíà äîçâîëÿº ââåñòè ïîíÿòòÿ ïåð³îäó 
äëÿ çãàñàþ÷îãî îñöèëÿòîðíîãî ïðîöåñó:

2
,T





2 2
0 ,                                (2.35)

äå  — êóòîâà ÷àñòîòà çãàñàþ÷îãî êîëèâàííÿ. Âèäíî, ùî íàÿâí³ñòü äåìïô³-
ðóâàííÿ çá³ëüøóº ïåð³îä êîëèâàíü ïîð³âíÿíî ç ïåð³îäîì êîëèâàíü ñèñòåìè
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Ðèñ. 2.6. Ïðèêëàä êîëèâàííÿ çãàñàþ÷îãî 
îñöèëÿòîðà

áåç äåìïô³ðóâàííÿ. Çìåíøåííÿ ÷àñ-
òîòè âëàñíèõ êîëèâàíü ìîæíà áóëî 
î÷³êóâàòè, àäæå òåðòÿ âçàãàë³ çàòðè-
ìóº ðóõ.

Øâèäê³ñòü äåìïô³ðóâàííÿ êî-
ëèâàíü çàëåæèòü â³ä êîåô³ö³ºíòà 
çãàñàííÿ , ïðè öüîìó â³äíîøåííÿ 
ìàêñèìàëüíèõ â³äõèëåíü, ùî â³ää³-
ëåí³ íà ïåð³îä, ìàº âèãëÿä

   
   

 
1

exp cos
exp

exp cos
n

n

A T tC
T

C A t T t T

 


 

  
 

         
.

Âåëè÷èíó  = t íàçèâàþòü ëîãàðèôì³÷íèì äåêðåìåíòîì çãàñàííÿ ³ âèçíà÷à-
þòü çà ôîðìóëîþ

1

ln ,n

n

C
T

C
 



   íåïåð.                           (2.36)

ßêùî Ò = 1, òî ãîâîðÿòü, ùî â ñèñòåì³ º çãàñàííÿ, ÿêå äîð³âíþº îäíîìó íå-
ïåðó. Âåëè÷èíà  õàðàêòåðèçóº çãàñàííÿ àìïë³òóäè êîëèâàíü çà îäèí ïåð³îä. 
Âàæëèâîþ îñîáëèâ³ñòþ (2.36) º ñòàë³ñòü â³äíîøåííÿ 1n nC C   (çà áóäü-ÿêîãî 
n ) — öå õàðàêòåðíà ðèñà ïðèéíÿòî¿ íàìè ìîäåë³ äåìïô³ðóâàííÿ.

Â àêóñòè÷í³é ë³òåðàòóð³ ÷àñò³øå âèêîðèñòîâóºòüñÿ ³íøà îäèíèöÿ äëÿ âè-
ì³ðþâàííÿ ñòóïåíÿ äåìïô³ðóâàííÿ â ñèñòåì³. Âèõîäÿ÷è ç òàêîãî ñàìîãî â³ä-
íîøåííÿ àìïë³òóä 1n nC C  , âèçíà÷àþòü âåëè÷èíó 120 lg / ,n nC C  äÁ. ßêùî 

 = 1, òî ãîâîðÿòü ïðî äåìïô³ðóâàííÿ â 1 äåöèáåë (äÁ); 1 íåïåð  8,68 äÁ.
Ôîðìóëó (2.36) ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ åêñïåðèìåíòàëüíîãî âèçíà-

÷åííÿ . Äëÿ öüîãî íåîáõ³äíî âèçíà÷èòè ç åêñïåðèìåíòó â³äíîøåííÿ äâîõ 
ñóñ³äí³õ àìïë³òóä êîëèâàíü. Ïðîòå á³ëüøà òî÷í³ñòü äîñÿãàºòüñÿ ïðè âèêîðè-
ñòàíí³ â³äíîøåííÿ äâîõ àìïë³òóä, â³ääàëåíèõ íà N ïåð³îä³â. Ïðè öüîìó 

(2.36) íàáóâàº âèãëÿäó 
1

ln .n

n N

C
N C






Çã³äíî ç âèðàçîì (2.33) äåìïô³ðóâàííÿ âïëèâàº íà çì³íó àìïë³òóäè êîëèâàíü 
îñöèëÿòîðà ³ âëàñíó ÷àñòîòó ïîð³âíÿíî ç â³äñóòí³ñòþ äåìïô³ðóâàííÿ. Ïðîòå ³ 
öå º õàðàêòåðíîþ ðèñîþ äëÿ êîëèâàëüíèõ ñèñòåì, ÿê³ íàñ ö³êàâëÿòü, âïëèâ 
äåìïô³ðóâàííÿ ç ÷àñîì íà àìïë³òóäó çíà÷íî âàãîì³øèé, í³æ íà çì³íó ïåð³îäó 
êîëèâàíü. Ùîá ïåðåêîíàòèñü ó öüîìó, çàïèøåìî ôîðìóëó (2.36) ó âèãëÿä³

2
0

2 2 2 2
0 0 0

2 2 2
0

2 2 2
2 1.

1 1

  
   

   
 

         
 

 

    (2.37)
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Òîä³, íàïðèêëàä, çà óìîâè /0 = Ò0/Ò = 1/1,1, òîáòî êîëè Ò â³äð³çíÿºòüñÿ 
â³ä Ò0 ëèøå íà 0,1Ò0, ìàºìî   2,879 ³ exp(T )  17,8. Çà äâà ïåð³îäè êîëè-
âàíü àìïë³òóäà çìåíøóºòüñÿ ìàéæå ó 316 ðàç³â, òîáòî êîëèâàííÿ ïðàêòè÷íî 
ïðèïèíÿþòüñÿ.

Ïîçíà÷èìî ë³òåðîþ  ïðîì³æîê ÷àñó, çà ÿêèé àìïë³òóäà êîëèâàíü çìåí-
øóºòüñÿ â e ðàç³â. Òîä³   1exp 0,368e    , çâ³äêè ìàºìî

 = 1,  = 1/.                                  (2.38)

×àñ  íàçèâàþòü ñòàëîþ ÷àñó çãàñàííÿ. Îòæå,  — âåëè÷èíà, îáåðíåíà äî 
÷àñó çãàñàííÿ. Íåõàé N — ÷èñëî ïåð³îä³â, ï³ñëÿ ÿêèõ àìïë³òóäà çìåí-
øóºòüñÿ â å ðàç³â. Òîä³  = NT ³  = T = T/ = 1/N. Îòæå,  — âåëè÷èíà, 
îáåðíåíà äî ÷èñëà ïåð³îä³â, ï³ñëÿ ÿêèõ àìïë³òóäà çìåíøóºòüñÿ â e ðàç³â. 
ßêùî, íàïðèêëàä,  = 0,01, òî öå îçíà÷àº, ùî àìïë³òóäà çìåíøóºòüñÿ â e
ðàç³â ï³ñëÿ çàê³í÷åííÿ 100 ïåð³îä³â.

2.2.2. Âèìóøåí³ êîëèâàííÿ 

Âèìóøåí³ êîëèâàííÿ ñèñòåìè — öå òàê³ ¿¿ ðóõè, ÿê³ çóìîâëåí³ 
ä³ºþ çîâí³øíüî¿ ñèëè. Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ òàêî¿ ñèòóàö³¿ ïîòðåáóº 
ïðèéíÿòè ïåâíó ìîäåëü çîâí³øíüî¿ ñèëè. Ïðè öüîìó ÷àñòî ââàæàþòü, ùî 
çîâí³øíÿ ñèëà íå çàëåæèòü àí³ â³ä óçàãàëüíåíî¿ êîîðäèíàòè (t), àí³ â³ä óçà-
ãàëüíåíî¿ øâèäêîñò³ ( )t  ñèñòåìè, òîáòî â³ä õàðàêòåðó ðóõó ñèñòåìè. ßê áó-
äå ïîêàçàíî íèæ÷å, òàêå ïðèïóùåííÿ — öå äîñèòü ãðóáà ìîäåëü äëÿ áóäü-
ÿêîãî ðåàëüíîãî äæåðåëà êîëèâàíü. Ñóòü ñïðàâè â òîìó, ùî öå ïðèïóùåííÿ 
åêâ³âàëåíòíå ïðèïóùåííþ ïðî íåîáìåæåíó ïîòóæí³ñòü äæåðåëà ðóõó.

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî â ìåõàí³÷íèõ êîëèâàëüíèõ ñèñòåìàõ íå òàê ïðîñòî ç 
òåõí³÷íî¿ òî÷êè çîðó âïëèâàòè ïåð³îäè÷íîþ ñèëîþ áåçïîñåðåäíüî íà ìàñó, 
ùî ðóõàºòüñÿ. Çíà÷íî ïðîñò³øå öå çðîáèòè â åëåêòðè÷íèõ àáî îïòè÷íèõ 
êîëèâàëüíèõ ñèñòåìàõ, íàïðèêëàä, â êîëèâàëüíîìó êîíòóð³, ïðè ï³äêëþ-
÷åíí³ éîãî äî çîâí³øíüîãî äæåðåëà çì³ííî¿ íàïðóãè (ðèñ. 2.7, á). Ïðîòå íå-
âàæêî çðîçóì³òè, ùî ï³äòðèìóâàòè êîëèâàííÿ ñèñòåìè, ÿêà çîáðàæåíà, íà-
ïðèêëàä, íà ðèñ. 2.1, à, ìîæíà íå ïðèêëàäàþ÷è áåçïîñåðåäíüî çîâí³øíþ 
ñèëó F(t) äî ìàñè ò³ëà, äîñòàòíüî öþ ñèëó ïðèêëàñòè äî â³ëüíîãî ê³ëüöÿ 
ïðóæèíè, ÿê öå çîáðàæåíî íà ðèñ. 2.7, à.

Îòæå, íåõàé ïðàâèé ê³íåöü ïðóæèíè íà ðèñ. 2.7, à âèêîíóº çàäàíèé ðóõ 
â ãîðèçîíòàëüíîìó íàïðÿìêó çã³äíî ç çàêîíîì ( )x t , ïðè öüîìó â ñòàí³ ñïî-
êîþ ³ çà óìîâè íåäåôîðìîâàíî¿ ïðóæèíè 0x  . Ð³âíÿííÿ ðóõó ñèñòåìè çà-
ïèñóºòüñÿ àíàëîã³÷íî äî âèðàçó (2.2), àëå òåïåð ïðóæíà ñèëà ïðîïîðö³éíà 
â³äíîñíîìó ïåðåì³ùåííþ ê³íö³â ïðóæèíè (ðèñ. 2.7,à), à ñàìå ( )x x t  . Îò-
æå, ð³âíÿííÿ ðóõó ìàòèìå âèãëÿä ( ( )),mx Rx K x x t       àáî

( ),mx Rx Kx F t                                  (2.39)

äå ( ) ( )F t Kx t  . Ìàºìî ð³âíÿííÿ îñöèëÿòîðà, â ïðàâ³é ÷àñòèí³ ÿêîãî çàì³ñòü 
íóëÿ ñòî¿òü çàäàíà ôóíêö³ÿ íåçàëåæíî¿ çì³ííî¿ F(t). Öÿ ôóíêö³ÿ âèçíà÷àº 
çîâí³øí³é ñèëîâèé âïëèâ íà ñèñòåìó.
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        Ðèñ. 2.7. Ïðèêëàäè îñöèëÿòîð³â ï³ä çîâí³øí³ì âïëèâîì

Äðóãèé ïðèêëàä ðîçãëÿäàº åëåêòðè÷íèé êîíòóð íà ðèñ. 2.7,á. Â åëåê-
òðè÷íå êîëî ïîñë³äîâíî ç ³íøèìè åëåìåíòàìè óâ³ìêíóòå äæåðåëî íàïðóãè. 
Çàêîí Ê³ðõãîôà äëÿ êîíòóðó, çàïèñàíèé â³äíîñíî çàðÿäó q, ìàòèìå âèãëÿä

/ ( ).Lq Rq q C U t                               (2.39à)

Ï³ñëÿ ä³ëåííÿ (2.39) àáî (2.39à) íà êîåô³ö³ºíò ïðè äðóã³é ïîõ³äí³é, îò-
ðèìóºìî ð³âíÿííÿ îñöèëÿòîðà ç äåìïô³ðóâàííÿì ï³ä çîâí³øí³ì âïëèâîì. 
Äëÿ ð³âíÿííÿ (2.39) ìàòèìåìî

2
0

1
2 ( ),F t

m
                                   (2.40)

äå 2 = R/m, à 2
0 / .K m 

Îñê³ëüêè â³äîìèé çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ, òî çà ìå-
òîäîì âàð³àö³¿ äîâ³ëüíèõ ñòàëèõ ìîæíà ëåãêî çíàéòè ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê 
íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ (2.40) ïðè äîâ³ëüí³é ôóíêö³¿ F(t). Öå ìîæíà çðîáè-
òè ÿê âïðàâó. Çóïèíèìîñÿ á³ëüø äåòàëüíî íà âèïàäêó ä³¿ íà ñèñòåìó 
ïåð³îäè÷íî¿ çîâí³øíüî¿ ñèëè 0( ) cos( )F t F t :

2 0
02 cos( ),

F
t

m
                                  (2.41)

äå  — êóòîâà ÷àñòîòà çîâí³øíüî¿ ñèëè.
Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ðîçâ’ÿçîê öüîãî ð³âíÿííÿ ìàº çàäîâîëüíÿòè ïåâí³ 

ïî÷àòêîâ³ óìîâè (2.12). Îñê³ëüêè ð³âíÿííÿ ë³í³éíå, òî éîãî ðîçâ’ÿçîê ìîæå 
ìàòè âèãëÿä ñóìè çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ ³ äåÿêîãî ÷àñ-
òèííîãî ðîçâ’ÿçêó íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ.

Øóêàþ÷è ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ, ìîæíà âèêî-
ðèñòîâóâàòè ê³ëüêà ïðèéîì³â. Ðîçãëÿíåìî òîé, ùî ïðèâîäèòü äî ôîðìóâàí-
íÿ íîâèõ âàæëèâèõ â àêóñòèö³ ïîíÿòü. Ïðè öüîìó âèêîðèñòàºìî îïèñàíó â 
ïîïåðåäíüîìó ðîçä³ë³ âëàñòèâ³ñòü åêñïîíåíö³àëüíèõ ôóíêö³é. Â³äîìî, ùî

     cos( ) Re exp Re exp .t i t i t                    (2.42)

Òóò ïîçíà÷åííÿ Re( )  âêàçóº, ùî â³äîêðåìëåíà ä³éñíà ÷àñòèíà êîìïëåêñ-
íî¿ âåëè÷èíè. Îñê³ëüêè êîåô³ö³ºíòè ð³âíÿííÿ (2.41) ä³éñí³, òî, øóêàþ÷è 
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éîãî ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê, ìîæíà ñïî÷àòêó çíàéòè êîìïëåêñíèé ðîçâ’ÿçîê 
ð³âíÿííÿ:

 2 0
02 exp ,

F
i t

m
                                   (2.43)

à ïîò³ì äëÿ â³äøóêàííÿ çàëåæíîñò³, ùî îïèñóº ïîâåä³íêó ðåàëüíî¿ ô³çè÷íî¿ 
ñèñòåìè, âèä³ëèòè éîãî ä³éñíó ÷àñòèíó. Ôàêòè÷íå âèêîíàííÿ òàêî¿ îïåðàö³¿ 
ó çàäà÷àõ àêóñòèêè, êîëè îñíîâíèé ³íòåðåñ ñòàíîâèòü âèâ÷åííÿ ³íòåãðàëü-
íèõ õàðàêòåðèñòèê ðóõó, ÷àñòî íå ïîòð³áíå. Óñ³ íåîáõ³äí³ â³äîìîñò³ âäàºòüñÿ 
îòðèìàòè áåçïîñåðåäíüî ç êîìïëåêñíîãî ðîçâ’ÿçêó.

Îñîáëèâó óâàãó ñë³ä çâåðíóòè íà òàêó îáñòàâèíó. ßê âèäíî ç (2.42), 
cos(t) º ä³éñíà ÷àñòèíà äâîõ ð³çíèõ åêñïîíåíò, ùî ðîçð³çíÿþòüñÿ çà çíà-
êîì ïîêàçíèêà ñòåïåíÿ. ßêùî ïîò³ì, àíàë³çóþ÷è ðîçâ’ÿçîê, âèä³ëèòè ä³éñ-
íó ÷àñòèíó, òî ð³çíèöÿ ì³æ äâîìà ìîæëèâèìè ðîçâ’ÿçêàìè çíèêàº; ÿêùî 
ðîçãëÿäàòè ðîçâ’ÿçêè â êîìïëåêñí³é ôîðì³, òî ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî âîíè 
ñóòòºâî ð³çíÿòüñÿ. Â àêóñòè÷í³é ë³òåðàòóð³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ îáèäâ³ ìîæ-
ëèâ³ ôîðìè êîìïëåêñíîãî ðîçâ’ÿçêó. Âàæëèâî ëèøå ïðè öüîìó äîòðèìóâà-
òèñÿ ïîñë³äîâíîñò³, — âèáðàâøè îäíó ç ìîæëèâèõ ôîðì çàëåæíîñò³, ñë³ä 
ïîñò³éíî äîòðèìóâàòèñÿ ¿¿ ïðîòÿãîì óñüîãî ðîçãëÿäó. Íàäàë³ áóäåìî âèêî-
ðèñòîâóâàòè ÷àñîâó çàëåæí³ñòü exp(–it).

×àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê (2.43) îòðèìóºìî ó âèãëÿä³

 ( ) exp .t A i t                                   (2.44)

Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè (2.44) ó ð³âíÿííÿ (2.43) ëåãêî âèçíà÷èòè àìïë³òóäíó õà-
ðàêòåðèñòèêó À, òîä³ ðîçâ’ÿçîê íàáóâàº âèãëÿäó

 0
2 2
0

( ) exp .
( 2 )

F
t i t

m i
 

  
 

 
                     (2.45)

Ä³éñíà ÷àñòèíà êîìïëåêñíî¿ ôóíêö³¿ (2.45) âèçíà÷àºòüñÿ âèðàçîì

     

   
 

   

2 2
0 0 0

2 2 2 22 2 2 2
0 0

cos 2 sin cos
( ) ,

2 2

F t t F t
t

m m

      


     

     
      

   (2.46)

äå

   

2 2
0

2 22 2
0

cos ,
2

 


  




     
2 22 2

0

2
sin .

2




  
 

 
     (2.47)

Ï³ñëÿ îòðèìàííÿ ÷àñòèííîãî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ ðóõó çàãàëüíèé ðóõ ñèñòå-
ìè çà äîâ³ëüíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ îïèñóºòüñÿ âèðàçîì

   1 2( ) exp cos( ) sin( ) cos( ),t t a t a t A t          (2.48)

äå
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2 2
0 ,   

   
0

2 22 2
0

.
2

F
A

m   


 
                   (2.49)

Ïîâåä³íêà ñèñòåìè çà ÿê³ñíîãî àíàë³çó (2.48) äîñèòü ïðîñòà. Ïðîòå ïðè 
öüîìó àíàë³ç³ ôîðìóþòüñÿ ò³ ôóíäàìåíòàëüí³ ïîíÿòòÿ, ÿêèìè îïèñóþòüñÿ 
ð³çí³ ñèòóàö³¿ â òåîð³¿ êîëèâàíü ³ àêóñòèö³. Ñàìå ç òî÷êè çîðó ðîçêðèòòÿ ñóò³ 
öèõ ïîíÿòü ìè ³ âèêîíóºìî ïîäàëüøèé àíàë³ç. Ç ôîðìóëè (2.48) íàñàìïå-
ðåä áà÷èìî íåð³âíîïðàâí³ñòü îêðåìèõ äîäàíê³â. Ïåðøèé ç íèõ ìàº åêñïî-
íåíö³àëüíèé ìíîæíèê, îáóìîâëþþ÷èé çãàñàííÿ âëàñíèõ êîëèâàíü ñèñòå-
ìè. Òîìó ìîæíà âèä³ëèòè äâà ³íòåðâàëè ÷àñó. Ñïî÷àòêó ñóòòºâèìè ìîæóòü 
áóòè âëàñí³ êîëèâàííÿ ñèñòåìè. Ïðîöåñ ïîñòóïîâîãî çãàñàííÿ âëàñíèõ êî-
ëèâàíü íàçèâàþòü ïðîöåñîì óñòàíîâëåííÿ êîëèâàíü ó ñèñòåì³. Äëÿ éîãî 
ê³ëüê³ñíî¿ õàðàêòåðèñòèêè ìîæíà ïðèéíÿòè ³íòåðâàë ÷àñó, çà ÿêèé àìïë³òó-
äà âëàñíèõ êîëèâàíü çìåíøóºòüñÿ íà 99 %. Íàäàë³ ðóõ ñèñòåìè ïîâí³ñòþ 
âèçíà÷àºòüñÿ äðóãèì äîäàíêîì âèðàçó (2.48). Ãîâîðÿòü, ùî ñèñòåìà ïåðåáó-
âàº â ðåæèì³ ñòàö³îíàðíèõ âèìóøåíèõ êîëèâàíü. Ïðè öüîìó ÷èì âèùå äåìï-
ô³ðóâàííÿ â ñèñòåì³, òèì øâèäøå çàê³í÷óºòüñÿ ïåðåõ³äíèé ïðîöåñ. Êîí-
êðåòíà êàðòèíà ðîçâèòêó êîëèâàëüíîãî ïðîöåñó â ñèñòåì³ çàëåæèòü â³ä 
ñï³ââ³äíîøåííÿ ÷àñòîòè çîâí³øíüî¿ ñèëè ³ âëàñíî¿ ÷àñòîòè ñèñòåìè.

Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ óñòàíîâëåííÿ êîëèâàíü ó âèïàäêó, êîëè íà ïî÷àòêó 
îñöèëÿòîð ïîêî¿òüñÿ (0 = 0, 0 = 0 â óìîâàõ (2.12)), ³ â ìîìåíò ÷àñó t = 0 íà 
íüîãî ïî÷èíàº ä³ÿòè ñèëà 0 0( ) cos( )F t F t , òîáòî ìàºìî  = 0. ²ç ôîðìóë 

(2.47) âèïëèâàº, ùî âèìóøåí³ êîëèâàííÿ ìàþòü çñóâ ôàçè  = –/2 â³äíîñ-
íî çîâí³øíüî¿ ñèëè, à çã³äíî ç âèðàçîì (2.49) àìïë³òóäà âèìóøåíèõ êîëè-
âàíü â óñòàíîâëåíîìó ðåæèì³ 0 0( )A F R . Ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ (2.12) çíà-

õîäèìî ñòàë³: à1 = 0, 2 0a A    (âèçíà÷òå ñàìîñò³éíî). Òîä³ ðîçâ’ÿçîê 
(2.48) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³

 0
0( ) sin( ) exp sin( ) .t A t t t


         

Îñê³ëüêè êîåô³ö³ºíò çãàñàííÿ  << 0 (ùî ïðàêòè÷íî çàâæäè ñïî-

ñòåð³ãàºòüñÿ äëÿ îñöèëÿòîð³â, ÿê³ íàñ ö³êàâëÿòü), òî ÷àñòîòè 2 2
0     ³ 

0 ìàëî â³äð³çíÿþòüñÿ îäíà â³ä îäíî¿. Òîìó ïîõèáêà, ùî íàêîïè÷óºòüñÿ ó 
ôàç³ êîëèâàíü çà ÷àñ óñòàíîâëåííÿ âíàñë³äîê òàêî¿ çì³íè, áóäå ìàëîþ. Îò-
æå, ïîêëàâøè   0, â ï³äñóìêó îòðèìàºìî òàêèé ðåçóëüòàò:

  0
0

0

( ) 1 exp sin( ),
F

t t t
R

  


                        (2.50)

ÿêèé â³äîáðàæåíî íà ðèñ. 2.8. ßê áà÷èìî, íà ïî÷àòêó â³äáóâàºòüñÿ íàðîùó-
âàííÿ àìïë³òóäè êîëèâàíü, ÿêà â óñòàëåíîìó ðåæèì³ âèõîäèòü íà ñòàö³îíàð-
íèé ð³âåíü  0 0A F R . ×àñ íàðîùóâàííÿ êîëèâàíü ìîæíà îö³íèòè òàê: –1.

Âèìóøåí³ êîëèâàííÿ â ñèñòåì³ ï³äòðèìóâàòèìóòüñÿ íåñê³í÷åííî äîâãî 
çàâäÿêè ä³¿ ïåð³îäè÷íî¿ ñèëè. Âëàñí³ êîëèâàííÿ ï³ñëÿ çàê³í÷åííÿ ïåâíîãî
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Ðèñ. 2.8. Ãðàô³ê óñòàíîâëåííÿ êîëèâàíü â îñöèëÿòîð³ 
ï³ä ä³ºþ ãàðìîí³÷íî¿ çîâí³øíüî¿ ñèëè çà íóëüîâèõ ïî-
÷àòêîâèõ óìîâ

³íòåðâàëó ÷àñó çãàñàþòü. Ïî÷àòêîâ³ óìîâè çáó-
ðåííÿ êîëèâàíü âïëèâàþòü ëèøå íà àìïë³òóäí³ 
òà ôàçîâ³ õàðàêòåðèñòèêè âëàñíèõ êîëèâàíü. 
Ñèñòåìà, ùî ïåðåáóâàº â ðåæèì³ óñòàëåíèõ âè-
ìóøåíèõ êîëèâàíü, “íå ïàì’ÿòàº” ïî÷àòîê êî-
ëèâàíü. Öÿ ìîæëèâ³ñòü — àáñòðàãóâàòèñÿ â³ä 
ïî÷àòêîâèõ óìîâ ïðè ðîçãëÿä³ âèìóøåíèõ êî-

ëèâàíü — äîçâîëÿº ñóòòºâî ñïðîñòèòè íèçêó ñêëàäíèõ çàäà÷ ô³çè÷íî¿ àêó-
ñòèêè. Çîñåðåäèìî íàøó óâàãó íà óñòàëåíèõ êîëèâàííÿõ îñöèëÿòîðà.

Â³äïîâ³äíî äî (2.48) ó ðåæèì³ óñòàëåíèõ êîëèâàíü çì³íó ç ÷àñîì óçà-
ãàëüíåíî¿ êîîðäèíàòàìè ïîäàíî çàëåæí³ñòþ

(t) = A cos(t + ),                            (2.51)

äëÿ øâèäêîñò³ ìàºìî

 ( ) sin( ) cos / 2 .t A t A t                       (2.52)

Îñê³ëüêè êîëèâàííÿ çä³éñíþþòüñÿ ç ÷àñòîòîþ çîâí³øíüî¿ ñèëè, òî àíà-
ë³çó ï³äëÿãàþòü ëèøå äâ³ ³íòåãðàëüí³ õàðàêòåðèñòèêè êîëèâàëüíîãî ïðîöå-
ñó: àìïë³òóäà A ³ ôàçà . Âåëè÷èíà  º çñóâ ôàçè ì³æ çîâí³øíüîþ ñèëîþ 
F(t) ³ â³äãóêîì íà íå¿ îñöèëÿòîðà (t). Îòæå, âåëè÷èíà  + /2 âèçíà÷àº 
çñóâ ôàçè ì³æ çîâí³øíüîþ ñèëîþ 0( ) cos( )F t F t ³ øâèäê³ñòþ â ñèñòåì³ 

( )t .

Çã³äíî ç ôîðìóëàìè (2.49) ³ (2.52) çàëåæí³ñòü àìïë³òóäè çì³ùåííÿ A  òà 
øâèäêîñò³ A  â³ä ÷àñòîòè çîâí³øíüîãî âïëèâó íàäàºòüñÿ òàêèìè âèðàçàìè:

   
0

2 22 2
0

( ) ,
2

F
A

m


  


 
                      (2.53)

   
0

2 22 2
0

( ) ( ) .
2

F
A A

m



  

  
 

 
               (2.54)

Çâ³äêè ëåãêî çíàéòè çíà÷åííÿ øâèäêîñò³ òà çì³ùåííÿ â ãðàíè÷íèõ âèïàä-
êàõ ìàëèõ òà âåëèêèõ ÷àñòîò. ßêùî  << 0, òî

0 0
ñò2

0

( ) .
F F

A
Km

 


                                (2.55)

Â³äõèëåííÿ ñèñòåìè â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ïðÿìóº äî çíà÷åííÿ ñòàòè÷-
íîãî â³äõèëåííÿ cò ï³ä ä³ºþ çàäàíî¿ ñèëè, à øâèäê³ñòü — äî íóëÿ. Çâåðíåìî 
óâàãó íà òå, ùî çà ìàñøòàá, â³äíîñíî ÿêîãî ðîçãëÿäàºòüñÿ ìàëà ÷è âåëèêà 
÷àñòîòà, òóò áåðåìî âåëè÷èíó 0, ÿêà º âëàñíîþ ÷àñòîòîþ â³äïîâ³äíî¿ ñèñ-
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òåìè áåç äåìïô³ðóâàííÿ. ßêùî, íàâïàêè,  >> 0, òî àìïë³òóäè çì³ùåííÿ 
òà øâèäêîñò³ ïðÿìóþòü äî íóëÿ.

Îñîáëèâèé ³íòåðåñ ìàº âèçíà÷åííÿ òèõ ÷àñòîò, çà ÿêèõ àìïë³òóäè çì³-

ùåííÿ ³ øâèäêîñò³ ñÿãàþòü ìàêñèìàëüíèõ çíà÷åíü. ²ç ð³âíÿíü 




( )

0,
dA
d

 



( )

0
dA

d
çíàõîäèìî â³äïîâ³äíî

2 2
I 0 2 ,    II = 0.                          (2.56)

Ïðè öüîìó ìàêñèìàëüí³ çíà÷åííÿ àìïë³òóä ìàþòü âèãëÿä

0
I( ) ,

F
A

R
 


0

II( ) .
F

A
R                           (2.57)

Òóò 2 2
0    — âëàñíà ÷àñòîòà â³ëüíèõ êîëèâàíü ñèñòåìè ç äåìïô³ðó-

âàííÿì.
Íà ðèñ. 2.9 ïîêàçàíî ÷àñòîòí³ çàëåæíîñò³ àìïë³òóä çì³ùåííÿ ³ øâèä-

êîñò³. Êîëè àìïë³òóäíà õàðàêòåðèñòèêà ðîçãëÿäóâàíî¿ âåëè÷èíè ñÿãàº 
ìàêñèìóìó ç óñ³õ ìîæëèâèõ çíà÷åíü, ãîâîðÿòü ïðî âèíèêíåííÿ ðåçîíàíñó
â ñèñòåì³. ×åðåç çàçíà÷åíó îáñòàâèíó ìîæíà ãîâîðèòè ïðî ³ñíóâàííÿ â 
ñèñòåì³ ç äåìïô³ðóâàííÿì ðåçîíàíñó çà çì³ùåííÿì ³ ðåçîíàíñó çà 
øâèäê³ñòþ.

Îòæå, äëÿ ñèñòåìè ç äåìïô³ðóâàííÿì ìàºìî òðè õàðàêòåðí³ ÷àñòîòè, 
ñàìå:

2 2
0    — âëàñíèõ êîëèâàíü;

2 2
I 0 2    — ðåçîíàíñó çà çì³ùåííÿì;

II 0  — ðåçîíàíñó çà øâèäê³ñòþ.
Ó áàãàòüîõ ïðàêòè÷íî âàæëèâèõ âèïàäêàõ äåìïô³ðóâàííÿ ó ñèñòåì³ íåçíà÷-
íå 2 2

0  , òîìó ê³ëüê³ñí³ ð³çíèö³ ì³æ óêàçàíèìè õàðàêòåðíèìè ÷àñòîòàìè 
ìàë³. Ç ö³º¿ ïðè÷èíè íàäàë³, áåç ñïåö³àëüíèõ çàñòåðåæåíü, ìè áóäåìî ãîâî-
ðèòè ïðî ðåçîíàíñíó ÷àñòîòó îñöèëÿòîðà, ÿê ïðî ÷àñòîòó 0.

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ðåçîíàíñíèõ ÿâèù âàæëèâî çâåðíóòè óâàãó íà ôà-
çîâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ. Çã³äíî ç ôîðìóëîþ 
(2.47) äëÿ áóäü ÿêî¿ ÷àñòîòè  ìàºìî sin  < 
< 0, òîáòî – <  < 0. Îòæå, â³äãóê çàâæäè 
â³äñòàº çà ôàçîþ â³ä çîâí³øíüî¿ ñèëè. ²ç âè-
ðàçó (2.47) ìàºìî

2 2
0

2
tg .


 

 


            (2.58)

Ðèñ. 2.9. Íîðìîâàí³ ÷àñòîòí³ çàëåæíîñò³ àìïë³òóä 
çì³ùåííÿ (êðèâà 1) ³ øâèäêîñò³ îñöèëÿòîðà (êðèâà 
2)
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Ðèñ. 2.10. ×àñòîòí³ çàëåæíîñò³ () ³ ()

ßêùî 0  , òî 2
0tg 2      ; 

ÿêùî 0  , òî tg 2   ³    
  2 . Òàêèì ÷èíîì, ïîçà îáëàñò³ ðåçî-

íàíñó êîëèâàííÿ îñöèëÿòîðà â³äáóâàþòüñÿ 
àáî ó ôàç³ ç çîâí³øí³ì âïëèâîì ( 0  ), 

àáî â ïðîòèôàç³ ç íèì ( 0  ). Ïåðåõ³ä ³ç 
îäíîãî ñòàíó â ³íøèé ïðè çì³í³ ÷àñòîòè âïëèâó â³äáóâàºòüñÿ ó âóçüê³é ñìóç³ 
øèðèíîþ ïîðÿäêó 2 ïîáëèçó ðåçîíàíñíî¿ ÷àñòîòè 0. Òî÷íî íà ðåçîíàíñ³ 
( = 0) çñóâ ôàçè äîð³âíþº  = –/2.

ßâèùå ðåçîíàíñíîãî ï³äñèëåííÿ êîëèâàíü ìîæíà óñâ³äîìèòè äëÿ ñåáå, 
çâåðíóâøè óâàãó íà çñóâ ôàçè  ì³æ çîâí³øíüîþ ñèëîþ ³ øâèäê³ñòþ. Çã³äíî ç 
ôîðìóëîþ (2.52)  =  + /2. Íà ðèñ. 2.10 íàâåäåí³ ÷àñòîòí³ çàëåæíîñò³ () ³ 
(). ßêùî   0, òî ì³æ çîâí³øíüîþ ñèëîþ ³ øâèäê³ñòþ º äåÿêèé çñóâ ôà-
çè. Òîìó â ìåæàõ äåÿêî¿ ÷àñòèíè êîæíîãî ïåð³îäó çîâí³øíÿ ñèëà íàïðàâëåíà 
ïðîòè øâèäêîñò³, òîáòî íàìàãàºòüñÿ óïîâ³ëüíèòè ðóõ, çàì³ñòü òîãî, ùîá ïðè-
ñêîðèòè éîãî. Íà ðåçîíàíñ³ ( = 0) çñóâ ôàçè ì³æ çîâí³øíüîþ ñèëîþ ³ 
øâèäê³ñòþ  äîð³âíþâàòèìå íóëþ (ðèñ.2.10), òàêèì ÷èíîì, ñèëà çàâæäè ä³º ó 
íàïðÿìêó ðóõó, ïîñò³éíî “ï³äøòîâõóþ÷è” éîãî. Òóò º íàéêðàùà óçãîäæåí³ñòü 
ì³æ çîâí³øíüîþ ñèëîþ ³ âíóòð³øí³ìè âëàñòèâîñòÿìè êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè.

Ïðèêëàä 2.4. Îñöèëÿòîð ðóõàºòüñÿ çà çàêîíîì x(t) = x0sin(t), à éîãî 
çáóäæóâàëüíà ñèëà âèçíà÷àºòüñÿ çàëåæí³ñòþ F(t) = F0cos(t). Çíàéòè êî-
åô³ö³ºíò çãàñàííÿ îñöèëÿòîðà. Ìàñà îñöèëÿòîðà m.

Ðîçâ’ÿçîê. Ó ðåæèì³ óñòàëåíèõ êîëèâàíü ïðè F(t) = F0cos(t) çì³ùåííÿ 
îñöèëÿòîðà âèçíà÷àºòüñÿ çàêîíîì (äèâ. (2.46)) x(t) = A()cos(t + ). Çà 
óìîâîþ çàäà÷³ x(t) = x0sin(t). Çâ³äñè çðîçóì³ëî, ùî çñóâ ôàçè  = –/2. Òà-
êèé çñóâ ôàçè ì³æ çì³ùåííÿì ³ ñèëîþ áóâàº çà óìîâè ðåçîíàíñó, òîáòî, êî-
ëè ÷àñòîòà çîâí³øíüî¿ ñèëè äîð³âíþº âëàñí³é ÷àñòîò³ îñöèëÿòîðà  = 0. 
Çã³äíî ç ôîðìóëîþ (2.53) àìïë³òóäà çì³ùåííÿ íà ðåçîíàíñí³é ÷àñòîò³ 

 0 / 2 .A F m  Çâ³äñè êîåô³ö³ºíò çãàñàííÿ  0 0/ 2 .F x m 

Ðîçãëÿäàþ÷è ïðîöåñ âèìóøåíèõ êîëèâàíü ñèñòåìè ç äåìïô³ðóâàííÿì, 
ìè âèêîðèñòîâóâàëè ìîäåëü äæåðåëà çîâí³øíüî¿ ñèëè, ÿê äæåðåëî ç íåîá-
ìåæåíîþ ïîòóæí³ñòþ. Òîìó çã³äíî ç ôîðìóëîþ (2.53) íà ðåçîíàíñ³ (ïðè 
  0) ³ çà óìîâè   0 (îñöèëÿòîð áåç äåìïô³ðóâàííÿ) àìïë³òóäà êîëè-
âàíü ñèñòåìè çðîñòàº äî íåñê³í÷åííîñò³, òîáòî ñèñòåìà ñïîæèâàº íåîáìå-
æåíó åíåðã³þ. Ïðîòå ðîçâ’ÿçîê (2.51), (2.53) çàïèñàíî çã³äíî ç ïðèïóùåííÿì 
ïðî íàÿâí³ñòü óñòàëåíèõ êîëèâàíü ç³ ñòàëîþ àìïë³òóäîþ, ùî íå ñïîñòåð³-
ãàºòüñÿ çà òàêèõ ïðèïóùåíü. Ó öüîìó ðàç³ ñë³ä áóòè á³ëüø îáåðåæíèìè.

Ðîçãëÿíåìî îñöèëÿòîð áåç äåìïô³ðóâàííÿ (  0), íà ÿêèé â ìîìåíò 
÷àñó t = 0 ïî÷èíàº ä³ÿòè ñèëà F(t) = F0cos(t) ïðè ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ (0) = 
= 0, (0) 0  . Çã³äíî ç (2.47)—(2.49) ïðè  = 0 ìàºìî òàêèé âèðàç äëÿ çà-
ãàëüíîãî ðóõó ñèñòåìè:
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0
1 0 2 0 2 2

0

( ) cos( ) sin( ) cos( ).
( )

F
t a t a t t
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Âèçíà÷àþ÷è a1 ³ a2 ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ, îòðèìóºìî

   0
02 2

0

( ) cos( ) cos( ) .
F

t t t
m

  
 

 


ßê áà÷èìî, êîëèâàííÿ ñèñòåìè ñêëàäàþòüñÿ ç äâîõ ãàðìîí³÷íèõ ðóõ³â (âè-
ìóøåíîãî òà âëàñíîãî), ïðè÷îìó àìïë³òóäè öèõ êîëèâàíü îäíàêîâ³. Òîìó 
ðåçóëüòóþ÷å êîëèâàííÿ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íå áóäå ãàðìîí³÷íèì. Ðîçãîé-
äóâàííÿ (àìïë³òóäà êîëèâàíü) ñèñòåìè çàëåæèòü â³ä ñï³ââ³äíîøåííÿ ÷àñòîò 
³ 0. Ïðè   0 ñë³ä ðîçêðèòè íåâèçíà÷åí³ñòü òèïó 0/0. Òàêèì ÷èíîì, îò-
ðèìàºìî

0

0 0 0
02 2

00

cos( ) cos( )
( ) lim sin( ).

2
F t t F t

t t
m m 

  
 

 
   

Ó çàïèñàíîìó ðåçîíàíñíîìó ðîçâ’ÿçêó àìïë³òóäà êîëèâàíü ë³í³éíî çðî-
ñòàº ç ÷àñîì. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ìîìåíòó ÷àñó ðîçâ’ÿçîê çàëèøàºòüñÿ ñê³í÷åí-
íèì, àëå êîëèâàííÿ í³êîëè íå âèõîäÿòü íà óñòàëåíèé ð³âåíü. Îòæå, íà-
ÿâí³ñòü äåìïô³ðóâàííÿ ó ñèñòåì³ ïðèâîäèòü äî ö³êàâîãî ðåçóëüòàòó: í³ çà 
áóäü-ÿêèõ óìîâ íåìîæëèâå íåñê³í÷åííå çðîñòàííÿ àìïë³òóäè. Àìïë³òóäà 
êîëèâàíü íà ðåçîíàíñ³ îáìåæóºòüñÿ ñàìå çíà÷åííÿì äåìïô³ðóâàííÿ.

Íàïðèê³íö³ öüîãî ïàðàãðàôà ùå ðàç çâåðíåìî óâàãó íà àñïåêò, ùî âè-
ïëèâàº ç ïðîâåäåíîãî àíàë³çó: äëÿ ðîçãîéäóâàííÿ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè íå-
äîñòàòíüî ìàòè äæåðåëî ç âåëèêîþ ïîòóæí³ñòþ. Íàâ³òü çà íåîáìåæåíî¿ ïî-
òóæíîñò³ äæåðåëà êîëèâàííÿ â ñèñòåì³ ìîæóòü áóòè äóæå ìàë³, ÿêùî õàðàê-
òåð ä³¿ äæåðåëà íåóçãîäæåíèé ç âíóòð³øí³ìè âëàñòèâîñòÿìè êîëèâàëüíî¿ 
ñèñòåìè. Îòæå, ìåòà — ìàêñèìàëüíå çáóäæåííÿ êîëèâàíü, ùî âàæëèâå ïðè 
ñòâîðåíí³ âèïðîì³íþâàëüíèõ àêóñòè÷íèõ ñèñòåì — äîñÿãíóòå íå áóäå.

2.2.3. Äîáðîòí³ñòü

Ïðè âèâ÷åíí³ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè áåç äåìïô³ðóâàííÿ âèçíà-
÷èëèñÿ òðè ³íòåãðàëüí³ õàðàêòåðèñòèêè: àìïë³òóäà, ÷àñòîòà âëàñíèõ êîëè-
âàíü, ïî÷àòêîâà ôàçà. Äëÿ ñèñòåìè ç äåìïô³ðóâàííÿì ââåäåìî ÷åòâåðòó õà-
ðàêòåðèñòèêó, ùî ñëóãóº ê³ëüê³ñíîþ ì³ðîþ äåìïô³ðóâàííÿ, äîáðîòí³ñòü êî-
ëèâàëüíî¿ ñèñòåìè Q . Ðîçãëÿíåìî âèìóøåí³ êîëèâàííÿ ñèñòåìè â óñòàëå-
íîìó ðåæèì³. Çã³äíî ç ôîðìóëîþ (2.54) àìïë³òóäà êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³
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2 22 2
0
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2

F
A

m





  


 
                          (2.59)

Àìïë³òóäíî-÷àñòîòíà õàðàêòåðèñòèêà À() íàâåäåíà íà ðèñ. 2.11. Òóò ÷àñ-
òîòíèé ³íòåðâàë 1    2 âèçíà÷àº ÷àñòîòè, íà ÿêèõ ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ ñèñ-
òåìè  íå  á³ëüøå  ÿê ó 2 ðàçè ìåíøà, í³æ íà ÷àñòîò³  0. ²íòåðâàë 2 1    
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Ðèñ. 2.11. ×àñòîòíà çàëåæí³ñòü øâèäêîñò³ îñöèëÿ-
òîðà

íàçèâàþòü øèðèíîþ ðåçîíàíñíî¿ êðèâî¿. Äîá-
ðîòí³ñòü ñèñòåìè ìàº âèãëÿä

0

2 1

.Q


 



                (2.60)

Çàïèøåìî âåëè÷èíó  = 2 – 1 ÷åðåç 
ïàðàìåòðè êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè. Äëÿ öüîãî, ï³äñòàâèâøè â ð³âíÿííÿ 

   0 / 2A A    âèðàç (2.54), îòðèìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 2 2
0 2     . 

Ðîçâ’ÿçîê öèõ ð³âíÿíü äàº òàê³ êîðåí³: 2 2
0 ;       2 2

0 .     

Ô³çè÷íèé çì³ñò ìàþòü ëèøå äîäàòí³ êîðåí³. Òîìó ïðèïóñêàºìî, ùî  1

     2 2
0 , 2 2

2 0 .      Òîä³ 2 1 2        ³ äîáðîòí³ñòü ìàº 

òàêèé âèãëÿä:

0 ,
2

Q



 2 .
R
m

  
 

                                (2.61)

Îòæå, äîáðîòí³ñòü ñèñòåìè — öå â³äíîøåííÿ äâîõ ¿¿ ÷àñîâèõ õàðàêòåðè-
ñòèê. Çìåíøåííÿ àìïë³òóäè âëàñíèõ êîëèâàíü ñèñòåìè õàðàêòåðèçóºòüñÿ 
ñòàëîþ ÷àñó çãàñàííÿ  = 1/ (äèâ. (2.38)). Âðàõîâóþ÷è öåé ôàêò, ç ôîðìóë 
(2.60) ³ (2.61) ìàºìî âàæëèâå ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ øèðèíîþ ðåçîíàíñíî¿ 
êðèâî¿ âèìóøåíèõ êîëèâàíü ³ ñòàëîþ ÷àñó çãàñàííÿ â³ëüíèõ êîëèâàíü:

 = 2.                                        (2.62)

ßê áà÷èìî, âîíè çâ’ÿçàí³ îáåðíåíî ïðîïîðö³éíîþ çàëåæí³ñòþ. Öå º çàãàëü-
íèé ðåçóëüòàò ó òîìó ðîçóì³íí³, ùî çàçíà÷åíà çàëåæí³ñòü õàðàêòåðíà äëÿ 
êîëèâàëüíèõ ñèñòåì ð³çíî¿ ô³çè÷íî¿ ïðèðîäè. Ð³âíÿííÿ (2.62) ìàº ïðàêòè÷íå 
çíà÷åííÿ. ×àñòî åêñïåðèìåíòàëüíî ëåãøå âèâ÷èòè ïîâåä³íêó ñèñòåìè ïî-
áëèçó ðåçîíàíñó â ðåæèì³ âèìóøåíèõ êîëèâàíü, í³æ ñïîñòåð³ãàòè ÷àñ çãà-
ñàííÿ. Ó öüîìó ðàç³, âèçíà÷èâøè , çà ôîðìóëîþ (2.62) ëåãêî çíàéòè .

Çàïèøåìî îäíå êîðèñíå ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ ëîãàðèôì³÷íèì äåêðåìåí-
òîì çãàñàííÿ  ³ äîáðîòí³ñòþ Q:

 2 2 2
0

2 2 2
.

2 1
T

Q

  
 

 
   

  
                 (2.63)

Ïðè Q = 1/2 ìàºìî   . Öå ñïîñòåð³ãàºòüñÿ íà ìåæ³ êîëèâàëüíîãî ðå-
æèìó. Ïðè Q < 1/2 âëàñí³ ðóõè â ñèñòåì³ íå êîëèâàëüí³. Ó ðàç³ âèñîêî¿ 
äîáðîòíîñò³ (Q >> 1) (2.63) çàì³íþºòüñÿ ïðîñòèì íàáëèæåíèì ñï³ââ³äíî-
øåííÿì:

,
Q


  .Q



                                     (2.64)
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ßê ïðèêëàä íàâåäåìî ïîðÿäîê âåëè÷èíè äîáðîòíîñò³ äåÿêèõ òèï³â îñöèëÿ-
òîð³â:

åëåêòðè÷íèé êîíòóð — 50…500;
ãó÷íîìîâåöü (íà íèçüêèõ ÷àñòîòàõ) — 3…10;
ðîÿëüíà ÷è ñêðèïêîâà ñòðóíà — 1000;
êàìåðòîí — 3000;
êðèñòàë êâàðöó — 500 000.

Ôîðìóëè (2.53), (2.54) äëÿ àìïë³òóäè çì³ùåííÿ ³ øâèäêîñò³ îñöèëÿòîðà 
ìîæíà ïåðåïèñàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ äîáðîòíîñò³, ó òàêîìó âèãëÿä³:

ñò

22 2

2 2 2
0 0

( ) ,
1

1

A

Q




 
 


 

   
 

                         (2.65)

ñò

22 2

2 2 2
0 0

( ) ,
1

1

A

Q





 
 


 

   
 

0
ñò ,

F
K

                  (2.66)

à òàêîæ çã³äíî ç ôîðìóëîþ (2.58) ³ ñï³ââ³äíîøåííÿì 
     

 
tg tg

2

 1 tg  âèðàç äëÿ çñóâó ôàç ì³æ F(t) ³ ( )t  òàêèé:

0

0

tg ,Q
 
 

 
  

 
.

2


                      (2.67)

Íà ðèñ. 2.12 íàâåäåíî ãðàô³êè çàëåæíîñò³ À, À,  â³ä ÷àñòîòè çîâí³øíüî¿
ñèëè   ïðè ð³çíèõ çíà÷åííÿõ äîáðîòíîñò³ Q . Òóò êðèâ³ 2.12, à, á ïîêàçóþòü, 
ùî ÷èì âèùå äîáðîòí³ñòü ñèñòåìè, òèì “ãîñòð³øà” ðåçîíàíñíà êðèâà, òîáòî 
ïîáëèçó ðåçîíàíñíî¿ ÷àñòîòè 0 õ³ä ãðàô³ê³â îáóìîâëåíèé äåìïô³ðóâàííÿì. 
Çà ìåæàìè ðåçîíàíñíî¿ çîíè õ³ä ãðàô³ê³â çá³ãàºòüñÿ, ùî ïîâ’ÿçàíî ç ìàëèì 
âïëèâîì äåìïô³ðóâàííÿ íà êîëèâàëüíèé ïðîöåñ â îêîë³ öèõ ÷àñòîò. Ö³ õà-
ðàêòåðí³ ðèñè îñöèëÿòîðà ìè ùå ðîçãëÿíåìî ó íàñòóïíîìó ïàðàãðàô³.

Ôàçîâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ â³äîáðàæåí³ íà ðèñ. 2.12, â. ßê áà÷èìî, çñóâ ôà-
çè ì³æ øâèäê³ñòþ ³ ñèëîþ âèçíà÷àºòüñÿ íåð³âí³ñòþ: 2 2     ; çñóâ 

ôàçè ì³æ â³äãóêîì ³ ñèëîþ çì³íþºòüñÿ â ìåæàõ – <  < 0, òîáòî â³äãóê 
çàâæäè â³äñòàº â³ä âïëèâó. Ùå ðàç çàçíà÷èìî, ùî äëÿ îñöèëÿòîð³â ç Q >> 1 
(ñêàæ³ìî, Q > 10) ïðè  << 0 êîëèâàííÿ îñöèëÿòîðà â³äáóâàþòüñÿ ïðàê-
òè÷íî ó ôàç³ ç çîâí³øí³ì âïëèâîì, à ïðè  >> 0 — ó ïðîòèôàç³. Ïåðåõ³ä ç 
îäíîãî ñòàíó â ³íøèé ïðè çì³í³ ÷àñòîòè âïëèâó ñïîñòåð³ãàºòüñÿ â äîñèòü 
âóçüê³é ñìóç³ ïîáëèçó ðåçîíàíñíî¿ ÷àñòîòè 0. Òî÷íî íà ðåçîíàíñ³ ( = 0) 
çñóâ ôàçè  = –/2, à  = 0. Çàçíà÷èìî, ùî ïðè çá³ëüøåíí³ äîáðîòíîñò³ 
êðèâ³ íà ðèñ. 2.12, â âñå á³ëüøå íàáëèæàþòüñÿ äî ôóíêö³¿-ñõîäèíêè. Äëÿ 
îñöèëÿòîðà áåç äåìïô³ðóâàííÿ (Q  )  = 0 ³  = /2, ÿêùî  < 0 ³  =
= –,  = –/2, ÿêùî  > 0.
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Ðèñ. 2.12. ×àñòîòí³ çàëåæíîñò³ àìïë³òóäè 
çì³ùåííÿ (à), àìïë³òóäè øâèäêîñò³ (á), 
çñóâó ôàçè ì³æ çîâí³øíüîþ ñèëîþ ³ 
øâèäê³ñòþ îñöèëÿòîðà (â)

Ïðèêëàä 2.5. Ìîíîêðèñòàë ñàïô³ðó ó âàêóóì³ ïðè íèçüê³é òåìïåðàòóð³ 
ìàº äîáðîòí³ñòü Q = 108…109. ×àñòîòà âëàñíèõ êîëèâàíü ìîíîêðèñòàëà 
0 = 104 c–1. Òðåáà îö³íèòè ó ñê³ëüêè ðàç³â çì³íèòüñÿ àìïë³òóäà â³ëüíèõ êî-
ëèâàíü çà äîáó.

Ðîçâ’ÿçîê. Äîáðîòí³ñòü Q = 0/2, çâ³äñè êîåô³ö³ºíò çãàñàííÿ  ïðè 
Q = 108 ñòàíîâèòü  = 5  10–5 ñ—1, à ïðè Q = 109 ìàºìî  = 5  10–6 ñ–1. Àìï-
ë³òóäà êîëèâàíü êðèñòàëà çà äîáó, òîáòî çà ïðîì³æîê ÷àñó t = 8,64  104 c, 
çì³íèòüñÿ ó exp(t) ðàç³â. Ïðè Q = 108 öå ñòàíîâèòü ïðèáëèçíî 75, à ïðè 
Q = 109 — ïðèáëèçíî 1,5 ðàçà.

Àìïë³òóäó êîëèâàííÿ ñèñòåìè íà ÷àñòîò³ 0  íàçèâàþòü äèíàì³÷íèì 

â³äãóêîì ñèñòåìè ä, òîáòî ä = À(0). Òîä³ ç ôîðìóëè (2.65) ìàòèìåìî

ä ñò .Q                                        (2.68)

Îòæå, àìïë³òóäó óñòàëåíîãî âèìóøåíîãî êîëèâàííÿ íà ÷àñòîò³ ðåçîíàíñó 0

ìîæíà âèçíà÷èòè, ïîìíîæèâøè âåëè÷èíó ïåðåì³ùåííÿ ïðè ñòàòè÷íîìó íà-
âàíòàæåíí³ ñò íà äîáðîòí³ñòü ñèñòåìè Q. Çðîçóì³ëî, ùî êîëè äîáðîòí³ñòü 
ñèñòåìè Q >> 1, òî àìïë³òóäà ðåçîíàíñíèõ êîëèâàíü ìîæå äîñÿãàòè çíà÷-
íèõ âåëè÷èí! Ñèñòåìà, ñò³éêà äî çîâí³øíüîãî ñòàòè÷íîãî âïëèâó, ìîæå áó-
òè çðóéíîâàíà, ÿêùî çîâí³øíÿ ñèëà óòðèìóº ÷àñòîòí³ êîìïîíåíòè, ÿê³ 
çá³ãàþòüñÿ ç ðåçîíàíñíîþ ÷àñòîòîþ ñèñòåìè. Ñàìå òîìó íåîáõ³äíèì º òî÷-
íèé ðîçðàõóíîê ðåçîíàíñíèõ ÷àñòîò ð³çíîìàí³òíèõ ñêëàäíèõ êîëèâàëüíèõ 
ñèñòåì; íàïðèêëàä, ìîñòè, êîðïóñè ë³òàê³â ³ êîðàáë³â, ñêëàäí³ åëåêòðè÷í³ 
ñõåìè, ïîòóæí³ åëåêòðîàêóñòè÷í³ ïåðåòâîðþâà÷³.

2.2.4. Êîìïëåêñíèé ìåõàí³÷íèé îï³ð

Ç àíàë³çó ïîâåä³íêè êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè ï³ä âïëèâîì çîâí³ø-
íüî¿ ïåð³îäè÷íî¿ ñèëè âèäíî, ùî ðåàêö³ÿ ñèñòåìè çàëåæèòü íå ò³ëüêè â³ä 
àìïë³òóäè çîâí³øíüî¿ ñèëè, à é â³ä ÷àñòîòè âïëèâó. ßê íîâà âàæëèâà ³íòå-
ãðàëüíà õàðàêòåðèñòèêà ïðîöåñó âèìóøåíèõ êîëèâàíü ñèñòåìè âèêîðèñòî-
âóºòüñÿ êîìïëåêñíèé ìåõàí³÷íèé ³ìïåäàíñ (â³ä ëàòèíñüêîãî ñëîâà impedio —
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ïåðåøêîäæàþ), àáî êîìïëåêñíèé ìåõàí³÷íèé îï³ð. Öÿ âåëè÷èíà âèçíà÷àºòüñÿ 
ÿê â³äíîøåííÿ êîìïëåêñíèõ àìïë³òóä ñèëè ³ øâèäêîñò³ ó ðåæèì³ óñòàëåíèõ 
êîëèâàíü ñèñòåìè. ßêùî âðàõóâàòè (2.45) äëÿ (t), òî âåëè÷èíà êîìïëåêñ-
íîãî ìåõàí³÷íîãî ³ìïåäàíñó, ùî ïîçíà÷àºòüñÿ ÿê Z, Í  ñ  ì–1 = êã  ñ–1, ìà-
òèìå âèãëÿä

2 2 2 2
0 0

2
2 .

m iF
Z m i

i

    


 

                (2.69)

ßêùî ÷àñòîòà 2
0 Ê m   ³ õàðàêòåðèñòèêà äåìïô³ðóâàííÿ 2 = R/m, òî îñ-

òàíí³é âèðàç çàïèñóºìî òàê:

.
K

Z R i m


    
 

                              (2.70)

ßê áóäü-ÿêà êîìïëåêñíà âåëè÷èíà, ³ìïåäàíñ ìîæå ìàòè âèãëÿä Z = Z exp(i),
äå
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 ,     (2.71)
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2 ,
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m
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              (2.72)

Îòæå, ìîäóëü Z  äîð³âíþº â³äíîøåííþ àìïë³òóä çîâí³øíüî¿ ñèëè ³ êîëè-
âàëüíî¿ øâèäêîñò³, à âåëè÷èíà  âèçíà÷àº ð³çíèöþ ôàç ì³æ çîâí³øíüîþ 
ñèëîþ òà êîëèâàëüíîþ øâèäê³ñòþ â ñèñòåì³.

Ðîçãëÿíåìî çàëåæí³ñòü ³ìïåäàíñó ñèñòåìè â³ä ÷àñòîòè çîâí³øíüî¿ ñèëè :

 ÿêùî  ìàëà
2 2
0 0; m R

 


 
 

  
 

, òî 
K

Z i


 . ²ìïåäàíñ ÷èñòî óÿâ-

íèé ³ äîäàòíèé; â³í îáåðíåíî ïðîïîðö³éíèé ÷àñòîò³  ³ íå çàëåæèòü â³ä R.
Òàêèé ³ìïåäàíñ íàçèâàþòü ³ìïåäàíñîì ïðóæíîãî òèïó ³ ãîâîðÿòü, ùî ñèñ-
òåìà îáóìîâëþºòüñÿ ïðóæí³ñòþ;

 ÿêùî 
2
0 0





  , 

2
0 ,m R






  
   

   
 òî Z  R. ²ìïåäàíñ ä³éñíèé ³ çà-

ëåæèòü ò³ëüêè â³ä R . Ãîâîðÿòü, ùî ñèñòåìà îáóìîâëþºòüñÿ äåìïô³ðóâàííÿì;

 ÿêùî  âåëèêà 
2
0 ; ,m R


 


 

  
 

 òî Z  –im. ²ìïåäàíñ ÷èñòî óÿâ-

íèé ³ â³ä’ºìíèé; â³í ïðîïîðö³éíèé ÷àñòîò³   ³ íå çàëåæèòü â³ä R . Öå 
³ìïåäàíñ ìàñîâîãî òèïó, ³ ãîâîðÿòü, ùî ñèñòåìà îáóìîâëþºòüñÿ ìàñîþ.

Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ìîæíà ïîÿñíèòè íàî÷íèìè ô³çè÷íèìè ì³ðêóâàí-
íÿìè. ßêùî ÷àñòîòà çîâí³øíüî¿ ä³¿  ìàëà ïîð³âíÿíî ç ÷àñòîòîþ 0, òî â ë³-
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â³é ÷àñòèí³ ð³âíÿííÿ (2.39) ãîëîâíó ðîëü â³ä³ãðàº ò³ëüêè äîäàíîê Êõ ³ òîìó 
Kx  F0cos(t). Çîâí³øíÿ ñèëà âèòðà÷àºòüñÿ ãîëîâíèì ÷èíîì íà ïîäîëàííÿ 
ïðóæíî¿ ñèëè. Çì³ùåííÿ çá³ãàºòüñÿ çà ôàçîþ ç çîâí³øíüîþ ñèëîþ.

Íàâïàêè, êîëè ÷àñòîòà  çíà÷íî á³ëüøà â³ä ÷àñòîòè 0, òî ãîëîâíó ðîëü 
â³ä³ãðàº äîäàíîê (mx ) ³  0 cos .mx F t  Ó öüîìó âèïàäêó çîâí³øíÿ ñèëà, 

ãîëîâíèì ÷èíîì, âèòðà÷àºòüñÿ íà òå, ùîá íàäàòè ìàñ³ ïðèñêîðåííÿ. Ïðè-
ñêîðåííÿ çá³ãàºòüñÿ çà ôàçîþ ç çîâí³øíüîþ ñèëîþ (à çì³ùåííÿ ïðîòèëåæ-
íå çà ôàçîþ). 

Â îáëàñò³ ðåçîíàíñó äîäàíêè ( )mx  ³ (Êõ), õî÷ ³ âåëèê³ êîæíèé îêðåìî, 
àëå ïðèáëèçíî ð³âí³ çà âåëè÷èíîþ ³ ïðîòèëåæí³ çà çíàêîì. Ä³éñíî, 
îñê³ëüêè çñóâ ôàçè ì³æ çîâí³øíüîþ ñèëîþ ³ çì³ùåííÿì   –/2 ïðè 
  0, êîëèâàííÿ â³äáóâàþòüñÿ çà çàêîíîì x(t) = Asin(t). ßêùî  áëèçüêà 
äî ÷àñòîòè 0 K m  , òî äîäàíêè 2 sin( )mx m A t    ³ sin( )Kx KA t  â 

ð³âíÿíí³ (2.39) êîìïåíñóþòü îäèí îäíîãî. Òàêèì ÷èíîì, 0 cos( )Rx F t . 
Öå îçíà÷àº, ùî â îáëàñò³ ðåçîíàíñó ïðóæèíà ñàìà, îêð³ì çîâí³øíüî¿ ñèëè, 
íàäàº ìàñ³ m íåîáõ³äíîãî ïðèñêîðåííÿ. Ðîëü çîâí³øíüî¿ ñèëè îáóìîâëåíà 
ò³ëüêè ïîäîëàííÿì ñèëè äåìïô³ðóâàííÿ. Àìïë³òóäà øâèäêîñò³ A(0) = F0/R
³, ÿêùî äåìïô³ðóâàííÿ ìàëå, òî A(0) âåëèêà; øâèäê³ñòü çá³ãàºòüñÿ çà ôà-
çîþ ³ç çîâí³øíüîþ ñèëîþ.

Ïðîâåäåíèé àíàë³ç âëàñòèâîñòåé âåëè÷èí Z íàî÷íî â³äîáðàæàºòüñÿ â 
÷àñòîòíèõ õàðàêòåðèñòèêàõ íà ðèñ. 2.12. ßê áà÷èìî, â îêîë³ ÷àñòîòè ðåçî-
íàíñó 0 ïîâåä³íêà îñöèëÿòîðà âèçíà÷àºòüñÿ äåìïô³ðóâàííÿì, òîáòî âåëè-
÷èíîþ äîáðîòíîñò³ Q. Çà ìåæàìè ðåçîíàíñíî¿ çîíè õ³ä ãðàô³ê³â çá³ãàºòüñÿ. 
Öå º ïðèíöèïîâèé ìîìåíò, àäæå ïîçà ðåçîíàíñíî¿ çîíè âïëèâ äåìïô³ðó-
âàííÿ íà êîëèâàëüíèé ðóõ º ïðàêòè÷íî íåñóòòºâèì.

2.3. Åíåðãåòè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåñó êîëèâàíü

Ðîçãëÿíåìî â³ëüí³ êîëèâàííÿ. Åíåðã³ÿ îñöèëÿòîðà äîð³âíþº 
ñóì³ ê³íåòè÷íî¿ ÅÊ òà ïîòåíö³àëüíî¿ ÅÏ  åíåðã³é. Ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ KE

 2 2m , à ïîòåíö³àëüíà âèçíà÷àºòüñÿ ðîáîòîþ ïðóæíèõ ñèë F K  ïðè 

çì³ùåíí³ ñèñòåìè â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè 0  : 2
Ï

0

/ 2.E K d K


   
Íàÿâí³ñòü ñèëè òåðòÿ ó ð³âíÿíí³ ðóõó îñöèëÿòîðà ïðèçâîäèòü äî çìåíøåííÿ 
àìïë³òóäè êîëèâàíü çà ÷àñîì âíàñë³äîê äèñèïàö³¿ åíåðã³¿. Òîìó ïîõ³äíà 
dE/dt, äå К ПE E E  , ïîâèííà áóòè â³äì³ííà â³ä íóëÿ ³ â³ä’ºìíà. Ä³éñíî, 

 /dE dt m K     , à âèêîðèñòîâóþ÷è ð³âíÿííÿ 0m R K       ä³ñòàº-

ìî  /dE dt R     , äå тертяR F  . Îòæå, øâèäê³ñòü çìåíøåííÿ åíåðã³¿ çà 

çíà÷åííÿì äîð³âíþº ïîòóæíîñò³, ùî îáóìîâëþºòüñÿ ñèëàìè òåðòÿ.
Ðîçãëÿíåìî âèìóøåí³ êîëèâàííÿ â óñòàëåíîìó ðåæèì³. Äëÿ îïèñó-

âàííÿ ïðîöåñó îáì³íó åíåðã³ºþ ì³æ äæåðåëîì ñèëè òà êîëèâàëüíîþ ñèñ-
òåìîþ çðó÷íî ââåñòè ïîíÿòòÿ ïîòîêó ïîòóæíîñò³, âèçíà÷èâøè éîãî ÿê 
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ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðà ñèëè íà âåêòîð øâèäêîñò³ â òî÷ö³ ïðèêëà-
äåííÿ ñèëè:

.W  F v                                       (2.73)

Ó êîæíîìó êîíêðåòíîìó âèïàäêó éäåòüñÿ ïðî äîáóòîê ïðîåêö³é âåêòîðà 
ñèëè é óçàãàëüíåíî¿ øâèäêîñò³ íà îáðàíó êîîðäèíàòíó â³ñü. Çà òàêîãî âè-
çíà÷åííÿ ïðè îá÷èñëåíí³ çíà÷åííÿ W ìîæëèâ³ äâà âèïàäêè: W > 0  ³ W < 
< 0, òîáòî âèïàäîê çá³ãó íàïðÿìêó ñèëè òà øâèäêîñò³ ³ âèïàäîê, êîëè íà-
ïðÿìêè öèõ âåêòîð³â ïðîòèëåæí³. Ô³çè÷íî öå îçíà÷àº, ùî ó ïåðøîìó âè-
ïàäêó åíåðã³ÿ ïåðåò³êàº â³ä äæåðåëà äî êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè, à â äðóãîìó —
â³ä ñèñòåìè äî äæåðåëà. Íàâåäåíå ñï³ââ³äíîøåííÿ äîçâîëÿº ïðîàíàë³çóâàòè 
çì³íþâàííÿ çíà÷åííÿ W ç ÷àñîì ïðè äîâ³ëüíîìó çàêîí³ çì³íè ñèëè F(t). 
Äåòàëüíî çóïèíèìîñÿ íà âèïàäêó ïåð³îäè÷íî¿ çîâí³øíüî¿ ñèëè. Îñê³ëüêè 
éäåòüñÿ ïðî îá÷èñëåííÿ êâàäðàòè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê êîëèâàëüíîãî çì³-
ùåííÿ, òî ïðÿìå âèêîðèñòàííÿ êîìïëåêñíîãî ðîçâ’ÿçêó âæå íåìîæëèâå. 
Ïðè÷èíà öüîãî ÿñíà ³ ïîâ’ÿçàíà ç òèì, ùî: 1 2 1 2Re( ) Re RePP P P , äå P1 ³ 
P2 — äåÿê³ êîìïëåêñí³ âåëè÷èíè. Ó çâ’ÿçêó ç öèì â íàâåäåíèõ âèðàçàõ äëÿ 
çîâí³øíüî¿ ñèëè òà ê³íåòè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê êîëèâàëüíîãî ïðîöåñó âèêî-
ðèñòàºìî ëèøå ä³éñí³ ÷àñòèíè êîìïëåêñíèõ ôóíêö³é.

Äëÿ çîâí³øíüî¿ ñèëè 0( ) cos( )F t F t  çì³ùåííÿ ³ øâèäê³ñòü ó ñèñòåì³ 
òàê³ (äèâ. (2.46)):

 
   

          
  

        

2 20
02 22 2

0

cos 2 sin ,
2

F
t t t

m
    (2.74)

 
   

     
     

  
         

 2 20
02 22 2

0

sin 2 cos .
2

F
t t t

m
   (2.75)

Òîä³ ìèòòºâà ïîòóæí³ñòü      W t F t t  , ùî îáóìîâëþºòüñÿ äæåðåëîì ðó-

õó, âèçíà÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì

 
       

   

      

  

    
    

2 2 2 2 2
0 0

2 22 2
0

sin cos 2 cos
.

2

F t t t
W t

m
     (2.76)

ßê âèïëèâàº ç (2.76), ó ñèñòåì³ ç äåìïô³ðóâàííÿì ïîòóæí³ñòü, ùî ñïî-
æèâàºòüñÿ ñèñòåìîþ â³ä äæåðåëà åíåðã³¿, º ñóìîþ äâîõ äîäàíê³â. Äëÿ ïåð-
øîãî äîäàíêà õàðàêòåðíà íàÿâí³ñòü çñóâó ôàç, ùî äîð³âíþº 90°, ì³æ çîâ-
í³øíüîþ ñèëîþ F (t) ³ øâèäê³ñòþ ñèñòåìè  (t). Äðóãèé äîäàíîê — ñèíôàç-

íèé, òîáòî ôàçîâèé çñóâ ì³æ F (t) ³  t  äîð³âíþº íóëþ. Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî 

ïåðøèé äîäàíîê ó (2.76) ïðîïîðö³éíèé óÿâí³é ÷àñòèí³ ³ìïåäàíñó (äèâ. (2.69)), 
à äðóãèé — ä³éñí³é ÷àñòèí³ ³ìïåäàíñó. 

Ðàçîì ç òèì ïîò³ê ïîòóæíîñò³ âèçíà÷àº øâèäê³ñòü çì³íè ïîâíî¿ åíåðã³¿ 
ñèñòåìè L :   / .W t dL dt  Ïîâíà åíåðã³ÿ L ñêëàäàºòüñÿ ç ê³íåòè÷íî¿ åíåð-
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ã³¿ 2
Ê 2E m  , ïîòåíö³àëüíî¿ 2 2 2

Ï 02 2E K m     ³ âíóòð³øíüî¿ U åíåð-
ã³é. Âíóòð³øíÿ åíåðã³ÿ U âèçíà÷àºòüñÿ ðîáîòîþ çîâí³øíüî¿ ñèëè ïðîòè ñè-

ëè òåðòÿ:  
0

.
t

U R dt     Îòæå, ïîò³ê ïîòóæíîñò³ 

   К П ,
d E E U dE dU

W t
dt dt dt

 
                     (2.77)

äå К ПE E E  , àáî 

 2 2 2
0

1 1
( ) .

2 2
d

W t m m R
dt

         
                    (2.78)

Âèðàç ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ º ñóìà ê³íåòè÷íî¿ ³ ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³é E
 Ê ÏE E . Ïî ñóò³ öå åíåðã³ÿ E, ÿêó íàêîïè÷óº êîëèâàëüíà ñèñòåìà íà ìî-
ìåíò ÷àñó t. Íàçâåìî ¿¿ åíåðã³ºþ íàêîïè÷åííÿ àáî ïðîñòî åíåðã³ºþ ñèñòåìè. 
Ïîõ³äíà çà ÷àñîì â³ä åíåðã³¿ íàêîïè÷åííÿ âèçíà÷àº øâèäê³ñòü ¿¿ çì³íè. 
Äðóãèé äîäàíîê ó âèðàç³ (2.78) ÿâëÿº ñîáîþ ïîòóæí³ñòü ñèë äåìïô³ðóâàííÿ, 
ùî äîëàº çîâí³øíÿ ñèëà. 

Òàêèì ÷èíîì, ïîð³âíþþ÷è âèðàçè (2.76) ³ (2.78), ìîæíà íàäàòè äâîì 
äîäàíêàì ó ôîðìóë³ (2.76) çàçíà÷åíîãî âèùå ô³çè÷íîãî çì³ñòó, à ñàìå: ïåð-
øèé äîäàòîê îáóìîâëþº øâèäê³ñòü çì³íè åíåðã³¿ íàêîïè÷åííÿ E, à äðó-
ãèé — ïîòóæí³ñòü ñèë äåìïô³ðóâàííÿ. Çã³äíî ç (2.76) ïîõ³äíà çà ÷àñîì â³ä 
åíåðã³¿ íàêîïè÷åííÿ dE/dt ìîæå áóòè á³ëüøå ³ ìåíøå çà íóëü äëÿ äåÿêîãî 
ìîìåíòó ÷àñó. ßêùî dE/dt > 0, òî öå îáóìîâëþº ïîò³ê åíåðã³¿ â³ä äæåðåëà 
äî ñèñòåìè, à ïðè dE/dt < 0 íàâïàêè, òîáòî ìàºìî åíåðãîîáì³í ì³æ äæåðå-
ëîì ³ ñèñòåìîþ. Ö³êàâî, ùî íà ðåçîíàíñ³, êîëè 0  , ìàºìî dE/dt = 0, òîá-
òî åíåðã³ÿ íàêîïè÷åííÿ ñêîíöåíòðîâàíà â ñèñòåì³, à ðîáîòà äæåðåëà ïî-
â’ÿçàíà ò³ëüêè ç ïîäîëàííÿì ñèë äåìïô³ðóâàííÿ. Äðóãèé äîäàíîê ó ôîðìó-
ëàõ (2.76) ³ (2.78) çàâæäè á³ëüøå â³ä íóëÿ 2( ) 0R  , ùî âèçíà÷àº ïîò³ê 
åíåðã³¿ â³ä äæåðåëà äî ñèñòåìè â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó. 

Ñóòòºâà ð³çíèöÿ ì³æ äâîìà äîäàíêàìè ìèòòºâî¿ ïîòóæíîñò³ âèÿâëÿºòüñÿ 
ïðè ðîçãëÿä³ ñåðåäíüîãî çà ÷àñîì ïîòîêó ïîòóæíîñò³. Çíàéäåìî ñåðåäíþ çà 
ïåð³îä 2T    ïîòóæí³ñòü  ,W âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç (2.76). Âðàõîâóþ-
÷è, ùî

0

1
( ) ,

T

W W t dt
T

                                   (2.79)

ïðè öüîìó    
0

1
sin cos 0,

T

t t dt
T

    2

0

1 1
cos ,

2

T

t dt
T

   ìàºìî

   

2 2 2
0 0

22 22 2
0

.
22

F F R
W

Zm

 

  
   

    

                 (2.80)
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ßê áà÷èìî, ïåðøèé äîäàíîê â (2.76), äå ñïîñòåð³ãàºòüñÿ çñóâ ôàç ì³æ ( )F t  ³ 

 t , ÿêèé äîð³âíþº 90°, íå âïëèâàº íà W  . Ñåðåäí³é ïîò³ê ïîòóæíîñò³ 

âèçíà÷àºòüñÿ ñèíôàçíîþ ñêëàäîâîþ â ( )W t , òîáòî äðóãèì äîäàíêîì.
Òåïåð çàïèøåìî ñåðåäíþ ïîòóæí³ñòü W  , âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç (2.78) 

äëÿ ìèòòºâî¿ ïîòóæíîñò³ ( )W t . Ñåðåäíÿ çà ïåð³îä åíåðã³ÿ íàêîïè÷åííÿ 
äîð³âíþº

2 2 2 2
2 20 0

K Ï ,
2 2 4 4

m mA m Am
E E  

                       (2.81)

äå A  ³ A — àìïë³òóäè øâèäêîñò³ ³ çì³ùåííÿ â ñèñòåì³. Âðàõîâóþ÷è, ùî 

A A  , ìîæíà ïåðåïèñàòè âèðàç (2.81) ó âèãëÿä³

 2 2 2
Ê Ï 0 .

4
E E A     

m
                       (2.82)

Çàçíà÷èìî, ùî äîäàíîê ç 2 âèçíà÷àº ñåðåäíº çíà÷åííÿ ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿, à 

äîäàíîê ç 2
0 — ñåðåäíº çíà÷åííÿ ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿. Îáèäâ³ åíåðã³¿ 

ð³âí³ ò³ëüêè ó âèïàäêó, êîëè 0  .

Â óñòàëåíîìó ðåæèì³ ñåðåäíº çíà÷åííÿ íàêîïè÷åíî¿ åíåðã³¿ Ê ÏE E   º 

ñòàëèì ³ òîìó Ê Ï( ) / 0d E E dt    . Âðàõîâóþ÷è öåé ôàêò, çã³äíî ç âèðàçîì 
(2.78) ìàºìî

2 2 2

.
2 2
A A

W R R 
                                (2.83)

Çðîçóì³ëî, ùî ôîðìóëè (2.80) ³ (2.83) çá³ãàþòüñÿ, îñê³ëüêè çã³äíî ç (2.71) 
àìïë³òóäà øâèäêîñò³ 0A F Z  .

Çíà÷åííÿ ñåðåäíüîãî çà ïåð³îä ïîòîêó ïîòóæíîñò³ â³ä äæåðåëà äî ñèñòå-
ìè â óñòàëåíîìó ðåæèì³ êîëèâàíü âèçíà÷àºòüñÿ äåìïô³ðóâàííÿì (R). ßê 
ïðàâèëî, ââàæàºòüñÿ, ùî âòðàòè åíåðã³¿ íà ïîäîëàííÿ îïîðó º øê³äëèâèìè. 
Ôàêòè÷íî æ öå íå çàâæäè òàê. Â àêóñòè÷íèõ ñèñòåìàõ ââåäåííÿì äåìïô³ðó-
âàííÿ R ÷àñòî ìîäåëþþòü ïðîöåñè, çâ’ÿçàí³ ç âèïðîì³íþâàííÿì çâóêó êî-
ëèâàëüíîþ ñèñòåìîþ. Ó öüîìó ðàç³ â ñèñòåì³ çà ïåð³îä âòðà÷àºòüñÿ ïîòóæ-
í³ñòü, çâ’ÿçàíà ç ïîòóæí³ñòþ, ùî ïåðåíîñèòüñÿ ñòâîðåíèìè çâóêîâèìè õâè-
ëÿìè. Öÿ îáñòàâèíà çóìîâëþº ñïåö³àëüí³ íàçâè, ïðèéíÿò³ â àêóñòèö³, äëÿ
äâîõ ñêëàäîâèõ ìèòòºâîãî ïîòîêó ïîòóæíîñò³ â (2.76). Äëÿ ñèíôàçíî¿ 

(øâèäê³ñòü — ñèëà) ñêëàäîâî¿ 2 2( ) ~ 2 cos ( )W t t   ïðèéíÿòà íàçâà àêòèâ-
íà ïîòóæí³ñòü. Ñêëàäîâà, ùî â³äïîâ³äàº ò³é ÷àñòèí³ êîëèâàëüíîãî ðóõó, äå 
ñèëà ³ øâèäê³ñòü ìàþòü çñóâ ôàçè íà 90°, íàçèâàºòüñÿ ðåàêòèâíîþ ïî-
òóæí³ñòþ. Ïðè ïîð³âíÿíí³ (2.76) ³ (2.69) âèÿâëÿºòüñÿ, ùî àêòèâíà ïî-
òóæí³ñòü ïðîïîðö³éíà ä³éñí³é ÷àñòèí³ ³ìïåäàíñó, à ðåàêòèâíà — óÿâí³é. Ó 
çâ’ÿçêó ç öèì ââîäÿòüñÿ òåðì³íè àêòèâíî¿ (Re Z) ³ ðåàêòèâíî¿  Im Z ÷àñ-

òèí ³ìïåäàíñó.
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Ðèñ. 2.13. Êðèâà ïîãëèíàííÿ îñöèëÿòîðà

Íà ðèñ. 2.13 çîáðàæåíî êðèâó çàëåæ-
íîñò³ W   â³ä ÷àñòîòè   çîâí³øíüî¿ ñèëè. 
Ïîä³áíî äî ðèñ. 2.11 öåé ðèñóíîê õàðàêòå-
ðèçóº ðåàêö³þ îñöèëÿòîðà íà ä³þ çîâí³ø-
íüî¿ ñèëè. Çîáðàæåíà êðèâà íàçèâàºòüñÿ 
êðèâîþ ïîãëèíàííÿ îñöèëÿòîðà. Ãîñòðîòà 
ìàêñèìóìó âèçíà÷àºòüñÿ êîåô³ö³ºíòîì äåìï-
ô³ðóâàííÿ R. Ìàêñèìóì ïðèïàäàº íà ÷àñòî-
òó ðåçîíàíñó øâèäêîñò³ 0 , êîëè åíåðã³ÿ, 

ùî â³äí³ìàºòüñÿ ñèñòåìîþ ó çîâí³øíüî¿ ñèëè, º ìàêñèìàëüíîþ. ßêùî ñèñòå-
ìà âèñîêîäîáðîòíà ³ ÷àñòîòà  áëèçüêà äî ÷àñòîòè 0 , òî àìïë³òóäè øâèä-

êîñò³ A  ³ çì³ùåííÿ A íàáóâàþòü âåëèêèõ çíà÷åíü, ùî îáóìîâëþº çíà÷íå 

íàêîïè÷åííÿ åíåðã³¿. Ïðè öüîìó ñåðåäí³é ïîò³ê ïîòóæíîñò³ W   íàéá³ëü-
øèé, ³ çîâí³øíÿ ñèëà âèêîíóº íàéá³ëüøó ðîáîòó ç ïîäîëàííÿ ñèë äåìï-
ô³ðóâàííÿ; öå â³äáóâàºòüñÿ ïðè çá³ãó íàïðÿìêó ðóõó â ñèñòåì³ ç íàïðÿìêîì 
ä³¿ çîâí³øíüî¿ ñèëè (ð³çíèöÿ ôàç ì³æ ( )t  ³ F(t) äîð³âíþº íóëþ). Íàâïàêè, 

êîëè   ñóòòºâî â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä 0 , íàïðÿìîê ðóõó â ñèñòåì³ çà îäíó ÷àñ-
òèíó ïåð³îäó êîëèâàíü çá³ãàºòüñÿ ç íàïðÿìêîì çîâí³øíüî¿ ñèëè, à çà äðóãó 
÷àñòèíó ïåð³îäó º ïðîòèëåæíèé éîìó. Çîâí³øíÿ ñèëà âèêîíóº ÿê äîäàòíó 
(W > 0), òàê ³ â³ä’ºìíó (W < 0) ðîáîòó, ³ çà âåñü ïåð³îä ðîáîòà áóäå íåâåëèêà, 
òîáòî â³äáóâàºòüñÿ åíåðãîîáì³í ì³æ äæåðåëîì ³ ñèñòåìîþ. Òàêèì ÷èíîì, ç 
åíåðãåòè÷íî¿ òî÷êè çîðó ÿâèùå ðåçîíàíñó îáóìîâëåíå òèì, ùî ïðè çá³ãó ÷àñ-
òîò   ³ 0 ðåàêòèâíà ïîòóæí³ñòü äîð³âíþº íóëþ, òîä³ ìàºìî íàéêðàù³ óìî-
âè äëÿ ïåðåõîäó åíåðã³¿ â³ä äæåðåëà äî ñèñòåìè. ßâèùå ðåçîíàíñó ìîæíà 
ðîçãëÿäàòè ÿê âèïàäîê, êîëè ï³ä ä³ºþ ãàðìîí³÷íî¿ çîâí³øíüî¿ ñèëè ñèñòåìà 
âèêîíóº ìàéæå âëàñí³ êîëèâàííÿ. Ïðè öüîìó ðîëü çîâí³øíüî¿ ñèëè çâîäèòü-
ñÿ ãîëîâíèì ÷èíîì äî êîìïåíñàö³¿ ä³þ÷èõ ó ñèñòåì³ ñèë äåìïô³ðóâàííÿ.

Ö³êàâî çàçíà÷èòè, ùî íàêîïè÷åíà åíåðã³ÿ Ê ÏE E    ïîð³âíÿíî ç ðîáî-

òîþ W T  , ÿêó âèêîíóº çîâí³øíÿ ñèëà çà ïåð³îä êîëèâàíü 2T   , õà-
ðàêòåðèçóº äîáðîòí³ñòü ñèñòåìè. Ä³éñíî, çã³äíî ç (2.82) ³ (2.83) ìàºìî

 
К П

2 2 2
2 20

0
2

2

4 .
2 2 22

2

m
AE E

W Ò
A R

   
   



   
 

 
                 (2.84) 

Îòæå, â³äíîøåííÿ Ê ÏE E
W T

  
 

 çàëåæèòü â³ä ÷àñòîòè . Ïðîòå ïîáëèçó ðåçîíàíñ-

íî¿ ÷àñòîòè, êîëè 0  , âèðàç (2.84) ç óðàõóâàííÿì (2.61) íàáóâàº âèãëÿäó
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.
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E E Q
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                           (2.85)
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Ñï³ââ³äíîøåííÿ (2.85) äîçâîëÿº âèçíà÷èòè äîáðîòí³ñòü ñèñòåìè Q, êîëè 
â³äîì³ åíåðã³ÿ êîëèâàíü Ê ÏE E    ³ âèòðàòè åíåðã³¿ ( )W T   çà ïåð³îä, ùî 
âèòðà÷àºòüñÿ íà ïîäîëàííÿ ñèë äåìïô³ðóâàííÿ.

Ïðèêëàä 2.6. Ïðè ÿêîìó â³äõèëåíí³ â³ä ðåçîíàíñíî¿ ÷àñòîòè åíåðã³ÿ âè-
ìóøåíèõ êîëèâàíü îñöèëÿòîðà çìåíøóºòüñÿ ó äâà ðàçè, ÿêùî äîáðîòí³ñòü 
ñèñòåìè Q äîð³âíþº 50 àáî 500?

Ðîçâ’ÿçîê. Íà ðèñ. 2.13 ÷àñòîòè 1 ³ 2 — öå ò³ ñàì³ ÷àñòîòè, ùî áóëè 
ââåäåí³ ïðè âèçíà÷åíí³ äîáðîòíîñò³ (äèâ. ðèñ. 2.11). Îòæå,   1,2

  2 2
0 . Ïîä³ëèâøè öåé âèðàç íà 0 , à òàêîæ âðàõóâàâøè ð³âí³ñòü Q

0 2 ,   ìàòèìåìî 
 

1,2
2

0

1 1
1 .

2 2Q Q




    Íåõòóþ÷è ìàëèìè âåëè÷èíà-

ìè ïîðÿäêó 2

1
Q

 ïîð³âíÿíî ç îäèíèöåþ ( 1Q  ), îòðèìóºìî 1,2

0

1
1

2Q




  . 

Îòæå, ïðè 50Q   (ùî íå äóæå âåëèêå), åíåðã³ÿ âèìóøåíèõ êîëèâàíü 
çìåíøóºòüñÿ ó 2 ðàçè ïðè â³äõèëåíí³ ÷àñòîòè çîâí³øíüî¿ ñèëè íà 1% ÷àñòî-
òè 0, ïðè Q = 500 — íà 0,1%.

2.4. Ïðèêëàäè êîëèâàíü â ñèñòåì³
ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³

Ó ïîïåðåäí³õ ïàðàãðàôàõ âèâ÷àëàñÿ ïîâåä³íêà êîëèâàëüíèõ ñèñ-
òåì ç îäíèì ñòóïåíåì â³ëüíîñò³. Îòðèìàí³ çíàííÿ ñòàíîâëÿòü îñíîâó äëÿ 
âèâ÷åííÿ á³ëüø ñêëàäíèõ ìåõàí³÷íèõ ³ àêóñòè÷íèõ ñèñòåì, ùî ìàþòü äâà ³ 
á³ëüøå ñòóïåí³â â³ëüíîñò³. ¯õ ÷èñëî âèçíà÷àºòüñÿ ê³ëüê³ñòþ íåçàëåæíèõ çì³í-
íèõ (óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò), ÿê³ íåîáõ³äí³ äëÿ ïîâíîãî îïèñóâàííÿ ðóõó 
ñèñòåìè. Çîñåðåäèìî óâàãó íà âèâ÷åíí³ ñèñòåìè ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³. 
Ïðèêëàä³â òàêèõ ñèñòåì ìîæíà íàâåñòè áåçë³÷. Äåÿê³ ç íèõ ïîäàí³ íà 
ðèñ. 2.14. Âàæëèâèì ìîìåíòîì ïðè âèâ÷åíí³ ñêëàäíî¿ ñèñòåìè º ìîæëèâ³ñòü 
ðîçãëÿäàòè ¿¿ ÿê ñèñòåìó, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç îêðåìèõ ï³äñèñòåì ç îäíèì ñòó-
ïåíåì â³ëüíîñò³, çâ’ÿçàíèõ îäíà ç îäíîþ. Íàïðèêëàä, ñèñòåìó, çîáðàæåíó íà 
ðèñ. 2.14, à, ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñèñòåìó ç äâîõ îñöèëÿòîð³â, çâ’ÿçàíèõ ì³æ 
ñîáîþ çà äîïîìîãîþ ïðóæèíè. Îêðåì³ ñèñòåìè ç îäíèì ñòóïåíåì â³ëüíîñò³, 
ç ÿêèõ ñêëàäàºòüñÿ ñèñòåìà, ùî äîñë³äæóºòüñÿ, íàçèâàþòü ïàðö³àëüíèìè. 
Ïðèéíÿòèé ñïîñ³á âèä³ëåííÿ ïàðö³àëüíèõ ñèñòåì âèçíà÷àº ³ äîá³ð óçàãàëüíå-
íèõ êîîðäèíàò äëÿ îïèñóâàííÿ ðóõó. Íàïðèêëàä, äëÿ ñèñòåìè íà ðèñ. 2.14, 
á — öå êóòè 1 ³ 2. Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî âèä³ëåí³ ïàðö³àëüí³ ñèñòåìè â öüîìó 
ðàç³ ìàþòü çàãàëüíèé åëåìåíò — ïðóæèíó, ùî ç’ºäíóº ìàÿòíèêè. Âèá³ð ïàð-
ö³àëüíèõ ñèñòåì (ÿê ³ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò) íåîäíîçíà÷íèé. Òàê, äëÿ ñèñ-
òåìè íà ðèñ. 2.14, â ð³âíîïðàâíèìè º òàê³ ïàðè êîîðäèíàò: x1, x2 òà x0, .

Â³äïîâ³äí³ñòü ì³æ ïàðö³àëüíèìè ñèñòåìàìè é óçàãàëüíåíèìè êîîðäèíà-
òàìè âñòàíîâëþºòüñÿ òàê: ïàðö³àëüíà ñèñòåìà, ùî â³äïîâ³äàº äàí³é êîîðäè-
íàò³, óòâîðþºòüñÿ ç ïîâíî¿ ñèñòåìè òîä³, êîëè âñ³ êîîðäèíàòè ñèñòåìè, 
êð³ì äàíî¿, äîð³âíþþòü íóëþ (òîáòî íåðóõîì³). Ïðè öüîìó íóëüîâå çíà÷åí-
íÿ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò â³äïîâ³äàº ïîëîæåííþ ð³âíîâàãè. Äëÿ ñèñòåìè
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Ðèñ. 2.14. Ïðèêëàäè êîëèâàëüíèõ ñèñòåì ç äâîìà ñòóïåíÿìè
â³ëüíîñò³

íà ðèñ. 2.14, â óçàãàëüíåíèì êîîðäèíàòàì x1 i x2, â³äïîâ³äàþòü òàê³ ïàð-
ö³àëüí³ ñèñòåìè: äëÿ x1 — öå îáåðòàííÿ áàëêè íàâêîëî òî÷êè 2 çàêð³ïëå-
íîãî ê³íöÿ ïðóæèíè K2, äëÿ x2 — öå îáåðòàííÿ áàëêè íàâêîëî òî÷êè 1 çàê-
ð³ïëåíîãî ê³íöÿ ïðóæèíè K 1 . Êîîðäèíàòè x0,  âèçíà÷àþòü òàê³ ïàðö³àëüí³ 
ñèñòåìè: x1 — ïîñòóïàëüíèé âåðòèêàëüíèé ðóõ áàëêè;  — îáåðòàëüíèé ðóõ 
íàâêîëî îñ³, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð ìàñ áàëêè.

2.5. Â³ëüí³ êîëèâàííÿ â ñèñòåì³
ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³

Êîëèâàííÿ ñèñòåìè ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³ äîñë³äèìî íà 
ìîäåë³ (ðèñ. 2.15), ùî ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ ìàñ m1 ³ m2, äâîõ ïðóæèí K1 ³ K2

ñïîëó÷íî¿ ïðóæèíè 3K . Íåõàé äåìïô³ðóâàííÿ ó ñèñòåì³ â³äñóòíº. Øóêàþ-
÷è çì³ùåííÿ ìàñ m1 ³ m2 çà äîïîìîãîþ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò x1 ³ x2, 
ä³ñòàíåìî òàê³ ïàðö³àëüí³ ñèñòåìè: 

1) ìàñà m1 çàêð³ïëåíà ì³æ ïðóæèíàìè K1 ³ K3; 
2) ìàñà m2 çàêð³ïëåíà ì³æ ïðóæèíàìè K2 ³ K3.
Ðîçãëÿíåìî â³ëüí³ êîëèâàííÿ âèõ³äíî¿ ñèñòåìè. Íàÿâí³ñòü äâîõ ñòóïåí³â 

â³ëüíîñò³ ïðèâîäèòü äî ïîÿâè äâîõ ð³âíÿíü, ùî îïèñóþòü ðóõ ñèñòåìè. 
Ïåðøå ð³âíÿííÿ ìàòèìåìî, âèõîäÿ÷è ç äðóãîãî çàêîíó Íüþòîíà, â ïðîåêö³¿ 
íà ãîðèçîíòàëüíó â³ñü äëÿ ìàñè m1: 1 1m x F , äå F — ñóìà äâîõ ñèë: ñèëè 

ïðóæíîñò³ ïðóæèíè K1, ùî äîð³âíþº 1 1K x , ³ ñèëè ïðóæíîñò³ K3, ùî äîð³â-

íþº  3 1 2 .K x x  Îòæå, 1 1 1 1 3 1 2( ).m x K x K x x     Àíàëîã³÷íî, ð³âíÿííÿ ðóõó 

ìàñè 2m  íàáóâàº âèãëÿäó  2 2 2 2 3 2 1 .m x K x K x x     Ïåðåïèøåìî îäåðæàí³ 

ð³âíÿííÿ:

1 1 1 3 1 3 2( ) 0,m x K K x K x   
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2 2 2 3 2 3 1( ) 0m x K K x K x   

àáî

2 3
1 1 1 2

1

0,
K

x x x
m

  

2 3
2 2 2 1

2

0,
K

x x x
m

          (2.86)
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m




 — âëàñí³ ÷àñòîòè ïåðøî¿ òà äðóãî¿ ïàðö³-

àëüíèõ ñèñòåì. Ïðè ïîäàëüøîìó âèêëàäàíí³ äëÿ âèçíà÷åíîñò³ ââàæàòèìå-
ìî, ùî 1 2  .

Ð³âíÿííÿ (2.86) îïèñóþòü â³ëüí³ êîëèâàííÿ ñèñòåìè ç äâîìà ñòóïåíÿìè 
â³ëüíîñò³. Ùîá âèä³ëèòè êîíêðåòíó êîëèâàëüíó ñèòóàö³þ, íåîáõ³äíî çàäàòè 
ïî÷àòêîâ³ óìîâè:

(0)
1 1(0) ,  x x 1 1(0) ,x 

(0)
2 2(0) ,  x x 2 2(0) .x                             

(2.87)

2.5.1. Íîðìàëüí³ êîëèâàííÿ

Ñèñòåìà äèôåðåíö³àëüíèõ êîëèâàíü (2.86) ìàº ò³ëüêè ïàðí³ 
ïîõ³äí³ â³ä øóêàíèõ ôóíêö³é. Ó çâ’ÿçêó ç öèì ³¿ ìîæíà çâåñòè äî àëãåáðà¿÷-
íî¿ ñèñòåìè, âèêîðèñòîâóþ÷è ÿê ïðîáí³ ðîçâ’ÿçêè âèðàçè

1 1( ) cos( ),x t a t   2 2( ) cos( ),x t b t  

àáî

 1 1( ) exp ,x t A i t   2 2( ) exp .x t A i t               (2.88)

Îñòàíí³ âèðàçè çðó÷í³ø³ ç òî÷êè çîðó âðàõóâàííÿ ôàçîâèõ ñï³ââ³äíîøåíü, 
¿õ ³ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè. Ïðè öüîìó, çâè÷àéíî, ô³çè÷íèé çì³ñò â îäåð-
æàíîìó êîìïëåêñíîìó ðîçâ’ÿçêó ìàòèìå éîãî ä³éñíà ÷àñòèíà.

Âèðàç (2.88) ìàº òðè äîâ³ëüí³ âåëè÷èíè: A1, A2, . ¯õ ñë³ä âèáèðàòè òàê, 
ùîá ö³ âèðàçè çàäîâîëüíÿëè âèõ³äíó ñèñòåìó ð³âíÿíü (2.86). Ï³ñëÿ ï³äñòà-
íîâêè (2.88) ó (2.86) ³ ñêîðî÷åííÿ íà  exp i t  ä³ñòàíåìî òàêó ñèñòåìó ë³-

í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü:

 2 2 3
1 1 2

1

0,
K

A A
m

   

 2 23
1 2 2

2

0.
K

A A
m

                                
(2.89)

Ðèñ. 2.15. Êîëèâàëüíà ñèñòåìà
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Ì³ðêóâàííÿ, ùî îáóìîâèëè âèá³ð øóêàíîãî ðîçâ’ÿçêó ó âèãëÿä³ (2.88), 
íîñèëè ôîðìàëüíî ìàòåìàòè÷íèé õàðàêòåð. Øóêàíèé ðîçâ’ÿçîê — ïåð³î-
äè÷í³ ôóíêö³¿ â³ä ÷àñó — íå â³äïîâ³äàº ³íòó¿òèâíîìó óÿâëåííþ ïðî ð³çíî-
ìàí³òí³ñòü ìîæëèâèõ òèï³â ðóõó â ñèñòåì³ ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³. Ó 
çâ’ÿçêó ç öèì ìîæíà ãîâîðèòè, ùî íà äàíîìó åòàï³ ìè íàìàãàºìîñÿ çíàéòè 
äîñèòü ÷àñòèííèé âèïàäîê ðóõó ñèñòåìè — ïåð³îäè÷íèé ðóõ.

Ñèñòåìà ð³âíÿíü (2.89) º ë³í³éíîþ òà îäíîð³äíîþ â³äïîâ³äíî äî íåâ³äî-
ìèõ âåëè÷èí A1 ³ A2. Íåòðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê òàêî¿ ñèñòåìè ³ñíóº ò³ëüêè çà 
óìîâè ð³âíÿííÿ íóëþ ¿¿ âèçíà÷íèêà. Öÿ óìîâà ïðèâîäèòü äî òàêîãî ð³âíÿí-
íÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ÷àñòîòè ìîæëèâîãî ïåð³îäè÷íîãî ðóõó â ñèñòåì³:

   2 2 2 2 4
1 2 0,       

2
4 3

1 2

.
K

m m
               (2.90)

Êîåô³ö³ºíò

2 3

1 2

K

m m
                                      (2.91)

íàçèâàþòü êîåô³ö³ºíòîì çâ’ÿçêó, îñê³ëüêè â ôîðìóë³ ïðèñóòíÿ æîðñòê³ñòü 
ñïîëó÷íî¿ ïðóæèíè K3, ÿêà âèçíà÷àº ïðóæí³ ñèëè çâ’ÿçêó ì³æ ïàðö³àëüíèìè 
ñèñòåìàìè.

Õàðàêòåð ðîçâ’ÿçê³â öüîãî ð³âíÿííÿ ïðîñò³øå ³íòåðïðåòóâàòè ãåîìåòðè÷-

íî. Íà ðèñ.  2.16 çîáðàæåíî ãðàô³ê ôóíêö³¿    2 2 2
1g      2 2 4

2    .

Îñê³ëüêè    2 2
1 20, 0g g    ³  0 0g  ,  2g     ïðè 2   , ð³âíÿííÿ 

 2 0g    çàâæäè ìàº äâà ä³éñíèõ êîðåí³, ÿê³ äàë³ ïîçíà÷àòèìåìî 2  ³ 2 .

ßê ïðàâèëî, á³ëüøèé êîð³íü ð³âíÿííÿ ïåðåâèùóº çíà÷åííÿ êâàäðàòà á³ëü-
øî¿ ïàðö³àëüíî¿ ÷àñòîòè 2  > 2

2 . Äëÿ ìåíøîãî êîðåíÿ 2 çàâæäè âèêî-

íóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 2 < 2
1 . Ð³âíÿííÿ (2.90) äîñèòü ïðîñòå, ³ éîãî ðîçâ’ÿçîê 

çàïèøåìî òàê:

 
2 2 22 2 2 41 2

2 1
1 4 .

2 2
 

   


                       (2.92)

Òàêèì ÷èíîì, â ðîçãëÿíóò³é ñèñòåì³ ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³ ìîæëèâ³ 
äâà ïåð³îäè÷í³ ðóõè ç ÷àñòîòàìè  ³  . 
Ö³ ÷àñòîòè âèçíà÷àþòüñÿ ò³ëüêè âíóòð³ø-
í³ìè âëàñòèâîñòÿìè êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè, ³ 
¿õ ìîæíà íàçèâàòè ¿¿ âëàñíèìè ÷àñòîòàìè, à 
â³äïîâ³äí³ êîëèâàííÿ — âëàñíèìè êîëèâàí-
íÿìè. Ö³ îñîáëèâ³ òèïè â³ëüíîãî ðóõó â ñèñ-
òåì³ íàçèâàþòü òàêîæ íîðìàëüíèìè êîëèâàí-

Ðèñ.  2.16. Ãðàô³ê ôóíêö³¿  2g 
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íÿìè, àáî ìîäàìè. Êîæíå íîðìàëüíå êîëèâàííÿ õàðàêòåðèçóºòüñÿ íå ò³ëüêè 
â³äïîâ³äíèì çíà÷åííÿì ÷àñòîòè, à é ñï³ââ³äíîøåííÿì àìïë³òóä êîëèâàíü, 
ùî âèçíà÷àºòüñÿ ð³âíîñòÿìè (2.89). Òàê, äëÿ íîðìàëüíîãî êîëèâàííÿ ç ÷àñ-
òîòîþ   ç ïåðøîãî ð³âíÿííÿ (2.89) ìàºìî

3
1 2 2 2

1

.
( )
K

A A
m  

 






Îñê³ëüêè âèçíà÷íèê ñèñòåìè (2.89) äîð³âíþº íóëþ, òàêèé ñàìèé çâ’ÿçîê 

ì³æ çíà÷åííÿìè 1A
 ³ 2A

 âèïëèâàº ³ ç äðóãîãî ð³âíÿííÿ (2.89). 

Îòæå, âèõ³äíà ñèñòåìà ìàº äâà ïåð³îäè÷í³ ðîçâ’ÿçêè:

   1 1 exp ,x t A i t 
        2 2 exp ;x t A i t 

 

   1 1 exp ,x t A i t 
     2 2 exp .x t A i t 

                    
(2.93)

Àìïë³òóäí³ õàðàêòåðèñòèêè òàêèõ ðóõ³â äîâ³ëüí³. Òåîð³ÿ äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü îá´ðóíòîâóº òâåðäæåííÿ ïðî òå, ùî íàâåäåííÿ øóêàíèõ ôóíêö³é ó 
âèãëÿä³

     1 1 1 ,x t x t x t  

     2 2 2x t x t x t                                    
(2.94)

º çàãàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì ñèñòåìè (2.86). Òîìó áóäü-ÿêèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè 
(2.86) çàâæäè ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ñóìè ÷àñòèííèõ ðîçâ’ÿçê³â (2.93). Ç 
ô³çè÷íî¿ òî÷êè çîðó öå îçíà÷àº, ùî áóäü-ÿêèé â³ëüíèé ðóõ ñèñòåìè, òîáòî 
ðóõ çà äîâ³ëüíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ, ñòàíîâèòü ñóïåðïîçèö³þ äâîõ íîðìàëü-
íèõ êîëèâàíü. Êîíêðåòí³ çíà÷åííÿ ¿õ àìïë³òóäíèõ õàðàêòåðèñòèê âèçíà÷à-
òèìóòüñÿ ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (2.87 ). ßêùî âëàñí³ ÷àñòîòè ñèñòåìè íå-

ñóì³ñí³ (òîáòî   n , äå n — ö³ëå ÷èñëî), òî êîëèâàííÿ, ñòðîãî êàæó÷è, 
áóäóòü íåïåð³îäè÷í³.

Óñòàíîâëåí³ âëàñòèâîñò³ â³ëüíèõ êîëèâàíü ñèñòåìè ç äâîìà ñòóïåíÿìè 
â³ëüíîñò³ º êîíêðåòíèì ïðîÿâîì çàãàëüíî¿ çàêîíîì³ðíîñò³ â òåîð³¿ êîëèâàíü. Äëÿ 
áóäü-ÿêî¿ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè â³ëüíèé ðóõ º ñóïåðïîçèö³ÿ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü 
(ïåð³îäè÷íèõ ðóõ³â), ÷èñëî ÿêèõ äîð³âíþº ÷èñëó ñòóïåí³â â³ëüíîñò³ ñèñòåìè. 
Îòæå, íîðìàëüí³ êîëèâàííÿ º, ïî ñóò³, âàæëèâîþ çàãàëüíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ 
ñèñòåìè, ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ ò³ëüêè âëàñòèâîñòÿìè ñàìî¿ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè.

Ïîâíà õàðàêòåðèñòèêà íîðìàëüíîãî êîëèâàííÿ â ñèñòåì³ ïðèïóñêàº íå 
ò³ëüêè çàâäàííÿ éîãî ÷àñòîòè. ßê âèäíî ³ç ñï³ââ³äíîøåííÿ (2.89), êîæíå 
íîðìàëüíå êîëèâàííÿ ìàº ñïåöèô³÷íèé ðîçïîä³ë àìïë³òóä çà ñòóïåíÿìè 
â³ëüíîñò³. Äåÿê³ ¿õ âëàñòèâîñò³ âñòàíîâëþþòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì äàíèõ ïðî 
÷àñòîòè íîðìàëüíèõ êîëèâàíü. Òàê, âèõîäÿ÷è ç ïåðøî¿ ôîðìóëè (2.89) ³ áå-
ðó÷è äî óâàãè (2.91), ìàºìî

2
3 2

1 2 22 2 2 2
1 11 1

1 ,     ,ÿêùî
  

   
  


 

  
 

K mA A A
m m
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2
3 2

1 2 22 2 2 2
1 11 1

1 ,      .ÿêùî
  

   
  


 

  
 

K mA A A
m m

       (2.95)

Îòæå, ï³äñòàâèâøè (2.95) ó ôîðìóëè (2.93), îäåðæèìî òàê³ ÷àñòèíí³ ðîç-
â’ÿçêè ð³âíÿíü (2.86), ùî îïèñóþòü íîðìàëüí³ êîëèâàííÿ ñèñòåìè.

Íà ÷àñòîò³ –:

 
2

2
1 2 2 2

1 1

exp ,mx A i t
m

 
 

 




  


 2 2 exp .x A i t 
                                

(2.96)

Îñê³ëüêè çàâæäè 1   , ðóõ ïàðö³àëüíèõ ñèñòåì â³äáóâàºòüñÿ ó ôàç³ (ðèñ.
2.17). Òàê³ êîëèâàííÿ íàçèâàþòü ñèìåòðè÷íîþ ìîäîþ.

Íà ÷àñòîò³ +:

   
2

2
1 2 2 2

1 1

exp ,mx t A i t
m

 
 

 




 


 2 2 exp .x A i t 
                                

(2.97)

Îñê³ëüêè çàâæäè + >  1, ðóõ ïàðö³àëüíèõ ñèñòåì â³äáóâàºòüñÿ ó ïðîòèôàç³ 
(ðèñ.  2.18). Îòæå, ìàºìî àíòèñèìåòðè÷íó ìîäó.

ßêùî m1 = m2, K1 = K2, òî  1 =  2, ³ çã³äíî ç (2.95) ñï³ââ³äíîøåííÿ 
àìïë³òóä êîëèâàíü ïàðö³àëüíèõ ñèñòåì äëÿ ñèìåòðè÷íî¿ ìîäè ìàº âèãëÿä 

1 2A A  , à äëÿ àíòèñèìåòðè÷íî¿: 1 2A A   .
×àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè (2.96) ³ (2.97) âèçíà÷àþòü ìîæëèâ³ ïåð³îäè÷í³ ðóõè â 

ñèñòåì³ ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³. Çðîçóì³ëî, ùî âîíè âèíèêàþòü çà ñïå-

Ðèñ.  2.17. Ïðèêëàäè ñèìåòðè÷íî¿ ìîäè:
à — ñèíôàçíèé ðóõ ñèñòåìè ïðàâîðó÷; á —
ë³âîðó÷

Ðèñ.  2.18. Ïðèêëàäè àíòèñèìåòðè÷íî¿ ìîäè:
à — ïðîòèôàçíèé ðóõ ìàñ íà çáëèæåííÿ; á —
â³ääàëåííÿ
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öèô³÷íèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ â³äïîâ³äíèõ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü. ßêùî, íà-
ïðèêëàä, ïðè m1 = m2, K1 = K2 ³ ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó çì³ñòèòè ìàñè m1

³ m2 â îäíîìó íàïðÿì³ íà îäíàêîâó âåëè÷èíó, à ïîò³ì â³äïóñòèòè ¿õ, òî ñèñ-
òåìà ïî÷íå êîëèâàòèñÿ ç ÷àñòîòîþ   (ðèñ.  2.17). ßêùî çðîáèòè òå ñàìå, 
àëå ïðè öüîìó ìàñè m1 ³ m2 çì³ñòèòè ó ïðîòèëåæíèõ íàïðÿìàõ, òî â ñèñòåì³ 
ïî÷íóòü çáóäæóâàòèñÿ êîëèâàííÿ ç ÷àñòîòîþ   (ðèñ. 2.18).

2.5.2. Õàðàêòåðèñòèêè çâ’ÿçêó â ñèñòåì³

Ðîçãëÿíåìî âïëèâ êîåô³ö³ºíòà çâ’ÿçêó 2 íà õàðàêòåðèñòèêè 
êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè. Ïðîàíàë³çóºìî ôîðìóëó (2.92) äëÿ íîðìàëüíèõ ÷àñòîò 
ñèñòåìè. ßêùî   , òî 1   , à 2   . ×èì á³ëüøèé êîåô³ö³ºíò çâ’ÿç-
êó, òèì á³ëüøå íîðìàëüí³ ÷àñòîòè â³ääàëÿþòüñÿ â³ä ïàðö³àëüíèõ ÷àñòîò. Ðà-
çîì ç öèì â³äì³íà  1 â³ä  2 âïëèâàº íà ñòóï³íü áëèçüêîñò³ íîðìàëüíèõ ³ 
ïàðö³àëüíèõ ÷àñòîò. ßêùî ïàðö³àëüí³ ÷àñòîòè äîð³âíþþòü îäíà îäí³é ( 1 = 
=  2), òî 2 2 2 2 2 2

1 1,          , ³ ìàºìî íàéá³ëüøèé âïëèâ 2 íà ð³çíèöþ 

ì³æ íîðìàëüíèìè òà ïàðö³àëüíèìè ÷àñòîòàìè. ßêùî  1 ³  2 çíà÷íî 
ðîçð³çíÿþòüñÿ ( 1 2   àáî 1 2  ), òî íîðìàëüí³ ÷àñòîòè áëèçüê³ äî 
ïàðö³àëüíèõ. 

Äëÿ á³ëüø ïîâíîãî îïèñóâàííÿ âïëèâó çâ’ÿçêó â ñèñòåì³ äîö³ëüíî ââå-
ñòè òàê³ õàðàêòåðèñòèêè íîðìàëüíèõ êîëèâàíü, ÿê êîåô³ö³ºíòè ðîçïîä³ëó 
àìïë³òóä k– ³ k+, ùî äîð³âíþþòü â³äíîøåííÿì àìïë³òóä êîëèâàíü ïàðö³àëü-
íèõ ñèñòåì ó êîæíîìó ç íîðìàëüíèõ êîëèâàíü. Ç ôîðìóë (2.95) ìàºìî

2
1 2

2 2
12 1

,A mk
mA


 







  


2
1 2

2 2
12 1

.A mk
mA


 







  


                              
(2.98)

Îñê³ëüêè íà ÷àñòîò³  – â³äáóâàºòüñÿ ñèíôàçíèé ðóõ ìàñ m1 ³ m2, òî êîåô³ö³-
ºíò k– çàâæäè äîäàòíèé. ßêùî, íàâïàêè, íà ÷àñòîò³   ìàºìî ïðîòèôàçíèé 
ðóõ ìàñ m1 ³ m2, òî êîåô³ö³ºíò k+ çàâæäè â³ä’ºìíèé.

Ïðè ð³âíîñò³ ïàðö³àëüíèõ ÷àñòîò ( 1 =  2) êîåô³ö³ºíòè ðîçïîä³ëó 

àìïë³òóä âèçíà÷àþòüñÿ òàê: 2 1 2 1,    k m m k m m    . Òîáòî, ÿêùî 

ñèñòåìè íå³äåíòè÷í³, àìïë³òóäè êîëèâàíü â ïàðö³àëüíèõ ñèñòåìàõ ð³çí³ 
íàâ³òü ïðè îäíàêîâèõ ïàðö³àëüíèõ ÷àñòîòàõ. ßêùî ñèñòåìè ³äåíòè÷í³ (m1 = 
m2, k1 = = k2), òî êîåô³ö³ºíòè ðîçïîä³ëó çà ìîäóëåì äîð³âíþþòü îäèíèö³. Öå 
îçíà÷àº ð³âí³ñòü àìïë³òóä êîëèâàíü â îáîõ ïàðö³àëüíèõ ñèñòåìàõ äëÿ äâîõ 
íîðìàëüíèõ êîëèâàíü.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàçè äëÿ k– ³ k+, ïåðåïèñóºìî (2.96) ³ (2.97) ó âèãëÿä³

   1 2 exp ,x t A k i t  
     2 2 exp ;x t A i t 

            (2.99)

   1 2 exp ,x t A k i t  
     2 2 exp .x t A i t 

          (2.100)
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ßê âèïëèâàº ç (2.99), (2.100), ó êîæíîìó ç íîðìàëüíèõ êîëèâàíü àìïë³òóäè 
ìàþòü ñòàëå â³äíîøåííÿ k– àáî k+, ÿêå íå çàëåæèòü â³ä ïî÷àòêîâèõ óìîâ.

Ïðîâåäåí³ äîñë³äæåííÿ ïîêàçóþòü, ùî õàðàêòåð âçàºìîä³¿ ì³æ ïàðö³-
àëüíèìè ñèñòåìàìè âèçíà÷àº íå ò³ëüêè ñèëà çâ’ÿçêó (2), à é ñòóï³íü áëèçü-
êîñò³ ïàðö³àëüíèõ ÷àñòîò îäíà â³ä îäíî¿. Ñàìå ñòóï³íü áëèçüêîñò³ âëàñíèõ 
÷àñòîò ïàðö³àëüíèõ ñèñòåì, òîáòî (1 – 2), äàº òîé âíóòð³øí³é ìàñøòàá, çà 
ÿêèì íåîáõ³äíî îö³íþâàòè âåëè÷èíó çâ’ÿçêó â ñèñòåì³. Çã³äíî ç öèìè ì³ð-
êóâàííÿìè Ìàíäåëüøòàì ââ³â ïîíÿòòÿ “çâ’ÿçíîñò³” [32, ñ. 254—255], ïàðà-
ìåòðîì ÿêîãî º êîåô³ö³ºíò çâ’ÿçíîñò³

2

2 2
2 1

2 .
 




                                   (2.101)

Ç óðàõóâàííÿì (2.92) çàïèøåìî ôîðìóëè äëÿ êîåôiöiåíòiâ ðîçïîä³ëó àìïë³-
òóä (2.98) ÷åðåç êîåô³ö³ºíò çâ’ÿçíîñò³:

1 2
2
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,
1 1

A mk
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                         (2.102)

Çã³äíî ç ôîðìóëîþ (2.102) äëÿ ìàëî¿ çâ’ÿçíîñò³, êîëè   0 2( 1 1  
2 2) , ìàºìî k   , 0k  . Öå îçíà÷àº: ÿêùî â ïåðø³é ïàðö³àëüí³é 

ñèñòåì³ êîëèâàííÿ ÷àñòîòè  – ìàþòü ê³íöåâó àìïë³òóäó, òî â äðóã³é ïàð-
ö³àëüí³é ñèñòåì³ àìïë³òóäà êîëèâàííÿ ò³º¿ ñàìî¿ ÷àñòîòè ïðàêòè÷íî äîð³â-

íþº íóëþ, òîìó k   . ßêùî â äðóã³é ïàðö³àëüí³é ñèñòåì³ ñïîñòåð³ãà-
þòüñÿ êîëèâàííÿ ÷àñòîòè  +, òî â ïåðø³é ïàðö³àëüí³é ñèñòåì³ êîëèâàííÿ 
ö³º¿ ÷àñòîòè ïðàêòè÷íî äîð³âíþþòü íóëþ, çâ³äêè âèïëèâàº, ùî k+   0. 
Îòæå, ïåðåäà÷à åíåðã³¿ â³ä îäí³º¿ ïàðö³àëüíî¿ ñèñòåìè äî ³íøî¿ áóäå äóæå 
ìàëîþ, òîáòî êîëèâàííÿ ââàæàòèìóòüñÿ ðîçä³ëåíèìè (ìîæíà íåõòóâàòè 
çâ’ÿçêîì ì³æ ïàðö³àëüíèìè ñèñòåìàìè), ÿêùî çâ’ÿçí³ñòü (àëå íå çâ’ÿçîê 2) 
çàìàëà ( 0  ).

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî â ðàç³ ìàëî¿ çâ’ÿçíîñò³ (  0), íîðìàëüí³ ÷àñòîòè 
íàáëèæàþòüñÿ äî ïàðö³àëüíèõ. Ä³éñíî, ÿê âèäíî ç (2.92), çà óìîâè   0 

 2 2 2
2 1     ìàºìî 1   , 2   . Îòæå, ìàëà çâ’ÿçí³ñòü ì³æ ñèñòåìà-

ìè äàº ï³äñòàâó ðîçãëÿäàòè íîðìàëüíå êîëèâàííÿ â äâîõ âçàºìîä³þ÷èõ ñèñ-
òåìàõ ÿê âëàñíå êîëèâàííÿ îäí³º¿ ç ïàðö³àëüíèõ ñèñòåì ç âåëèêîþ àìïë³òó-
äîþ, ùî ñïðè÷èíþº ñëàáê³ êîëèâàííÿ ó äðóã³é ñèñòåì³.

Äëÿ êîæíîãî íîðìàëüíîãî êîëèâàííÿ òà ïàðö³àëüíà ñèñòåìà ìàº á³ëüøó 
àìïë³òóäó, â ÿê³é ïàðö³àëüíà ÷àñòîòà íàáëèæàºòüñÿ äî íîðìàëüíî¿ ÷àñòîòè 
ðîçãëÿäóâàíîãî êîëèâàííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ïðè íàáëèæåíí³ äî ð³âíîñò³ ïàð-
ö³àëüíèõ ÷àñòîò  1 i  2 êîåô³ö³ºíò çâ’ÿçíîñò³ (2.101) çíà÷íî çðîñòàº íàâ³òü 
çà ìàëèõ çíà÷åíü çâ’ÿçêó (2). Íåçíà÷í³ ñèëè çâ’ÿçêó ñóòòºâî âïëèâàþòü íà 
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ïðîöåñè, êîëè ïàðö³àëüí³ ÷àñòîòè áëèçüê³ îäíà äî îäíî¿. Íàâïàêè, â ðàç³ 
çíà÷íî¿ â³äì³íè â ïàðö³àëüíèõ ÷àñòîòàõ, íàâ³òü â³äíîñíî âåëèê³ ñèëè çâ’ÿçêó 
íå âïëèâàþòü íà êîëèâàííÿ êîæíî¿ îêðåìî¿ ïàðö³àëüíî¿ ñèñòåìè.

ßêùî ïàðö³àëüí³ ÷àñòîòè ð³âí³, òîáòî çâ’ÿçí³ñòü   , òî àìïë³òóäè 
êîëèâàíü îäíàêîâ³ çà îáîìà êîîðäèíàòàìè. Ä³éñíî, çà óìîâ  1 =  2, m1 = 
m2 ôîðìóëè (2.98) ³ (2.102) âèçíà÷àþòü 1k    ³ 1.k   

Íà çàê³í÷åííÿ ïàðàãðàôà, ïðèñâÿ÷åíîãî àíàë³çó íîðìàëüíèõ êîëèâàíü ó 
ñèñòåì³ ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³, çâåðíåìî óâàãó íà òàêó îáñòàâèíó. Ìè 
âèçíà÷èëè òà îõàðàêòåðèçóâàëè ÷àñòîòè íîðìàëüíèõ êîëèâàíü ÿê äåÿê³ 
âëàñí³ ôóíäàìåíòàëüí³ õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìè. Ðàçîì ç òèì âîíè âèðàæà-
þòüñÿ ÷åðåç âëàñí³ ÷àñòîòè ïàðö³àëüíèõ ñèñòåì, âèá³ð ÿêèõ, ÿê çàçíà÷àëîñÿ, 
º äîñèòü äîâ³ëüíèì. Ó çâ’ÿçêó ç öèì ïîñòàº ïèòàííÿ: ÷è çì³íþþòüñÿ íîð-
ìàëüí³ êîëèâàííÿ ïðè çì³í³ âèáîðó ïàðö³àëüíèõ ñèñòåì. Çàãàëüíà â³äïîâ³äü 
òåîð³¿ êîëèâàíü íåãàòèâíà. Äëÿ òîãî ùîá ïåðåâ³ðèòè öåé âèñíîâîê íà êîí-
êðåòí³é ñèñòåì³, ñë³ä ðîçãëÿíóòè íàâåäåíó ðàí³øå ñèñòåìó — áàëêà íà äâîõ 
ïðóæèíàõ (ðèñ.  2.14, â) — ç âèêîðèñòàííÿì äâîõ ð³çíèõ ñïîñîá³â âèä³ëåííÿ 
ïàðö³àëüíèõ ñèñòåì.

2.5.3. Ðóõ çà çàäàíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

Âèðàçè (2.99) ³ (2.100) âèçíà÷àþòü ÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü 
(2.86). Äîäàþ÷è (2.99) ³ (2.100) ÷åðåç ë³í³éí³ñòü ð³âíÿíü (2.86), îäåðæóºìî ¿õ 
çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê, ùî çàëåæèòü â³ä äâîõ êîìïëåêñíèõ ñòàëèõ 2A

  ³ 2A
 :

     1 1 1 ,x t x t x t  

     2 2 2 .x t x t x t                               
(2.103)

Îñê³ëüêè ô³çè÷íèé çì³ñò ìàþòü ä³éñí³ ÷àñòèíè ó (2.103) òî, áåðó÷è äî óâàãè 
(2.99), (2.100), çàïèñóºìî âèðàçè äëÿ êîëèâàíü x1 (t) ³ x2 (t)  ó ä³éñí³é ôîðì³:

     1 cos cos ,        
    x t a k t a k t

     2 cos cos ,x t a t a t      
                   

(2.104)

äå ñòàë³ a–, a+, –, + âèçíà÷àþòüñÿ ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ. ²ç çàãàëüíîãî ðîç-
â’ÿçêó (2.104) âèïëèâàº, ùî ðóõ êîæíî¿ ç êîîðäèíàò x1 (t) ³ x2 (t) º íàñë³äêîì 
ñóïåðïîçèö³¿ äâîõ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü ç ÷àñòîòàìè   ³  . Îñê³ëüêè ö³ 
÷àñòîòè â çàãàëüíîìó âèïàäêó íå êðàòí³, òî â ðåçóëüòàò³ ðóõ áóäå íåïåð³î-
äè÷íèé. Ïðîòå â òîìó ³ ïîëÿãàº âàæëèâå çíà÷åííÿ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü, 
ùî ç ¿õ äîïîìîãîþ ñêëàäíèé çàãàëüíèé ðóõ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ñóìè 
ïðîñòèõ ãàðìîí³÷íèõ êîëèâàíü, ÿêèìè º íîðìàëüí³ êîëèâàííÿ.

Ðîçãëÿíåìî ðóõ ó ñèñòåì³ çà òàêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ: x1 (0) = x0,  2 0 0,x 

   1 20 0 0x x   . Ç óìîâè    1 20 0 0x x   âèïëèâàº, ùî 0    . Ç óìî-

âè x1 (0) = 0 ìàºìî a a   . Òîä³ ôîðìóëè (2.104) íàáóâàþòü âèãëÿäó Âèêî-
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     1 cos cos ,x t a k t k t   
    

     2 cos cos .x t a t t 
                          (2.105)

ðèñòîâóþ÷è ïî÷àòêîâó óìîâó x1 (0) = x0, çíàõîäèìî  0 / .a x k k     Ç óðà-

õóâàííÿì öüîãî çàïèøåìî (2.105) òàê:

     0
1 cos cos ,

x
x t k t k t

k k
  

  
   

     0
2 cos cos .

x
x t t t

k k
   

   
                   (2.106)

ßêùî ïàðö³àëüí³ ÷àñòîòè îäíàêîâ³ (1 = 2) i (m1 = m2), òî çã³äíî ç (2.98) 
ìàºìî 1k    , 1k   . Ó öüîìó âèïàäêó ôîðìóëè (2.106) ìàþòü âèãëÿä

 1 0 cos cos ,
2 2

x t x t t
              

   

 2 0 sin sin .
2 2

x t x t t
              

   
                  

(2.107)

Îñîáëèâî ö³êàâèìè º ðóõè â ñèñòåì³, êîëè çà óìîâè  1 =  2 ìàºìî 
       n . ßêùî        n , òî êîëèâàííÿ ìàþòü âèãëÿä, íàâå-
äåíèé, ÿê ïðèêëàä, íà ðèñ.  2.19. Òóò ãðàô³êè ³ëþñòðóþòü, ùî â ìîìåíò ÷à-
ñó 0t  åíåðã³ÿ âíîñèòüñÿ ó ïåðøó ïàðö³àëüíó ñèñòåìó øëÿõîì â³äõèëåííÿ 

ìàñè 1m  íà âåëè÷èíó 0x . Ç ÷àñîì êîëèâàííÿ ìàñè 1m  ïîñëàáëþþòüñÿ, à 

êîëèâàííÿ ìàñè 2m  ïîñòóïîâî çá³ëüøóþòüñÿ. Òàêèì ÷èíîì, åíåðã³ÿ ïå-

ðåò³êàº ç ïåðøî¿ ïàðö³àëüíî¿ ñèñòåìè â äðóãó. ×åðåç äåÿêèé ÷àñ t  
  ,       òóò  cos ( ) / 2 0t     , âñÿ åíåðã³ÿ êîëèâàíü ïîâí³ñòþ ïåðå-

òå÷å ó äðóãó ïàðö³àëüíó ñèñòåìó, ³ ïî÷íåòüñÿ ðóõ åíåðã³¿ ó ïðîòèëåæíîìó 
íàïðÿìêó. Ãðàô³êè íà ðèñ. 2.19 ïîáóäîâàí³ çà òàêèõ óìîâ: /    1,1; òîä³ 

ìàºìî / 5t T  , äå 2 /T    .

ßêùî 1 2  , òî åíåðã³ÿ, íàêîïè÷åíà ñïî÷àòêó â îäí³é ïàðö³àëüí³é ñèñ-
òåì³, í³êîëè íå ïåðåäàâàòèìåòüñÿ ïîâí³ñòþ äðóã³é ïàðö³àëüí³é ñèñòåì³. Öå 
íàî÷íî â³äîáðàæóþòü ôîðìóëè (2.106), àäæå, ÿêùî ïàðö³àëüí³ ÷àñòîòè 
çíà÷íî ðîçð³çíÿþòüñÿ (ìàëà çâ’ÿçí³ñòü), òî îäèí ç êîåô³ö³ºíò³â ðîçïîä³ëó 
àìïë³òóä ñòàº íàáàãàòî á³ëüøèé çà äðóãèé. Öþ ñèòóàö³þ ³ëþñòðóº ðèñ. 2.20, 

äëÿ ÿêîãî  k k. . Òóò / 1,1    , à êîåô³ö³ºíò çâ’ÿçíîñò³ 0,5  ; òîä³ çà 

óìîâè m1 = m2, 4,24k   , 0,24k    . Çã³äíî ç (2.106) ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ 

àìïë³òóäè ïåðøî¿ ïàðö³àëüíî¿ ñèñòåìè äîð³âíþº  0 ,
k k

x
k k

 

 




  òîáòî  àìïë³òóäà
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Ðèñ.  2.19. Ãðàô³êè â³-
ëüíèõ êîëèâàíü â ñèñ-
òåì³ ç äâîìà ñòóïåíÿìè 
â³ëüíîñò³ ( 1 =  2, m1 =
= m2) çà ïî÷àòêîâèõ óìîâ
õ1 (0) = 1,õ2 (0) = 1x (0) =

= 2x (0) = 0; / 1,1   

ïåðøî¿ ïàðö³àëüíî¿ ñèñòåìè çì³íþºòüñÿ ìàëî, à ìàêñèìàëüíà àìïë³òóäà 

äðóãî¿ ïàðö³àëüíî¿ ñèñòåìè äîð³âíþº  02 /x k k  , òîáòî çíà÷íî ìåíøà çà 

àìïë³òóäó ïåðøî¿ ïàðö³àëüíî¿ ñèñòåìè (íà ðèñ. 2.20 â³äïîâ³äíî ìàºìî çíà-
÷åííÿ 0,9 ³ 0,45 ïðè x0 = 1).

×àñ ïåðåò³êàííÿ åíåðã³¿ ç îäí³º¿ ïàðö³àëüíî¿ ñèñòåìè â äðóãó çàëåæèòü 
â³ä âåëè÷èíè çâ’ÿçêó ì³æ ñèñòåìàìè. Ä³éñíî, ïðè 1 =  2 çà ôîðìóëîþ 

(2.92) ìàºìî 2 2 2
1 .     Òîä³ 2 2 2 2

1 1 ;            ÿêùî 2 2
1 , 

òî 2
1      . Çâ³äñè çà óìîâè  1 =  2  çàïèñóºìî

1
2 ,t  

   

  


 2 2
1 .                        (2.108)

Îòæå, ÷àñ ïåðåò³êàííÿ åíåðã³¿ îáåðíåíî ïðîïîðö³éíèé êîåô³ö³ºíòó çâ’ÿçêó: 
÷èì ìåíøà ñèëà çâ’ÿçêó (2), òèì ïîâ³ëüí³øå â³äáóâàºòüñÿ ïåðåò³êàííÿ 
åíåðã³¿ ç ïåðøî¿ ïàðö³àëüíî¿ ñèñòåìè â äðóãó ïàðö³àëüíó ñèñòåìó, ³ íàâïàêè. 
Çàçíà÷èìî, ùî íàÿâí³ñòü íàâ³òü ìàëîãî äåìïô³ðóâàííÿ â ñèñòåì³ ðàäèêàëüíî 
çì³íþº êàðòèíó êîëèâàíü, îñê³ëüêè çà çíà÷íîãî ÷àñó   t        êîëè-

âàííÿ â ïåðø³é ïàðö³àëüí³é ñèñòåì³ ìîæóòü çãàñàòè íàáàãàòî ðàí³øå, í³æ ÿê-
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Ðèñ. 2.20. Ãðàô³êè â³ëü-
íèõ êîëèâàíü â ñèñ-
òåì³ ç äâîìà ñòóïåíÿ-
ìè â³ëüíîñò³ 1 2( , 

1 2)m m  çà ïî÷àòêî-

âèõ óìîâ  1 0 1,x 

 2 10x x     20 0x 

= 0;  / 1,1;   

= 0,5

ùî á âîíè áóëè ñïðîìîæíèìè õî÷à á ñê³ëüêè-íåáóäü ïîì³òíî ðîçãîéäàòè 
äðóãó ïàðö³àëüíó ñèñòåìó. Òàêèì ÷èíîì, ò³ëüêè òîä³, êîëè ÷àñ ïåðåò³êàííÿ 
t  , íàáàãàòî ìåíøèé çà ñòàëó ÷àñó ïàðö³àëüíî¿ ñèñòåìè, ñïîñòåð³ãàòèìóòüñÿ 
êîëèâàííÿ, íàâåäåí³ íà ðèñ. 2.19, 2.20.

2.6. Âèìóøåí³ êîëèâàííÿ â ñèñòåì³
ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³

Ðîçãëÿíåìî ä³þ ãàðìîí³÷íèõ çîâí³øí³õ ñèë ç îäí³ºþ ÷àñòîòîþ 
íà ñèñòåìó ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³ (ðèñ. 2.21). Ââàæàºìî, ùî äæåðåëà 
çîâí³øíüî¿ ñèëè ìàþòü íåñê³í÷åííó ïîòóæí³ñòü. Îñê³ëüêè ð³âíÿííÿ, ùî 
îïèñóþòü ðóõ ñèñòåìè, ë³í³éí³, òî, çíàþ÷è ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî ãàðìîí³÷-
íèé âïëèâ íà ñèñòåìó ³ âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèíöèï ñóïåðïîçèö³¿, ìîæíà äîñ-
ë³äèòè âïëèâ íà ñèñòåìó äîâ³ëüíî¿ çîâí³øíüî¿ ñèëè.

Íåõàé ÷àñòîòà çîâí³øíüîãî âïëèâó  , òîä³ ãàðìîí³÷í³ çîâí³øí³ ñèëè 
   1 1 cos ,F t F t    2 2 cosF t F t . Ð³âíÿííÿ ðóõó ñèñòåìè ìàþòü òàêèé 

âèãëÿä: 

   1 1 1 3 1 3 2 1 cos ,m x K K x K x F t   

   2 2 2 3 2 3 1 2 cos ,m x K K x K x F t   
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Ðèñ. 2.21. Êîëèâàëüí³ ñèñòåìè ï³ä ä³ºþ 
çîâí³øí³õ ñèë

àáî

 
3

2 1
1 1 2

1 1

cos ,
FK

x x x t
m m

   

 
3

2 2
2 2 1

2 2

cos .
FK

x x x t
m m

                         (2.109)

Âèìóøåí³ êîëèâàííÿ ñèñòåìè áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿä³

   1 1cos ,x t A t        2 2cos .x t A t             (2.110)

Ï³äñòàâëÿþ÷è (2.110) ó (2.109), ä³ñòàºìî

 2 2 3 1
1 1 2

1 1

,
K F

A A
m m

   

 2 23 2
1 2 2

2 2

,
K F

A A
m m

                              (2.111)

çâ³äêè

1 2
1 2, ,A A

 
 
 

                              (2.112)

äå

 2 2 1 3 2
1 2

1 1 2

,
F K F

m m m
        2 2 2 3 1

2 1
2 2 1

,
F K F

m m m
    

     2 2 3 2 4
1 2 .         

Àíàë³çóþ÷è îäåðæàíèé ðîçâ’ÿçîê, çàçíà÷àºìî, ùî ÿâèùå ðåçîíàíñó âè-
íèêàº ïðè âèêîíàíí³ äâîõ óìîâ:

1) ÿêùî   0  . Îñê³ëüêè óìîâà  =  çá³ãàºòüñÿ ç (2.90), öå îçíà-

÷àº, ùî ÿâèùå ðåçîíàíñó ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ïðè ð³âíîñò³ ÷àñòîòè çîâí³øíüî¿ 
ñèëè òà îäí³º¿ ç íîðìàëüíèõ ÷àñòîò ñèñòåìè, òîáòî ïðè   ÷è   . 
Îòæå, ïðè ðåçîíàíñ³ àìïë³òóäè êîëèâàíü çà îáîìà êîîðäèíàòàìè ç ÷àñîì 
ïðÿìóþòü ó íåñê³í÷åíí³ñòü (â ñèñòåì³ â³äñóòíº äåìïô³ðóâàííÿ);

2) ùîá òàêå ÿâèùå â³äáóëîñÿ, íåîáõ³äíî òàêîæ âèêîíàííÿ íåð³âíîñòåé 
   1 20, 0       àáî    1 20, 0      . Ç ôîðìóëè (2.112) âèäíî, 

ùî âèêîíàííÿ ö³º¿ óìîâè çàëåæèòü â³ä ñï³ââ³äíîøåííÿ àìïë³òóä F1 ³ F2. 
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Îòæå, âèíèêíåííÿ ðåçîíàíñó â ñèñòåì³ ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³ ïðè ä³¿ 
äâîõ ñèë çàëåæèòü â³ä ðîçïîä³ëó àìïë³òóä çîâí³øí³õ ñèë F1 ³ F2. Ìîæëèâà 
òàêîæ ñèòóàö³ÿ, êîëè ÷àñòîòà çîâí³øíüî¿ ñèëè çá³ãàºòüñÿ ç îäí³ºþ ç ÷àñòîò 
íîðìàëüíèõ êîëèâàíü, àëå ðåçîíàíñíå ðîçãîéäóâàííÿ ñèñòåìè ïðè öüîìó 
íå ñïîñòåð³ãàºòüñÿ. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âèíèêíåííÿ ðåçîíàíñó â ñèñòåì³ íå-
îáõ³äíî, àëå íåäîñòàòíüî, ùîá ÷àñòîòà çîâí³øíüî¿ ñèëè çá³ãàëàñÿ ç îäí³ºþ ç 
âëàñíèõ ÷àñòîò.

Ïðàêòè÷íî âàæëèâèé âèïàäîê, êîëè íà ñèñòåìó ä³º îäíà ñèëà. Íåõàé 
F1  0 ³ F2 = 0. Òîä³, çà ôîðìóëîþ (2.112) àìïë³òóäè êîëèâàíü ìàþòü âèãëÿä

 
2 2
2 1

1
1

,
F

A
m

 



 


 
3 2 1

2
1

.
K m F

A
m

 


                                 (2.113)

Íà ðèñ. 2.22, à, á íàâåäåíî çàëåæíîñò³ àìïë³òóä êîëèâàíü A1 ³ A2 ïàðö³-
àëüíèõ ñèñòåì â³ä ÷àñòîòè çîâí³øíüî¿ ñèëè . Íà ãðàô³êàõ ìîæíà ïîáà÷èòè 
³íòåðâàëè ÷àñòîò, äå çì³íà êîîðäèíàòè x1 (t) àáî x2 (t) â³äáóâàºòüñÿ ó ôàç³ ³ç 
çîâí³øíüîþ ñèëîþ àáî â ïðîòèôàç³. Íà ÷àñòîòàõ ðåçîíàíñó    – ³    +

êðèâ³ äëÿ A1 ³ A2 ïðÿìóþòü ó íåñê³í÷åíí³ñòü; ïðè    îáèäâ³ çàëåæíîñò³ 
ïðÿìóþòü äî íóëÿ. Ó òîé ÷àñ, êîëè A2 äëÿ âñ³õ çíà÷åíü  â³äì³ííà â³ä íóëÿ, 
A1 íàáóâàº íóëüîâå çíà÷åííÿ ïðè   2. Ô³çè÷íî öå ïîÿñíþºòüñÿ òèì, ùî 
çà ïåâíî¿ íàñòðîéêè ìàñà m2 êîëèâàºòüñÿ â ïðîòèôàç³ ³ç çîâí³øíüîþ ñèëîþ 
³ ñàìå ç òàêîþ àìïë³òóäîþ, ùî ñèëà, ç ÿêîþ ïðóæèíà K3 ä³º íà ìàñó m1, 
âð³âíîâàæóº çîâí³øíþ ñèëó. Äëÿ öüîãî àìïë³òóäà êîëèâàíü ìàñè m2, ÿê âè-
ïëèâàº ç (2.113), ìàº äîð³âíþâàòè

   
3 2 1 1

2 2
2 1 3

.
K m F F

A
m K




  


                       (2.114)

Öåé åôåêò âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïðè êîíñòðóþâàíí³ ð³çíèõ ãëóøíèê³â êî-
ëèâàíü. Çðîçóì³ëî, ùî òàê³ ãëóøíèêè ïðèäàòí³ ïîñëàáëþâàòè êîëèâàííÿ 
âèçíà÷åíî¿ ÷àñòîòè àáî ÷àñòîòè, ùî ìàëî çì³íþºòüñÿ. Çàçíà÷èìî, ùî â ðå-
àëüí³é ñèñòåì³, äå º äåìïô³ðóâàííÿ, ³äåàëüíèé õàðàêòåð ãàñ³ííÿ ïîðóøóºòü-

Ðèñ. 2.22. Çàëåæíîñò³ àìïë³òóä êîëèâàíü A1 (à) ³ A2 (á) â³ä ÷àñòîòè çîâí³øíüî¿ ñèëè 
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Ðèñ. 2.23. ×àñòîòíà çàëåæí³ñòü |À1|

ñÿ. Íà ðèñ. 2.23 ñóö³ëüíîþ êðèâîþ 
çîáðàæåíî çàëåæí³ñòü ìîäóëÿ àìï-
ë³òóäè êîëèâàííÿ êîîðäèíàòè x1 (t) 
â³ä ÷àñòîòè çîâí³øíüî¿ ñèëè  çà 
íàÿâíîñò³ äåìïô³ðóâàííÿ â ñèñ-
òåì³, à øòðèõîâîþ — òàêà ñàìà çà-
ëåæí³ñòü, àëå áåç äåìïô³ðóâàííÿ. 
ßê âèäíî ç ðèñ. 2.23, äåìïô³ðóâàí-
íÿ âïëèâàº, íàñàìïåðåä, íà òå, ùî ðîçðèâè ðåçîíàíñíèõ êðèâèõ çàì³íþ-
þòüñÿ íà ñê³í÷åíí³ ï³êè. Âîäíî÷àñ çíèêàº íóëü äëÿ çàëåæíîñò³ A1 () ìàñè m1.

Íàïðèê³íö³ ïàðàãðàôà âèä³ëèìî äâà òàêèõ ìîìåíòè.
1. Áóëà ðîçãëÿíóòà ñèñòåìà ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³ íà ïðèêëàä³ äâîõ 

ïàðö³àëüíèõ ñèñòåì, ùî ìàþòü ì³æ ñîáîþ ïðóæíèé çâ’ÿçîê (ïðóæèíà 3K ). 
Ìîæëèâ³ ³íø³ òèïè çâ’ÿçêó çà äîïîìîãîþ ìàñè, òåðòÿ àáî êîìá³íîâàíèé. 
Êîæíà ç òàêèõ ñèñòåì ïîòðåáóº ñâîãî àíàë³çó, õî÷à, çâè÷àéíî, ìîæëèâà ïî-
áóäîâà çàãàëüíî¿ òåîð³¿. 

2. ßêùî êîëèâàëüíà ñèñòåìà ñêëàäàºòüñÿ ç N ïàðö³àëüíèõ ñèñòåì,
çâ’ÿçàíèõ îäíà ç îäíîþ, òî í³÷îãî ïðèíöèïîâî íîâîãî â çàäà÷³ íå âèíèêàº. 
Òàêà ñèñòåìà ìàº N íîðìàëüíèõ ÷àñòîò ³ N íîðìàëüíèõ êîëèâàíü. Òîä³ 
â³ëüí³ êîëèâàííÿ ñèñòåìè ïðè áóäü-ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ âèçíà÷àþòüñÿ 
ñóïåðïîçèö³ºþ N íîðìàëüíèõ êîëèâàíü. Àìïë³òóäè îêðåìèõ íîðìàëüíèõ êî-
ëèâàíü âèçíà÷àþòüñÿ ³ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ, ÿê³, ïðèðîäíî, çàïèñóþòüñÿ äëÿ 
êîæíî¿ óçàãàëüíåíî¿ êîîðäèíàòè îêðåìî. Ó ðàç³ âïëèâó íà ñèñòåìó â äåÿêèé 
ìîìåíò ÷àñó t ãàðìîí³÷íî¿ ñèëè, ïðèêëàäåíî¿ äî îäí³º¿ ç ÷àñòèí ñèñòåìè, â 
óñ³é ñèñòåì³ çáóäæóþòüñÿ ñêëàäí³ êîëèâàííÿ, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç âëàñíèõ êî-
ëèâàíü ç ÷àñòîòàìè, ÿê³ äîð³âíþþòü íîðìàëüíèì ÷àñòîòàì ñèñòåìè, òà âè-
ìóøåíèõ êîëèâàíü ç ÷àñòîòîþ çîâí³øíüî¿ ñèëè. Çà íàÿâíîñò³ äåìïô³ðóâàí-
íÿ â ñèñòåì³ âëàñí³ êîëèâàííÿ çà äåÿêèé ÷àñ çãàñàþòü ³ â ñèñòåì³ çàëèøà-
þòüñÿ âèìóøåí³ êîëèâàííÿ. Çâè÷àéíî, äîñë³äæåííÿ ñèñòåì, ÿê³ ìàþòü N
ñòóïåí³â â³ëüíîñò³, ñòàº á³ëüø òðóäîì³ñòêèì.

2.7. Áèòòÿ

Ó áàãàòüîõ ô³çè÷íèõ ÿâèùàõ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ñóïåðïîçèö³ÿ äâîõ 
³ á³ëüøå ãàðìîí³÷íèõ êîëèâàíü ç ð³çíèìè ÷àñòîòàìè. ßê ïðèêëàä íàâåäåìî 
êîëèâàííÿ ñèñòåìè ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³, ùî ïîäàºòüñÿ ÿê ñóïåðïî-
çèö³ÿ äâîõ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü ñèñòåìè. Ïðèêëàäîì ³íøîãî ðîäó áóäóòü 
ãàðìîí³÷í³ êîëèâàííÿ, ñïðè÷èíåí³ çîâí³øí³ìè ñèëàìè. Äæåðåëàìè òàêèõ 
çîâí³øí³õ ñèë ìîæóòü áóòè, íàïðèêëàä, äâà êàìåðòîíè ð³çíî¿ ÷àñòîòè. Êîæ-
íèé êàìåðòîí äàº ñâîþ “íîòó”, ùî ïîøèðþºòüñÿ ó ïîâ³òð³ ÿê çâóêîâà õâè-
ëÿ. Ðóõ ïîâ³òðÿ, ÿêèé ñïðèéìàºòüñÿ íàøîþ áàðàáàííîþ ïåðåòèíêîþ, ³ º ñó-
ïåðïîçèö³ºþ ãàðìîí³÷íèõ êîëèâàíü.

Ìàòåìàòè÷íå îïèñóâàííÿ ïðîöåñ³â ó íàâåäåíèõ ïðèêëàäàõ îäíàêîâå. Çà-
ïèøåìî ñóïåðïîçèö³þ ãàðìîí³÷íèõ êîëèâàíü    1 1 1cost a t   ³   2 t
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  2 2cosa t :

         1 2 1 1 2 2cos cos .t t t a t a t                   (2.115)

Ïåðåïèøåìî (2.115) â ³íøîìó âèãëÿä³. Äëÿ öüîãî ââåäåìî ð³çíèöåâó ÷àñ-
òîòó:

   2  1                                                         (2.116)

(íåõàé, äëÿ âèçíà÷åíîñò³,  2  1). ßêùî ï³äñòàâèòè ñï³ââ³äíîøåííÿ  2 
= 1 +  ó (2.115), òî áóäåìî ìàòè 

          1 2 1 2 1cos cos sin sint a a t t a t t       .        (2.117)

Çàâæäè ìîæíà çíàéòè òàê³ ä³éñí³ âåëè÷èíè A(t) ³  (t), ùîá çàäîâîëüíèòè 
ð³âíÿííÿ

    1 2 cos ( ) cos ,a a t A t t                       (2.118)

      2 sin sin .a t A t t                         (2.119)

Ðîçãëÿäàþ÷è (2.118), (2.119) ÿê äâà ð³âíÿííÿ ç äâîìà íåâ³äîìèìè: A(t)  ³  (t), 
çíàõîäèìî ¿õ, ï³äíîñÿ÷è äî êâàäðàòà ³ äîäàþ÷è, à ïîò³ì ä³ëèìî äðóãå íà 
ïåðøå:

   1
2 2 2

2 1 22 cos ,A t a a a a t                       (2.120)

   
 

2

1 2

sin
arctg .

cos

a t
t

a a t





 
                     (2.121)

Îòæå, (2.117) áóäåìî ìàòè âèãëÿä 

     1cost A t t t       .                      (2.122)

Âèðàç (2.122) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê êîëèâàííÿ, ùî â³äáóâàþòüñÿ ç êóòî-
âîþ ÷àñòîòîþ  1, ïðè öüîìó îáâ³äíà A(t)  ³ ôàçà  (t) çì³íþþòüñÿ çà ÷àñîì 
â³äïîâ³äíî äî (2.120) ³ (2.121). Çàïèñ ñóïåðïîçèö³¿ äâîõ êîëèâàíü ó âèãëÿä³ 
(2.122) çðó÷íèé, ÿêùî ÷àñòîòè  1 ³  2 áëèçüê³ çà çíà÷åííÿì. Ó öüîìó ðàç³ 
âèêîíóºòüñÿ óìîâà   1 ,   2 , òîìó îáâ³äíà A(t)  ³ ôàçà  (t) íåçíà÷-

íî çì³íþâàòèìóòüñÿ çà ÷àñ ê³ëüêîõ ïåð³îä³â êîëèâàíü  1cos t . ßêùî óìîâà 

1 n  íå âèêîíóºòüñÿ, òî çàïèñ (2.122), çâè÷àéíî, çàëèøàºòüñÿ ñïðàâåä-
ëèâèì, àëå â³í ïåðåñòàº áóòè êîðèñíèì ìàòåìàòè÷íèì ³íñòðóìåíòîì, 
îñê³ëüêè îáâ³äíà ïåðåñòàº ³ñíóâàòè ÿê õàðàêòåðíà êðèâà. Íàäàííÿ ñóïåðïî-
çèö³¿ êîëèâàíü ó ôîðì³ (2.122) ìàº íàçâó áèòòÿ. Çã³äíî ç (2.120) îáâ³äíà 
 A t  ó çàãàëüíîìó âèïàäêó º ïåð³îäè÷íà, àëå íå ñèíóñî¿äíà ôóíêö³ÿ ÷àñó, 

îñíîâíà ÷àñòîòà çì³íè ÿêî¿ äîð³âíþº ð³çíèöåâ³é ÷àñòîò³ . ×àñòîòó  íàçè-
âàþòü ÷àñòîòîþ áèòòÿ. Êîëèâàííÿ, ùî çàïîâíþº îáâ³äíó, îïèñóºòüñÿ ôóíê-
ö³ºþ   1cos t t  . Éîãî ìîæíà ³íòåðïðåòóâàòè ÿê êîëèâàííÿ, ùî â³äáó-
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Ðèñ. 2.24. Ãðàô³êè áèò-
òÿ (/ 1= 0,1):

à — 2 1 2a a ,  á — à2 = à1

âàºòüñÿ ç ÷àñòîòîþ  1, äå ôàçà  (t) çì³íþºòüñÿ ç ÷àñîì ç ÷àñòîòîþ . Àáî, 
³íøèìè ñëîâàìè, ó êîëèâàííÿ, ùî çàïîâíþº îáâ³äíó:   1cos t t  , ÷àñ-

òîòà íå º ñòàëîþ, à çì³íþºòüñÿ íà ïåð³îä³ 2/. Ãîâîðÿòü, ùî ïðè áèòò³ êî-
ëèâàííÿ ìîäóëüîâàíå çà ÷àñòîòîþ (àáî çà ôàçîþ).

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ïðè ð³âíîñò³ àìïë³òóä äîäàíèõ êîëèâàíü îáâ³äíà 
 A t  ñòàº ñèíóñî¿äíîþ ôóíêö³ºþ ÷àñó, à âêàçàíà çì³íà ÷àñòîòè â³äñóòíÿ. 

Ä³éñíî, ïðè a1 = a2 = a ôîðìóëà (2.122) ïåðåòâîðþºòüñÿ íà âèðàç

  1 22 cos cos .
2 2

t a t t
 


       

   
                   (2.123)

Íà ðèñ. 2.24 íàâåäåíî ãðàô³êè ñóïåðïîçèö³¿ äâîõ êîëèâàíü, õàðàêòåðíèõ 
äëÿ áèòòÿ; ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ ÷àñòîòàìè äîäàíèõ êîëèâàíü: / 1 = 0,1.

Îòæå, äâ³ ôîðìè çàïèñó ñóïåðïîçèö³¿ êîëèâàíü (2.115) ³ (2.122) ìàòåìà-
òè÷íî åêâ³âàëåíòí³ ³ ìîæíà ëèøå ãîâîðèòè ïðî çðó÷í³ñòü çàïèñó çà (2.122) 
ïðè óìîâàõ   1    2  ï³ä ÷àñ àíàë³çó êîëèâàëüíîãî ïðîöåñó. Ïðîòå 
ç òî÷êè çîðó ô³çèêè ìîæå áóòè òàê, ùî ö³ äâ³ ôîðìè çàïèñó ïðèíöèïîâî 
ðîçð³çíÿòèìóòüñÿ. Ñèòóàö³ÿ âèçíà÷àòèìåòüñÿ êîíêðåòíèì ïðèéìà÷åì çâó-
êîâèõ êîëèâàíü.
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Íåõàé òàêèì ïðèéìà÷åì áóäå âóõî ëþäèíè. ßêùî ð³çíèöåâà ÷àñòîòà  
=  2   1 äîñèòü âåëèêà, òî ìè ÷óºìî çâó÷àííÿ äâîõ òîí³â, ³ ìàòåìàòè÷íèì 
â³äîáðàæåííÿì òàêî¿ ñèòóàö³¿ º ôîðìóëà (2.115). Ïðîñëóõîâóþ÷è àêóñòè÷í³ 
ñèãíàëè ç áëèçüêèìè ÷àñòîòàìè, âèñîòà òîíó ÿêèõ ïîì³òíî ðîçð³çíÿºòüñÿ 
ïðè ¿õ ðîçä³ëüíîìó ïðîñëóõîâóâàíí³, âèíèêàº âðàæåííÿ çâó÷àííÿ îäíîãî 
÷èñòîãî òîíó ç ãó÷í³ñòþ, ùî çì³íþºòüñÿ. Ïðè öüîìó çì³íà âèñîòè òîíó, òîá-
òî ÷àñòîòíà ìîäóëÿö³ÿ ïðè ïðîñëóõîâóâàíí³, íå âèÿâëÿºòüñÿ. Öå ³ º ñïðèé-
íÿòòÿ áèòòÿ, ìàòåìàòè÷íå îïèñóâàííÿ ÿêîãî âèçíà÷àºòüñÿ (2.122). Ñë³ä çà-
çíà÷èòè, ùî ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ , ÿêå â³äîêðåìëþº îáëàñòü ñïðèéíÿòòÿ 
áèòòÿ â³ä ñïðèéíÿòòÿ çâó÷àííÿ äâîõ òîí³â, çàëåæèòü â³ä ïîëîæåííÿ  1 ³  2

ó ÷àñòîòíîìó ä³àïàçîí³. Â îáëàñò³ ñåðåäí³õ ÷àñòîò áèòòÿ ìîæíà ñïîñòåð³ãàòè 
àæ äî /(2) = 100 Ãö. Ïðè ïîäàëüøîìó çá³ëüøåíí³ ð³çíèö³ ÷àñòîò âèíèêàº 
â³ä÷óòòÿ çâó÷àííÿ äâîõ ñèãíàë³â.

Äîñâ³ä÷åí³ ìóçèêàíòè âèêîðèñòîâóþòü ÿâèùå áèòòÿ äëÿ íàñòðîþâàííÿ 
³íñòðóìåíò³â çà ðàõóíîê çì³íè ÷àñòîòè îäíîãî ç ³íñòðóìåíò³â äîòè ïîêè íå 
çíèêíå áèòòÿ. Íàÿâí³ñòü áèòòÿ â ìóçè÷íèõ çâóêàõ ðîáèòü ¿õ á³ëüø ïðèºì-
íèìè äëÿ ñëóõó. Êîæíà ñòðóíà ñåðåäíüîãî ³ âåðõíüîãî ðåã³ñòð³â ðîÿëÿ íà-
ñïðàâä³ ÿâëÿº ñîáîþ òðèïëåêñ (â³ä ëàòèíñüêîãî ñëîâà triplex — ïîòð³éíèé), 
êîæíó ñòðóíó ìîæíà íàñòðîþâàòè îêðåìî, çì³íþþ÷è ¿¿ íàòÿã. ßêùî ÷àñòî-
òè îêðåìèõ ñòðóí òðèïëåêñà òðîõè ð³çí³, òî áóäå âèíèêàòè áèòòÿ. Öåé åôåêò 
íå äóæå ïîì³òíèé, êîëè ÷àñòîòà áèòòÿ íå ïåðåâèùóº ê³ëüêîõ öèêë³â çà ñå-
êóíäó. ßêùî æ ñòðóíè ðîçñòðîºí³ á³ëüøîþ ì³ðîþ, òî âîíè ñòâîðþþòü ð³çê³ 
íåçëàãîäæåí³ çâóêè.

ßâèùå áèòòÿ âèêîðèñòîâóþòü æèâ³ ³ñòîòè, ÿê³ îð³ºíòóþòüñÿ ó ïðîñòîð³ 
çà äîïîìîãîþ çâóêó. Íàïðèêëàä, äåëüô³íè ³ ëåòþ÷³ ìèø³. Ö³ òâàðèíè çà-
ì³ñòü ïðîñòèõ ñèãíàë³â ñòàëî¿ ÷àñòîòè âèïðîì³íþþòü ñêëàäí³ ³ìïóëüñí³ 
ñèãíàëè. Âîíè ïëàâíî çì³íþþòü ÷àñòîòó êîëèâàíü, ùî çàïîâíþþòü êîæíèé 
³ìïóëüñ âèïðîì³íþâàííÿ. Òåïåð óÿâ³ìî ñîá³, ùî ëåòþ÷à ìèøà ïðèéìàº â³ä-
áèò³ õâèë³, ÿê³ ïðîéøëè ð³çí³ øëÿõè: ñêàæ³ìî, ïåðøèé ñèãíàë — öå õâèëÿ 
â³äáèòòÿ â³ä êîìàõè, à äðóãèé — ùî ïðèõîäèòü ï³çí³øå, — öå õâèëÿ, ùî 
â³äáèòà â³ä äåðåâà, ïîðó÷ ç ÿêèì ïðîëåò³ëà êîìàõà. Ñóïåðïîçèö³ÿ òàêèõ 
àêóñòè÷íèõ õâèëü ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî ï³ä ÷àñ ïðèéìàííÿ âîíè äîäà-
þòüñÿ ç ð³çíèìè ÷àñòîòàìè ³ âèíèêàº áèòòÿ. Ïðè âèïðîì³íþâàíí³ êîëèâàíü 
÷àñòîòà ìîæå çì³íþâàòèñÿ òàêèì ÷èíîì, ùî ïðè ïðèéîì³ õâèëü, ÿê³ 
ïðèéøëè ð³çíèìè øëÿõàìè, ïåð³îä áèòòÿ áóäå íå á³ëüøå ÷àñîâî¿ òðèâàëîñò³ 
³ìïóëüñó. Çðîçóì³ëî, ùî ÷àñòîòà áèòòÿ õàðàêòåðèçóº çàï³çíåííÿ äðóãî¿ õâèë³ 
â³äíîñíî ïåðøî¿, ÿêà ïðîéøëà êîðîòøèé øëÿõ. Çà ÷àñòîòîþ áèòòÿ ëåòþ÷à 
ìèøà ìîæå âèçíà÷àòè â³ääàëåííÿ êîìàõè â³ä äåðåâà.

²íøèì ïðèêëàäîì º ï³äêëþ÷åííÿ âîëüòìåòðà äî äâîõ ïîñë³äîâíî ç’ºä-
íàíèõ ãåíåðàòîð³â ñèíóñî¿äíèõ êîëèâàíü. Ïðè íàáëèæåíí³ ÷àñòîò ãåíåðà-
òîð³â çà ïåâíîãî çíà÷åííÿ    2   1 ñòð³ëêà âîëüòìåòðà ïî÷èíàº êîëè-
âàííÿ ó äåÿêèõ ìåæàõ ³ òèì ïîâ³ëüí³øå, ÷èì ìåíøà . Ñïîñòåð³ãàþòüñÿ 
áèòòÿ. Ïðè öüîìó ÷àñòîòè  âèçíà÷àþòüñÿ êîíñòðóêö³ºþ ïðèëàäó. ßêùî 
âçÿòè âîëüòìåòð ç á³ëüøîþ ³íåðö³ºþ ³íäèêàòîðà, òî ÷àñòîòà , íà ÿê³é âè-
íèêàþòü áèòòÿ, çìåíøèòüñÿ.

Íàðåøò³, çãàäàºìî ñèñòåìó ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³. Òåïåð çðî-
çóì³ëî,  ùî â³ëüí³ êîëèâàííÿ â ñèñòåì³,  ÿê³ ïîäàþòüñÿ  ó  âèãëÿä³ ñóïåðïî-
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çèö³¿ äâîõ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü ç ÷àñòîòàìè  + i  – (ðèñ.  2.22), ÿâëÿþòü 
ñîáîþ ÿâèùå áèòòÿ. Åíåðã³ÿ ïåðåõîäèòü â³ä îäí³º¿ ñèñòåìè äî ³íøî¿ ç ÷àñ-
òîòîþ áèòòÿ. 

2.8. Ëàíöþæîê ³äåíòè÷íèõ îñöèëÿòîð³â

Ñèñòåìó çâ’ÿçàíèõ îñöèëÿòîð³â, â ÿê³é âîíè ðîçì³ùåí³ òàêèì 
÷èíîì, ùî êîæíèé ç îñöèëÿòîð³â çâ’ÿçàíèé ò³ëüêè ç äâîìà ñóñ³äí³ìè (çà 
âèêëþ÷åííÿì, ìîæëèâî, êðàéí³õ), íàçèâàþòü ëàíöþæîê îñöèëÿòîð³â. Äîñ-
ë³äæåííÿ ïðîöåñ³â ó ëàíöþæêó çâ’ÿçàíèõ îñöèëÿòîð³â ìàº âåëèêå çíà÷åííÿ 
ÿê â òåîðåòè÷íîìó ïëàí³, òàê ³ ç òî÷êè çîðó ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü. Íà-
ïðèêëàä, øèðîêå ðîçïîâñþäæåííÿ îòðèìàëè ðàä³îòåõí³÷í³, ìåõàí³÷í³ ³ àêó-
ñòè÷í³ ëàíöþæêè, ùî âèêîðèñòîâóþòü ÿê ô³ëüòðè äëÿ âèä³ëåííÿ àáî ãëó-
øåííÿ ñèãíàë³â ç ÷àñòîòàìè ó âèçíà÷åí³é ñìóç³ ÷àñòîò. Äëÿ ïîáóäîâè ñó÷àñíî¿ 
òåîð³¿ òâåðäîãî ò³ëà âåëèêó ðîëü â³ä³ãðàëà ìîäåëü êðèñòàëà, â ÿêîìó ïåð³î-
äè÷íî ðîçì³ùåí³ àòîìè áóëè çîáðàæåí³ êóëüêàìè, ÿê³ ç’ºäíàí³ ì³æ ñîáîþ 
ïðóæèíàìè, ùî çàì³íÿëè ì³æàòîìí³ ñèëè.

Âàæëèâå çíà÷åííÿ ìàº òîé ôàêò, ùî ó âèïàäêó ëàíöþæêà çâ’ÿçàíèõ ³äåí-
òè÷íèõ îñöèëÿòîð³â ìîæíà çä³éñíèòè ïîâíèé òåîðåòè÷íèé àíàë³ç. Ðîçãëÿ-
íåìî ëàíöþæîê ó âèãëÿä³ áåçìàñîâî¿ ñòðóíè äîâæèíîþ l, íà ÿê³é ðîçì³-
ùåíî N + 2 êóëüîê ìàñîþ m  êîæíà (ðèñ. 2.25). Íåõàé íà ê³íöÿõ ñòðóíè 
x = 0 ³ x = l êóëüêè çàêð³ïëåí³. Âñ³ êóëüêè ðîçì³ùåí³ âçäîâæ ñòðóíè ð³âíî-
ì³ðíî ó òî÷êàõ  0, ,2 ,..., , 1x a a Na N a  , îòæå, äîâæèíà ñòðóíè  1 .l N a 
Íàòÿã ñòðóíè ó ð³âíîâàç³ äîð³âíþº F. Êóëüêè âèêîíóþòü ïîïåðå÷í³ êîëè-
âàííÿ â ïëîùèí³ ðèñóíêà.

Ó ïðèêëàä³ ï. 2.3 (äèâ. ðèñ. 2.5) ðîçãëÿíóòî êîëèâàííÿ îäí³º¿ êóëüêè íà 
áåçìàñîâ³é ñòðóí³. Çã³äíî ç íàâåäåíèìè ì³ðêóâàííÿìè ó âèïàäêó ìàëèõ 
â³äõèëåíü êóëüêè â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ñèëó íàòÿãó F ìîæíà ââàæàòè 
ñòàëîþ â õîä³ êîëèâàëüíîãî ïðîöåñó. Âèêîðèñòàºìî öåé ôàêò ïðè äîñë³-
äæåíí³ ìàëèõ ïîïåðå÷íèõ êîëèâàíü êóëüîê â ñèñòåì³ íà ðèñ. 2.25. 

Ïîçíà÷èìî çì³ùåííÿ êóëüêè ç äåÿêèì íîìåðîì n  â³ä ïîëîæåííÿ ð³â-
íîâàãè òàê: ( )ny t ,  1, 2,..., .n N  Ðîçãëÿíåìî òðè ñóñ³äí³ êóëüêè ç íîìåðàìè 

1, , 1n n n   (ðèñ. 2.26). Ïðîïîíóºìî ïîêàçàòè, ùî ïðè ìàëèõ êîëèâàííÿõ 

êóëüîê ( )ny t l  çà äðóãèì çàêîíîì Íüþòîíà ìîæíà çàïèñàòè òàê³ 
ð³âíÿííÿ ðóõó:

0

2
1 1

2

1

0,

,

0.

n n n n n

N

y

d y y y y y
m F F

a adt
y

 





 
 



 1, 2,..., ,n N         (2.124)

Ëàíöþæîê ç êóëüêàìè (ðèñ. 2.25) º ñèñòåìîþ ç N  ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³. 
Äëÿ ¿¿ äîñë³äæåííÿ, ÿê ³ ó âèïàäêó ñèñòåìè ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³, 
ñë³ä âèçíà÷èòè íîðìàëüí³ êîëèâàííÿ (ìîäè) ëàíöþæêà îñöèëÿòîð³â. Îòæå, 
øóêàíèé ðîçâ’ÿçîê ìàº âèãëÿä

   exp ,n ny t Y i t  1, 2,..., ,n N                    (2.125)
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Ðèñ. 2.25. Ð³âíîâàæíå ïîëîæåííÿ ñòðóíè 
ç êóëüêàìè

äå Yn — êîìïëåêñíà àìïë³òóäà êî-
ëèâàíü n-¿ êóëüêè. Çðîçóì³ëî, ùî ô³çè÷íèé çì³ñò òàêèé:  Re ny t   . 

Ï³äñòàâëÿþ÷è (2.125) â (2.124), îòðèìóºìî òàê³ ð³âíÿííÿ äëÿ Yn:

0 0,Y                                        (2.126à)

 2
1 12 ,n n n n

F
mY Y Y Y

a
       1, 2,..., ,n N              (2.126á)

1 0.NY                                       (2.126â)

Ñïðîáóºìî âèçíà÷èòè ðîçâ’ÿçîê öèõ ð³âíÿíü ó âèãëÿä³ 

 sin ,nY A kan                                (2.127)

äå A  ³ k — äåÿê³ ñòàë³. ßê áà÷èìî, ðîçâ’ÿçîê (2.127) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ 
(2.126à) àâòîìàòè÷íî, à ï³äñòàâëÿþ÷è (2.127) ó (2.126á), ìàºìî

         2 sin sin 1 2 sin sin 1 ,
F

m kan ka n kan ka n
a

         

çâ³äêè, ï³ñëÿ íèçêè òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïåðåòâîðåíü, îòðèìàºìî

 2 24
sin .

2
F ka

k
ma

    
 

                            (2.128)

Çàëèøàºòüñÿ âèêîðèñòàòè óìîâó (2.126â). Ï³äñòàâëÿþ÷è â öþ óìîâó âèðàç 
(2.127), ìàºìî ð³âí³ñòü   sin 1 0ka N   , ç ÿêî¿ âèïëèâàº, ùî

,
1j

j
k a

N





1,2,..., .j N                         (2.129)

Çàçíà÷èìî, ùî ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ j äîð³âíþº N, òîáòî ÷èñëó ñòóïåí³â 
â³ëüíîñò³ â ñèñòåì³ íà ðèñ.  2.25. Ðàçîì ð³âíÿííÿ (2.128) ³ (2.129) âèçíà÷à-
þòü âëàñí³ ÷àñòîòè êîëèâàíü ëàíöþæêà îñöèëÿòîð³â 

 
2 sin ,

2 1j

F j
ma N


 

    
1,2,...,j N .          (2.130)

Çã³äíî ç ôîðìóëàìè (2.127) ³ (2.129) îòðèìàºìî

  sin ,
1

j
n j

j
Y A n

N
    

=1,2,..., ,j N

= 0,1,2,..., , +1,n N N        (2.131)

ùî çàäàº ðîçïîä³ë àìïë³òóä êîëèâàíü îñöè-
ëÿòîð³â âçäîâæ ëàíöþæêà äëÿ j-¿ ìîäè.

Ðèñ. 2.26. Åëåìåíò ñòðóíè ç òðüîìà êóëüêàìè
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Ðèñ. 2.27. Ðîçïîä³ë âëàñíèõ ÷àñòîò ñèñòåìè çâ’ÿçà-
íèõ ³äåíòè÷íèõ îñöèëÿòîð³â (N = 5)

Ðîçïîä³ë âëàñíèõ ÷àñòîò çðó÷íî çîáðàçè-
òè ãðàô³÷íî òàê, ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.27, 
äå ïîáóäîâàíî ãðàô³ê ôóíêö³¿, ÿêà çàäàºòüñÿ 
ð³âíÿííÿì (2.128). Ïîëîæåííÿ âëàñíèõ ÷àñ-
òîò íà ãðàô³êó â³äì³÷åíî òî÷êàìè, êîîðäè-
íàòè ÿêèõ ïî îñ³ àáñöèñ âèçíà÷àþòüñÿ ôîð-
ìóëîþ (2.129). Íà ðèñ. 2.27 íàâåäåíî âèïà-
äîê, êîëè N = 5. Âñ³ ÷àñòîòè ðîçì³ùåí³ íà 

³íòåðâàë³ çíà÷åíü 1 0   ³  2 2 F ma  , 

ïðè÷îìó  ÷èñëà  1   ³  2   ó  äàíîìó  âèïàäêó  íå  º  âëàñíèìè  ÷àñòîòàìè.
Êîæíå íîðìàëüíå êîëèâàííÿ âèçíà÷àºòüñÿ âëàñíîþ ÷àñòîòîþ ³ â³äïî-

â³äíèì ðîçïîä³ëîì àìïë³òóä êîëèâàíü êóëüîê. Âèçíà÷èìî öåé ðîçïîä³ë 
àìïë³òóä ó äîñë³äæóâàí³é ñèñòåì³, àíàë³çóþ÷è ôîðìóëó (2.131). ßêùî â ñèñ-
òåì³ çáóäæåíå îäíå ç íîðìàëüíèõ êîëèâàíü, òî éîãî àìïë³òóäó Aj ìîæíà 

ðîçãëÿäàòè ÿê ä³éñíó âåëè÷èíó, òîä³ ç (2.131) ìàºìî, ùî âñ³  j
nY  ä³éñí³, 

òîáòî êîëèâàííÿ âñ³õ îñöèëÿòîð³â â ëàíöþæêó â³äáóâàþòüñÿ àáî ó ôàç³, àáî 
ó ïðîòèôàç³ îäèí äî îäíîãî. Íà ðèñ. 2.28 ïîêàçàíî ðîçïîä³ë àìïë³òóä êîëè-

âàíü îñöèëÿòîð³â âçäîâæ ëàíöþæêà 
ó ìîäàõ ñèñòåìè, ÿêùî º ëàíöþ-
æîê ç ï’ÿòè îñöèëÿòîð³â (N = 5).

Äëÿ ïåðøî¿ ìîäè, ÿêà ìàº íàé-
ìåíøó âëàñíó ÷àñòîòó, âñ³ îñöèëÿ-
òîðè êîëèâàþòüñÿ ó ôàç³. Äëÿ äðó-
ãî¿ ìîäè îñöèëÿòîðè ðîçä³ëÿþòüñÿ 
íà äâ³ ãðóïè, êîëèâàííÿ ÿêèõ â³ä-
áóâàþòüñÿ ó ïðîòèôàç³. Äëÿ òðå-
òüî¿ ìîäè òàêèõ ãðóï òðè ³ òàê äàë³. 
Â îñòàíí³é ìîä³ (íà ðèñ. 2.28 — öå 
j = N = 5) ñóñ³äí³ êóëüêè íà ñòðóí³ 
êîëèâàþòüñÿ ó ïðîòèôàç³, òîìó ïðè 
ö³ëèõ çíà÷åííÿõ j > N ó ôîðìóëàõ 
(2.130) ³ (2.131) íå âèíèêàº íîâèõ 
òèï³â  êîëèâàíü.  Îòæå,  â  ñèñòå-
ì³ (ðèñ. 2.25) ³ñíóº N íîðìàëüíèõ 
êîëèâàíü, ùî çá³ãàºòüñÿ ç ÷èñëîì 
ñòóïåí³â â³ëüíîñò³. Çðîçóì³ëî, ùî 
öå òâåðäæåííÿ ìàº çàãàëüíèé õà-
ðàêòåð ³ íå çàëåæèòü â³ä êîíêðåò-
íî¿ áóäîâè ëàíöþæêà.

Ðèñ. 2.28. Ðîçïîä³ë àìïë³òóä êîëèâàíü 
îñöèëÿòîð³â âçäîâæ ëàíöþæêà äëÿ ìîä
ëàíöþæêà ç N = 5
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Íà çàê³í÷åííÿ ðîçä³ëó çàçíà÷èìî, ùî íà ïðàêòèö³ ÷àñòî íåîáõ³äíî 
äîñë³äæóâàòè êîëèâàííÿ â ñèñòåìàõ ç âåëèêèì ÷èñëîì ñòóïåí³â â³ëüíîñò³. 
Àíàë³òè÷íå äîñë³äæåííÿ òàêî¿ ñèòóàö³¿ äóæå ñêëàäíå. Äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ’ÿç-
êó ö³º¿ âàæëèâî¿ ³ ñêëàäíî¿ çàäà÷³ îá÷èñëþâàëüíî¿ àëãåáðè â îñòàíí³ ðîêè 
äîêëàäåíî çíà÷íèõ çóñèëü. Áóëè ðîçðîáëåí³ àëãåáðà¿÷í³ àëãîðèòìè ³ íà ¿õ 
îñíîâ³ ñòâîðåí³ åôåêòèâí³ ïðîãðàìè äëÿ ÅÎÌ, ÿê³ äîçâîëÿþòü ïðàêòè÷íî 
äîñë³äæóâàòè ñèñòåìè ç âåëèêèì ÷èñëîì ñòóïåí³â â³ëüíîñò³.

2.9. Çàäà÷³

2.1. Âàíòàæ çàêð³ïèëè íà íèæíüîìó ê³íö³ âåðòèêàëüíî¿ ïðó-
æèíè ³ ïî÷àëè ïîñòóïîâî îïóñêàòè éîãî âíèç, ïîêè â³í íå çóïèíèâñÿ. 
Ïðóæèíà ïðè öüîìó ðîçòÿãíóëàñÿ íà âåëè÷èíó x. Çíàéä³òü ÷àñòîòó âëàñíèõ 
êîëèâàíü âàíòàæó  0.

Â³äïîâ³äü: 0 g x   .

2.2. Ò³ëî ìàñîþ m , ï³äâ³øåíå íà ïðóæèí³, êîëèâàºòüñÿ òàê, ùî íàé-
á³ëüøå çíà÷åííÿ øâèäêîñò³ äîð³âíþº 0 , à íàéá³ëüøå â³äõèëåííÿ â³ä ïîëî-
æåííÿ ð³âíîâàãè äîð³âíþº x0. Çíàéä³òü æîðñòê³ñòü ïðóæèíè K.

Â³äïîâ³äü: 2 2
0 0K m x .

2.3. Êðóãëà äåðåâ’ÿíà êîëîäà (ðàä³óñîì 0,1ì) ç âàíòàæåì íà îäíîìó 
ê³íö³ ïëàâàº ó âîä³ âåðòèêàëüíî. ßêùî íà âåðõí³é ê³íåöü êîëîäè íàäàâèòè 
é â³äïóñòèòè, òî âîíà çä³éñíþâàòèìå êîëèâàííÿ ç ïåð³îäîì 4 ñ. ×îìó äî-
ð³âíþº ìàñà êîëîäè ç âàíòàæåì?

Â³äïîâ³äü: m  124 êã.

2.4. Êóëÿ ìàñîþ m, ùî ëåòèòü ç³ øâèäê³ñòþ  , ïîòðàïëÿº ó ò³ëî ìàñîþ 
M, ÿêå çâ’ÿçàíå ç³ ñò³íîþ ïðóæèíîþ æîðñòêîñò³ K, ³ çàñòðÿº â íüîìó. 
Ïðèéíÿâøè ìîìåíò âëó÷åííÿ êóë³ çà ïî÷àòîê â³äë³êó ÷àñó, çíàéä³òü çàëåæ-
í³ñòü øâèäêîñò³ òà êîîðäèíàòè ò³ëà â³ä ÷àñó.

Â³äïîâ³äü: 0( ) cos( ),
m

x t t
M m







0( ) sin( ),
( )

m
x t t

K M m




 0

K
M m

 


.

2.5. Ìàñà, ÿêà â³ëüíî êîëèâàºòüñÿ íà ïðóæèí³, çà ïðîì³æîê ÷àñó 0,01 ñ 
çì³ñòèëàñü ç â³äñòàí³ 0,5 ñì â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè íà íàéá³ëüøó â³ä-
ñòàíü, ÿêà äîð³âíþº 1 ñì. ßêèé ïåð³îä êîëèâàíü?

Â³äïîâ³äü: T = 0,06 c.

2.6. Ó ìîìåíò ÷àñó t0 êîîðäèíàòà ìàñè, ÿêà âèêîíóº ãàðìîí³÷í³ êîëè-
âàííÿ ç ÷àñòîòîþ , äîð³âíþº x0, à øâèäê³ñòü — 0 . Ïîêàæ³òü, ùî çàëåæ-
í³ñòü êîîðäèíàòè ìàñè â³ä ÷àñó ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³

   0
0 0 0( ) cos sinx t x t t t t


 


           .
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2.7. Ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ ÷àñòèíêè ìàñîþ m äîð³âíþº
2

2
2

2
a a

U b
x x

 
   

 
, 

äå a ³ b — äîäàòí³ ñòàë³, õ — êîîðäèíàòà ÷àñòèíêè. Íàìàëþéòå ãðàô³ê ö³º¿ 
çàëåæíîñò³; âèçíà÷òå çíà÷åííÿ êîîðäèíàòè, ùî âèçíà÷àº ïîëîæåííÿ ð³âíî-
âàãè; çíàéä³òü ÷àñòîòó ìàëèõ âëàñíèõ êîëèâàíü ÷àñòèíêè.

Â³äïîâ³äü: à; 22 /( )b ma .

2.8. Àìïë³òóäà çãàñàþ÷èõ êîëèâàíü ìàÿòíèêà çà äâ³ õâèëèíè çìåíøèëà-
ñÿ ó äâà ðàçè. Âèçíà÷òå êîåô³ö³ºíò çãàñàííÿ.

Â³äïîâ³äü: 5,78  10–3 ñ–1.

2.9. Ëîãàðèôì³÷íèé äåêðåìåíò çãàñàþ÷èõ êîëèâàíü äîð³âíþº 0,01. Âè-
çíà÷òå ê³ëüê³ñòü ïåð³îä³â êîëèâàíü ìàÿòíèêà äî çìåíøåííÿ éîãî àìïë³òóäè 
ó òðè ðàçè.

Â³äïîâ³äü: 110.

2.10. Ìàÿòíèê äîâæèíîþ 5 ì âèêîíóº ìàë³ êîëèâàííÿ òàê, ùî ¿õ àìïë³-
òóäà çìåíøóºòüñÿ ó äâà ðàçè çà 100 ïåð³îä³â. Çíàéä³òü äîáðîòí³ñòü êîëè-
âàíü, ëîãàðèôì³÷íèé äåêðåìåíò ³ êîåô³ö³ºíò çãàñàííÿ.

Â³äïîâ³äü: 455; 6,9  10–3; 1,5  10–3 ñ–1.

2.11. Âëàñíà ÷àñòîòà êîëèâàíü ñèñòåìè äîð³âíþº 500 Ãö. Âèçíà÷òå ÷àñ-
òîòó çãàñàþ÷èõ êîëèâàíü ö³º¿ ñèñòåìè, ÿêùî ðåçîíàíñíà ÷àñòîòà çà çì³ùåí-
íÿì äîð³âíþº 499 Ãö.

Â³äïîâ³äü: 499,5 Ãö.

2.12. Ïåðåêîíàéòåñÿ ó òîìó, ùî åíåðã³ÿ, ÿêà âòðà÷àºòüñÿ çà îäèí ïåð³îä 
êîëèâàíü óíàñë³äîê íàÿâíîñò³ ñèëè òåðòÿ Rx , äîð³âíþº 2

максR x  , äå  —
êóòîâà ÷àñòîòà êîëèâàíü.

2.13. Çíàéä³òü ð³çíèöþ ôàç ì³æ çì³ùåííÿì ³ çîâí³øíüîþ ñèëîþ íà ðå-
çîíàíñ³ çì³ùåííÿ, ÿêùî âëàñíà ÷àñòîòà êîëèâàíü ñèñòåìè äîð³âíþº 50 ñ–1, 
à êîåô³ö³ºíò çãàñàííÿ — 5,2 ñ–1.

Â³äïîâ³äü: 84.

2.14. Êîëèâàëüíà ñèñòåìà ñêëàäàºòüñÿ ç ìàñè 0,2 êã ³ ïðóæèíè ç êî-
åô³ö³ºíòîì æîðñòêîñò³ 19,6 Í/ì. Íà ìàñó ä³º çîâí³øíÿ ñèëà ç êóòîâîþ ÷àñ-
òîòîþ   = 14 ñ–1 ³ ñèëà òåðòÿ т 49 HF x   . Âèçíà÷òå çñóâ ôàçè ì³æ âèìó-
øåíèìè êîëèâàííÿìè ³ çîâí³øíüîþ ñèëîþ.

Â³äïîâ³äü: 9138.

2.15. Ìàñà m çàêð³ïëåíà íà ñòðóí³ íà â³äñòàí³ a â³ä ¿¿ ê³íöÿ; äîâæèíà 
ñòðóíè l, à ñèëà íàòÿãó F. Ìàñà âèêîíóº ìàë³ ïîïåðå÷í³ êîëèâàííÿ. Âèçíà÷-
òå ÷àñòîòó âëàñíèõ êîëèâàíü ìàñè (ìàñîþ ñòðóíè íåõòóâàòè). Äëÿ ÿêî¿ 
â³äñòàí³ à öÿ ÷àñòîòà áóäå ì³í³ìàëüíîþ.

Â³äïîâ³äü: ;
( )
Fl

m l a a
.

2
l
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2.16. Äâà ò³ëà ç îäíàêîâîþ ìàñîþ (ðèñ.  2.29) êîëèâà-
þòüñÿ ó âåðòèêàëüíîìó íàïðÿìêó. Ïîêàæ³òü, ùî ÷àñòîòè íîð-

ìàëüíèõ êîëèâàíü âèçíà÷àþòüñÿ òàê:    2 3 5 /K  2m

³ ùî â³äíîøåííÿ àìïë³òóäè çì³ùåííÿ âåðõíüîãî ò³ëà äî 
àìïë³òóäè çì³ùåííÿ íèæíüîãî ò³ëà äîð³âíþº ó ðàç³ ïî-

â³ëüíèõ êîëèâàíü:  5 1 / 2;  ó ðàç³ øâèäêèõ êîëèâàíü

 5 1 / 2 . 

2.17. Ñèëà    0 cosF t F t  ä³º íà ò³ëî ìàñîþ M (ðèñ.

2.30), ùî ïðèºäíàíå äî ìàñè m ïðóæèíîþ æîðñòêîñò³ K. 
Ïîêàæ³òü, ùî ò³ëî ìàñîþ M íåðóõîìå, ÿêùî 2 /K m  ; 
âèçíà÷òå àìïë³òóäó êîëèâàíü ìàñè m.

Â³äïîâ³äü: 0F K .

2.18. Äîñë³ä³òü ñèñòåìó (ðèñ.  2.31, à): íà 
ñòðóí³ (ìàñîþ ñòðóíè çíåõòóâàòè) çàêð³ïëåí³ 
äâà ò³ëà ìàñîþ m  êîæíå. Íàòÿã ñòðóíè F
ââàæàòè ñòàëèì. Ò³ëà çä³éñíþþòü ìàë³ êî-
ëèâàííÿ ó âåðòèêàëüí³é ïëîùèí³. Âèçíà÷òå 
íîðìàëüí³ ÷àñòîòè ñèñòåìè. Íàêðåñë³òü ãðà-
ô³êè çì³ùåííÿ (ç ÷àñîì) êîæíî¿ ç äâîõ ìàñ, ÿêùî ïî÷àòêîâ³ óìîâè y1 (0) = 
= a, 2 1 2(0) (0) (0) 0y y y     (ðèñ.  2.31, á).

Â³äïîâ³äü:  3 /F ml  ;  3 / .F ml 

             Ðèñ. 2.31. Äî çàäà÷³ 2.18

2.19. Äëÿ ñèñòåìè, çîáðàæåíî¿ íà ðèñ.  2.31, à, ïîáóäóâàòè ãðàô³êè çì³-
ùåííÿ äëÿ êîæíî¿ ç äâîõ ìàñ, ÿêùî y1 (0) = a, 2(0) 0,5y a , 1 2(0) (0) 0y y   .

2.20. Òðè êóëüêè ðîçì³ùåí³ âçäîâæ ïðÿìî¿ ë³í³¿ ³ ç’ºäíàí³ ì³æ ñîáîþ
ïðóæèíàìè ç êîåô³ö³ºíòîì æîðñòêîñò³ Ê, ïðè÷îìó êðàéí³ êóëüêè ìàþòü
ìàñó m, à ñåðåäíÿ — 2m. Çíàéä³òü âëàñí³ ìîäè êîëèâàíü òàêî¿ ñèñòåìè.

Â³äïîâ³äü:  2
1 0, 1,1,1 ;   2

2 , 1,0, 1 ;k
m

      2
3

2 , 1, 1, 1 .   
k
m

Ðèñ. 2.29. Äî 
çàäà÷³ 2.16

Ðèñ. 2.30. Äî çàäà÷³ 2.17
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Р О З Д І Л  3

ÊÎËÈÂÀÍÍß ÒÀ ÕÂÈË²
Â ÑÈÑÒÅÌÀÕ Ç ÐÎÇÏÎÄ²ËÅÍÈÌÈ
ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ

Ñìîòðþ íà âîëíû; èõ íåâåðíûõ ëèíèé
Íå óãàäàâ, ñìóùåí èõ âå÷íîé ñìåíîé…
Ïðèõîäÿò âîëíû ê íàì èç äàëè ñèíåé,
Âçëåòàþò â áðûçãàõ, óìèðàþò ïåíîé.

Â.ß. Áðþñîâ*

3.1. Ïåðåõ³ä äî îäíîâèì³ðíîãî ñóö³ëüíîãî
ñåðåäîâèùà â ëàíöþæêó çâ’ÿçàíèõ îñöèëÿòîð³â

Äî öüîãî ÷àñó çàêîíîì³ðíîñò³ êîëèâàëüíèõ ðóõ³â ðîçãëÿäàëèñÿ 
ó ðàìêàõ äîñèòü ãðóáèõ ìîäåëüíèõ çîáðàæåíü. Åëåìåíòàìè êî-
ëèâàëüíèõ ñèñòåì áóëè òàê³ îá’ºêòè, ÿê àáñîëþòíî òâåðäå ò³ëî 
ç ïåâíîþ ìàñîþ, òà ³äåàëüíà ïðóæèíà, ìàñà ÿêî¿ íå âðàõîâóâà-
ëàñü. Ìîæíà êîíñòàòóâàòè, ùî òàê³ ìîäåë³ º çíà÷íèì ñïðî-
ùåííÿì ô³çè÷íèõ óÿâëåíü ïðî áóäîâó ìàòåð³¿, ³ øóêàòè â öüîìó 
îñíîâó äëÿ ïîáóäîâè íîâèõ, á³ëüø ñêëàäíèõ ìîäåëåé. Ïðîòå 
òàêèé ñòèìóë, õî÷à é îá´ðóíòîâàíèé, àëå íå ºäèíèé. Çíà÷í³-
øèì ñòèìóëîì äî ðîçâèòêó òåîð³¿ êîëèâàíü áóëî òå, ùî ðåçóëü-
òàòè, îäåðæàí³ â ðàìêàõ íàéïðîñò³øèõ ìîäåëåé, ÷àñòî íå â³ä-
ïîâ³äàëè ðåçóëüòàòàì äîñë³äó.

Ñàìå ó çâ’ÿçêó ç âèìîãîþ ïîãîäæåííÿ ðåçóëüòàò³â ñïîñòå-
ðåæåííÿ ³  ðîçðàõóíêó ôîðìóâàëèñÿ ãëèáîê³ ìîäåëüí³ óÿâëåííÿ 
ïðî êîëèâàëüí³ ñèñòåìè ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè àáî ïðî 
ñóö³ëüíå ñåðåäîâèùå.

Óÿâëåííþ ïðî àòîìíó áóäîâó ðå÷îâèíè â òåîð³¿ êîëèâàíü 
â³äïîâ³äàþòü, çâè÷àéíî, ìîäåëüí³ óÿâëåííÿ ïðî ñèñòåìè ç âå-
ëèêèì, àëå ñê³í÷åííèì ÷èñëîì ñòóïåí³â â³ëüíîñò³. Ó ðàìêàõ 
òàêèõ óÿâëåíü ìîæëèâî ïåðåäáà÷èòè ïîâåä³íêó ñèñòåìè â äóæå 
øèðîêîìó ä³àïàçîí³ çì³íþâàííÿ ïàðàìåòð³â çîâí³øí³õ âïëèâ³â. 
Ïðîòå òðóäíîù³ àíàë³çó ñèñòåì, ùî ì³ñòÿòü ó ñîá³ 1025 àòîì³â, 
çàíàäòî âåëèê³. Ñïðîùåííÿ ö³º¿ ñêëàäíî¿ çàäà÷³ ìîæëèâå çà 
ðàõóíîê ââåäåííÿ óÿâëåíü ïðî ñóö³ëüíå ñåðåäîâèùå, ó ìåæàõ 
ÿêèõ, àáñòðàãóþ÷èñü â³ä àòîìíî¿ áóäîâè ðå÷îâèíè, áóäåìî êà-
çàòè, ùî ãóñòèíà ³ ïðóæí³ñòü â ñåðåäîâèù³ º íåïåðåðâí³ ôóíê-
ö³¿ ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò. Õàðàêòåðèçóþ÷è òàêèé ï³äõ³ä, ÿêèé 
ðåàë³çóâàâ Äåáàé** ó 1912 ð. ïðè àíàë³ç³ òåïëîºìíîñò³ êðèñòàë³â,

                                        
* Áðþñîâ Âàëåð³é ßêîâè÷ (1873—1924) — ðîñ³éñüêèé ïèñüìåííèê.
** Äåáàé (Debye) Ïåòåð Éîçåô Â³ëüãåëüì (1884—1966) — ãîëëàíäñüêèé

ô³çèê, ëàóðåàò Íîáåë³âñüêî¿ ïðåì³¿ (1936)
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Ìàíäåëüøòàì çàçíà÷èâ, ùî “â³í çðîáèâ î÷åâèäíî íåïðàâèëüíó, àëå ãåí³-
àëüíó ð³÷” [32, ñ. 294].

Ïðî³ëþñòðóºìî ïåðåõ³ä â³ä äèñêðåòíî¿ ñèñòåìè äî ìîäåë³ ñóö³ëüíîãî ñå-
ðåäîâèùà íà ïðèêëàä³ ëàíöþæêà ³äåíòè÷íèõ îñöèëÿòîð³â (ðèñ. 2.25). Ïðè-
ïóñòèìî, ùî ïðîñòîðîâèé ïåð³îä õâèëüîâîãî ðóõó â äèñêðåòíîìó ëàíöþæêó 
íàáàãàòî á³ëüøèé, í³æ â³äñòàíü ì³æ êóëüêàìè. Ó öüîìó ðàç³ ìîæëèâî çä³éñ-
íèòè ïåðåõ³ä â³ä äèñêðåòíî¿ ïðîñòîðîâî¿ êîîðäèíàòè äî íåïåðåðâíî¿ ³ âè-
êîíàòè ïðè öüîìó òàê³ çàì³íè:

( ) ( , ),ny t y x t

2
2

1 2

( , ) 1 ( , )
( ) (( ), ) ( , ) ...,

2n

y x t y x t
y t y x a t y x t a a

x x
 

     
 


 

     
 

2
2

1 2

( , ) 1 ( , )
( ) (( ), ) ( , ) ... .

2n

y x t y x t
y t y x a t y x t a a

x x

Âèêîðèñòîâóþ÷è ö³ çàì³íè â ð³âíÿíí³ (2.124) ³ â³äêèäàþ÷è ìàë³ âåëè÷èíè, 
îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ:

2 2

2 2 2

1
,

y y
t x
 


 

2 .
Fa
m

                             (3.1)

Íèæ÷å áóäå ïîêàçàíî, ùî áóäü-ÿêà îäíîâèì³ðíà õâèëÿ ìîæå áóòè îïè-
ñàíà çà äîïîìîãîþ ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (3.1), äå const   ³ ìàº ðîçì³ðí³ñòü 
øâèäêîñò³. Ö³êàâèì º êîìåíòàð Ìàíäåëüøòàìà ó çâ’ÿçêó ç òàêèì ïåðåõîäîì 
â³ä äèñêðåòíî¿ ñèñòåìè äî íåïåðåðâíî¿ [32, ñ. 339]: ó âèõ³äíîìó ð³âíÿíí³ 
(2.124) ôóíêö³ÿ y “…âèçíà÷åíà ëèøå äëÿ äèñêðåòíèõ òî÷îê, à îòæå, ó íå¿ 
íåìà ïîõ³äíèõ çà x ! Äèôåðåíö³þâàííÿ çà x — äóæå ñóìí³âíèé  çàñ³á, õî÷à é 
äàº â³ðíèé ðåçóëüòàò… Ïðîòå ó ô³çèö³ ñêð³çü äîâîäèòüñÿ ðîáèòè òàê³ ðå÷³”.

Ñë³ä ðîçóì³òè, ùî ñïðîùåííÿ íå áóâàþòü “áåç ïðîáëåì”. Ââîäÿ÷è 
ñïðîùåí³ óÿâëåííÿ ïðî ñóö³ëüíå ñåðåäîâèùå, çâè÷àéíî, ìè îáìåæóºìî ãà-
ëóçü çàñòîñóâàííÿ òàêèõ ìîäåëüíèõ çîáðàæåíü. Âîíè çàëèøàþòüñÿ ñïðàâåä-
ëèâèìè ëèøå äëÿ òèõ ðóõ³â ðåàëüíèõ ò³ë, äå ìîæíà âèä³ëèòè åëåìåíòè ç äî-
ñèòü âåëèêèì ÷èñëîì àòîì³â, ùî ðóõàþòüñÿ ïðàêòè÷íî îäíàêîâî. (Äî òàêèõ 
åëåìåíò³â ìîæíà çàñòîñîâóâàòè çàêîíè ìåõàí³êè.) Çîâí³øí³ âïëèâè ïðè öüî-
ìó íå ïîâèíí³ áóòè äóæå âèñîêî÷àñòîòíèìè, ³ íà ¿õ ïðîñòîðîâó çì³íí³ñòü 
òåæ íàêëàäàþòüñÿ ïåâí³ îáìåæåííÿ.

3.2. Ìîäåëü ñòðóíè.
Ð³âíÿííÿ ðóõó åëåìåíòà ñòðóíè

Ó ðàìêàõ óÿâëåíü ïðî ñóö³ëüíå ñåðåäîâèùå ìîæíà ïîáóäóâàòè 
âåëèêó ê³ëüê³ñòü ìîäåëåé êîëèâàëüíèõ ñèñòåì ð³çíîãî ñòóïåíÿ ñêëàäíîñò³. 
Ïî÷íåìî ç íàéïðîñò³øî¿ îäíîâèì³ðíî¿ ìîäåë³ — ìîäåë³ ñòðóíè. Ñóòü ìî-
äåëüíèõ óÿâëåíü ëåãêî çðîçóì³òè ïðè ïîð³âíÿíí³ ðåàëüíî¿ òà ³äåàëüíî¿ 
ñòðóí. Ðåàëüíà ñòðóíà çàâæäè ìàº ÿêóñü ñê³í÷åííó òîâùèíó. ßêùî ðîçãëÿ-
äàòè â³äíîñíî íèçüêî÷àñòîòí³ ðóõè ñòðóíè, òî ìîæíà ñêàçàòè, ùî âñ³ òî÷êè 
¿¿ ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó ðóõàþòüñÿ îäíàêîâî. Òîìó ìîäåëüíà ñòðóíà ââàæà-
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Ðèñ. 3.1.  Åëåìåíò  ³äåàëüíî  ãíó÷êî¿
ñòðóíè

ºòüñÿ íåñê³í÷åííî òîíêîþ é ìàº òà-
êó õàðàêòåðèñòèêó, ÿê ë³í³éíà ãóñ-
òèíà. ßêùî â³äîìà ãóñòèíà 0 ìà-
òåð³àëó ñòðóíè òà ïëîùà ïîïåðå÷-
íîãî ïåðåð³çó S, òî ë³í³éíà ãóñòèíà 
 = 0S, êã/ì.

Òóò ìîæíà ñêàçàòè, ùî, ôîð-
ìóþ÷è ìîäåëüí³ óÿâëåííÿ ïðî 
ñòðóíó, ìè âèêîðèñòîâóºìî, ïî ñóò³, òàê³ ñàì³ àáñòðàêö³¿, ÿê ïðè ââåäåíí³ 
ïîíÿòòÿ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè, àëå íå çà òðüîìà, à ëèøå çà äâîìà ïðîñòîðîâè-
ìè âèì³ðàìè.

Ðåàëüíà ñòðóíà çàâæäè ìàº âèçíà÷åíó çãèíàëüíó æîðñòê³ñòü, òîáòî äåÿ-
êó çäàòí³ñòü ÷èíèòè îï³ð çãèíàííþ. Ïðîòå ó ðàç³ ïðàêòè÷íîãî âèêîðèñòàí-
íÿ çäàòí³ñòü ñòðóíè â³äíîâëþâàòè ôîðìó çàáåçïå÷óºòüñÿ íå çãèíàëüíîþ 
æîðñòê³ñòþ, à ïîïåðåäí³ì íàòÿãîì F.

Îòæå, ìîäåëüíà ñòðóíà — öå ³äåàëüíî ãíó÷êà íåñê³í÷åííî òîíêà íèòêà, 
ùî õàðàêòåðèçóºòüñÿ äâîìà ô³çè÷íèìè ïàðàìåòðàìè: ë³í³éíîþ ãóñòèíîþ  ³ 
ïîïåðåäí³ì íàòÿãîì F. Òàêà ìîäåëüíà ñòðóíà, ÿê ³ ðåàëüíà ñòðóíà, ïðè â³ä-
õèëåíí³ â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ïðàãíå ïîâåðíóòèñÿ äî íüîãî. Íàÿâí³ñòü 
³íåðö³éíîñò³ òà ïðóæíîñò³ ³ çóìîâëþþòü âèíèêíåííÿ êîëèâàíü.

Äëÿ îïèñóâàííÿ êîëèâàíü ñòðóíè ââåäåìî äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò 
xOy (ðèñ. 3.1). Íåõàé ó ñòàí³ ñïîêîþ ñòðóíà ðîçì³ùåíà âçäîâæ îñ³ Ox. Íà 
ðèñ. 3.1 çîáðàæåíî åëåìåíò ñòðóíè ó ñòàí³ â³äõèëåííÿ â³ä ïîëîæåííÿ ð³â-
íîâàãè. Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè â³äõèëåííÿ âèêîðèñòàºìî ôóíêö³þ y(x, t), ùî 
âèçíà÷àº çì³ùåííÿ òî÷îê ñòðóíè ó íàïðÿìêó, ïåðïåíäèêóëÿðíîìó äî ð³âíî-
âàæíîãî ñòàíó, òîáòî âçäîâæ îñ³ Oy. Ïðè öüîìó ïðèïóñêàºìî, ùî âñ³ òî÷êè 
ñòðóíè ï³ñëÿ â³äõèëåííÿ ïåðåáóâàþòü â îäí³é ïëîùèí³. Ô³çè÷íî ÿñíî, ùî 
ï³ñëÿ â³äõèëåííÿ åëåìåíòà ñòðóíè ç ð³âíîâàæíîãî ñòàíó â íüîìó çì³íþþòü-
ñÿ ë³í³éíà ãóñòèíà ³ íàòÿã. Ïðîòå ðîçãëÿäàòèìåìî ëèøå òàê³ ðóõè ñòðóíè, â 
ÿêèõ ö³ çì³íè íåçíà÷í³ é íèìè ìîæíà çíåõòóâàòè.

Îäåðæèìî ð³âíÿííÿ ðóõó âèä³ëåíîãî åëåìåíòà ñòðóíè. Ïðè öüîìó äëÿ 
óçàãàëüíåííÿ ïðèïóñêàòèìåìî, ùî, êð³ì ñèë, çâ’ÿçàíèõ ç íàòÿãîì F, íà 
íüîãî ìîæóòü ä³ÿòè ñèëè îïîðó òà äåÿê³ çîâí³øí³ çìóøóâàëüí³ ñèëè. Äëÿ 
äâîõ îñòàíí³õ ñèë ïðèéìàºìî âæå â³äîì³ ìîäåë³ — ñèëè îïîðó çàäàþòüñÿ 
ñâîºþ ãóñòèíîþ, òîáòî ñèëîþ íà îäèíèöþ äîâæèíè R y t   , à ãóñòèíà 
çìóøóâàëüíèõ ñèë çàäàºòüñÿ äåÿêîþ ôóíêö³ºþ g(x,t), ùî íå çàëåæèòü â³ä 
õàðàêòåðó ðóõó ñòðóíè. Êîæíà ç öèõ ñèë íàïðàâëåíà âçäîâæ îñ³ Oy. Ââà-
æàºòüñÿ, ùî ñèëè îïîðó ïðîïîðö³éí³ øâèäêîñò³, à êîåô³ö³ºíò ïðîïîðö³é-
íîñò³ R ñòàëèé.

Òåïåð ìîæíà çàïèñàòè ð³âíÿííÿ ðóõó åëåìåíòà ñòðóíè. Öå, ïî ñóò³, ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ äðóãîãî çàêîíó Íüþòîíà, âçÿòîãî ó ïðîåêö³¿ íà â³ñü Oy (äèâ. ðèñ. 3.1):

   
    



2

2 12
( , ) sin sin .

y y
dx R dx g x t dx F F

tt
              (3.2)
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Äëÿ îäåðæàííÿ ð³âíÿííÿ, ùî ìàº ëèøå îäíó íåâ³äîìó ôóíêö³þ ( , )y x t ,
íåîáõ³äíî âèðàçèòè ÷åðåç íå¿ ñèíóñè êóò³â 1 òà 2. Ç óðàõóâàííÿì ñï³ââ³ä-

íîøåííÿ 2sin tg 1 tg     çã³äíî ç ãåîìåòðè÷íèì çì³ñòîì ïîõ³äíî¿ çíà-
õîäèìî:

1 2

( , )
sin ,

1 ( , )

y
x t

x

y
x t

x





    

2 2

( , )
sin .

1 ( , )

y
x dx t

x

y
x dx t

x







    

       (3.3)

Ö³ äîñèòü ñêëàäí³ âèðàçè ïðèäàòí³ äëÿ áóäü-ÿêèõ â³äõèëåíü ñòðóíè â³ä 
ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè. Ó ïîäàëüøîìó îáìåæèìîñÿ ìàëèìè â³äõèëåííÿìè, 
ïðè ÿêèõ ïðîô³ëü ñòðóíè º äîñòàòíüî ãëàäêèé, òîáòî êóòè  (x), óòâîðåí³ ì³æ 
íàïðÿìêîì äîòè÷íî¿ â áóäü-ÿê³é òî÷ö³ ïðîô³ëþ ñòðóíè ³ â³ññþ Ox, 
íàñò³ëüêè ìàë³, ùî ìîæíà íåõòóâàòè êâàäðàòàìè ïîõ³äíèõ â³ä y  ïîð³âíÿíî 
ç îäèíèöåþ. Òîä³ âèðàç (3.2) íàáóâàº âèãëÿäó


              

2

2
( , ) ( , ) ( , ) .

y y y y
dx R dx g x t dx F x dx t x t

t x xt
       (3.4)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëà ðîçêëàäàííÿ â ðÿä Òåéëîðà ç òî÷í³ñòþ äî âåëè-
÷èí äðóãîãî ïîðÿäêó ìàëîñò³ çà dx, çàïèñóºìî

2

2( , ) ( , ) ( , ) ...
y y y
x dx t x t x t dx

x x x
  

   
  

                (3.5)

Ç óðàõóâàííÿì (3.5) ð³âíÿííÿ (3.4) íàáóâàº âèãëÿäó

2 2

2 2 ( , ).
y y y

F R g x t
xt x

   
  

 
                         (3.6)

Öå ³ º øóêàíå ð³âíÿííÿ íåâ³äîìî¿ ôóíêö³¿ y (x, t), ùî îïèñóº ðóõ ñòðó-
íè. Íà â³äì³íó â³ä ðîçãëÿíóòèõ ðàí³øå, öå ð³âíÿííÿ º ð³âíÿííÿì ó ÷àñòèí-
íèõ ïîõ³äíèõ. Ñàìå ó öüîìó â³äîáðàçèëîñÿ òå, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ ðóõ ñèñòå-
ìè ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè.

Ðàçîì ³ç ïîïåðå÷íèì çì³ùåííÿì ÷àñòèíîê ñòðóíè â í³é ìîæëèâå ³ ïî-
çäîâæíº çì³ùåííÿ ÷àñòèíîê. Ä³éñíî, ÿê âèäíî ç ðèñ. 3.1, ïðîåêö³¿ ñèëè íà-
òÿãó â òî÷êàõ A ³ B íà â³ñü Ox (â³äïîâ³äíî 1cosF   i 2cosF  ) íå äîð³âíþþòü 
îäíà îäí³é. Öå ìàº ïðèçâåñòè äî äåôîðìàö³¿ ä³ëÿíêè AB óçäîâæ îñ³ Ox, ùî 
áóëî á ïðè÷èíîþ âèíèêíåííÿ òàê çâàíèõ ïîçäîâæí³õ õâèëü. Ïðîòå ìè 
ðîçãëÿäàºìî ìàë³ êîëèâàííÿ, äëÿ ÿêèõ õàðàêòåðíà ìàë³ñòü êóò³â 1 òà 2. 

Îñê³ëüêè           22 1 2 1 2cos [1 tg ] [1 ]y x , òî ç óðàõóâàííÿì íåð³âíîñò³ 

 2 1y x   , ìîæíà çàïèñàòè 1 2cos cos 1   . Öå äîçâîëÿº çíåõòóâàòè 

äåôîðìàö³ºþ äîâæèíè ä³ëÿíêè AB ó ïðîöåñ³ êîëèâàíü.
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Ó ðàç³ â³äñóòíîñò³ çîâí³øí³õ ñèë ³ äåìïô³ðóâàííÿ ð³âíÿííÿ ðóõó ñòðóíè 

(3.6) ìàòèìå âèãëÿä 
2 2

2 2
y yF
t x

  


 
, àáî

2 2
2

2 2 2

1 , .y y Fc
c t x 

 
 

 
                              (3.7)

ßê áà÷èìî, ð³âíÿííÿ (3.7) çá³ãàºòüñÿ ç ð³âíÿííÿì (3.1), ÿêå áóëî îòðèìàíå 
âíàñë³äîê ïåðåõîäó â³ä äèñêðåòíî¿ ñèñòåìè äî íåïåðåðâíî¿. Ð³âíÿííÿ 
(3.7) — öå îêðåìèé âèïàäîê äîáðå âèâ÷åíîãî ó ìàòåìàòè÷í³é ô³çèö³ õâèëüî-
âîãî ð³âíÿííÿ. Ð³âíÿííÿ òàêîãî âèãëÿäó òà éîãî óçàãàëüíåííÿ íà äâîâèì³ðí³ ³ 
òðèâèì³ðí³ âèïàäêè ó êíèç³ áóäóòü çóñòð³÷àòèñÿ ÷àñòî. Ð³âíÿííÿ (3.7) ìîæ-
íà ³íòåðïðåòóâàòè òàê: ïðèñêîðåííÿ ñòðóíè 2 2y t  , çóìîâëåíå íàòÿãîì ó 

êîæí³é òî÷ö³, òèì á³ëüøå, ÷èì á³ëüøà êðèâèçíà ñòðóíè 2 2y x  . Çà ïðèé-
íÿòèõ óìîâ ñòàëà âåëè÷èíà c  ó öüîìó ð³âíÿíí³ ìàº ðîçì³ðí³ñòü øâèäêîñò³, 
ñ, м с . ¯¿ çíà÷åííÿ âèçíà÷àºòüñÿ ò³ëüêè âíóòð³øí³ìè âëàñòèâîñòÿìè ñèñòå-

ìè (F ³ ), à ô³çè÷íèé çì³ñò áóäå âèçíà÷åíî íèæ÷å. 

3.3. Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ ðóõó ñòðóíè.
Ðóõ çà çàäàíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

3.3.1. Ðîçâ’ÿçîê Ä’Àëàìáåðà äëÿ íåñê³í÷åííî¿ ñòðóíè

Ð³âíÿííÿ ðóõó ñòðóíè (3.7) áóëî âïåðøå îòðèìàíî ó 1747 ð. 
Ä’Àëàìáåðîì. Â³í çíàéøîâ éîãî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê, ÿêèé ðîçêðèâàº ãî-
ëîâí³ ðèñè ïîâåä³íêè òàêî¿ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè, ÿê ñòðóíà.

Äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó (3.7) ââåäåìî íîâ³ ïðîñòîðîâî-÷àñîâ³ êîîðäèíàòè

, .x ct x ct                                     (3.8)

ßñíî, ùî òàê³ ñï³ââ³äíîøåííÿ âñòàíîâëþþòü âçàºìíî îäíîçíà÷íó â³äïî-
â³äí³ñòü ì³æ ïàðàìè ÷èñåë (x,t) ³ ( , )  . Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëà îá÷èñëåí-

íÿ ïîõ³äíèõ ó íîâèõ êîîðäèíàòàõ, ä³ñòàºìî ,y y y
x x x

 
 

    
 

    
y
t





y y
t t
 

 
   

 
   

. Òîä³ âèõ³äíå õâèëüîâå ð³âíÿííÿ (3.7) íàáóâàº îñîáëèâî 

ïðîñòîãî âèãëÿäó: 
2

0.y
 



 

                                         (3.9)

Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (3.9), î÷åâèäíî, ìàòèìå âèãëÿä

( , ) ( ) ( ),y                                       (3.10)

                                        
 Ä’Àëàìáåð (D’Alembert) Æàí Ëåðîí (1717—1783) — ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê ³ ô³ëîñîô.
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äå  ³  — äîâ³ëüí³, íåïåðåðâí³, äâîðàçîâî äèôåðåíö³éîâàí³ ôóíêö³¿ ñâî¿õ 
àðãóìåíò³â. Ç öüîãî ìàòåìàòè÷íîãî ôàêòó ìîæåìî çðîáèòè âàæëèâèé ô³çè÷-
íèé âèñíîâîê. ßêùî ñòðóíà âèâåäåíà ç ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè, à ïîò³ì çà-
ëèøåíà ó â³ëüíîìó ðóñ³, òî â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó ïîëîæåííÿ ¿¿ òî÷îê 
âèçíà÷àòèìóòüñÿ ñóìîþ äâîõ ôóíêö³é ç³ ñïåö³àëüíèìè àðãóìåíòàìè:

( , ) ( ) ( ).y x t x ct x ct                              (3.11)

Ôîðìóëó (3.11) íàçèâàþòü ðîçâ’ÿçîê Ä’Àëàìáåðà. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, 
ùî âèðàç

   ( , ) ( ) ( ) ,y x t a x ct a x ct                          (3.12)

äå a— ñòàëà, òàêîæ º ðîçâ’ÿçêîì (3.7).
Ç’ÿñóºìî ô³çè÷íèé çì³ñò ôóíêö³é â (3.11). Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, ôóíê-

ö³þ ( )x ct   â äåÿê³é ô³êñîâàí³é òî÷ö³ x = x1 ó ìîìåíò ÷àñó t = t (ðèñ. 3.2). 

Ïîò³ì â ìîìåíò ÷àñó t2 = t1 + t ïðîâîäèòèìåìî ñïîñòåðåæåííÿ ó òî÷ö³ x2 = x1 + 
+ x. Î÷åâèäíî, ùî âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü x – ct1 = x2 –ct2, ÿêùî 2 1t t x c   . 
Öå îçíà÷àº, ùî çáóðåíèé ñòàí ó ñòðóí³, ÿêèé ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ó òî÷ö³ x1 ó 
ìîìåíò t1, çàëèøàòèìåòüñÿ òàêèì ñàìèì ó òî÷ö³ x2 = x1 + x  ç ÷àñîì t = 
= x/c (ðèñ. 3.2). 

Îòæå, ôóíêö³ÿ ( )x ct   îïèñóº ïîøèðåííÿ çáóðåíîãî ñòàíó ïî ñòðóí³ ó 

íàïðÿìêó çá³ëüøåííÿ x ç³ øâèäê³ñòþ c. Àíàëîã³÷íî, ôóíêö³ÿ ( )x ct   îïè-
ñóº ïåðåíåñåííÿ ñòàíó â íàïðÿìêó çìåíøåííÿ x ç òàêîþ ñàìîþ øâèäê³ñòþ 
c. Ô³çè÷íå ÿâèùå, ùî îïèñóºòüñÿ òàêîþ ìàòåìàòè÷íîþ çàëåæí³ñòþ, íàçè-
âàºòüñÿ á³æó÷îþ õâèëåþ. Ùå ðàç ï³äêðåñëèìî, ùî ôóíêö³¿  i   º äîâ³ëüí³, 
òîáòî âçäîâæ ñòðóíè ïîøèðþºòüñÿ çáóðåííÿ áóäü-ÿêîãî ïðîô³ëþ, çáåð³ãàþ-
÷è öåé ïðîô³ëü ïðîòÿãîì âñüîãî ÷àñó ïîøèðåííÿ. Àðãóìåíòè ôóíêö³é  i 
( )x ct  ³ ( )x ct , ùî îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü â³äõèëåííÿ òî÷îê ñòðóíè â³ä 
ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè, íàçèâàþòü ôàçîþ õâèë³. Îñê³ëüêè ïðîô³ëü õâèë³ íà 
ñòðóí³ íå çì³íþºòüñÿ ó ïðîöåñ³ ðóõó õâèë³, òî áóäü-ÿêà òî÷êà ïðîô³ëþ õâèë³ 
îäíîçíà÷íî âèçíà÷àºòüñÿ çíà÷åííÿì ôàçè, ÿêà ïîâèííà çàëèøèòèñÿ íå-

çì³ííîþ ( , ) constx t x ct    , àáî 0d dx c
dt dt

   . Çâ³äñè øâèäê³ñòü áóäü-ÿêî¿ 

òî÷êè ïðîô³ëþ õâèë³ íà ñòðóí³, òîáòî øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ ôàçè çáóðåííÿ, 
à îòæå, ³ ñàìî¿ õâèë³, äîð³âíþº ñòàë³é c :

ф .dx c
dt

                     (3.13)

Øâèäê³ñòü ф  íàçèâàþòü ôàçîâîþ øâèä-

ê³ñòþ õâèë³ íà ñòðóí³. Òàêèì ÷èíîì, ñï³â-
â³äíîøåííÿ (3.11) ïîêàçóº, ùî â ïåâíèé ìî-
ìåíò ÷àñó çáóðåííÿ â ñòðóí³, ùî â³ëüíî ðó-

Ðèñ. 3.2. Ãðàô³êè ïåðåì³ùåííÿ çáóðåííÿ âçäîâæ 
ñòðóíè
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õàºòüñÿ, º ñóìà (ô³çèêè êàæóòü ñóïåðïîçèö³ÿ, ³íòåðôåðåíö³ÿ) äâîõ á³æó÷èõ 
õâèëü.

ßê óæå ãîâîðèëîñÿ, ñòàëà ñ çàëåæèòü ëèøå â³ä âíóòð³øí³õ ïàðàìåòð³â ñèñ-
òåìè F  òà . Êð³ì øâèäêîñò³ ïîøèðåííÿ çáóðåíü, âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòè-
êîþ ïðîöåñó º øâèäê³ñòü ÷àñòèíîê ñòðóíè. ßñíî, ùî øâèäê³ñòü ÷àñòèíîê ó 
êîæíèé ìîìåíò ÷àñó â äàí³é òî÷ö³ âèçíà÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì

( , )( , ) .y x tx t
t







                                  (3.14)

Øâèäê³ñòü ðóõó ÷àñòèíîê ñòðóíè íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ð³â-
íîâàæíîãî ïîëîæåííÿ. Õâèëüîâå çáóðåííÿ ïîøèðþºòüñÿ âçäîâæ ñòðóíè. 
Òàêå ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ íàïðÿìêîì ïîøèðåííÿ çáóðåíü ³ øâèäê³ñòþ (íà-
ïðÿìêîì) ðóõó ÷àñòèíîê ó ñòðóí³ îáóìîâëþº òå, ùî õâèë³, ÿê³ ïîøèðþþòü-
ñÿ â í³é, íàçèâàþòüñÿ ïîïåðå÷íèìè.

Ïðèðîäíî ïîäàëüøîþ º çàäà÷à âèçíà÷åííÿ âèãëÿäó ôóíêö³é  òà  ó 
(3.11) çà çàäàíèì ïî÷àòêîâèì ñòàíîì ñòðóíè. Öåé ñòàí âèçíà÷àºòüñÿ çíà-
÷åííÿì ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t = 0 ïî÷àòêîâîãî â³äõèëåííÿ ³ ïî÷àòêî-
âèõ øâèäêîñòåé òî÷îê ñòðóíè:

1

2

( ,0) ( ),
( ,0) ( ).

y x Q x
y x Q x
t







                                (3.15)

Ï³äñòàâëÿþ÷è ðîçâ’ÿçîê (3.11) ó âèðàçè (3.15), îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ

1( ) ( ) ( ),x x Q x  

2( ) ( ) ( ).x c x c Q x                                 (3.16)

Ó äðóãîìó ð³âíÿíí³ (3.16) âèêîðèñòàíà ôîðìóëà äèôåðåíö³þâàííÿ ñêëàäíî¿ 
ôóíêö³¿:

( ) ( )( ) ( )( ),x ct x ctx ct x ct c
t t


 

        
 

             (3.17)

äå ( ) ( ) ( )x ct x ct x ct        . ²íòåãðóþ÷è äðóãå ð³âíÿííÿ (3.16), îòðè-
ìóºìî

0

2
1 const( ) ( ) ( ) ,
x

x

x x Q d
c c

                            (3.18)

äå 0x  ³ const — ñòàë³. Äîäàìî (3.18) ³ ïåðøå ð³âíÿííÿ (3.16):

 
0

1 2
1 1 const( ) ( ) ,
2 2 2

x

x

x Q x Q d
c c

                      (3.19)

³ â³äïîâ³äíî â³äí³ìåìî:

0

0

1 1
2 2

( ) ( )1 co n s t 1 const( ) ( ) ( ) .
2 2 2 2 2 2

xx

x x

Q x Q xx Q d Q d
c c c c

               (3.20)
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Ðèñ. 3.3. Ïî÷àòêîâà ôîðìà â³äõèëåííÿ íà 
ñòðóí³

Ðèñ. 3.4. Ãðàô³êè ïåðåì³ùåííÿ çáóðåííÿ íà 
ñòðóí³ ó ð³çí³ ìîìåíòè ÷àñó:
à — t = 1, á —t = 2

Ï³äñòàâëÿþ÷è (3.19) ³ (3.20) ó ðîçâ’ÿçîê (3.11), îòðèìóºìî ôîðìóëó Ä’Àëàìáåðà:

1 1
2

( ) ( ) 1( , ) ( ) ,
2 2

x ct

x ct

Q x ct Q x ct
y x t Q d

c
 





  
                  (3.21)

ÿêà âèçíà÷àº ðóõ ñòðóíè çà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (3.15). ßê âèäíî ç (3.19) ³ 
(3.20), õâèë³ ( )x ct   ³ ( )x ct   íåîäíîçíà÷íî âèçíà÷åí³ ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ 
(3.15), ç òî÷í³ñòþ äî ñòàëèõ, à ðîçâ’ÿçîê (3.21) îäíîçíà÷íî.

Îòæå, ç îäåðæàííÿì ñï³ââ³äíîøåíü (3.21) ïîâí³ñòþ ðîçâ’ÿçàíà çàäà÷à 
âèçíà÷åííÿ ñòàíó íåñê³í÷åííî¿ ñòðóíè, åíåðã³ÿ äî ÿêî¿ áóëà ï³äâåäåíà äåÿ-
êîþ ñèñòåìîþ ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Ôîðìà õâèëü, ùî âèíèêàþòü ó ñòðóí³, äî-
ñèòü ïðîñòî çîáðàæàºòüñÿ çà çàäàíèìè ïðîñòîðîâèìè õàðàêòåðèñòèêàìè 
ïî÷àòêîâîãî çáóðåííÿ.

Äëÿ íàäàííÿ á³ëüøî¿ íàî÷íîñò³ ôîðìóë³ (3.21) ðîçãëÿíåìî êîíêðåòí³ 
ïðèêëàäè, ùî â³äïîâ³äàþòü äâîì õàðàêòåðíèì âèïàäêàì çáóðåííÿ. Íåõàé 
çàäàíå ïî÷àòêîâå â³äõèëåííÿ Q1(x) íà ñòðóí³, ÿê íà ðèñ. 3.3, ³ ïî÷àòêîâà 
øâèäê³ñòü Q2(x) = 0. Ó âèïàäêó ôóíêö³¿ Q1(x), à òàêîæ ó ïîäàëüøèõ ïðèêëà-
äàõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ íà ñòðóí³, ïîêëàäåìî, ùî ãðàô³ê íà ðèñ. 3.3 ó êóòîâèõ 
òî÷êàõ òðîõè îêðóãëåíèé, ùî ñâ³ä÷èòü ïðî íàëåæí³ñòü ôóíêö³¿ Q1(x) äî êëà-
ñó äâîðàçîâî äèôåðåíö³éîâàíèõ ôóíêö³é.

ßêùî íàêðåñëèòè ôîðìó ñòðóíè ïðè t > 0, òî çã³äíî ç ôîðìóëîþ Ä’Àëàì-

áåðà (3.21) ìàºìî 1 1
1 1( , ) ( ) ( )
2 2

y x t Q x xt Q x ct    . Îòæå, îäèí ï³ê ïî÷àòêîâîãî 

çáóðåííÿ (ðèñ. 3.3) ðîçïàâñÿ íà äâà ï³êè çàââèøêè ó äâà ðàçè ìåíø³ â³ä ïî-
÷àòêîâîãî, ÿê³ ïåðåì³ùóþòüñÿ ïðàâîðó÷ ³ ë³âîðó÷ ç³ øâèäê³ñòþ ñ (ðèñ. 3.4, 
òóò c = 1). Ñïðîáóéòå íàêðåñëèòè ôîðìó ñòðóíè ïðè 1 4, 1 2, 3t t t   .

Äàë³ ðîçãëÿíåìî, ÿê ðîçâèâàºòüñÿ õâèëüîâèé ðóõ ó ñòðóí³, ùî ñïðè÷è-
íåíèé óäàðîì àáî, ïðàâèëüí³øå, ð³âíîì³ðíèì ðîçïîä³ëîì øâèäêîñò³ íà 
äåÿê³é ñê³í÷åíí³é ä³ëÿíö³ ñòðóíè (ðèñ. 3.5); ïðè öüîìó ïî÷àòêîâå â³ä-
õèëåííÿ 1( )Q x  äîð³âíþâàòèìå íóëþ. Â³äïîâ³äíî äî ôîðìóëè Ä’Àëàìáåðà

(3.21) ìàºìî ðîçâ’ÿçîê 2

1
( , ) ( ) Ô( ) Ô( )

2

x ct

x ct

y x t Q d x ct x ct
c

 




     , äå
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   2
0

1
Ô( ) ( )

2

x

x Q d
c

. Çã³äíî ç ðèñ. 3.5 ãðàô³÷íå çîáðàæåííÿ ôóíêö³¿ Ô(x) 

íàâåäåíî íà ðèñ. 3.6.
Íàêðåñëèìî ôîðìó ñòðóíè ïðè t > 0, íåõàé c = 1. Îòðèìàíèé ðîçâ’ÿçîê 

îçíà÷àº, ùî ãðàô³ê ôóíêö³¿ Ô(x) ñë³ä çì³ñòèòè ïðàâîðó÷ ³ ë³âîðó÷, à ðåçóëü-
òàòè â³äíÿòè (ðèñ. 3.7). Äàë³ öÿ òðàïåö³ÿ áóäå ïåðåì³ùóâàòèñÿ ïðàâîðó÷ ³ 
ë³âîðó÷ ç³ øâèäê³ñòþ c = 1. Íàêðåñë³òü ôîðìó ñòðóíè ïðè t = 1/4, t = 1/2, t = 3.

Ñë³ä çàçíà÷èòè ñóòòºâó ð³çíèöþ ïîøèðåííÿ çáóðåííÿ âçäîâæ ñòðóíè ó 
âèïàäêó, êîëè çàäàíå ïî÷àòêîâå â³äõèëåííÿ (ðèñ. 3.4) ³, â³äïîâ³äíî, ïî÷àò-
êîâà øâèäê³ñòü (ðèñ. 3.7). Íåõàé ìàºìî äåÿêó òî÷êó ñïîñòåðåæåííÿ x* íà 
ñòðóí³, ÿêà çíàõîäèòüñÿ ïîçà çîíè ïî÷àòêîâîãî çáóðåííÿ (ðèñ. 3.3 ³ 3.5), 
ñêàæ³ìî, â îáëàñò³ x > 0. Çã³äíî ç ðèñ. 3.4 òî÷êà x* áóäå íåðóõîìîþ ïîêè äî 
íå¿ íå ä³éäå ïåðåäí³é ôðîíò çáóðåííÿ, ùî ïåðåì³ùóºòüñÿ ó äîäàòíîìó íà-
ïðÿìêó îñ³ Ox ç³ øâèäê³ñòþ c. Ïåðåäí³é ôðîíò õâèë³ íà ñòðóí³ â çàäàíèé 
ìîìåíò ÷àñó t º òî÷êà, ùî â³ää³ëÿº òî÷êè, ÿê³ ùå íå ïî÷àëè êîëèâàòèñÿ, â³ä 
òî÷îê, ÿê³ âæå êîëèâàþòüñÿ. Îòæå, çàäí³é ôðîíò õâèë³ â çàäàíèé ìîìåíò t º 
òî÷êà, ùî â³ää³ëÿº òî÷êè, ÿê³ ùå êîëèâàþòüñÿ, â³ä òî÷îê, â ÿêèõ êîëèâàííÿ 
ïðèïèíèëèñü. Êîëè ÷åðåç òî÷êó x* íà ðèñ. 3.4 ïðîéäå çàäí³é ôðîíò çáóðåí-
íÿ, òî âîíà ñòàíå íåðóõîìîþ. Òàêèì ÷èíîì, ïî÷àòêîâå çáóðåííÿ (ðèñ. 3.3), 
ùî ëîêàë³çîâàíå ó ïðîñòîð³ (íà ñòðóí³), îáóìîâèòü â êîæí³é òî÷ö³ *x  ñòðó-
íè ïðîñòîðîâó ä³þ, ùî ëîêàë³çîâàíà ó ÷àñ³. Ïðè öüîìó â³äáóâàºòüñÿ ïîøè-
ðåííÿ õâèë³ ç ÷³òêî âèçíà÷åíèìè ïåðåäí³ì ³ çàäí³ì ôðîíòàìè.

²íøà ñèòóàö³ÿ ñïîñòåð³ãàòèìåòüñÿ, êîëè çàäàíà ïî÷àòêîâà øâèäê³ñòü 
(ðèñ. 3.7). Ó öüîìó âèïàäêó ìàºìî äâà ïåðåäí³õ ôðîíòà çáóðåííÿ, ùî ïåðå-
ì³ùóþòüñÿ âçäîâæ ñòðóíè ç³ øâèäê³ñòþ ñ ïðàâîðó÷ ³ ë³âîðó÷ â³äïîâ³äíî. Çà 
ïåðåäí³ì ôðîíòîì ñïîñòåð³ãàºòüñÿ çáóðåííÿ ó âñ³ íàñòóïí³ ìîìåíòè ÷àñó (ó 
äàíîìó âèïàäêó âîíî ñòàëå, ðèñ. 3.7), à çàäí³é ôðîíò â³äñóòí³é. Îòæå, ïî-
÷àòêîâå çáóðåííÿ, ùî ëîêàë³çîâàíå ó ïðîñòîð³ (ðèñ. 3.5), íå ëîêàë³çîâàíå ó 
÷àñ³ äëÿ áóäü-ÿêî¿ òî÷êè *x  ñòðóíè.

Çà ÿê³ñíîãî àíàë³çó ê³íåìàòè÷íî¿ êàðòèíè ïîâåä³íêè ñòðóíè íà ðèñ. 
3.2—3.7 ñë³ä çâåðíóòè óâàãó ùå íà òàêó îáñòàâèíó. Â îáîõ âèïàäêàõ çáóðåí-
íÿ õâèëü â³äñóòí³é ïåðåõ³ä òî÷îê ñòðóíè ÷åðåç ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè. Ó ðàç³ 
ñòàòè÷íîãî ïî÷àòêîâîãî â³äõèëåííÿ ï³ä ÷àñ ðóõó òî÷êè ñòðóíè äîõîäÿòü äî 
ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ³ íàäàë³ çàëèøàþòüñÿ ó ñòàí³ ñïîêîþ. Ïðè çàâäàíí³ 
ïî÷àòêîâî¿ øâèäêîñò³ ï³ä ÷àñ ðóõó òî÷êè ñòðóíè ñÿãàþòü ïåâíîãî ìàê-
ñèìàëüíîãî â³äõèëåííÿ â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ³ äàë³ çàëèøàþòüñÿ ó ñòàí³

Ðèñ. 3.5. Ïî÷àòêîâà 
ôîðìà ðîçïîä³ëó øâèä-
êîñò³ íà ñòðóí³

Ðèñ. 3.6. Ãðàô³ê ôóíê-
ö³¿ Ô( )x
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Ðèñ. 3.7. Ãðàô³êè ïåðåì³ùåííÿ çáóðåííÿ íà ñòðóí³ 
ó ð³çí³ ìîìåíòè ÷àñó:
à — t = 1, á — t = 2

ñïîêîþ. Òàêà ïîâåä³íêà òî÷îê ñòðóíè 
ïåðåáóâàº ó ïðîòèð³÷÷³ ç ïîâñÿêäåííèì 
äîñâ³äîì ³ æèòòºâèì ñïîñòåðåæåííÿì. Öå 
ïðîòèð³÷÷ÿ ëåãêî óñóíóòè, âðàõîâóþ÷è, ùî 
íà ïðàêòèö³ ìè ìàºìî ñïðàâó çàâæäè ç³ 
ñê³í÷åííîþ ñòðóíîþ, çàêð³ïëåíîþ íà ê³í-
öÿõ. Ïîâåä³íêó õâèë³ ó ñòðóí³ ïðè â³äáèòò³ 
â³ä çàêð³ïëåíîãî ïåðåð³çó, òîáòî ïåðåð³çó, â 
ÿêîìó çàâæäè ( , ) 0y x t  , ðîçãëÿíåìî íà ïðè-
êëàä³ íàï³âíåñê³í÷åííî¿ ñòðóíè.

3.3.2. Õâèëüîâèé ðóõ ó íàï³âíåñê³í÷åíí³é ñòðóí³

Îòæå, ïîñòàíîâêà çàäà÷³ òàêà: ïîáóäóâàòè ðîçâ’ÿçîê õâèëüîâîãî 
ð³âíÿííÿ (3.7) çà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (3.15), çàäàíèìè íà ïðîñòîðîâîìó 
³íòåðâàë³ (0,) ³ ç óðàõóâàííÿì óìîâè â òî÷ö³ çàêð³ïëåííÿ ñòðóíè x = 0. 
Óìîâó â òî÷ö³ x = 0 íàçèâàþòü ãðàíè÷íîþ ³ âîíà ïîëÿãàº â ð³âíîñò³ íóëþ 
çì³ùåííÿ ÷àñòèíîê ñòðóíè ïðè x = 0 ó áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó, òîáòî

(0, ) 0.y t                                      (3.22)

ßê çàñòîñóâàòè ðîçâ’ÿçîê Ä’Àëàìáåðà (3.11) äëÿ íåñê³í÷åííî¿ ñòðóíè ó 
âèïàäêó íàï³âíåñê³í÷åííî¿ ñòðóíè ç ãðàíè÷íîþ óìîâîþ (3.22)? Íà äîïîìî-
ãó ïðèõîäÿòü òàê³ ì³ðêóâàííÿ: íåõàé ñòðóíà áóäå íåñê³í÷åííîþ, à òî÷êà x = 
= 0 ñòàº çâè÷àéíîþ òî÷êîþ íà ñòðóí³. Ïîçíà÷èìî ( , )y x t — ðîçâ’ÿçîê äëÿ 
íåñê³í÷åííî¿ ñòðóíè. Òîä³, ùîá õâèëüîâ³ ïðîöåñè â íåñê³í÷åíí³é ñòðóí³ â 
³íòåðâàë³ (0,) â³äïîâ³äàëè õâèëüîâèì ïðîöåñàì â ðåàëüí³é íàï³âíåñê³í÷åí-
í³é ñòðóí³ ç ãðàíè÷íîþ óìîâîþ (3.22), ñë³ä âèçíà÷èòè ïî÷àòêîâ³ óìîâè íà 
íåñê³í÷åíí³é ñòðóí³ òàêèì ÷èíîì, ùîá ð³âí³ñòü (0, ) 0y t   âèêîíóâàëàñÿ äëÿ 
áóäü-ÿêîãî ìîìåíòó ÷àñó. Âèêîíàííÿ ö³º¿ ð³âíîñò³ äëÿ íåñê³í÷åííî¿ ñòðóíè 
â³äïîâ³äàº óìîâ³ (3.22) äëÿ íàï³âíåñê³í÷åííî¿ ñòðóíè. Çà òàêèõ óìîâ øóêà-
íèé ðîçâ’ÿçîê ( , )y x t  äëÿ íàï³âíåñê³í÷åííî¿ ñòðóíè âèçíà÷àºòüñÿ òàê: 

 ( , ) 0,y x t y x t  .

Îòæå, âèçíà÷åííÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ íåñê³í÷åííî¿ ñòðóíè ïîâ’ÿçàíå ç 
ïðîäîâæåííÿì ôóíêö³é Q1(x) ³ Q2(x) íà ³íòåðâàë³ (–,0). Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó, 
êîëè çàäàíå ïî÷àòêîâå â³äõèëåííÿ Q1(x) (ðèñ.3.8), à ïî÷àòêîâà øâèäê³ñòü 
Q2 (x) = 0. Â³äïîâ³äíèé ðîçâ’ÿçîê ( , )y x t  äëÿ íåñê³í÷åííî¿ ñòðóíè âèçíà÷è-
ìî çà íåïàðíîãî ïðîäîâæåííÿ ôóíêö³¿ Q1(x) (ðèñ. 3.9):

1
1

1

( ), 0,
( ,0) ( )

( ), 0,

Q x x
y x Q x

Q x x

   
  

     2
( ,0) ( ) 0.y x Q x
t
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Ðèñ. 3.8. Ïî÷àòêîâà ôîðìà â³äõèëåííÿ íà 
íàï³âíåñê³í÷åíí³é ñòðóí³

Òî÷êà 0x   íà íåñê³í÷åíí³é ñòðóí³ 
º çâè÷àéíà òî÷êà ñòðóíè, àëå äëÿ ÿêî¿, 
çã³äíî ç (3.22), âèêîíóºòüñÿ óìîâà 
(0, ) (0, ) 0y t y t   äëÿ 0t  . Ðîçâ’ÿçîê Ä’Àëàìáåðà (3.21) îïèñóº ðóõ ó 

íåñê³í÷åíí³é ñòðóí³ 1( )( , )
2

Q x cty x t 
 


 1( )
2
Q x ct

.

Íà ðèñ. 3.10 ïðè øâèäêîñò³ c = 1 íàâåäåíà ôîðìà ñòðóíè ó ð³çí³ ìîìåí-
òè ÷àñó t > 0; ñòð³ëêè âêàçóþòü íàïðÿìîê ðóõó çáóðåíü. Ïî÷àòîê ïðîöåñó 
ïîâí³ñòþ â³äïîâ³äàº âèïàäêó íåñê³í÷åííî¿ ñòðóíè: ïî÷àòêîâå â³äõèëåííÿ 
ðîçïîä³ëÿºòüñÿ íà äâ³ á³æó÷³ õâèë³, ùî ïðÿìóþòü ó ð³çí³ ñòîðîíè. Îòæå, 
óòâîðþºòüñÿ ÷îòèðè õâèë³, äâ³ ç ÿêèõ ðóõàþòüñÿ äî òî÷êè x = 0. Ïðè ïàä³íí³ 
íà òî÷êó x = 0 ïî÷èíàºòüñÿ ïðîöåñ íàêëàäàííÿ õâèëü. Íà ðèñ.3.10, â (t = 3) 
çáóðåííÿ íà ô³çè÷í³é (x  0) ³ íåô³çè÷í³é (x < 0) ÷àñòèíàõ ñòðóíè ï³ä³éøëè 
äî òî÷êè x = 0. ßê áà÷èìî, ³ äàë³ òî÷êà x = 0 çàëèøàºòüñÿ íåðóõîìîþ. Òàê, 
íà ðèñ. 3.10, ä â³äõèëåííÿ íà â³äð³çêó õ = [–1,1] äîð³âíþº íóëþ, ñòð³ëêàìè 
ïîêàçàí³ øâèäêîñò³ òî÷îê ñòðóíè. Îòæå, çì³ùåííÿ òî÷êè x = 0 çàâæäè äî-
ð³âíþº íóëþ, îñê³ëüêè äâ³ õâèë³ ïîâí³ñòþ ãàñÿòü îäíà îäíó. Ïîò³ì, ï³ñëÿ 
òîãî, ÿê õâèë³ ïðîéäóòü îäíà êð³çü îäíó, õâèëÿ, ùî ðàí³øå áóëà íà íåô³-
çè÷í³é ÷àñòèí³ ñòðóíè, ïåðåéäå íà ô³çè÷íó ÷àñòèíó ñòðóíè, ³ íàâïàêè (ðèñ. 
3.10, å). Íàêðåñë³òü ôîðìó ñòðóíè ïðè t = 3,25.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî íàï³âíåñê³í÷åííîñò³ ñòðóíè, ìîæíà çàçíà÷èòè, ùî õâè-
ëÿ, ÿêà ïàäàº íà îïîðó ïðàâîðó÷, â³äáèâàºòüñÿ â³ä îïîðè â òî÷ö³ x = 0 ³ ïå-
ðåì³ùóºòüñÿ ó ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó, çáåð³ãàþ÷è ïðè öüîìó ñâîþ 
ïåðâ³ñíó ôîðìó, àëå çì³íþþ÷è çíàê. ²íøèìè ñëîâàìè, ôàçà õâèë³ çì³íèëà 
ñâ³é çíàê. Òàêèì ÷èíîì, ïðèéíÿòòÿ ãðàíè÷íî¿ óìîâè ïðè x = 0 ïðèçâîäèòü 
äî âèíèêíåííÿ â³äáèòî¿ õâèë³. Çðîçóì³ëî, ùî âèãëÿä â³äáèòî¿ õâèë³ âèçíà÷à-
òèìåòüñÿ óìîâàìè, çàäàíèìè ó ãðàíè÷í³é òî÷ö³.

Àíàëîã³÷íî ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ïî÷àòêîâå â³äõèëåííÿ Q1( x) = 0, à 
çàäàíîþ º ïî÷àòêîâà øâèäê³ñòü Q2( x) (ðèñ. 3.11). Çíîâó âèçíà÷èìî ïî÷àò-
êîâ³ óìîâè äëÿ íåñê³í÷åííî¿ ñòðóíè, âèêîðèñòîâóþ÷è íåïàðíå ïðîäîâæåí-
íÿ ôóíêö³¿ Q2( x) íà íåô³çè÷íó ÷àñòèíó ñòðóíè (x < 0) (ðèñ. 3.12):

1( , ) ( ) 0,y x t Q x      2
2

2

( ), 0,
( ,0) ( )

( ), 0.

Q x x
y x Q x

Q x x

   
  



    Ðèñ. 3.9. Ïî÷àòêîâà ôîðìà â³äõèëåííÿ íà íåñê³í÷åíí³é ñòðóí³
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Ðèñ. 3.10. Ãðàô³êè ïåðåì³ùåííÿ çáóðåííÿ íà ñòðóí³ ó ð³çí³ ìîìåíòè ÷àñó:
à — t = 1, á — t = 2, â — t = 3, ã — t = 3,5, ä — t = 4, å — t = 5
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Ðèñ. 3.11. Ïî÷àòêîâà ôîðìà ðîçïîä³ëó
øâèäêîñò³ óçäîâæ íàï³âíåñê³í÷åííî¿
ñòðóíè

Ðîçâ’ÿçîê äëÿ íåñê³í÷åííî¿ ñòðóíè çã³äíî ç ôîðìóëîþ (3.21) ìàòèìå âè-

ãëÿä ( , ) ( ) ( )y x t Ô x ct Ô x ct     , äå  2
1( ) ,
2

 


 
x

Ф x Q d , ãðàô³ê ôóíêö³¿ 

( )Ô x  çîáðàæåíî íà ðèñ. 3.13. Íà ðèñ. 3.14 íàêðåñëåíà ôîðìà ñòðóíè ïðè 
t > 0 ³ c = 1. ßêùî óâàæíî ðîçãëÿíóòè ãðàô³ê ðèñ. 3.14, òî ìîæíà ïîáà÷èòè 
ñòðóíó, ôîðìà ÿêî¿ â äàíèé ìîìåíò ÷àñó º íàñë³äêîì ñóïåðïîçèö³¿ äâîõ 
õâèëü ( )Ô x t  ³ ( )Ô x t  . Î÷åâèäíî, ïðè t > 6 ó ô³çè÷í³é îáëàñò³ x  0 
òðàïåö³ÿ á³æèòü ïðàâîðó÷, à â íåô³çè÷í³é x < 0 — ë³âîðó÷. Ãðàíè÷íà óìîâà 
(3.22) âèêîíóºòüñÿ ó áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó t  0. Íàêðåñë³òü ôîðìó ñòðóíè 
ïðè t = 3,5; t = 4,5.

3.3.3. Õâèëüîâèé îï³ð ñòðóíè

Íàâåäåíèé àíàë³ç ïîêàçóº, ùî ìàë³ çáóðåííÿ ó ñòðóí³ ìîæóòü 
ïîøèðþâàòèñü ó âèãëÿä³ õâèëü, ôàçîâà øâèäê³ñòü ÿêèõ íå çàëåæèòü â³ä ïî-
÷àòêîâèõ óìîâ. Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåì, â ÿêèõ ìîæóòü ïîøèðþâàòèñÿ 
õâèë³, ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü âåëè÷èíó, ó ïåâíîìó ðîçóì³íí³ àíàëîã³÷íó 
ââåäåíîìó ðàí³øå ³ìïåäàíñó êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè. Ó êîæíîìó ïåðåð³ç³ ñèñ-
òåìà ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè âèçíà÷àºòüñÿ â³äíîøåííÿì âíóòð³øíüî¿ 
ñèëè äî øâèäêîñò³ ðóõó òî÷êè ïðèêëàäàííÿ ñèëè. Íà â³äì³íó â³ä ðîçãëÿíóòî-
ãî ðàí³øå ³ìïåäàíñó, ùî õàðàêòåðèçóº ðåàêö³þ ñèñòåìè íà çîâí³øíþ âèìó-

Ðèñ. 3.12. Ïî÷àòêîâà ôîðìà ðîçïîä³ëó øâèäêîñò³ óçäîâæ íåñê³í÷åííî¿ ñòðóíè

Ðèñ. 3.13. Ãðàô³ê ôóíêö³¿ ( )Ô x
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Ðèñ. 3.14. Ãðàô³êè ïåðåì³ùåííÿ çáóðåííÿ íà ñòðóí³ ó ð³çí³ ìîìåíòè ÷àñó:
à — t = 1, á — t = 2, â — t = 3, ã — t = 4, ä — t = 5, å — t = 6
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øåíó ñèëó, òóò éäåòüñÿ ïðî â³ëüí³ õâèëüîâ³ ðóõè. Òàêà õàðàêòåðèñòèêà ñóö³ëü-
íîãî ñåðåäîâèùà íàçèâàºòüñÿ ¿¿ õâèëüîâèì îïîðîì. Âèçíà÷èìî éîãî äëÿ ñòðóíè.

Ðîçãëÿäàþ÷è ðóõ ñòðóíè ïðè ïîøèðåíí³ óçäîâæ íå¿ õâèë³, ââàæàºìî ó 
ïåðøîìó íàáëèæåíí³, ùî òî÷êè ñòðóíè ðóõàþòüñÿ ëèøå ïåðïåíäèêóëÿðíî 
äî ð³âíîâàæíîãî ïîëîæåííÿ ñòðóíè. Îòæå, øâèäê³ñòü òî÷îê ñòðóíè ó öüîìó 
íàïðÿìêó    /y t . Ùîäî ñèë âçàºìîä³¿ ì³æ åëåìåíòàìè ñòðóíè, òî âîíè 
çàâæäè íàïðÿìëåí³ ïî äîòè÷í³é äî ç³ãíóòî¿ ñòðóíè. Ó êîæíîìó ïåðåð³ç³ 
ñòðóíè ñêëàäîâà ñèëè çà íàïðÿìêîì øâèäêîñò³ äîð³âíþº    /yF F y x . 

Âíàñë³äîê öüîãî õâèëüîâèé îï³ð ñòðóíè ìàº âèãëÿä

  


 
/

.
/

F y x
Z

y t
                                    (3.23)

Äëÿ êîæíîãî ç äâîõ ìîæëèâèõ òèï³â õâèëü ó ñòðóí³  1 ( ),y x ct 2y

 ( )x ct  ìàºìî çíà÷åííÿ  1 /Z F c , 2 /Z F c . Ç óðàõóâàííÿì çíà÷åííÿ 

äëÿ ôàçîâî¿ øâèäêîñò³ õâèëü ó ñòðóí³ 2c F  çàïèñóºìî

 1,2 .Z c                                       (3.24)

ßê áà÷èìî, ó çàãàëüíîìó âèïàäêó çíà÷åííÿ õâèëüîâîãî îïîðó õàðàêòå-
ðèçóº ³ íàïðÿìîê ïîøèðåííÿ õâèë³. Îñê³ëüêè âèá³ð íàïðÿìêó îñåé ïðèïóñ-
êàº äåÿêó äîâ³ëüí³ñòü, òî, ãîâîðÿ÷è ïðî õâèëüîâèé îï³ð ñåðåäîâèùà, ìàþòü 
íà óâàç³ àáñîëþòíå çíà÷åííÿ Z, òîáòî ó äàíîìó âèïàäêó c. ßê áóäå âèäíî ç 
ïîäàëüøîãî âèêëàäàííÿ, äîáóòîê ãóñòèíè ñåðåäîâèùà íà øâèäê³ñòü õâèë³ 
õàðàêòåðèçóº õâèëüîâèé îï³ð íàéð³çíîìàí³òí³øèõ ñåðåäîâèù.

3.4. Åíåðãåòè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè
õâèëüîâîãî ðóõó ñòðóíè

Ïðèéíÿòà ìîäåëü ñòðóíè îçíà÷àº, ùî ï³äâåäåíà äî íå¿ ççîâí³ 
åíåðã³ÿ íàêîïè÷óºòüñÿ é ³ñíóº ëèøå ÿê ê³íåòè÷íà òà ïîòåíö³àëüíà åíåðã³¿. 
Ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ åëåìåíòàðíî¿ ä³ëÿíêè ñòðóíè dx ìàº âèãëÿä


    

2

Ê

1
.

2
y

E dx
t

                                 (3.25)

Öÿ âåëè÷èíà º êâàäðàòè÷íîþ â³äíîñíî øâèäêîñò³ òî÷îê ñòðóíè y/t.
Äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿ ñòðóíè òàêîæ ñë³ä âðàõîâóâàòè 

êâàäðàòè÷í³ âåëè÷èíè â³äíîñíî y. Öÿ åíåðã³ÿ äîð³âíþº ò³é ðîáîò³, ÿêó òðå-
áà âèêîíàòè ïðè çì³ùåíí³ åëåìåíòà ñòðóíè ç³ ñòàíó ð³âíîâàãè ó â³äõèëåíå 
ïîëîæåííÿ. Äëÿ ìàëèõ â³äõèëåíü â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè íàòÿã ñòðóíè 
ââàæàºòüñÿ íåçì³ííèì. Ó ïðîöåñ³ äåôîðìàö³¿ åëåìåíò ñòðóíè ðîçòÿãóºòüñÿ 
äî äåÿêî¿ äîâæèíè s; îòæå, ïðèð³ñò äîâæèíè ñòàíîâèòü  s dx . Ñàìå íà 
öüîìó øëÿõó íåçì³ííèé íàòÿã çä³éñíþº ðîáîòó. Òîìó ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ, 
íàêîïè÷åíà ó äåôîðìîâàíîìó åëåìåíò³, ìàº âèãëÿä

  Ï ( ).E F s dx                                   (3.26)

Äîâæèíà åëåìåíòà ñòðóíè ï³ñëÿ äåôîðìàö³¿ 



Îñíîâè àêóñòèêè
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2

1 .
y

s dx
x

                                (3.27)

Îòæå, ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ åëåìåíòà ñòðóíè

         

2

Ï 1 1 .
y

E F dx
x

                          (3.28)

Ïðè âèâåäåíí³ ð³âíÿííÿ ðóõó ñòðóíè çà óìîâàìè ìàëîñò³ â³äõèëåíü â³ä 

ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ä³ñòàëè îö³íêó    
2

1y x . Ïðè îá÷èñëåíí³ òðèãî-

íîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é êóò³â íàõèëó äîòè÷íî¿ äî ñòðóíè âåëè÷èíàìè (y/x)2

ïîð³âíÿíî ç îäèíèöåþ íåõòóâàëè. ßñíî, ùî ó (3.28) öüîãî çðîáèòè íå ìîæ-

íà. Àëå óðàõóâàííÿ ìàëîñò³    2
y x  ïîð³âíÿíî ç îäèíèöåþ äàº çìîãó îäåð-

æàòè á³ëüø çðó÷íèé äëÿ îá÷èñëåííÿ âèðàç äëÿ ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿. Âèêî-
ðèñòîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ

                       

2 2 4
1 1

1 1 ...
2 8

y y y
x x x

                 (3.29)

òà çàëèøàþ÷è ëèøå ãîëîâí³ çà ïîðÿäêîì âåëè÷èíè, çíàõîäèìî, ùî

    

2

Ï

1
.

2
y

E F dx
x

                                (3.30)

Çâ³äñè ïîâíà åíåðã³ÿ åëåìåíòà ñòðóíè ìàº âèãëÿä


             

2 2

Ê Ï

1 1
.

2 2
y y

E E dx F dx
t x

                  (3.31)

Åíåðã³þ, â³äíåñåíó äî îäèíèö³ äîâæèíè, íàçèâàþòü ãóñòèíîþ åíåðã³¿ ó ñòðóí³:


            

2 2
1 1

.
2 2

y y
E F

t x
                           (3.32)

Ðîçãëÿäàþ÷è ðóõ ñèñòåì ç³ ñê³í÷åííèì ÷èñëîì ñòóïåí³â â³ëüíîñò³, ìè 
äîñë³äèëè îñíîâí³ çàêîíîì³ðíîñò³ êîëèâàëüíèõ ðóõ³â. Ïðè öüîìó åíåðãå-
òè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äîñèòü ïðîñò³ — ïîâíà åíåðã³ÿ EÊ + EÏ çà â³ëüíèõ êî-
ëèâàíü ñèñòåìè çàëèøàºòüñÿ ñòàëîþ âåëè÷èíîþ.

Îñê³ëüêè ó ïðèéíÿò³é ìîäåë³ ñòðóíè â³äñóòí³ âòðàòè åíåðã³¿, çàãàëüíà 
åíåðã³ÿ, ï³äâåäåíà äî ñòðóíè ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, çàëèøàºòüñÿ òåæ 
ñòàëîþ. Ïðîòå çáóðåííÿ ó ñòðóí³ ³ñíóº ó âèãëÿä³ á³æó÷èõ õâèëü ³ öå, çâè÷àé-
íî, îáóìîâëþº íîâ³ ïèòàííÿ. Òóò ñë³ä âèä³ëèòè ò³ õàðàêòåðèñòèêè, ùî îïè-
ñóþòü ïîòîêè åíåðã³¿, ³ âèçíà÷èòè øâèäêîñò³ ïåðåíåñåííÿ åíåðã³¿.

Äëÿ öüîãî âèçíà÷èìî ïîâíó åíåðã³þ, ùî ì³ñòèòüñÿ â äåÿê³é ñê³í÷åíí³é 
â³ä x a  äî x b ä³ëÿíö³ ñòðóíè:


                


2 2
1 1

.
2 2

b

a

y y
H F dx

t x
                         (3.33)
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Òîä³ øâèäê³ñòü çì³íè åíåðã³¿, ùî ì³ñòèòüñÿ ó âèä³ëåí³é ä³ëÿíö³, íàáóâàº 
âèãëÿäó


    

      


2 2

2
.

b

a

dH y y y y
F dx

dt t x x tt
                       (3.34)

Îñê³ëüêè   


 

2 2

2 2

y y
F

t x
, öå ñï³ââ³äíîøåííÿ ìîæíà ïîäàòè òàê:

 

                  .
b

a x b x a

dH y y y y y y
dx F F

dt x t x t x t x
               (3.35)

Îòæå, øâèäê³ñòü çì³íè åíåðã³¿, ÿêà íàêîïè÷åíà ä³ëÿíêîþ ñòðóíè, îäíî-
çíà÷íî âèçíà÷àºòüñÿ âåëè÷èíàìè, ùî îá÷èñëþþòüñÿ, íà ê³íöÿõ ðîçãëÿäóâà-
íî¿ ä³ëÿíêè. Ðîçãëÿäàþ÷è îäåðæàíèé ðåçóëüòàò ñòîñîâíî îáðàíî¿ ñèñòåìè 
êîîðäèíàò, ââàæàºìî, ùî âåëè÷èíà

 
 

 
y y

L F
t x

                                       (3.36)

âèçíà÷àº ïðîåêö³þ íà â³ñü Ox âåêòîðà ïîòîêó åíåðã³¿ â ñòðóí³. Òîä³ ð³âí³ñòü 
(3.35) âèçíà÷àº îñíîâíå åíåðãåòè÷íå ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ ñòðóíè — øâèä-
ê³ñòü çì³íè ïîâíî¿ åíåðã³¿ ä³ëÿíêè ñòðóíè äîð³âíþº ð³çíèö³ ïîòîê³â åíåðã³¿ 
íà ê³íöÿõ ä³ëÿíêè.

Ó ïðàâèëüíîñò³ íàäàííÿ ô³çè÷íîãî çì³ñòó âåëè÷èí³ L â (3.36) ìîæíà 
ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ì³ðêóþ÷è òàêèì ÷èíîì. Ç ðèñ. 3.1 âèäíî, ùî âåëè÷èíà 
  /F y x  º ïðîåêö³ÿ íà â³ñü Oy ñèëè, ä³þ÷î¿ â ïåðåð³ç³ x ç áîêó ë³âî¿ 

â³äêèíóòî¿ ÷àñòèíè ñòðóíè. Äîáóòîê ñèëè íà øâèäê³ñòü y/t ³ äàº ïîòóæ-
í³ñòü, ùî ðîçâèâàºòüñÿ â ïåðåð³ç³ x ïðè ïîøèðåíí³ çáóðåííÿ. Äëÿ ïîïåðå÷-
íèõ õâèëü, ÿêèìè º õâèë³ ó ñòðóí³, ñèëà ³ øâèäê³ñòü îá÷èñëþþòüñÿ ó íà-
ïðÿìêó îñ³ Oy. Ïîò³ê åíåðã³¿ ñïðÿìîâàíèé âçäîâæ îñ³ Ox.

Ïðè àíàë³ç³ õâèëåâèõ ÿâèù âàæëèâèì º ïèòàííÿ ïðî øâèäê³ñòü ïåðåíå-
ñåííÿ åíåðã³¿ õâèëåþ. Ó äàíîìó âèïàäêó â³äïîâ³ñòè íà öå ïèòàííÿ ìîæíà, 
ðîçãëÿäàþ÷è âèðàç àáî äëÿ ãóñòèíè åíåðã³¿ ó ñòðóí³ E (3.32), àáî äëÿ ïîòîêó 
ïîòóæíîñò³ L (3.36). Äëÿ âèçíà÷åíîñò³ ââàæàºìî, ùî çì³ùåííÿ òî÷îê ñòðó-
íè y (x,t) çâ’ÿçàíå ç á³æó÷îþ õâèëåþ ó äîäàòíîìó íàïðÿìêó îñ³ Ox , òîáòî 

 ( , ) ( )y x t x ct . Çðîçóì³ëî, ùî ïðè öüîìó ôóíêö³ÿìè àðãóìåíòó ( )x ct

áóäóòü ³ ãóñòèíà åíåðã³¿  ( )E E x ct , ³ ïîò³ê åíåðã³¿  ( )L L x ct . Òàêèì 
÷èíîì, ö³ îáèäâ³ åíåðãåòè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ

 


 

2 2

2 2 2

1
,

E E
c t x

 


 

2 2

2 2 2

1
.

L L
c t x

                     (3.37)

Öÿ îáñòàâèíà âêàçóº íà òå, ùî åíåðã³ÿ á³æó÷î¿ õâèë³ âçäîâæ ñòðóíè òàêîæ 
ïåðåíîñèòüñÿ ç³ øâèäê³ñòþ c F . Îñê³ëüêè ïðè ïîøèðåíí³ âçäîâæ 

ñòðóíè ôîðìà çáóðåííÿ íå çì³íþºòüñÿ, òàêèé âèñíîâîê º ô³çè÷íî äîñèòü 
î÷åâèäíèì. 
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ßêùî ó ñòðóí³ âîäíî÷àñ ïîøèðþþòüñÿ äâ³ õâèë³:  1 1( )y x ct  òà 

 2 2( )y x ct , òî çàãàëüíå çì³ùåííÿ ñòðóíè — öå ñóìà çì³ùåíü â îêðåìèõ 
õâèëÿõ, òîáòî

      1 2 1 2( ) ( ).y y y x ct x ct                      (3.38)

Ïðè öüîìó âåëè÷èíà y çàäîâîëüíÿº õâèëüîâå ð³âíÿííÿ. Öå ïîëîæåííÿ ñòà-
íîâèòü ñóòí³ñòü ïðèíöèïó ñóïåðïîçèö³¿, ñïðàâåäëèâîãî äëÿ áóäü-ÿêèõ ë³í³éíèõ 
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. Ùîäî åíåðãåòè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê õâèëüîâîãî ðóõó, 
òî äëÿ íèõ ïðèíöèï ñóïåðïîçèö³¿ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó âæå íå âèêîíóºòüñÿ. Öå 
íàñë³äîê êâàäðàòè÷íîãî õàðàêòåðó âåëè÷èíè E ³ L â³äíîñíî y. Äëÿ çì³-
ùåííÿ, çàäàíîãî (3.38), çã³äíî ç ôîðìóëîþ (3.32) ìàòèìåìî

2
2 2 2 2

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )
2 2
c F

E
                                

      1 2 1 2( ) ( ) 2 .E E F                             
(3.39)

Òóò øòðèõ ó ôóíêö³ÿõ 1  ³ 2  îçíà÷àº ïîõ³äíó çà ïîâíèì àðãóìåíòîì ³ âðà-

õîâóºòüñÿ, ùî c2 = F. Âèäíî, ùî çàëåæíî â³ä çíàêà âåëè÷èíè   
1 22F  ãóñ-

òèíà åíåðã³¿ ó ñòðóí³ ìîæå áóòè á³ëüøîþ ÷è ìåíøîþ çà ñóìó ãóñòèí 
åíåðã³é, ùî â³äïîâ³äàþòü îêðåìèì ñêëàäîâèì õâèëüîâîãî ðóõó.

ßêùî ðîçãëÿäàòè çáóðåííÿ y á³æó÷èõ õâèëü, ùî ïðÿìóþòü íàçóñòð³÷ îä-
íà îäí³é, 

    ( , ) ( ) ( ),y x t x ct x ct                       (3.40)
òî ìàºìî

                          

2 2
21 1

( ) ( ) ( ).
2 2

E c F E E     (3.41)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç äëÿ y (3.40) ³ âèõîäÿ÷è ç âèçíà÷åííÿ ïîòîêó åíåðã³¿ 
(3.36), çíàõîäèìî

     ( ) ( ) ( ).L L L                            (3.42)

Òàêèì ÷èíîì, ïîò³ê åíåðã³¿ ó òàêîìó õâèëüîâîìó ðóñ³ äîð³âíþº ð³çíèö³ ïî-
òîê³â åíåðã³¿, ùî ïåðåíîñÿòüñÿ ñêëàäîâèìè.

3.5. Õâèëüîâèé ðóõ ó ñê³í÷åíí³é ñòðóí³.
Íîðìàëüí³ êîëèâàííÿ

Òåïåð çàäà÷åþ º âèâ÷åííÿ çàêîíîì³ðíîñòåé ïîâåä³íêè çáóðåíü 
ó ñê³í÷åíí³é ñòðóí³ äîâæèíîþ l. Ê³íö³ ñòðóíè x = 0 ³ x = l ââàæàþòüñÿ 
çàêð³ïëåíèìè, òîáòî  (0, ) ( , ) 0y t y l t . Åíåðã³þ â³ä çîâí³øíüîãî äæåðåëà äî 
ñòðóíè ï³äâîäèìî, çàäàþ÷è ïî÷àòêîâå â³äõèëåííÿ òî÷îê ñòðóíè òà ¿õ ïî÷àò-
êîâ³ øâèäêîñò³:

 1( ,0) ( ),y x Q x



 2( ,0) ( ).
y

x Q x
t

                      (3.43)
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Äàë³ íà ñòðóíó çîâí³øí³ ñèëè íå âïëèâàþòü. Øóêàíà ôóíêö³ÿ ( , )y x t  çàäî-
âîëüíÿº õâèëüîâå ð³âíÿííÿ:

 


 

2 2

2 2 2

1
.

y y
c t x

                                     (3.44)

Ðîçâ’ÿçîê çàãàëüíî¿ çàäà÷³ ïðî õâèëüîâèé ðóõ ó íåñê³í÷åíí³é ñòðóí³ òà 
âñòàíîâëåí³ çàêîíîì³ðíîñò³ â³äáèòòÿ õâèëü â³ä çàêð³ïëåíîãî ê³íöÿ äàþòü ìîæ-
ëèâ³ñòü ïîâí³ñòþ îïèñàòè õâèëüîâèé ðóõ ó ñê³í÷åíí³é ñòðóí³, ïîäàþ÷è øóêà-
íó ôóíêö³þ ÿê ñóïåðïîçèö³þ ïðÿìèõ ³ â³äáèòèõ õâèëü. Ïðîòå òàêèé ðîçâ’ÿ-
çîê, ùî íàçèâàºòüñÿ ðîçâ’ÿçêîì Ä’Àëàìáåðà, áóäå äîñèòü ãðîì³çäêèì. Òîìó 
äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³, ÿê ïðàâèëî, çàñòîñîâóþòü ³íøèé ï³äõ³ä.

Ãîâîðÿ÷è ïðî ð³çí³ ìîæëèâ³ ï³äõîäè äî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ïðî â³ëüí³ 
ðóõè ñòðóíè, íå ñë³ä îáìåæóâàòèñÿ ëèøå ¿õ ôîðìàëüíèìè â³äì³ííîñòÿìè. 
Âèêîðèñòàííÿ ðîçâ’ÿçê³â, â³äì³ííèõ â³ä äàëàìáåð³âñüêî¿ ôîðìè, çíà÷íîþ 
ì³ðîþ îáóìîâëåíå òàêîæ ñïåöèô³êîþ ïîñòàíîâêè çàäà÷ ó òåîð³¿ êîëèâàíü ³ 
â àêóñòèö³. Ðîçâ’ÿçîê Ä’Àëàìáåðà, õî÷à ³ ãðîì³çäêèé, àëå äàº çìîãó òî÷íî 
â³äïîâ³ñòè íà òàêå ïèòàííÿ: äå ó äàíèé ìîìåíò ïåðåáóâàº ïåâíà òî÷êà ñòðó-
íè ³ ÿêà ¿¿ øâèäê³ñòü. ² õî÷à ç òàêîãî ðîçâ’ÿçêó ìîæíà ä³ñòàòè äàí³ ïðî âñ³ 
³íòåãðàëüí³ õàðàêòåðèñòèêè êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè, ñàì ïðîöåñ îäåðæàííÿ 
òàêèõ äàíèõ äîñèòü ñêëàäíèé. Ñóòòºâîãî ñïðîùåííÿ âèêëàäîê ìîæíà äî-
ñÿãòè, ÿêùî â³äðàçó ïîñòàâèòè çàâäàííÿ ïðî âèçíà÷åííÿ äåÿêèõ ³íòåãðàëü-
íèõ õàðàêòåðèñòèê ðóõó.

Ó ïåâíîìó ðîçóì³íí³ ³äåéíó îñíîâó äëÿ ïîäàëüøî¿ ïîáóäîâè äàþòü ðå-
çóëüòàòè, ùî îäåðæàí³ ïðè ðîçãëÿä³ â³ëüíèõ êîëèâàíü ñèñòåìè ç äâîìà ñòó-
ïåíÿìè â³ëüíîñò³. Áóëî çíàéäåíî, ùî çà áóäü-ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ ïîäàëü-
øèé ðóõ ñèñòåìè ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³ — öå ñóïåðïîçèö³ÿ äâîõ ïåâíèì 
÷èíîì âð³âíîâàæåíèõ ïåð³îäè÷íèõ ðóõ³â — íîðìàëüíèõ êîëèâàíü. Ñë³ä î÷³êóâàòè, 
ùî òàêå ñàìå òâåðäæåííÿ áóäå ñïðàâåäëèâèì ³ äëÿ ñòðóíè ç ò³ºþ ëèøå â³äì³-
íîþ, ùî íîðìàëüíèõ êîëèâàíü òàì ìàº áóòè áåçë³÷. Â³äïîâ³äí³ äî íèõ ÷àñòî-
òè º âàæëèâèìè ³íòåãðàëüíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òàêó àíàëîã³þ, ðîçâ’ÿçàííÿ ïîñòàâëåíî¿ çàãàëüíî¿ çà-
äà÷³ ñë³ä ðîçïî÷èíàòè ç ïîøóêó ïåð³îäè÷íèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (3.44):

  ( , ) ( ) expy x t Y x i t ,                          (3.45) 

ùî çàäîâîëüíÿòèìóòü óìîâè íà ê³íöÿõ ñòðóíè:

 (0) ( ) 0.Y Y l                                  (3.46)

Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè (3.45) ó õâèëüîâå ð³âíÿííÿ (3.44) äëÿ âèçíà÷åííÿ àìïë³-
òóäíî¿ õàðàêòåðèñòèêè Y (x) ä³ñòàíåìî çâè÷àéíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ:


 

2 2

2 2
0.

d Y
Y

dx c
                                  (3.47)

Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê öüîãî ð³âíÿííÿ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³

        
   

( ) sin cos .Y x A x B x
c c

                       (3.48)
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Òóò, ÿê ³ â (3.45), âåëè÷èíà  — äîâ³ëüíà. Äëÿ âèçíà÷åííÿ ïðèïóñòèìèõ 
çíà÷åíü ÷àñòîòè íîðìàëüíèõ êîëèâàíü ñë³ä âèêîðèñòîâóâàòè ãðàíè÷í³ óìî-
âè (3.46). ²ç ïåðøî¿ ç íèõ çíàéäåìî B = 0, äðóãà ïðèâîäèòü äî òàêî¿ óìîâè 
³ñíóâàííÿ íåòðèâ³àëüíîãî ðîçâ’ÿçêó:

 
 
 

sin .l
c

                                    (3.49)

Çâ³äñè çíàõîäèìî áåçë³÷ çíà÷åíü ÷àñòîò íîðìàëüíèõ êîëèâàíü ó ñòðóí³:


  ,n

n c
l




  .
2 2

n
n

nc
f

l
                         (3.50)

Ö³ ÷àñòîòè çâè÷àéíî íàçèâàþòü âëàñíèìè àáî íîðìàëüíèìè ÷àñòîòàìè ñòðó-
íè. Â³äïîâ³äí³ ïåð³îäè âëàñíèõ êîëèâàíü ìàþòü âèãëÿä


2 1

n

l
T

c n
                                      (3.51)

³ ñòàíîâëÿòü ö³ë³ ÷àñòèíè â³ä ÷àñó, íåîáõ³äíîãî õâèë³ äëÿ ïðîá³ãó ïîäâ³éíî¿ 
äîâæèíè ñòðóíè. Âëàñí³ ÷àñòîòè íîðìàëüíèõ êîëèâàíü ñòðóíè, ùî âèçíà-
÷àþòüñÿ (3.50), â³äíîñÿòüñÿ îäíà äî îäíî¿, ÿê ö³ë³ ÷èñëà. Ñàìå öÿ îáñòàâèíà 
çóìîâëþº øèðîêå âèêîðèñòàííÿ ñòðóí ó ìóçè÷íèõ ³íñòðóìåíòàõ. Ñóì³ñíå 
çâó÷àííÿ òîí³â, ÷àñòîòè ÿêèõ â³äíîñÿòüñÿ îäíà äî îäíî¿ ÿê íåâåëèê³ ö³ë³ ÷èñ-
ëà, âèêëèêàº  ïðèºìíå â³ä÷óòòÿ ó ñëóõîâîìó ñïðèéíÿòò³ ëþäèíè. Ïðè öüîìó 
ãîâîðÿòü ïðî ãàðìîí³÷íå â³äíîøåííÿ ÷àñòîò, à íîðìàëüí³ êîëèâàííÿ ñòðóíè 
íàçèâàþòü ãàðìîí³êàìè (â³ä ãðåöüêîãî ñëîâà armonicox — ñï³âçâó÷íèé). Ïðî-
ÿñíèòè ¿õ îñîáëèâó âçàºìîä³þ ç ìîçêîì ëþäèíè ç òî÷êè çîðó ò³ëüêè ô³-
çèêè, çâè÷àéíî, íå ìîæíà. Ïðîòå ìîæëèâî, êàæó÷è ñëîâàìè Ïóøê³íà, 
“ïîâåðèòü àëãåáðîé ãàðìîíèþ”.

Òàêèì ÷èíîì, çàâäàííÿ ïîøóêó íîðìàëüíèõ êîëèâàíü ñòðóíè ìîæíà 
ââàæàòè âèð³øåíèì. Êîæíå íîðìàëüíå êîëèâàííÿ — â³ëüíèé ïåð³îäè÷íèé ðóõ 
ñòðóíè, ùî çàäîâîëüíÿº ãðàíè÷í³ óìîâè, õàðàêòåðèçóºòüñÿ â³äïîâ³äíîþ âëàñ-
íîþ ÷àñòîòîþ òà âëàñíîþ ôîðìîþ êîëèâàíü. Óñ³ íîðìàëüí³ êîëèâàííÿ ïðî-
íóìåðîâàí³ çà çðîñòàííÿì ÷àñòîòè, ³ êîëè ãîâîðÿòü ïðî n-òå íîðìàëüíå êî-
ëèâàííÿ, òî ìàþòü íà óâàç³ òàêó ñóêóïí³ñòü âåëè÷èí: n — íîðìàëüíà ÷àñ-
òîòà ³ Yn (x) — âëàñíà ôîðìà êîëèâàíü:

 
     

  
, ( ) sin .n n

n c n
Y x x

l l
                     (3.52)

Íà ðèñ. 3.15 çîáðàæåíî ïåðø³ ÷îòèðè âëàñí³ ôîðìè êîëèâàíü ñòðóíè. 
Õàðàêòåðèñòèêè íîðìàëüíîãî êîëèâàííÿ íå çàëåæàòü â³ä ïî÷àòêîâèõ óìîâ ³, 
îòæå, ñóêóïí³ñòü íîðìàëüíèõ êîëèâàíü º âàæëèâîþ ³íòåãðàëüíîþ õàðàêòåðè-
ñòèêîþ âíóòð³øí³õ âëàñòèâîñòåé êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè.

Âèõîäÿ÷è ç (3.45), çàëåæí³ñòü ïðîãèíó ñòðóíè â³ä ÷àñó ³ êîîðäèíàòè â 
n -ìó íîðìàëüíîìó êîëèâàíí³ ìîæíà âèçíà÷èòè ôóíêö³ºþ

                                        
 Ïóøê³í Îëåêñàíäð Ñåðã³éîâè÷ (1799—1837) — ðîñ³éñüêèé ïèñüìåííèê.
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Ðèñ. 3.15. Ïåðø³ ÷îòèðè âëàñí³ 
ôîðìè êîëèâàíü ñòðóíè

 
   

 
( , ) sin exp .n n

n
y x t x i t

l
                          (3.53)

ßêùî çðîáèòè óçàãàëüíåííÿ ðåçóëüòàòó, îäåðæàíîãî ïðè ðîçãëÿä³ ñèñòåìè ç 
äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³, òî ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêå òâåðäæåííÿ: ÿê³ á 
íå áóëè ôóíêö³¿ Q1(x) ³ Q2(x)  çà ïî÷àòêîâèõ óìîâ (3.43), ïîäàëüíèé â³ëüíèé ðóõ 
ñòðóíè ÿâëÿòèìå ñîáîþ ïåâíó ñóêóïí³ñòü íîðìàëüíèõ êîëèâàíü. Öå òâåðäæåí-
íÿ çàïèñóºòüñÿ ó âèãëÿä³ ñï³ââ³äíîøåííÿ

 


 

 

    
 

 
1 1

( , ) ( , ) sin exp .n n n n
n n

n
y x t A y x t A x i t

l
              (3.54)

Òóò íåâèçíà÷åí³ êîåô³ö³ºíòè nA  âêàçóþòü íà ñòóï³íü çáóðåííÿ â³äïîâ³äíîãî 
çà íîìåðîì íîðìàëüíîãî êîëèâàííÿ ³ â çàãàëüíîìó âèïàäêó º êîìïëåêñíèìè 
âåëè÷èíàìè. Âèõîäÿ÷è ç (3.54), ëåãêî ä³ñòàòè âèðàç äëÿ ô³çè÷íîãî (âèì³ðþ-
âàíîãî) ïðîãèíó. Äëÿ öüîãî äîñèòü â³äîêðåìèòè ó (3.54) éîãî ä³éñíó ÷àñòèíó. 
ßêùî ïðèéíÿòè  n n nA a ib , òî ä³éñíà ÷àñòèíà (3.54) ìàòèìå âèãëÿä

 
 





   
 


1

( , ) sin cos( ) sin( ) .n n n n
n

n
y x t x a t b t

l
                (3.55)

Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à ïðî â³ëüíèé ðóõ ñòðóíè ïîâí³ñòþ âèçíà÷àòèìåòü-
ñÿ, ÿêùî ñòàë³ an ³ bn, ùî âõîäÿòü äî (3.55), çíàõîäÿòü çà çàäàíèìè ôóíêö³ÿ-
ìè Q1(x) ³ Q2(x) ó (3.43). Ï³äñòàíîâêà âèðàçó äëÿ y (x,t) (3.55) ó ïî÷àòêîâ³ 
óìîâè ïðèâîäèòü äî äâîõ ð³âíîñòåé:





   
 

1
1

( ) sin ,n
n

n
Q x a x

l








   
 

2
1

( ) sin .n n
n

n
Q x b x

l
                           (3.56)

Çâ³äñè ëåãêî ôîðìàëüíî âèçíà÷èòè êîåô³ö³ºíòè an ³ bn íà îñíîâ³ âëàñòèâîñò³ 
îðòîãîíàëüíîñò³ ôóíêö³é  sin /n x l ,  1,2,...n , â³äïîâ³äíî äî ÿêî¿ ìàºìî

           
     


0

, ,
sin sin 2

0, .

l l
n mn m

x x dx
l l n m

                   (3.57)



Îñíîâè àêóñòèêè

90

Òîä³, ïîìíîæóþ÷è (3.56) íà  sin /n x l  òà ³íòåãðóþ÷è íà ³íòåðâàë³ (0,l), 

ä³ñòàºìî
   

  1
0

2
( ) sin ,

l

n

n
a Q x x dx

l l


    

  2
0

2
( ) sin , 1,2,3,... .

l

n n

n
b Q x x dx n

l l
               (3.58)

Òàêèì ÷èíîì, ç ìàòåìàòè÷íî¿ òî÷êè çîðó, âëàñí³ ôîðìè ñê³í÷åííî¿ ñòðó-
íè äîâæèíîþ l  ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè sin( ), 1,2,3,...n x l , ÿâëÿþòü ñî-
áîþ ïîâíó ³ îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó ôóíêö³é. Âëàñòèâ³ñòü ïîâíîòè ö³º¿ ñèñòå-
ìè ôóíêö³é äîçâîëÿº çàïèñàòè äîâ³ëüíó (îñìèñëåíó ç ô³çè÷íî¿ òî÷êè çîðó) 
ôóíêö³þ íà â³äð³çêó [0, ]l  ó âèãëÿä³ ðÿäó (3.56), à îòæå, çîáðàçèòè êîëèâàí-
íÿ ñòðóíè çà áóäü-ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ ÿê ñóïåðïîçèö³þ íîðìàëüíèõ êî-
ëèâàíü (ãàðìîí³ê) (3.55). 

Ï³äêðåñëèìî, ùî äàíèé ñïîñ³á âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â an ³ bn ìàº 
îñîáëèâî ôîðìàëüíèé õàðàêòåð. Ñòîñîâíî òîãî, ÷è ñòàíîâëÿòü ðÿäè ó ôîð-
ìóëàõ (3.56) ä³éñíî çàäàí³ ôóíêö³¿ Q1(x) òà Q2(x), âèíèêàëà çíàìåíèòà äèñ-
êóñ³ÿ ì³æ Ä’Àëàìáåðîì òà Åéëåðîì, ç îäíîãî áîêó, ³ Ä. Áåðíóëë³, ç ³íøî-
ãî. Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê     ( , ) sin / cosn n ny x t a n x l t

äîñë³äæóâàíî¿ çàäà÷³ áóëî îòðèìàíî ùå â 1713—1715 ðîêàõ Òåéëîðîì, 
ÿêèé áóâ ïåðåêîíàíèé, ùî í³ÿê³ ³íø³ ðîçâ’ÿçêè òóò íåìîæëèâ³. Äîñÿãíåííÿ 
Ä. Áåðíóëë³ âèçíà÷àëîñÿ éîãî ðîçóì³ííÿì òîãî, ùî ñóïåðïîçèö³ÿ íîðìàëü-
íèõ êîëèâàíü (3.55) îïèñóº ðåàëüíèé ðóõ ñòðóíè. Ñàìå áàãàòñòâî ô³çè÷íîãî 
çì³ñòó ðîçâ’ÿçêó (3.55) çàäà÷³ ïðî êîëèâàííÿ ñòðóí, à òàêîæ çá³ã îòðèìàíèõ 
òàêèì ÷èíîì ðåçóëüòàò³â ç ô³çè÷íèìè åêñïåðèìåíòàìè, ñïîíóêàëî Ä. Áåð-
íóëë³ òàê íàïîëåãëèâî â³äñòîþâàòè ñâîþ äóìêó ³ â³äêèäàòè êðèòèêó ãëèáîêî 
¿ì øàíîâàíèõ Åéëåðà (â³í áóâ éîãî äðóãîì) ³ Ä’Àëàìáåðà.

Ïîäàëüøå âäîñêîíàëåííÿ ìåòîäèêè Ä. Áåðíóëë³ ïîâ’ÿçàíå ç äîñë³äæåí-
íÿìè Ôóð’º. Ôóð’º âïåðøå âèêëàâ çàãàëüíó òåîð³þ ðîçêëàäó ôóíêö³é ó 
òðèãîíîìåòðè÷í³ ðÿäè, îñíîâàíó íà ôîðìóëàõ (3.58) äëÿ âèçíà÷åííÿ êî-
åô³ö³ºíò³â ðÿäó; â³í íàâ³â òàêîæ áàãàòî ïðèêëàä³â ðîçêëàäó êîíêðåòíèõ 
ôóíêö³é. Ïðîòå ùå âàæëèâ³øèì áóëî çàñòîñóâàííÿ ïîä³áíîãî ðîçãëÿäó äî 
êîíêðåòíèõ çàäà÷ ô³çèêè; íàïðèêëàä, äî çàäà÷³ ïðî ïîøèðåííÿ òåïëà. ² íå 
âèïàäêîâî, íå äèâëÿ÷èñü íà òå, ùî ðîçêëàä ôóíêö³é ó òðèãîíîìåòðè÷í³ ðÿ-
äè äî Ôóð’º ðîçãëÿäàâñÿ áàãàòüìà â÷åíèìè, ñüîãîäí³ âñ³ ö³ ðÿäè ïðèéíÿòî 
íàçèâàòè ðÿäàìè Ôóð’º. Ïðîöåäóðà ðîçêëàäó ôóíêö³¿ ó ðÿä Ôóð’º (àáî ó 
òðèãîíîìåòðè÷íèé ðÿä) íîñèòü íàçâó ñïåêòðàëüíîãî àíàë³çó. Íèí³ â ðàìêàõ 
ïîãëèáëåíî¿ òåîð³¿ ðÿä³â Ôóð’º ïèòàííÿ ïðî ìîæëèâ³ñòü ðîçêëàäó (3.56) 
âèð³øåíå íà êîðèñòü Ä. Áåðíóëë³.

                                        
 Åéëåð (Euler) Ëåîíàðä (1707—1783) — øâåéöàðñüêèé ìàòåìàòèê, ô³çèê, ìåõàí³ê ³ 

àñòðîíîì; 1727—1741 ³ 1766—1783 æèâ ³ ïðàöþâàâ ó Ïåòåðáóðç³.
 Áåðíóëë³ (Bernoulli) Äàíè¿ëî  (1700—1782) — øâåéöàðñüêèé ô³çèê ³ ìàòåìàòèê.
 Òåéëîð (Taylor) Áðóê (1685—1731) — àíãë³éñüêèé ìàòåìàòèê ³ ô³ëîñîô.
 Ôóð’º (Fourier) Æàí Áàò³ñò Æîçåô (1768—1830) — ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê.
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Çàïðîïîíîâàíèé ï³äõ³ä âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â an ³ bn íå ºäèíî ìîæ-
ëèâèé. Ð³çíèöþ ì³æ ï³äõîäàìè ìîæíà íàî÷íî ïðî³ëþñòðóâàòè, ðîçãëÿäàþ÷è 
ïèòàííÿ ïðî àïðîêñèìàö³þ ôóíêö³¿ ðÿäîì. Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, ðàçîì ç 
ôóíêö³ºþ Q (x) ôóíêö³þ ( )Q x , ùî çàäàºòüñÿ â³äð³çêîì ðÿäó





   
 


1

( ) sin .
N

n
n

n
Q x a x

l
                              (3.59)

Âèáåðåìî êîåô³ö³ºíòè na  òàê, ùîá ôóíêö³ÿ ( )Q x  áóëà ÿêíàéáëèæ÷å äî çà-

äàíî¿ ôóíêö³¿ Q (x) íà â³äð³çêó [0,l]. Çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â na ³ ñïîñ³á ¿õ 
âèçíà÷åííÿ çàëåæàòü â³ä òîãî, ÿê âèçíà÷àºòüñÿ ñòóï³íü áëèçüêîñò³ çàäàíî¿ 
ôóíêö³¿ Q (x) òà ¿¿ àïðîêñèìàö³¿ ( )Q x . Òóò ìîæíà çðîáèòè ïî-ð³çíîìó. Îäèí 
ï³äõ³ä, êîëè ââîäÿòü âåëè÷èíó

  
1

0

( ) ( )
l

I Q x Q x dx                                (3.60)

³ âèáèðàþòü çíà÷åííÿ ñòàëèõ an, òàê³, ùîá ïðè çàäàíîìó N âåëè÷èíà I1 áóëà 
íàéìåíøîþ.

Ìîæëèâèé ³íøèé ï³äõ³ä, êîëè ââîäÿòü ó ðîçãëÿä âåëè÷èíó

     2

2
0

( ) ( )
l

I Q x Q x dx ,                             (3.61)

³ êîåô³ö³ºíòè na  âèçíà÷àþòü ç óìîâè ì³í³ìóìó âåëè÷èíè I2.
Îäåðæàííÿ àëãåáðà¿÷íèõ ñï³ââ³äíîøåíü äëÿ an ç óìîâè ì³í³ìóìó âåëè÷è-

íè I1 º äîñèòü ñêëàäíîþ çàäà÷åþ. Ó òîé ñàìèé ÷àñ ç óìîâè ì³í³ìóìó   2 nI a

 0, 1,2,...n , äëÿ êîåô³ö³ºíò³â na  ìàºìî âèðàç, ùî çá³ãàºòüñÿ ç ïåðøèì 
ð³âíÿííÿì ó (3.58).

Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà ãîâîðèòè, ùî â³äð³çîê ðÿäó Ôóð’º — íàéêðàùå 
íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ ó ðîçóì³íí³ ì³í³ìàëüíîñò³ ñåðåäíüîãî êâàäðàòè÷íîãî 
â³äõèëåííÿ çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ òà àïðîêñèìóþ÷îãî âèðàçó. Øèðîêå âèêîðè-
ñòàííÿ òàêîãî òèïó àïðîêñèìàö³é ó òåîð³¿ êîëèâàíü ³ âçàãàë³ ó ô³çèö³ îáó-
ìîâëåíå íå ò³ëüêè â³äíîñíîþ ëåãê³ñòþ âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â ðÿä³â, à é 
òèì, ùî êâàäðàòè÷í³ çà ê³íåìàòè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðîöåñó âåëè÷è-
íè ìàþòü çíà÷åííÿ åíåðã³¿ êîëèâàëüíîãî ïðîöåñó ³, îòæå, âêàçàíèé ñïîñ³á 
àïðîêñèìàö³¿ íàéá³ëüø ïðèéíÿòíèé ç åíåðãåòè÷íî¿ òî÷êè çîðó.

3.6. Àíàë³ç ðóõó ñòðóíè

3.6.1. Á³æó÷³ ³ ñòîÿ÷³ õâèë³

Òàêèì ÷èíîì, çà áóäü-ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ (3.43) â³ëüíèé ðóõ 
ñòðóíè âèçíà÷àºòüñÿ ðÿäîì (3.55), òîáòî ñóïåðïîçèö³ºþ íîðìàëüíèõ êîëè-
âàíü. Îñê³ëüêè âñ³ âëàñí³ ÷àñòîòè íîðìàëüíèõ êîëèâàíü â³äíîñÿòüñÿ ÿê ö³ë³ 
÷èñëà, ðóõ ñòðóíè ó çàãàëüíîìó âèïàäêó º ïåð³îäè÷íèì.

Âèðàç ( , )y x t  äëÿ ïðîãèíó ñòðóíè â êîæíèé ìîìåíò ÷àñó ïðè â³ëüíîìó 
ðóñ³ ïîâèíåí çàäîâîëüíÿòè õâèëüîâå ð³âíÿííÿ (3.44). ²ç ñêàçàíîãî ðàí³øå 
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âèïëèâàº, ùî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê öüîãî ð³âíÿííÿ — öå ñóïåðïîçèö³ÿ äâîõ 
á³æó÷èõ õâèëü, ùî ïðÿìóþòü íàçóñòð³÷ îäíà îäí³é. Íà ïåðøèé ïîãëÿä, 
ôîðìà ðîçâ’ÿçêó (3.55) çäàºòüñÿ òàêîþ, ùî íå â³äïîâ³äàº öüîìó òâåðäæåí-
íþ. Ïðîòå çà â³äñóòíîñò³ ñóïåðå÷íîñò³ ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ïåðåòâîðèâøè 
(3.55) çà äîïîìîãîþ â³äîìèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ñï³ââ³äíîøåíü:

   
               

      

1
sin cos sin ( ) sin ( ) ,

2n

n n n
x t x ct x ct

l l l

   
               

      

1
sin sin cos ( ) cos ( ) .

2n

n n n
x t x ct x ct

l l l

Ïðè öüîìó ðîçâ’ÿçîê çàãàëüíî¿ çàäà÷³ ïðî â³ëüíèé ðóõ ñòðóíè çà çàäàíèìè 
ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè íàáóâàº âèãëÿäó ñóêóïíîñò³ á³æó÷èõ õâèëü:

1

1
( , ) sin ( ) sin ( )

2 n
n

n n
y x t a x ct x ct

l l
 



              
     



               
     

cos ( ) cos ( ) .n

n n
b x ct x ct

l l
               (3.62)

Âèðàçè äëÿ y (x,t) (3.55) ³ (3.62) ê³ëüê³ñíî ïðèâîäÿòü äî òîòîæíèõ ðå-
çóëüòàò³â. Ïåðøèé ç íèõ — öå ïðîãèí ñòðóíè ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ òàê 
çâàíèõ ñòîÿ÷èõ õâèëü. Öåé òåðì³í ãîâîðèòü ïðî òå, ùî â ðîçâ’ÿçêó õâèëüî-
âîãî ð³âíÿííÿ ó âèãëÿä³

 
   

 
( , ) sin cosn n

n
y x t x t

l

ìîæíà âêàçàòè òî÷êè (íàïðèêëàä, x = l/n), äå ôóíêö³ÿ yn(x,t) äîð³âíþº íóëþ 
äëÿ âñ³õ ìîìåíò³â ÷àñó. Ö³ òî÷êè íàçèâàþòü âóçëàìè. Òî÷êè ñòðóíè ì³æ 
ñóñ³äí³ìè âóçëàìè ðóõàþòüñÿ ñèíôàçíî çà ãàðìîí³÷íèì çàêîíîì, êîæíà ç³ 
ñâîºþ àìïë³òóäîþ (ðèñ. 3.15). Âçàãàë³ âñÿ äîâæèíà ñòðóíè ä³ëèòüñÿ âóçëî-
âèìè òî÷êàìè íà ä³ëÿíêè, ïðè÷îìó ðóõ ñòðóíè ó ñóì³æíèõ ä³ëÿíêàõ º ïðî-
òèôàçíèé, òîáòî çñóâ ôàç äîð³âíþº 180.

Îêðåìèé ðîçâ’ÿçîê õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ ó âèãëÿä³ ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³:

   
 

( , ) sin ( )n

n
y x t x ct

l

ÿâëÿº ñîáîþ á³æó÷ó õâèëþ, ùî ïðÿìóº ó â³ä’ºìíîìó íàïðÿìêó âçäîâæ îñ³ 
Ox, î÷åâèäíî, çàçíà÷åíèõ âëàñòèâîñòåé íå ìàº. Ö³êàâî, ùî ïðè ñïîñòåðå-
æåíí³ â îáîõ õâèëÿõ çà êîëèâàííÿì îäí³º¿ ÷àñòèíêè ñòðóíè íåìîæëèâî 
â³äð³çíèòè ñòîÿ÷ó õâèëþ â³ä á³æó÷î¿. Â îáîõ âèïàäêàõ îêðåì³ ÷àñòèíêè 
ñòðóíè êîëèâàþòüñÿ çà ãàðìîí³÷íèì çàêîíîì (îêð³ì âóçëîâèõ òî÷îê â ñòî-
ÿ÷³é õâèë³). Â³äì³íí³ñòü ì³æ á³æó÷îþ ³ ñòîÿ÷îþ õâèëÿìè âèÿâëÿºòüñÿ, ÿêùî 
ïîð³âíÿòè ðóõ äâîõ ð³çíèõ ÷àñòèíîê ñòðóíè. Ó âèïàäêó á³æó÷î¿ õâèë³ ð³çí³ 
÷àñòèíêè êîëèâàþòüñÿ ç îäíàêîâèìè àìïë³òóäàìè, àëå ç ð³çíèìè ôàçàìè. Ó 
âèïàäêó ñòîÿ÷î¿ õâèë³ ð³çí³ ÷àñòèíêè ñòðóíè êîëèâàþòüñÿ â îäíàêîâ³é ôàç³ 
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àáî ïðîòèôàç³, àëå ç ð³çíèìè àìïë³òóäàìè. ²ç ïîð³âíÿííÿ (3.55) ³ (3.62) 
âèäíî, ùî ñòîÿ÷à õâèëÿ — öå ñóïåðïîçèö³ÿ ãàðìîí³÷íèõ á³æó÷èõ õâèëü, ùî 
ïðÿìóþòü íàçóñòð³÷ îäíà îäí³é ç îäíàêîâîþ àìïë³òóäîþ.

Ïåðåïèøåìî âèðàçè äëÿ ñòîÿ÷î¿ ³ á³æó÷î¿ õâèëü ó âèãëÿä³

   


          
     

( , ) sin cos( ) sin 2 cos 2 ,n n
n n

n x t
y x t x t

l T
          (3.63)

  


       
   

( , ) sin ( ) sin 2 2 ,n
n n

n x t
y x t x ct

l T
              (3.64)

äå 


  ,n

n c
l





  

2 2 2
, .n n

n

l l
T

cn n
Òåðì³í “ãàðìîí³÷íà õâèëÿ” âêàçóº, íàñàìïåðåä, íà ïåð³îäè÷íó çì³íó õà-

ðàêòåðèñòèê õâèëü ç ÷àñîì. Ïðîòå ç ïîïåðåäí³õ âèêëàäîê âèäíî, ùî äëÿ òà-
êî¿ õâèë³ õàðàêòåðíà ïåð³îäè÷í³ñòü ³ çà ïðîñòîðîâîþ êîîðäèíàòîþ. Õàðàêòå-
ðèñòèêîþ ïåð³îäè÷íîñò³ â ÷àñ³ º ïåð³îä   2n nT , à ïðîñòîðîâèì ïåð³îäîì

º äîâæèíà õâèë³   2n l n . Âåëè÷èíà  âèçíà÷àº â³äñòàíü ì³æ ñóñ³äí³ìè ìàê-

ñèìóìàìè (ì³í³ìóìàìè) ôóíêö³¿  sin(2 )x . Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ãàðìîí³÷-

íèõ õâèëü ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü òàêîæ ïîíÿòòÿ õâèëüîâîãî ÷èñëà   2k —
âåëè÷èíè, ùî îáåðíåíî ïðîïîðö³éíà äîâæèí³ õâèë³. Âåëè÷èíà k õàðàêòåðè-
çóº êîëèâàííÿ ó ïðîñòîð³, àíàëîã³÷íî äî òîãî ÿê êðóãîâà ÷àñòîòà  õàðàêòåðè-
çóº êîëèâàííÿ ó ÷àñ³. Ä³éñíî, ÿêùî çàïèñàòè ãàðìîí³÷íó á³æó÷ó õâèëþ ó âè-
ãëÿä³  sin( )t kx , òî   âèçíà÷àº øâèäê³ñòü çì³íè ôàçè  ( t )kx  õâèë³ ó ÷à-
ñ³, à âåëè÷èíà k âèçíà÷àº øâèäê³ñòü çì³íè ôàçè ó ïðîñòîð³. Ïî ñóò³ õâèëüîâå 
÷èñëî ÿâëÿº ñîáîþ ïðîñòîðîâó ÷àñòîòó, çã³äíî ç ÿêîþ õàðàêòåðèñòèêè õâèë³ 
çì³íþþòüñÿ ó ïðîñòîð³ çà ô³êñîâàíîãî ìîìåíòó ÷àñó.

Òàêèì ÷èíîì, ç óñ³õ ìîæëèâèõ òèï³â õâèëü ó ñê³í÷åíí³é ñòðóí³ âèíèêà-
þòü ëèøå ò³, ùî â³äïîâ³äàþòü äèñêðåòíèì ÷àñîâèì õàðàêòåðèñòèêàì (÷àñ-
òîòà, ïåð³îä):


  ,n

n c
l

 ,
2n

nc
f

l



 
2 2

n
n

l
T

cn
                      (3.65)

³ äèñêðåòíèì ïðîñòîðîâèì õàðàêòåðèñòèêàì (äîâæèíà õâèë³, õâèëüîâå ÷èñëî):

 
2

,n

l
n

 


 
2

.n
n

n
k

l
                             (3.66)

Çðîçóì³ëî, ùî ñàìå òàêå ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ äîâæèíîþ õâèë³ n ³ äîâ-
æèíîþ ñòðóíè l  âèçíà÷àºòüñÿ ãðàíè÷íèìè óìîâàìè íà ê³íöÿõ ñòðóíè. Ê³í-
ö³ ñòðóíè íåðóõîì³ ³ â íèõ ïðèðîäíî ðîçì³ùóþòüñÿ âóçëîâ³ òî÷êè ãàðìîí³ê. 
À â³äñòàíü ì³æ âóçëîâèìè òî÷êàìè ó ñòîÿ÷³é õâèë³ äîð³âíþº n/2. Îòæå, íà 
äîâæèí³ ñòðóí ðîçì³ùóºòüñÿ ö³ëå ÷èñëî ï³âõâèëü (ðèñ. 3.15).

Ãàðìîí³÷íà õâèëÿ ÿê íàéïðîñò³øèé òèï õâèëüîâîãî ðóõó ÷àñòî âèêîðè-
ñòîâóºòüñÿ â àêóñòèö³ ïðè àíàë³ç³ êîëèâàëüíèõ ïðîöåñ³â ó ìåõàí³÷íèõ ñèñ-
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òåìàõ, ïðîöåñ³â ãåíåðàö³¿ òà ïîøèðåííÿ çâóêó. Ïðè öüîìó ÷àñòî çàñòîñîâó-
þòü êîìïëåêñíå óÿâëåííÿ äëÿ îñíîâíèõ õàðàêòåðèñòèê õâèë³. Ó ðîçãëÿäó-
âàíîìó îäíîâèì³ðíîìó âèïàäêó ñòðóíè êîìïëåêñíå óÿâëåííÿ äëÿ ãàð-
ìîí³÷íî¿ á³æó÷î¿ õâèë³ ìàº âèãëÿä

  ( , ) exp[ ( )].y x t A i t kx                         (3.67)

Âèçíà÷èìî ôàçîâó øâèäê³ñòü ф ãàðìîí³÷íî¿ á³æó÷î¿ õâèë³ (3.67). Çàô³ê-

ñóºìî áóäü-ÿêå çíà÷åííÿ ôàçè   ( ) constt kx  ³ ïðîñë³äêóºìî çà ïåðåì³-
ùåííÿì â³äïîâ³äíîãî çáóðåííÿ ó ïðîñòîð³. Ó òàêîìó âèïàäêó çì³íà ôàçè 
âíàñë³äîê ïðèðîñò³â dt ³ dx ïîâèííà äîð³âíþâàòè íóëþ:    ( )d t kx dt

  0kdx . Öÿ óìîâà âèêîíóºòüñÿ, ÿêùî øâèäê³ñòü ïåðåì³ùåííÿ ôàçè ó 
á³æó÷³é ãàðìîí³÷í³é õâèë³ ìàº âèãëÿä


  ô ,

dx
dt k

                                   (3.68)

îòæå, ôàçîâà øâèäê³ñòü ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³ äîð³âíþº â³äíîøåííþ êðóãîâî¿ 
÷àñòîòè  äî õâèëüîâîãî ÷èñëà k. Îñê³ëüêè   2 f ,   2k  ³  1f T , òî 
ìàºìî òàêó íèçêó ôîðìóë:

 ô ,f


 ô ,
T

  ô .T                       (3.69)

Ïî ñóò³ äîâæèíà õâèë³   âèçíà÷àº øëÿõ, ÿêèé ïðîõîäèòü á³æó÷à õâèëÿ çà 
÷àñ, ÿêèé äîð³âíþº ïåð³îäó T . Ðàçîì ç òèì ïåð³îä õâèë³ T  º ³íòåðâàë ÷àñó, 
çà ÿêèé êð³çü äåÿêó òî÷êó ñòðóíè ïðîõîäÿòü äâà ãðåáåíÿ õâèë³.

3.6.2. Äèñïåðñ³éíå ñï³ââ³äíîøåííÿ

Äóæå âàæëèâî ï³äêðåñëèòè, ùî ÷àñòîòà  ³ õâèëüîâå ÷èñëî k ó 
âèðàç³ äëÿ ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³  cos( )t kx  íå º äîâ³ëüí³ ñòàë³. Âîíè ïîâ’ÿçà-
í³ ì³æ ñîáîþ äåÿêîþ ôóíêö³îíàëüíîþ çàëåæí³ñòþ, âèãëÿä ÿêî¿ âèçíà÷à-
ºòüñÿ ð³âíÿííÿì, ÿêå îïèñóº õâèëüîâèé ðóõ. Ùîá ¿¿ âèçíà÷èòè ñë³ä ï³äñòà-
âèòè âèðàç äëÿ ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³ ó â³äïîâ³äíå ð³âíÿííÿ ðóõó. Îòðèìàíå 
àëãåáðà¿÷íå ð³âíÿííÿ, ÿêå âñòàíîâëþº ôóíêö³îíàëüíó çàëåæí³ñòü ì³æ  ³ k
(àáî f ³ ) ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³, íàçèâàºòüñÿ äèñïåðñ³éíèì ñï³ââ³äíîøåííÿì, àáî 
äèñïåðñ³éíèì ð³âíÿííÿì (â³ä ëàòèíñüêîãî ñëîâà dicpersio — ðîçñ³ÿííÿ). Òåð-
ì³í “äèñïåðñ³ÿ” ñïî÷àòêó ç’ÿâèâñÿ â îïòèö³, â³í îçíà÷àº ðîçêëàäàííÿ ñâ³òëà 
çà äîïîìîãîþ ïðèçìè íà îêðåì³ êîëüîðîâ³ ïðîìåí³. Íàäàë³ öåé òåðì³í áóëî 
ïîøèðåíî íà õâèë³ ð³çíî¿ ô³çè÷íî¿ ïðèðîäè.

Ó çàãàëüíîìó âèãëÿä³ äèñïåðñ³éíå ð³âíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè òàêèì ÷è-
íîì:

 ( , ) 0.D k                                    (3.70)

ßêùî ðîçâ’ÿçîê äèñïåðñ³éíîãî ð³âíÿííÿ  ( , ) 0D k  îòðèìàíî, òîáòî 

â³äîìà çàëåæí³ñòü  =  (k) àáî k = k (), òî ôàçîâà øâèäê³ñòü ãàðìîí³÷íî¿ 
õâèë³ çã³äíî ç (3.68) âèçíà÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì 
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ô ( )k

   àáî   
 

 ô ,
k

k
                     (3.71)

ÿê ôóíêö³ÿ ÷àñòîòè   àáî õâèëüîâîãî ÷èñëà k.
Íåîáõ³äíî â³äðàçó çàçíà÷èòè, ùî äèñïåðñ³éíå ð³âíÿííÿ  ( , ) 0D k  ìî-

æå ìàòè ê³ëüêà êîðåí³â, òîä³ ãîâîðÿòü ïðî äåê³ëüêà “ã³ëîê” äèñïåðñ³éíèõ 
êðèâèõ, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü ð³çíèì õâèëÿì. Äëÿ ³çîòðîïíîãî ñåðåäîâèùà òàê³ 
“ã³ëêè” ç’ÿâëÿþòüñÿ ñèìåòðè÷íèìè ïàðàìè:   1,2 ( )k , ùî â³äïîâ³äàº á³-

æó÷èì õâèëÿì, ùî ïðÿìóþòü ó ïðîòèëåæíèõ íàïðÿìêàõ. 
Âèçíà÷èìî äèñïåðñ³éíå ð³âíÿííÿ äëÿ ãàðìîí³÷íèõ á³æó÷èõ õâèëü âçäîâæ 

ñòðóíè. Äëÿ öüîãî ï³äñòàâèìî âèðàç  ( , ) cos( )y x t t kx  ó ð³âíÿííÿ ðóõó 
ñòðóíè (3.7). Îòæå, îòðèìàºìî òàêå äèñïåðñ³éíå ñï³ââ³äíîøåííÿ:




2
2

2
k

c
   àáî   


  .k

c
                           (3.72)

Îòæå, ôàçîâà øâèäê³ñòü õâèë³ ìàº âèãëÿä




   ô const.
F

c
k

                          (3.73)

Îòðèìàíå äèñïåðñ³éíå ð³âíÿííÿ (3.72) âñòàíîâëþº ñàìå òàêèé çâ’ÿçîê ì³æ 
 ³ k, ùî âèçíà÷àº âèðàç  cos( )t kx  ÿê ãàðìîí³÷íó á³æó÷ó õâèëþ âçäîâæ 
ñòðóíè. Ç íüîãî âèïëèâàº, ùî øâèäê³ñòü òàêî¿ õâèë³ íå çàëåæèòü â³ä ÷àñòî-
òè (àáî äîâæèíè õâèë³), à çàëåæí³ñòü ì³æ  ³ k ìàº ë³í³éíèé õàðàêòåð; öå 
ñâ³ä÷èòü ïðî â³äñóòí³ñòü äèñïåðñ³¿. Îñê³ëüêè äîâ³ëüíå çáóðåííÿ íà ñòðóí³ 
âèçíà÷àºòüñÿ ÿê ñóïåðïîçèö³ÿ ãàðìîí³÷íèõ ñêëàäîâèõ, òî â³äñóòí³ñòü äèñ-
ïåðñ³¿ âèçíà÷àº íåçì³íí³ñòü ôîðìè çáóðåííÿ ïðè ïîøèðåíí³ âçäîâæ ñòðó-
íè. Ùîäî ñòîÿ÷î¿ õâèë³ ìè íå ââîäèìî ïîíÿòòÿ ôàçîâî¿ øâèäêîñò³, 
îñê³ëüêè ñòîÿ÷³ õâèë³ í³êóäè íå “á³æàòü”. Âîíè “ñòîÿòü ³ êîëèâàþòüñÿ”, ÿê 
âåëèêèé “ðîçìàçàíèé” ãàðìîí³÷íèé îñöèëÿòîð. Òóò ìîæíà êàçàòè ïðî ñòà-
ëèé õàðàêòåð â³äíîøåííÿ  /k ³ éîãî íåçàëåæí³ñòü â³ä äîâæèíè õâèë³.

ßêùî äëÿ äåÿêîãî ñåðåäîâèùà çâ’ÿçîê ì³æ  ³ k íåë³í³éíèé, òî ôàçîâà 
øâèäê³ñòü çàëåæèòü â³ä ÷àñòîòè (àáî õâèëüîâîãî ÷èñëà), ³ ð³çí³ ãàðìîí³÷í³ 
ñêëàäîâ³ çáóðåííÿ ïîøèðþþòüñÿ ç ð³çíèìè ôàçîâèìè øâèäêîñòÿìè. Âíà-
ñë³äîê öüîãî ôîðìà çáóäæåííÿ ïðè ïîøèðåíí³ çì³íþºòüñÿ; ò³ëüêè ãàð-
ìîí³÷í³ õâèë³ áóäóòü ïîøèðþâàòèñÿ â òàêîìó ñåðåäîâèù³ áåç ñïîòâîðåííÿ. 
Ó öüîìó âèïàäêó ãîâîðÿòü ïðî äèñïåðñ³éíå ñåðåäîâèùå àáî äèñïåðñ³þ õâèëü.

ßê ïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ëàíöþæîê çâ’ÿçàíèõ îñöèëÿòîð³â (ðèñ. 2.28) 
íåñê³í÷åííî¿ äîâæèíè. Íåõàé âçäîâæ ëàíöþæêà ïîøèðþºòüñÿ ãàðìîí³÷íà 
õâèëÿ ç ÷àñòîòîþ  , òîä³ ïîïåðå÷íå â³äõèëåííÿ n-¿ êóëüêè çàïèøåìî ó 
âèãëÿä³

  ( ) exp ,ny t A i t kan                          (3.74)

äå a — â³äñòàíü ì³æ êóëüêàìè,   2k — õâèëüîâå ÷èñëî,  — äîâæè-
íà  õâèë³. Ï³äñòàâèâøè (3.74) ó äðóãå ð³âíÿííÿ (2.124), îòðèìàºìî 
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  2 2
(1 cos( ))

F
m ka

a
. Îòæå, äèñïåðñ³éíå ñï³ââ³äíîøåííÿ ìàº âèãëÿä

    
 

( ) 2 sin .
2

F ka
k

ma
                               (3.75)

Ð³âíÿííÿ (3.75) ìîæíà ïåðåïèñàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ñòàëó c  ó ôîðìóë³ 
(3.73) äëÿ ôàçîâî¿ øâèäêîñò³ õâèë³ ó íåïåðåðâí³é ñòðóí³. Íåõàé m/a = , 
òîä³ ïîìíîæèâøè ³ ïîä³ëèâøè (3.75) íà 2ka , îäåðæèìî

 
 

sin 2
( ) ,

2

ka
k ck

ka
                                (3.76)

äå c F ,   m a , çíà÷åííÿ c äîð³âíþº ôàçîâ³é øâèäêîñò³ õâèë³ ó íå-

ïåðåðâí³é ñòðóí³ ç ë³í³éíîþ ãóñòèíîþ  ³ íàòÿãîì F.
Óíàñë³äîê íåë³í³éíî¿ çàëåæíîñò³  (k), ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ (3.76), ôàçîâà 

øâèäê³ñòü ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³ ó ëàíöþæêó ф  k  çàëåæèòü â³ä  (àáî â³ä k ):

 
 ô

sin 2
.

2

ka
c

ka
                                   (3.77)

Çàëåæíîñò³ (k) ³ ф ( )k  çîáðàæåí³ íà ðèñ. 3.16. Íàâåäåí³ ðåçóëüòàòè äîçâî-

ëÿþòü âèñëîâèòè òàê³ ñïîñòåðåæåííÿ.
1. Äëÿ ìàëî¿ õâèëüîâî¿ â³äñòàí³ ì³æ êóëüêàìè ( 1)ka  , ³íàêøå, äëÿ âå-

ëèêî¿ äîâæèíè õâèë³ ïîð³âíÿíî ç âåëè÷èíîþ a ( )a  , äèñïåðñ³ÿ ïðàê-

òè÷íî â³äñóòíÿ ³ çã³äíî ç (3.76), (3.77) ìàºìî   ck  ³  ô c .

2. Ç³ çá³ëüøåííÿì õâèëüîâîãî ÷èñëà k (à çíà÷èòü ³  ) øâèäê³ñòü ф
(äèâ. ðèñ. 3.16, á) çìåíøóºòüñÿ. Òàêó çàëåæí³ñòü ôàçîâî¿ øâèäêîñò³ â³ä ÷àñ-
òîòè íàçèâàþòü íîðìàëüíîþ äèñïåðñ³ºþ. Äëÿ äåÿêèõ ô³çè÷íèõ ÿâèù ìîæëèâà 
ñèòóàö³ÿ, êîëè ôàçîâà øâèäê³ñòü çðîñòàº ç³ çá³ëüøåííÿì ÷àñòîòè. Ó öüîìó 
âèïàäêó äèñïåðñ³þ íàçèâàþòü àíîìàëüíîþ.

Ðèñ. 3.16. Äèñïåðñ³éí³ çàëåæíîñò³:
à — ( )k , á — ô( )k
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3. Äèñïåðñ³éíà êðèâà (ðèñ. 3.16, à) çàê³í÷óºòüñÿ, êîëè õâèëüîâå ÷èñëî ³ 
÷àñòîòà äîñÿãàþòü ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ, à ñàìå, maxk a  ³  max 2c a . 

Ä³éñíî, ïðè   max  äîâæèíà õâèë³   min max2 2k a . Õâèë³ äîâæè-

íîþ   min  íå ìîæóòü ³ñíóâàòè ó ëàíöþæêó, àäæå íà äîâæèí³ õâèë³, 
ÿêà ïîøèðþºòüñÿ, ïîâèííî çíàõîäèòèñÿ íå ìåíøå äâîõ êóëüîê, ùî êîëè-
âàþòüñÿ.

Âèíèêíåííÿ ÿâèùà äèñïåðñ³¿ îáóìîâëåíå âëàñòèâîñòÿìè ñåðåäîâèùà, â 
ÿêîìó ïîøèðþþòüñÿ õâèë³. Ó âèïàäêó ëàíöþæêà ³äåíòè÷íî çâ’ÿçàíèõ îñöè-
ëÿòîð³â öå îáóìîâëåíî íàÿâí³ñòþ ïðîñòîðîâîãî ïåð³îäó ÿê â³äñòàí³ a ì³æ 
êóëüêàìè. ßêùî a  , òî õâèëüîâèé ïðîöåñ ó íåïåðåðâí³é ñòðóí³ ³ ó ëàí-
öþæêó áóäå ïðàêòè÷íî îäíàêîâèé (îáì³ðêóéòå öå òâåðäæåííÿ, áåðó÷è äî 
óâàãè òå, ùî ó ëàíöþæêó êóëüêè ç’ºäíóþòüñÿ îäíà ç îäíîþ â³äð³çêàìè ïðÿ-
ìî¿). ßêùî æ íåð³âí³ñòü a   íå âèêîíóºòüñÿ, òî â³äíîâëþâàëüíà ñèëà áóäå 
ñóòòºâî çàëåæàòè â³ä ê³ëüêîñò³ êóëüîê, ÿê³ ðîçì³ùóþòüñÿ íà äîâæèí³ õâèë³.

Ö³êàâî çàçíà÷èòè, ùî äëÿ ðåàëüíî¿ ñòðóíè ï³àí³íî äèñïåðñ³éíå ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ ìàº òàêèé íàáëèæåíèé âèðàç [24, ñ. 67]:





 

2
2

2
,

F
k

k
                                 (3.78)

äå  — ìàëà äîäàòíà ñòàëà, ÿêà äîð³âíþº íóëþ äëÿ ³äåàëüíî ãíó÷êî¿ ñòðóíè. 
Äîäàíîê k2 ó ôîðìóë³ (3.78) âèçíà÷àºòüñÿ íàÿâí³ñòþ ó ðåàëüí³é ñòðóí³ çãè-
íàëüíî¿ æîðñòêîñò³. Ïðè÷îìó ¿¿ âïëèâ òèì á³ëüøèé, ÷èì âèùà ÷àñòîòà êîëè-
âàíü ñòðóíè. Ä³éñíî, á³ëüø âèñîê³ ìîäè ìàþòü á³ëüø êîðîòê³ äîâæèíè õâèëü 
³ ¿ì â³äïîâ³äàº á³ëüøà êðèâèçíà ñòðóíè. Öå ïðèâîäèòü äî òîãî, ùî â³äíîâëþ-
âàëüíà ñèëà, ÿêà îáóìîâëåíà çãèííîþ æîðñòê³ñòþ, çðîñòàº ³ç çá³ëüøåííÿì 

  2k , òîáòî ç á³ëüøîþ øâèäê³ñòþ, í³æ â³äíîâëþâàëüíà ñèëà, ùî îáó-

ìîâëåíà íàòÿãîì ñòðóíè. Îñòàííÿ çã³äíî ç (3.6) äîð³âíþº  2 2/F y x  ³ ïðî-
ïîðö³éíà k2, à â³äíîâëþâàëüíà ñèëà, ÿêà îáóìîâëåíà çãèííîþ æîðñòê³ñòþ, ÿê 
âèÿâëÿºòüñÿ, ïðîïîðö³éíà k4. Âëàñí³ ôîðìè ðåàëüíî¿ ñòðóíè çá³ãàþòüñÿ ç 
êîíô³ãóðàö³ºþ ìîä ³äåàëüíî ãíó÷êî¿ ñòðóíè (ðèñ. 3.15), òîáòî 1 22 ,l  

1 3 12, 3,...    , îñê³ëüêè ãðàíè÷í³ óìîâè â îáîõ âèïàäêàõ îäíàêîâ³. Îò-

æå, ìàºìî îäíàêîâ³ õâèëüîâ³ ÷èñëà   2n nk  ó ðåàëüíî¿ ³ ³äåàëüíî¿ ñòðóí, 
àëå ÷àñòîòè íîðìàëüíèõ êîëèâàíü ðåàëüíî¿ ñòðóíè íå â³äïîâ³äàþòü “ãàðìî-
í³÷í³é” ïîñë³äîâíîñò³  2 1 3 12 , 3 ,...f f f f  Ó ñòðóíè ï³àí³íî àáî ðîÿëÿ, ÷àñ-
òîòè âèñîêèõ ìîä çã³äíî ç (3.78) ìàþòü äåùî á³ëüø³ çíà÷åííÿ, í³æ ÷àñòîòè 
ãàðìîí³÷íî¿ ïîñë³äîâíîñò³. Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ìî-
äåëü ñòðóíè ç êóëüêàìè ã³ðøà çà ìîäåëü íåïåðåðâíî¿, ³äåàëüíî ãíó÷êî¿, ñòðó-
íè, îñê³ëüêè äàº ïîïðàâêó, çíàê ÿêî¿ íå â³äïîâ³äàº ðåàëüí³é ñòðóí³.

Íàäàë³ ðîçãëÿäàòèìåìî âèïàäêè ³íøèõ äèñïåðñ³éíèõ ñï³ââ³äíîøåíü, ÿê³ 
âèíèêàþòü çàâäÿêè ñïåöèô³÷íèì âëàñòèâîñòÿì ñåðåäîâèùà, àáî óìîâàì 
ïîøèðåííÿ õâèëü.

Ðîçãëÿíóòà çàäà÷à ïðî êîëèâàííÿ ñòðóíè ç êóëüêàìè äîçâîëÿº îòðèìàòè 
âàãîì³ àðãóìåíòè íà êîðèñòü âèêîðèñòàííÿ ìîäåë³ ñóö³ëüíîãî ñåðåäîâèùà â 
çàäà÷àõ àêóñòèêè. Ä³éñíî, íåõàé êóëüêè íà ñòðóí³ — öå àòîìè â êðè-
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ñòàë³÷í³é ´ðàòö³ êðèñòàëà. Ó êðèñòàë³ ñòàëà ïðóæíî¿ ñèëè F/a ìàº ïîðÿäîê 
15 Í ∙ ì–1, à òèïîâå çíà÷åííÿ àòîìíî¿ ìàñè äîð³âíþº 60 ∙ 10–27 êã [39, 
ñ. 142]. Òîä³ çã³äíî ç (3.75) êâàäðàò ìàêñèìàëüíî¿ êóòîâî¿ ÷àñòîòè ñòà-

íîâèòü c  2 27 2
max

4
10 ,

F
ma

 à â³äïîâ³äíå çíà÷åííÿ ÷àñòîòè   max max 2f

  125 10 Ãö . Öÿ ÷àñòîòà çíà÷íî á³ëüøà, í³æ ÷àñòîòè, ÿê³ ñïîñòåð³ãàþòüñÿ â 
àêóñòèö³. Òîìó ä³éñíî, â çàäà÷àõ àêóñòèêè ðåàëüí³ ñåðåäîâèùà, íåçâàæàþ÷è 
íà ¿õ àòîìíó ñòðóêòóðó, ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñóö³ëüí³.

3.6.3. Åíåðã³ÿ êîëèâàíü ñê³í÷åííî¿ ñòðóíè

Âèçíà÷èìî åíåðã³þ ñòðóíè äîâæèíîþ l, ÿêà â³ëüíî êîëèâàºòü-
ñÿ, ç óðàõóâàííÿì òîãî ôàêòó, ùî êîëèâàííÿ ñòðóíè çîáðàæåíå ÿê ñóïåðïî-
çèö³ÿ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü (3.55). Ï³äñòàâèìî (3.55) ó (3.33) ³ ïðî³íòå-
ãðóºìî çà âñ³ºþ äîâæèíîþ ñòðóíè, òîáòî ìåæàìè ³íòåãðóâàííÿ áóäóòü 

 0,a b l . Âíàñë³äîê öüîãî îòðèìàºìî òàêèé âèðàç äëÿ åíåðã³¿ ñòðóíè, ùî 
â³ëüíî êîëèâàºòüñÿ (çðîá³òü âèêëàäêè ñàìîñò³éíî):





 
1

,n
n

H H                                   (3.79)

äå 

 2 21

,
2 2n n n

l
H A  2 2 .n n nA a b                  (3.80)

Âåëè÷èíó nH  ìîæíà ³íòåðïðåòóâàòè ÿê åíåðã³þ, ùî ïðèïàäàº íà îêðåìó 
ãàðìîí³÷íó ñêëàäîâó, òîä³ åíåðã³ÿ êîëèâíî¿ ñòðóíè âèçíà÷àòèìåòüñÿ ÿê ñó-
ìà åíåðã³é íîðìàëüíèõ êîëèâàíü ñòðóíè.

3.6.4. Ïðèêëàäè êîëèâàíü ó ñê³í÷åíí³é ñòðóí³
çà ð³çíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ

Ó ìóçè÷íèõ ³íñòðóìåíòàõ çáóäæóþòüñÿ ïîïåðå÷í³ êîëèâàííÿ 
ñòðóí. Ðîçð³çíÿþòü òðè òèïè ñòðóííèõ ³íñòðóìåíò³â: ùèïêîâ³, óäàðí³ ³ 
ñìè÷êîâ³. Â óäàðíèõ ³íñòðóìåíòàõ (íàïðèêëàä, ðîÿëü) êîëèâàííÿ çáóäæó-
þòüñÿ óäàðîì, ÿêèé íàäàº ñòðóí³ ïî÷àòêîâó øâèäê³ñòü áåç ïî÷àòêîâîãî â³ä-
õèëåííÿ. Ó ùèïêîâèõ ³íñòðóìåíòàõ (íàïðèêëàä, àðôà, ã³òàðà) êîëèâàííÿ 
çáóäæóþòüñÿ âíàñë³äîê íàäàííÿ ñòðóí³ äåÿêîãî ïî÷àòêîâîãî â³äõèëåííÿ áåç 
ïî÷àòêîâî¿ øâèäêîñò³.

Ðîçãëÿíåìî ê³ëüêà ïðèêëàä³â êîëèâàííÿ ñòðóíè çà ð³çíèõ ïî÷àòêîâèõ 
óìîâ. Íåõàé äëÿ ñòðóíè ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè x = 0, x = l ïî÷àòêîâå 

â³äõèëåííÿ (ðèñ. 3.17) â³äáóâàºòüñÿ âíàñë³äîê ¿¿ 
â³äòÿãóâàííÿ â òî÷ö³ x  íà âåëè÷èíó h, òîáòî 

 ( ,0)y h . Ïî÷àòêîâà øâèäê³ñòü ïðè öüîìó äî-
ð³âíþº íóëþ. Òàêà çàäà÷à ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê 
îñíîâà ïðîñòî¿ òåîð³¿ çáóäæåííÿ ñòðóí ùèïêî-
âèõ ³íñòðóìåíò³â. Îòæå, ïî÷àòêîâ³ óìîâè (3.15) 
ìàòèìóòü âèãëÿä

Ðèñ. 3.17. Ïî÷àòêîâå â³äõèëåí-
íÿ ñòðóíè
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Çã³äíî ç ôîðìóëîþ (3.58) çíàõîäèìî êîåô³ö³ºíòè na  ³ nb :

 


  
     

2

2 2

2
sin ,n

hl n
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ln l
 0, 1,2,3,...nb n           (3.82)

Ï³äñòàâèâøè ôîðìóëó (3.82) ó âèðàç (3.55), îòðèìàºìî øóêàíèé ðîçâ’ÿçîê:

       
  





           


2

2 2
1

2 1
, sin sin cos .n

n

hl n n x
y x t t

l ll n
        (3.83)

Åíåðã³ÿ n -¿ ãàðìîí³êè çã³äíî ç (3.80) ñòàíîâèòü

 
  
  

    
 

3 2 2
2 2 2
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1
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4n n n

l h c n
H l a

ln l
               (3.84)

³ çìåíøóºòüñÿ îáåðíåíî ïðîïîðö³éíî n2.
Ö³êàâî, ÿêùî  òà n òàê³, ùî   sin 0,n l òîáòî òî÷êà  º âóçëîì n-¿ 

ãàðìîí³êè, òî  0na , ³ ó îòðèìàíîìó ðîçâ’ÿçêó â³äïîâ³äíà ãàðìîí³êà â³äñóò-

íÿ. Íàïðèêëàä, ÿêùî ñòðóíà â³äòÿãíóòà â ñåðåäí³é òî÷ö³   2,l  òî  /n l

 /n l  ³ äëÿ âñ³õ ïàðíèõ çíà÷åíü n  òî÷êà l/2 º âóçîë; òî ó ðîçâ’ÿçêó áóäóòü 

ïðèñóòí³ ò³ëüêè íåïàðí³ ãàðìîí³êè. Îòæå, ó âèïàäêó   2l  ðîçâ’ÿçîê (3.83) 
íàáóâàº âèãëÿäó 

   
 

   










  
     

 2 12 2
1

1 2 18
, sin cos .

2 1

n

n
n

n xh
y x t t

ln

Ðîçãëÿíåìî äðóãèé ïðèêëàä. Ñòðóíà çáóäæóºòüñÿ ïðè íàäàíí³ ¿é ïî÷àò-
êîâî¿ øâèäêîñò³ 0  íà ä³ëÿíö³  ,     . Òàêà  ñèòóàö³ÿ â³äïîâ³äàº óäàðó 

ïî ñòðóí³ â òî÷ö³  ïëîñêîãî æîðñòêîãî ìîëîòî÷êà øèðèíîþ 2. Ðîçâ’ÿçîê 
ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê íàéïðîñò³øó òåîð³þ óäàðíîãî 
çáóäæåííÿ ñòðóíè. Îòæå, ïî÷àòêîâ³ óìîâè ìàþòü âèãëÿä

  1 0,Q x    
 

    
 

  
    
   

2 0

0, 0 ,

, ,

0, .

x

Q x x

x l

²ç çàãàëüíèõ ôîðìóë (3.58) çíàõîäèìî

 0,na
        



     
             

0
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2
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Òàêèì ÷èíîì, ïðîöåñ êîëèâàíü îïèñóºòüñÿ ôóíêö³ºþ 

      








           
     

0
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4 1
, sin sin sin sin ,n
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l n n n x
y x t t

l l lc n
     (3.85)

à åíåðã³¿ îêðåìèõ ãàðìîí³ê  äîð³âíþþòü 
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                    (3.86)

Â îêðåìîìó âèïàäêó, êîëè ïî÷àòêîâ³ øâèäêîñò³ íàäàí³ âñ³ì òî÷êàì ñòðóíè 
   2, 2l l , çàêîí ðóõó ñòðóíè ìàº âèãëÿä 
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       (3.87)

ùî â³äïîâ³äàº çáóäæåííþ ò³ëüêè íåïàðíèõ ãàðìîí³ê. ßê áà÷èìî, àìïë³òóäè 
ãàðìîí³ê An çìåíøóþòüñÿ òàê: 21 n , òîä³ ðîçïîä³ë åíåðã³¿ ì³æ ãàðìîí³êàìè 

çã³äíî ç (3.86) â³äáóâàºòüñÿ çà çàêîíîì 21nH n . Äëÿ öüîãî îêðåìîãî âè-
ïàäêó åíåðã³ÿ òàêîæ çîñåðåäæåíà, â îñíîâíîìó, â ïåðø³é ãàðìîí³ö³. Òóò 
óñ³ì òî÷êàì ñòðóíè íàäàºòüñÿ ðóõ â îäíîìó íàïðÿìêó, ùî õàðàêòåðíî 
ò³ëüêè äëÿ ïåðøî¿ ãàðìîí³êè. 

Ðîçãëÿíåìî ñèòóàö³þ, êîëè øèðèíà ìîëîòî÷êà 2 ïðÿìóº äî íóëÿ, òîáòî 
ñòðóíà çáóäæóºòüñÿ óäàðîì äóæå ãîñòðîãî ìîëîòî÷êà, ùî íàäàº ñòðóí³ ³ì-
ïóëüñ I ó òî÷ö³ . Öå çàäà÷à ïðî âïëèâ íà ñòðóíó çîñåðåäæåíîãî ³ìïóëüñó. 
Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî ³ìïóëüñ ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíèé íà äåÿê³é ìàë³é
ä³ëÿíö³ ñòðóíè        , , ùî îòî÷óº òî÷êó , òîáòî  02I . Çâ³äêè
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2
I

                                    (3.88)

Äàë³, ïåðåéøîâøè äî ãðàíèö³   , ä³ñòàíåìî øóêàíèé ðîçâ’ÿçîê. Ï³äñòà-
âèâøè (3.88) ó ôîðìóëó (3.85), îäåðæèìî
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        (3.89)

Îñê³ëüêè 
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, òî ìàºìî òàêèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî êîëè-

âàííÿ ñòðóíè ï³ä âïëèâîì çîñåðåäæåíîãî ³ìïóëüñó: 
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              (3.90)

â³äïîâ³äíî, åíåðã³¿ îêðåìèõ ãàðìîí³ê ìàþòü âèãëÿä 
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Ðèñ. 3.18. Â³äíîñí³ çíà÷åííÿ åíåðã³¿ ãàð-
ìîí³ê Hn /Hmax:
à — 0,5 ,l  0,2l  ; á — 0,3 ,l  0,2l  ; 

â — 0,3 ,l  0,05l 




   
 

2
2sin .n

I n
H

l l
                                (3.91)

Òàêèì ÷èíîì (äèâ. (3.91)), ïðè çáóäæåíí³ ñòðóíè óäàðîì, ÿêèé ñêîíöåíò-
ðîâàíî íà íåâåëèê³é ä³ëÿíö³ äîâæèíîþ 2 ( ìàº ìàëå çíà÷åííÿ ïîð³âíÿíî 
ç â³äñòàííþ ì³æ âóçëàìè) åíåðã³¿ ð³çíèõ ãàðìîí³ê íåçíà÷íî ðîçð³çíÿòèìóòü-
ñÿ ì³æ ñîáîþ, ³ çâóê, ÿêèé â³äòâîðþº ñòðóíà, áóäå íàñè÷åíèé âèùèìè ãàð-
ìîí³êàìè. Öåé âèñíîâîê ëåãêî ïåðåâ³ðèòè åêñïåðèìåíòàëüíî. ßêùî ïî íà-
òÿãíóò³é ñòðóí³ âäàðèòè ëåçîì íîæà, òî ñòðóíà çàäçâåíèòü: çâóê áóäå íàñè-
÷åíèé âèùèìè ãàðìîí³êàìè. 

Ðîçãëÿíóò³ ïðèêëàäè ñâ³ä÷àòü, ùî íà åíåðã³þ ãàðìîí³ê ñóòòºâî âïëèâà-
þòü çíà÷åííÿ êîîðäèíàòè , ùî âèçíà÷àº ì³ñöå óäàðó ìîëîòî÷êà ³ øèðèíó 
â³äð³çêà , íà ÿêîìó âèêîíóºòüñÿ óäàð. Êð³ì òîãî, íàÿâí³ñòü ìíîæíèêà  sin n l

ó ôîðìóë³ (3.86) ïðèâîäèòü äî òîãî, ùî ó âèïàäêó, ÿêùî öåíòð óäàðó ìîëî-
òî÷êà çá³ãàºòüñÿ ç âóçëîì n-¿ ãàðìîí³êè, òî åíåðã³ÿ â³äïîâ³äíî¿ ãàðìîí³êè 
äîð³âíþº íóëþ. Ö³ âèñíîâêè ³ëþñòðóþòüñÿ ðèñ. 3.18, íà ÿêîìó ïîêàçàí³ 
â³äíîñí³ çíà÷åííÿ åíåðã³é ãàðìîí³ê Hn/Hmax ïðè ð³çíèõ âåëè÷èíàõ  ³ , òóò 
Ímax âèçíà÷àº íàéá³ëüøó åíåðã³þ â³äïîâ³äíî¿ ãàðìîí³êè.

Âêàçàí³ îñîáëèâîñò³ âðàõîâóþòü ïðè ñòâîðåíí³ ìóçè÷íèõ ³íñòðóìåíò³â. 
Íàÿâí³ñòü âèñîêèõ ãàðìîí³ê (ïî÷èíàþ÷è ç 7-¿) ïîðóøóº ãàðìîí³÷í³ñòü çâó-
êó ³ âèêëèêàº â³ä÷óòòÿ äèñîíàíñó (â³ä ëàòèíñüêîãî ñëîâà dissonans — ð³çíî-
çâó÷íèé, òîáòî íåìèëîçâó÷í³ñòü). Íàÿâí³ñòü íèçüêèõ ãàðìîí³ê, íàâïàêè, 
âèêëèêàº ïî÷óòòÿ ïîâíîòè çâóêó. Ó ðîÿë³ ì³ñöå óäàðó ìîëîòî÷êà âèáèðàþòü 
ïîáëèçó òî÷êè çàêð³ïëåííÿ ñòðóíè ì³æ âóçëàìè 7-¿ ³ 8-¿ ãàðìîí³ê, ùîá 
çìåíøèòè ¿õ åíåðã³þ. Ðåãóëþþ÷è øèðèíó ìîëîòî÷êà ³ éîãî æîðñòê³ñòü (äëÿ 
öüîãî éîãî óäàðíó ÷àñòèíó îáòÿãóþòü øê³ðîþ), ïðàãíóòü çá³ëüøèòè åíåðã³þ 
íèçüêèõ (3-¿  ³ 4-¿) ãàðìîí³ê. Ó ñòàðèõ êîíñòðóêö³ÿõ ðîÿëÿ, ÿê³ ìàþòü á³ëüø 
ð³çêèé çâóê, íàâ³òü äî äåÿêîãî ñòóïåíÿ äçâåí³ííÿ, âèêîðèñòîâóþòüñÿ âóçüê³ 
³ æîðñòê³ ìîëîòî÷êè [52, ñ. 143]. 
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3.7. Âèìóøåí³ êîëèâàííÿ ñòðóíè

Ðîçãëÿíåìî ñòðóíó äîâæèíîþ l, ùî çàêð³ïëåíà íà ê³íöÿõ. Íå-
õàé ôóíêö³ÿ g(x, t) õàðàêòåðèçóº çîâí³øíþ ñèëó íà îäèíèöþ äîâæèíè ñòðó-
íè ³ íå çàëåæèòü â³ä ðóõó ñòðóíè, òîáòî ìàºìî äæåðåëî ñèëè íåñê³í÷åííî¿ 
ïîòóæíîñò³. Ñèëè îïîðó â³äñóòí³ (R = 0). Òîä³ ð³âíÿííÿ ðóõó ñòðóíè íàáóâàº 
âèãëÿäó (äèâ. (3.6)):

 
2 2

2 2
,

y y
F g x t

t x
 
 

  , àáî 
 2 2

2 2 2

,1
.

g x ty y
Fc t x

 
 

           (3.92)

Íåõàé çîâí³øíÿ ñèëà ïåð³îäè÷íà çà ÷àñîì g(x, t) = g(x)exp(–it). Ðîçãëÿ-
íåìî ò³ëüêè âèìóøåí³ êîëèâàííÿ; äëÿ öüîãî íåîáõ³äíî çíàéòè ÷àñòèííèé 
ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (3.92). Êîëèâàííÿ ñòðóíè ó ÷àñ³ áóäóòü â³äïîâ³äàòè ä³¿ 
çîâí³øíüî¿ ñèëè, òîìó ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (3.92) áóäåìî øóêàòè 
ó âèãëÿä³

y(x, t) = Y(x)exp(–it).                              (3.93)

Ï³äñòàâèìî (3.93) ó (3.92) ³ îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ äëÿ àìïë³òóäíî¿ ôóíêö³¿
Y(x) øóêàíîãî ðîçâ’ÿçêó

 2 2

2 2
.

g xd Y
Y

Fdx c


                                 (3.94)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñò³ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü ñòðóíè, ìîæíà äî-
ñèòü ïðîñòî çíàéòè ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (3.94). Ä³éñíî, îñê³ëüêè âëàñí³ 
ôîðìè êîëèâàíü ñòðóíè sin(nx/l) = sin(nx/c) óòâîðþþòü ïîâíó ³ îðòîãî-
íàëüíó ñèñòåìó ôóíêö³é íà â³äð³çêó [0, l], òî ìè ìàºìî ìîæëèâ³ñòü çîáðàçè-
òè àìïë³òóäíó ôóíêö³þ çîâí³øíüî¿ ñèëè g(x) ÷åðåç ðÿä Ôóð’º çà âëàñíèìè 
ôîðìàìè ñòðóíè {sin(nx/c), n = 1,2,…} ó âèãëÿä³
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                             (3.95)

äå êîåô³ö³ºíòè ðÿäó  
0

2
sin .

l
n

ng g x x dx
l c

   
   Ç óðàõóâàííÿì (3.95) ïåðå-

ïèøåìî (3.94) òàêèì ÷èíîì:
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                       (3.96)

Çîáðàçèìî ôóíêö³þ  Y x , ÿêà âèçíà÷àº àìïë³òóäó êîëèâàíü ÷àñòèíîê ñòðó-

íè, òàêîæ ó âèãëÿä³ ðÿäó çà âëàñíèìè ôîðìàìè êîëèâàíü ñòðóíè:
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Òîä³ ð³âíÿííÿ (3.96) íàáóâàº âèãëÿäó
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Çâ³äêè øóêàí³ êîåô³ö³ºíòè 
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 Îòæå, âèìóøåí³ êîëèâàííÿ 

ñòðóíè âèçíà÷àþòüñÿ ðÿäîì
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                (3.97)

Ðîçâ’ÿçîê ó âèãëÿä³ ðÿäó (3.97) íàî÷íî ðîçêðèâàº ïðèðîäó ÿâèùà ðåçî-
íàíñó. Çã³äíî ç (3.97) äëÿ âèíèêíåííÿ ðåçîíàíñó íåîáõ³äíå âèêîíàííÿ äâîõ 
óìîâ: 

1) íàáëèæåííÿ ÷àñòîòè çîâí³øíüî¿ ñèëè  äî îäí³º¿ ç âëàñíèõ ÷àñòîò 
ñòðóíè n, òîáòî   n; 

2) íàÿâí³ñòü ó ïðîñòîðîâîìó ðîçïîä³ë³ çîâí³øíüî¿ ñèëè ñêëàäîâî¿, ùî 
â³äïîâ³äàº n-é ôîðì³ êîëèâàíü, òîáòî gn  0. Íàïðèêëàä, êîëè   2, òî 
íåîáõ³äíî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà f2  0. 

ßêùî ö³ äâ³ óìîâè âèêîíóþòüñÿ, òî àìïë³òóäà ðóõó çà ÷àñîì íåîáìåæå-
íî çðîñòàº (àäæå àíàë³çóºìî ñèñòåìó áåç äåìïô³ðóâàííÿ) ³ ñóìà ðÿäó (3.97) 
âèçíà÷àºòüñÿ ôàêòè÷íî îäíèì äîäàíêîì, äëÿ ÿêîãî   n. Ô³çè÷íî öå îç-
íà÷àº, ùî ïðè ðåçîíàíñ³ ñòðóíà íàáóâàº ôîðìó êîëèâàíü, ùî â³äïîâ³äàº 
ãàðìîí³ö³ ç íîìåðîì n, äëÿ ÿêî¿   n.

Îòæå, åôåêòèâí³ñòü çáóäæåííÿ ò³º¿ ÷è ³íøî¿ ãàðìîí³êè çàëåæèòü íå 
ò³ëüêè â³ä ñï³ââ³äíîøåííÿ ÷àñòîòè çîâí³øíüî¿ ñèëè ³ âëàñíî¿ ÷àñòîòè ãàð-
ìîí³êè, à é â³ä ôóíêö³¿ g(x), ÿêà âèçíà÷àº ðîçïîä³ë àìïë³òóäè çîâí³øíüî¿ 
ñèëè âçäîâæ ñòðóíè. Íàïðèêëàä, ÿêùî ãàðìîí³÷íà ñèëà ïðèêëàäàºòüñÿ ó 
âóçëîâ³é òî÷ö³ îäí³º¿ ç ãàðìîí³ê ³ ÷àñòîòè çîâí³øíüîãî âïëèâó, ³ ãàðìîí³êè 
çá³ãàþòüñÿ, òî ÿâèùå ðåçîíàíñó âñå æ òàêè íå â³äáóâàºòüñÿ.

3.8. Âïëèâ äåìïô³ðóâàííÿ íà ðóõ ñòðóíè

Ðîçãëÿíåìî âïëèâ äåìïô³ðóâàííÿ íà êîëèâàííÿ ñòðóíè. ßê ³ ó 
âèïàäêó ñèñòåì ³ç çîñåðåäæåíèìè ïàðàìåòðàìè, ñêîðèñòàºìîñÿ íàéïðîñ-
ò³øîþ ô³çè÷íîþ ìîäåëëþ äåìïô³ðóâàííÿ, ïðèïóñêàþ÷è, ùî ñèëà îïîðó íà 
îäèíèöþ äîâæèíè ïðîïîðö³éíà øâèäêîñò³ ðóõó åëåìåíòà ñòðóíè ç êîåô³ö³-
ºíòîì ïðîïîðö³éíîñò³ R.

Ðîçãëÿäàþ÷è ðóõ ñòðóíè ç óðàõóâàííÿì äåìïô³ðóâàííÿ, íåîáõ³äíî òàêîæ 
çâåðíóòè óâàãó íà äåÿê³ îñîáëèâîñò³ ó ïîâåä³íö³ êîåô³ö³ºíòà äåìïô³ðóâàííÿ 
R. Ô³çè÷í³ ïðîöåñè, ùî ñïðè÷èíÿþòü ïîÿâó äåìïô³ðóâàííÿ â êîëèâàëüíèõ 
ñèñòåìàõ, íàäçâè÷àéíî ð³çíîìàí³òí³. Ùîäî ðîçãëÿäóâàíîãî âèïàäêó ðóõó 
ñòðóíè ìîæíà çãàäàòè ê³ëüêà ñóòòºâèõ ìåõàí³çì³â ðîçñ³þâàííÿ åíåðã³¿. Öå, 
íàñàìïåðåä, ïðîöåñè ïåðåòâîðåííÿ ìåõàí³÷íî¿ åíåðã³¿ íà òåïëîòó ïðè äå-
ôîðìàö³¿ åëåìåíòà ñòðóíè. ²íîä³ òàê³ ïðîöåñè õàðàêòåðèçóþòü, ââîäÿ÷è ïî-
íÿòòÿ âíóòð³øíüîãî òåðòÿ â ìàòåð³àë³. Â³äïîâ³äíà ô³çè÷íà õàðàêòåðèñòèêà 
ìàòåð³àëó — êîåô³ö³ºíò âòðàò — çâè÷àéíî âèçíà÷àºòüñÿ çà öèêë³÷íî¿ äå-
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ôîðìàö³¿ çðàçê³â ³ º ïàñïîðòíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ìàòåð³àëó. Ïðàêòè÷íî âñ³ 
ìàòåð³àëè ìàþòü ñóòòºâó çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíòà âèòðàò â³ä ÷àñòîòè äåôîð-
ìóâàííÿ.

Äëÿ áàãàòüîõ êîëèâàëüíèõ ñèñòåì â àêóñòèö³ ñóòòºâèì ìåõàí³çìîì ðîç-
ñ³þâàííÿ åíåðã³¿ º âèòðàòè íà âèïðîì³íþâàííÿ, òîáòî âòðàòè åíåðã³¿ çà ðà-
õóíîê çâóêîâèõ á³æó÷èõ õâèëü â³ä êîëèâíîãî ò³ëà. Ó áàãàòüîõ ïðàêòè÷íî 
âàæëèâèõ àêóñòè÷íèõ ñèñòåìàõ òàê³ âòðàòè íà âèïðîì³íþâàííÿ ñóòòºâî ïå-
ðåâèùóþòü âòðàòè åíåðã³¿ ó ìàòåð³àë³. Ó âèïàäêó òîíêî¿ ñòðóíè âòðàòè íà 
âèïðîì³íþâàííÿ äóæå ìàë³. Á³ëüø ñóòòºâèìè âòðàòàìè â ðåàëüí³é ñòðóí³ º 
âòðàòè â îïîðàõ, òîáòî âòðàòè, çâ’ÿçàí³ ç ïåðåõîäîì åíåðã³¿ â³ä êîëèâíî¿ 
ñòðóíè äî òîãî îá’ºêòà, íà ÿêîìó çàêð³ïëåíà ñòðóíà. Ó ìóçè÷íèõ ³íñòðó-
ìåíòàõ ñàìå çà ðàõóíîê òàêèõ âòðàò ñòâîðþºòüñÿ çâóê ó íàâêîëèøíüîìó ñå-
ðåäîâèù³. Òóò íåîáõ³äíî çàçíà÷èòè, ùî ³ äëÿ öüîãî îñòàííüîãî ìåõàí³çìó 
âàæëèâîþ º çàëåæí³ñòü øâèäêîñò³ âòðàòè åíåðã³¿ â³ä ÷àñòîòè. Öÿ îáñòàâè-
íà ìàº âðàõîâóâàòèñÿ ïðè àíàë³ç³ âïëèâó äåìïô³ðóâàííÿ íà õàðàêòåð ðóõó 
ñòðóíè.

Ðîçãëÿíåìî òàêó ñèòóàö³þ äëÿ çìóøåíèõ êîëèâàíü ñòðóíè ï³ä ä³ºþ ïå-
ð³îäè÷íî¿ ñèëè:

g(x, t) = g(x) exp(–it).                          (3.98)

Äëÿ óñòàíîâëåíèõ êîëèâàíü ñòðóíè, òîáòî ¿¿ ðóõó â ò³ ìîìåíòè ÷àñó, êîëè 
â³ëüí³ êîëèâàííÿ âæå çãàñëè, íåîáõ³äíî çíàéòè ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê 
ð³âíÿííÿ (3.6), áåðó÷è äî óâàãè (3.98):

     
2 2

2 2 2

1
2 exp ,

g xy y y
i t

t Fc t x
    

 
                (3.99)

äå c2 = F/, 2() = R()/F. Î÷åâèäíî, ùî çì³íþâàííÿ çà ÷àñîì ôóíêö³¿ 
y(x,t) ïîâòîðþâàòèìå çì³íó çà ÷àñîì çîâí³øíüî¿ ñèëè, òîáòî ìàòèìå âèãëÿä 
y(x,t) = Y(x) exp(–it). Ôàçîâ³ ð³çíèö³ ïðè öüîìó âðàõîâóþòüñÿ òèì, ùî 
ôóíêö³ÿ Y(x,t) êîìïëåêñíà. Äëÿ ¿¿ âèçíà÷åííÿ ç (3.99) ä³ñòàíåìî çâè÷àéíå 
äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ç âèçíà÷åíèì êîåô³ö³ºíòîì äåìïô³ðóâàííÿ, ùî 
â³äïîâ³äàº çàäàí³é ÷àñòîò³ êîëèâàíü :
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                 (3.100)

×àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê öüîãî ð³âíÿííÿ ìàº çàäîâîëüíÿòè ãðàíè÷í³ óìîâè íà 
ê³íöÿõ ñòðóíè. Ñàìå òîìó ïðè éîãî ïîáóäîâ³ äîö³ëüíî âèêîðèñòîâóâàòè 
âëàñòèâîñò³ âëàñíèõ ôîðì êîëèâàíü ³äåàëüíî¿ ñòðóíè sin(nx/l), n = 1, 2, 3… 
Çàïèøåìî ðÿäè Ôóð’º çà âëàñíèìè ôîðìàìè ñòðóíè:
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Òóò gn — â³äîì³ ïðè çàäàíîìó ðîçïîä³ë³ çîâí³øíüî¿ ñèëè êîåô³ö³ºíòè:
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                           (3.102)

âåëè÷èíè Yn ìàþòü áóòè âèçíà÷åí³. Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè ôîðìóëè (3.101) ó 
âèðàç (3.100) ä³ñòàíåìî
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                     (3.103)

Öå ñï³ââ³äíîøåííÿ âèçíà÷àòèìå çíà÷åííÿ Yn ÷åðåç çàäàí³ êîåô³ö³ºíòè gn
ðîçêëàäàííÿ çîâí³øíüî¿ ñèëè ó ðÿä Ôóð’º. Òàêèì ÷èíîì, âèìóøåíèé ðóõ 
ñòðóíè îïèñóºòüñÿ òàêèì âèðàçîì
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  (3.104)

Òóò äîáðå âèäíî, ùî ñòóï³íü çáóäæåííÿ êîæíî¿ âëàñíî¿ ôîðìè êîëèâàíü 
çàëåæèòü â³ä ñòóïåíÿ áëèçüêîñò³ çàäàíîãî õâèëüîâîãî ÷èñëà /c ³ õâèëüîâî-
ãî ÷èñëà âëàñíî¿ ôîðìè n/c = n/l. Ó ðàç³ ðåçîíàíñó, òîáòî ïðè /c = n/l, 
äå n — äåÿêèé ô³êñîâàíèé íîìåð, àìïë³òóäà êîëèâàíü ñòðóíè çàëèøàºòüñÿ 
ñê³í÷åííîþ. Òóò ìîæíà çàçíà÷èòè, ùî âïëèâ äåìïô³ðóâàííÿ çà âèìóøåíèõ 
êîëèâàíü ñòðóíè â³äáèâàòèìåòüñÿ íà òèõ ôîðìàõ, äëÿ ÿêèõ ìîæíà ââàæàòè

     2 2/ / 2 .c n l                            (3.105)

Äëÿ òèõ âëàñíèõ ôîðì, äå      2 2/ / 2c n l     , íàÿâí³ñòü äåìïô³-

ðóâàííÿ íåñóòòºâà. Ñë³ä òàêîæ çâåðíóòè óâàãó, ùî çíàìåííèê ó (3.104) àíà-
ëîã³÷íèé ââåäåíîìó ó äðóãîìó ðîçä³ë³ êîìïëåêñíîìó ìåõàí³÷íîìó ³ìïå-
äàíñó Z  ñèñòåìè ç îäíèì ñòóïåíåì â³ëüíîñò³. Ó âèïàäêó ñèñòåìè ç ðîç-
ïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè ìîæíà ãîâîðèòè ïðî êîìïëåêñíèé ³ìïåäàíñ êîæ-
íîãî íîðìàëüíîãî êîëèâàííÿ.

Äåùî ñêëàäí³øå âðàõîâóâàòè äåìïô³ðóâàííÿ çà â³ëüíèõ êîëèâàíü ñòðó-
íè. Òóò íåîáõ³äíî çíàéòè ðîçâ’ÿçîê îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ (3.99) (g(x)  0), 
ùî çàäîâîëüíÿº ãðàíè÷í³ òà çàäàí³ ïî÷àòêîâ³ óìîâè:

y(0,t) = 0, y(l,t) = 0,                             (3.106)

y(x,0) = Q1(x), 
   2

,0
.

y x
Q x

t






Çîáðàçèìî ôóíêö³¿ Q1(x) ³ Q2(x), ÿê³ âèçíà÷àþòü ïî÷àòêîâå çáóðåííÿ, ó âè-
ãëÿä³ ðÿä³â çà âëàñíèìè ôîðìàìè êîëèâàíü ñòðóíè:

1
1

( ) sin ,n
n

n
Q x q x

l
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( )sin .

l
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n
Q x x dx

l l





   
       (3.107)

ßêùî ó öèõ ðÿäàõ â³äì³ííèìè â³ä íóëÿ º äâà àáî á³ëüøå êîåô³ö³ºíò³â — qn ³ 
n, òî öå îçíà÷àº, ùî åíåðã³ÿ ïî÷àòêîâîãî çáóðåííÿ ðîçïîä³ëÿºòüñÿ çà 
ê³ëüêîìà âëàñíèìè ôîðìàìè êîëèâàíü, ³ ïðè ïîäàëüøîìó ðóñ³ ñòðóíè áó-
äóòü ïðèñóòí³ ê³ëüêà íîðìàëüíèõ êîëèâàíü. Êîæíå ç íèõ õàðàêòåðèçóºòüñÿ 
âëàñíîþ ÷àñòîòîþ ³ öå ñë³ä óðàõîâóâàòè ïðè ðîçãëÿä³ äåìïô³ðóâàííÿ, ùî 
çàëåæèòü â³ä ÷àñòîòè.

Ðîçãëÿíåìî ïî÷àòêîâå çáóðåííÿ, ùî â³äïîâ³äàº äåÿê³é êîíêðåòí³é ôîðì³ 
sin(Nx/l). Â îñíîâ³ ïîäàëüøîãî âèêëàäó ïîêëàäåíå ïðèïóùåííÿ, ùî çàäàíà 
ôîðìà êîëèâàíü çàëèøàòèìåòüñÿ íåçì³ííîþ; çì³íþºòüñÿ ëèøå àìïë³òóäà. 
Öå îçíà÷àº, ùî ðîçâ’ÿçîê îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ (3.99) äëÿ y(x,t) áóäåìî 
øóêàòè ó âèãëÿä³

   , sin .
N

y x t Y t x
l
   

 
                           (3.108)

Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè ó âèðàç (3.99) ïðè g(x)  0 ðîçâ’ÿçêó (3.108) ä³ñòàíåìî 
çâè÷àéíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ äëÿ ôóíêö³¿ ÷àñó:

 
22

2 2

1
2 0.

d Y dY N
Y

dt lc dt
      

 
                  (3.109)

Öå äîñèòü ïðîñòå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ, ðîçâ’ÿçîê ÿêîãî ñë³ä øóêàòè ó 
ôîðì³

Y(t) = AN exp(it).                                (3.110)

Äëÿ ïîêàçíèêà åêñïîíåíòè îäåðæèìî ð³âí³ñòü

 
2 2

2
2 0.

N
i

l c
        

 
                          (3.111)

Ðîçâ’ÿçîê êâàäðàòíîãî ð³âíÿííÿ  2 2 22 0Ni c       íåñêëàäíî çíàéòè 

ó âèãëÿä³

   2 2 2 4 .Ni c c                              (3.112)

ßêùî äåìïô³ðóâàííÿ â³äñóòíº, òî ìàòèìåìî  = N, òîáòî ñèñòåìà 
çä³éñíþº íåçãàñàþ÷³ êîëèâàííÿ ç âëàñíîþ ÷àñòîòîþ N. Ó çàãàëüíîìó âè-
ïàäêó çà â³äì³ííîãî â³ä íóëÿ ( ) êîëèâàííÿ ñòðóíè îïèñóºòüñÿ äîáóòêîì 
åêñïîíåíò:

       2 2 2 4exp exp .N NY t A c t i c t            (3.113)

Ó ðàç³ äåìïô³ðóâàííÿ, ìåíøîãî çà êðèòè÷íå  2 4 2
Nc   , ìàºìî êî-

ëèâàëüíèé ðóõ ç àìïë³òóäîþ, ùî çìåíøóºòüñÿ. Äëÿ òîãî ùîá ïðàâèëüíî îö³-
íèòè ê³ëüê³ñí³ õàðàêòåðèñòèêè òàêîãî ðóõó ó ôîðìàëüíîìó ðîçâ’ÿçêó (3.113) 
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ñë³ä âêàçàòè, çà ÿêîãî çíà÷åííÿ  òðåáà îá÷èñëþâàòè ïîêàçíèê äåìï-
ô³ðóâàííÿ. Ïðè öüîìó ïðèïóñêàþòü  2 4 2

Nc   , ³ ó (3.113) ìîæíà ïî-

êëàñòè   = N ÿê ïåðøå íàáëèæåííÿ, òîáòî ( ) = (N). Ô³çè÷íî öå îçíà-
÷àº, ùî ðîáèòüñÿ ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî äåìïô³ðóâàííÿ íåçíà÷íî çì³íþº 
âëàñíó ÷àñòîòó N-¿ ôîðìè êîëèâàíü.

Ó ðàç³ íåîáõ³äíîñò³ îäåðæàíèé ðåçóëüòàò ìîæíà óòî÷íèòè: îá÷èñëþºìî 
ïåðøå íàáëèæåííÿ äëÿ âëàñíî¿ ÷àñòîòè N-¿ ôîðìè

   1 2 2 4 ,N N N c                               (3.114)

à â îñòàòî÷íîìó ðåçóëüòàò³ ââàæàºìî  1
N  :

        1 12 2 2 4exp exp .N N N NY t A c t i c t          
 

   (3.115)

Öåé ïðîöåñ ïîñë³äîâíîãî óòî÷íåííÿ ìîæíà ïðîäîâæóâàòè. Íåîáõ³äí³ñòü ó 
òàêîìó ïðîäîâæåíí³ âèíèêàº ëèøå ó ðàç³ çíà÷íîãî äåìïô³ðóâàííÿ, òîáòî 
òîä³, êîëè íåìîæëèâî ââàæàòè, ùî  2 4 2

N Nc   .

Çðîáëåí³ âèêëàäêè ñòîñóþòüñÿ îäí³º¿ ïåâíî¿ ôîðìè êîëèâàíü. Ï³ñëÿ 
öüîãî ëåãêî ä³ñòàòè âèðàç äëÿ ôóíêö³¿ y(x,t) ó çàãàëüíîìó âèïàäêó äîâ³ëüíèõ 
ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Îòæå, ðóõ ñòðóíè — öå ïîâíà ñóìà íîðìàëüíèõ êîëèâàíü 
ç íåâèçíà÷åíèìè êîìïëåêñíèìè àìïë³òóäàìè:

           




            
 1 12 2 2 4

1

sin exp exp .n n n n
n

n x
y A c t i c t

l
    (3.116)

Ä³éñíà ÷àñòèíà êîìïëåêñíîãî ðîçâ’ÿçêó (3.116) ìàº âèãëÿä

     1 2

1

, sin exp n
n

n
y x t x c t

l


 




    
 



                           
1 12 4 2 4cos sin .n n n n n na c t b c t       (3.117)

Âèáèðàþ÷è çíà÷åííÿ âæå ä³éñíèõ ñòàëèõ an ³ bn, ìîæíà çàäîâîëüíèòè
äîâ³ëüí³ ïî÷àòêîâ³ óìîâè, öÿ ïðîöåäóðà íå â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä îïèñàíî¿ ó ïà-
ðàãðàô³ 3.5.

Òàêèì ÷èíîì, âïëèâ òåðòÿ îáóìîâëåíèé ó êîæíîìó íîðìàëüíîìó êîëè-
âàíí³ ìíîæíèêîì exp(–( )c2t), ÿêèé âèçíà÷àº çãàñàííÿ êîëèâàíü. Ðàçîì ç
òèì ÷àñòîòè âëàñíèõ êîëèâàíü (3.114) áëèçüê³ äî n = nc/l, ÿêùî êî-
åô³ö³ºíò çãàñàííÿ ( ) ìàëèé. Çâè÷àéíî, ç³ çá³ëüøåííÿì íîìåðà n  íîð-
ìàëüíîãî êîëèâàííÿ êîåô³ö³ºíò çãàñàííÿ ( ) çá³ëüøóºòüñÿ òàê, ùî âèù³ 
íîðìàëüí³ êîëèâàííÿ çãàñàþòü øâèäøå íèæ÷èõ.
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3.9. Âëàñòèâîñò³ ìåìáðàíè. Ð³âíÿííÿ ðóõó åëåìåíòà 
ìåìáðàíè

Ðîçãëÿä íàéïðîñò³øèõ êîëèâàëüíèõ ñèñòåì ³ ñèñòåì, ï³äòðè-
ìóþ÷èõ õâèëüîâèé ðóõ, äîçâîëèâ ðîçêðèòè çì³ñò õâèëüîâèõ ô³çè÷íèõ ïî-
íÿòü, ÿêèìè îïèñóþòüñÿ àêóñòè÷í³ ïðîöåñè, òîáòî ïðîöåñè ïîøèðåííÿ
õâèëü ó ð³äèíàõ ³ ãàçàõ. Ïåðåä òèì ÿê ïðèñòóïèòè äî âèâ÷åííÿ àêóñòè÷íèõ 
ïðîöåñ³â, êîðèñíî ðîçãëÿíóòè ïðèêëàäè äâîâèì³ðíèõ õâèëüîâèõ ðóõ³â. Ïðè 
âèâ÷åíí³ çàêîíîì³ðíîñòåé öèõ ðóõ³â ðîçãëÿíåìî òàêó ñèñòåìó, ÿê ìåìáðàíà. 
Ïîáà÷èìî, ùî äîäàâàííÿ ùå îäíîãî ïðîñòîðîâîãî âèì³ðó ñïðè÷èíþº âè-
íèêíåííÿ íîâèõ õâèëüîâèõ ÿâèù. Âèâ÷àþ÷è ¿õ, íåîáõ³äíî ïàì’ÿòàòè, ùî 
ïðè ïåðåõîä³ äî íîâî¿ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè âàæëèâî çðîçóì³òè íîâ³ ÷èííè-
êè ³ ÿâèùà òà áóòè ìàêñèìàëüíî ïåðåêîíàíèì ó ãëèáîê³é âíóòð³øí³é ºäíîñ-
ò³ òà ñõîæîñò³ âñ³õ õâèëüîâèõ ïðîöåñ³â.

Ïîáóäóºìî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ìåìáðàíè. Ìåìáðàíà — öå ³äåàëüíî 
ãíó÷êà, íåñê³í÷åííî òîíêà ïëîñêà ïîâåðõíÿ. Äëÿ òîãî ùîá òàêà ïëîùèíà 
ï³äòðèìóâàëà õâèëüîâèé ðóõ, âîíà ïîâèííà ìàòè äâ³ âëàñòèâîñò³. Íàñàìïå-
ðåä, åëåìåíò ö³º¿ ïëîùèíè ïîâèíåí ìàòè ìàñó. Öþ âëàñòèâ³ñòü ïîâåðõí³ 
áóäåìî õàðàêòåðèçóâàòè âåëè÷èíîþ , êã  ì–2 — ïîâåðõíåâîþ ìàñîþ ìåì-
áðàíè. Ââàæàºìî ¿¿ çàäàíîþ. Çðîçóì³ëî, ùî  = 0h, äå 0 — ïèòîìà ãóñòèíà 
ìàòåð³àëó ìåìáðàíè, h — òîâùèíà ìåìáðàíè. Êð³ì òîãî, ìàº ³ñíóâàòè 
â³äíîâëþâàëüíà ñèëà, òîáòî ñèëà, ùî ïðàãíå ïîâåðíóòè åëåìåíò ìåìáðàíè 
ó ð³âíîâàæíèé ñòàí, ÿêùî â³í áóâ ÿêèìîñü ÷èíîì ç íüîãî âèâåäåíèé, öÿ 
ñèëà âèíèêàº çà ðàõóíîê ïîïåðåäíüîãî âñåá³÷íîãî íàòÿãó ìåìáðàíè, ùî 
õàðàêòåðèçóºòüñÿ F, Í  ì–1, ñèëîþ íà îäèíèöþ äîâæèíè åëåìåíòà ìåìáðà-
íè. Òàêà àáñòðàêòíà ìîäåëü ìåìáðàíè äîñèòü áëèçüêà çà âëàñòèâîñòÿìè äî 
ìåìáðàíè áàðàáàíà.

²íòó¿òèâíî ÿñíî, ùî â ìåìáðàí³ ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè ìîæëèâå 
³ñíóâàííÿ õâèëü, â ÿêèõ ñòàí ç îäíàêîâîþ ôàçîþ âèíèêàº íà ïðÿì³é, ïåð-
ïåíäèêóëÿðí³é äî íàïðÿìêó ïîøèðåííÿ. Òóò ïîâåä³íêà ìåìáðàíè ïîä³áíà 
äî ïîâåä³íêè ñèñòåìè ïàðàëåëüíèõ ñòðóí ç îäíàêîâèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. 
Óêàçàí³ õâèë³ ïîøèðþþòüñÿ ç³ ñòàëîþ øâèäê³ñòþ áåç çì³íþâàííÿ ôîðìè. 
Ïðîòå, êð³ì ö³º¿ íàéïðîñò³øî¿ ôîðìè õâèëüîâîãî ðóõó, â ìåìáðàí³ ìîæóòü 
³ñíóâàòè ùå é ³íø³. ßêùî ïî÷àòêîâå çáóðåííÿ ïðèïàäàº íà äåÿêó êðóãîâó 
îáëàñòü, òî â ìåìáðàí³ áóäóòü ïîøèðþâàòèñÿ êîëîâ³ õâèë³. Õâèëüîâèé ðóõ 
ìîæíà ãåíåðóâàòè, çàäàþ÷è ïî÷àòêîâå çáóðåííÿ â îáëàñò³ áóäü-ÿêî¿ ôîðìè. 
Çðîçóì³ëî, ùî ïðè ïîøèðåíí³ õâèëü ó ïîäàëüøîìó ¿õ ôîðìà âæå íå çàëè-
øàòèìåòüñÿ íåçì³ííîþ. Âçàãàë³, êàðòèíà ìîæå ñòàòè òàêîþ ñêëàäíîþ, ùî 
ìè íå çìîæåìî ¿¿ ëåãêî ïðîàíàë³çóâàòè. Òîìó òóò îáìåæèìîñÿ ëèøå âèïàä-
êàìè ïðÿìîêóòíî¿ òà êðóãîâî¿ ìåìáðàí.

Íàñàìïåðåä, âèâåäåìî ð³âíÿííÿ ðóõó åëåìåíòà ìåìáðàíè. Ïðè öüîìó 
ðåàë³çóºòüñÿ ïðîöåäóðà, ïîä³áíà äî ò³º¿, ùî âèêîðèñòîâóâàëàñÿ ïðè âèâå-
äåíí³ ð³âíÿííÿ ðóõó åëåìåíòà ñòðóíè. Íåõàé ïîâåðõíÿ íåäåôîðìîâàíî¿ 
ìåìáðàíè çá³ãàºòüñÿ ç ïëîùèíîþ xOy äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò x, y, z. 
Â³äõèëåííÿ åëåìåíòà ìåìáðàíè â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè â³äáóâàºòüñÿ 
âçäîâæ îñ³ Oz ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ïëîùèíè xOy. Öå â³äõèëåííÿ, ÿêå ïî-
çíà÷èìî w(x,y,t), º ôóíêö³ºþ äâîõ ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò x,y ³ ÷àñó t.

Òîä³ ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ w/t ³  2w/t 2 âèçíà÷àþòü â³äïîâ³äíî øâèäê³ñòü ³ 
ïðèñêîðåííÿ êîëèâíî¿ ìåìáðàíè. ßêùî çàô³êñóâàòè ìîìåíò ÷àñó t = t0, òî 
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ôóíêö³ÿ w(x,y,t0) áóäå âèçíà÷àòè ôîðìó êîëèâíî¿ ìåìáðàíè ïðè t = t0. Çàäà-
ìî íîðìàëü äî ïîâåðõí³ ìåìáðàíè ³ âèçíà÷èìî íàïðÿìí³ êîñèíóñè íîðìàë³ 
[8]:

   2 2
cos ,

1

w x

w x w y

 


   




 

   2 2
cos ,

1

w y

w x w y

 


   




 

   2 2

1
cos .

1w x w y


   


 

Òóò , ,  — êóòè ì³æ íîðìàëëþ ³ îñÿìè äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò 
â³äïîâ³äíî x, y, z.

Çðîáèìî âàæëèâå ïðèïóùåííÿ: âèâ÷àþ÷è ìàë³ êîëèâàííÿ ìåìáðàíè, 
ââàæàºìî êóò  â³äõèëåííÿ íîðìàë³ â³ä îñ³ Oz íàñò³ëüêè ìàëèì, ùî cos   1.
Îòæå, ââàæàòèìåìî ìàëèìè íå ò³ëüêè çì³ùåííÿ w(x,y,t), à ³ ÷àñòèíí³ ïî-
õ³äí³ w/x ³ w/y. Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî ìîæíà çíåõòóâàòè êâàäðàòàìè ÷àñ-
òèííèõ ïîõ³äíèõ: (w/x)2 << 1, (w/y)2 << 1. Çðîçóì³ëî, ùî öåé âèñíîâîê 
ö³ëêîì àíàëîã³÷íèé óìîâ³ ìàëîñò³ êîëèâàíü äëÿ ñòðóíè. Ç îäåðæàíî¿ óìîâè 
ìàëîñò³ âèïëèâàþòü âàæëèâ³ íàñë³äêè. Îñê³ëüêè ïëîùà ïîâåðõí³ ìåìáðàíè 

âèçíà÷àºòüñÿ ³íòåãðàëîì [8]:    
 

2 2
1

S

S w x w y dxdy      , òî çà óìî-

âîþ ìàëîñò³ ìàºìî, ùî çì³íþâàííÿì ïëîù³ ïîâåðõí³ ìåìáðàíè â ïðîöåñ³ 
êîëèâàíü ìîæíà çíåõòóâàòè. Ïðèðîäíî, öå ñòîñóºòüñÿ ÿê óñ³º¿ ìåìáðàíè, 
òàê ³ áóäü-ÿêî¿ ¿¿ ÷àñòèíè. Çâ³äñè, îñê³ëüêè ïëîùà ïåâíî¿ ÷àñòèíè ìåìáðà-
íè çà âåñü ÷àñ êîëèâàíü ââàæàºòüñÿ íåçì³ííîþ, ñèëó íàòÿãó F ìîæíà ââà-
æàòè ñòàëîþ íà áóäü-ÿêîìó âèä³ëåíîìó åëåìåíò³ ìåìáðàíè (çâè÷àéíî çà 
óìîâè ð³âíîì³ðíîãî íàòÿãó ìåìáðàíè).

Äëÿ âèâåäåííÿ ð³âíÿííÿ ðóõó ðîçãëÿíåìî íåñê³í÷åííî ìàëèé åëåìåíò 
ïîâåðõí³ ìåìáðàíè (ðèñ. 3.19). Ä³þ â³äêèíóòî¿ ÷àñòèíè ìåìáðàíè ñë³ä çà-
ì³íèòè ñèëàìè, ùî ðîçïîä³ëåí³ âçäîâæ êîíòóðó âèä³ëåíîãî åëåìåíòà ìåì-
áðàíè. Îñê³ëüêè ìåìáðàíà íå ÷èíèòü îïîðó çãèíó (³äåàëüíî ãíó÷êà), ö³ ñè-
ëè ä³ÿòèìóòü ó äîòè÷íèõ ïëîùèíàõ äî ìåìáðàíè â íàïðÿìêó äî êîíòóðó 
âèä³ëåíîãî åëåìåíòà. Çàïèøåìî âçÿòå ó ïðîåêö³¿ íà â³ñü Oz ñï³ââ³äíîøåííÿ 
äðóãîãî çàêîíó Íüþòîíà äëÿ åëåìåíòà ìåìáðàíè ç³ ñòîðîíàìè dx ³ dy. Îñ-
ê³ëüêè ñïðàâåäëèâå ïðèïóùåííÿ ïðî íåçì³íí³ñòü ïëîù³ êîëèâíî¿ ìåìáðà-
íè, ñèëè íàòÿãó íà ðèñ. 3.19 ìàþòü âèãëÿä Fdx ³ Fdy. ßê ³ ó âèïàäêó ñòðóíè, 
ïðîåêö³ÿ íà â³ñü Oz ñèë, ùî ä³þòü íà ñòîðîíàõ y òà y + dy âèä³ëåíîãî åëå-
ìåíòà, äîð³âíþº

   
2

2
, , .

w w w
Fdx x y dy Fdx x y F dxdy

y y y

  
  

               (3.118)
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Àíàëîã³÷íî îá÷èñëþºìî ³ âíåñîê ñèë, ùî ä³þòü íà ñòîðîíàõ x ³ x + dx åëå-
ìåíòà. Êð³ì óêàçàíèõ ñèë, çâ’ÿçàíèõ ç íàÿâí³ñòþ íàòÿãó, íà ìåìáðàíó ìîæå 
âïëèâàòè äîäàòêîâà çîâí³øíÿ ñèëà, ÿêó õàðàêòåðèçóºìî ïîâåðõíåâîþ ãóñ-
òèíîþ g(x,y,t), òîáòî íà âèä³ëåíèé åëåìåíò ä³º ñèëà g(x,y,t)dxdy, íàïðàâëåíà 
âçäîâæ îñ³ Oz. 

Ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî ìàñà âèä³ëåíîãî åëåìåíòà äîð³âíþº dxdy, 
îäåðæóºìî ð³âíÿííÿ éîãî ðóõó:

 
2 2 2

2 2 2
, , .

w w w
F g x y t

x y t
  
 
 

     
                  (3.119)

Äëÿ äèôåðåíö³àëüíîãî îïåðàòîðà, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî âèçíà÷àºòüñÿ ìíîæ-
íèê ïðè F ó öüîìó ð³âíÿíí³, â ìàòåìàòè÷í³é ô³çèö³ ïðèéíÿòå ñïåö³àëüíå 
ïîçíà÷åííÿ:

2 2

2 2
.

w w
w

x y

 
 

                                (3.120)

Öåé îïåðàòîð íàçèâàºòüñÿ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà. Çà ïðèéíÿòèìè ïîçíà÷åí-
íÿìè ð³âíÿííÿ ðóõó åëåìåíòà ìåìáðàíè çàïèñóºìî ó âèãëÿä³
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2
, , .

w
F w g x y t

t



                    (3.121)

Òàêèé çàïèñ çðîçóì³ëèé íå ò³ëüêè ñâîºþ ñòèñë³ñòþ. Ñïðàâà â òîìó, ùî 
â áàãàòüîõ âèïàäêàõ äîö³ëüíî ðîçãëÿäàòè ðóõ ìåìáðàíè íå â äåêàðòîâ³é, à â 
áóäü-ÿê³é ³íø³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò. Ïðè öüîìó, çâè÷àéíî, ìîæíà âèêîðè-
ñòîâóþ÷è çâ’ÿçîê ì³æ êîîðäèíàòíèìè ñèñòåìàìè, âèâåñòè âèðàç äëÿ îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà ó íîâ³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò. Ïðîòå òàêà ðîáîòà äîñèòü ãðîì³çä-
êà. Îñê³ëüêè îïåðàòîð Ëàïëàñà çóñòð³÷àºòüñÿ â áàãàòüîõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷-
íî¿ ô³çèêè, éîãî çàïèñ äëÿ ðÿäó êîîðäèíàòíèõ ñèñòåì, ùî çóñòð³÷àþòüñÿ íà 
ïðàêòèö³, íàäàíî ó äîâ³äêîâ³é ìàòåìàòè÷í³é ë³òåðàòóð³ [8]. Íàâåäåìî, ïî-
òð³áíèé äàë³, âèðàç îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ïîëÿðí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò (r,) ó 
âèãëÿä³

                                        
 Ëàïëàñ (Laplace) Ï’ºð Ñ³ìîí (1749—1827) — ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê, ô³çèê ³ àñ-

òðîíîì.

Ðèñ. 3.19. Ñèëè, ÿê³ ä³þòü íà åëå-
ìåíòè ìåìáðàíè

Ðèñ. 3.20. Äåêàðòîâà ³ ïîëÿð-
íà ñèñòåìè êîîðäèíàò
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w w w
w

r rr r
  

 
                               (3.122)

Ó öüîìó ðàç³ ïîëîæåííÿ òî÷êè M(r,) íà ïëîùèí³ âèçíà÷àºòüñÿ â³äñòàííþ r
â³ä äåÿêî¿ ô³êñîâàíî¿ òî÷êè O òà êóòîì ì³æ â³äð³çêîì OM ³ äåÿêèì 
ô³êñîâàíèì íàïðÿìêîì. ßêùî âîäíî÷àñ íà ïëîùèí³ ââîäÿòüñÿ ïîëÿðíà òà 
äåêàðòîâà ñèñòåìè êîîðäèíàò, òî, çâè÷àéíî, òî÷êà Î ñóì³ùàºòüñÿ ç ïî÷àò-
êîì êîîðäèíàò, à íàïðÿìîê â³äë³êó êóòà  âèçíà÷àºòüñÿ â³ññþ Îõ (ðèñ. 3.20).

Ó âèïàäêó, êîëè çîâí³øí³ ñèëè íå ä³þòü íà ìåìáðàíó (q(x,y,t) = 0), âè-
ðàç (3.121) íàáóâàº âèãëÿäó ñòàíäàðòíîãî õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ äëÿ âèïàäêó 
äâîõ ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò:
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2 2
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w
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                            (3.123)

3.10. Îñîáëèâîñò³ õâèëüîâîãî ðóõó â ìåìáðàí³

Ðàí³øå áóëî âêàçàíî, ùî â ìåìáðàí³ ìîæëèâ³ õâèëüîâ³ ðóõè 
òàêîãî õàðàêòåðó, ÿê ³ äëÿ ñèñòåìè ïàðàëåëüíèõ ñòðóí. Íàïðèêëàä, âèðàç

w(x,y,t) = F(x cos + y sin – ct)                     (3.123à)

çàäîâîëüíÿº õâèëüîâå ð³âíÿííÿ (3.123) (ïåðåêîíàéòåñÿ ó öüîìó). Òàêèé âè-
ðàç ÿâëÿº ñîáîþ õâèëþ, ÿêà ïîøèðþºòüñÿ ç³ øâèäê³ñòþ ñ ó íàïðÿìêó, ùî 
ñêëàäàº êóò  ç â³ññþ Îõ. Õâèëüîâ³ ôðîíòè, ùî º ë³í³¿ ñòàëî¿ ôàçè, x cos + 
+ y sin – ct = const, ïåðïåíäèêóëÿðí³ äî öüîãî íàïðÿìêó. Òàê³ õâèë³ íàçè-
âàþòüñÿ ë³í³é÷àòèìè.

ßêáè õâèëüîâèé ðóõ òèïó (3.123à) áóâ ºäèíî ìîæëèâèé ó ìåìáðàí³, òî 
òóò íå áóëî á í³÷îãî íîâîãî. Ïðîòå, îñê³ëüêè õâèëüîâå ð³âíÿííÿ (3.123) —
ë³í³éíå, òî ñóìà áóäü-ÿêîãî ÷èñëà éîãî ðîçâ’ÿçê³â òàêîæ º ðîçâ’ÿçêîì. Ïðè 
öüîìó ïåâí³ êîìá³íàö³¿ õâèëüîâèõ ðóõ³â òèïó (3.123à) ìîæóòü ñïðè÷èíèòè 
íàáàãàòî ñêëàäí³ø³ õâèë³. Òàê, âèõîäÿ÷è ç ðîçâ’ÿçêó òèïó (3.123à), ìîæíà 
ïîáóäóâàòè âèðàç

   
2

0

, , cos sin ,w x y t F x y ct d


    

ÿêèé òàêîæ çàäîâîëüíÿº õâèëüîâå ð³âíÿííÿ. Ïðîòå òàêèé ðîçâ’ÿçîê âæå íå 
º ë³í³é÷àòîþ õâèëåþ.

²íøà îñîáëèâ³ñòü õâèëüîâîãî ðóõó â ìåìáðàí³ ïîâ’ÿçàíà ç ïîøèðåííÿì 
ïî÷àòêîâîãî çáóðåííÿ. Íåõàé ïî÷àòêîâå çáóðåííÿ çàäàíå â äåÿê³é îáëàñò³ S0

íà ïëîùèí³ xOy. Ðîçãëÿíåìî çì³íó ñòàíó ìåìáðàíè â òî÷ö³ M, ùî çíàõî-
äèòüñÿ ïîçà îáëàñò³ S0. Äëÿ ÷àñó t > 0 ïî÷àòêîâå çáóðåííÿ ïîøèðþºòüñÿ 
âçäîâæ ïîâåðõí³ ìåìáðàíè. Ïðîòå ïîêè âîíî íå ä³éäå äî òî÷êè Ì, öÿ òî÷êà 
ëèøàºòüñÿ íåðóõîìîþ. Íåõàé â ìîìåíò ÷àñó t = t1 ïåðåäí³é ôðîíò çáóðåííÿ 
ä³éøîâ äî òî÷êè M. Íàäàë³ âèÿâëÿºòüñÿ [52, ñ. 412], ùî ïðè t > t1, ìàºìî 
w(M,t)  0. Öå îçíà÷àº, ùî, ïî÷èíàþ÷è ç ìîìåíòó t = t1 â òî÷ö³ M âèíèêàº 
çáóðåííÿ,  ÿêå ñïî÷àòêó çðîñòàº,  à ïîò³ì,  ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî ìîìåíòó,
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Ðèñ. 3.21. Ãðàô³ê çì³íè çáóðåííÿ â òî÷ö³ Ì çàëåæ-
íî â³ä ÷àñó t

ïîñòóïîâî çìåíøóºòüñÿ äî íóëÿ (ïðè t  ) (ðèñ. 3.21). Ó öüîìó ÿâèù³ 
ï³ñëÿä³¿ ³ º â³äì³íí³ñòü ïëîñêîãî (äâîâèì³ðíîãî) âèïàäêó â³ä ïðîñòîðîâîãî 
(òðèâèì³ðíîãî), äëÿ ÿêîãî õâèëÿ, ùî óòâîðþºòüñÿ âíàñë³äîê äåÿêîãî ïî÷àò-
êîâîãî çáóðåííÿ, çàâæäè ìàº ïåðåäí³é ³ çàäí³é ôðîíòè. Ïî÷àòêîâå çáóðåí-
íÿ, ùî ëîêàë³çîâàíå íà ïëîùèí³ ìåìáðàíè, âèÿâëÿºòüñÿ íå ëîêàë³çîâàíèì 
ó ÷àñ³ ³ õàðàêòåðèçóºòüñÿ òðèâàëîþ ï³ñëÿä³ºþ ó âèãëÿä³ çàëèøêîâîãî çáó-
ðåííÿ. Ìèòòºâà êàðòèíà çáóðåííÿ íà ïëîùèí³ ìàº ð³çêî îêðåñëåíèé ïå-
ðåäí³é ôðîíò, òà íå ìàº çàäíüîãî ôðîíòó. Ö³ îñîáëèâîñò³ õàðàêòåðí³ äëÿ 
äâîâèì³ðíèõ õâèëü ð³çíî¿ ô³çè÷íî¿ ïðèðîäè. Ìàáóòü âàæêî óÿâèòè ñîá³ 
æèòòÿ ó òàêîìó äâîâèì³ðíîìó ñâ³ò³, àäæå êîæíå âèìîâëåíå ñëîâî çâó÷àëî á 
òóò äóæå äîâãî!

3.11. Â³ëüí³ êîëèâàííÿ â ïðÿìîêóòí³é ìåìáðàí³

Çàäà÷à, ùî ðîçãëÿäàòèìåòüñÿ äàë³, ôîðìóëþºòüñÿ òàê. Íåõàé º 
ïðÿìîêóòíà ìåìáðàíà ç³ ñòîðîíàìè lx òà ly (ðèñ. 3.22), ùî çàêð³ïëåíà íà 
êðàÿõ. Ó ìîìåíò ÷àñó t = 0 â³äîì³ ïî÷àòêîâ³ â³äõèëåííÿ ³ øâèäêîñò³ òî÷îê 
ìåìáðàíè:

w(x, y, 0) = Q1(x, y);    2, ,0 , .
w

x y Q x y
t




           (3.124)

Òðåáà âèçíà÷èòè ïîäàëüøèé ðóõ ìåìáðàíè, ÿêùî íà íå¿ íå âïëèâàþòü í³ÿê³ 
çîâí³øí³ ñèëè. Ïîñòàâëåíà çàäà÷à áóäå ðîçâ’ÿçàíà, ÿêùî áóäå çíàéäåíà òà-
êà ôóíêö³ÿ w(x, y, t), ùî çàäîâîëüíÿòèìå ð³âíÿííÿ

2

2 2

1 w
w

c t



                                     (3.125)

ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè:

w(0, y, t) = w(lx, y, t) = 0,

w(x, 0, t) = w(x, ly, t) = 0                           (3.126)

³ ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (3.124). Ñàìå îïèñóâàííÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷³ 
ïîêàçóº, ùî íàéäîö³ëüí³øå ðîçãëÿäàòè ¿¿ ó 
äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ.

Òàê³ ïî÷àòêîâ³ êðàéîâ³ çàäà÷³ âæå ðîç-
ãëÿäàëèñÿ äëÿ ñòðóíè, ÿê îäíîâèì³ðíî¿ êî-
ëèâàëüíî¿ ñèñòåìè. Òîìó íàñòóïíèé êðîê ó

Ðèñ. 3.22. Ïðÿìîêóòíà ìåìáðàíà
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äàí³é ñèòóàö³¿ º î÷åâèäíèé — íåîáõ³äíî øóêàòè íîðìàëüí³ êîëèâàííÿ ìåì-
áðàíè, òîáòî ïåð³îäè÷í³ ðóõè â í³é, ùî óçãîäæåí³ ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè.

3.11.1. Íîðìàëüí³ êîëèâàííÿ

Òàêèì ÷èíîì, íåîáõ³äíî ðîçïî÷èíàòè ç ïîøóêó ðîçâ’ÿçê³â âèãëÿäó

w(x, y, t) = W(x, y)exp(–it).                       (3.127)

Ï³äñòàâëÿþ÷è (3.127) ó õâèëüîâå ð³âíÿííÿ (3.125), îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ Ãåëüì-
ãîëüöà äëÿ àìïë³òóäíî¿ õàðàêòåðèñòèêè W(x, y):

W + k2W = 0, k2 = 2/c2.                   (3.128)

Ôóíêö³ÿ W(x, y) çã³äíî ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè (3.126) ïîâèííà ìàòè òàê³ 
âëàñòèâîñò³: 

W(0, y) = W(lx, y) = 0,

W(x, 0) = W(x, ly) = 0.                            (3.129)

Ö³ âèìîãè íàéïðîñò³øå áóëî á çàäîâîëüíèòè, ÿêáè ñàìó ôóíêö³þ W(x, y) 
ìîæíà áóëî çàïèñàòè ó âèãëÿä³

W(x, y) = X(x)Y(y).                          (3.130)

Ðîçãëÿíåìî ð³âí³ñòü (3.130), äå øóêàíà ôóíêö³ÿ â³ä äâîõ êîîðäèíàò çîá-
ðàæóºòüñÿ ó âèãëÿä³ äîáóòêó äâîõ ôóíêö³é, êîæíà ç ÿêèõ çàëåæèòü â³ä 
îäí³º¿ êîîðäèíàòè, ÿê ïðèïóùåííÿ ïðî ñòðóêòóðó øóêàíîãî ðîçâ’ÿçêó. 
ßêùî, âðàõîâóþ÷è öå ïðèïóùåííÿ, ðîçãëÿíóòè (3.128), òî ä³ñòàíåìî ñï³â-
â³äíîøåííÿ 

2 2
2

2 2
0

d X d Y
Y X k XY

dx dy
   ,

àáî
2 2

2
2 2

1 1
.

X d Y
k Y

X Ydx dy
  

   
 

                         (3.131)

Ë³âà ñòîðîíà öüîãî ð³âíÿííÿ º ôóíêö³ÿ ò³ëüêè õ, à ïðàâà — ò³ëüêè ó. Ïðè-
÷îìó öÿ ð³âí³ñòü ìàº çáåð³ãàòèñÿ ïðè áóäü-ÿêèõ çíà÷åííÿõ õ ³ ó. Çà ö³ºþ 
âèìîãîþ ºäèíà ïðèïóñòèìà ìîæëèâ³ñòü ïîëÿãàº â òîìó, ùîá ââàæàòè ö³ âè-
ðàçè íåçàëåæíèìè àí³ â³ä õ, àí³ â³ä ó, òîáòî âîíè ìîæóòü äîð³âíþâàòè äå-
ÿê³é ñòàë³é âåëè÷èí³. Ïîçíà÷èìî öþ ñòàëó — 2. Âçàãàë³ ñàìà âåëè÷èíà 
ìîæå áóòè êîìïëåêñíîþ ³ òîìó ââåäåííÿ çíàêó ì³íóñ ïåðåä 2 íå ìàº 
ïðèíöèïîâîãî çíà÷åííÿ. Öå çðîáëåíî ò³ëüêè äëÿ çðó÷íîñò³.

Òàêèì ÷èíîì, âèõîäÿ÷è ç (3.131), ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ðîçâ’ÿ-
çîê ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà ó âèãëÿä³ (3.130) ³ñíóº, ïðè÷îìó ôóíêö³¿, ùî
âõîäÿòü äî íüîãî, âèçíà÷àþòüñÿ ³ç çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü:

                                        
 Ãåëüìãîëüö (Helmholtz) Ãåðìàí Ëþäâ³ã Ôåðä³íàíä (1821—1894) — í³ìåöüêèé ô³çèê 

³ ìàòåìàòèê. 
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2

2
0,

d X
X

dx
   

2
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2
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d Y
k Y

dy
  

¯õ çàãàëüí³ ðîçâ’ÿçêè ìàþòü òàêèé âèãëÿä:

X(x) = a1cos(x) + a2sin(x),

     2 2 2 2
1 2cos sin .Y y b k y b k y               (3.132)

Îòæå, âñòàíîâëåíî, ùî ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà (3.128) ó äåêàðòîâèõ êî-
îðäèíàòàõ ìàº ðîçâ’ÿçîê âèãëÿäó (3.130). Öÿ îáñòàâèíà º îñíîâîþ òâåðä-
æåííÿ ïðî òå, ùî ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà ïðèïóñêàº ðîçïîä³ë çì³ííèõ ó 
äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ. Ôàêò ðîçïîä³ëó çì³ííèõ äóæå âàæëèâèé äëÿ ïî-
áóäîâè ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ. Ñàìå òîìó ïðè ìàòåìà-
òè÷íîìó ìîäåëþâàíí³ õâèëüîâèõ ïðîöåñ³â ð³çíî¿ ô³çè÷íî¿ ïðèðîäè øèðî-
êî çàñòîñîâóþòüñÿ êîîðäèíàòí³ ñèñòåìè, â ÿêèõ ðîçä³ëÿþòüñÿ çì³íí³ â 
ð³âíÿíí³ Ãåëüìãîëüöà.

Âèðàçè (3.132) äàþòü ðîçâ’ÿçîê âèõ³äíîãî ð³âíÿííÿ (3.128) çà äîâ³ëüíîãî 
çíà÷åííÿ  ³ ÷àñòîòè êîëèâàíü  (õâèëüîâîãî ÷èñëà k). Ïðîòå âîíè íå çàäî-
âîëüíÿþòü êðàéîâ³ óìîâè. Çã³äíî ç (3.129) ìàº áóòè

X(0) = X(lx) = 0,

Y(0) = Y(ly) = 0.                                 (3.133)

Çâ³äñè ä³ñòàíåìî òàê³ çíà÷åííÿ äîâ³ëüíèõ âåëè÷èí ó (3.132) (çðîá³òü ñàìî-
ñò³éíî):

a1 = 0; b1 = 0; ,n
x

n
l


  n = 1, 2, …,

2

2 2 ,nm n
y

m
k

l



 

    
 

m = 1, 2, …, n = 1, 2, …             (3.134)

Âåëè÷èíè a2 ³ b2 çàëèøàþòüñÿ äîâ³ëüíèìè.
Òåïåð ìîæíà ñêàçàòè, ùî íîðìàëüí³ êîëèâàííÿ ìåìáðàíè çíàéäåíî. Ïå-

ð³îäè÷íèé ðóõ ìåìáðàíè ç ÷àñòîòîþ nm = cknm ìîæå áóòè îïèñàíèé ôóíê-
ö³ºþ

wnm(x, y, t) = AnmWnm(x, y)exp(–inmt).                  (3.135)

Ä³éñíà ÷àñòèíà îòðèìàíîãî êîìïëåêñíîãî ðîçâ’ÿçêó (3.135) ñòàíîâèòü

wnm(x, y, t) = Wnm(x, y)[anmcos(nmt) + bnmsin(nmt)].          (3.136)

Òóò Anm — äîâ³ëüíà êîìïëåêñíà ñòàëà; anm, bnm — äîâ³ëüí³ ä³éñí³ ñòàë³. 
Âëàñí³ ôîðìè òà âëàñí³ ÷àñòîòè âèçíà÷àþòüñÿ òàê:

 , sin sin ,nm
x y

n m
W x y x y

l l
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22

,nm
x y

n m
c

l l
 

  
         

n, m = 1, 2, …                (3.137)

Ïðîàíàë³çóºìî îäåðæàíèé ðîçâ’ÿçîê. ßê âèäíî ç (3.135)—(3.137), íîð-
ìàëüíå êîëèâàííÿ ïðÿìîêóòíî¿ ìåìáðàíè, çàêð³ïëåíî¿ ïî êîíòóðó, º ñòîÿ÷à 
õâèëÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó íàéïðîñò³øå êîëèâàííÿ, ùî â³äïîâ³äàº âèïàä-
êó n = m = 1:

   11 11 11, , sin sin exp .
x y

x y
w x y t A i t

l l
  

  
        

Éîãî ÷àñòîòà 2 2
11 1/ 1/x yc l l    º íàéìåíøà íîðìàëüíà ÷àñòîòà ³ õàðàê-

òåðèçóº îñíîâíèé òîí ìåìáðàíè. Ïðè êîëèâàíí³ ìåìáðàíè êîíòóð ¿¿ çàëè-
øàºòüñÿ íåçì³ííèì, à âñ³ òî÷êè â³äõèëÿþòüñÿ ðàçîì àáî ç îäí³º¿ ñòîðîíè 
ïëîùèíè xOy, àáî ç ³íøî¿. Íàéá³ëüøó àìïë³òóäó êîëèâàíü ìàòèìå òî÷êà ç 
êîîðäèíàòàìè x = lx/2, y = ly/2, òîáòî öåíòð ìåìáðàíè. ßê ³ äëÿ ñòðóíè, òàê³ 
òî÷êè íàçèâàþòüñÿ òî÷êàìè ñïó÷óâàííÿ. Ë³í³¿, òî÷êè ÿêèõ íå êîëèâàþòüñÿ, 
íàçèâàþòüñÿ âóçëîâèìè ë³í³ÿìè. Äëÿ íîðìàëüíîãî êîëèâàííÿ w11(x, y, t) âóç-
ëîâ³ ë³í³¿ çá³ãàþòüñÿ ç êîíòóðîì ìåìáðàíè. Íà ðèñ. 3.23, à çîáðàæåíî ìåì-
áðàíó òîä³, êîëè âñ³ ¿¿ òî÷êè ñÿãàþòü íàéá³ëüøîãî â³äõèëåííÿ âãîðó. Ïîò³ì 
óñ³ â³äõèëåííÿ çìåíøóþòüñÿ ³ ñòàþòü ð³âíèìè íóëþ, ï³ñëÿ ÷îãî ìåìáðàíà 
ïî÷èíàº ïðîãèíàòèñÿ âíèç.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð íîðìàëüíå êîëèâàííÿ w21(x, y, t). Âóçëîâ³ ë³í³¿ âèçíà-
÷àþòüñÿ ç ð³âíÿíü sin(2x/lx) = 0 ³ sin(y/ly) = 0. Êð³ì òî÷îê êîíòóðó, öå áóäå

Ðèñ. 3.23. Âëàñí³ ôîðìè ïåðøèõ ÷îòèðüîõ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü ïðÿìîêóòíî¿ ìåìáðàíè 
(ñòð³ëêè âêàçóþòü íà âóçëîâ³ ë³í³¿)
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â³äð³çîê ïðÿìî¿ x = lx/2. Çà óìîâàìè 0 < x < lx/2 ôóíêö³ÿ sin(2x/lx) äîäàò-
íà, à çà óìîâàìè lx/2 < x < lx — â³ä’ºìíà. Òîìó ë³âà ³ ïðàâà ïîëîâèíè ìåì-
áðàíè ïðîãèíàòèìóòüñÿ ó ð³çí³ ñòîðîíè (ðèñ. 3.23, á). Îòæå, áóäå äâ³ òî÷êè 
ñïó÷óâàííÿ. Öå òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìî¿ y = ly/2 ç ïðÿìèìè x = lx/4, x = 3lx/4. 
Ïðîàíàë³çóéòå ñàìîñò³éíî íîðìàëüí³ êîëèâàííÿ w12(x, y, t), w22(x, y, t) 
(ðèñ. 3.23, â, ã).

Äëÿ âñ³õ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü  , ,nmw x y t  ïðÿìîêóòíî¿ ìåìáðàíè ìîæ-

íà âèä³ëèòè òàêó çàêîíîì³ðí³ñòü: êð³ì ë³í³é êîíòóðó, ê³ëüê³ñòü âóçëîâèõ 
ë³í³é, ïàðàëåëüíèõ îñ³ Oy, äîð³âíþº (n – 1). Ê³ëüê³ñòü âóçëîâèõ ë³í³é, ïàðà-
ëåëüíèõ îñ³ Ox, äîð³âíþº (m – 1). Ö³ ë³í³¿ ðîçáèâàþòü ìåìáðàíó íà nm
ïðÿìîêóòíèê³â, ïðè÷îìó ó äâîõ ñóì³æíèõ (òîáòî òèõ, ùî ìàþòü çàãàëüíó 
ìåæó) â³äõèëåííÿ íàïðÿìëåí³ â ð³çí³ ñòîðîíè. Öåíòð êîæíîãî òàêîãî ïðÿ-
ìîêóòíèêà º òî÷êîþ ñïó÷óâàííÿ.

×àñòîòè âëàñíèõ êîëèâàíü ïðîïîðö³éí³ c F  , ÿê ³ ó âèïàäêó ñòðó-

íè. Ñåðåä íàáîðó ÷àñòîò ìîæóòü áóòè ÷àñòîòè, êðàòí³ îñíîâí³é ÷àñòîò³ 11, 
àëå âçàãàë³ âëàñí³ ÷àñòîòè ìåìáðàíè íå ïåðåáóâàþòü ó ãàðìîí³÷íîìó 
ñï³ââ³äíîøåíí³.

Çâåðíåìî óâàãó íà îäíó âàæëèâó îñîáëèâ³ñòü êîëèâàííÿ ìåìáðàíè. Ïðè 
êîëèâàííÿõ ñòðóíè êîæí³é íîðìàëüí³é ÷àñòîò³ â³äïîâ³äàº îäíà âëàñíà ôîð-
ìà êîëèâàíü, ÿêà ö³ëêîì âèçíà÷àº ôîðìó ñòðóíè. Ïðè êîëèâàííÿõ ìåìáðà-
íè îäí³é íîðìàëüí³é ÷àñòîò³ ìîæå â³äïîâ³äàòè ê³ëüêà âëàñíèõ ôîðì. Òàê³ 
ñèòóàö³¿ âèíèêàþòü, êîëè â³äíîøåííÿ ñòîð³í ìåìáðàíè äîð³âíþº ö³ëèì 
÷èñëàì. Íåõàé, íàïðèêëàä, lx = 2ly, òîä³

2
2 .

4nm
y

c n
m

l


                                   (3.138)

Çâ³äñè ìàºìî 44 = 82. ² òàêèõ ñèòóàö³é ìîæå áóòè áåçë³÷. Ïðè ðîçãëÿä³ 
íîðìàëüíèõ êîëèâàíü òàê³ âèïàäêè íàçèâàþòüñÿ âèðîäæåíèìè.

Öÿ ìîæëèâ³ñòü, ïðîòå, íå îáóìîâëþº áóäü-ÿê³ òðóäíîù³ ï³ä ÷àñ ðîç-
â’ÿçàííÿ çàäà÷³ âèçíà÷åííÿ ðóõó ìåìáðàíè çà çàäàíèìè ïî÷àòêîâèìè óìî-
âàìè. Ñòóï³íü çáóäæåííÿ êîæíî¿ ç âëàñíèõ ôîðì Wnm îäíîçíà÷íî âèçíà÷à-
ºòüñÿ çàäàíèìè ôóíêö³ÿìè Q1(x, y), Q2(x, y) ó âèðàç³ (3.124). Ïðîòå ïðè ðîç-
â’ÿçàíí³ âàæëèâî¿ â ³íæåíåðíîìó ïëàí³ çàäà÷³ åêñïåðèìåíòàëüíîãî âèçíà-
÷åííÿ âëàñíèõ ôîðì êîëèâàíü ñë³ä ïàì’ÿòàòè ïðî çàçíà÷åíó îñîáëèâ³ñòü 
äâîâèì³ðíèõ (ïðîñòîðîâèõ) êîëèâàëüíèõ ñèñòåì.

Îäåðæàíèé ðîçâ’ÿçîê (3.135) ÿâëÿº ñîáîþ ñòîÿ÷ó õâèëþ. Àíàëîã³÷íèé 
ðîçâ’ÿçîê õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ äëÿ ñòðóíè (3.53), ÿê áóëî ïîêàçàíî, ìîæíà 
ïîäàòè ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ äâîõ á³æó÷èõ õâèëü, ùî ïðÿìóþòü ó ïðîòè-
ëåæíèõ íàïðÿìêàõ. Ïðåäñòàâèìî òàêîæ íîðìàëüíå êîëèâàííÿ ìåìáðàíè ÿê 
ñóïåðïîçèö³þ á³æó÷èõ õâèëü. Çðîçóì³ëî, ùî äâà âèãëÿäè ðîçâ’ÿçê³â º ö³ëêîì
ð³âíîïðàâíèìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Åéëåðà exp(i) = cos   i sin, 
ïåðåïèñóºìî ðîçâ’ÿçîê (3.135) ó âèãëÿä³

exp exp
4
nm

nm nm nmt
x y x y

A n x m y n x m y
w i t i t

l l l l
   

 
       
                            

(3.139)
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exp exp .nm nm
x y x y

n x m y n x m y
i t i t

l l l l
   

 
      
                          

À ùî ÿâëÿþòü ñîáîþ êîæíå ç äîäàíê³â ó ôîðìóë³ (3.139)? Î÷åâèäíî öå óçà-
ãàëüíåííÿ ãàðìîí³÷íî¿ ðóõîìî¿ õâèë³ íà äâîâèì³ðíèé âèïàäîê. Ðîçãëÿíåìî, 
íàïðèêëàä, õâèëþ

exp nm
x y

n x m y
i t

l l
 

  
        

                         (3.140)

ç îäèíè÷íîþ àìïë³òóäîþ. Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè õâèë³ ââåäåìî ïîíÿòòÿ 
“ôðîíò õâèë³”. Ôðîíò õâèë³ — öå (äëÿ äâîâèì³ðíîãî âèïàäêó) ë³í³ÿ, âçäîâæ 
ÿêî¿ òî÷êè ìåìáðàíè êîëèâàþòüñÿ ó ôàç³. Íàãàäàºìî, ùî ôàçó êîëèâíî¿ 
òî÷êè ìåìáðàíè âèçíà÷àº ôóíêö³ÿ, ùî çíàõîäèòüñÿ ï³ä çíàêîì åêñïîíåíòè. 
Çâ³äñè ð³âíÿííÿ ôðîíòó õâèë³ (3.140) ìàº òàêèé âèãëÿä:

0 const,nm
x y

n m
x y t

l l
 

                           (3.141)

äå t = t0 ³ ô³êñóº ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó. Ð³âíÿííÿ (3.141) — ð³âíÿííÿ ïðÿìî¿ 
ë³í³¿ [8]. Îòæå, ôðîíò á³æó÷î¿ õâèë³ âçäîâæ ìåìáðàíè (3.140) — öå ïðÿìà 
ë³í³ÿ. Çàïèøåìî (3.141) ³íàêøå, ùî äîçâîëèòü íàî÷íî çîáðàçèòè íàïðÿìîê 
ðóõó ôðîíòó õâèë³; îñê³ëüêè knm = nm/c, òî ìàºìî 

0 const.nm
x nm y nm

n m
k ct

l k l k
  

   
  

                   (3.142)

Àíàëîã³÷íî äî îäíîâèì³ðíî¿ õâèë³ f(x – ct) ïåðøèé ³ äðóãèé äîäàíêè ó 
êâàäðàòíèõ äóæêàõ ìàþòü âèçíà÷èòè íàïðÿìîê ðóõó õâèë³. Ä³éñíî, çà âèðà-

çîì (3.134)    222 / /nm x yk n l m l   , òîìó ïåðøèé ³ äðóãèé äîäàíêè ó äóæ-

êàõ ôîðìóëè (3.142) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³

cos ,
x nm

n
l k


 cos sin
2y nm

n
l k
 

     
 

;               (3.143)

öå º ïðîåêö³¿ îäèíè÷íîãî âåêòîðà N, íà îñ³ êîîðäèíàò Ox ³ Oy â³äïîâ³äíî, à 
 — êóò ì³æ âåêòîðîì N ³ â³ññþ Ox. Òîä³ (3.142) ïåðåïèøåìî òàê:

knm(x cos + y sin – ct0) = const.                      (3.144)

Îñê³ëüêè x ³ y ó (3.144) — öå êîîðäèíàòè òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ íà 
ôðîíò³ õâèë³, òî ¿õ ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê ïðîåêö³¿ äåÿêîãî âåêòîðà r, ùî 
çâ’ÿçóº ïî÷àòîê êîîðäèíàò ³ òî÷êó ñïîñòåðåæåííÿ. Îòæå, (3.144) âèçíà÷àº 
ñêàëÿðíèé äîáóòîê äâîõ âåêòîð³â N = {cos, sin} òà r = {x, y}:

knmNr – ct0 = knm(x cos + y sin) – ct0 = const.           (3.145)
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Ðèñ. 3.24. Ôðîíòè ë³í³éíî¿ õâèë³, ÿêà ðó-
õàºòüñÿ ó íàïðÿìêó âåêòîðà N

Çã³äíî ç (3.145) ñêàëÿðíèé äî-
áóòîê âåêòîð³â N ³ r ñòàëèé ïðè 
çì³íþâàíí³ âåêòîðà r, ùî ðóõàºòü-
ñÿ âçäîâæ ôðîíòó õâèë³, îòæå, âåê-
òîð N ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî ë³í³¿ 
ôðîíòó õâèë³. Òàêèì ÷èíîì, âåê-
òîð N âèçíà÷àº íàïðÿìîê ðóõó 
ôðîíòó õâèë³. Çàçíà÷èìî, ùî cosr

 , N r âèçíà÷àº â³äñòàíü óçäîâæ íà-

ïðÿìó âåêòîðà N â³ä ïî÷àòêó êîîð-
äèíàò äî ôðîíòó õâèë³. Ö³ ì³ðêó-
âàííÿ ³ëþñòðóº ðèñ. 3.24.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ïðÿìîêóòíî¿ ìåìáðàíè, ÿê ³ ó âèïàäêó ñòðóíè, âèíèêíåííÿ 
ñòîÿ÷èõ õâèëü ìîæíà ââàæàòè íàñë³äêîì ñóïåðïîçèö³¿ ë³í³é÷àòèõ á³æó÷èõ õâèëü, 
ùî ïðÿìóþòü ï³ä ð³çíèìè êóòàìè.

3.11.2. Ðóõ ìåìáðàíè çà âèçíà÷åíèìè ïî÷àòêîâèìè
óìîâàìè

Çíàéäåìî ðîçâ’ÿçîê, ùî çàäîâîëüíÿº ïî÷àòêîâ³ óìîâè (3.124). 
ßê ³ äëÿ ñòðóíè, øóêàòèìåìî éîãî ó âèãëÿä³ ðÿäó, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç ÷àñòêî-
âèõ ðîçâ’ÿçê³â (3.136), ÿê³ âèçíà÷àþòü íîðìàëüí³ êîëèâàííÿ ìåìáðàíè. 
Êîæíå íîðìàëüíå êîëèâàííÿ çàëåæèòü â³ä äâîõ ³íäåêñ³â — n ³ m, òîìó ñë³ä 
óòâîðèòè ïîäâ³éíó ñóìó:

       
1 1

, , ,  cos sin .nm nm nm nm nm
n m

w x y t W x y a t b t 
 

 

         (3.146)

ßêùî ³íäåêñè n ³ m ïðîá³æàòü óñ³ çíà÷åííÿ íåçàëåæíî îäèí â³ä îäíîãî, òî 
áóäóòü óðàõîâàí³ âñ³ íîðìàëüí³ êîëèâàííÿ.

Ï³äñòàâèâøè (3.146) ó ïî÷àòêîâ³ óìîâè (3.124), îäåðæèìî

     1
1 1

, ,0 , , ,nm nm
n m

w x y a W x y Q x y
 

 

               (3.147)

     2
 1 1

, ,0
, , .nm nm nm

n m

w x y
b W x y Q x y

t






 

 

             (3.148)

Ôîðìóëè (3.147) ³ (3.148) — öå ðîçêëàäàííÿ ôóíêö³¿ äâîõ çì³ííèõ ó ïîä-
â³éí³ ðÿäè Ôóð’º. Äëÿ âèçíà÷åííÿ øóêàíèõ êîåô³ö³ºíò³â anm, bnm ñêîðè-
ñòàºìîñÿ îðòîãîíàëüí³ñòþ âëàñíèõ ôîðì ïðÿìîêóòíî¿ ìåìáðàíè:

   
або0 0

, , ,
, , 4

0, .

yx ll x y

nm pq

l l
n p m q

W x y W x y dxdy
n p m q


  

  
        (3.149)
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Ïåðåêîíàéòåñü ñàìîñò³éíî ó ñïðàâåäëèâîñò³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (3.149). Âèêî-
ðèñòîâóþ÷è (3.149), çíàõîäèìî øóêàí³ êîåô³ö³ºíòè:

   1
0 0

4
, , ;

yx ll

nm nm
x y

a Q x y W x y dxdy
l l

                      (3.150)

   2
0 0

4
, , .

yx ll

nm nm
x y nm

b Q x y W x y dxdy
l l 

                  (3.151)

ßê ïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî êîëèâàííÿ ìåìáðàíè, ÿêà â ïî÷àòêîâèé ìî-
ìåíò t = 0 îòðèìàëà óäàð, âíàñë³äîê ÿêîãî ìàëåíüêà ïëîùàäêà íàâêîëî öåí-
òðàëüíî¿ òî÷êè ïî÷àëà ðóõàòèñÿ âíèç. Ó öüîìó ðàç³ ïî÷àòêîâå â³äõèëåííÿ 
Q1(x, y) âñþäè äîð³âíþº íóëþ, ³ ïî÷àòêîâà øâèäê³ñòü Q2(x, y) òàêîæ äîð³â-
íþº íóëþ çà âèíÿòêîì ìàëîãî îêîëó íàâêîëî òî÷êè x = lx/2, y = ly/2, äå 

 2 0,Q x y  . Òîä³ ç óðàõóâàííÿì ìàëîñò³ ïëîùèíè, äî ÿêî¿ áóëî ïðèêëàäå-

íî óäàð, øóêàí³ êîåô³ö³ºíòè âèçíà÷àþòüñÿ òàêèì ÷èíîì:

anm = 0,  2
0 0

4 4
, ( , ) , ,

2 2

yx ll
yx

nm nm nm
x y nm x y nm

llV
b Q x y W x y dxdy W

l l l l 
 

   
 

 

äå 0
0 0

.
yx ll

dxdy V    Îòæå, çàêîí ðóõó ìåìáðàíè (3.146) äëÿ âèçíà÷åíèõ ïî-

÷àòêîâèõ óìîâ íàáóâàº âèãëÿäó

     
1 1

4 1
, , , , sin .

2 2
yx

nm nm nm
n mx y nm

llV
w x y t W W x y t

l l




 

 

 
  

 
     (3.152)

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî íà â³äì³íó â³ä ñòðóíè, âëàñí³ ÷àñòîòè ìåìáðàíè íå 
êðàòí³ îñíîâí³é ÷àñòîò³ 11. Òîìó ðóõ ìåìáðàíè çà âèçíà÷åíèìè ïî÷àòêîâè-
ìè óìîâàìè íå áóäå ïåð³îäè÷íèì.

Àíàë³ç âèìóøåíèõ êîëèâàíü ìåìáðàíè ïîâí³ñòþ àíàëîã³÷íèé ðîçãëÿäó 
çàäà÷³ ïðî âèìóøåí³ êîëèâàííÿ ñòðóíè (äèâ. ïàðàãðàô 3.7), îòæå, ïðîïî-
íóºìî ïðîâåñòè éîãî ñàìîñò³éíî.

3.12. Â³ëüí³ êîëèâàííÿ êðóãëî¿ ìåìáðàíè

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî êîëèâàííÿ êðóãëî¿ ìåìáðàíè ðàä³óñà à, 
çàêð³ïëåíî¿ íà çîâí³øíüîìó êîíòóðó. Òåõí³êà îäåðæàííÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ 
ïîâí³ñòþ àíàëîã³÷íà ðîçâèíóò³é ïðè ðîçãëÿä³ êîëèâàíü ïðÿìîêóòíî¿ ìåì-
áðàíè ³ áàçóºòüñÿ íà çàãàëüíèõ âëàñòèâîñòÿõ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü.

Äëÿ âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé íîðìàëüíèõ êîëèâàíü êðóãëî¿ ìåìáðàíè âè-
êîðèñòîâóþòü ïîëÿðí³ êîîðäèíàòè r,, ïî÷àòîê ÿêèõ ðîçì³ùåíî ó öåíòð³ 
êîëà êîíòóðó ìåìáðàíè. Øóêàíà ôóíêö³ÿ w(r, , t) âèçíà÷àºòüñÿ ç ð³âíÿííÿ 
(3.123), ÿêå ç óðàõóâàííÿì (3.122) íàáóâàº âèãëÿäó

2 2 2

2 2 2 2 2

1 1 1
.

w w w w
r rr r c t

   
  

  
                        (3.153)
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Øóêàíà ôóíêö³ÿ w(r, , t) ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè ãðàíè÷í³ óìîâè

W(a, , t) = 0,                                 (3.154)

òà ïî÷àòêîâ³ óìîâè:

w(r, , 0) = Q1(r, ), 2

( , ,0)
( , ).

w r
Q r

t








              (3.155)

Ùîá âèçíà÷èòè íîðìàëüí³ êîëèâàííÿ ìåìáðàíè, çîáðàçèìî øóêàíó 
ôóíêö³þ ó âèãëÿä³

w(a, , t) = W(r, ) exp(–it).                       (3.156)

Äëÿ àìïë³òóäíî¿ õàðàêòåðèñòèêè çà òèìè ñàìèìè ì³ðêóâàííÿìè, ùî ³ äëÿ
ïðÿìîêóòíî¿ ìåìáðàíè, ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó ó âèãëÿä³

W(r, ) = R(r)().                             (3.157)

Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè (3.156), (3.157) ó õâèëüîâå ð³âíÿííÿ (3.153) îòðèìàºìî 
òàêå ð³âíÿííÿ:

2 2 2
2 2

2 2

1
0,

r d R r dR d
k r

R R drdr d


   


.k
c


                (3.158)

Òóò áà÷èìî âæå çíàéîìó ç ïîïåðåäíüîãî ïàðàãðàôà ñèòóàö³þ: ñóìà äâîõ 
ôóíêö³é (îäíà çàëåæèòü â³ä r, à äðóãà — â³ä ) ìàº äîð³âíþâàòè íóëþ çà 
áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü àðãóìåíò³â. ªäèíà ìîæëèâ³ñòü çàäîâîëüíèòè òàêó âèìîãó 
öå, êîëè äîäàíêè — ñòàë³ — îäíàêîâ³ çà âåëè÷èíîþ ³ ïðîòèëåæí³ çà çíà-
êîì. Ïîçíà÷èâøè öþ ñòàëó 2, ìàòèìåìî äâà ð³âíÿííÿ:

2
2

2

1 d
d





 


 àáî 
2

2
2

0;
d
d





                       (3.159)

2 2
2 2 2

2

r d R r dR
k r

R R drdr
    àáî 

2 2
2

2 2

1
0.

d R dR
k R

r drdr r
 

    
 

      (3.160)

Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (3.159) äóæå ïðîñòî îäåðæàòè, à ñàìå:

() = A cos() + B sin().                      (3.161)

Îñê³ëüêè ðîçãëÿäàºòüñÿ êðóãîâà ìåìáðàíà (0    2), òî ³ ðîçâ’ÿçîê ó âè-
ðàç³ (3.161) ìàº áóòè ïåð³îäè÷íîþ ôóíêö³ºþ êóòà  ç ïåð³îäîì 2. Öå ìîæ-
ëèâî, êîëè ñòàëà  äîð³âíþº ö³ëîìó ÷èñëó, òîáòî  = n = 0,1,2, … Ó ðàç³ ñåê-
òîðíî¿ ìåìáðàíè, ðîçãëÿä ÿêî¿ ïðîïîíóºòüñÿ ÿê çàäà÷à íàïðèê³íö³ ðîçä³ëó, 
óìîâè íà ñòîðîíàõ  = const ìîæíà ïðèâåñòè äî äåÿêîãî òðàíñöåíäåíòíîãî 
ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ .

Ï³ñëÿ âèçíà÷åííÿ íàáîðó ïðèïóñòèìèõ çíà÷åíü  = n ð³âíÿííÿ (3.160) 
äëÿ ðàä³àëüíî¿ ôóíêö³¿ R(r) íàáóâàº âèãëÿäó

2 2
2

2 2

1
0.

d R dR n
k R

r drdr r

 
    

 
                      (3.162)



Ðîçä³ë 3. Êîëèâàííÿ òà õâèë³ â ñèñòåìàõ ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè

121

Ðèñ. 3.25. Ãðàô³êè ôóíêö³é Áåññåëÿ Yn(õ), 
Nn(z), n = 0, 1, 2

Òàêå ð³âíÿííÿ âèíèêàº ó áà-
ãàòüîõ ô³çè÷íèõ çàäà÷àõ, âïåðøå 
âîíî (ñåðåäèíà XVII ñò.) ç’ÿâèëîñÿ 
â ìàòåìàòè÷í³é ë³òåðàòóð³ â ïðàö³ 
Åéëåðà ç êîëèâàíü êðóãîâî¿ ìåìá-
ðàíè. Ñèñòåìàòè÷íî äîñë³äèâ âëàñ-
òèâîñò³ ðîçâ’ÿçê³â öüîãî ð³âíÿííÿ 
Áåññåëü, òîìó ð³âíÿííÿ (3.162) íî-
ñèòü éîãî ³ì’ÿ, à ñïåö³àëüí³ ôóíê-
ö³¿, ùî º éîãî ðîçâ’ÿçêàìè, íàçè-
âàþòüñÿ ôóíêö³ÿìè Áåññåëÿ.

Ó íàø ÷àñ ðîçâ’ÿçêè (3.162) äîáðå âèâ÷åí³ ç òî÷êè çîðó ÿê ¿õ àíàë³òè÷-
íèõ âëàñòèâîñòåé, òàê ³ îá÷èñëåííÿ ¿õ çíà÷åíü äëÿ ð³çíèõ àðãóìåíò³â. ²ñíó-
þòü äåòàëüí³ òàáëèö³, õî÷à íèí³ âàæëèâ³øå òå, ùî äëÿ ¿õ îá÷èñëåííÿ º 
ïðîñò³ àëãîðèòìè, ðåàë³çîâàí³ íà ÅÎÌ.

Ð³âíÿííÿ (3.162) º ð³âíÿííÿì äðóãîãî ïîðÿäêó ³ ïîâèííî ìàòè äâà ë³-
í³éíî íåçàëåæíèõ ðîçâ’ÿçêè. ²ñíóº äâà òàêèõ ðîçâ’ÿçêè, äëÿ ÿêèõ ïðèéíÿò³ 
ñïåö³àëüí³ ïîçíà÷åííÿ Jn(kr), Nn(kr) (³íîä³ Yn(kr)). Ïåðøå ç íèõ íàçèâàºòüñÿ 
ôóíêö³ºþ Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó, à äðóãå — ôóíêö³ºþ Áåññåëÿ äðóãîãî ðîäó 
(³íàêøå ôóíêö³ºþ Íåéìàíà) n-ãî ïîðÿäêó. Âåëè÷èíà kr âèçíà÷àº àðãóìåíò 
ôóíêö³¿ Áåññåëÿ.

Ïðî õàðàêòåð ôóíêö³é, ùî º ðîçâ’ÿçêàìè (3.162), ìîæíà ñóäèòè, 
ïîð³âíþþ÷è çîáðàæåííÿ ó âèãëÿä³ ðÿäó çà ñòåïåíÿìè àðãóìåíòó ôóíêö³¿ 
Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó Jn(õ) ³ òàêî¿ ïðîñòî¿ ³ çâè÷àéíî¿ ôóíêö³¿, ÿê ñèíóñ:

2 4
1 1 1

( ) ... ,
2 ! ( 1) ! 2 2 !( 2) ! 2

n

n

x x x
J x

n n n

                       
         (3.163)

3 5 7

sin ...
3! 5 ! 7 !
x x x

x x    

Çâ³äñè âèäíî, ùî ôóíêö³¿ Áåññåëÿ äîñèòü áëèçüê³ çà ñâîºþ ïðèðîäîþ äî 
äîáðå â³äîìèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é.

Äåÿêå óÿâëåííÿ ïðî õàðàêòåð ïîâåä³íêè öèõ ôóíêö³é ³ â³äì³íó â ïî-
âåä³íö³ ôóíêö³é ïåðøîãî òà äðóãîãî ðîäó äàº ðèñ. 3.25, äå çîáðàæåíî ãðà-
ô³êè öèõ ôóíêö³é. Õàðàêòåðíî, ùî âñ³ ôóíêö³¿ äðóãîãî ðîäó ïðè íàáëè-
æåíí³ x  äî íóëÿ ïðÿìóþòü ó ì³íóñ íåñê³í÷åíí³ñòü. Õàðàêòåð ïðÿìóâàííÿ 
âèçíà÷àºòüñÿ ãîëîâíèìè ÷ëåíàìè â ¿õ çîáðàæåííÿõ ïîáëèçó íóëÿ [49]:

0

2
ln( ), 0,

( )
( 1)! 2

, 0.
nn

x

x n

N x
n

n
x






  
      

                   (3.164)

                                        
 Áåññåëü (Bessel) Ôð³äð³õ Â³ëüãåëüì (1784—1846) — í³ìåöüêèé àñòðîíîì.
 Íåéìàí (Neumann) Ôðàíö Åðíñò (1798—1895) — í³ìåöüêèé ô³çèê ³ ìàòåìàòèê.
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Äëÿ ïîäàëüøèõ âèêëàäîê íåîáõ³äíî íàâåñòè äåÿê³ âëàñòèâîñò³ ôóíêö³é Áåñ-
ñåëÿ, ÿê³ íàäàìî ÿê êîðîòê³ çâåäåííÿ ôîðìóë äëÿ ôóíêö³é Áåññåëÿ ïåðøîãî 
ðîäó [49]:

2 2 1
( ) cos ,

4n x

n
J x x

x




   
 

1 1

2
( ) ( ) ( ),n n n

n
J x J x J x
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 1 1

2
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               (3.165)

1( ) ( ),n n
n nx J x dx x J x 

 1 12 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .n n n n n n

x
J x J x xdx J x J x J x J x       

    


Óðàõîâóþ÷è, ùî Nn(kr) íåîáìåæåíî çðîñòàº ïðè íàáëèæåíí³ äî öåíòðà 
ìåìáðàíè, ó ïîäàëüøîìó â³çüìåìî òàêèé âèðàç äëÿ øóêàíî¿ àìïë³òóäè ïðî-
ãèíó ìåìáðàíè (òîáòî âëàñíî¿ ôîðìè ìåìáðàíè):

 ( , ) ( ) cos( ) sin( ) , 0,1,2,...nW r J kr A n B n n            (3.166)

ßêùî âèä³ëèòè ñèìåòðè÷í³ êîëèâàííÿ ìåìáðàíè (â³äíîñíî íàïðÿìó  = 0), 
òî ôîðìè êîëèâàíü, ùî â³äïîâ³äàþòü cos(n) ³ sin(n), áóäóòü ö³ëêîì ³äåí-
òè÷í³, ëèøå ïîâåðíåí³ íà 90 îäíà äî îäíî¿. Ó çâ’ÿçêó ç öèì ó ïîäàëüøîìó 
ïðè ðîçãëÿä³ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü áóäåìî îáìåæóâàòèñÿ âèðàçîì

W(r, ) = AJn(kr)cos(n),                            (3.167)

äå k = /c ïîêè äîâ³ëüíå. Íàá³ð âëàñíèõ ÷àñòîò ³ ïîâíó âèçíà÷åí³ñòü ó õà-
ðàêòåð³ âëàñíèõ ôîðì ä³ñòàíåìî, ï³äñòàâèâøè ðîçâ’ÿçîê (3.167) äî ãðàíè÷-
íî¿ óìîâè W (a, ) = 0. Öå ïðèâîäèòü äî òðàíñöåíäåíòíîãî ð³âíÿííÿ:

Jn(ka) = 0.                                   (3.168)

Ðîçãëÿäàþ÷è àñèìïòîòè÷íèé âèðàç äëÿ Jn(ka) (ïåðøå ñï³ââ³äíîøåííÿ ó 
(3.165)), ìîæíà âñòàíîâèòè, ùî (3.168) ìàº äëÿ êîæíîãî n áåçë³÷ êîðåí³â, à 
êîðåí³ ç âèñîêèìè íîìåðàìè m ìîæíà âèçíà÷èòè òàê:

(2 1) (2 1)
, ( 1).

2 4nm

m n
k a m

  
                (3.169)

Äëÿ ïåðøèõ íîìåð³â m êîðåí³ (3.168) ìàþòü ÷èñëîâ³ çíà÷åííÿ, íàâåäåìî 
ê³ëüêà ïåðøèõ êîðåí³â knma = nm, äå

01 02 030,7655; 1,7571; 2,7546;    
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11 12 131,2197, 2,2331, 3,2383,                      (3.170)

21 22 231,6348, 2,6792, 3,6988.    

Íåñê³í÷åííèé íàá³ð êîðåí³â (3.168) âèçíà÷àº íåñê³í÷åííèé íàá³ð âëàñíèõ 
÷àñòîò ³ âëàñíèõ ôîðì íîðìàëüíèõ êîëèâàíü:

,

( , ) ( ) cos( ),
nm nm

nm n mn

ck

W r J k r n


 




0,1,2,...

1,2,....

n

m




              (3.171)

Çðîçóì³ëî, ùî ôîðìè êîëèâàíü âèçíà÷àþòüñÿ ç òî÷í³ñòþ äî ñòàëîãî ìíîæ-
íèêà.

Âèêîðèñòîâóþ÷è çíà÷åííÿ ³íòåãðàë³â ó (3.165), ìîæíà ïîêàçàòè îðòîãî-
íàëüí³ñòü âëàñíèõ ôîðì ìåìáðàíè ç ð³çíèìè íîìåðàìè:

або

2 22

0 0

[ ( )] , , ,
( , ) ( , )

0, .

a
n nm

nm pq

a J k a n p m q
W r W r rdrd

n p m q

 
  

    
 

     (3.172)

Òóò  = 1 ïðè n = 0 ³  = 0,5 ïðè n  0. Çàïèñ ( )n nmJ k   îçíà÷àº ïîõ³äíó â³ä 
ôóíêö³¿ Áåññåëÿ çà ïîâíèì àðãóìåíòîì.

Îðòîãîíàëüí³ñòü âëàñíèõ ôîðì êîëèâàíü ìåìáðàíè äàº çìîãó ðîçâ’ÿçàòè 
çàäà÷ó ïðî âèçíà÷åííÿ ðóõó ìåìáðàíè çà çàäàíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. 
Â³äïîâ³äíî äî çàãàëüíèõ ïðàâèë âèêîðèñòàííÿ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü âè-
çíà÷èìî ðóõ ìåìáðàíè çà äîâ³ëüíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ ÿê ñóïåðïîçèö³þ 
íîðìàëüíèõ êîëèâàíü:

0 1

( , , ) ( , )[ cos( ) sin( )].nm nm nm nm nm
n m

w r t W r a t b t   
 

 

         (3.173)

Ñòàë³ anm ³ bnm öèõ ðÿä³â çíàõîäèìî âæå çà äîáðå â³äîìîþ ïðîöåäóðîþ:
2

12 2
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              (3.174)

Çàïèñóþ÷è (3.171) äëÿ âëàñíèõ ôîðì êîëèâàíü ìåìáðàíè, îáìåæóºìîñÿ 
ëèøå ôóíêö³ºþ cos(n) ïðè âèçíà÷åíí³ êóòîâî¿ çàëåæíîñò³. ßñíî, ùî âèðàç 
äëÿ Wnm(r, ), çàäîâîëüíÿòèìå ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà â ïîëÿðíèõ êîîðäèíà-
òàõ, ÿêùî çàì³íèòè cos(n) íà cos(n + nm). Ìîæëèâ³ñòü òàêî¿ çì³íè âêàçóº 
íà òå, ùî ìåìáðàíà ìàº äëÿ îäí³º¿ âëàñíî¿ ÷àñòîòè áåçë³÷ âëàñíèõ ôîðì, 
òîáòî ñïîñòåð³ãàþòüñÿ çàçíà÷åí³ äëÿ ïðÿìîêóòíî¿ ìåìáðàíè âèïàäêè âè-
ðîäæåííÿ. Çðîçóì³ëî, ùî öå íå îáóìîâëþº áóäü-ÿê³ òðóäíîù³ ïðè ðîçâ’ÿçàí-
í³ çàäà÷³, îñê³ëüêè âñÿ íåâèçíà÷åí³ñòü óñóâàºòüñÿ çàâäàííÿì êîíêðåòíîãî 
âèäó ôóíêö³é Q1(r, ), ³ Q2(r, ).

ßê ³ ó âèïàäêó ïðÿìîêóòíî¿ ìåìáðàíè, êîæíà âëàñíà ôîðìà êîëèâàíü 
ìåìáðàíè õàðàêòåðèçóºòüñÿ ñâî¿ìè âóçëîâèìè ë³í³ÿìè. Ó äàíîìó ðàç³ òàêè-
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ìè ë³í³ÿìè º âóçëîâ³ êîëà òà âóçëîâ³ ä³àìåòðè, 
ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ â³äïîâ³äíèìè ð³âíÿííÿìè:

Jn(knmr) = 0, cos (n + nm) = 0.     (3.175)

Ïåðøå ç öèõ ð³âíÿíü âèçíà÷àº m ê³ë, êîí-
öåíòðè÷íèõ ç êîíòóðîì ìåìáðàíè; ðàä³óñè
rq öèõ ê³ë âèçíà÷àþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì

knmrq = knqa, çâ³äñè

rq = knqa/knm, q = 1, 2, …, m.                        (3.176)

Çðîçóì³ëî, ùî êîðåí³ knq ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè íåð³âí³ñòü: knq  knm, à ïðè
q = m ðàä³óñ rm ìàº çá³ãàòèñÿ ç ðàä³óñîì ìåìáðàíè a. ßê ïðèêëàä íà
ðèñ. 3.26 íàâåäåíî ãðàô³ê ôóíêö³¿ Áåññåëÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó. Êîðåíÿìè
ð³âíÿííÿ J0(k0ma) = 0 º k01a, k02a, k03a, k04a, … ßêùî ðîçãëÿäàòè âëàñíó ôîð-
ìó êîëèâàíü W03, òî, îêð³ì êîíòóðó ìåìáðàíè, âëàñíà ôîðìà öüîãî êîëè-
âàííÿ ìàº äâà âóçëîâèõ êîëà, ðàä³óñè ÿêèõ çíàõîäèìî ç ð³âíîñòåé
k03r1 = k01a ³ k03r2 = k02a; îòæå, r1 = k01a/k03 ³ r2 = k02a/k03.

Äðóãå ç ð³âíÿíü (3.175) âèçíà÷àº n âóçëîâèõ ä³àìåòð³â ìåìáðàíè: ä³éñíî, 
(n + nm) = (2p – 1)/2, çâ³äñè p = (2p – 1)/(2n) – nm/n, p = 1, 2, …, n. Íà
ðèñ. 3.27 çîáðàæåíî âëàñí³ ôîðìè ïåðøèõ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü êðóãëî¿
ìåìáðàíè. Á³ëèé ³ ÷îðíèé êîëüîðè íà ðèñ. 3.27 âêàçóþòü íà òå, ùî ñóì³æí³ 
ä³ëÿíêè ìåìáðàíè êîëèâàþòüñÿ ó ïðîòèâîôàç³.

Çðîçóì³ëî, ùî ìåìáðàíà áóäü-ÿêî¿ ôîðìè ìàº õàðàêòåðíó ñóêóïí³ñòü 
âëàñíèõ ôîðì êîëèâàíü. Öå òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâî ³ äëÿ òàêèõ îá’ºêò³â, 
ÿê òîíêà ïëàñòèíêà. Ìîäåëü òîíêî¿ ïëàñòèíêè ìîæíà ïîáóäóâàòè ïîä³áíî 
äî ìîäåë³ ìåìáðàíè, ç ð³çíèöåþ ó òîìó, ùî â³äíîâëþâàëüíà ñèëà ïðè ¿¿ êî-
ëèâàíí³ âèçíà÷àºòüñÿ çãèíàëüíîþ ïðóæí³ñòþ, à ñèëà íàòÿãó â³äñóòíÿ. Ìè 
çàãîâîðèëè ïðî ïëàñòèíêè, ùîá ðîçïîâ³ñòè ïðî åêñïåðèìåíòè, ÿê³ âïåðøå 
ïðîâ³â Õëàäí³. Â³í ïîì³òèâ, ùî,
êîëè íà ìåòàëåâó àáî ñêëÿíó ïëà-
ñòèíêó íàñèïàòè øàð äð³áíîãî ï³ñ-
êó ³ ïîò³ì çáóäæóâàòè êîëèâàííÿ,
ïðîâîäÿ÷è ïî êðàþ ïëàñòèíêè ñìè÷-
êîì, òî ï³ùèíêè âèáóäóþòü ãåîìåò-
ðè÷í³ ô³ãóðè. Ñèòóàö³ÿ äëÿ íàñ 
çðîçóì³ëà: ï³ùèíêè çñèïàþòüñÿ ç 
÷àñòèí ïëàñòèíêè, ùî êîëèâàºòüñÿ, 
³ íàêîïè÷óþòüñÿ âçäîâæ âóçëîâèõ 
ë³í³é. Îòðèìàí³ òàêèì ÷èíîì êàð-
òèíè ðîçïîä³ëó âóçëîâèõ ë³í³é  íà-
çèâàþòü  ô³ãóðàìè  Õëàäí³. Ìîæëè-

Ðèñ. 3.27. Âëàñí³ ôîðìè ïåðøèõ íîð-
ìàëüíèõ êîëèâàíü êðóãëî¿ ìåìáðàíè

                                        
 Õëàäí³ (Chladn³) Åðíñò Ôëîðåíñ Ôð³äð³õ (1756—1827) — í³ìåöüêèé ô³çèê.

Ðèñ. 3.26. Ãðàô³ê ôóíêö³¿ J0()
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â³ñòü “çðîáèòè çâóê âèäèìèì” õâèëþâàëà íå ò³ëüêè â÷åíèõ òîãî ÷àñó, à é 
áàãàòüîõ ëþäåé. Ó çâ’ÿçêó ç öèì ö³êàâèì º òàêèé ³ñòîðè÷íèé ôàêò. Ó 
1809 ð. ï³ä ÷àñ ïåðåáóâàííÿ â Ïàðèæ³ Õëàäí³ áóëî çàïðîøåíî ïðîäåìîíñò-
ðóâàòè ñâî¿ åêñïåðèìåíòè ó ïðèñóòíîñò³ Íàïîëåîíà ³ âñüîãî äâîðó. Îñü ÿê 
îïèñóº ñâî¿ âðàæåííÿ Õëàäí³ [, ñ. 26—27]:

“Êîëè ÿ ââ³éøîâ, â³í çíàõîäèâñÿ â öåíòð³ ê³ìíàòè, äóæå äîáðîçè÷ëèâî 
ïðèâ³òàâ ìåíå. Íàïîëåîí âèÿâèâ âåëèêó çàö³êàâëåí³ñòü äî ìî¿õ åêñïåðè-
ìåíò³â ³ ðîç’ÿñíåíü, ³ ÿê ýêñïåðò ç ìàòåìàòè÷íèõ ïèòàíü ïîïðîñèâ âñå ïîÿñ-
íèòè á³ëüø äîêëàäíî, ùî ìåí³ áóëî íåëåãêî çðîáèòè. Â³í áóâ äîáðå ³íôîðìî-
âàíèé íå ò³ëüêè ïðî òå, ùî ïîêè íåìîæëèâî âèêîíàòè âñ³ íåîáõ³äí³ ðîçðà-
õóíêè äëÿ ïëàñòèí íåïðàâèëüíî¿ ôîðìè, à é ïðî òå, ùî êîëè öå ³ ìîæíà áóäå 
çðîáèòè, ðåçóëüòàòè áóäóòü äóæå êîðèñíèìè ³ äëÿ áàãàòüîõ ³íøèõ îá’ºêò³â”.

Ìàáóòü ³ìïåðàòîð áóâ âðàæåíèé ïîáà÷åíèì: íàñòóïíîãî äíÿ Õëàäí³ îò-
ðèìàâ âèíàãîðîäó ó ðîçì³ð³ 6000 ôðàíê³â ³, îêð³ì öüîãî, áóëî íàçíà÷åíî 
ïðèç ó 3000 ôðàíê³â çà àäåêâàòíå ìàòåìàòè÷íå îïèñóâàííÿ ô³ãóð Õëàäí³. Ó 
1816 ð. öþ âèíàãîðîäó îòðèìàëà ôðàíöóçüêà æ³íêà-ìàòåìàòèê Ñîô³ Æåð-
ìåí. Ôàêòè÷íî åêñïåðèìåíòè Õëàäí³ îáóìîâèëè ïîñòàíîâêó íîâî¿ çàäà÷³ 
ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè — çàäà÷³ ïðî êîëèâàííÿ ìåìáðàíè ³ ïëàñòèíè.

Ó íàø³ äí³ ô³ãóðè Õëàäí³ ïðîäîâæóþòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äëÿ âèâ÷åí-
íÿ êîëèâàíü ðóõîìî¿ ïîâåðõí³ åëåêòðîàêóñòè÷íîãî ïåðåòâîðþâà÷à (íàïðèê-
ëàä, äèôóçîðà ãó÷íîìîâöÿ), êîëèâàíü â äåêàõ ôîðòåï³àíî, ñòðóííèõ ìóçè÷-
íèõ ³íñòðóìåíò³â ³, çîêðåìà, òîíêî¿ íàñòðîéêè ñêðèïîê âèñîêî¿ ÿêîñò³. Ïðî-
òå òåïåð ó á³ëüøîñò³ âèïàäê³â äëÿ â³çóàë³çàö³¿ ô³ãóð Õëàäí³ çàì³ñòü ï³ùèíîê 
âèêîðèñòîâóºòüñÿ ãîëîãðàô³÷íà òåõí³êà.

3.13. Çàäà÷³

3.1. Çíàéä³òü ÷àñòîòó êîëèâàíü ñòðóíè äîâæèíîþ 10 ñì ïðÿìî-
êóòíîãî ïåðåð³çó 0,2  0,4 ìì2. Ïèòîìà ãóñòèíà ìàòåð³àëó ñòðóíè 0 = 7,8 ã/ñì3,  
íàòÿã F = 10 Í.

Â³äïîâ³äü:  633 Ãö.

3.2. Âèçíà÷òå íàòÿã ñòàëüíî¿ ñòðóíè äîâæèíîþ l = 0,8 ì ³ ä³àìåòðîì 
0,3 ìì, ùîá ¿¿ îñíîâíà ÷àñòîòà äîð³âíþâàëà 200 Ãö.

Â³äïîâ³äü:  56 Í.

3.3. Âèçíà÷òå äîâæèíó õâèë³ ó íåñê³í÷åííî¿ ñòàëüíî¿ ñòðóíè ä³àìåòðîì 
0,2 ìì ³ íàòÿãîì 10 Í, ÿêùî ÷àñòîòà çáóäæóþ÷î¿ ñèëè 200 Ãö.

Â³äïîâ³äü:  1 ì.

3.4. Âèçíà÷òå çñóâ ôàç êîëèâàíü ó òî÷êàõ ñòàëüíî¿ íåñê³í÷åííî¿ ñòðóíè, 
â³ääàëåíèõ îäíà â³ä îäíî¿ íà 12 ñì, ùî çáóäæóºòüñÿ íà ÷àñòîò³ 60 Ãö. Ä³à-
ìåòð ñòðóíè 0,1 ìì, íàòÿã 10 Í.

Â³äïîâ³äü:  12,8.

                                        
 Íàïîëåîí I, Íàïîëåîí Áîíàïàðò (Napoleon Bonaparte) 1769—1821) — ôðàíöóçüêèé 

äåðæàâíèé ä³ÿ÷ ³ ïîëêîâîäåöü, ïåðøèé êîíñóë Ôðàíöóçüêî¿ ðåñïóáë³êè (1799—1804), 
³ìïåðàòîð ôðàíöóç³â (1804—1814 ³ áåðåçåíü—÷åðâåíü 1815).

 Øòîêìàí Õ.-Þ. Êâàíòîâûé õàîñ. — Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004. — 376 ñ.
 Æåðìåí (Germain) Ñîô³ (1776—1831) — ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê ³ ìåõàí³ê.
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3.5. ²ìïóëüñ òðèêóòíî¿ ôîðìè, ùî ìàº äîâæèíó l, â³äáèâàºòüñÿ â³ä 
çàêð³ïëåíîãî ê³íöÿ ñòðóíè, ïî ÿê³é â³í ïîøèðþºòüñÿ. Íàìàëþéòå ôîðìó 
³ìïóëüñó ï³ñëÿ â³äáèòòÿ ÷àñòèíè éîãî äîâæèíîþ: à) l/4, á) l/2, â) 3l/4, ã) l. 
Íàêðåñë³òü ãðàô³ê çì³íþâàííÿ øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê óçäîâæ â³äáèâàëüíîãî 
³ìïóëüñó â êîæíîìó âèïàäêó.

3.6. Çíàéä³òü âëàñí³ êîëèâàííÿ ñê³í÷åííî¿ ñòðóíè äîâæèíîþ l, çàêð³ï-
ëåí³ íà ê³íöÿõ, ÿêùî ïî÷àòêîâ³ óìîâè:

3 ( ,0)
( ,0) sin 0,5 sin , 0

x x y x
y x

l l t
              

.

Ïîáóäóéòå ãðàô³êè ðîçâ’ÿçêó äëÿ ð³çíèõ ìîìåíò³â ÷àñó. ×è º öåé ðîçâ’ÿçîê 
ïåð³îäè÷íèì çà ÷àñîì? ßêèé éîãî ïåð³îä?

Â³äïîâ³äü: 
3 3

( ,0) sin cos 0,5 sin cos
x c x c

y x t t
l l l l
                  

       
.

3.7. Çíàéä³òü ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ 3.6 çà òàêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ: 

( ,0) 3
( ,0) 0, sin .

y x x
y x

t l
      

Â³äïîâ³äü: 
3 3

( ,0) sin cos
3
l x c

y x t
c l l

 


       
   

.

3.8. Ìîòóçêà ìàñîþ 0,85 êã íàòÿãíóòà ì³æ äâîìà îïîðàìè, ùî ðîçì³ùå-
í³ íà â³äñòàí³ 30 ì îäíà â³ä îäíî¿. Ñèëà íàòÿãó ìîòóçêè äîð³âíþº 1950 Í. 
Ñê³ëüêè ÷àñó ïðîõîäèòü ³ìïóëüñ â³ä îäí³º¿ îïîðè äî äðóãî¿?

Â³äïîâ³äü: 0,11 ñ.

3.9. Ïîêàæ³òü, ùî ðîáîòà, ÿêà íåîáõ³äíà äëÿ â³äõèëåííÿ öåíòðà ñòðóíè 
íà äåÿêó â³äñòàíü, äîð³âíþº ñóì³ åíåðã³é ãàðìîí³ê, ÿê³ çáóðþþòüñÿ, êîëè 
ñòðóíó â³äïóñòèòè.

3.10. Âçäîâæ ñòðóíè íàçóñòð³÷ îäíà îäí³é ïîøèðþþòüñÿ äâ³ îäíàêîâ³ 
õâèë³; åíåðã³ÿ êîæíî¿ äîð³âíþº E . ßêîþ áóäå ê³íåòè÷íà КE ³ ïîòåíö³àëüíà 

ПE  åíåðã³¿ â ìîìåíò ïîâíîãî ïàä³ííÿ õâèëü îäíà íà îäíó, ÿêùî â³äõèëåííÿ 
÷àñòèíîê ñòðóíè ó äâîõ õâèëÿõ: à) îäíàêîâå çà íàïðÿìêîì, á) ïðîòèëåæíå.

Â³äïîâ³äü: à) ÅÊ = 0, ÅÏ = 2Å, á) ÅÊ = 2Å, ÅÏ = 0.

3.11. Ñòàëüíà ñòðóíà (ìàñà 0,01 êã, äîâæèíîþ 2 ì, ñèëà íàòÿãó 10 Í) 
êîëèâàºòüñÿ íà ÷àñòîò³ ïåðøî¿ ãàðìîí³êè. Âèçíà÷òå ÷àñòîòó êîëèâàíü ³ 
àìïë³òóäó øâèäêîñò³ â òî÷ö³ 0,5 ì â³ä êîæíîãî ê³íöÿ ñòðóíè, ÿêùî àìï-
ë³òóäà â³äõèëåííÿ â öåíòð³ ñòðóíè äîð³âíþº 0,02 ì. Âèçíà÷òå ïîâíó åíåðã³þ 
îñíîâíî¿ ìîäè êîëèâàíü.

Â³äïîâ³äü: 11,2 Ãö; 0,99 ì/ñ; 0,00494 Äæ.

3.12. Øâèäê³ñòü õâèë³ â ñòðóí³ äîð³âíþº 480 ì/ñ. Íà ÿê³é â³äñòàí³ îäèí 
â³ä îäíîãî çíàõîäÿòüñÿ âóçëè ñòîÿ÷î¿ õâèë³ ç ÷àñòîòîþ 86 Ãö.

Â³äïîâ³äü: 2,79 ì.

3.13. Ñêðèïêîâà ñòðóíà êîëèâàºòüñÿ ç ÷àñòîòîþ 196 Ãö. Ç ÿêîþ ÷àñòî-
òîþ âîíà áóäå êîëèâàòèñÿ, ÿêùî ¿¿ ïðèæàòè íà â³äñòàí³ 1/4 â³ä ê³íöÿ?
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Â³äïîâ³äü: 261 Ãö.

3.14. Ìàºìî ñòðóíó ç ë³í³éíîþ ãóñòèíîþ 0,01 êã/ì, äîâæèíîþ 0,2 ì ³ 
ñèëîþ íàòÿãó 10 Í. Ïîñåðåäèí³ ñòðóíè çàêð³ïëåíà ìàñà 0,001 êã. Âèçíà÷òå
îñíîâíó ÷àñòîòó ñèñòåìè ³ ÷àñòîòó ïåðøîãî îáåðòîíó.

Â³äïîâ³äü: 54,2 Ãö; 183 Ãö.

3.15. Òî÷êîâà ìàñà M ïðèêð³ïëåíà â äåÿê³é òî÷ö³ äî íåñê³í÷åííî¿ ñòðó-
íè, ùî ìàº õâèëüîâèé îï³ð ñ. Ïðè ïîøèðåíí³ âçäîâæ ñòðóíè ïîïåðå÷íî¿ 
õâèë³ ç ÷àñòîòîþ  âîíà ÷àñòêîâî â³äáèâàºòüñÿ â³ä ö³º¿ ìàñè, à ÷àñòêîâî ïðî-
íèêàº. Ãðàíè÷í³ óìîâè ïîëÿãàþòü ó òîìó, ùî çì³ùåííÿ ñòðóíè â áåçïîñå-
ðåäí³é áëèçüêîñò³ ïðàâîðó÷ ³ ë³âîðó÷ â³ä ìàñè îäíàêîâ³, à ð³çíèöÿ ïîïåðå÷-
íèõ ñèë ó öèõ ñàìèõ òî÷êàõ äîð³âíþº äîáóòêó ìàñè íà ¿¿ ïðèñêîðåííÿ. Ïî-
çíà÷èâøè 1 1 2, iA B A  àìïë³òóäè â³äïîâ³äíî ïàäàþ÷î¿, â³äáèòî¿ ³ ïðîíèêíî¿ 
õâèëü ïîêàæ³òü, ùî 

1

1

;
1

B iq
A iq





2

1

1
;

1

A

A iq



.

2
M

q
c






3.16. Âèçíà÷òå ÷àñòîòó îñíîâíîãî êîëèâàííÿ ïðÿìîêóòíî¿ ìåìáðàíè ç 
ïîâåðõíåâîþ ãóñòèíîþ ìàòåð³àëó 5,4  10–2 êã/ì2 ³ íàòÿãîì ïî êîíòóðó 50 Í/ì,
ÿêùî ¿¿ ðîçì³ðè 4  6 ñì.

Â³äïîâ³äü: 456 Ãö.

3.17. Ìåìáðàíà ðîçì³ðîì a  b çáóðþºòüñÿ íà íàéíèæ÷³é âëàñí³é ÷àñ-
òîò³, ùî äîð³âíþº 500 Ãö, ç àìïë³òóäîþ çì³ùåííÿ â öåíòð³ 2 ìì. Âèçíà÷òå 
àìïë³òóäó çì³ùåííÿ òà øâèäêîñò³ ó òî÷ö³ A(a/4, b/4).

Â³äïîâ³äü: 10–3 ì,  ì/ñ.

3.18. Âèçíà÷òå ÷àñòîòó êîëèâàíü êðóãëî¿ ìåìáðàíè ä³àìåòðîì 3 ñì, ÿê-
ùî øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ õâèëü ñ = 60 ì/ñ.

Â³äïîâ³äü: 766 Ãö.

3.19. Ïðÿìîêóòíà ìåìáðàíà ðîçì³ðîì 3  4 ñì çáóðþºòüñÿ òàê, ùî íà ¿¿ 
á³ëüø³é ñòîðîí³ âì³ùóºòüñÿ òðè âóçëîâ³ ë³í³¿. Âèçíà÷òå ÷àñòîòó êîëèâàíü 
ìåìáðàíè, ÿêùî ¿¿ íàòÿã ïî êîíòóðó äîð³âíþº 10 Í/ì, à ïîâåðõíåâà ãóñòè-
íà — 2  10–3 êã/ì2.

Â³äïîâ³äü: 3940 Ãö.

3.20. Âèçíà÷òå âëàñíó ÷àñòîòó êîëèâàíü êðóãëî¿ ìåìáðàíè ó äâîõ âèïàä-
êàõ: ïåðøèé — ìåìáðàíà ìàº îäèí âóçëîâèé ä³àìåòð, äðóãèé — îäíå âóçëî-
âå êîëî; ä³àìåòð ìåìáðàíè äîð³âíþº 10 ñì, íàòÿã ïî êîíòóðó 50 Í/ì, à ãóñ-
òèíà îäèíèö³ ïîâåðõí³ ìàòåð³àëó — 5  10—3 êã/ì2.

Â³äïîâ³äü: 01 610f  Ãö, 02 879f  Ãö.

3.21. Ïåðåêîíàéòåñÿ ó òîìó, ùî ïîâíà åíåðã³ÿ êðóãîâî¿ ìåìáðàíè ïðè ¿¿ êî-
ëèâàíí³ íà îñíîâí³é ìîä³ äîð³âíþº 2 2 20,135 a A  , äå à — ðàä³óñ,  — ïîâåðõ-

íåâà ãóñòèíà,  — êóòîâà ÷àñòîòà êîëèâàíü, À — àìïë³òóäà â öåíòð³ ìåìáðàíè.
3.22. Çíàéä³òü êîëèâàííÿ êðóãëî¿ ìåìáðàíè ðàä³óñà à çà òàêèìè ïî÷àò-

êîâèìè óìîâàìè: w(r, 0) = 0; 0 1

1

, 0 ,( ,0)
0, .

r aw r
a r at
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Â³äïîâ³äü: 0 1 1 1
02 2 2

1 1

2 ( )
( , ) ( ) sin( )

( )
n

n n
n n n

a J k a
w r t c J k r t

a J k a










  ,

äå kn, n = 1, 2, … — êîðåí³ ð³âíÿííÿ 0( ) 0, ,n n nJ k r k c c F    .

3.23. Çíàéä³òü êîëèâàííÿ êðóãëî¿ ìåìáðàíè ðàä³óñîì à (F — ñèëà íàòÿ-
ãó,  — ïîâåðõíåâà ãóñòèíà), ÿêùî ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò t = 0 ìåìáðàíà
â³äòÿãíóòà òàê, ùî ìàº ôîðìó ïàðàáîëî¿äà îáåðòàííÿ, òîáòî w(r, 0) = A(1 –
– r 2/a2). Ïî÷àòêîâà øâèäê³ñòü äîð³âíþº íóëþ: w (r, 0)/t = 0. Ï³ä ÷àñ ðîç-
â’ÿçêó âèêîðèñòàéòå ôîðìóëè:

3 2 3
0 1 0 1 1

0 0

( ) ( ); ( ) 2 ( ) ( 4 ) ( )
x x

xJ x dx xJ x x J x dx x J x x x J x     .

Â³äïîâ³äü: 0
3 3

1 1

( )
( , ) 8 cos( )

( )
n

n
n n n

J k r
w r t A t

a k J k a






  ,

äå kn, n = 1, 2, … — êîðåí³ ð³âíÿííÿ J0(kna) = 0, kn = n/c, c F  .

3.24. Êâàäðàòíà (ç³ ñòîðîíîþ b) ìåìáðàíà, ùî ìàº â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò 
t = 0 ôîðìó Axy(b – x)(b – y), äå A > 0 — äîñèòü ìàëå ÷èñëî, ïî÷èíàº êîëè-
âàííÿ áåç ïî÷àòêîâî¿ øâèäêîñò³. Äîñë³ä³òü â³ëüí³ êîëèâàííÿ ìåìáðàíè.

Â³äïîâ³äü:  
4

3 36
1 1

(2 1) (2 1)
sin sin64

( , , )
(2 1) (2 1)n m

n x m y
Ab b bw x y t

n m

 



 

 

 

 
 



2 2cos (2 1) (2 1) .
c t
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b
       

3.25. Âèçíà÷òå íîðìàëüí³ ÷àñòîòè òà 
âëàñí³ ôîðìè êîëèâàííÿ ìåìáðàíè (F —
ñèëà íàòÿãó,  — ïîâåðõíåâà ãóñòèíà), ó 
âèãëÿä³ ñåêòîðà (ðèñ. 3.28). Ìåìáðàíà çà-
êð³ïëåíà ïî êîíòóðó.

Â³äïîâ³äü: íîðìàëüí³ ÷àñòîòè nm âèçíà÷à-
þòü ç ð³âíÿííÿ  

0

/ 0;n nmJ a c


  ( , )nmW r  

   
0

0/ sin / ,n nmJ a c n


    (n, m = 1, 2, …), c F  .

Ðèñ. 3.28. Äî çàäà÷³ 3.25
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Р О З Д І Л  4

ÇÀÃÀËÜÍ² Ð²ÂÍßÍÍß ÀÊÓÑÒÈÊÈ
ÄËß Ð²ÄÈÍ ÒÀ ÃÀÇ²Â

Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ î÷åíü âàæíû. Îíè íàñòîëüêî âàæíû, 
÷òî ôèçèêè è èíæåíåðû, ïîæàëóé, ïîëîâèíó ñâîåãî âðåìåíè 
òðàòÿò íà ðåøåíèå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ãëàâíàÿ ïðè÷èíà 
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îñíîâíûå çàêîíû ôèçèêè ÷àñòî ëèíåéíû.
Åñëè ìû ïîíÿëè ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, ìû ãîòîâû â ïðèíöè-
ïå ïîíèìàòü î÷åíü ìíîãèå âåùè.

Ð. Ôåéíìàí [29, âûï. 2, ñ. 422]

ßâèùå ïîøèðåííÿ õâèëü ç äàâí³õ ÷àñ³â ñïîíóêàëî â÷åíèõ äî 
ðîçäóì³â. Ëåîíàðäî äà Â³í÷³ â XV ñò. ïèñàâ ïðî õâèë³ [, 
ñ. 350]: “²ìïóëüñ íàáàãàòî øâèäøèé â³ä âîäè, òîìó ùî º ÷èñ-
ëåíí³ âèïàäêè, êîëè õâèëÿ á³æèòü â³ä ì³ñöÿ ñâîãî âèíèêíåííÿ, 
à âîäà íå ðóøèòü ç ì³ñöÿ ïîä³áíî äî õâèëü, ùî óòâîðþþòüñÿ â 
òðàâí³ íà íèâàõ â³òðàìè; õâèë³ çäàþòüñÿ á³æó÷èìè ïî ïîëþ, â 
òîé ÷àñ ÿê íèâà íå ðóõàºòüñÿ ç³ ñâîãî ì³ñöÿ”.

Íàø ñâ³ò íàïîâíåíèé õâèëÿìè. Îáðàçíî êàæó÷è, õâèë³ “ðîç-
á³ãëèñÿ” ç ô³çèêè é îõîïèëè áàãàòî ïðîöåñ³â ó æèâ³é òà íå-
æèâ³é ïðèðîä³. Àêóñòè÷í³, ³íàêøå ïðóæí³, çâóêîâ³ õâèë³ ñòà-
íîâëÿòü ïðîöåñ ïîøèðåííÿ êîëèâàíü ó ïðóæíîìó ñåðåäîâèù³.

×åòâåðòèé ðîçä³ë ïðèñâÿ÷åíî ïîáóäîâ³ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ 
àêóñòè÷íîãî ñåðåäîâèùà ³ â³äïîâ³äíèõ ð³âíÿíü, çà äîïîìîãîþ 
ÿêèõ ìîæíà áóäå âèâ÷àòè ïðóæí³ õâèë³ â ð³äèíàõ ³ ãàçàõ. Àêó-
ñòèêó ð³äèí ³ ãàç³â áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñóì³ñíî: çáóðåííÿ ³ â 
ð³äèí³, ³ â ãàç³ îäíàêîâî ïåðåäàºòüñÿ ñèëàìè òèñêó, ùî âèíè-
êàþòü ïðè ñòèñíåíí³ àáî ðîçøèðåíí³ äåÿêî¿ ÷àñòèíè ð³äèíè 
àáî ãàçó. Òîìó òåðì³íîì “ð³äèíà”, çâè÷àéíî, ïîçíà÷àþòü ÿê 
êðàïëèíí³ ð³äèíè, òàê ³ ãàçè. Ó ïðóæíèõ òâåðäèõ ò³ëàõ âèíè-
êàþòü, îêð³ì òèñêó, ùå ³ çñóâí³ ñèëè ïðè çì³í³ ôîðìè ò³ëà. Íà 
â³äì³íó â³ä ïðóæíèõ òâåðäèõ ò³ë ð³äèíè ³ ãàçè íå ñïðîìîæí³ 
ñòðèìóâàòè ñèëè çñóâó, òîìó ð³äèíè ³ ãàçè íå ìàþòü ñâîº¿ 
ôîðìè, à ïðèéìàþòü ôîðìó ïîñóäèíè. Âíàñë³äîê öüîãî º âàæ-
ëèâ³ â³äì³ííîñò³ â àêóñòè÷í³é ïîâåä³íö³ òâåðäèõ ò³ë ³ ð³äèí. 
(Ïðóæí³ õâèë³ â òâåðäèõ ò³ëàõ ðîçãëÿíåìî ó øîñòîìó ðîçä³ë³.)

                                        
 Ôåéíìàí (Feynman) Ð³÷àðä Ô³ë³ïï (1918—1988) — àìåðèêàíñüêèé 

ô³çèê, ëàóðåàò Íîáåë³âñüêî¿ ïðåì³¿ (1965).
 Ëåîíàðäî äà Â³í÷³ (Leonardo da Vinci) (1452—1519) — ³òàë³éñüêèé

õóäîæíèê, ñêóëüïòîð, â÷åíèé ³ ³íæåíåð.
 Ëåîíàðäî äà Âèí÷è. Èçáðàííûå åñòåñòâåííîíàó÷íûå ïðîèçâåäå-

íèÿ. — Ì.: Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑÐ, 1955. — 1027 ñ.
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4.1. Ïîâíà ñèñòåìà ð³âíÿíü àêóñòèêè
òà ¿¿ ë³íåàðèçàö³ÿ

Ñâ³ò çâóê³â íàñò³ëüêè ð³çíîìàí³òíèé ³ éîãî ðîëü òàêà âåëèêà ó 
íàøîìó æèòò³, íàïðèêëàä, ÷èñëåíí³ òåõí³÷í³ çàñòîñóâàííÿ çâóêîâèõ êîëè-
âàíü, ùî äèâîâèæíîþ çäàºòüñÿ ìîæëèâ³ñòü îïèñàòè âñå ð³çíîìàí³òòÿ 
îäí³ºþ àáî ê³ëüêîìà ìàòåìàòè÷íèìè ôîðìóëàìè. Ðàçîì ç òèì çà ïåâíèõ 
îáìåæåíü öå ìîæëèâî. Ñàìå òàêà çàäà÷à áóäå ïðåäìåòîì äîñë³äæåííÿ äàíî-
ãî ðîçä³ëó. Éîãî ðåçóëüòàòîì áóäå îäåðæàííÿ òàê çâàíîãî õâèëüîâîãî 
ð³âíÿííÿ, ó ðîçâ’ÿçêó ÿêîãî ì³ñòÿòüñÿ áàãàòî êîíêðåòíèõ õâèëüîâèõ ïðî-
öåñ³â: äîáðå â³äîìèõ ç äîñâ³äó, é ³íøèõ, ìåíø î÷åâèäíèõ, ³ íàâ³òü ìàëî âèâ-
÷åíèõ. Çâè÷àéíî, äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³ äîâåäåòüñÿ ïðèâåñòè 
³äåàë³çàö³þ ³ òèì ñàìèì îáìåæèòè êîëî ÿâèù, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ.

4.1.1. Ìîäåëü àêóñòè÷íîãî ñåðåäîâèùà

Ïî÷íåìî ç ³äåàë³çàö³¿ ñåðåäîâèùà, â ÿêîìó ïîøèðþþòüñÿ çâó-
êîâ³ õâèë³, òîáòî ç ïîáóäîâè éîãî ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³. Îñíîâí³ âëàñòèâîñò³ 
ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ñåðåäîâèùà òàê³.

1. Ñåðåäîâèùå (ââàæàºìî) ñóö³ëüíå, íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî ðåàëüí³ ñå-
ðåäîâèùà ñêëàäàþòüñÿ ç àòîì³â ³ ìîëåêóë, ³, îòæå, äèñêðåòí³. Êîëè éòè-
ìåòüñÿ ïðî ÷àñòèíêó ñåðåäîâèùà, òî ñë³ä ðîçóì³òè âæå íå îêðåìèé àòîì ÷è 
ìîëåêóëó, à ìàëèé, ïîð³âíÿíî ç â³äñòàííþ, äå ñòàí ñåðåäîâèùà çì³íþºòüñÿ 
ñóòòºâî (íàïðèêëàä, äîâæèíà õâèë³), “øìàòî÷îê” ñåðåäîâèùà, àëå ÿêèé 
ñêëàäàºòüñÿ ç äóæå âåëèêîãî ÷èñëà àòîì³â àáî ìîëåêóë. Äëÿ ãàç³â öÿ âèìîãà 
ùå æîðñòê³øà: ÷àñòèíêà ïîâèííà áóòè âåëèêîþ ïîð³âíÿíî ç äîâæèíîþ 
â³ëüíîãî ïðîá³ãó ìîëåêóë. Ñóö³ëüíå ñåðåäîâèùå õàðàêòåðèçóºòüñÿ ãóñòèíîþ 

( , )t r , êã/ì3.
2. Ñåðåäîâèùå (ïðèïóñòèìî) ³äåàëüíî ñòèñëèâå — öå îçíà÷àº, ùî ÷àñ-

òèíêà ñåðåäîâèùà ï³ä âïëèâîì çîâí³øí³õ ñèë çì³íþº ñâ³é îá’ºì, à ïðè 
çí³ìàíí³ íàâàíòàæåííÿ ïîâåðòàºòüñÿ äî ïîïåðåäíüîãî îá’ºìó. Ïðè öüîìó 
ìîæíà ââàæàòè ñòóï³íü ñòèñíåííÿ ñòàëèì íà âñ³é ïðîòÿæíîñò³ ÷àñòèíêè, à 
ñèëè âçàºìîä³¿ ì³æ ñóñ³äí³ìè ÷àñòèíêàìè ïåðïåíäèêóëÿðíèìè äî ïîâåðõí³ 
¿¿ ïîä³ëó; òàêó ñèëó, ùî ä³º íà îäèíèö³ ïëîù³, íàçèâàþòü òèñêîì. Òèñê 
ââàæàºòüñÿ äîäàòíèì, êîëè â³í ñòèñêàëüíèé. Òàêà ñèòóàö³ÿ ³ç âçàºìîä³ºþ 
ì³æ ÷àñòèíêàìè õàðàêòåðíà äëÿ ð³äèíè ³ ãàçîïîä³áíèõ ñåðåäîâèù. ßê çà-
çíà÷àëîñÿ, ó òâåðäèõ ò³ëàõ, êð³ì òèñêó, âèíèêàþòü ùå é ïðóæí³ íàïðóæåííÿ 
çñóâó ïðè çì³í³ ôîðìè ÷àñòèíîê. Òîìó ³ñíóþòü âàæëèâ³ â³äì³ííîñò³ â àêó-
ñòè÷í³é ïîâåä³íö³ òâåðäèõ ò³ë ³ ð³äèí.

3. Ñåðåäîâèùå (ââàæàºìî) íå ïðîâîäèòü òåïëîòè ³, îòæå, òåïëîîáì³í 
ì³æ éîãî îêðåìèìè ÷àñòèíêàìè âèêëþ÷àºòüñÿ. Òàêèì ÷èíîì, ïðè ïîøè-
ðåíí³ çâóêîâèõ õâèëü ó ñåðåäîâèù³, îá’ºìí³ äåôîðìàö³¿ öüîãî ñåðåäîâèùà 
â³äáóâàþòüñÿ áåç òåïëîîáì³íó. Öå º  âàæëèâèì ìîìåíòîì. Àäæå, çâè÷àéíî, 
âñÿêå ñåðåäîâèùå ïðè ñòèñíåíí³ íàãð³âàºòüñÿ, à ïðè ðîçøèðåíí³ îõîëîä-
æóºòüñÿ, à òèñê çàëåæèòü íå ò³ëüêè â³ä ñòóïåíÿ ñòèñíåííÿ ñåðåäîâèùà, à é 
â³ä éîãî òåìïåðàòóðè. Çâ³äñè çðîçóì³ëî, ùî â³äíîâëþâàëüíà ïðóæíà ñèëà 
çàëåæàòèìå â³ä òîãî, ÷è âñòèãàþòü âèð³âíþâàòèñÿ òåìïåðàòóðí³ ð³çíèö³, ùî 
âèíèêàþòü ó çâóêîâ³é õâèë³.
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Ñïðàâä³, ð³çíèö³ òåìïåðàòóð, â îáëàñò³ çâóêîâèõ ÷àñòîò (çâè÷àéíî öå 
ä³àïàçîí ÷àñòîò â³ä 20 Ãö äî 20 êÃö), ïðàêòè÷íî íå âñòèãàþòü âèð³âíþ-
âàòèñÿ, òîáòî ñïðàâåäëèâå ïðèïóùåííÿ ïðî â³äñóòí³ñòü òåïëîîáì³íó. ßê â³-
äîìî, òàê³ ïðîöåñè íàçèâàþòü àä³àáàòè÷íèìè. Ïðîòå çàçíà÷èìî, ùî äî 
àä³àáàòè÷íîñò³ ïðîöåñó ñòèñíåííÿ-ðîçòÿãíåííÿ ñåðåäîâèùà â îáëàñò³ äóæå 
âèñîêèõ ÷àñòîò ñë³ä ñòàâèòèñÿ îáåðåæíî. Ä³éñíî, äëÿ ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³ òàê³ 
ïàðàìåòðè ñåðåäîâèùà, ÿê ãóñòèíà ³ òåìïåðàòóðà (Ò ), çì³íþþòüñÿ âçäîâæ 
ïðîñòîðîâî¿ êîîðäèíàòè õ çà ãàðìîí³÷íèì çàêîíîì, òîáòî sin( )T kx , äå 

2k   — õâèëüîâå ÷èñëî,  — äîâæèíà õâèë³. Çâ³äñè ãðàä³ºíò òåìïåðàòóð 

 / 2 / cos( )T x kx    . ßê áà÷èìî, â³í çðîñòàº ïðè çá³ëüøåíí³ ÷àñòîòè 

õâèë³ f  (àáî çìåíøåíí³ ,c f  ñ — øâèäê³ñòü çâóêó). Àëå ïîò³ê òåïëîòè 
Q ì³æ ÷àñòèíêàìè ñåðåäîâèùà ïðîïîðö³éíèé ãðàä³ºíòó òåìïåðàòóðè 
Q T x   ³, â³äïîâ³äíî, Q çðîñòàº ïðè çá³ëüøåíí³ f.

Ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî ïðè çìåíøåíí³ ÷àñòîòè, êîëè ïðîöåñ äåôîðìà-
ö³¿ ñåðåäîâèùà â³äáóâàºòüñÿ äîñèòü ïîâ³ëüíî, àä³àáàòè÷íèé çàêîí íå âèêî-
íóºòüñÿ. Íà ïðàêòèö³ öå ïðèïóùåííÿ íå ñïðàâäæóºòüñÿ, îñê³ëüêè ä³ëÿíêè ç 
íåâåëèêîþ â³äì³íîþ òåìïåðàòóð ðîçì³ùóþòüñÿ íà â³äñòàí³ ï³âõâèë³ îäíà â³ä 
îäíî¿, ³ ïðè çìåíøåíí³ ÷àñòîòè îäíî÷àñíî ç â³äð³çêîì ÷àñó çðîñòàº ³ öÿ 
â³äñòàíü, òîáòî çìåíøóºòüñÿ ãðàä³ºíò òåìïåðàòóðè. Òîìó àä³àáàòè÷í³ óìîâè 
íå ïîðóøóþòüñÿ íàâ³òü íà íàéíèæ÷èõ (³íôðàçâóêîâèõ) ÷àñòîòàõ.

Ïîáóäîâàíà ìîäåëü ñåðåäîâèùà îòðèìàëà íàçâó ³äåàëüíî ñòèñíåíî¿ ð³äè-
íè, àáî êîðîòêî — ³äåàëüíà ð³äèíà, ÷è ³äåàëüíå ñåðåäîâèùå.

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ìîäåëü àêóñòè÷íîãî ñåðåäîâèùà íå îïèñóº òàêî¿ 
âàæëèâî¿ âëàñòèâîñò³ ðåàëüíèõ ñåðåäîâèù, ÿê ïîãëèíàííÿ çâóêó ïðè ïîøè-
ðåíí³ çâóêîâî¿ õâèë³. Ïîãëèíàííÿ çâóêó — öå ÿâèùå íåîáîðîòíîãî ïåðåõîäó 
åíåðã³¿ çâóêîâî¿ õâèë³ â ³íø³ âèäè åíåðã³¿, çîêðåìà, â òåïëîâó. Öå îáóìîâ-
ëåíå òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè ðåàëüíèõ ñåðåäîâèù, ÿê îá’ºìíà â’ÿçê³ñòü, 
â’ÿçê³ñòü çñóâó ³ òåïëîïðîâ³äí³ñòü ñåðåäîâèùà. Íàïðèêëàä, çà íàÿâíîñò³ 
â’ÿçêîñò³ çñóâó ñèëà, ùî ä³º íà ïîâåðõíþ ÷àñòèíêè, âæå íå ñòðîãî íîð-
ìàëüíà äî íå¿, à ìàº ùå äîòè÷íó êîìïîíåíòó. Çðîçóì³ëî, ùî â öüîìó ðàç³ 
÷àñòèíêè íå ìîæóòü â³ëüíî ïðîêîâçóâàòè. Òîìó ÷àñòèíà ðîáîòè, ùî âèêî-
íóºòüñÿ õâèëåþ íàä ñåðåäîâèùåì éäå íà ïîäîëàííÿ äîòè÷íî¿ êîìïîíåíòè 
íåîáîðîòíî — ³ çâóê çãàñàº. Ñë³ä ñêàçàòè, ùî ïîãëèíàííÿ çâóêó ñóòòºâî çà-
ëåæèòü â³ä ÷àñòîòè ³ íà âèñîêèõ ÷àñòîòàõ ñòàº çíà÷íèì. Öå, çâè÷àéíî, õà-
ðàêòåðíî äëÿ óëüòðàçâóêîâèõ õâèëü, ÷àñòîòè ÿêèõ á³ëüø³ çà 20 êÃö. Ó çâó-
êîâîìó ä³àïàçîí³ ÷àñòîò òåæ  âèíèêàþòü çàäà÷³, äå ñë³ä óðàõóâàòè çãàñàííÿ 
çâóêó âíàñë³äîê ïîãëèíàííÿ. Íàïðèêëàä, ïðè àêóñòè÷íîìó ïðîåêòóâàíí³ 
êîíöåðòíîãî çàëó äëÿ ÷àñòîò, âèùèõ çà 2000 Ãö âæå ñë³ä áðàòè äî óâàãè ïî-
ãëèíàííÿ ó ïîâ³òð³, ÿêå çðîñòàº ç³ çá³ëüøåííÿì ÷àñòîòè çâóêó.

Âçàãàë³ ô³çèêà ìåõàí³çìó ïîãëèíàííÿ çâóêó ñêëàäíà, ³ íå ðîçãëÿäàºòüñÿ â 
íàø³é êíèç³ (ðåêîìåíäóºìî ïðàö³ [20, 31, 33]). Ïðè íåîáõ³äíîñò³ ìîæíà âðàõó-
âàòè åôåêò ïîãëèíàííÿ åíåðã³¿ çâóêó, íå âèõîäÿ÷è çà ìåæ³ ïîáóäîâàíî¿ ìîäåë³ 
àêóñòè÷íîãî ñåðåäîâèùà (äèâ. ïàðàãðàô 5.3). Öå º äóæå âàæëèâèì ìîìåíòîì 
äëÿ ìîäåë³ ³äåàëüíî ñòèñëèâî¿ ð³äèíè, àäæå âîíà ä³éñíî ì³ñòèòü ó ñîá³ îñíîâí³ 
âëàñòèâîñò³ ðåàëüíèõ ð³äèí ³ ãàç³â, ùî äîçâîëÿº âèâ÷àòè ïîøèðåííÿ çâóêîâèõ 
õâèëü ó øèðîêîìó ä³àïàçîí³ ÷àñòîò.
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Íàêëàäàºìî ùå îäíå âàæëèâå îáìåæåííÿ íà ïðîöåñè, ùî ðîçãëÿäàþòü-
ñÿ, à ñàìå, ââàæàòèìåìî, ùî êîëèâàííÿ ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà ìàþòü ìàëó 
àìïë³òóäó: öå îçíà÷àº, ùî â³äõèëåííÿ ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà â³ä ïîëîæåííÿ 
ð³âíîâàãè ìàº áóòè ìàëèì ïîð³âíÿíî ç äîâæèíîþ õâèë³ ( )mx  , à çì³íà 
òèñêó ³ ãóñòèíè ñåðåäîâèùà, — ïîð³âíÿíî ç ¿õ ïî÷àòêîâèìè çíà÷åííÿìè 

0 0( , )p P    . Çâè÷àéíî, âèá³ð ³äåàë³çîâàíî¿ ìîäåë³ ñåðåäîâèùà é îá-
ìåæåííÿ íà ïðèïóñòèìó àìïë³òóäó êîëèâàíü ëèøàº ìîæëèâîñò³ ðîçãëÿäàòè 
áàãàòî àêóñòè÷íèõ ÿâèù, ³ âñå æ êîëî çâóêîâèõ ïðîöåñ³â, ùî çàëèøàºòüñÿ â 
ïîë³ çîðó, ùå äóæå âåëèêå.

Ïðèñòóïèìî òåïåð äî âèâåäåííÿ õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ. Íà ïåðø³é ñòàä³¿ 
ñôîðìóëþºìî îñíîâí³ çàêîíîì³ðíîñò³, ùî ëåæàòü â îñíîâ³  âñ³ëÿêèõ (äî-
â³ëüíèõ) ðóõ³â ³äåàëüíî¿ ð³äèíè. Äàë³ çàïèøåìî ¿õ ìàòåìàòè÷íèìè ôîðìó-
ëàìè (ñòàä³ÿ ôîðìàë³çàö³¿). ßê áóäå âèäíî, îòðèìàí³ ð³âíÿííÿ, ÿê³ îïèñó-
þòü äîâ³ëüí³ ðóõè ³äåàëüíî¿ ð³äèíè, áóäóòü íåë³í³éíèìè, ùî çíà÷íî óñêëàä-
íþº çíàõîäæåííÿ ¿õ ðîçâ’ÿçê³â. Íà ö³é ñòàä³¿ ìîæíà ïðèïóñêàòè ìàëó àìï-
ë³òóäó êîëèâàíü ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà. Öå äîçâîëÿº ïåðåéòè â³ä îòðèìàíèõ 
íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü äî â³äïîâ³äíèõ ë³í³éíèõ ð³âíÿíü. Òàêèé ïðîöåñ íàçèâà-
þòü ë³íåàðèçàö³ºþ. Íàðåøò³, ï³ñëÿ íèçêè ïåðåòâîðåíü îñòàòî÷íî îòðèìàºìî 
õâèëüîâå ð³âíÿííÿ. 

Îòæå, âèçíà÷èìî îñíîâí³ çàêîíîì³ðíîñò³ ðóõ³â ³äåàëüíî¿ ð³äèíè. Ó ðàç³ 
çâóêîâèõ êîëèâàíü ñóö³ëüíå ñåðåäîâèùå çàçíàº äåôîðìàö³¿ ñòèñíåííÿ òà 
ðîçòÿãíåííÿ. Ïðîòå, êîëè óÿâíî ðîçä³ëèòè éîãî íà ìàë³ ÷àñòèíêè (ìàë³ 
ïîð³âíÿíî ç ðîçì³ðàìè çîíè ñòèñíåííÿ àáî ðîçòÿãíåííÿ), òî ìîæíà ââàæà-
òè, ùî êîæíà òàêà ÷àñòèíêà ðóõàºòüñÿ, ÿê ºäèíå ö³ëå. Òîä³ ¿¿ ðóõ ìàº 
ï³äïîðÿäêîâóâàòèñü äðóãîìó çàêîíó Íüþòîíà. Öå ïåðøà çàêîíîì³ðí³ñòü.

Äðóãà çàêîíîì³ðí³ñòü ïîëÿãàº â òîìó, ùî ÷àñòèíêè ñóö³ëüíîãî ñåðåäî-
âèùà íå ìîæóòü ïîâí³ñòþ ðóõàòèñü äîâ³ëüíî, à ò³ëüêè çàëèøàþ÷è ñó-
ö³ëüíèì ñåðåäîâèùå. Íàïðèêëàä, äâ³ ñóñ³äí³ ÷àñòèíêè íå ìîæóòü ðóõàòèñÿ ç 
ê³íöåâèìè øâèäêîñòÿìè â ïðîòèëåæí³ ñòîðîíè. Öå òâåðäæåííÿ ìàº íàçâó 
ïðèíöèï íåïåðåðâíîñò³.

Íàðåøò³ ñë³ä óðàõîâóâàòè, ùî ñòèñíåííÿ àáî ðîçòÿãíåííÿ äåÿêîãî îá’º-
ìó ð³äèíè (ãàçó), ï³äïîðÿäêîâóºòüñÿ çàêîíîì³ðíîñòÿì, ñôîðìóëüîâàíèì ó 
òåðìîäèíàì³ö³. Ó ðàç³ â³äñóòíîñò³ òåïëîîáì³íó ðîçøèðåííÿ (ñòèñíåííÿ) â³ä-
áóâàºòüñÿ çà àä³àáàòè÷íèì çàêîíîì, ÿêèé âñòàíîâëþº ïåâíå ñï³ââ³äíîøåí-
íÿ ì³æ  òèñêîì ³ ãóñòèíîþ äåÿêîãî îá’ºìó ñåðåäîâèùà.

Êîæíå ç òðüîõ çàêîíîì³ðíîñòåé ìîæíà îïèñàòè â³äïîâ³äíèì ð³âíÿííÿì. 
Òàêèì ÷èíîì, ä³ñòàíåìî îäíå âåêòîðíå òà äâà ñêàëÿðíèõ ð³âíÿííÿ (àáî 
ï’ÿòü ñêàëÿðíèõ) â³äíîñíî òàêèõ ïàðàìåòð³â, ùî îïèñóþòü çâóêîâå ïîëå â 
ñåðåäîâèù³: ( , , )x y z  v — êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü ÷àñòèíîê, p — àêóñòè÷íèé 

òèñê,  — çì³ííà ãóñòèíà ñåðåäîâèùà, òîáòî îòðèìàºìî ï’ÿòü ð³âíÿíü äëÿ 
ï’ÿòüîõ ôóíêö³é.
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4.1.2. Ð³âíÿííÿ ðóõó

Ð³âíÿííÿ ðóõó äëÿ îäí³º¿ ç ÷àñòèíîê ð³äèíè çà äðóãèì çàêîíîì 
Íüþòîíà ìàº âèãëÿä

,
d

m
dt


v

F                                          (4.1)

äå m — ìàñà ÷àñòèíêè, v — âåêòîð øâèäêîñò³ ÷àñòèíêè ñåðåäîâèùà, F —
ñóìà óñ³õ ñèë, ùî ä³þòü íà ÷àñòèíêó ç áîêó íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà.

Ïîäàëüøå ïåðåòâîðåííÿ (4.1) çàëåæèòü â³ä âèáîðó ñèñòåìè êîîðäèíàò 
(êîëè íå çàñòîñîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ âåêòîðíî¿ àëãåáðè). Ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ 
êîíêðåòíèõ àêóñòè÷íèõ çàäà÷ âèáèðàþòü íàéá³ëüø çðó÷íó ñèñòåìó êîîðäè-
íàò. Ñêàæ³ìî, ïðè âèâ÷åíí³ ïîëÿ ñôåðè÷íîãî âèïðîì³íþâà÷à, çâè÷àéíî, 
çðó÷íî êîðèñòóâàòèñÿ ñôåðè÷íèìè êîîðäèíàòàìè, öèë³íäðè÷íîãî âèïðîì³-
íþâà÷à — öèë³íäðè÷íèìè ³ ò.ï.; ó çâ’ÿçêó ç öèì çãàäàéìî çàäà÷ó ïðî êîëè-
âàííÿ êðóãîâî¿ ìåìáðàíè, äå äëÿ îïèñóâàííÿ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü ìåì-
áðàíè áóëà çàñòîñîâàíà ïîëÿðíà ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Ä³ñòàíåìî øóêàí³ ð³âíÿííÿ â äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ, ÿê íàéá³ëüø 
ïðîñòèõ ³ íàî÷íèõ. Îòðèìàí³ ð³âíÿííÿ çàïèøåìî òàêîæ ó âåêòîðí³é ôîðì³ 
(ïîä³áíî äî (4.1)), ùî äîçâîëèòü, âèêîðèñòîâóþ÷è äîäàòêîâî ìàòåìàòè÷í³ 
ïðàö³ [8], ïåðåïèñóâàòè ¿õ â ³íø³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò. Êîîðäèíàòíèìè ïî-
âåðõíÿìè â äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ º âçàºìíî ïåðïåíäèêóëÿðí³ ïëîùèíè. 
Ç ¿õ äîïîìîãîþ ìîæíà ïîä³ëèòè âåñü ïðîñò³ð íà øåñòèãðàíí³ ÷àñòèíêè.

Ðîçãëÿäàòèìåìî ðóõ ÷àñòèíêè ñåðåäîâèùà ó âèãëÿä³ åëåìåíòàðíîãî ïðÿ-
ìîêóòíîãî ïàðàëåëåï³ïåäà (ðèñ. 4.1). Äîâæèíà ðåáåð ïðÿìîêóòíîãî ïàðàëå-
ëåï³ïåäà — , ,dx dy dz . Ïëîùà ãðàí³ äîð³âíþº äîáóòêó äîâæèí â³äïîâ³äíèõ 
äâîõ ðåáåð, à îá’ºì — äîáóòêó òðüîõ âçàºìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ðåáåð. Çà-
ïèøåìî ð³âíÿííÿ (4.1) ó ïðîåêö³ÿõ íà îñ³ êîîðäèíàò. Òàê, äëÿ îñ³ Îõ ìàºìî
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m F

dt


                                      (4.2)

Ìàñó ÷àñòèíêè, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ, çíàõîäèìî ÿê äîáóòîê îá’ºìó íà ãóñòèíó 
ñåðåäîâèùà (â ìåæàõ îá’ºìó ÷àñòèíêè ââàæàºìî ãóñòèíó ñòàëîþ):

.m dxdydz                 (4.3)

Ñèëà xF  âèíèêàº çàâäÿêè ð³çíèö³ òèñê³â ç áîêó 
ñóñ³äí³õ ÷àñòèíîê ùî ä³þòü íà îá’ºì, ÿêèé âè-
ä³ëåíî. Âîíà äîð³âíþº äîáóòêó ð³çíèö³ òèñê³â 
íà ïëîùó â³äïîâ³äíî¿ ãðàí³: [ ( ) ( )]p x p x dx  ќ 

ќdydz . Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó Ëàãðàíæà äëÿ
ïðèðîñòó ôóíêö³¿ [8] òà ï³äñòàâëÿþ÷è îäåðæàí³ 
âèðàçè ðàçîì ç (4.3) â (4.2), ï³ñëÿ ñêîðî÷åííÿ
âçàºìíèõ ìíîæíèê³â ä³ñòàºìî

.xd p
dt x


 
 


                 (4.4)

Ðèñ. 4.1. Óÿâíà åëåìåíòàðíà 
÷àñòèíêà àêóñòè÷íîãî ñåðåäî-
âèùà
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Òóò ìàºìî ÷àñòèííó ïîõ³äíó â³ä òèñêó ð, îñê³ëüêè òèñê çàëåæèòü íå ò³ëüêè 
â³ä êîîðäèíàòè õ, à é â³ä äâîõ ³íøèõ ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò ³ ÷àñó.

Ð³âíÿííÿ (4.4) º íåë³í³éíèì, îñê³ëüêè øóêàí³ ôóíêö³¿  ³ x âõîäÿòü äî 
íüîãî ó âèãëÿä³ äîáóòêó. Äîñ³ íå âèêîðèñòîâóâàëîñü ïðèïóùåííÿ ùîäî ìà-
ëîñò³ àìïë³òóäè êîëèâàíü, òîìó ôîðìóëà (4.4) ïðèäàòíà äî õâèëü áóäü-ÿêî¿ 
àìïë³òóäè. ßêùî ðîçãëÿäàòè ò³ëüêè ìàë³ êîëèâàííÿ, òî ìîæíà çàçíà÷èòè, 
ùî êîæíèé ç ìíîæíèê³â ó ë³â³é ÷àñòèí³ (4.4) ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ íåð³âíî-
ö³ííèõ äîäàíê³â. Ñïðàâä³, 0     , ïðè÷îìó 0  , äå 0 — ãóñòèíà 

íåçáóäæåíîãî ñåðåäîâèùà,  — çì³ííà ãóñòèíà, îáóìîâëåíà ðóõîì ÷àñòè-

íîê ñåðåäîâèùà. Çíåõòóºìî   ïîð³âíÿíî ç 0.

Ïðèñêîðåííÿ, ùî âèçíà÷àºòüñÿ ïîâíîþ ïîõ³äíîþ ,xd dt  òàêîæ ñêëà-
äàºòüñÿ ç äâîõ ñêëàäîâèõ (ïðè çíàõîäæåíí³ ïîõ³äíî¿ âðàõîâóºìî, ùî 
øâèäê³ñòü x  º ôóíêö³ºþ êîîðäèíàò x, y, z ³ ÷àñó t):

.x x x x xd dx dy dz
dt t x dt y dt z dt

        
        

Îñê³ëüêè / xdx dt  , / ydy dt  , / zdz dt  , ìàºìî

.x x x x x
x y z

d d d d
dt t dx dy dz
    

  
  

      
                    (4.5)

Ïåðøà ñêëàäîâà — öå ëîêàëüíå ïðèñêîðåííÿ x t  . Âîíî âèçíà÷àºòüñÿ 
ÿâíîþ çàëåæí³ñòþ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ â³ä ÷àñó, à âñ³ ³íø³ âèçíà÷àþòü 
ïðèñêîðåííÿ ïåðåíåñåííÿ, ÿêå çâ’ÿçàíî ç ïåðåõîäîì ÷àñòèíêè â³ä ïîëîæåííÿ 
ð³âíîâàãè â íîâó òî÷êó ïðîñòîðó, äå øâèäê³ñòü (ÿê ôóíêö³ÿ êîîðäèíàò) ìîæå 
áóòè ³íøîþ. Òàê, ðîçãëÿíåìî ïðîò³êàííÿ ð³äèíè ó òðóá³ çì³ííîãî ïåðåð³çó. 
ßêùî âîíî íå º ñòàö³îíàðíèì, òî øâèäê³ñòü ó ô³êñîâàí³é òî÷ö³ çì³-
íþâàòèìåòüñÿ ç ÷àñîì ³ òîìó ëîêàëüíå ïðèñêîðåííÿ íå äîð³âíþâàòèìå íóëþ. 
Àëå, ÿêùî ïðîò³êàííÿ ñòàö³îíàðíå, òî øâèäê³ñòü ó äàí³é òî÷ö³ çàëèøàºòüñÿ 
ñòàëîþ. Ó öüîìó ðàç³ ëîêàëüíå ïðèñêîðåííÿ x t   äîð³âíþâàòèìå íóëþ. 
Ïðè öüîìó êîìïîíåíòè ïðèñêîðåííÿ ïåðåíåñåííÿ áóäóòü â³äì³ííèìè â³ä 
íóëÿ, îñê³ëüêè øâèäê³ñòü ÷àñòèíîê ð³äèíè ïðè ïåðåì³ùåíí³ â òðóá³ çì³ííîãî 
ïåðåð³çó çì³íþºòüñÿ â ì³ñöÿõ çì³íè ïëîù³ ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó òðóáè.

Îö³íèìî ñï³ââ³äíîøåííÿ ëîêàëüíîãî ïðèñêîðåííÿ òà ïðèñêîðåííÿ ïå-
ðåíåñåííÿ ó (4.5). Ðîçãëÿíåìî ãàðìîí³÷íó õâèëþ, â ÿê³é øâèäê³ñòü ÷àñòè-
íîê ñåðåäîâèùà çì³íþºòüñÿ çà çàêîíîì  0 sin /x t x c       , äå 0 —

àìïë³òóäíå çíà÷åííÿ x. (Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò ìàòèìå çàãàëüíèé õàðàêòåð.) 
Îòæå, ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ëîêàëüíîãî ïðèñêîðåííÿ áóäå 0 , à ìàêñè-

ìàëüíå çíà÷åííÿ ïðèñêîðåííÿ ïåðåíåñåííÿ /x x x    äîð³âíþâàòèìå 
2
0 / c . Òîä³ â³äíîøåííÿ öèõ âåëè÷èí ìàòèìå âèãëÿä

2
0 0 0

0

/ /
,

/
x x

x

x c x

t c

   
  
 

 
 

 0 0( , ),x T cT  

äå T — ïåð³îä êîëèâàíü ÷àñòèíîê. Îòæå, îòðèìàíèé ðåçóëüòàò çàëåæèòü â³ä 
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ñï³ââ³äíîøåííÿ ìàêñèìàëüíîãî çì³ùåííÿ ÷àñòèíîê 0 0x T  ³ äîâæèíè 

çâóêîâî¿ õâèë³ cT  , àáî àìïë³òóäè êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê 0 ³ 
øâèäêîñò³ çâóêó c. Îñê³ëüêè 0 c   ³ 0x  , òî ³ ïðèñêîðåííÿ ïåðåíåñåí-
íÿ ìàëå ïîð³âíÿíî ç ëîêàëüíèì. Òîìó â (4.4) ìîæíà ïîâíó ïîõ³äíó  
çàì³íèòè íà ÷àñòèííó. Àíàëîã³÷íî ðîçì³ðêîâóþ÷è äëÿ ð³âíÿííÿ ó ïðîåêö³¿ 
íà äâ³ ³íø³ îñ³, îäåðæèìî ñõîæ³ ðåçóëüòàòè. Òàêèì ÷èíîì, ìàºìî

0 ;x p
t x



 

 
  0 ;y p

t y




 
 

  0 .z p
t z




 
 

 
             (4.6)

Ó âåêòîðíèõ ïîçíà÷åííÿõ (4.6) íàáóâàº âèãëÿäó

0 grad ,p
t

 
 


v

                                   (4.7)

äå x y z    v i j k  òóò , ,i j k — îäèíè÷í³ îðòè äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîð-

äèíàò, à îïåðàòîð ãðàä³ºíòà (grad) âèçíà÷àºòüñÿ ó äåêàðòîâ³é ñèñòåì³ êîîð-

äèíàò òàêèì ÷èíîì: grad
p p p

p
x y z
  

  
  
i j k . Ç êóðñó ìàòåìàòèêè [8] â³äî-

ìî, ùî â êîæí³é òî÷ö³ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (ó íàøîìó âèïàäêó, öå ïîëå òèñêó), 
äëÿ ÿêî¿ grad 0,p   ³ñíóº ºäèíèé íàïðÿìîê íàéøâèäøîãî çðîñòàííÿ ôóíê-

ö³¿ p (x, y, z). Öåé íàïðÿìîê çá³ãàºòüñÿ ç íàïðÿìêîì âåêòîðà gradp , à ìîäóëü
âåêòîðà gradp  äîð³âíþº øâèäêîñò³ çðîñòàííÿ âåëè÷èíè p â öüîìó íàïðÿì-
êó. Ñë³ä ï³äêðåñëèòè, ùî ãðàä³ºíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ çàëåæèòü ëèøå â³ä ñàìîãî 
ïîëÿ, àëå íå â³ä âèáîðó ñèñòåìè êîîðäèíàò. Çíàê ì³íóñ ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ 
ð³âíÿííÿ (4.7) ìàº ÿñíèé ô³çè÷íèé çì³ñò: ïðèñêîðåííÿ êîæíî¿ ÷àñòèíêè ð³-
äèíè íàïðàâëåíå â ñòîðîíó çìåíøåííÿ òèñêó, òîáòî ïðîòè ãðàä³ºíòà p.

ßê ³ëþñòðàö³þ ïðîâåäåíèõ ïðèïóùåíü íàâåäåìî òàê³ ñï³ââ³äíîøåííÿ: äëÿ 
çâóêîâèõ òèñê³â ïîðÿäêó 0,1 Ïà (ãó÷íà ðîçìîâà) ãóñòèíà ïîâ³òðÿ çì³íþºòüñÿ 
ëèøå íà îäíó ì³ëüéîííó ÷àñòèíó ñòàòè÷íî¿ ãóñòèíè, ïðè öüîìó çâóêîâèé 
òèñê 0,1 Ïà òàêîæ ñòàíîâèòü ì³ëüéîííó ÷àñòèíó àòìîñôåðíîãî òèñêó 510  Ïà. 
Ó ïîâ³òð³ íà ÷àñòîò³ ïîðÿäêó 2000 Ãö (äîâæèíà õâèë³   0,17 ì) íà “áîëüî-
âîìó ïîðîç³” (çâóêîâèé òèñê  100 Ïà), êîëè ñëóõîâå ñïðèéíÿòòÿ çâóêó ñó-
ïðîâîäæóºòüñÿ â³ä÷óòòÿì áîëþ, ïåðåì³ùåííÿ ÷àñòèíîê ñÿãàº 0,1 ìì, à àìï-
ë³òóäà øâèäêîñò³ äîõîäèòü äî 1 ì/ñ. Ãó÷íà ðîçìîâà íà â³äñòàí³ 1 ì â³ä ëþäè-
íè, ÿêà ãîâîðèòü, ñòâîðþº êîëèâàííÿ ç àìïë³òóäîþ ëèøå â ñîòíþ—äðóãó 
àíãñòðåì, ïðè÷îìó øâèäê³ñòü ÷àñòèíîê ìåíøà çà 1 ì/ð³ê [20, ñ. 41].

4.1.3. Ð³âíÿííÿ íåïåðåðâíîñò³

Äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî îôîðìëåííÿ ïðèíöèïó íåïåðåðâíîñò³ 
ðîçãëÿíåìî ïðîò³êàííÿ ð³äèíè êð³çü åëåìåíòàðíó ä³ëÿíêó ïðîñòîðó (ðèñ. 
4.1). Çì³ñò ðèñ. 4.1 òåïåð çì³íèâñÿ; ÿêùî ïðè âèâåäåíí³ ð³âíÿííÿ ðóõó ðîç-
ãëÿäàëèñÿ åëåìåíòàðí³ ÷àñòèíêè ðóõîìîãî ñåðåäîâèùà, òî òåïåð íà íüîìó 
ïîêàçàíà íåðóõîìà êîì³ðêà ñåðåäîâèùà, ÷åðåç ÿêó ïðîò³êàº ð³äèíà. ßêùî 
ð³äèíà íåïåðåðâíà, òî ð³çíèöÿ ìàñ ð³äèíè, ùî âèò³êàº òà çàò³êàº, ìîæå áóòè 
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ïîâ’ÿçàíà ëèøå ç³ çì³íàìè ó ÷àñ³ ¿¿ ãóñòèíè âñåðåäèí³ êîì³ðêè. Îòæå çì³íà 
ìàñè çà ÷àñ dt ñòàíîâèòü

.m dxdydzdt
t


 


                                  (4.8)

Îá÷èñëèìî òåïåð ê³ëüê³ñòü ð³äèíè, ùî çàò³êàº òà âèò³êàº, à ¿¿ ð³çíèöþ 
ïðèð³âíÿºìî äî ôîðìóëè (4.8). Ðîçä³ëèìî ïîò³ê ìàñè íà òðè êîìïîíåíòè 
(âçäîâæ êîæíî¿ ç êîîðäèíàòíèõ îñåé) ³ ðîçãëÿíåìî êîæíó ïðîåêö³þ îêðå-
ìî. Ïî÷íåìî ç ïðîåêö³¿ íà â³ñü Ox . Ð³äèíà, ùî çàò³êàº ÷åðåç ë³âó ìåæó, 
ïðîõîäèòü óçäîâæ îñ³ Ox  çà ÷àñ dt â³äñòàíü xdt  ³ çàéìàº ÷àñòèíó îá’ºìó 

êîì³ðêè, ùî äîð³âíþº xdydzdt . Ïîìíîæóþ÷è îá’ºì íà ãóñòèíó, îòðè-
ìóºìî ìàñó ð³äèíè, ùî çàò³êàº. Àíàëîã³÷íî ìîæíà çíàéòè ìàñó ð³äèíè, ùî 
âèò³êàº ÷åðåç ïðàâó ìåæó. Ñë³ä ëèøå ïàì’ÿòàòè: ³ ãóñòèíà, ³ øâèäê³ñòü òå÷³¿ 
ïîáëèçó ïðàâî¿ ìåæ³ â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä àíàëîã³÷íèõ âåëè÷èí äëÿ ë³âî¿ ìåæ³. 
Ð³çíèöÿ ìàñ, ð³äèíè, ùî çàò³êàº òà âèò³êàº óçäîâæ îñ³ Îõ ìàº âèãëÿä

( )
[( ) ( ) ] .x

x x x x x dxm dydzdt dxdydzdt
x


  


    


Ðîçðàõîâóþ÷è ïîòîêè ð³äèíè âçäîâæ äâîõ ³íøèõ îñåé ³ ñêëàäàþ÷è ïðèð³ñò 
ìàñè, ä³ñòàºìî

( ) ( )( )
.y zxm dxdydzdt

x y z

    
        

             (4.9)

ßê ³ (4.4), ð³âíÿííÿ (4.9) º íåë³í³éíèì, îñê³ëüêè ôóíêö³¿, ùî äîñë³äæóþòü-
ñÿ ( i , ,x y z   ), âõîäÿòü ó âèãëÿä³ äîáóòêó. Ïðîòå 0     , à äëÿ ìà-

ëèõ êîëèâàíü 0   , òîìó â (4.9) ìîæíà çàì³íèòè  íà 0. Ïðèð³âíþþ÷è 
(4.8) ³ (4.9), ä³ñòàºìî ð³âíÿííÿ íåïåðåðâíîñò³:

0 .y zx

t x y z

  
  

        
                         (4.10)

Âèðàç, ùî ñòî¿òü ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ (4.10), ó ìàòåìàòèö³ íàçèâàþòü äè-

âåðãåíö³ºþ (div ) âåêòîðà v, òîáòî div y zx

x y z

   
  
  

v . Òîìó êîìïàêòíèé 

çàïèñ ð³âíÿííÿ (4.10) ìàòèìå òàêèé âèãëÿä:

0div .
t





 


v                                  (4.11)

Çíîâó çðîáèìî ìàòåìàòè÷íå çàóâàæåííÿ [8]: êîæíîìó âåêòîðíîìó ïîëþ (ó íà-
øîìó âèïàäêó, öå ïîëå êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ v), êîìïîíåíòè ÿêîãî íåïåðåðâí³ 
³ ìàþòü íåïåðåðâí³ ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³, ìîæíà ïîñòàâèòè ó â³äïîâ³äí³ñòü ñêàëÿðíó 
ôóíêö³þ divv. Çíà÷åííÿ divv íå çàëåæèòü â³ä âèáîðó ñèñòåìè êîîðäèíàò.

Ô³çè÷íèé çì³ñò ð³âíÿííÿ (4.11) î÷åâèäíèé: âèò³êàííÿ äåÿêî¿ ê³ëüêîñò³ 
ð³äèíè ³ç åëåìåíòàðíîãî îá’ºìó (divv > 0) îáóìîâëþº çìåíøåííÿ ãóñòèíè 
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ð³äèíè â ñåðåäèí³ öüîãî îá’ºìó ( 0t   ). Íàâïàêè, ïðèïëèâ äåÿêî¿ 
ê³ëüêîñò³ ð³äèíè â åëåìåíòàðíèé îá’ºì (divv < 0) ïðèçâîäÿòü äî çá³ëüøåííÿ 
ãóñòèíè ð³äèíè ( 0t   ). Ó öüîìó º ïðè÷èíà íàÿâíîñò³ çíàêà ì³íóñ ó 
ð³âíÿíí³ (4.11).

4.1.4. Ð³âíÿííÿ ñòàíó

Ó ñåðåäîâèù³ º ïåâíèé çâ’ÿçîê ì³æ òèñêîì P, ãóñòèíîþ   ³ òåì-
ïåðàòóðîþ T. Öåé çâ’ÿçîê âèçíà÷àºòüñÿ ð³âíÿííÿì ñòàíó. Ð³âíÿííÿ ñòàíó íå 
ìàº áóäü-ÿêîãî ñòàíäàðòíîãî âèãëÿäó äëÿ âñ³õ ðå÷îâèí, ïîä³áíî äî ð³âíÿííÿ 
ðóõó ÷è ð³âíÿííÿ íåïåðåðâíîñò³. Òîìó çàïèøåìî éîãî â çàãàëüí³é ôîðì³:

( , , ) 0.f P T                                     (4.12)

Êîíêðåòíèé âèãëÿä ö³º¿ ôóíêö³¿ âèçíà÷àºòüñÿ âëàñòèâîñòÿìè ñåðåäîâèùà. 
Ïðèêëàäîì òàêîãî ð³âíÿííÿ ìîæíà íàçâàòè ð³âíÿííÿ ñòàíó ³äåàëüíîãî ãàçó.

,
P RT

M
                                       (4.13)

äå R = 8,314 Äæ/(ìîëü ∙ Ê) — ãàçîâà ñòàëà, Ì — ìîëÿðíà ìàñà, Ò — òåìïå-
ðàòóðà, Ê. 

Ïîâåðòàþ÷èñü äî çàãàëüíîãî âèãëÿäó ð³âíÿííÿ ñòàíó (4.12), ìè êîíñòà-
òóºìî íàÿâí³ñòü íîâîãî ïàðàìåòðà — òåìïåðàòóðè T. Öå îçíà÷àº, ùî ïðè 
ôîðìóâàíí³ ïîâíî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü àêóñòèêè, ÿêà îïèñóº ðóõ ÷àñòèíîê ñå-
ðåäîâèùà, íåîáõ³äíî âçÿòè äî óâàãè ùå îäíå ð³âíÿííÿ, ÿêå áóëî á ïîâ’ÿçà-
íå ç òåìïåðàòóðîþ ñåðåäîâèùà. Ó á³ëüøîñò³ çàäà÷ àêóñòèêè ìîæíà îáìåæè-
òèñÿ ïðîñò³øèì ñï³ââ³äíîøåííÿì, í³æ (4.12), òàêå ñï³ââ³äíîøåííÿ âñòà-
íîâëþº îäíîçíà÷íèé çâ’ÿçîê ì³æ òèñêîì ³ ãóñòèíîþ:

( )P P   àáî ( ).P                               (4.14)

Ïðîòå öå íå îçíà÷àº, ùî òåïëîâ³ åôåêòè íå âàæëèâ³ â àêóñòèö³. ¯õ òðåáà 
âðàõîâóâàòè, áåðó÷è äî óâàãè çàëåæí³ñòü â³ä òåìïåðàòóðè êîåô³ö³ºíò³â ó 
ñï³ââ³äíîøåíí³, ÿêå âñòàíîâëþº çâ’ÿçîê ì³æ P ³ .

Çâàæàþ÷è íà óìîâè ñòèñíåííÿ ³ âëàñòèâîñò³ ñåðåäîâèùà çàëåæí³ñòü P ()
ìàº òîé ÷è ³íøèé êîíêðåòíèé âèãëÿä ³ âçàãàë³ º íåë³í³éíîþ. Îñê³ëüêè ãóñ-
òèíà 0     , òî çàëåæí³ñòü (4.14) ìîæíà ðîçêëàñòè â ðÿä Òåéëîðà çà 

ñòåïåíÿìè   â îêîë³ 0  :

0

0 0( ) ( ) ( ) ...
P

P P P
 

    
 

 
      

               (4.15)

Áåðó÷è äî óâàãè íåð³âí³ñòü 0   , ïðîâîäèìî ë³íåàðèçàö³þ íåë³í³éíîãî 
ð³âíÿííÿ (4.15): 

0

0( ) ,
P

P P
 

 
 

 
    



òóò 0 0( )P P  — òèñê ó íåçáóðåíîìó ñåðåäîâèù³, à 0P P p  , äå p — àêó-
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ñòè÷íèé òèñê, òîáòî âåëè÷èíà, íà ÿêó çì³íþºòüñÿ P0 ïðè ïîøèðåíí³ çâóêî-
âî¿ õâèë³. Çâ³äñè ä³ñòàíåìî ð³âíÿííÿ ñòàíó äëÿ õâèëü ìàëî¿ àìïë³òóäè:

2
0 ,p P P c                                      (4.16)

äå

0

2 .
P

c
  

 
   

                                 (4.17)

Âåëè÷èíà c 2 ÿâëÿº ñîáîþ ñòàëó, ô³çè÷íèé çì³ñò ÿêî¿ ðîçêðèòèé äàë³. Ò³ëüêè 
çà ¿¿ ðîçì³ðí³ñòþ ìîæíà âèçíà÷àòè, ùî âîíà º êâàäðàòîì äåÿêî¿ øâèäêîñò³.

Çàëåæí³ñòü (4.16) ÷àñòî ïîäàþòü ó òàêîìó âèãëÿä³:

,p s                                          (4.18)

äå 2
0c  — ïðóæí³ñòü ñåðåäîâèùà, 0 0

0 0 0

V V
s

V
 

 
 

    — àêóñòè÷-

íå ñòèñíåííÿ ( 0 0, V — ãóñòèíà ³ îá’ºì íåçáóðåíîãî ñåðåäîâèùà, , V —
â³äïîâ³äíî äëÿ çáóðåíîãî õâèëåþ ñåðåäîâèùà). Âåëè÷èíó, îáåðíåíó äî
ïðóæíîñò³  , íàçèâàþòü ñòèñëèâ³ñòþ: 1  . Ë³íåàðèçîâàíèé çâ’ÿçîê ì³æ 
òèñêîì p ³ ñòèñíåííÿì s â ð³âíÿíí³ (4.18) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê çàêîí Ãóêà 
äëÿ îá’ºìíîãî ñòèñíåííÿ ñåðåäîâèùà ç êîåô³ö³ºíòîì ïðóæíîñò³ 2

0c  .
Âèçíà÷èìî ñòàëó c  äëÿ ³äåàëüíîãî ãàçó ÿê àêóñòè÷íîãî ñåðåäîâèùà. Äëÿ 

³äåàëüíîãî ãàçó àä³àáàòè÷í³ ïðîöåñè ñòèñíåííÿ âèçíà÷àþòüñÿ ð³âíÿííÿì

0 0

,
P
P





 
  
 

                                    (4.19)

äå p vC C  — â³äíîøåííÿ òåïëîºìíîñòåé (ïîêàçíèê àä³àáàòè) ÿâëÿº ñî-

áîþ õàðàêòåðíó äëÿ êîæíîãî ãàçó âåëè÷èíó. Çã³äíî ç (4.17) ³ (4.13), äèôå-
ðåíö³þþ÷è (4.19) çà  , íåâàæêî ä³ñòàòè òàê³ ôîðìóëè äëÿ ñòàëî¿ c:

0 0

0

,
P RT

c
M

 


                                 (4.20) 

äå Ò0 — òåìïåðàòóðà, Ê. 
Äëÿ ïîâ³òðÿ çà íîðìàëüíèõ óìîâ: 5

0 10P  Ïà; 0 1,3  êã/ì3;  = 1,4, çíà-

÷åííÿ ñòàëî¿ 330c  ì/ñ. Ìàáóòü, öÿ âåëè÷èíà áàãàòüîì ÷èòà÷àì â³äîìà. Öå 
øâèäê³ñòü çâóêó â ïîâ³òð³. ² ä³éñíî, ïîäàëüøèé àíàë³ç ïîêàçóº, ùî ñòàëà c
º øâèäê³ñòþ çâóêó â ñåðåäîâèù³. 

Òàêèì ÷èíîì, (4.7), (4.11), (4.16) óòâîðþþòü ïîâíó ë³íåàðèçîâàíó ñèñ-
òåìó àêóñòè÷íèõ ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ òðüîõ íåâ³äîìèõ ôóíêö³é ÷àñó ³ 
êîîðäèíàò, ùî îïèñóþòü çâóêîâå ïîëå: , ,p  v . Çàïèøåìî âêàçàí³ ð³âíÿí-
íÿ òàê:

ð³âíÿííÿ ðóõó 0 grad ,p
t




 

v
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ð³âíÿííÿ íåïåðåðâíîñò³ 0div ;
t





 


v                (4.21)

ð³âíÿííÿ ñòàíó p = c2~.           

Âðàõîâóþ÷è ïðîñòèé çâ’ÿçîê ì³æ çâóêîâèì òèñêîì p ³ çì³ííîþ ãóñòèíîþ 
  ÷åðåç ð³âíÿííÿ ñòàíó, çâè÷àéíî, ÿê ïàðàìåòðè, ÿê³ âèçíà÷àþòü çâóêîâå 
ïîëå, º çâóêîâèé òèñê p ³ êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà v. 
Òîìó ñèñòåìó (4.21), ùî ñêëàäàºòüñÿ ç òðüîõ ð³âíÿíü, ìîæíà ëåãêî çâåñòè 
äî äâîõ ð³âíÿíü, âèêëþ÷àþ÷è çì³ííó ãóñòèíó  :

0 grad ,p
t

 
 


v

                                 (4.22)

02

1
div .

p
tc


 


v                                 (4.23)

4.2. Õâèëüîâå ð³âíÿííÿ

Çâè÷àéíî, çðó÷íî çàì³ñòü ïîâíî¿ ñèñòåìè àêóñòè÷íèõ ð³âíÿíü (4.21)
äëÿ ôóíêö³é , ,p  v  ìàòè îäíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ â³äíîñíî áóäü-
ÿêî¿ ç ôóíêö³é. Îäåðæàíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ì³ñòèòü ó ñîá³ ïîõ³äí³ 
äðóãîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîì ³ êîîðäèíàòàìè é íàçèâàºòüñÿ õâèëüîâèì ð³âíÿííÿì 
äëÿ äàíî¿ ôóíêö³¿. Çíàéäåìî õâèëüîâå ð³âíÿííÿ äëÿ àêóñòè÷íîãî òèñêó p.

Ïðîäèôåðåíö³þâàâøè ð³âíÿííÿ (4.23) çà ÷àñîì, îòðèìàºìî
2

02 2

1
div .

p
tc t

 
 


v

                            (4.24)

Ï³äñòàâèìî â (4.24) ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.22). Òîä³ øóêàíå ð³âíÿííÿ ìàòèìå 
âèãëÿä

2

2 2

1
div grad .

p
p

c t





                           (4.25)

Îïåðàòîð, ùî ñòî¿òü ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíÿííÿ (4.25), ó ìàòåìàòèö³ íàçè-
âàþòü îïåðàòîðîì Ëàïëàñà, â³í ìàº ñïåö³àëüíå ïîçíà÷åííÿ: . Íåâàæêî ïå-
ðåêîíàòèñÿ, ùî â äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ

2 2 2

2 2 2div grad .
p p p

p p
x y z
  

    
  

                  (4.26)

Îòæå, õâèëüîâå ð³âíÿííÿ äëÿ òèñêó ìàº âèãëÿä
2

2 2

1
.

p
p

c t


 


                                  (4.27)

Îñê³ëüêè ³ äèâåðãåíö³ÿ, ³ ãðàä³ºíò íå çàëåæàòü â³ä âèáîðó ñèñòåìè êîîð-
äèíàò, òî ³ p  çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä ñàìîãî ïîëÿ òèñêó p, àëå íå â³ä ñèñòåìè 
êîîðäèíàò.
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Ô³çè÷íèé çì³ñò õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ äëÿ òèñêó ìîæíà ïîÿñíèòè òàê. 
Îïåðàòîð Ëàïëàñà õàðàêòåðèçóº ð³çíèöþ ì³æ êîíöåíòðàö³ºþ äåÿêî¿ âåëè-
÷èíè â áóäü-ÿê³é òî÷ö³ ³ íàâêîëî íå¿. Îòæå, ïðàâà ÷àñòèíà ð³âíÿííÿ (4.27) 
îáóìîâëåíà ñòèñíåííÿì ÷àñòèíêè ñåðåäîâèùà, à ë³âà — ³íåðö³ºþ. Õâèëüîâå 
ð³âíÿííÿ (4.27) âèðàæàº òîé ôàêò, ùî çà íàäì³ðíîãî òèñêó â äåÿê³é òî÷ö³ 
â³í íàìàãàºòüñÿ ç ÷àñîì çìåíøèòèñÿ, à ç ïîñëàáëåííÿì òèñêó — çá³ëü-
øèòèñÿ.

Õâèëüîâå ð³âíÿííÿ äëÿ øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà v ìîæíà îòðè-
ìàòè, äèôåðåíö³þþ÷è ð³âíÿííÿ (4.22) çà ÷àñîì ³ ï³äñòàâëÿþ÷è ïîò³ì â íüî-
ãî (4.23), âèêëþ÷èâøè òèì ñàìèì àêóñòè÷íèì òèñêîì p. Îòæå, îòðèìàºìî 

òàêå âåêòîðíå ð³âíÿííÿ: 
2

2 2

1
grad div .

c t




v

v  Îïåðàòîð grad div â³äð³çíÿºòüñÿ 

â³ä îïåðàòîðà div grad , ïðè÷îìó [8] grad div  div grad + rot rot, òîìó õâèëüî-

âå ð³âíÿííÿ äëÿ øâèäêîñò³ íàáóäå âèãëÿäó 
2

2 2

1
rot rot

c t


  

v

v v ; â äåêàðòî-

âèõ êîîðäèíàòàõ: rot .y yz zx x

y z z x x y

           
                  

v i j k

Òàêèì ÷èíîì, õâèëüîâå ð³âíÿííÿ (4.27) íàäàº ìîæëèâ³ñòü çíàéòè çâóêî-
âèé (àêóñòè÷íèé) òèñê p (x, y, z, t). Äëÿ â³äøóêàííÿ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ 
v (x, y, z, t) ìîæíà àáî ïðîâåñòè ³íòåãðóâàííÿ çà ÷àñîì âåêòîðíîãî ð³âíÿííÿ 
ðóõó (4.22), àáî ðîçâ’ÿçàòè âåêòîðíå õâèëüîâå ð³âíÿííÿ â³äíîñíî âåêòîðà v. 
Îáèäâà âàð³àíòà º íåïðîñòèìè. Òîìó, ÿêùî öå ìîæëèâî, çàñòîñîâóþòü çà-
ñîáè, ÿê³ äîçâîëÿþòü ñïðîñòèòè ïîøóê ðîçâ’ÿçêó. Öå âäàºòüñÿ çðîáèòè äëÿ 
ìîäåë³ àêóñòè÷íîãî ñåðåäîâèùà, ïðî öå éäå ìîâà ó íàñòóïíîìó ïàðàãðàô³.

4.3. Ïîòåíö³àë øâèäêîñò³

Ñïî÷àòêó çðîáèìî çàóâàæåííÿ ïðî õàðàêòåð ðóõó ÷àñòèíîê ó 
çâóêîâ³é õâèë³. Çàñòîñóºìî îïåðàö³þ rot  äî îáîõ ÷àñòèí ð³âíÿííÿ ðóõó (4.22). 
Çàâäÿêè áåçïîñåðåäíüîìó îá÷èñëåííþ îòðèìàºìî òàêó ð³âí³ñòü: rot grad 0.p 
Çâ³äñè ìàºìî, ùî rotv = 0. Çàçíà÷èìî, ùî îïåðàö³ÿ rot, ÿê ³ grad, div, , íå 
çàëåæèòü â³ä âèáîðó ñèñòåìè êîîðäèíàò. Ô³çè÷íî rotv õàðàêòåðèçóº “îáåð-
òàëüíó êîìïîíåíòó” ïîëÿ øâèäêîñòåé ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà. ²íàêøå êàæó-
÷è, â àêóñòè÷íîìó ñåðåäîâèù³ ó âèãëÿä³ ³äåàëüíî¿ ñòèñëèâî¿ ð³äèíè ïðè 
ïîøèðåíí³ çâóêîâî¿ õâèë³ ð³âíîä³éíà ñèë, ÿê³ ä³þòü íà ÷àñòèíêó (ðèñ. 4.1), 
ïðîõîäèòü ÷åðåç ¿¿ öåíòð ³, ÿê íàñë³äîê, îáåðòàëüíèé ìîìåíò äîð³âíþº íó-
ëþ. Òàê³ âåêòîðí³ ïîëÿ (ó íàøîìó âèïàäêó âåêòîðíå ïîëå êîëèâàëüíî¿ 
øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê), ó ìàòåìàòèö³ íàçèâàþòü ïîòåíö³àëüíèìè, àáî áåçâèõ-
ðîâèìè. Ä³éñíî, çâóêîâ³ õâèë³ ó ð³äèíàõ ³ ãàçàõ ïðàêòè÷íî çàâæäè º áåçâèõ-
ðîâèìè, òîáòî êîëèâàííÿ ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà â³äáóâàþòüñÿ óçäîâæ ïðÿ-
ìî¿, ÿêà õàðàêòåðèçóº íàïðÿìîê ïîøèðåííÿ àêóñòè÷íèõ õâèëü. ²íøèìè 
ñëîâàìè, çâóêîâ³ õâèë³ â ³äåàëüíèõ ð³äèíàõ ³ ãàçàõ º ïðîäîëüíèìè.

Ç êóðñó ìàòåìàòèêè â³äîìî [8], ùî áóäü-ÿêå ïîòåíö³àëüíå âåêòîðíå ïîëå 
ìîæíà ïîäàòè ÿê ãðàä³ºíò äåÿêîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Ïðè öüîìó ñêàëÿðíå 
ïîëå íàçèâàþòü ïîòåíö³àëîì âåêòîðíîãî ïîëÿ. Ó íàøîìó âèïàäêó ìè ìàºìî 
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âåêòîðíå ïîëå êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ v. Îòæå, éîãî ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê 
ãðàä³ºíò äåÿêîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ÿêå ïîçíà÷èìî . Ôóíêö³ÿ  íàçèâàºòüñÿ 
ïîòåíö³àëîì øâèäêîñò³. Äëÿ âèçíà÷åííÿ ïîòåíö³àëó øâèäêîñò³ ðîçãëÿíåìî 
ð³âíÿííÿ ðóõó (4.22). Ïðî³íòåãðóâàâøè éîãî çà ÷àñîì t, ä³ñòàíåìî

0

0
0

1
grad ,

t

t

pdt


   v v                             (4.28)

äå 0 0( )tv v . Íåõàé ìîìåíò ÷àñó t0 = 0 â³äïîâ³äàº íåçáóðåíîìó ñåðåäîâèùó, 
òîáòî v0 = 0. Çì³íþþ÷è ïîðÿäîê ³íòåãðóâàííÿ òà äèôåðåíö³þâàííÿ â (4.28), 
ìàºìî

grad
t

0 0

1
.pdt


 

   
 

v                                  (4.29)

Îòæå, ïîòåíö³àë øâèäêîñò³

0 0

1
( , , , ) ( , , , ) .

t

x y z t p x y z t dt


                         (4.30)

Äèôåðåíö³þþ÷è (4.30) çà ÷àñîì t, çíàõîäèìî òàêèé âèðàç äëÿ òèñêó:

0 .p
t








                                    (4.31)

Äëÿ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ v  çã³äíî ç (4.29) òà (4.30) ìàºìî

grad . v                                    (4.32)

Ó äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ ïðîåêö³¿ âåêòîðà øâèäêîñò³ çã³äíî ç âèçíà÷åí-
íÿì îïåðàòîðà grad  ìàþòü âèãëÿä

,x x





 


,y y





 


.z z





 


                    (4.33)

Ñë³ä ïàì’ÿòàòè, ùî ô³çè÷íèé çì³ñò ìàº íå ñàì ïîòåíö³àë, à âåëè÷èíè 
p, v ³  , ÿê³ âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç íüîãî. Çàñòîñóâàííÿ ïîòåíö³àëó øâèä-
êîñò³ äàº ìîæëèâ³ñòü îäíîçíà÷íî ³ äî òîãî æ äîñèòü ïðîñòî îïèñàòè ñòàí 
àêóñòè÷íîãî ïîëÿ çà äîïîìîãîþ ò³ëüêè îäí³º¿ ñêàëÿðíî¿ ôóíêö³¿, ÿêà çà-
ëåæèòü â³ä êîîðäèíàò ³ ÷àñó. Á³ëüø³ñòü çàäà÷ òåîðåòè÷íî¿ àêóñòèêè ïîâ’ÿ-
çàíî ç âèçíà÷åííÿì ïîòåíö³àëó øâèäêîñò³ â çâóêîâîìó ïîë³. Âèçíà÷èâøè 
ïîòåíö³àë øâèäêîñò³ ³ ïðîäèôåðåíö³þâàâøè éîãî çà ÷àñîì çã³äíî ç (4.31), 
çíàéäåìî òèñê p. Ó ñâîþ ÷åðãó, äèôåðåíö³þþ÷è âèðàç äëÿ ïîòåíö³àëó çà 
êîîðäèíàòàìè (äèâ. (4.33)), îòðèìóºìî âñ³ òðè êîìïîíåíòè âåêòîðà øâèä-
êîñò³ ÷àñòèíîê.

Òåïåð ñë³ä îòðèìàòè õâèëüîâå ð³âíÿííÿ äëÿ ïîòåíö³àëó øâèäêîñò³ . 
Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî çà âèãëÿäîì âîíî çá³ãàºòüñÿ ç õâèëüîâèì ð³â-
íÿííÿì  äëÿ  òèñêó  (4.27).  Ä³éñíî,  ï³äñòàâèâøè  ñï³ââ³äíîøåííÿ  (4.31) ³ 
(4.32)  â  ð³âíÿííÿ  (4.23),  îòðèìàºìî  õâèëüîâå  ð³âíÿííÿ  äëÿ  ïîòåíö³àëó
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øâèäêîñò³:
2

2 2

1
.

c t
 
 


                                   (4.34)

Äëÿ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü ç ÷àñîâîþ çàëåæí³ñòþ exp( )i t  ôîðìóëà (4.31) íà-
áóâàº ïðîñòèé âèãëÿä:

0 .p i                                       (4.35)

Ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.35) ³ (4.33) äîçâîëÿþòü âñòàíîâèòè äëÿ ãàðìîí³÷íèõ 
õâèëü ïðîñòèé çâ’ÿçîê ì³æ òèñêîì p  ³ êîìïîíåíòàìè êîëèâàëüíî¿ øâèä-
êîñò³ , ,x y z   :

0

1
,x

p
i x







 0

1
,y

p
i y







 0

1
.z

p
i z








          (4.36) 

Çâ³äñè ìàºìî, ùî äëÿ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü ïîòåíö³àë øâèäêîñò³ , ÿê ïðî-
ì³æíó âåëè÷èíó, ìîæíà âçàãàë³ íå âèêîðèñòîâóâàòè, à, çíàéøîâøè ðîçâ’ÿ-
çîê õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ äëÿ òèñêó p, âèçíà÷èòè çà ôîðìóëàìè (4.36) êîëè-
âàëüíó øâèäê³ñòü ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà ( , , )x y z  v .

Îòæå, õâèëüîâå ð³âíÿííÿ îäåðæàíå, ïðîòå öå, çâè÷àéíî, íå º ñà-
ìîö³ëëþ. Õâèëüîâå ð³âíÿííÿ ÿâëÿº ñîáîþ ³íñòðóìåíò äîñë³äæåííÿ çâóêî-
âèõ ïîë³â. Ó çâ’ÿçêó ç öèì íàâåäåìî òàê³ çàãàëüí³ ì³ðêóâàííÿ. Íåõàé ó ñå-
ðåäîâèùå âì³ùåíî âèïðîì³íþâà÷, òîáòî ò³ëî, ùî êîëèâàºòüñÿ â³äíîñíî 
ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè (íàïðèêëàä, êðóãëèé äèñê). Øâèäê³ñòü ðóõó âñ³õ òî-
÷îê ïîâåðõí³ çàäàíî. Òàêîæ çàäàíî ðîçì³ùåííÿ òà âëàñòèâîñò³ ïîâåðõîíü 
óñ³õ ³íøèõ ò³ë, ÿê³ º ïåðåøêîäîþ íà øëÿõó ïîøèðåííÿ çâóêó (íàïðèêëàä, 
ñò³íè ïîìåøêàííÿ). Çàäàíî ïî÷àòêîâèé (äî ìîìåíòó ââ³ìêíåííÿ äæåðåëà) 
ñòàí óñ³õ ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà (çâè÷àéíî ñòàí ñïîêîþ). Òîä³ ðîçðàõóíîê 
çâóêîâîãî ïîëÿ âèïðîì³íþâà÷à ÿâëÿº ñîáîþ ìàòåìàòè÷íó çàäà÷ó â³äøó-
êàííÿ òàêîãî ðîçâ’ÿçêó õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ, ÿêèé äàâàâ áè íà ïîâåðõí³ 
âèïðîì³íþâà÷à øâèäê³ñòü, ùî çá³ãàºòüñÿ ç ä³éñíîþ øâèäê³ñòþ ðóõó âñ³õ 
òî÷îê éîãî ïîâåðõí³, ³ çàäîâîëüíÿâ áè óìîâè íà ïîâåðõí³ âñ³õ ³íøèõ ò³ë 
(òàê çâàí³ ãðàíè÷í³ óìîâè), à òàêîæ ïî÷àòêîâ³ óìîâè. Ïðè äîñë³äæåíí³ 
ïðèéìàííÿ çâóêó çâè÷àéíî ö³êàâëÿòüñÿ ðîçïîä³ëîì çâóêîâîãî òèñêó íà 
÷óòëèâ³é ÷àñòèí³ ïîâåðõí³ çâóêîïðèéìà÷à. Òóò çàäàíèìè º ïàäàþ÷å ïîëå 
(òîáòî ïîëå ó ñåðåäîâèù³ ó â³äñóòíîñò³ çâóêîïðèéìà÷à) ³ âëàñòèâîñò³ ïî-
âåðõí³ ïðèéìà÷à. Òàêèì ÷èíîì, ïðè ðîçðàõóíêó çâóêîâîãî ïîëÿ ñë³ä ñïî-
÷àòêó ñôîðìóâàòè âñ³ ãðàíè÷í³ òà ïî÷àòêîâ³ óìîâè, à ïîò³ì ðîçâ’ÿçàòè çà 
öèõ óìîâ õâèëüîâå ð³âíÿííÿ. ßêáè áóëà çìîãà ïåðåáðàòè âñ³ ìîæëèâ³ ãðà-
íè÷í³ òà ïî÷àòêîâ³ óìîâè, òî ìîæíà áóëî á ðîçãëÿíóòè âñ³ çâóêîâ³ ïîëÿ ÿê 
÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ.

4.4. Ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà

Â îñíîâíîìó, ó ïîäàëüøîìó ðîçãëÿäàòèìåìî òàê çâàí³ óñòàëåí³ 
(ñòàö³îíàðí³) çâóêîâ³ ïîëÿ, òîáòî êîëè ìîìåíò âìèêàííÿ äæåðåëà çâóêó 
íàäòî â³ääàëåíèé ( вмикt   ) â³ä ìîìåíòó ñïîñòåðåæåííÿ. Ó öüîìó ðàç³ äî-
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ö³ëüíî çàëåæí³ñòü ïàðàìåòð³â ïîëÿ , ,p  v  â³ä ÷àñó ïîäàâàòè çà äîïîìîãîþ 
³íòåãðàëà àáî ðÿäó Ôóð’º ó âèãëÿä³ ñóêóïíîñò³ ãàðìîí³÷íèõ ñêëàäîâèõ, ³ 
ðîçãëÿäàòè ïîëå êîæíî¿ òàêî¿ ñêëàäîâî¿ îêðåìî (ç òàêîþ òåõí³êîþ äîñë³ä-
æåííÿ çàäà÷ àêóñòèêè ìè íàäàë³ îçíàéîìèìîñÿ). Îòæå, íåõàé òèñê çâóêîâî-
ãî ïîëÿ çì³íþºòüñÿ ó ÷àñ³ çà ãàðìîí³÷íèì çàêîíîì, òîáòî

 ( , , , ) ( , , ) exp .p x y z t p x y z i t                         (4.37)

Òóò ïðèéíÿòà êîìïëåêñíà ôîðìà çàïèñó, ÿêà âæå çàñòîñîâóâàëàñÿ ðàí³øå. 
Ìíîæíèê p(x, y, z) ÿâëÿº ñîáîþ êîìïëåêñíó àìïë³òóäó òèñêó ó òî÷ö³ ç êî-
îðäèíàòàìè , ,x y z . Äëÿ òèñêó ³ éîãî êîìïëåêñíî¿ àìïë³òóäè áóäåìî âèêî-
ðèñòîâóâàòè îäíàêîâå ïîçíà÷åííÿ: p.

Ï³äñòàâëÿþ÷è (4.37) ó õâèëüîâå ð³âíÿííÿ (4.27), îäåðæóºìî ð³âíÿííÿ 
Ãåëüìãîëüöà äëÿ êîìïëåêñíî¿ àìïë³òóäè òèñêó:

2 2 2
2

2 2 2 0,
p p p

k p
x y z
  

   
  

                            (4.38)

àáî
2 0,p k p   / ,k c                          (4.39)

äå k âèçíà÷àþòü ÿê â³äíîøåííÿ êóòîâî¿ ÷àñòîòè  äî øâèäêîñò³ çâóêó c, 
íàçèâàþòü õâèëüîâèì ÷èñëîì. 

4.5. Ãðàíè÷í³ óìîâè

ßêùî â ïîë³ çâóêîâî¿ õâèë³ ïåðåáóâàº áóäü-ÿêå ò³ëî, òî äëÿ âè-
çíà÷åííÿ öüîãî ïîëÿ ñë³ä çàäàòè ãðàíè÷í³ óìîâè íà ïîâåðõí³ ò³ëà. Çâè÷àé-
íî, êðåñëåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ º çàäà÷åþ á³ëüø ñêëàäíîþ, í³æ ïîáóäîâà 
ìîäåë³ ñåðåäîâèùà. Àäæå ñàìå çà äîïîìîãîþ õàðàêòåðèñòèê ñåðåäîâèùà p ³ 
v ñë³ä îïèñàòè ïîâåä³íêó ìåæ³ ò³ëà, à öå íå çàâæäè âäàºòüñÿ çðîáèòè äîñèòü 
òî÷íî. Íàâåäåìî ê³ëüêà ìîäåëåé ãðàíè÷íèõ óìîâ, ÿê³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ â 
àêóñòèö³ äëÿ îïèñóâàííÿ ðåàëüíèõ îá’ºêò³â.

1. Ìîäåëü àêóñòè÷íî (àáñîëþòíî) æîðñòêî¿ ìåæ³ â³äïîâ³äàº ñèòóàö³¿, 
êîëè ïîâåðõíÿ ìåæ³ S íå äåôîðìóºòüñÿ, òîáòî íåðóõîìà â ïîë³ çâóêîâî¿ 
õâèë³. Ïðîòå öå íå îçíà÷àº, ùî êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü ÷àñòèíîê ñåðåäîâè-
ùà, ùî ðîçì³ùóþòüñÿ ïîáëèçó ìåæ³, äîð³âíþº íóëþ. Àäæå çã³äíî ç ïîáóäî-
âàíîþ ìîäåëëþ àêóñòè÷íîãî ñåðåäîâèùà íåìîæëèâî çàô³êñóâàòè äîòè÷íå 
çì³ùåííÿ (ñåðåäîâèùå íå çàâäàº îïîðó çñóâó). Çâ³äñè óìîâà íà ìåæ³ ñêëà-
äàºòüñÿ ç òîãî, ùî íóëþ äîð³âíþº íîðìàëüíà äî ïîâåðõí³ S ñêëàäîâà n
øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà, ùî ðîçì³ùóþòüñÿ ïîáëèçó ìåæ³ ò³ëà S:

| 0.n S                                         (4.40)

Ðåàëüíà ïîáóäîâà òàêî¿ ìåæ³ ìîæëèâà ç äîñòàòíüîþ òî÷í³ñòþ ëèøå äëÿ 
ãàç³â: ó íîðìàëüíèõ óìîâàõ äîñèòü âåëèêå òâåðäå ò³ëî àáî ïîâåðõíÿ ð³äèíè 
äëÿ çâóêîâèõ õâèëü ó ãàç³ ìàéæå çàâæäè ìîæíà ââàæàòè àáñîëþòíî æîðñò-
êèì. Äëÿ ð³äèíè àáî òâåðäèõ ò³ë ïîáóäóâàòè àáñîëþòíî æîðñòêó ìåæó äî-
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ñèòü ñêëàäíî, àëå â ðÿä³ âèïàäê³â òàêå íàáëèæåííÿ âèÿâëÿºòüñÿ ìîæëèâèì
³ äëÿ öèõ ñåðåäîâèù.

ßêùî ðîçãëÿäàºòüñÿ çàäà÷à âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó ïîâåðõíåþ S, òî 
óìîâà | ( , )n S V t  r  âèçíà÷àº ð³âí³ñòü íîðìàëüíî¿ ñêëàäîâî¿ øâèäêîñò³ ÷àñ-

òèíîê ñåðåäîâèùà |n S , ÿê³ ðîçì³ùåí³ ïîáëèçó ïîâåðõí³ S, ³ øâèäêîñò³ 

÷àñòèíîê ïîâåðõí³ S, ùî îïèñóºòüñÿ ôóíêö³ºþ ( , )V tr ; òîáòî â ïðîöåñ³ ðóõó 
ïîâåðõíÿ S íå äåôîðìóºòüñÿ ï³ä ä³ºþ ñåðåäîâèùà.

2. Ìîäåëü àêóñòè÷íî (àáñîëþòíî) ì’ÿêî¿ ìåæ³ — öå ïîâåðõíÿ S, ùî íå-
çäàòíà ÷èíèòè îï³ð òèñêó, òîáòî ïîâåðõíÿ S ïîâòîðþº ðóõ ÷àñòèíîê ñåðåäî-
âèùà, ðîçì³ùåíèõ ïîáëèçó íå¿. Çâ³äñè ãðàíè÷íà óìîâà ïîëÿãàº â ð³âíîñò³ 
íóëþ òèñêó íà ïîâåðõí³:

| 0.Sp                                        (4.41)

Öÿ ãðàíè÷íà óìîâà âèêîíóºòüñÿ íà ìåæ³ ð³äèíè àáî òâåðäîãî ò³ëà ç âàêóó-
ìîì. Ç äîñòàòíüîþ òî÷í³ñòþ àáñîëþòíà ì’ÿêà ìåæà ìîäåëþº âèïàäîê 
ïàä³ííÿ çâóêîâî¿ õâèë³, ùî ïîøèðþºòüñÿ ó âîä³, íà ìåæó ïîä³ëó âîäà—
ïîâ³òðÿ.

3. Ìîäåëü ìåæ³ ñïðÿæåííÿ äâîõ ³äåàëüíèõ ð³äèí. Òóò çàäàþòü äâ³ óìîâè:
1) ê³íåìàòè÷íà óìîâà, ÿêà ñâ³ä÷èòü ïðî òå, ÿê ðóõàþòüñÿ ÷àñòèíêè äâîõ 

ñåðåäîâèù, ùî ðîçì³ùóþòüñÿ ïîáëèçó ìåæ³ (öÿ óìîâà â³äáèâàº ïðèíöèï 
íåïåðåðâíîñò³ ñåðåäîâèùà); 

2) ñèëîâà óìîâà — öå ïî ñóò³ º âèìîãà âèêîíàííÿ òðåòüîãî çàêîíó Íüþ-
òîíà.

Îñê³ëüêè ³äåàëüíî ñòèñëèâ³ ð³äèíè íå ÷èíÿòü îï³ð çñóâó, òî ê³íåìàòè÷íà 
óìîâà ïîëÿãàòèìå â ð³âíîñò³ íîðìàëüíèõ ñêëàäîâèõ øâèäêîñòåé ÷àñòèíîê 
ïåðøîãî òà äðóãîãî ñåðåäîâèù, ùî ðîçì³ùóþòüñÿ ïîáëèçó ìåæ³, òîáòî

   1 2| | .n S n S                                    (4.42)

Ñèëîâà óìîâà ïîëÿãàº â ð³âíîñò³ òèñêó, ùî ÷èíÿòü ÷àñòèíêè ïåðøîãî òà 
äðóãîãî ñåðåäîâèù îäíà îäí³é âçäîâæ ìåæ³ S:

(1) (2)| | .S Sp p                                   (4.43)

²íø³ òèïè ãðàíè÷íèõ óìîâ áóäåìî âèçíà÷àòè ó ðàç³ íåîáõ³äíîñò³, êîëè âîíè 
çóñòð³÷àòèìóòüñÿ ó êîíêðåòíèõ çàäà÷àõ.

4.6. Åíåðãåòè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè çâóêîâèõ õâèëü

Ïðè àíàë³ç³ âèïðîì³íþâàííÿ ³ ïîøèðåííÿ çâóêîâèõ õâèëü âàæ-
ëèâå çíà÷åííÿ ìàþòü åíåðãåòè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè. Õàðàêòåðíîþ âëàñòè-
â³ñòþ õâèëü º ìîæëèâ³ñòü ïåðåíîñèòè åíåðã³þ, íå ïåðåì³ùóþ÷è ðå÷îâèíó. 
Ï³ä àêóñòè÷íîþ åíåðã³ºþ ðîçóì³þòü ÷àñòèíó ïîâíî¿ åíåðã³¿ ñåðåäîâèùà, ùî 
îáóìîâëåíà íàÿâí³ñòþ â íüîìó çâóêîâèõ õâèëü. Âèá³ð õàðàêòåðèñòèêè çàëå-
æèòü â³ä ìîäåë³ ñåðåäîâèùà. Äëÿ ìîäåë³ ³äåàëüíî ñòèñëèâî¿ ð³äèíè àêó-
ñòè÷íà åíåðã³ÿ ìîæëèâà ó âèãëÿä³ ê³íåòè÷íî¿ òà ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³é. ²í-
øèõ âèä³â åíåðã³¿ ïðè ïîøèðåíí³ çâóêîâî¿ õâèë³ íå âèíèêàº.
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4.6.1. Ãóñòèíà åíåðã³¿

Âèçíà÷èìî ãóñòèíó åíåðã³¿ (åíåðã³ÿ îäèíèö³ îá’ºìó) ñåðåäîâè-

ùà Ê Ï .E E Å   Ãóñòèíà ê³íåòè÷íî¿ åíåðã³¿ 
2

Ê 0 2E  v , à ãóñòèíà ïî-

òåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿ Ï 2E ps , äå s — àêóñòè÷íå ñòèñíåííÿ. Çì³ñò êîåô³ö³-

ºíòà 1 2  ó âèðàç³ äëÿ ÏE  ëåãêî çðîçóì³òè, âèçíà÷èâøè ïîòåíö³àëüíó 
åíåðã³þ îäèíè÷íîãî îá’ºìó ñåðåäîâèùà ÿê ðîáîòó, ùî âèêîíóºòüñÿ ïðè éîãî
äåôîðìàö³¿ ïðîòè ñèëè ïðóæíîñò³ ñåðåäîâèùà (ðèñ. 4.2): ê³í ê³í 2A p s —
ðîáîòà ÷èñåëüíî äîð³âíþº ïëîùèí³ çàøòðèõîâàíîãî òðèêóòíèêà. Îòæå, 
âðàõîâóþ÷è ë³í³éíèé çâ’ÿçîê ì³æ àêóñòè÷íèì ñòèñíåííÿì ³ òèñêîì p s
(äèâ. (4.18)), çàïèñóºìî ãóñòèíó ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿ ó âèãëÿä³ ÏE 

2 22 2s p   . Òàêèì ÷èíîì, ãóñòèíà àêóñòè÷íî¿ åíåðã³¿ ñåðåäîâèùà 

2 2
0 .
2 2

p
E




 
v

                                   (4.44)

Íàãàäàéìî, ùî îäèíèöÿ âèì³ðó ãóñòèíè åíåðã³¿ º  Å, äæ  ì–3.
Ïðè ë³íåàðèçàö³¿ ð³âíÿíü àêóñòèêè, âåëè÷èíè ùî îïèñóþòü çâóêîâå ïî-

ëå â ñåðåäîâèù³ ( , ,p  v ) ââàæàëèñÿ ìàëèìè, òîìó ìîæíà áóëî çíåõòóâàòè 
¿õ êâàäðàòàìè ó ñèñòåì³ ð³âíÿíü àêóñòèêè (ìàþ÷è òàêîæ íà óâàç³, ùî äîáó-
òîê äâîõ òàêèõ âåëè÷èí º âåëè÷èíîþ, ÿêîþ òàêîæ íåõòóþòü). Àëå, ÿê áà÷è-
ìî, ³íøå ïðàâèëî âèêîðèñòîâóºòüñÿ äëÿ âèðàçó åíåðã³¿, â ÿêîìó ïåðø³ ñòå-
ïåí³ ìàëèõ âåëè÷èí p ³ v â³äñóòí³, òîìó çáåð³ãàþòü êâàäðàòè òà äîáóòêè äâîõ 
ìàëèõ âåëè÷èí, à íåõòóþòü ò³ëüêè ¿õ êóáàìè (ðîçóì³þ÷è ïðè öüîìó, ùî äî-
áóòîê òðüîõ ³ á³ëüøå òàêèõ âåëè÷èí º âåëè÷èíîþ, ÿêîþ òàêîæ íåõòóþòü).

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüí³øå ãóñòèíó åíåðã³¿ â ãàðìîí³÷í³é õâèë³, òîáòî õâèë³, 
äëÿ ÿêî¿ òèñê ³ øâèäê³ñòü ÷àñòèíîê â äåÿê³é òî÷ö³ ñåðåäîâèùà çì³íþþòüñÿ 
çà ãàðìîí³÷íèì çàêîíîì. Äëÿ âèçíà÷åííÿ ãóñòèíè åíåðã³¿ â ãàðìîí³÷í³é õâèë³ 
çàïèøåìî òèñê ³ øâèäê³ñòü ÷àñòèíîê ó ä³éñíîìó âèãëÿä³ (åêñïîíåíö³àëüíèé 
çàïèñ íå âèêîíóºòüñÿ, îñê³ëüêè äëÿ âèçíà÷åííÿ íåîáõ³äí³ êâàäðàòè÷í³ âå-
ëè÷èíè; íàãàäàºìî, ùî äëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z1 òà z2 ìàºìî 1 2Re( )z z 

1 2Re Rez z ):

0 cos( ),t     0 cos( ),p p t                    (4.45)

äå p0 ³ 0 — àìïë³òóäè â³äïîâ³äíî òèñêó òà 
øâèäêîñò³ ó äàí³é òî÷ö³; âåëè÷èíà 
âèçíà÷àº çñóâ ôàç ì³æ çâóêîâèì òèñêîì ³ 
øâèäê³ñòþ ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà. Òîä³ ãóñ-
òèíà åíåðã³¿ ó äàí³é òî÷ö³ ìàº âèãëÿä

2 2
2 20 0 0( ) cos ( ) cos ( ).

2 2
p

E t t t
 

  


  

Ãóñòèíè ê³íåòè÷íî¿ òà ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³é 
îñöèëþþòü ì³æ íóëåì ³ ìàêñèìàëüíèìè çíà- Ðèñ. 4.2. Ãðàô³ê çàëåæíîñò³ p(s)
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÷åííÿìè 2 2
0 0 02, 2p   . Ö³êàâèì º ñåðåäíº çíà÷åííÿ ãóñòèíè åíåðã³¿ çà îäèí 

ïåð³îä T  êîëèâàíü ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà:

0

1
( ) ,

T

E E t dt
T

   
2

T



 .                          (4.46)

Îñê³ëüêè ³íòåãðàë â³ä êâàäðàòà êîñèíóñà çà ïåð³îä äîð³âíþº 1/2, òî øóêàíå 
ñåðåäíº òàêå:

2 2
0 0 0 .
4 4

p
E

 


                                      (4.47)

Ãóñòèíà çâóêîâî¿ åíåðã³¿ º ìàëîþ âåëè÷èíîþ çà çâè÷àéíèìè ìàñøòàáà-
ìè åíåðãåòèêè íàâ³òü äëÿ äóæå ãó÷íèõ çâóê³â. Òàê, ãóñòèíà çâóêîâî¿ åíåðã³¿ 
ïðè çâè÷àéí³é ðîçìîâ³ íà â³äñòàí³ 1 ì â³ä ïðîìîâëÿþ÷îãî (òèñê ïðè öüîìó 
äîð³âíþº ïðèáëèçíî 0,02 Ïà), ñòàíîâèòü ïðèáëèçíî 1,4  10–9Äæ/ì3. Ó çàë³ 
(20 000 ì3) ïðè ôîðò³ññ³ìî îðêåñòðó ñóìàðíà çâóêîâà åíåðã³ÿ ñÿãàº ïðè-
áëèçíî 0,1 Äæ [20, ñ. 111], ùî ïðèáëèçíî äîð³âíþº ðîáîò³ ñèëè òÿæ³ííÿ 
ïðè ï³äéîì³ âàíòàæó ìàñîþ 10 ã íà âèñîòó 1 ì. Ïðîòå, ðàçîì ç öèì äóæå 
÷àñòî çàñòîñîâóþòü óëüòðàçâóê (çâóêè ç ÷àñòîòîþ á³ëüøå í³æ 20 êÃö), íà 
îñíîâ³ ìîæëèâîñò³ êîíöåíòðàö³¿ éîãî åíåðã³¿ íà äóæå îáìåæåíèõ ä³ëÿíêàõ 
ñåðåäîâèùà.

4.6.2. Ãóñòèíà ïîòîêó ïîòóæíîñò³. ²íòåíñèâí³ñòü

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïåðåíåñåííÿ åíåðã³¿ çâóêîâîþ õâèëåþ, ÿêà 
ïîøèðþºòüñÿ â ñåðåäîâèù³. Îñê³ëüêè â ïðîöåñ³ ïîøèðåííÿ õâèë³ çì³íþ-
ºòüñÿ åíåðã³ÿ ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà, òî ìîæíà ãîâîðèòè ïðî ïîò³ê åíåðã³¿ ó 
çâóêîâ³é õâèë³. Âèä³ëèìî â ñåðåäîâèù³ äåÿêó ïîâåðõíþ À. Òîä³ åíåðã³þ, ùî 
ïåðåíîñèòüñÿ, ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê ðîáîòó, ÿêó âèêîíóþòü ðóõîì³ ÷àñòèí-
êè, ùî ëåæàòü ë³âîðó÷ â³ä À, íàä íåðóõîìèìè ÷àñòèíêàìè, ùî ëåæàòü ïðà-
âîðó÷ â³ä À. Ïðè öüîìó íà îäèíè÷í³é ïëîùàäö³ ç íîðìàëëþ n ðîçâèâàòè-
ìåòüñÿ ïîòóæí³ñòü

.pW v                                       (4.48)

Âåëè÷èíó W íàçèâàþòü ãóñòèíîþ ïîòîêó ïîòóæíîñò³. Çíàþ÷è íàïðÿìîê 
âåêòîðà n, ãîâîðÿòü ïðî ìîäóëü ãóñòèíè ïîòîêó ïîòóæíîñò³ .nWW  Îñ-

ê³ëüêè âåêòîð øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê âèçíà÷àºòüñÿ ñâî¿ìè êîîðäèíàòàìè, òîá-
òî ( , , )x y z  v , òî ìîæíà âèçíà÷èòè ãóñòèíó ïîòîêó ïîòóæíîñò³ âçäîâæ 

áóäü-ÿêî¿ îñ³ äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò; íàïðèêëàä, âçäîâæ îñ³ Ox ìàº-
ìî x xW p . Âçàãàë³ ïðè íåîáõ³äíîñò³ ìîæíà âèçíà÷èòè ãóñòèíó ïîòîêó 
ïîòóæíîñò³ âçäîâæ äîâ³ëüíîãî íàïðÿìêó.

Çóïèíèìîñÿ äîêëàäí³øå íà ãàðìîí³÷íèõ õâèëÿõ. Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíèé 
âèïàäîê çã³äíî ç ôîðìóëàìè (4.45), êîëè ì³æ âèõ³äíèìè âåëè÷èíàìè p ³ n
º äåÿêèé çñóâ ôàçè . Ìèòòºâèé ïîò³ê ïîòóæíîñò³ ìàº âèãëÿä

0 0( ) cos( )cos( )nW t p t t     ,                     (4.49)
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àáî
2

0 0 0 0( ) cos cos ( ) sin sin( )cos( ).nW t p t p t t              (4.50)

Çâè÷àéíî ïðè ðîçãëÿä³ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü íå ö³êàâëÿòüñÿ ìèòòºâèì ïîòî-
êîì ïîòóæíîñò³ ( )nW t . Á³ëüø çì³ñòîâíèì äëÿ ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³ º ñåðåäí³é 
çà ïåð³îä ïîò³ê ïîòóæíîñò³, ÿêèé íàçèâàºòüñÿ ³íòåíñèâí³ñòþ ³ ïîçíà÷àºòüñÿ
In. Îòæå,

0

1
( ) ,

T

n n nI W W t dt
T

    
2

.T



  
 

                (4.51)

Ï³äñòàâèìî ôîðìóëó (4.50) ó âèðàç (4.51) ³ îá÷èñëèìî ³íòåãðàëè. Òîä³ îò-
ðèìàºìî, ùî

0 0 cos .
2n

p
I


                               (4.52)

Ó âèïàäêó ñèíôàçíîñò³ âåëè÷èí p ³ n ( 0  ) ³íòåíñèâí³ñòü 0 0 2nI p 
º íàéá³ëüøîþ. Ó âèïàäêó, êîëè p òà n, çñóíóò³ çà ôàçîþ íà 90°, ³íòåíñèâ-
í³ñòü äîð³âíþº íóëþ. Ö³ âàæëèâ³ îêðåì³ âèïàäêè ùå áóäóòü îáãîâîðþâàòèñÿ 
ïðè àíàë³ç³ õâèëüîâèõ ïðîöåñ³â.

Ðîçãëÿíåìî âèðàç (4.50) äëÿ ãóñòèíè ïîòîêó ïîòóæíîñò³. ßê áà÷èìî, ó 
çàãàëüíîìó âèïàäêó ( )nW t  ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí. Äëÿ ïåðøî¿ ÷àñòèíè 
ïðè îá÷èñëåíí³ ñåðåäíüîãî ïîòîêó ïîòóæíîñò³ çà ïåð³îä çàïèñóºìî ôîðìó-
ëó (4.52). Âîíà õàðàêòåðèçóºòüñÿ íåçì³ííèì çíàêîì ïðè çì³íþâàíí³ t â³ä 0 
äî T ³ âèçíà÷àº, ÿê áà÷èìî, ïîò³ê åíåðã³¿ ó íàïðÿìêó âåêòîðà n. Äðóãà ñêëà-
äîâà ïðè âèçíà÷åíí³ ñåðåäíüîãî ïîòîêó ïîòóæíîñò³ çà ïåð³îä äîð³âíþº íó-
ëþ. Öå îçíà÷àº, ùî çà ïåð³îä T ÷àñòèíêè, ùî çíàõîäÿòüñÿ, ë³âîðó÷ â³ä ïî-
âåðõí³ À, ñïî÷àòêó â³ääàþòü ÷àñòèíó åíåðã³¿ ÷àñòèíêàì ïðàâîðó÷ â³ä ïî-
âåðõí³ À, à ïîò³ì ¿¿ çàáèðàþòü ó íèõ. Çðîçóì³ëî, ùî öÿ ñêëàäîâà ( )nW t  íå 
çâ’ÿçàíà ç ïîøèðåííÿì åíåðã³¿ ó ñåðåäîâèù³ — òóò â³äáóâàºòüñÿ ëîêàëüíèé 
ïåðåðîçïîä³ë åíåðã³¿ ì³æ ÷àñòèíêàìè ñåðåäîâèùà, ÿê³ çíàõîäÿòüñÿ ë³âîðó÷ ³ 
ïðàâîðó÷ â³ä ïîâåðõí³ À.

ßêùî êàçàòè ïðî äæåðåëî çâóêó, òî, ïåâíà ð³÷, ïåðøà ñêëàäîâà ( )nW t  ó 
âèðàç³ (4.50) áóäå êîðèñíîþ ç òî÷êè çîðó â³äòâîðåííÿ çâóêîâîãî ïîëÿ äàëå-
êî â³ä äæåðåëà, à äðóãà ñêëàäîâà — íåêîðèñíîþ. Çâ³äñè âèíèêëè òàê³ íàçâè: 
äëÿ ïåðøî¿ ñêëàäîâî¿ ( )nW t — àêòèâíà ïîòóæí³ñòü, à äëÿ äðóãî¿ ñêëàäî-
âî¿ — ðåàêòèâíà ïîòóæí³ñòü.

²íòåíñèâí³ñòü ìîæíà âèçíà÷èòè, âèêîðèñòîâóþ÷è òèñê ³ êîëèâàëüíó 
øâèäê³ñòü ó òàêîìó âèãëÿä³:  0 expp p i t   òà 0 exp  ( ),i t i    â³äïî-

â³äíî, äëÿ ä³éñíî¿ ÷àñòèíè ìàºìî  Re / 2p p p p     òà Re   ( 

) / 2.   Òîä³ ìèòòºâà ãóñòèíà ïîòîêó ïîòóæíîñò³ íàáóäå âèãëÿäó

   1 1
( ) Re Re

2 2 2 2
p p

W t p p
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0 0 0 0cos(2 ) cos .
2 2
p p

t
 

                           (4.53)

Çðîçóì³ëî, ùî (4.50) ³ (4.53) òîòîæí³ âèðàçè. Çã³äíî ç ôîðìóëàìè (4.53) ³ 
(4.51) âèçíà÷àºìî ³íòåíñèâí³ñòü

  0 0 cos .
2n n

p
I W t


                              (4.54)

ßê áà÷èìî, âèðàçè (4.52) ³ (4.54) çá³ãàþòñÿ. Îòæå, ìàºìî øóêàíó ôîðìóëó 
äëÿ ³íòåíñèâíîñò³

   * * *1 1
Re ,

4 2n n n nI p p p                         (4.55)

äå òèñê p ³ øâèäê³ñòü n çàïèñàí³ ó êîìïëåêñí³é ôîðì³. Îäèíèöÿ âèì³ðþ-
âàííÿ ãóñòèíè ïîòîêó ïîòóæíîñò³ ³ ³íòåíñèâíîñò³ In, Âò/ì2.

Ì³æ ãóñòèíîþ çâóêîâî¿ åíåðã³¿  E ³ ãóñòèíîþ ïîòîêó ïîòóæíîñò³ W ³ñíóº 
âàæëèâå ñï³ââ³äíîøåííÿ, ÿêå ìîæíà âèçíà÷èòè, ïîìíîæèâøè ð³âíÿííÿ ðó-
õó (4.22) ñêàëÿðíî íà âåêòîð v, à ð³âíÿííÿ íåïåðåðâíîñò³ (4.23) íà òèñê p. 
Äîäàþ÷è ö³ ð³âíÿííÿ, îòðèìóºìî âèðàç / div .E t    W  Ïðî³íòåãðóºìî öå 

ð³âíÿííÿ çà äåÿêèì îá’ºìîì , îáìåæåíèì ïîâåðõíåþ S. Ïðè ³íòåãðóâàíí³ 
ïðàâî¿ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ ìîæíà ïåðåòâîðèòè îá’ºìíèé ³íòåãðàë íà ïîâåðõ-
íåâèé. Îòæå, ìàºìî

( ) ( )

S.
S

Ed d
t 


  

   W                          (4.56)

Ñï³ââ³äíîøåííÿ (4.56) âèðàæàº ³íòåãðàëüíèé çàêîí çáåðåæåííÿ åíåðã³¿ äëÿ 
çâóêîâî¿ õâèë³. Ô³çè÷íà ñóòü ôîðìóëè (4.56) çðîçóì³ëà: çì³íà çâóêîâî¿ åíåð-
ã³¿ â äåÿêîìó îá’ºì³ ñåðåäîâèùà  ïðîïîðö³éíà ãóñòèí³ ïîòîêó çâóêîâî¿ 
åíåðã³¿ êð³çü ïîâåðõíþ S, ùî îòî÷óº îá’ºì .

4.7. Çàäà÷³

4.1. Îòðèìàéòå íàáëèæåíó ôîðìóëó äëÿ øâèäêîñò³ çâóêó ó 
ïîâ³òð³, âðàõîâóþ÷è, ùî  = 1,4 ³ Ì = 28,8 ã/ìîëü.

Â³äïîâ³äü: ñ  20 0T , äå Ò0 — òåìïåðàòóðà, Ê.

4.2. Âèçíà÷òå øâèäê³ñòü çâóêó âñåðåäåí³ öèë³íäðó äâèãóíà âíóòð³øíüîãî 
çãîðàííÿ çðàçó ï³ñëÿ ñïàëàõó, êîëè òèñê äîð³âíþº 200 àòì, à òåìïåðàòóðà 
1000 Ñ, ÿêùî äëÿ ãàçîâî¿ ñóì³ø³  = 1,35, à ãóñòèíà ñóì³ø³ ïðè 0 Ñ ³ àòìî-
ñôåðíîìó òèñêó 105 Ïà äîð³âíþº 0,014 ã/ñì3. Ââàæàòè ïðîöåñ àä³àáàòè÷íèì.

Â³äïîâ³äü: ïðèáëèçíî 680 ì/ñ.

4.3. Ïåðåêîíàéòåñÿ ó òîìó, ùî ñåðåäíÿ, çà âåëèêèé â³äð³çîê ÷àñó, ãóñòè-
íà åíåðã³¿ ñóìè äâîõ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü E   äîð³âíþº ñóì³ ãóñòèí åíåðãå-
òè÷íèõ ñêëàäîâèõ õâèëü 1E   òà 2E  . 
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ÃÀÐÌÎÍ²×Í² ÕÂÈËÜÎÂ² ÐÓÕÈ

Íåâîçìóòèìûé ñòðîé âî âñåì,
Ñîçâó÷üå ïîëíîå â ïðèðîäå, —
Ëèøü â íàøåé ïðèçðà÷íîé ñâîáîäå
Ðàçëàä ìû ñ íåþ ñîçíàåì.

Ô.È. Òþò÷åâ

5.1. Ãàðìîí³÷í³ õâèë³

Ó ïîïåðåäí³õ ðîçä³ëàõ ïðè äîñë³äæåíí³ êîëèâàíü ð³çíèõ ñèñòåì 
âàæëèâó ðîëü â³ä³ãðàâàëà ãàðìîí³÷íà çàëåæí³ñòü â³ä ÷àñó. Öå 
áóëî ïîâ’ÿçàíî ç ïîøóêîì íîðìàëüíèõ êîëèâàíü ë³í³éíèõ ñèñ-
òåì, òîáòî ïåð³îäè÷íèõ êîëèâàíü ñèñòåìè ç ãàðìîí³÷íîþ çà-
ëåæí³ñòþ â³ä ÷àñó. Ï³ñëÿ çíàõîäæåííÿ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü 
ç’ÿâèëàñÿ ìîæëèâ³ñòü çîáðàçèòè äîâ³ëüíå êîëèâàííÿ ñèñòåìè 
ÿê ñóïåðïîçèö³þ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü. Íà îñíîâ³ öüîãî âàæ-
ëèâîãî ðåçóëüòàòó áóâ ïðîâåäåíèé àíàë³ç â³ëüíèõ ³ çìóøåíèõ 
êîëèâàíü ñèñòåìè. ßêùî çîâí³øíÿ ñèëà, ùî ä³º íà ñèñòåìó, ìàº
äîâ³ëüíó çàëåæí³ñòü â³ä ÷àñó, òî çà äîïîìîãîþ ðÿäó (àáî ³íòå-
ãðàëà) Ôóð’º ¿¿ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ ñèë ç îä-
í³ºþ-ºäèíîþ ãàðìîí³÷íîþ çàëåæí³ñòþ â³ä ÷àñó, à ïîò³ì, âèâ-
÷èâøè ä³þ ãàðìîí³÷íî¿ ñèëè íà ñèñòåìó, çíîâó ïîâåðíóòèñÿ äî 
çàäàíî¿ ñèëè âèêîðèñòîâóþ÷è ðÿä (àáî ³íòåãðàë) Ôóð’º.

Ó ïèòàííÿõ ïîøèðåííÿ õâèëü ãàðìîí³÷íà çàëåæí³ñòü â³ä 
÷àñó ìàº àíàëîã³÷í³ ïåðåâàãè: äëÿ ñåðåäîâèù, â ÿêèõ õâèë³ çà-
äîâîëüíÿþòü ë³í³éí³ ð³âíÿííÿ, çáåð³ãàºòüñÿ ñèíóñî¿äíà çàëåæ-
í³ñòü ïàðàìåòð³â õâèë³ (òèñê, øâèäê³ñòü ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà) 
â³ä ÷àñó ïðè ïîøèðåíí³ õâèë³, ïðè ¿¿ â³äáèòò³ òà ïðîíèêíåíí³ 
êð³çü ÿêóñü ìåæó, ïðè ðîçñ³þâàíí³ â³ä ïåðåøêîäè ³ òîìó 
ïîä³áíå. Õâèë³ ç ³íøîþ çàëåæí³ñòþ â³ä ÷àñó òàêî¿ âëàñòèâîñò³ 
íå ìàþòü. Îñê³ëüêè äëÿ ë³í³éíèõ ð³âíÿíü àêóñòèêè ñïðàâåäëè-
âèé ïðèíöèï ñóïåðïîçèö³¿, òî õâèëþ ïðàêòè÷íî ç äîâ³ëüíîþ 
çàëåæí³ñòþ â³ä ÷àñó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ ãàð-
ìîí³÷íèõ õâèëü ð³çíèõ ÷àñòîò. Òàêå ïîäàííÿ äîçâîëÿº çàì³ñòü 
õâèëü ç äîâ³ëüíîþ çàëåæí³ñòþ â³ä ÷àñó âèâ÷àòè õâèë³ ç îäí³ºþ-
ºäèíîþ çàëåæí³ñòþ — ãàðìîí³÷íîþ, ùî çðó÷íî, îñê³ëüêè ö³ 
õâèë³ çáåð³ãàþòü ñâîþ ÷àñîâó çàëåæí³ñòü. Çàëåæíî â³ä òîãî 
ïåð³îäè÷íà ó ÷àñ³ ÷è í³ äàíà õâèëÿ, îòðèìóºìî â³äïîâ³äíî àáî 
ðÿä àáî ³íòåãðàë Ôóð’º. ßêùî ì³ðêóâàííÿ ïðîäîâæèòè äàë³, òî 
ñë³ä âêàçàòè, ùî ïîëå ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³ çàëåæèòü, âçàãàë³, ³ â³ä
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òðüîõ ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò. Çà îäíàêîâî¿ ÷àñòîòè çàëåæí³ñòü â³ä êîîðäè-
íàò ìîæå áóòè íàéð³çíîìàí³òí³øîþ. Âèíèêàº ïèòàííÿ ïðî ïîäàëüøå ñïðî-
ùåííÿ âèâ÷åííÿ õâèëü: ìàºòüñÿ íà óâàç³ ìîæëèâ³ñòü ïîäàòè äëÿ ãàðìîí³÷-
íèõ ó ÷àñ³ õâèëü ¿õ ïðîñòîðîâó çàëåæí³ñòü òàêîæ ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ äåÿ-
êîãî íàáîðó ãàðìîí³÷íèõ õâèëü (çâ³ñíî, òàêî¿ ñàìî¿ ÷àñòîòè).

Îòæå, çíàþ÷è ïîâåä³íêó ãàðìîí³÷íèõ õâèëü ð³çíèõ ÷àñòîò çà òèõ ÷è ³í-
øèõ óìîâ ïîøèðåííÿ, ìåòîäîì Ôóð’º ìîæíà çíàéòè çàêîí ïîøèðåííÿ õâèë³ 
áóäü-ÿêîãî òèïó. Óñå öå çóìîâëþº âàæëèâ³ñòü âèâ÷åííÿ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü.

5.2. Ïëîñê³ ãàðìîí³÷í³ õâèë³

Ðîçãëÿíåìî íàéïðîñò³øèé âèïàäîê, êîëè òèñê ³ êîëèâàëüíà øâèä-
ê³ñòü çàëåæàòü ëèøå â³ä îäí³º¿ äåêàðòîâî¿ ïðîñòîðîâî¿ êîîðäèíàòè x, òîáòî 
â öüîìó âèïàäêó õâèëüîâå ð³âíÿííÿ (4.27) ìàº âèãëÿä

2 2

2 2 2

1
.

p p
c t x

 


 
                                   (5.1)

Äëÿ ãàðìîí³÷íî¿ ÷àñîâî¿ çàëåæíîñò³ ç ÷àñòîòîþ  çâóêîâèé òèñê ìîæíà âè-
çíà÷èòè òàê:

p(x,t) = p(x)exp(–it),                             (5.2)

äå T = 2/ — ïåð³îä êîëèâàíü ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà; p(x) — êîìïëåêñíà 
àìïë³òóäà òèñêó. Òàêå çâóêîâå ïîëå ìîæíà, íàïðèêëàä, ñòâîðèòè ó òðóá³ ç 
³äåàëüíî ãëàäêèìè æîðñòêèìè ñò³íêàìè (ðèñ. 5.1), â ÿê³é çà ãàðìîí³÷íèì 
çàêîíîì ç ÷àñòîòîþ   êîëèâàºòüñÿ ïëîñêèé æîðñòêèé äèñê.

Ï³äñòàâèâøè (5.2) ó (5.1), îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà äëÿ êîì-
ïëåêñíî¿ àìïë³òóäè òèñêó p(x):

2
2

2
0,

d p
k p

dx
  .k

c


                                (5.3) 

Øóêàþ÷è éîãî ðîçâ’ÿçîê ó âèãëÿä³ exp(x), îäåðæóºìî àëãåáðà¿÷íå ð³âíÿí-
íÿ 2 + k2 = 0, ÿêå ìàº ðîçâ’ÿçîê 1,2 ik   . Îòæå, ðîçâ’ÿçîê õâèëüîâîãî 

ð³âíÿííÿ (5.1) ìàº âèãëÿä

p(x,t) = A exp(–i(t – kx)) + B exp(–i(t + kx)),             (5.4)

äå À òà Â — äîâ³ëüí³ ñòàë³. Çðîçóì³ëî, ùî ä³éñíà àáî óÿâíà ÷àñòèíè ðîç-
â’ÿçêó (5.4) òàêîæ º ðîçâ’ÿçêîì õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ (5.1).

Îáãîâîðèìî ô³çè÷íó ñóòü êîæíîãî ç äîäàíê³â. Çàçíà÷èìî, ùî ðÿä âëà-
ñòèâîñòåé á³æó÷èõ ³ ñòîÿ÷èõ õâèëü óæå îáãîâî-
ðþâàâñÿ ïðè àíàë³ç³ õâèëüîâîãî ðóõó â ñòðóí³ ³ 
ìåìáðàí³, àëå, ïî÷èíàþ÷è âèâ÷åííÿ çâóêîâèõ 
õâèëü, ðîçãëÿíåìî ùå ðàç îñíîâí³ ïîíÿòòÿ õâè-
ëüîâîãî ðóõó. Çâåðíåìîñÿ äî ïåðøîãî äîäàíêà ó 
ðîçâ’ÿçêó (5.4). Íåõàé â òî÷ö³ x ó ìîìåíò ÷àñó t
ìàºìî äåÿêå çíà÷åííÿ çâóêîâîãî òèñêó. Î÷åâèä-
íî, ùî òå ñàìå çíà÷åííÿ òèñêó áóäå ³ ó íàñòóï-

Ðèñ. 5.1. Ïëîñêèé äèñê ó òðó-
á³
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íèé ìîìåíò ÷àñó t > t â ³íø³é òî÷ö³ ïðîñòîðó x > x, ÿêùî /t x c  
/t x c   ; çâ³äñè x = x + c(t – t). Îäåðæàíå ñï³ââ³äíîøåííÿ ïîêàçóº: 

ñòàí ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà, ùî õàðàêòåðèçóþòüñÿ ïåâíèì òèñêîì ³ êîëè-
âàëüíîþ øâèäê³ñòþ, ïåðåäàºòüñÿ â³ä îäíèõ ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà äî ³íøèõ 
ç³ ñòàëîþ øâèäê³ñòþ c ó äîäàòíîìó íàïðÿìêó îñ³ Îõ. Òàêèé ïðîöåñ ïåðå-
ì³ùåííÿ ñòàíó ñåðåäîâèùà ìàº íàçâó á³æó÷î¿ õâèë³. Íå âàæêî çðîçóì³òè, ùî 
äðóãèé äîäàíîê ó ðîçâ’ÿçêó (5.4) âèçíà÷àº á³æó÷ó õâèëþ, ùî ïîøèðþºòüñÿ 
ó â³ä’ºìíîìó íàïðÿìêó îñ³ Ox . Ìàáóòü â ñàìîìó çàãàëüíîìó âèïàäêó ìîæíà 
âèçíà÷èòè õâèëþ ÿê ïðîñòîðîâî-÷àñîâó åâîëþö³þ äåÿêîãî ñòàíó ñåðåäîâèùà. 

Äëÿ ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³ ñòàí ñåðåäîâèùà âèçíà÷àºòüñÿ âåëè÷èíîþ (t 
 kx), ÿêà íàçèâàºòüñÿ ôàçà. Ó ô³êñîâàíèé ìîìåíò ÷àñó t ÷àñòèíè ñåðåäî-
âèùà, ÿê³ ìàþòü îäíàêîâ³ çíà÷åííÿ ôàçè (t – kx) = const, óòâîðþþòü ïî-
âåðõíþ, ÿêó íàçèâàþòü ôðîíò õâèë³. Äëÿ õâèëü (5.4) ôàçà çàëåæèòü â³ä îäí³º¿ 
ïðîñòîðîâî¿ êîîðäèíàòè õ. Îòæå, ïîâåðõíÿ ð³âíî¿ ôàçè, òîáòî ôðîíò õâèë³ 
º ïëîùèíîþ, äî ÿêî¿ ïåðïåíäèêóëÿðíà â³ñü Îõ, âçäîâæ ÿêî¿ ôðîíò õâèë³ 
ïåðåì³ùóºòüñÿ. Õâèë³, ç ôðîíòîì ó âèãëÿä³ ïëîùèíè, íàçèâàþòü ïëîñêèìè.

Çâåðòàþ÷èñü äî âèñëîâó Åéíøòåéíà [*, ñ. 424], çðîáèìî âàæëèâå çàó-
âàæåííÿ: “Ïîíÿòòÿ ïëîñêî¿ õâèë³, ïîä³áíî áàãàòüîì ³íøèì ô³çè÷íèì ïî-
íÿòòÿì, º íå á³ëüøå í³æ àáñòðàêö³ÿ, ÿêó ìè ìîæåìî çä³éñíèòè ò³ëüêè ç äåÿ-
êèì ñòóïåíåì òî÷íîñò³. Àëå öå — êîðèñíå ïîíÿòòÿ, ³ âîíî íàì áóäå ïîòð³á-
íèì íàäàë³.” Ä³éñíî, ïîíÿòòÿ ïëîñêî¿ õâèë³ øèðîêî âèêîðèñòîâóºòüñÿ íå 
ò³ëüêè â àêóñòèö³, à é â ³íøèõ ô³çè÷íèõ íàóêàõ, äå ðîçãëÿäàþòüñÿ õâèëüîâ³ 
ïðîöåñè.

Çã³äíî ç ðîçâ’ÿçêîì (5.4) ãàðìîí³÷íà çàëåæí³ñòü á³æó÷î¿ õâèë³ (òèñê, êî-
ëèâàëüíà øâèäê³ñòü) ³ñíóº ÿê ó ÷àñ³, òàê ³ ó ïðîñòîð³. Ó çâ’ÿçêó ç öèì, ùå 
ðàç óâàæíî ïîäèâèìîñü íà âèðàç äëÿ ôàçè ãàðìîí³÷íî¿ á³æó÷î¿ õâèë³, ÿêèé 
çàïèøåìî ó âèãëÿä³ ôóíêö³¿  (x,t) = t – kx. ßê áà÷èìî, ç ô³çè÷íî¿ òî÷êè 
çîðó õâèëüîâå ÷èñëî k âèçíà÷àº ê³ëüê³ñòü ðàä³àí ôàçè íà îäèíèöþ çì³ùåí-
íÿ âçäîâæ íàïðÿìêó îñ³ Îõ, à ÷àñòîòà  — ê³ëüê³ñòü ðàä³àí ôàçè íà îäèíè-
öþ ÷àñó. ²íàêøå êàæó÷è, õâèëüîâå ÷èñëî k âèçíà÷àº øâèäê³ñòü çì³íè ôàçè 
ó ïðîñòîð³, à ÷àñòîòà  — øâèäê³ñòü çì³íè ôàçè ó ÷àñ³. Âåëè÷èíè  ³ k öå 
íå äîâ³ëüí³ ñòàë³, âîíè çâ’ÿçàí³ ì³æ ñîáîþ ôóíêö³îíàëüíîþ çàëåæí³ñòþ 
 =  (k). Òàêà çàëåæí³ñòü ìàº íàçâó äèñïåðñ³éíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ (äèâ. ïàðà-
ãðàô 3.6). Òàê, äëÿ íàøîãî âèïàäêó, ï³äñòàâëÿþ÷è ïåðøèé ÷àñòèííèé 
ðîçâ’ÿçîê (5.4) ó ð³âíÿííÿ (5.1), îòðèìóºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ k = /c, ùî âè-
çíà÷àº ë³í³éíèé çâ’ÿçîê ì³æ õâèëüîâèì ÷èñëîì k ³ ÷àñòîòîþ  ç êîåô³ö³ºí-
òîì ïðîïîðö³éíîñò³ ó âèãëÿä³ ñòàëî¿ c.

Çàô³êñóºìî äåÿêå çíà÷åííÿ ôàçè á³æó÷î¿ õâèë³, òîáòî íåõàé ôóíêö³ÿ 
 (x,t) = const. Öå îçíà÷àº, ùî ìè âèçíà÷èëè äëÿ ñåáå â³äïîâ³äíèé ôðîíò 
õâèë³, òîáòî â³äïîâ³äíå çáóðåííÿ ñåðåäîâèùà. Ó õîä³ õâèëüîâîãî ïðîöåñó öå 
çáóðåííÿ (ôðîíò õâèë³) ïåðåì³ùóºòüñÿ â ñåðåäîâèù³. Îñê³ëüêè ôàçà âèçíà-
÷åíîãî ôðîíòó õâèë³ çàëèøàºòüñÿ ñòàëîþ:  (x,t) = const, òî çì³íà ôàçè, 
óíàñë³äîê ïðèðîñòó ÷àñó dt ³ ïðîñòîðîâî¿ êîîðäèíàòè dx (äèôåðåíö³àë 

                                        
* Àëüáåðò Ýéíøòåéí. Ñîáðàíèå íàó÷íûõ òðóäîâ. Ò. 4. — Ì.: Íàóêà, 1967. — 599 ñ.
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ôóíêö³¿  (x,t)), ïîâèííà äîð³âíþâàòè íóëþ: d = dt – kdx = 0. Öÿ óìîâà 
âèêîíóºòüñÿ, ÿêùî øâèäê³ñòü ïåðåì³ùåííÿ ôàçè (ôðîíòó õâèë³) ó á³æó÷³é 
õâèë³ äîð³âíþº ô  dx/dt =  /k. Áåðó÷è äî óâàãè ð³âí³ñòü k =  /c, îòðè-
ìóºìî, ùî ôàçîâà øâèäê³ñòü ïëîñêî¿ ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³ â ³äåàëüíîìó ñåðå-
äîâèù³ äîð³âíþº ñòàë³é ñ, òîáòî ô = ñ = ñonst.

Òàêèì ÷èíîì, â³äíîøåííÿ ÷àñòîòè  äî õâèëüîâîãî ÷èñëà k âèçíà÷àº 
ôàçîâó øâèäê³ñòü ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³. Öÿ ð³âí³ñòü, ïî ñóò³, º ³íøèì çàïèñîì 
äèñïåðñ³éíîãî ð³âíÿííÿ. ßê áà÷èìî, ôàçîâà øâèäê³ñòü ô äîð³âíþº ñòàë³é ñ
³, îòæå, íå çàëåæèòü â³ä ÷àñòîòè , ùî âêàçóº íà â³äñóòí³ñòü äèñïåðñ³¿ â 
íåñê³í÷åííîìó ³äåàëüíîìó ñåðåäîâèù³.

Äëÿ ãàðìîí³÷íèõ ïëîñêèõ õâèëü (äèâ. (5.4)) çì³íà ñòàíó ïàðàìåòð³â çâó-
êîâîãî ïîëÿ ó ïðîñòîð³ òàêîæ â³äáóâàºòüñÿ çà ãàðìîí³÷íèì çàêîíîì. Òîìó 
ðàçîì ç ÷àñîâèì ïåð³îäîì Ò ââîäÿòü ïîíÿòòÿ ïðîñòîðîâîãî ïåð³îäó , íà 
ÿêîìó ôàçà õâèë³ çì³íþºòüñÿ íà 2, à ïàðàìåòðè ñåðåäîâèùà äëÿ ïëîñêî¿ 
õâèë³ íàáóâàþòü òèõ ñàìèõ çíà÷åíü. Îòæå, ïðè ô³êñîâàíîìó ìîìåíò³ ÷àñó t
ìàºìî [ t – k(x + )] – [ t – kx] = 2 çâ³äêè k = 2, àáî

2 2
.

c c
cT

k f
 


                                (5.5)

Ðîçãëÿíåìî ³íø³ âëàñòèâîñò³ ïëîñêî¿ á³æó÷î¿ õâèë³. Çàïèøåìî òèñê ³ 
êîëèâàëüíó øâèäê³ñòü äëÿ õâèë³, ùî ïîøèðþºòüñÿ â äîäàòíîìó íàïðÿìêó 
îñ³ Îõ:

  exp ,p A i t kx  
1

.x

p k p
p

i x c


  


  


            (5.6)

Äëÿ õâèë³, ùî ïîøèðþºòüñÿ ó â³ä’ºìíîìó íàïðÿìêó îñ³ Îõ, ìàºìî x =
= –p/(c). Îñê³ëüêè p/y = p/z = 0, òî øâèäê³ñòü êîëèâàíü ÷àñòèíîê 
ñïðÿìîâàíà âçäîâæ îñ³ Ox, òîáòî â íàïðÿìêó ïîøèðåííÿ õâèë³. Òàêà õâèëÿ 
º ïîçäîâæíüîþ. Öå ö³ëêîì ïðèðîäíèé ðåçóëüòàò, îñê³ëüêè ùå ïðè âèâåäåíí³ 
õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ áóëà âèêëþ÷åíà ìîæëèâ³ñòü âçàºìîä³¿ ÷àñòèíîê ñåðå-
äîâèùà ïðè çñóâ³, à îòæå, ³ ìîæëèâ³ñòü ïîÿâè ïîïåðå÷íèõ õâèëü.

Ó äðóãîìó ðîçä³ë³ áóëî ââåäåíî ïîíÿòòÿ êîìïëåêñíîãî ìåõàí³÷íîãî îïî-
ðó Z, ùî õàðàêòåðèçóº ïðîòèä³þ ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè ïðèêëàäåí³é ñèë³. Àíà-
ëîã³÷íå ïîíÿòòÿ âèÿâëÿºòüñÿ êîðèñíèì ³ ïðè âèâ÷åíí³ âëàñòèâîñòåé õâèëü. 
Ïèòîìèì àêóñòè÷íèì îïîðîì ñåðåäîâèùà íàçèâàþòü âåëè÷èíó

 ,
n

p


                                           (5.7)

äå p òà n çàïèñàí³ ó êîìïëåêñí³é ôîðì³, òîáòî âèðàç (5.7) âèçíà÷àº â³äíî-
øåííÿ êîìïëåêñíèõ àìïë³òóä òèñêó ³ øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê. Ï³äñòàâëÿþ÷è 
(5.6) ó (5.7), âèçíà÷àºìî ïèòîìèé àêóñòè÷íèé îï³ð ñåðåäîâèùà äëÿ ïëîñêî¿ 
õâèë³, ùî ïîøèðþºòüñÿ â äîäàòíîìó íàïðÿìêó îñ³ Îõ:

 = ñ.                                           (5.8)

Â³äïîâ³äíî, äëÿ õâèë³, ùî ïîøèðþºòüñÿ ó â³ä’ºìíîìó íàïðÿìêó îñ³ Îõ,  
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 = –ñ. Äîáóòîê ñ º âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ñåðåäîâèùà, éîãî íàçè-
âàþòü õâèëüîâèì îïîðîì ñåðåäîâèùà.

Ñõîæ³ñòü âèçíà÷åíü ìåõàí³÷íîãî òà ïèòîìîãî àêóñòè÷íîãî îïîð³â ñïî-
íóêàº äî ïîä³áíîãî òëóìà÷åííÿ ¿õ ô³çè÷íîãî çì³ñòó, à ñàìå äî òîãî, ùîá 
ââàæàòè, ùî  õàðàêòåðèçóº ïðîòèä³þ ñåðåäîâèùà çâóêîâîìó òèñêó, ùî 
ïðèìóøóº ÷àñòèíêè ñåðåäîâèùà ðóõàòèñÿ. Òîä³, ÷èì á³ëüøå p òðåáà “ïðè-
êëàñòè”, ùîá îäåðæàòè ïîäàíå , òèì á³ëüøèì áóäå îï³ð . Â³ä òàêîãî ïî-
ÿñíåííÿ, íåçâàæàþ÷è íà éîãî çîâí³øíþ ïåðåêîíëèâ³ñòü, ñë³ä óòðèìàòèñÿ, 
îñê³ëüêè òèñê ³ êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü — ð³âíîïðàâí³ õàðàêòåðèñòèêè çâó-
êîâî¿ õâèë³. Â³ääàìî ïåðåâàãó ³íøîìó ïîÿñíåííþ. Ïðè ïîøèðåíí³ çâóêîâî¿ 
õâèë³ ðîáîòà, ùî çä³éñíþºòüñÿ ðóõîìèìè ÷àñòèíêàìè íàä íàéáëèæ÷èìè 
íåðóõîìèìè, âèçíà÷àºòüñÿ åíåðã³ºþ, ÿêà ïåðåäàºòüñÿ ïðè öüîìó íåðóõîìèì 
÷àñòèíêàì. Çã³äíî ç ïðèéíÿòîþ ìîäåëëþ ñåðåäîâèùà, ÿê ³äåàëüíî¿ ñòèñëè-
âî¿ ð³äèíè, îäåðæàíà åíåðã³ÿ ñêëàäàºòüñÿ ç ïîòåíö³àëüíî¿ òà ê³íåòè÷íî¿ 
åíåðã³é. Ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ ÅÏ = ð2/(2) çâ’ÿçàíà ç³ ñòèñëèâ³ñòþ ñåðåäî-
âèùà, ïðè÷îìó ÷èì á³ëüøà ïðóæí³ñòü ñåðåäîâèùà , òèì á³ëüø³ òèñêè íå-
îáõ³äí³ ïðè çàäàí³é åíåðã³¿ äëÿ ñòèñíåííÿ ñåðåäîâèùà. Ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ 

K
2
/ 2E  v  çâ’ÿçàíà ç³ øâèäê³ñòþ v òà ãóñòèíîþ , ïðè÷îìó ÷èì á³ëüøà 

³íåðö³éíà ïðîòèä³ÿ ñåðåäîâèùà êîëèâàííÿì (), òèì ìåíøå áóäå v. Òàêèì 
÷èíîì, â³äíîøåííÿ p/ òèì á³ëüøå, ÷èì á³ëüø³ ïðóæíà òà ³íåðö³éíà ïðîòèä³¿ 
ñåðåäîâèùà êîëèâàííÿì.

Äëÿ îð³ºíòóâàííÿ íàâåäåìî àêóñòè÷í³ ïàðàìåòðè ïîâ³òðÿ òà âîäè. Ïîâ³ò-
ðÿ:  = 1,24 êã  ì–3, ñ = 340 ì  ñ–1, ñ = 420 êã  ì–2  ñ–1. Âîäà:  = 1000 êã  ì–3, 
ñ = 1500 ì  ñ–1, ñ = 1,5  106 êã  ì–2  ñ–1.

Çâåðíåìî óâàãó ùå íà îäíó âàæëèâó îáñòàâèíó. Ïèòîìèé àêóñòè÷íèé 
îï³ð ñåðåäîâèùà äëÿ ïëîñêî¿ õâèë³ âèÿâëÿºòüñÿ ä³éñíîþ âåëè÷èíîþ. Öå 
íàñë³äîê çá³ãó ôàç òèñêó òà êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³. Êîìïëåêñíèé õàðàêòåð 
 ìàº ñâ³ä÷èòè ïðî íàÿâí³ñòü êóòà çñóâó ôàç ì³æ òèñêîì ³ êîëèâàëüíîþ 
øâèäê³ñòþ.

Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíèé âèïàäîê, êîëè òèñê ó ïëîñê³é õâèë³ çàëåæèòü â³ä 
òðüîõ ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò. Ó íàâåäåíîìó âèùå âèïàäêó (çàëåæíîñò³ 
òèñêó â³ä îäí³º¿ ïðîñòîðîâî¿ êîîðäèíàòè) ôàçîâèé ôðîíò ðóõàâñÿ âçäîâæ 
îñ³ Îõ. Âçàãàë³ ë³í³þ, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî ôðîíòó õâèë³, âçäîâæ ÿêî¿ ðó-
õàºòüñÿ ôðîíò õâèë³, íàçèâàþòü ïðîìåíåì. Õàðàêòåðèçóþ÷è õâèëüîâèé ïðî-
öåñ êàæóòü àáî ïðî ôðîíò á³æó÷î¿ õâèë³, àáî ïðî ïðîìåí³, âçäîâæ ÿêèõ 
ôðîíò õâèë³ ïîøèðþºòüñÿ. ßêùî ðóõ ôàçîâîãî ôðîíòó â³äáóâàºòüñÿ íå 
âçäîâæ îäí³º¿ ç êîîðäèíàòíèõ îñåé, òî éîãî øëÿõ âèçíà÷àºòüñÿ ñêàëÿðíèì 
äîáóòêîì âåêòîðà r, ùî âèçíà÷àº ïîëîæåííÿ áóäü-ÿêî¿ òî÷êè íà ïëîùèí³ 
ôðîíòó õâèë³, é âåêòîðà íîðìàë³ n äî ôðîíòó õâèë³ (ðèñ. 5.2). Ð³âí³ñòü rn = l
º ð³âíÿííÿì ïëîùèíè, ùî ÿâëÿº ñîáîþ õâèëüîâèé ôðîíò. Òàêèì ÷èíîì, 
øëÿõ ôàçîâîãî ôðîíòó ìîæíà çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿä³:

rn = cosx  x + cosy  y + cosz  z,                   (5.9)

äå õ, ó, z — êîîðäèíàòè âåêòîðà r; x, y, z — êóòè, ÿê³ óòâîðþº îäèíè÷íèé
âåêòîð n ç îñÿìè êîîðäèíàò Ox, Oy, Oz (íàãàäàºìî [8], ùî âèêîíóºòüñÿ
ñï³ââ³äíîøåííÿ ños2x + cos2y + cos2z = 1).
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ßêùî ôðîíò ïëîñêî¿ õâèë³ ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî ïëîùèíè õÎó, òî  = 0 
³ ôàçîâèé øëÿõ çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä äâîõ ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò õ ³ ó. Ó 
òàê³é ñèòóàö³¿ ãîâîðÿòü, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ òàê çâàíà ïëîñêà çàäà÷à. Îòæå 
(äèâ. ðèñ. 5.3, äå õ = ),

rn = x cos + y cos(/2 – ) = x cos + y sin.               (5.10)

Çàïèøåìî âèðàç ïëîñêî¿ õâèë³, ùî ðóõàºòüñÿ ó äîâ³ëüíîìó íàïðÿìêó:

p(r,t) = a cos(t – knr) = a cos(t – kr).           (5.11)

Âåêòîð k = kn íàçèâàþòü õâèëüîâèì âåêòîðîì. Éîãî íàïðÿìîê çá³ãàºòüñÿ ç 
âåêòîðîì n, à ìîäóëü k äîð³âíþº õâèëüîâîìó ÷èñëó k. Êîîðäèíàòè âåêòîðà 
k = (kx, ky, kz) — öå éîãî ïðîåêö³¿ íà â³äïîâ³äí³ êîîðäèíàòí³ îñ³. Ïåðåïè-
øåìî âèðàç äëÿ õâèë³ òèñêó (5.11), âèêîðèñòàâøè êîîðäèíàòíó ôîðìó çà-
ïèñó ñêàëÿðíîãî äîáóòêó kr:

p(x,y,z,t) = a cos(t – kxx – kyy – kzz).                  (5.12)

Ïðè ïîøèðåíí³ õâèëÿ çàëèøàº íà êîîðäèíàòíèõ îñÿõ àáî êîîðäèíàòíèõ 
ïëîùèíàõ òàê çâàíèé ñë³ä. Íàïðèêëàä, çã³äíî ç (5.12) ñë³ä íà îñ³ Îõ ìàº âè-
ãëÿä p(x, 0, 0, t) = a cos(t – kxx), éîãî ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê îäíîâèì³ðíó 
õâèëþ, ùî ïîøèðþºòüñÿ âçäîâæ îñ³ Îõ. Õâèëüîâå ÷èñëî ñë³äó kx = k cosx —
ïðîåêö³ÿ õâèëüîâîãî âåêòîðà k íà â³ñü Ox. Ó öüîìó âèïàäêó ôàçîâà øâèä-
ê³ñòü ñë³äó ñòàíîâèòü

ф .
cos cosx x x

c
k k
 


 

  x                          (5.13)

Àíàëîã³÷íî ñë³ä õâèë³ íà áóäü-ÿê³é êîîðäèíàòí³é ïëîùèí³, íàïðèêëàä 
ïëîùèí³ x = 0, p(0, y, z, t) = a cos(t – kyy – kzz), ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê äâî-
âèì³ðíó á³æó÷ó õâèëþ íà ïëîùèí³ õ = 0. ×àñîâà çàëåæí³ñòü âñ³õ ñë³ä³â òàêà 
ñàìà, ÿê ³ ó âèõ³äí³é õâèë³ (5.12), àëå õâèëüîâ³ âåêòîðè ñë³ä³â ð³çí³: âîíè 
âèçíà÷àþòüñÿ ïðîåêö³ÿìè õâèëüîâîãî âåêòîðà âèõ³äíî¿ õâèë³ (5.11) íà â³ä-
ïîâ³äí³ îñ³ àáî ïëîùèíè. Òàê, õâèëüîâå ÷èñëî ñë³äó íà îñ³ Îõ º kx = kcosx, 
à íà ïëîùèí³ õ = 0 ìàºìî

Ðèñ. 5.2. Ä³ëÿíêà ôðîíòó ïëî-
ñêî¿ á³æó÷î¿ õâèë³ ó íàïðÿì-
êó âåêòîðà n

Ðèñ. 5.3. Ôðîíò ïëîñêî¿ õâè-
ë³ (ïëîñêà çàäà÷à)                
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2 2 2 2 2 2 2 2cos cos (1 cos ) sin .y z y z x xk k k k k k        

Â³äïîâ³äíà ôàçîâà øâèäê³ñòü ñë³äó íà ïëîùèí³ x = 0 äîð³âíþº ô 

.
sin sinx x

c
k

 

  ßêùî x = 0, òîáòî ôðîíò õâèë³ (5.12) ïàðàëåëüíèé ïëî-

ùèí³ x = 0, òî ôàçîâà øâèäê³ñòü ñë³äó ô = ; ÿêùî  = 90, òóò ôðîíò õâèë³
(5.12) ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî ïëîùèíè õ = 0, òî ô = ñ. 

Îñê³ëüêè õâèëüîâå ÷èñëî âèçíà÷àº øâèäê³ñòü çì³íè ôàçè âçäîâæ ïðî-
ñòîðîâî¿ êîîðäèíàòè, òî ìîæíà òàêîæ ãîâîðèòè ³ ïðî äîâæèíó õâèë³ ñë³äó. 

Íàïðèêëàä, äëÿ ñë³äó íà îñ³ Îõ p(x,0,0,t) = a cos(t – kxx) ìàºìî x 
2

xk



2
,

cos cosx xk
 
 

   äå  = 2/k — äîâæèíà õâèë³ (5.12). Âçàãàë³ ñë³ä õâèë³ 

ìîæíà âèçíà÷èòè íà áóäü-ÿê³é ïëîùèí³, ùî ïåðåòèíàº ïðîñò³ð, â ÿêîìó 
ïîøèðþºòüñÿ õâèëÿ.

Ïðîâåäåíèé àíàë³ç äîçâîëÿº çàçíà÷èòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ñë³äó ãàð-
ìîí³÷íî¿ ïëîñêî¿ õâèë³ âèêîíóþòüñÿ òàê³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ õàðàêòåðè-
ñòèêàìè âèõ³äíî¿ õâèë³ ³ ñë³äó:

1) äîâæèíà õâèëüîâîãî âåêòîðà ñë³äó kñë íå á³ëüøà çà äîâæèíó õâèëüî-
âîãî âåêòîðà âèõ³äíî¿ õâèë³ k, àäæå kñë º ïðîåêö³ºþ k íà ïëîùèíó ñë³äó;

2) ôàçîâà øâèäê³ñòü ³ äîâæèíà õâèë³ ñë³äó íå ìåíø³ çà ôàçîâó øâèä-
ê³ñòü ³ äîâæèíó õâèë³ ó âèõ³äí³é õâèë³.

Ðîçãëÿíåìî åíåðãåòè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè õâèë³. Äëÿ á³æó÷î¿ ïëîñêî¿ õâèë³ 
òèñê ³ êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü çâ’ÿçàí³ ïðîñòèì ñï³ââ³äíîøåííÿì p/ = c. Çâ³ä-
ñè çã³äíî ç (4.44) äëÿ ãóñòèíè ê³íåòè÷íî¿ òà ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³é ìàºìî ÅÊ = 
= ÅÏ, à ãóñòèíó ïîâíî¿ åíåðã³¿ ó çâóêîâ³é ïëîñê³é õâèë³ ìîæíà âèçíà÷èòè òàê:

2
2

2
.

p
E

c



  v                               (5.15)

Ó ïëîñê³é õâèë³, ùî ïîøèðþºòüñÿ â íàïðÿìêó âåêòîðà n, çàïèøåìî âåê-
òîð ãóñòèíè ïîòóæíîñò³

 
2

2 .n

p
p c Ec

c



   W v n n n                   (5.16)

Íàïðÿìîê âåêòîðà W çá³ãàºòüñÿ ç íàïðÿìêîì ïîøèðåííÿ õâèë³, à éîãî ìî-
äóëü äîð³âíþº ãóñòèí³ åíåðã³¿, ïîìíîæåí³é íà øâèäê³ñòü õâèë³, òîáòî W = 
= Wn = Ec. ²íøèìè ñëîâàìè, åíåðã³ÿ ó ïëîñê³é õâèë³ ïåðåíîñèòüñÿ â ñåðå-
äîâèù³ ç³ øâèäê³ñòþ çâóêó. Öå çóìîâëåíî â³äñóòí³ñòþ çñóâó ôàç ì³æ òèñêîì 
òà êîëèâàëüíîþ øâèäê³ñòþ, ùî ïðèâîäèòü äî â³äñóòíîñò³ ðåàêòèâíî¿ ñêëà-
äîâî¿ â ïîòîö³ ïîòóæíîñò³ (4.50). Îòæå, ó ïëîñê³é õâèë³ âñÿ åíåðã³ÿ, ïðè-
òàìàííà ðóõîìèì ÷àñòèíêàì, ïåðåäàºòüñÿ íåðóõîìèì, ùî ³ â³äîáðàæóºòüñÿ 
ñï³ââ³äíîøåííÿì (5.16).

Íàðåøò³, çàïèøåìî ôîðìóëó äëÿ ñåðåäíüîãî ïîòîêó ïîòóæíîñò³ (³íòåí-
ñèâíîñò³) ó ïëîñê³é õâèë³. Çã³äíî ç (4.52) ïîêëàâøè  = 0, ìàºìî ìàêñèìà-
ëüíî ìîæëèâå çíà÷åííÿ ³íòåíñèâíîñò³
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2 2
0 0 0 0 ,
2 2 2n

p p
I c

c
 




                                 (5.17)

äå p0 òà 0 — àìïë³òóäè òèñêó òà êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê ñåðåäîâè-
ùà ó ïëîñê³é õâèë³.

5.3. Ïîãëèíàííÿ çâóêó

Ïðè ïîøèðåíí³ çâóêîâî¿ õâèë³ â ³äåàëüíîìó îäíîð³äíîìó ñåðå-
äîâèù³ çìåíøåííÿ ³íòåíñèâíîñò³ çâóêó çóìîâëåíå ðîçøèðåííÿì õâèëüîâîãî 
ôðîíòó (çãàäàéìî êðóãîâ³ õâèë³ íà ïîâåðõí³ îçåðà â³ä êèíóòîãî êàì³íöÿ). Ó 
ðåàëüíîìó ñåðåäîâèù³ â³äáóâàºòüñÿ òàêîæ çãàñàííÿ çâóêó óíàñë³äîê éîãî 
ïîãëèíàííÿ, òîáòî ïåðåõîäó çâóêîâî¿ åíåðã³¿ â òåïëîâó. Òàê³ ïðîöåñè â ô³-
çèö³ íàçèâàþòü äèñèïàòèâíèìè (â³ä ëàòèíñüêîãî ñëîâà dissipatus — ðîçêèäà-
íèé) ³ ïðî ñåðåäîâèùå êàæóòü ÿê ïðî ñåðåäîâèùå ç äèñèïàö³ºþ. 

Ïèòàííÿ ïðî ìîæëèâ³ñòü íåõòóâàííÿ ïîãëèíàííÿì ñë³ä âèð³øóâàòè â 
êîæíîìó êîíêðåòíîìó âèïàäêó ïî-ð³çíîìó — çàãàëüíîãî êðèòåð³þ òóò íå-
ìàº. Â³äïîâ³äü çàëåæèòü ³ â³ä ñàìî¿ ïîñòàíîâêè çàäà÷³ äîñë³äæóâàíîãî ÿâè-
ùà, ³ â³ä íåîáõ³äíî¿ òî÷íîñò³ ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ çàäà÷³. Ïðèðîäà ïîãëèíàííÿ 
çâóêó äîñèòü ñêëàäíà, îñê³ëüêè âèçíà÷àºòüñÿ ìîëåêóëÿðíîþ ñòðóêòóðîþ ðå-
÷îâèíè ñåðåäîâèùà, ³ äîñë³äæåííÿ öèõ ÿâèù âèõîäèòü çà ìåæ³ íàøî¿ êíè-
ãè. Çàçíà÷èìî ò³ëüêè, ùî äèñèïàòèâí³ ñèëè, ÿê³ âèíèêàþòü ó ðåàëüíîìó 
ñåðåäîâèù³ ïðè ïîøèðåíí³ õâèë³, ïðàêòè÷íî çàâæäè ìàë³ ïîð³âíÿíî ç³ çâó-
êîâèì òèñêîì. Íàïðèêëàä, íà ÷àñòîò³ 3ÌÃö äèñèïàòèâí³ ñèëè ó âîä³ ñòà-
íîâëÿòü ò³ëüêè îäíó òðüîõñîòòèñÿ÷íó â³ä ïðóæíîãî òèñêó [20, ñ. 389]. Ïðîòå 
ä³ÿ äèñèïàòèâíèõ ñèë íàêîïè÷óºòüñÿ â ïðîöåñ³ ïîøèðåííÿ õâèë³, îòæå, ðà-
íî ÷è ï³çíî âñÿ åíåðã³ÿ õâèë³ ïåðåõîäèòü ó òåïëî ³ õâèëÿ ïîñò³éíî çãàñàº. 

Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî çãàñàííÿ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü â³äáóâàºòüñÿ çà åê-
ñïîíåíö³àëüíèì çàêîíîì [20, ñ. 390]. Ïîçíà÷èìî ãóñòèíó çâóêîâî¿ åíåðã³¿ 
÷åðåç Å. Òîä³ ïîòóæí³ñòü, ÿêà ïîãëèíàºòüñÿ â îäèíèö³ îá’ºìó ñåðåäîâèùà 
ñòàíîâèòü –dE/dt. Âîíà äîð³âíþº ïîòóæíîñò³ äèñèïàòèâíèõ ñèë ó öüîìó 
îá’ºì³, òîáòî äîáóòêó öèõ ñèë íà â³äïîâ³äíó øâèäê³ñòü äåôîðìàö³¿ îá’ºìó. 
Ó ãàðìîí³÷í³é õâèë³ îáèäâ³ ö³ âåëè÷èíè ïðîïîðö³éí³ àìïë³òóä³ çâóêîâîãî 
òèñêó. Îòæå, âåëè÷èíà –dE/dt ïðîïîðö³éíà êâàäðàòó àìïë³òóäè òèñêó ó 
õâèë³. Àëå ãóñòèíà åíåðã³¿ Å ó õâèë³ òàêîæ ïðîïîðö³éíà êâàäðàòó àìïë³òóäè 
òèñêó, òîìó îáèäâ³ âåëè÷èíè ïðîïîðö³éí³ îäíà îäí³é. Ïîçíà÷àþ÷è êî-
åô³ö³ºíòè ïðîïîðö³éíîñò³ ÷åðåç 2, ìàºìî –dE/dt = 2E, çâ³äêè ïðîâîäÿ÷è 
³íòåãðóâàííÿ, çíàõîäèìî åêñïîíåíö³àëüíèé çàêîí çãàñàííÿ ó ÷àñ³:

E(t) = E0 exp(–2t),                             (5.18)

äå E0 — ãóñòèíà çâóêîâî¿ åíåðã³¿ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò t = 0. Çðîçóì³ëî, ùî 
àìïë³òóäà òèñêó òàêîæ çìåíøóºòüñÿ çà åêñïîíåíö³àëüíèì çàêîíîì 

p(t) = p0 exp(–t),                              (5.19)

äå ð0 — àìïë³òóäà òèñêó ïðè t = 0.
Çà òèì æå çàêîíîì çìåíøóºòüñÿ øâèäê³ñòü ³ ïðèñêîðåííÿ ÷àñòèíîê ñå-

ðåäîâèùà.
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²ç ôîðìóëè (5.18) âèçíà÷èìî âåëè÷èíó

1
,

2
dE

E dt
                                        (5.20)

ÿêó íàçèâàþòü ÷àñîâèì êîåô³ö³ºíòîì çãàñàííÿ çà àìïë³òóäîþ (êîåô³ö³ºíò 
çãàñàííÿ çà åíåðã³ºþ äîð³âíþº 2). Éîãî ðîçì³ðí³ñòü çá³ãàºòüñÿ ç ðîçì³ðí³ñ-
òþ ÷àñòîòè: , ñ–1.

²ç (5.19) áà÷èìî, ùî çà 1 ñ àìïë³òóäà õâèë³ çìåíøóºòüñÿ ÿê exp(–). Çà 
öåé ÷àñ õâèëÿ ïðîá³ãàº â³äñòàíü c. Ç öüîãî âèïëèâàº, ùî â ïëîñê³é õâèë³ 
àìïë³òóäà çìåíøóºòüñÿ ç â³äñòàííþ çà çàêîíîì 

p(x) = p0 exp(–x/c) = p0 exp(–x),                   (5.21)

äå p0 — àìïë³òóäà òèñêó â ïî÷àòêîâ³é òî÷ö³ x = 0. Âåëè÷èíó

1
2

dE
c cE dt


                                   (5.22)

íàçèâàþòü ïðîñòîðîâèì êîåô³ö³ºíòîì çãàñàííÿ. Éîãî ðîçì³ðí³ñòü òàêà ñàìà, 
ÿê ³ ó õâèëüîâîãî ÷èñëà: , ì–1.

Çàçíà÷èìî, ùî çã³äíî ç âëàñòèâ³ñòþ åêñïîíåíö³àëüíî¿ ôóíêö³¿ íà äåÿê³é 
äîâæèí³ ïðîá³ãó õâèë³ õ, ïîãëèíàºòüñÿ, íåçàëåæíî â³ä â³äñòàí³ õ äî ïî÷àò-
êîâî¿ òî÷êè, îäíàêîâà ê³ëüê³ñòü åíåðã³¿. Ä³éñíî, â³äíîøåííÿ 

    
   0 0

0
0

exp exp
1 exp

exp

p x p x x
p x

p x

 




    
   


      (5.23)

çàëèøàºòüñÿ ñòàëîþ âåëè÷èíîþ, íå çàëåæèòü â³ä â³äñòàí³ x , ³ âèçíà÷àºòüñÿ 
êîåô³ö³ºíòîì çãàñàííÿ . 

Óðàõóâàííÿ åôåêòó ïîãëèíàííÿ ïðè ïîøèðåíí³ ïëîñêî¿ ãàðìîí³÷íî¿ 
õâèë³ ìîæíà ïðîâåñòè äîñèòü ôîðìàëüíî. ×àñîâèé êîåô³ö³ºíò çãàñàííÿ â³ä-
ïîâ³äàº òàê³é ñèòóàö³¿: íåõàé ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t = 0 ó ñåðåäîâèù³ 
ñòâîðåíà á³æó÷à õâèëÿ ç ðîçïîä³ëîì òèñêó p0 exp(ikx). Òîä³ ç ÷àñîì õâèëÿ 
áóäå çì³íþâàòèñü çà çàêîíîì

p = p0 exp(–t – it + ikx).                           (5.24)

Òàêèé ñàìî êîåô³ö³ºíò âèçíà÷àº ïîâåä³íêó ñòîÿ÷èõ õâèëü, âèçíà÷åíèõ ó ïî-
÷àòêîâèé ìîìåíò, íàïðèêëàä, ó âèãëÿä³ p0 cos(kx):

p = p0 cos(kx)exp(–t – it).                         (5.25)

Çã³äíî ç (5.24) ³ (5.25) â îáîõ âèïàäêàõ ìîæíà ôîðìàëüíî âèçíà÷èòè ÷àñòî-
òó ÿê êîìïëåêñíó âåëè÷èíó: i    , òîáòî

   0 0exp ( ) exp ,p p i i t ikx p i t ikx        

   0 0cos( ) exp ( ) cos( ) exp .p p kx i i t p kx i t                (5.26)

Çðîçóì³ëî, ùî êîìïëåêñíîþ áóäå ³ øâèäê³ñòü ïëîñêî¿ õâèë³:

1
i

ñ c i c i
k k k
    


        

 

 ,k
c
  

 
             (5.27)
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äå ä³éñíà ÷àñòèíà ñ  âèçíà÷àº ôàçîâó øâèäê³ñòü ïëîñêî¿ õâèë³ ô = ñ, à óÿâ-
íà — çãàñàííÿ. 

Ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ óÿâíîþ ³ ä³éñíîþ ÷àñòèíàìè êîìïëåêñíî¿ ÷àñòîòè 
i     âçàãàë³ çàëåæèòü â³ä ÷àñòîòè . ßêùî âåëè÷èíà  äëÿ äàíî¿ ÷àñ-

òîòè  âèçíà÷åíà äëÿ ïëîñêî¿ õâèë³, òî ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ òèì æå çíà-
÷åííÿì êîìïëåêñíî¿ ÷àñòîòè   çàì³ñòü  ³ äëÿ âñ³õ ³íøèõ çàäà÷ ç ïî÷àòêî-
âèìè óìîâàìè, íàïðèêëàä, äëÿ âëàñíèõ êîëèâàíü äåÿêîãî îá’ºìó ð³äèíè â 
ïîñóäèí³ ³ ò. ï. 

Ïðîñòîðîâèé êîåô³ö³ºíò çãàñàííÿ â³äïîâ³äàº ïëîñê³é õâèë³, ùî óòâîðþ-
ºòüñÿ, íàïðèêëàä, çàâäÿêè êîëèâàííÿì äèñêà (ðèñ. 5.1). Ïðè àìïë³òóä³ òèñ-
êó p0 íà äèñêó, ùî ðîçì³ùåíèé ó òî÷ö³ x = 0, õâèëÿ, ÿêà âèïðîì³íþºòüñÿ, 
ìàº âèãëÿä 

p = p0 exp(–it + ikx – x).                          (5.28)

Ó öüîìó ðàç³ õâèëüîâå ÷èñëî ìîæíà ââàæàòè êîìïëåêñíèì, à ñàìå k
 k i , äå ä³éñíà ÷àñòèíà k  âèçíà÷àº ôàçîâó øâèäê³ñòü ïëîñêî¿ õâèë³, à 

óÿâíà — çãàñàííÿ. Îòæå, âèðàç (5.28) çàïèøåìî òàê:

   0 0exp ( ) exp .p p i t i k i x p i t ikx                  (5.29)

Öå êîìïëåêñíå õâèëüîâå ÷èñëî k  ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ïðè äîñë³äæåíí³ 
³íøèõ çàäà÷ ïðî âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó. 

Êîåô³ö³ºíò çãàñàííÿ çâóêó â ñåðåäîâèùàõ âèì³ðþþòü àáî çà ïðîñòîðî-
âèì, àáî çà ÷àñîâèì çãàñàííÿì çâóêó. Âèá³ð ñïîñîáó çàëåæèòü â³ä âåëè÷èíè 
çãàñàííÿ. Íà âèñîêèõ ÷àñòîòàõ, äå ïîãëèíàííÿ çâóêó äîñèòü çíà÷íå, âèçíà-
÷àþòü ïðîñòîðîâèé êîåô³ö³ºíò çãàñàííÿ. Äëÿ öüîãî âèì³ðþþòü àìïë³òóäó 
òèñêó ó äâîõ òî÷êàõ íà â³äñòàí³ l óçäîâæ ë³í³¿ ïîøèðåííÿ ïëîñêî¿ õâèë³. ²ç 
ôîðìóëè (5.29) ïðîñòîðîâèé êîåô³ö³ºíò çãàñàííÿ âèðàæàºòüñÿ çà äîïîìî-
ãîþ àìïë³òóäè òèñêó p1 ³ p2 ó öèõ òî÷êàõ ³ â³äñòàíü l ì³æ òî÷êàìè: 

1

2

1
ln

p

l p
  . 

Òàêèé ñïîñ³á íåïðèéíÿòíèé äëÿ íèçüêèõ ÷àñòîò ³ ñëàáêî ïîãëèíàëüíèõ 
ð³äèí, êîëè äëÿ äîñòàòíüî òî÷íîãî âèì³ðþâàííÿ òðåáà áðàòè âåëèêó â³ä-
ñòàíü l. Ó öèõ âèïàäêàõ âèì³ðþþòü ÷àñîâèé êîåô³ö³ºíò çàòóõàííÿ   ðåçî-
íàíñíèõ êîëèâàíü (ñòîÿ÷èõ õâèëü) ó ïîñóäèí³. Òóò ñë³ä âðàõîâóâàòè ïîãëè-
íàííÿ ñò³íêàìè ïîñóäèíè ïðè â³äáèòò³ õâèëü, ³íàêøå îòðèìàºìî ðåçóëüòàò 
âèì³ðþâàííÿ êîåô³ö³ºíòà çãàñàííÿ á³ëüøèì, í³æ â³í º íàñïðàâä³.

Äëÿ ãàç³â ³ ð³äèí òåîðåòè÷í³ ³ åêñïåðèìåíòàëüí³ äîñë³äæåííÿ âêàçóþòü 
íà çá³ëüøåííÿ êîåô³ö³ºíòà ïîãëèíàííÿ ç ÷àñòîòîþ, ÿêó â ïåâíèõ ìåæàõ 
ìîæíà îö³íèòè ÿê êâàäðàòè÷íó çàëåæí³ñòü. Òàêà çàëåæí³ñòü ïðèçâîäèòü äî 
òîãî, ùî ïðè ïîøèðåíí³ â ðåàëüíîìó ñåðåäîâèù³ ñêëàäíîãî çâóêîâîãî ñèã-
íàëó ïåðøèìè çãàñàþòü âèù³ ãàðìîí³êè, â òîé ÷àñ ÿê çâóêè íèçüêî¿ ÷àñòîòè 
ïîøèðþþòüñÿ ç ïîð³âíÿíî ìàëèì çãàñàííÿì. Íàïðèêëàä, ó âåëèêîìó êîí-
öåðòíîìó çàë³ ÿñíî â³ä÷óâàºòüñÿ çá³äíåííÿ òåìáðó ñêðèïêè (öå â³äíîñíî 
âèñîêî÷àñòîòíèé ìóçè÷íèé ³íñòðóìåíò), ÿêùî ïåðåéòè ç ïåðøèõ ðÿä³â ïàð-
òåðó â ê³íåöü çàëó. Äðóãèì ïðèêëàäîì ç àðõ³òåêòóðíî¿ àêóñòèêè º çâó÷àííÿ 
ìóçè÷íîãî ôðàãìåíòà â çàë³ ç âåëèêèì ÷àñîì ðåâåðáàö³¿, ñêàæ³ìî áëèçüêî 10 ñ.
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(×àñ ðåâåðáàö³¿ — öå ÷àñîâèé ïðîì³æîê çà ÿêèé â ïðèì³ùåíí³ ï³ñëÿ âèìê-
íåííÿ äæåðåëà åíåðã³ÿ çâóêó çìåíøóºòüñÿ â 106 ðàç³â.) Öå ìîæå áóòè öåð-
êîâíå ïðèì³ùåííÿ àáî âåëèêèé çàë äëÿ îðãàííî¿ ìóçèêè. Òóò ñëóõà÷ â³ä-
÷óâàº çì³íó òåìáðó çâóêà: ñïî÷àòêó çãàñàþòü âèñîêî÷àñòîòí³ çâóêè, à íèçüê³ 
÷àñòîòè ïðîäîâæóþòü çâó÷àòè. Öå ñïðè÷èíÿº ñèëüíå âðàæåííÿ íàâ³òü íà 
ëþäèíó, ÿêà íå ìàº ìóçè÷íîãî ñëóõó.

5.4. Ïðèíöèï ñóïåðïîçèö³¿

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçä³ë³ áóëà îòðèìàíà ïîâíà ñèñòåìà ð³âíÿíü 
àêóñòèêè. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó öå íåë³í³éí³ ð³âíÿííÿ, àëå ïðîöåäóðà ë³íå-
àðèçàö³¿ äîçâîëèëà îòðèìàòè ë³í³éí³ ð³âíÿííÿ äëÿ àêóñòè÷íèõ õâèëü. Ãî-
ëîâíà îñîáëèâ³ñòü ë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ ïîëÿãàº ó òîìó, ùî êîëè 1 òà 2 —
äâà ÷àñòèííèõ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ, òî 3 = à11 + à22, äå à1, à2 — ñòàë³ âå-
ëè÷èíè, òàêîæ º ðîçâ’ÿçêîì öüîãî ð³âíÿííÿ. Äëÿ íåë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ, ÿê 
ïðàâèëî, 3 — íå áóäå ðîçâ’ÿçêîì. Òå, ùî áóäü-ÿêà ë³í³éíà êîìá³íàö³ÿ 
ðîçâ’ÿçê³â ë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ òàêîæ º ðîçâ’ÿçêîì íàäàíîãî ë³í³éíîãî ð³â-
íÿííÿ ³ º ïðèíöèï ñóïåðïîçèö³¿.

Ñòîñîâíî àêóñòè÷íèõ õâèëü öå îçíà÷àº, ùî ïðè ïîøèðåíí³ ó ïðîñòîð³ ê³ëü-
êîõ õâèëü, çàãàëüíèé òèñê àáî çàãàëüíà êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü âèçíà÷àºòüñÿ ÿê 
äîäàâàííÿ â³äïîâ³äíèõ âåëè÷èí â ñêëàäîâèõ õâèëÿõ. Çðîçóì³ëî, ùî äëÿ òèñêó 
ìîâà éäå ïðî äîäàâàííÿ ñêàëÿðíèõ âåëè÷èí, à ó âèïàäêó êîëèâàëüíî¿ øâèä-
êîñò³ — âåêòîðíèõ âåëè÷èí. Ïðîòå åíåðãåòè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè â ïîä³áí³é ñè-
òóàö³¿ íå ìîæóòü áóòè îäåðæàí³ äîäàâàííÿì îêðåìèõ ñêëàäîâèõ. Íàïðèêëàä, 
íåõàé äâ³ ïëîñê³ õâèë³ ïîøèðþþòüñÿ âçäîâæ îñ³ Îõ â îäíîìó íàïðÿìêó. Ãóñ-
òèíà ïîòîêó ïîòóæíîñò³ â öèõ õâèëÿõ ñòàíîâèòü 1xW 2

1 1 1x xp c    ³ 2xW 
2

2 2 2 .x xp c    Òîä³ ñóìàðíó ãóñòèíó ïîòîêó ïîòóæíîñò³ ìîæíà âèçíà÷èòè 
òàê:

    2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) 2 .x x x x x x x x xW p p c W W c                  (5.30)

ßê áà÷èìî, òóò ïðèíöèï ñóïåðïîçèö³¿ íå çàñòîñîâóºòüñÿ. Ó îñòàííüîìó âè-
ðàç³ ç’ÿâèâñÿ äîäàíîê 1 22 x xc   , ÿêèé ìîæå áóòè àáî äîäàòíèì, àáî â³ä’ºì-
íèì. ßê âèíÿòîê, ãóñòèíà ïîòîêó ïîòóæíîñò³ äâîõ ïëîñêèõ á³æó÷èõ õâèëü, 
ùî ïðÿìóþòü íàçóñòð³÷ îäíà îäí³é, çàâæäè äîð³âíþº ð³çíèö³ ãóñòèí ïîòîê³â 
ïîòóæíîñòåé öèõ õâèëü, òîáòî ïðèíöèï ñóïåðïîçèö³¿ ïðàöþº. Ñïðàâä³,

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( )( ) ( )( ) .x x x x x x x x xW p p c W W                  (5.31)

Ïðèíöèï ñóïåðïîçèö³¿ º ïîòóæíèì ³íñòðóìåíòîì ó ðîçâ’ÿçàíí³ òàêîãî 
âàæëèâîãî ïèòàííÿ, ÿê çàäîâîëåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ. Ïîÿñíèìî öå íà òàêî-
ìó ïðèêëàä³: íåõàé ìàºìî äâ³ ïëîñê³ á³æó÷³ õâèë³ p1 = Aexp(–i(t –kx cos–
–ky sin)) òà p2 = A exp(–i(t – kx cos + ky sin)). Íà ðèñ. 5.4 ïîêàçàíî íà-
ïðÿìîê õâèëüîâèõ âåêòîð³â k1 = (k cos, k sin) òà k2 = (k cos, –k sin), óç-
äîâæ ÿêèõ ðóõàþòüñÿ ôðîíòè ïëîñêèõ õâèëü ð1 òà ð2 ç³ øâèäê³ñòþ ñ. Ðîç-
â’ÿçêîì õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ áóäå ñóïåðïîçèö³ÿ öèõ õâèëü:

  3 1 2 2 exp cos cos( sin ).p p p A i t kx ky                  (5.32)
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Ðèñ. 5.4. Íàïðÿìêè õâèëüîâèõ âåêòîð³â
k1 ³ k2

Âèíèêàº ïèòàííÿ: ùî æ ÿâëÿº ñîáîþ õâèëÿ ð3. Çã³äíî ç (5.32) — öå õâèëÿ, 
ùî á³æèòü óçäîâæ îñ³ Îõ, ïðè÷îìó õâèëüîâå ÷èñëî k cos = kx º ïðîåêö³ÿ 
õâèëüîâîãî âåêòîðà k1 àáî k2 íà â³ñü Ox. Âèçíà÷èìî ôàçîâó øâèäê³ñòü ðóõó 
õâèë³ âçäîâæ îñ³ Ox. Îñê³ëüêè фcos / xk    , òî ôàçîâà øâèäê³ñòü õâèë³ 

âçäîâæ îñ³ Îõ âèçíà÷àºòüñÿ òàê:

ф .
cos cosx

c
k

 

                               (5.33)

Óçäîâæ îñ³ Îó óòâîðþºòüñÿ ñòîÿ÷à õâèëÿ. Ó í³é ìîæíà âèä³ëèòè ë³í³¿, 
âçäîâæ ÿêèõ òèñê ð3 äîð³âíþº íóëþ. Ö³ ë³í³¿ âèçíà÷àþòüñÿ ð³âíÿííÿì

sin ,
2ny k n


     
 

n = 0,1,2,…                    (5.34)

Íà ðèñ. 5.5 çîáðàæåíî ïîâåðõí³ íóëüîâîãî òèñêó ó ïîë³ õâèë³ ð3. Çã³äíî ç 
(5.34) ³ñíóº ñóêóïí³ñòü ïàðàëåëüíèõ îñ³ Îõ ë³í³é, âçäîâæ ÿêèõ òèñê ð3

äîð³âíþº íóëþ.
Òàêèì ÷èíîì, ñóïåðïîçèö³ÿ äâîõ õâèëü äàëà çìîãó îäåðæàòè õâèëþ, 

ùî ïîøèðþºòüñÿ ì³æ äâîìà ïàðàëåëüíèìè àêóñòè÷íî ì’ÿêèìè ïîâåðõ-
íÿìè (êîîðäèíàòè –y0 òà y0), àáî, ³íøèìè ñëîâàìè, áóëè çàäîâîëåí³ âè-
ìîãè ãðàíè÷íî¿ óìîâè íà àêóñòè÷íî ì’ÿê³é ïîâåðõí³ (òîáòî òèñê äî-
ð³âíþº íóëþ). Ùå îäíèì âàæëèâèì çàñòîñóâàííÿì ïðèíöèïó ñóïåðïî-
çèö³¿ º ìîæëèâ³ñòü çîáðàæåííÿ õâèë³ ó âèãëÿä³ ñóìè àáî ³íòåãðàëà ³íøèõ 
õâèëü, ÿê³ ïðîñò³øå âèâ÷àòè, í³æ âèõ³äíó õâèëþ. Äàë³ áóäåìî öå âèêîðè-
ñòîâóâàòè.

Ðèñ. 5.5. Ïðèêëàä ïîâåðõí³ 
íóëüîâîãî òèñêó ó õâèë³ p3
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Íà çàê³í÷åííÿ ïàðàãðàôà ùå ðàç ï³äêðåñëèìî, ùî ïðèíöèï ñóïåðïî-
çèö³¿ ñïðàâåäëèâèé ó ò³é æå ì³ð³, ç ÿêîþ âèêîíàíà ë³íåàðèçàö³ÿ ð³âíÿíü àêó-
ñòèêè äëÿ çâóêîâèõ õâèëü. Äëÿ çâóê³â âåëèêî¿ àìïë³òóäè ïðèíöèï ñóïåðïî-
çèö³¿ íåïðèäàòíèé.

5.5. Â³äáèòòÿ òà ïðîíèêíåííÿ çâóêó
íà ìåæ³ ïîä³ëó äâîõ àêóñòè÷íèõ ñåðåäîâèù

Ó öüîìó ïàðàãðàô³ ðîçãëÿíåìî äóæå âàæëèâó, ç òî÷êè çîðó òå-
îð³¿ ³ ïðàêòèêè, çàäà÷ó ïðî âçàºìîä³þ çâóêîâî¿ õâèë³ ç ìåæåþ ïîä³ëó äâîõ 
ñåðåäîâèù.

5.5.1. Ïîñòàíîâêà ³ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³

Íåõàé äâà ñåðåäîâèùà, ùî ÿâëÿþòü ñîáîþ ³äåàëüíó ñòèñëèâó 
ð³äèíó, ïîä³ëåí³ ïëîñêîþ ìåæåþ x = 0 (ðèñ. 5.6). Ïàðàìåòðè ïåðøîãî ñåðå-
äîâèùà 1 òà c1, äðóãîãî 2 òà c2. Ó ïåðøîìó ñåðåäîâèù³ óçäîâæ ïðîìåíÿ, 
ÿêèé óòâîðþº ç â³ññþ Ox êóò , ïîøèðþºòüñÿ ïëîñêà ãàðìîí³÷íà õâèëÿ 
òèñêó:

  0 0 1 1exp cos sin ,p A i t k x k y                       (5.35) 

äå àìïë³òóäà A0 ³ õâèëüîâå ÷èñëî k1 = /c1 ââàæàþòüñÿ çàäàíèìè,  — ÷àñòîòà.
Ïðè ïàä³íí³ õâèë³ p0 íà ìåæó ïîä³ëó x = 0 ÷àñòèíà åíåðã³¿ õâèë³ â³ä³-

á’ºòüñÿ, à ÷àñòèíà — ïðîíèêíå â ³íøå ñåðåäîâèùå. Çðîáèìî ïðèïóùåííÿ: 
áóäåìî ââàæàòè, ùî â³äáèòà õâèëÿ p1 òà ïðîíèêíà õâèëÿ p2 â ³íøå ñåðåäî-
âèùå — öå ïëîñê³ ãàðìîí³÷í³ õâèë³, ÷àñòîòè ÿêèõ çá³ãàþòüñÿ ç ÷àñòîòîþ 
ïàäàþ÷î¿ õâèë³ p0.

Íà ðèñ. 5.6 êóòè 1 ³ 2 âèçíà÷àþòü íàïðÿìêè ïðîìåí³â, óçäîâæ ÿêèõ 
ïîøèðþþòüñÿ â³äáèòà ³ ïðîíèêíà õâèë³. Çã³äíî ç ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèö³¿ 
çâóêîâå ïîëå ó ïåðøîìó ñåðåäîâèù³ âèçíà÷àºòüñÿ ñóìîþ ïàäàþ÷î¿ òà 
â³äáèòî¿ õâèëü, òîáòî p(I) = p0 + p1, à ó äðóãîìó ñåðåäîâèù³ º ò³ëüêè ïðîíèê-
íà õâèëÿ p(II) = p2. Ñóìà õâèëü: p0 + p1 = p(I) ìàº çàäîâîëüíÿòè õâèëüîâå 
ð³âíÿííÿ äëÿ ïåðøîãî ñåðåäîâèùà:

     I I I2 2 2

2 2 2 2
1

1
,

p p p
c t x y

  
 

  
       (5.36)

à ïðîíèêíà õâèëÿ ó äðóãå ñåðåäîâèùå, — ð³â-
íÿííÿ

     II II II2 2 2

2 2 2 2
2

1
.

p p p
c t x y

  
 

  
        (5.37)

Íà ìåæ³ ïîä³ëó x = 0 ìàþòü âèêîíóâàòèñÿ 
äâ³ óìîâè: ñèëîâà òà ê³íåìàòè÷íà, òîáòî ð³âí³ñòü

Ðèñ. 5.6. Ïðèêëàä ïàäàþ÷î¿ ïëîñêî¿ õâèë³ íà ìåæó äâîõ 
ñåðåäîâèù
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òèñê³â ³ íîðìàëüíî¿ ñêëàäîâî¿ øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê ïî îáèäâ³ ñòîðîíè â³ä 
ìåæ³ x = 0: p(I) = p(II), (I) (II)

x x  , ïðè x = 0. Âçÿâøè äî óâàãè ôîðìóëè (4.36), 
ïåðåïèøåìî ö³ óìîâè ó âèãëÿä³

p0 + p1 = p2, x = 0,                                 (5.38)

 0 1 2

1 2

1 1
,

p p p

i x i x 
  


 

x = 0.                       (5.39)

Çàïèøåìî òèñê ó â³äáèò³é p1 ³ ïðîíèêí³é p2 õâèëÿõ:

  1 1 1 1 1 1exp cos sin ,p A i t k x k y                    (5.40)

  2 2 2 2 2 2exp cos sin ,p A i t k x k y                   (5.41)

äå A1 òà A2 — íåâ³äîì³ àìïë³òóäè òèñêó â³äáèòî¿ ³ ïðîíèêíî¿ õâèëü; k2 = 
=  /c2 — õâèëüîâå ÷èñëî õâèë³ p2.

Ó ôîðìóëàõ (5.40) ³ (5.41) âðàõîâàíî âàæëèâèé ìîìåíò, ïîâ’ÿçàíèé ç 
íàïðÿìêîì ïîøèðåííÿ â³äáèòî¿ òà ïðîíèêíî¿ õâèëü. Ó öüîìó íàïðÿìêó 
çä³éñíþºòüñÿ ïåðåíåñåííÿ åíåðã³¿ â³ä ìåæ³ ïîä³ëó íà íåñê³í÷åíí³ñòü, à íå 
íàâïàêè. Ñïðàâà â ò³ì, ùî, çì³íèâøè íàïðÿìîê ïîøèðåííÿ õâèë³ p1 àáî p2, 
ìîæíà áóëî á çàäîâîëüíèòè ãðàíè÷í³ óìîâè (5.38), (5.39), ïðîòå ïðè öüîìó 
âèíèêëà á áåçãëóçäà ô³çè÷íà ñèòóàö³ÿ. Ïðàâèëüíèé âèá³ð íàïðÿìêó ïîøè-
ðåííÿ õâèëü âèêëþ÷àº ïîä³áí³ âèïàäêè. Âèêîíàíèé ó öüîìó âèïàäêó àíàë³ç 
íîñèòü íàçâó óìîâè íà íåñê³í÷åííîñò³ (àáî óìîâè âèïðîì³íþâàííÿ).

Ï³äñòàâèìî (5.35), (5.40) òà (5.41) ó ãðàíè÷íó óìîâó (5.38):

     0 1 1 1 1 2 2 2exp sin exp sin exp sin .A ik y A ik y A ik y         (5.42)

Öÿ ð³âí³ñòü ìàº âèêîíóâàòèñÿ çà áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ êîîðäèíàòè y , òîáòî 
óçäîâæ óñ³º¿ ìåæ³ ïîä³ëó ñåðåäîâèù. Àëå äîñÿãòè öüîãî, ï³äáèðàþ÷è ëèøå 
A1 òà A2, íåìîæëèâî. Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî íåîáõ³äíî ïðèð³âíÿòè ïîêàçíèêè 
åêñïîíåíò:

1 1 1 2 2sin sin sin .k k k                            (5.43) 

Ö³ ð³âíÿííÿ íàïîâíåí³ ãëèáîêèì ô³çè÷íèì çì³ñòîì, ÿêèé ïîëÿãàº ó 
òîìó, ùî ïðè ïàä³íí³ ïëîñêî¿ õâèë³ íà ìåæó ïîä³ëó ñåðåäîâèù ïðîåêö³¿ 
õâèëüîâèõ âåêòîð³â ïàäàþ÷î¿, â³äáèòî¿ ³ ïðîíèêíî¿ õâèëü ïîâèíí³ áóòè 
îäíàêîâ³ äëÿ áóäü-ÿêîãî êóòà ïàä³ííÿ  ïàäàþ÷î¿ õâèë³. Ñï³ââ³äíîøåííÿ 
(5.43) ìîæíà ïåðåïèñàòè ÷åðåç äîâæèíè õâèëü 1 = 2 /k1 ³ 2 = 2 /k2

(äèâ. (5.5)):

1 2

1 1 2

sin sinsin
.

 
  

                               (5.44)

²íøèìè ñëîâàìè, ñë³äè, ùî çàëèøàþòü õâèë³ p0, p1, p2 íà ìåæ³ x = 0 çá³ãà-
þòüñÿ. Çã³äíî ç (5.43)  = 1, òîáòî êóò ïàä³ííÿ õâèë³ äîð³âíþº êóòó â³äáèò-
òÿ, ³ çâ’ÿçîê ì³æ êóòàìè  òà 2 ìàº âèãëÿä
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Ðèñ. 5.7. Ðîçïîä³ë àìïë³òóäè òèñêó ó ïåð-
øîìó ³ äðóãîìó ñåðåäîâèùàõ: 2c2 /1c1 = 
= 0,8, c2 /c1 = 0,7,  = 60, 2  37

2 2

1

sin
.

sin
c
c




          (5.45)

Ð³âíÿííÿ (5.44) íàçèâàºòüñÿ çà-
êîí Ñíåëë³óñà. Ç óðàõóâàííÿì ñï³â-
â³äíîøåííÿ (5.43) ãðàíè÷í³ óìîâè 
(5.38) ³ (5.39) ìîæíà çâåñòè äî ñèñ-
òåìè àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî 
íåâ³äîìèõ A1 òà A2 (çðîá³òü ñà-
ìîñò³éíî):

 0 1 2,A A A   2
0 1 2

1 1 2 2

coscos
.A A A

c c


 

 

Çâ³äêè

1 2 2 1 1 2

0 2 2 1 1 2

cos cos
,

cos cos
A c c
A c c

   
   





                         (5.46)

 
   




2 2 2

0 2 2 1 1 2

2 cos
.

cos cos
A c
A c c

                         (5.47)

Çã³äíî ç (5.46) òà (5.47), åôåêò â³äáèòòÿ òà ïðîíèêíåííÿ çâóêîâî¿ õâèë³ íå 
çàëåæèòü â³ä ÷àñòîòè  .

Â³äíîøåííÿ A1/A0 âèçíà÷àº êîåô³ö³ºíò â³äáèòòÿ çà òèñêîì, à A2/A0 —
êîåô³ö³ºíò ïðîíèêíåííÿ çà òèñêîì. Íà ðèñ. 5.7, íàïðèêëàä, ïîêàçàíî ðîç-
ïîä³ë àìïë³òóäè òèñêó ó ïåðøîìó ³ äðóãîìó ñåðåäîâèùàõ ó âèïàäêó, êîëè,
2c2 /1c1 = 0,8; c2 /c1 = 0,7; êóò ïàä³ííÿ õâèë³  = 60, êóò ïðîíèêíåííÿ 
2  37. ßê áà÷èìî, ó ïåðøîìó ñåðåäîâèù³ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ êàðòèíà ³íòåð-
ôåðåíö³¿ äâîõ õâèëü p0 ³ p1 (çíà÷åííÿ àìïë³òóäè çðîñòàº â³äïîâ³äíî äî çì³íè 
â³äò³íêó — â³ä ÷îðíîãî äî á³ëîãî), à ó äðóãîìó ñåðåäîâèù³ ñâ³òë³ ³ òåìí³ 
ñìóãè, ùî ïåðåìåæîâóþòüñÿ, â³äïîâ³äàþòü á³æó÷³é õâèë³ p2. Íå âàæêî çðî-
çóì³òè, ùî â³äñòàíü ì³æ äâîìà íàéáëèæ÷èìè òåìíèìè àáî ñâ³òëèìè ñìóãà-
ìè äîð³âíþº ïîëîâèí³ äîâæèíè õâèë³. Çâåðíåìî îñîáëèâó óâàãó íà ìåæó 
ïîä³ëó ñåðåäîâèù x = 0, äå ÷³òêî âèäíî, ùî ñë³äè õâèëü p0, p1, p2 íà ìåæ³ 
x = 0 çá³ãàþòüñÿ, òîáòî âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü (5.44).

                                        
 Ñíåëë³óñ (Snellius) Â³ëëåáðîðä (1580—1626) — ãîëëàíäñüêèé àñòðîíîì ³ ìàòåìàòèê.
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5.5.2. Àíàë³ç íîðìàëüíîãî ïàä³ííÿ õâèë³

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó îêðåìèé âèïàäîê, êîëè êóò ïàä³ííÿ  = 0. Öå òàê 
çâàíå íîðìàëüíå ïàä³ííÿ õâèë³ íà ìåæó ïîä³ëó ñåðåäîâèù. Çã³äíî ³ç çàêî-
íîì Ñíåëë³óñà, ìàºìî 2 = 0. Çàïèøåìî âèðàçè äëÿ êîåô³ö³ºíò³â â³äáèòòÿ Vp

òà ïðîíèêíåííÿ Wp çà òèñêîì ó âèïàäêó íîðìàëüíîãî ïàä³ííÿ çâóêîâî¿ 
õâèë³ íà ìåæó ïîä³ëó äâîõ ñåðåäîâèù:

1 2 2 1 1

0 2 2 1 1

1
,

1p

A c c
V

A c c
  
  

 
  

 
2 2

1 1

,
c
c





                   (5.48)

2 2 2

0 2 2 1 1

2 2
1 ;

1p p

A c
W V

A c c
 

  
    

 
                   (5.49)

â³äïîâ³äíî, âçÿâøè äî óâàãè, ùî 
1

x

p
i x








, âèçíà÷èìî êîåô³ö³ºíò â³äáèò-

òÿ V ³ ïðîíèêíåííÿ W çà êîëèâàëüíîþ øâèäê³ñòþ:

1 1 2 2

1 1 2 2

1
,

1p

c c
V V

c c
  
  

 
   

 
                      (5.50)

1 1 2 1 1

2 2 0 1 1 2 2

2 2
1 .

1
c A c

W V
c A c c 

 
   

    
 

            (5.51)

ßêùî 2c2 > 1c1 (ãîâîðÿòü, äðóãå ñåðåäîâèùå àêóñòè÷íî á³ëüø æîðñòêå 
í³æ ïåðøå), òî V áóäå â³ä’ºìíèì. Öå îçíà÷àº, ùî ó øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê 
ïðè â³äáèòò³ çì³íþºòüñÿ ôàçà íà , àáî â³äáèòà õâèëÿ êîëèâàëüíî¿ øâèä-
êîñò³ ìàº çâîðîòíó ôàçó ïîð³âíÿíî ç êîëèâàëüíîþ øâèäê³ñòþ ó ïàäàþ÷³é 
õâèë³. Ïðè öüîìó ôàçà òèñêó â³äáèòî¿ õâèë³ çàëèøàºòüñÿ íåçì³ííîþ. ßêùî 
2c2 < 1c1 (äðóãå ñåðåäîâèùå àêóñòè÷íî á³ëüø ì’ÿêå í³æ ïåðøå), òî ôàçà 
øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê ïðè â³äáèòò³ çàëèøàºòüñÿ áåç çì³í, ó òîé ÷àñ ÿê òèñê 
çì³íþº ñâîþ ôàçó íà . Ó õâèë³, ùî ïðîíèêëà êð³çü ìåæó, ôàçè òèñêó ³ 
øâèäêîñò³ çá³ãàþòüñÿ ç ôàçîþ ó ïàäàþ÷î¿ õâèë³ íåçàëåæíî â³ä òîãî, áóäå 
2c2 á³ëüøå ÷è ìåíøå í³æ 1c1. Ïðîâåäåíèé àíàë³ç â³äòâîðþþòü ãðàô³êè íà 
ðèñ. 5.8, à, á.

Çà óìîâè 2c2 = 1c1 â³äáèòî¿ õâèë³ íå áóäå, ³ ïðîíèêíåííÿ çâóêó ó ³íøå 
ñåðåäîâèùå â³äáóâàºòüñÿ áåç ïåðåøêîä. Îòæå, ïðè íîðìàëüíîìó ïàä³íí³ 
ïëîñêà õâèëÿ íå â³ä÷óº çì³íó ñåðåäîâèù, ÿêùî ¿õ õâèëüîâ³ îïîðè âèÿâëÿ-
þòüñÿ ð³âíèìè. ßêùî õâèëüîâ³ îïîðè ñåðåäîâèù ñóòòºâî ðîçð³çíÿþòüñÿ 
(2c2 >> 1c1 àáî 2c2 << 1c1), òî ñïîñòåð³ãàºòüñÿ çíà÷íå â³äáèòòÿ çâóêó íà 
ìåæ³ ïîä³ëó ñåðåäîâèù.

Ñóìà êîåô³ö³ºíò³â â³äáèòòÿ òà ïðîíèêíåííÿ çà òèñêîì ³ øâèäê³ñòþ 
äîð³âíþº íå îäèíèö³, ÿê öå ìîæíà áóëî ïåðåäáà÷èòè, à â³äïîâ³äíî 1 + 2Vp

òà 1 + 2V. Êîåô³ö³ºíòè ïðîíèêíåííÿ êð³çü ìåæó ç ïðîòèëåæíèõ ñòîð³í íå 
äîð³âíþþòü îäèí îäíîìó.

Òàê³ îñîáëèâîñò³ ïðîöåñó â³äáèòòÿ òà ïðîíèêíåííÿ çâóêó êð³çü ìåæó 
ñòàþòü çðîçóì³ëèìè ï³ñëÿ âèçíà÷åííÿ åíåðãåòè÷íèõ ñï³ââ³äíîøåíü. Åíåðãå-
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Ðèñ. 5.8. Ãðàô³êè êîåô³ö³ºíò³â â³äáèòòÿ ³ 
ïðîíèêíåííÿ ïðè  = 0

òè÷íèì êîåô³ö³ºíòîì ïðîíèêíåííÿ ñë³ä íàçâàòè â³äíîøåííÿ ³íòåíñèâíîñò³ 
ïðîíèêíî¿ õâèë³ äî ³íòåíñèâíîñò³ ïàäàþ÷î¿ õâèë³. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìó-
ëó (5.17), îòðèìóºìî

22 2 2
2

0 1 1

4
.

(1 )E

I p c
W W

I p c 



  


                       (5.52)

Òîä³ êîåô³ö³ºíò â³äáèòòÿ çà åíåðã³ºþ ìîæíà âèçíà÷èòè òàê:
2

21

0

1
.

1E

I
V V

I 



 
     

                           (5.53)

Çã³äíî ç (5.52) ³ (5.53) ñïðàâåäëèâèì áóäå ñï³ââ³äíîøåííÿ

VE + WE = 1.                                   (5.54)

Çíà÷åííÿ åíåðãåòè÷íèõ êîåô³ö³ºíò³â íå çàëåæèòü â³ä òîãî, â ÿêîìó ñåðåäî-
âèù³ ïîøèðþºòüñÿ ïàäàþ÷à õâèëÿ íà ìåæó. Íàïðèêëàä, ïðè ïåðåõîä³ ç âî-
äè ó ïîâ³òðÿ (àáî íàâïàêè) WE = 0,0011, òîáòî 0,9989 âñ³º¿ ïàäàþ÷î¿ åíåðã³¿ 
â³äáèâàºòüñÿ íàçàä â³ä ìåæ³. Íà ðèñ. 5.8, â íàâåäåíî çàëåæí³ñòü VE i WE â³ä 
. Çã³äíî ç (5.54) ñóìà îðäèíàò êðèâèõ äîð³âíþº îäèíèö³, ùî âèðàæàº çà-
êîí çáåðåæåííÿ åíåðã³¿. Çà óìîâ  << 1 àáî  >> 1 ìàéæå âñÿ åíåðã³ÿ â³ä-
áèâàºòüñÿ. Ö³êàâî çàçíà÷èòè, ùî åíåðã³ÿ ïîä³ëÿºòüñÿ íàâï³ë ì³æ â³äáèòîþ òà 
ïðîíèêíîþ õâèëÿìè çà óìîâè 3 2 2   , òîáòî êîëè  0,172 àáî  5,83.

Îòæå, ÿê âèïëèâàº ç (5.48)—(5.51), â³äáèòòÿ ³ ïðîíèêíåííÿ õâèë³ çà 
íîðìàëüíîãî ïàä³ííÿ âèçíà÷àºòüñÿ ëèøå âåëè÷èíîþ  =2c2 /(1c1), òîáòî 
â³äíîøåííÿì õâèëüîâèõ îïîð³â ñåðåäîâèù. ßêùî   (àáñîëþòíî æîðñò-
êà ïîâåðõíÿ â³äáèòòÿ), òî ìàºìî Vp  1, V  –1. ßê íàñë³äîê, òèñê íà ìåæ³ 
çá³ëüøóºòüñÿ âäâ³÷³, à êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü äîð³âíþº íóëþ. Ðåàëüíèì 
ïðèêëàäîì, áëèçüêèì äî òàêî¿ ñèòóàö³¿, ìîæå áóòè â³äáèòòÿ õâèë³ â³ä ìåæ³ 
ïîâ³òðÿ—âîäà (  3,5  103 êã/(ì2  ñ)). ßêùî   0 (àêóñòè÷íî ì’ÿêà ïî-
âåðõíÿ â³äáèòòÿ), òî Vp  –1, V  1. Òóò êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü çá³ëü-
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øóºòüñÿ âäâ³÷³, à òèñê äîð³âíþº íóëþ. Ðåàëüíèì ïðèêëàäîì, òàêîãî â³äáèò-
òÿ, ìîæå ñëóãóâàòè â³äáèòòÿ â³ä ìåæ³ âîäà—ïîâ³òðÿ (  3  10–4 êã/(ì2  ñ)). Ö³ 
ïðèêëàäè ïîêàçóþòü, êîëè ìîæíà ïåðåõîäèòè â³ä çàäà÷³ ñïðÿæåííÿ äâîõ 
ñåðåäîâèù äî á³ëüø ïðîñòî¿ çàäà÷³ â³äáèòòÿ â³ä ³äåàëüíèõ ìåæ.

5.5.3. Àíàë³ç ïîõèëîãî ïàä³ííÿ õâèë³

Ïîâåðíåìîñÿ äî çàãàëüíîãî âèïàäêó ïîõèëîãî ïàä³ííÿ õâèë³. 
Çã³äíî ç (5.46) òà (5.47) âèðàçè äëÿ êîåô³ö³ºíò³â â³äáèòòÿ ³ ïðîíèêíåííÿ çà 
òèñêîì ìàþòü âèãëÿä

1 2 2 1 1 2

0 2 2 1 1 2

cos cos
,

cos cosp

A c c
V

A c c
   
   


 


                     (5.55)

2 2 2

0 2 2 1 1 2

2 cos
.

cos cosp

A c
W

A c c
 

   
 


                     (5.56)

Çàçíà÷èìî, ùî ëèøå ð³âí³ñòü ãóñòèíè ³ øâèäêîñò³ çâóêó ó äâîõ ñåðåäî-
âèùàõ ãàðàíòóº â³äñóòí³ñòü â³äáèòî¿ õâèë³ ïðè ïîõèëîìó êóò³ ¿¿ ïàä³ííÿ 
(òîä³ ÿê çà íîðìàëüíîãî ïàä³ííÿ äîñòàòíüîþ óìîâîþ áóëà ð³âí³ñòü 
1c1 = 2c2). Ïðîòå, ÿê âèïëèâàº ç (5.55), ³ ïðè ïîõèëîìó ïàä³íí³ ìîæëèâå 
ïîâíå ïðîíèêíåííÿ, ÿêùî 2c2cos = 1c1cos2. Âèêîðèñòîâóþ÷è çàêîí 
Ñíåëë³óñà, çíàõîäèìî ôîðìóëó äëÿ êóòà , çà ÿêîãî â³äáóâàºòüñÿ ïîâíå 
ïðîíèêíåííÿ çâóêó â ³íøå ñåðåäîâèùå:

 
 

2
1 1 2 2

2

1 2

/ 1
sin .

/ 1

c c 


 





                           (5.57)

Öå ìîæëèâî, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàê³ äâ³ óìîâè:

 
 

2
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2

1 2

/ 1
1) 0,
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/ 1
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/ 1
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                            (5.58)

Óìîâà 1 âèêîíóºòüñÿ ó äâîõ âèïàäêàõ: à) 1c1 /(2c2) > 1, 1/2 > 1; 
á) 1c1 /(2c2) < 1, 1/2 < 1. Ö³ âèïàäêè ðàçîì ç óìîâîþ 2 äàþòü øóêàí³ 
óìîâè ïîâíîãî ïðîíèêíåííÿ çâóêó ïðè ïîõèëîìó ïàä³íí³ ï³ä êóòîì 
(äèâ. (5.57)): ç “à” óìîâè 1 òà óìîâè 2 ä³ñòàºìî

1 1 1

2 2 2

1
c
c

 
 

  aáî 1 2

2 1

1 ,
c
c




 

ç “á” óìîâè 1 ³ óìîâè 2 ìàºìî

1 1 1

2 2 2

1
c
c
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2 1

1 .
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Ðèñ. 5.9. Çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíòà â³äáèòòÿ Vp â³ä êóòà ïàä³ííÿ : à — c1 > c2; á — c1 < c2

Îòæå, ïîâíå ïðîíèêíåííÿ çâóêó ìîæëèâå, ÿêùî á³ëüøèé ïèòîìèé àêó-
ñòè÷íèé îï³ð ìàº ñåðåäîâèùå ç ìåíøîþ øâèäê³ñòþ ïîøèðåííÿ çâóêó. Ó 
öüîìó ðàç³ ìîæëèâå ïîâíå ïðîíèêíåííÿ ÿê ç ïåðøîãî ñåðåäîâèùà â äðóãå, 
òàê ³ íàâïàêè.

Ïåðåïèøåìî ôîðìóëè (5.55) ³ (5.56) äåùî ³íàêøå, âèêëþ÷èâøè ç íèõ 
êóò çàëîìëåíî¿ õâèë³ 2 çà äîïîìîãîþ (5.45). Òîä³, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà-
÷åííÿ

2

1

,m



 1

2

,
c

n
c

                                    (5.59)

îòðèìàºìî

2 2

2 2

cos sin
,

cos sin
p

m n
V

m n

 

 

 


 
                           (5.60)

2 2

2 cos
.

cos sin
p

m
W

m n



 


 
                          (5.61)

ßê áà÷èìî, õàðàêòåð çàëåæíîñò³ êîåô³ö³ºíò³â Vp ³ Wp â³ä êóòà ïàä³ííÿ 
ñóòòºâî çàëåæèòü â³ä â³äíîøåííÿ øâèäêîñòåé çâóêó n. ßêùî n > 1, òîáòî 
c1 > c2, òî çã³äíî ç (5.45) êóò çàëîìëåíî¿ õâèë³:

2
2

1

sin sin
c
c

                                     (5.62)

çàâæäè ìåíøèé, í³æ êóò ïàä³ííÿ (2 < ). Íà ðèñ. 5.9, à íàâåäåíî çàëåæí³ñòü 
êîåô³ö³ºíòà â³äáèòòÿ Vp â³ä êóòà ïàä³ííÿ  ïðè c1 > c2: çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà 
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Vp ìîíîòîííî ñïàäàº â³ä 2 2 1 1

2 2 1 1
p

c c
V

c c
 
 





 ïðè  = 0 äî Vp = –1 ïðè  = 90, 

ïðè÷îìó õ³ä êðèâî¿ çàëåæèòü â³ä ñï³ââ³äíîøåííÿ õâèëüîâèõ îïîð³â 1c1 ³ 2c2.
ßêùî n < 1, òîáòî c1 < c2, òî ìàºìî 2 > . ßê âèïëèâàº ç ôîðìóëè 

(5.62), ³ñíóº òàêèé êóò ïàä³ííÿ , êîëè êóò çàëîìëåííÿ 2 = 90. Öåé êóò 
ïàä³ííÿ íàçèâàþòü êðèòè÷íèì, ³ âèçíà÷èòè éîãî ìîæíà òàê:

1
êð

2

arcsin ,
c
c

  c1 < c2.                           (5.63)

Íà ðèñ. 5.9, á ïîäàíî ñèòóàö³þ, êîëè c1 < c2. Òóò çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà Vp

ìîíîòîííî çðîñòàº â³ä 2 2 1 1

2 2 1 1
p

c c
V

c c
 
 





 ïðè  = 0 äî Vp = +1 ïðè  = êð.

Âèíèêàº ïðèðîäíå çàïèòàííÿ: ÿêèé õâèëüîâèé ïðîöåñ â³äáóâàòèìåòüñÿ 
ó âèïàäêó c1 < c2 ïðè êóòàõ ïàä³ííÿ õâèë³  > êð.

5.5.4. Çâóêîâå ïîëå ïðè çàêðèòè÷íèõ êóòàõ
 ïàä³ííÿ õâèë³

Äëÿ â³äïîâ³ä³ íà öå çàïèòàííÿ ïîâåðíåìîñÿ äî ðîçâ’ÿçêó çà-
äà÷³. Ïðè ðîçãëÿä³ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ïëîùèí³ x = 0 áóëè îòðèìàí³ ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ (5.43). Ô³çè÷íà ñóòü öèõ ñï³ââ³äíîøåíü ïîëÿãàº â òîìó, ùî ïðî-
åêö³¿ õâèëüîâèõ âåêòîð³â íà â³ñü Ox äëÿ ïàäàþ÷î¿, â³äáèòî¿ òà ïðîíèêíî¿ 
õâèëü ìàþòü áóòè îäíàêîâ³. Îñê³ëüêè ÷àñòîòà ïàäàþ÷î¿, â³äáèòî¿ òà ïðî-
íèêíî¿ õâèëü îäíàêîâà, òî ³ ïðîñòîðîâèé ïåð³îä (òîáòî äîâæèíà õâèë³ 
ñë³äó) íà ïëîùèí³ x = 0 äëÿ óñ³õ õâèëü ïîâèíåí áóòè îäíàêîâèé. ßñêðàâîþ 
³ëþñòðàö³ºþ äî ñêàçàíîãî º ðèñ. 5.10, íà ÿêîìó çîáðàæåíî ðîçïîä³ë àìïë³-
òóäè òèñêó ó ïàäàþ÷³é ³ ïðîíèêí³é õâèëÿõ (â³äáèòà õâèëÿ íå ïîêàçàíà).

Ðèñ. 5.10. Ðîçïîä³ë àìïë³òóäè òèñêó ó ïàäàþ÷³é ³ ïðîíèêí³é õâèëÿõ:
à —  = 0,8, c2 /c1 = 0,6,  = 60, 2  31; á —  = 1,5, c2 /c1 = 1,45,  = 40, 2  69, êð  44
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²ç ð³âíîñò³ (5.43) k1 sin = k2 sin2 òàêîæ âèïëèâàº, ùî ôàçîâ³ øâèäêîñò³ 
ñë³ä³â óñ³õ òðüîõ õâèëü óçäîâæ îñ³ Oy  òàêîæ º îäíàêîâ³, ³ ¿õ ìîæíà âèçíà-
÷èòè òàê:

(0) (1) (2) 1
ô ô ô

1

.
sin sinó ó ó

ñ
k
  

 
                          (5.64)

ßê óæå çàçíà÷àëîñÿ, ïîðóøåííÿ öèõ ñï³ââ³äíîøåíü ïðèâîäèòü äî íå-
ìîæëèâîñò³ âèêîíàííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà âñ³é ïîâåðõí³ ìåæ³ x = 0. Ó ðàç³ 
êðèòè÷íîãî êóòà ïàä³ííÿ õâèëüîâèé âåêòîð ñë³äó ïðîíèêíî¿ õâèë³ ñÿãàº 
ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ, òîáòî õâèëüîâèé âåêòîð ó äðóãîìó ñåðåäîâèù³ 
ïàðàëåëüíèé ìåæ³ x = 0 ³, çà ïîäàëüøîãî çá³ëüøåííÿ êóòà ïàä³ííÿ, ïðîåêö³ÿ 
õâèëüîâîãî âåêòîðà ïàäàþ÷î¿ õâèë³ çá³ëüøóºòüñÿ, à äëÿ ïðîíèêíî¿ õâèë³ ïî-
äàëüøå çá³ëüøåííÿ ïðîåêö³¿ õâèëüîâîãî âåêòîðà íåìîæëèâå.

Òàêèì ÷èíîì, çà óìîâè  > êð çàïèñ ïðîíèêíî¿ õâèë³ ÿê ïëîñêî¿ á³æó-
÷î¿ õâèë³, à ñàìå,

  2 2 2 2 2 2exp cos sin ,p A i t k x k y                    (5.65)

íå â³äïîâ³äàº ñèòóàö³¿, ùî ñêëàëàñÿ. ªäèíå, ïðî ùî ìîæíà ïîêè ãîâîðèòè, 
òàê öå ïðî õàðàêòåð õâèëüîâîãî ïðîöåñó âçäîâæ îñ³ Oy. Çã³äíî ç óæå âèêëà-
äåíèì öÿ çàëåæí³ñòü âèçíà÷àºòüñÿ ñë³äîì ïàäàþ÷î¿ õâèë³ íà â³ñü Oy, òîáòî 
ôóíêö³ºþ exp(–ik1y sin). Îòæå, äëÿ êóò³â  > êð ïðîíèêíó õâèëþ ìîæíà 
ïîäàòè ó òàêîìó âèãëÿä³:

    2 2 1exp sin ,p A F x i t k y                     (5.66)

äå F(x) — ôóíêö³ÿ, ùî âèçíà÷àº õâèëüîâèé ïðîöåñ óçäîâæ îñ³ Ox, ïîêè íå-
â³äîìà. Îñê³ëüêè õâèëÿ (5.66) ìàº çàäîâîëüíÿòè ð³âíÿííÿ (5.37), òî ï³äñòà-
âèâøè (5.66) â (5.37), îäåðæèìî äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ äëÿ ôóíêö³¿ F(x):

2
2 2 2
2 12

( sin ) 0.
d F

k k F
dx

                        (5.67)

Éîãî ðîçâ’ÿçîê äîáðå â³äîìèé; â³í âèçíà÷àºòüñÿ ñóïåðïîçèö³ºþ ôóíêö³é

 2 2 2
2 1exp sin ,i k k x   2 2 2

2 1exp sin .i k k x  

Îñê³ëüêè çà óìîâè кр   ìàºìî 1 2sink k  , òî äîö³ëüíî ¿õ çàïèñàòè òàê:

 2 2 2
1 2exp sin ,k k x    2 2 2

1 2exp sin .k k x  

Äðóãà åêñïîíåíòà âèçíà÷àòèìå õâèëþ, â ÿê³é ç³ çá³ëüøåííÿì êîîðäèíàòè x, òîá-
òî ïðè â³ääàëåíí³ â³ä ìåæ³ ïîä³ëó ñåðåäîâèù, íåñê³í÷åííî çðîñòàòèìå åíåðã³ÿ
õâèë³. Öå º ïðîòèð³÷÷ÿì ô³çè÷í³é ñóò³. Òîìó, â³äêèíóâøè äðóãèé ðîçâ’ÿçîê ³ 
çàëèøàþ÷è ïåðøèé, çàïèøåìî ïðîíèêíó õâèëþ çà óìîâè  > êð ó âèãëÿä³

     2 2
2 2 1 2 1exp sin exp sin .p A k k x i t k y                 (5.68)
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Ïîâåðíåìîñÿ çíîâó äî ãðàíè÷íèõ óìîâ (5.38), (5.39) ç óðàõóâàííÿì íî-
âîãî çàïèñó õâèë³ p2 ó âèãëÿä³ (5.68). Ðîçïèñàâøè ð³âíÿííÿ (5.38), (5.39), 
îäåðæèìî ñèñòåìó àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü:

0 1 2,A A A 

 
 

    2 21
0 1 1 2 2

1 2

1
cos ( ) ( sin ) .

k
A A k k A

i
            (5.69)

Ðîçâ’ÿçóþ÷è öþ ñèñòåìó, çíàõîäèìî

2 21
1 1 2

1 2

2 210
1 1 2

2

cos ( sin )
,

cos ( sin )

k i k k
A
A k i k k

 

 


 


 
                   (5.70)


 



 

2 1

2 210
1 1 2

2

2 cos
.

cos ( sin )

A k
A k i k k

               (5.71)

Íàãàäàºìî, ùî çà óìîâè  > êð (ïðè c2 > c1) ìàºìî íåð³âí³ñòü k1 sin > k2

àáî, ³íàêøå, sin > n. Ïåðåïèñóºìî ôîðìóëè (5.70), (5.71), âèêîðèñòîâóþ÷è
ïîçíà÷åííÿ (5.59) ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ k1 =  /c1, k2 = /c2, ìàºìî

2 2
1

2 2
0

cos sin
,

cos sin
p

A m i n
V

A m i n

 

 

 
 

 
                    (5.72)

2

2 2
0

2 cos
.

cos sin
p

A m
W

A m i n



 
 

 
                   (5.73)

ßê áà÷èìî, Vp i Wp º êîìïëåêñíèìè âåëè÷èíàìè. Âðàõîâóþ÷è òå, ùî 
|Vp| = 1, çàïèñóºìî (5.72) i (5.73) ó âèãëÿä³

 exp 2 ,pV i                                  (5.74)

 
2 2 2

2 cos
exp ,

( cos ) sin
p

m
W i

m n




 
 

 
             (5.75)

2 2sin
arctg .

cos
n

m




                             (5.76)

Îòæå, òèñê çâóêîâîãî ïîëÿ ó ïåðøîìó ñåðåäîâèù³ ìîæíà ïîäàòè òàê:
    I

0 1 0 1 1 1 1exp cos sinp p p A i t k x k y        

  0 1 1 1 1exp cos sin 2 ,A i t k x k y                       (5.77)

à â äðóãîìó ñåðåäîâèù³
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2 2
0 1

(II)
2 12 2 2

2 cos exp sin
exp sin .

( cos ) sin

A m k n x
p p i t k y

m n

 
  

 

  
    

 
  (5.78)

Òàêèì ÷èíîì, çà óìîâè  > êð ìàºìî |Vp| = 1, òîáòî õâèëÿ ïîâí³ñòþ 
â³äáèâàºòüñÿ. Öå ÿâèùå ä³ñòàëî íàçâó ïîâíîãî âíóòð³øíüîãî â³äáèòòÿ. Ó äðó-
ãîìó ñåðåäîâèù³ ìàòèìåìî á³æó÷ó âçäîâæ îñ³ Oy ïëîñêó õâèëþ, ïðè÷îìó ¿¿ 
àìïë³òóäà ç â³ääàëåííÿì â³ä ìåæ³ ñïàäàº âçäîâæ õâèëüîâîãî ôðîíòó (âçäîâæ 
îñ³ Ox) çà åêñïîòåíö³àëüíèì çàêîíîì. Öÿ îñîáëèâ³ñòü âèçíà÷àº íàçâó òàêî¿ 
õâèë³ — íåîäíîð³äíà ïëîñêà õâèëÿ, íà â³äì³íó â³ä “çâè÷àéíèõ” ïëîñêèõ 
õâèëü, ÿê³ íàçèâàþòü îäíîð³äíèìè. Ãðàô³÷íî ³ëþñòðàö³ºþ äî îïèñó íå-
îäíîð³äíî¿ õâèë³ º ðèñ. 5.11, äå çîáðàæåíî ðîçïîä³ë àìïë³òóäè òèñêó â ïà-
äàþ÷èõ íà ìåæó îäíîð³äí³é ³ ïðîíèêí³é íåîäíîð³äí³é õâèëÿõ.

²íøîþ îñîáëèâ³ñòþ º òå, ùî íåîäíîð³äíà ïëîñêà õâèëÿ ïîøèðþºòüñÿ 
âçäîâæ îñ³ Oy ç ôàçîâîþ øâèäê³ñòþ ôó, ìåíøîþ çà øâèäê³ñòü çâóêó c2 ó 

äðóãîìó ñåðåäîâèù³. Ñïðàâä³, îñê³ëüêè 1
ô

1

,
sin sinó

c
k


 
  2

2

,c
k


  à ïðè 

 > êð ìàºìî k1sin > k2, òî

1
ô 2.sinó

c
c


                                     (5.79)

Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, âèïàäîê ïàä³ííÿ õâèë³ íà ïîâåðõíþ ïîä³ëó ïî-
â³òðÿ—âîäà. Òóò 1 = 1,3 êã/ì3, 2 = 103 êã/ì3, c1 = 333 ì/ñ, c2 = 1500 ì/ñ. Îò-
æå, m  800, n = 0,22. Ïîâíå âíóòð³øíº â³äáèòòÿ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ïðè êóòàõ 
ïàä³ííÿ  > êð = arcsin(0,22)  14. Òîä³, ñêàæ³ìî, äëÿ êóòà ïàä³ííÿ  = 30

ìàºìî  2 2 2 2
1 1 1sin 2 / sin 3 /k n n        . Òàêèì ÷èíîì, íà â³äñòàí³ 

x = 1 õâèëÿ ó äðóãîìó ñåðåäîâèù³ çìåíøóºòüñÿ â e3  20 ðàç³â.
Íàâåäåíèé ïðèêëàä ïîêàçóº òàêîæ, ùî õàðàêòåð çìåíøåííÿ àìïë³òóäè 

íåîäíîð³äíî¿ õâèë³ ç³ çá³ëüøåííÿì 
x  ïîâ’ÿçàíèé ç ¿¿ ÷àñòîòîþ . ßê áà-
÷èìî, øâèäøå çãàñàº ç â³ääàëåííÿì 
â³ä ìåæ³ àìïë³òóäà õâèë³, ùî õàðàê-
òåðèçóºòüñÿ á³ëüøîþ ÷àñòîòîþ. Ìîæ-
íà ñêàçàòè, ùî â ä³éñíîñò³ íåîäíî-
ð³äíà õâèëÿ, ÿêà óòâîðþºòüñÿ ïðè 
ïàä³íí³ ïëîñêî¿ õâèë³ íà ìåæó ï³ä 
êóòîì  > êð, ïîøèðþþ÷èñü óçäîâæ
ìåæ³, çáóðþº äåÿêèé ìåæîâèé øàð 
ñåðåäîâèùà. Òåïåð çðîçóì³ëîþ ñòàº 
íàçâà öüîãî ÿâèùà — ïîâíå âíóò-
ð³øíº  â³äáèòòÿ.  Ï³äòâåðäæåííÿì

Ðèñ. 5.11. Ðîçïîä³ë àìïë³òóäè òèñêó â ïà-
äàþ÷³é ³ ïðîíèêí³é õâèëÿõ ïðè  > êð:
m = 1,3, n = 0,8, êð  53,  = 54,5
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òåðì³íó º ³ñíóâàííÿ ó ³íøîìó ñåðåäîâèù³ ñâîºð³äíîãî õâèëüîâîãî ïðîöåñó. 
Öÿ ñèòóàö³ÿ êàðäèíàëüíî â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä âèïàäêó ïàä³ííÿ õâèë³ íà àáñî-
ëþòíî æîðñòêó àáî ì’ÿêó ïîâåðõíþ, àäæå ó öüîìó ðàç³ õâèëüîâîãî ïðîöåñó 
çà ³äåàëüíîþ ìåæåþ íå ³ñíóº.

Ïåðåïèøåìî âèðàç (5.78) äëÿ òèñêó p2 ó òàêîìó âèãëÿä³:

   2 1exp exp sin ,p B x i t k y                         (5.80)

äå

0

2 2 2

2 cos
,

( cos ) sin

A m
B

m n



 


 
2 2

1 sin .k n              (5.81)

Î÷åâèäíî, íåîäíîð³äíà õâèëÿ íå ìîæå ³ñíóâàòè â óñüîìó íåñê³í÷åííîìó 
ïðîñòîð³, àäæå ¿¿ àìïë³òóäà çðîñòàº â äåÿêîìó íàïðÿìêó (äëÿ õâèë³ (5.80) öå 
â³ä’ºìíèé íàïðÿìîê îñ³ Ox) íåñê³í÷åííî. Äëÿ  > 0 ó ï³âïðîñòîð³ x  0 íå 
ìîæå ³ñíóâàòè íåîäíîð³äíà õâèëÿ exp(ik1y sin + x). Ó øàð³, îáìåæåíîìó 
äâîìà ïëîùèíàìè, ïàðàëåëüíèìè ïëîùèí³ x = 0, ìîæóòü ³ñíóâàòè äâ³ 
íåîäíîð³äí³ õâèë³.

Íåîäíîð³äíà õâèëÿ íå º ÷èñòî ïîçäîâæíüîþ õâèëåþ: êîëèâàëüíà øâèä-
ê³ñòü v2 ÷àñòèíîê ìàº êîìïîíåíòó, ÿêà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî íàïðÿìêó ïî-
øèðåííÿ õâèë³. Ä³éñíî êîìïîíåíòè êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ v2 = (x2, y2) 
âèçíà÷àþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì

2
2 2

2 2

1
,x

p
i p

i x


 


 


                          (5.82)

2 1
2 2

2 2

sin1
.y

p k
p

i y



 


 


                        (5.83)

Òîä³ êîìïîíåíòè çì³ùåííÿ ÷àñòèíîê âçäîâæ îñåé Ox ³ Oy âèçíà÷àþòüñÿ 

ñï³ââ³äíîøåííÿìè 2
2 22

2

x
xu p

i
 
  

  


 ³ 2 1
2 22

2

siny
y

k
u i p

i

 
  

 


. Ïåðåõîäÿ-

÷è äî ä³éñíîãî çàïèñó, ìàºìî  2 12
2

exp cos( sin )xu B x t k y
    

 
      ³ 

 1
2 12

2

sin
exp sin( sin ).y

k
u B x t k y


   

 
     Çâ³äñè çíàõîäèìî ð³âíÿííÿ 

òðàºêòîð³¿ ÷àñòèíîê:

   

22
22

2 2

1
2 2

2 2

1.
sin

exp exp

yx
uu

BkB
x x

  
   

 
   

    
   

Îòæå, ÷àñòèíêè â íåîäíîð³äí³é õâèë³ ðóõàþòüñÿ ïî åë³ïñàõ ç íàï³âîñÿìè 

 1
2

2

sin
exp

Bk
x




 
  ³  2

2

exp
B

x
 

 
 . Á³ëüøà â³ñü ëåæèòü ó íàïðÿìêó íàé-
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øâèäøî¿ çì³íè ôàçè, òîáòî â íàïðÿìêó ïîøèðåííÿ õâèë³ (âçäîâæ îñ³ Oy), 
ìàëà â³ñü — ó íàïðÿìêó íàéøâèäøî¿ çì³íè àìïë³òóäè (âçäîâæ îñ³ Ox).

Ê³ëüêà ñë³â ïðî â³äáèòó õâèëþ çà óìîâè  > êð. Çã³äíî ç (5.77) ìàºìî, 
ùî |Vp| = 1, à ôàçà êîåô³ö³ºíòà â³äáèòòÿ º îäíàêîâà äëÿ áóäü-ÿêî¿ ÷àñòîòè 
ïàäàþ÷î¿ ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³. Öÿ äîäàòêîâà ôàçà åêâ³âàëåíòíà çìåíøåííþ 
äîâæèíè ïðîá³ãó â³äáèòî¿ õâèë³ â ñåðåäîâèù³ íà 2/k1 = 2c1/, ùî áóäå 
ð³çíîþ äëÿ õâèëü ð³çíèõ ÷àñòîò. Ìîæíà ñêàçàòè, ùî â³äáèòòÿ çà óìîâè  >
> êð ñóïðîâîäæóºòüñÿ “çîñåðåäæåíîþ” (íà ìåæ³) äèñïåðñ³ºþ. Òîìó ïðè 
ïàä³íí³ íåãàðìîí³÷íî¿ ïëîñêî¿ õâèë³ çà óìîâè  > êð ôîðìè â³äáèòî¿ òà ïà-
äàþ÷î¿ õâèëü áóäóòü ðîçð³çíÿòèñÿ.

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè êóò³ ïàä³ííÿ, ÿêèé òî÷íî äîð³âíþº êðèòè÷íîìó, 
â³äáèòòÿ ïîä³áíå äî â³äáèòòÿ â³ä àêóñòè÷íî òâåðäî¿ ïîâåðõí³. Ñïðàâä³, 
çã³äíî ç îòðèìàíèìè ðåçóëüòàòàìè, ïðè  = êð íîðìàëüíà ñêëàäîâà øâèä-
êîñò³ ÷àñòèíîê íà ìåæ³ äîð³âíþº íóëþ, êîåô³ö³ºíò â³äáèòòÿ çà òèñêîì —
+1, à êîåô³ö³ºíò ïðîõîäæåííÿ çà òèñêîì äîñÿãàº 2.

5.5.5. Åíåðãåòè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ïðè ïîõèëîìó
ïàä³íí³ õâèë³

Ðîçãëÿíåìî òåïåð åíåðãåòè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ó ïàäàþ÷³é, â³ä-
áèò³é ³ ïðîíèêí³é õâèëÿõ. Âèä³ëèìî â ïîë³ ïàäàþ÷î¿ õâèë³ äåÿêó òðóáêó, 
ïëîùà ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó S ÿêî¿ ëåæèòü ó ïëîùèí³ ôðîíòó õâèë³ (ðèñ. 5.12). 
Çã³äíî ³ç çàêîíîì çáåðåæåííÿ åíåðã³¿ ìîæåìî çàïèñàòè: IS = I1S1 + I2S2, äå I, 
I1, I2 — ³íòåíñèâíîñò³ â³äïîâ³äíî â ïàäàþ÷³é, â³äáèò³é ³ ïðîíèêí³é õâèëÿõ. 
Îñê³ëüêè S = S1, òî

IS = I1S + I2S2,                                   (5.84)

òîáòî ïîòóæí³ñòü ïàäàþ÷î¿ õâèë³ äîð³âíþº ñóì³ ïîòóæíîñòåé â³äáèòî¿ òà 
çàëîìëåíî¿ õâèëü.

Ç ãåîìåòð³¿ çàäà÷³ (äèâ. ðèñ. 5.12) âèïëèâàº, ùî 2
2

cos
cos

S S



 , òîä³ (5.84) 

íàáóäå âèãëÿäó

2
1 2

cos
cos

I I I



             (5.85)

àáî, ÿêùî ïîä³ëèìî (5.85) íà I, òî

2cos
1 ,

cosE EV W



 

äå VE = I1/I; WE = I2/I. ßê áà÷èìî, ïðè ïî-
õèëîìó ïàä³íí³ õâèë³ íà ìåæó â åíåðãåòè÷íå 
ñï³ââ³äíîøåííÿ êîåô³ö³ºíò³â â³äáèòòÿ òà ïðî-
õîäæåííÿ (5.85) âõîäÿòü êóòè  òà 2. Öå âè-

Ðèñ. 5.12. Ïðèêëàä âèçíà÷åííÿ åíåðãåòè÷íîãî 
ñï³ââ³äíîøåííÿ (5.85)
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ïëèâàº ç ìîäåë³ àêóñòè÷íîãî ñåðåäîâèùà, àäæå íà ìåæ³ ïîä³ëó ñåðåäîâèù 
ô³êñóºòüñÿ ëèøå íîðìàëüíà ñêëàäîâà êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê. 
Ð³âí³ñòü 1 = VE + WE ñïðàâåäëèâà ëèøå äëÿ íîðìàëüíîãî ïàä³ííÿ õâèë³ àáî 
äëÿ ïîõèëîãî ïàä³ííÿ ïðè c1 = c2, òîáòî ìàºìî 2 = .

Çâåðíåìîñÿ äî çàêðèòè÷íèõ êóò³â ïàä³ííÿ õâèë³. Âèçíà÷èìî âåêòîð ãóñ-
òèíè ïîòîêó ïîòóæíîñò³ ó ³íøîìó ñåðåäîâèù³ W2 ïðè  > êð. Îá÷èñëèìî 
éîãî ñêëàäîâ³ âçäîâæ îñ³ Ox Wx2 ³ âçäîâæ îñ³ Oy Wy2. Çã³äíî ç (5.80)—(5.83) 
ìàºìî

 2
2 2 2

2

Re Re exp 2x xW p B x


 


   

 1 1cos sin cos( sin 2),t k y t k y                      (5.86)

   2 21
2 2 2 1

2

sin
Re Re exp 2 cos sin .y y

k
W p B x t k y


    


    

Òîä³ ñåðåäí³é çà ïåð³îä ïîò³ê ïîòóæíîñò³ ñòàíîâèòü

2 2 0,x xI W   

 
2

1
2 2

2

sin
exp 2 .

2y y

k B
I W x







                     (5.87)

Îòæå, õâèëÿ ó ³íøîìó ñåðåäîâèù³ íå ïåðåíîñèòü åíåðã³þ â³ä ìåæ³ âçäîâæ
îñ³ Ox, õî÷à ãóñòèíà åíåðã³¿ ó äðóãîìó ñåðåäîâèù³ íå äîð³âíþº íóëþ. ²íàê-
øå êàæó÷è, çà óìîâè  > êð åíåðã³ÿ ïîâí³ñòþ â³äáèâàºòüñÿ â³ä ìåæ³ ïîä³ëó 
ñåðåäîâèù, çáóðþþ÷è ïðè öüîìó äåÿêèé ïðèìåæîâèé øàð ó äðóãîìó ñåðå-
äîâèù³. Òàêà îñîáëèâ³ñòü â åíåðãåòèö³ íåîäíîð³äíî¿ õâèë³ çóìîâëåíà ê³íå-
ìàòèêîþ ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà ó õâèë³: âçäîâæ îñ³ Ox â³äáóâàºòüñÿ ñèíôàç-
íèé ðóõ ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà ïî åë³ïòè÷íèõ òðàºêòîð³ÿõ ç àìïë³òóäîþ, ÿêà 
çìåíøóºòüñÿ ç â³äñòàííþ â³ä ìåæ³ çà åêñïîíåíö³àëüíèì çàêîíîì exp(–x). 
Ïðè öüîìó çñóâ ôàç ì³æ òèñêîì p2 ³ ñêëàäîâîþ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ x2

âçäîâæ îñ³ Ox äîð³âíþº /2. Çã³äíî ç (5.79) ôàçîâà øâèäê³ñòü íåîäíîð³äíî¿ 
õâèë³ âçäîâæ îñ³ Oy ôó ìåíøà çà øâèäê³ñòü çâóêó â ñåðåäîâèù³ c2. Îòæå, 
ìîæíà ñêàçàòè, ùî çáóðåííÿ, ÿê³ ïîøèðþþòüñÿ âçäîâæ ìåæ³ ç³ øâèäê³ñòþ, 
ìåíøîþ çà øâèäê³ñòü çâóêó â ñåðåäîâèù³, íå âèïðîì³íþþòü àêóñòè÷íó 
åíåðã³þ â ñåðåäîâèùå.

Äëÿ îäíîð³äíî¿ ãàðìîí³÷íî¿ ïëîñêî¿ õâèë³ (íàïðèêëàä, ïàäàþ÷î¿ õâèë³ 
(5.35)) îá÷èñëåííÿ ñåðåäíüîãî çà ïåð³îä ïîòîêó ïîòóæíîñò³ ïðèâîäèòü äî 
òàêèõ âèðàç³â:

cos ,xI I  sin ,yI I   äå 
2

0

1 1

,
2

A
I

c
               (5.88)

ùî âèçíà÷àþòü ïåðåíåñåííÿ åíåðã³¿ óçäîâæ êîîðäèíàòíèõ îñåé Ox òà Oy. 
(Ïåðåêîíàéòåñÿ â ñïðàâåäëèâîñò³ (5.88) ñàìîñò³éíî.)
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5.6. Â³äáèòòÿ çâóêó â³ä ðóõîìî¿ ìåæ³

Íà ïðàêòèö³ äîñèòü ÷àñòî âèíèêàþòü ñèòóàö³¿, êîëè çâóêîâà 
õâèëÿ ïàäàº íà ðóõîìó ïåðåøêîäó. Âèíèêàº çàïèòàííÿ: â ÷îìó îñîáëèâ³ñòü 
òàêî¿ ñèòóàö³¿ ïîð³âíÿíî ç âèïàäêîì íåðóõîìî¿ ïåðåøêîäè. Äîñë³äæåííÿ 
öüîãî ïèòàííÿ ïðîâåäåìî íà ïðîñò³é ìîäåë³.

Íåõàé ïëîñêà ìåæà ïîä³ëó äâîõ ñåðåäîâèù ðóõàºòüñÿ ç³ ñòàëîþ øâèä-
ê³ñòþ  âçäîâæ äîäàòíîãî íàïðÿìêó îñ³ Ox (ðèñ. 5.13), ïðè÷îìó ó ìîìåíò 
÷àñó t = 0 ¿¿ êîîðäèíàòà x = 0. Ë³âîðó÷ â³ä ìåæ³ ðîçì³ùåíå àêóñòè÷íå ñåðå-
äîâèùå ç ïàðàìåòðàìè 1, c1, ïðàâîðó÷ — ³íøå ñåðåäîâèùå ç ïàðàìåòðàìè 
2, c2. Íà ìåæó ë³âîðó÷ íîðìàëüíî äî íå¿ ïàäàº ïëîñêà ãàðìîí³÷íà õâèëÿ:

     0 0 1 0 1exp exp / .p A i t k x A i t x c                 (5.89)

Ïðè âçàºìîä³¿ ç ìåæåþ óòâîðþþòüñÿ â³äáèòà õâèëÿ p1 ³ ïðîíèêíà ó ³íøå ñå-
ðåäîâèùå õâèëÿ p2. Çàïèøåìî ¿õ ó âèãëÿä³ ïëîñêèõ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü ç³ 
ñâî¿ìè àìïë³òóäàìè ³ òàêèìè, ùî ðóõàþòüñÿ ó â³äïîâ³äíèõ íàïðÿìêàõ:

  1 1 1exp / ,p A i t x c     2 2 2exp / .p A i t x c       (5.90)

Çðîçóì³ëî, ùî p0, p1, p2 çàäîâîëüíÿþòü õâèëüîâå ð³âíÿííÿ, àëå âîíè 
ìàþòü çàäîâîëüíÿòè òàêîæ ãðàíè÷í³ óìîâè íà ðóõîì³é ìåæ³, ùî çì³íþº 
ñâîþ êîîðäèíàòó çã³äíî ç ð³âíÿííÿì x = t. Îòæå, ãðàíè÷í³ óìîâè ìàþòü 
âèãëÿä

p0 + p1 = p2, x = t,                              (5.91)

x0 + x1 = x2, x = t.                             (5.92)

Ï³äñòàâèìî (5.90) ó ãðàíè÷íó óìîâó (5.91):

     0 1 1 1exp 1 / exp 1 /A i t c A i t c           2 2exp 1 / .A i t c    (5.93)

Ñï³ââ³äíîøåííÿ (5.93) ìàº âèêîíóâàòèñÿ çà áóäü-ÿêîãî ìîìåíòó ÷àñó t. 
Ïðèð³âíÿòè ïîêàçíèêè åêñïîíåíòè, çà àíàëîã³ºþ ç ð³âíÿííÿì (5.42), íå 
ìîæíà, îñê³ëüêè î÷åâèäíî, ùî 1 – /c1  1 + /c1. Ðàçîì ç òèì, âèáèðàþ÷è 
àìïë³òóäè A1 òà A2 ìîæíà çàäîâîëüíèòè ð³âí³ñòü (5.93), àëå ò³ëüêè äëÿ êîí-
êðåòíîãî ìîìåíòó ÷àñó t. Òàêà ñèòóàö³ÿ ãîâîðèòü ïðî òå, ùî çàïèñ â³äáèòî¿ ³ 
ïðîíèêíî¿ õâèëü ó âèãëÿä³ (5.90) íå º ïðàâèëüíèì. Ïðèïóñêàþ÷è, ùî 
â³äáèòà ³ ïðîíèêíà õâèë³ ëèøàþòüñÿ ïëî-
ñêèìè ãàðìîí³÷íèìè õâèëÿìè, çàçíà÷àºìî, 
ùî ¿õ ÷àñòîòè â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä ÷àñòîòè 
ïàäàþ÷î¿ íà ìåæó õâèë³. Îòæå, çàïèøåìî 
õâèë³ p1 òà p2 ó âèãëÿä³

  1 1 1 1exp / ,p A i t x c  

  2 2 2 2exp / .p A i t x c      (5.94)

Ðèñ. 5.13. Ïðèêëàä ïàäàþ÷î¿ õâèë³ íà ðóõîìó ìåæó 
äâîõ ñåðåäîâèù
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Çíîâó ðîçïèøåìî ãðàíè÷íó óìîâó (5.91) ç óðàõóâàííÿì ôîðìóë (5.94), îò-
ðèìàºìî

     0 1 1 1 1exp 1 / exp 1 /A i t c A i t c        

=   2 2 2exp 1 / .A i t c                               (5.95)

Çðîçóì³ëî, ùî äëÿ âèêîíàííÿ ð³âíîñò³ (5.95) ó áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó t ñë³ä 
ïðèð³âíÿòè ïîêàçíèêè åêñïîíåíò:

     1 1 1 2 21 / 1 / 1 / .c c c                           (5.96)

Çâ³äñè âèçíà÷àºìî øóêàí³ ÷àñòîòè

1
1

1

1 /
,

1 /
c
c


 







1
2

2

1 /
.

1 /
c
c


 







                        (5.97)

Ïîäàëüøèé ïîøóê àìïë³òóä A1 ³ A2 íå âèêëèêàº òðóäíîù³â.
ßê áà÷èìî, ÿêùî ìåæà ðóõàºòüñÿ ó íàïðÿìêó ïîøèðåííÿ õâèë³ p0

(øâèäêîñò³  ³ c1 çà íàïðÿìêîì çá³ãàþòüñÿ), òî  1 <  ; ÿêùî ìåæà ðó-
õàºòüñÿ íàçóñòð³÷ ïàäàþ÷³é õâèë³ (øâèäêîñò³  ³ c1 ïðîòèëåæí³ çà íàïðÿì-
êîì), òî  1 > . Çì³íà ÷àñòîòè çâóêó, â³äáèòîãî â³ä ðóõîìîãî îá’ºêòà, íàçè-
âàºòüñÿ åôåêòîì Äîïëåðà. Çðîçóì³ëî, ùî öåé åôåêò ìàº ì³ñöå ³ â ñèòóàö³¿ 
êîëè äæåðåëî ðóõàºòüñÿ, à ñïîñòåð³ãà÷ íåðóõîìèé. Åôåêò Äîïëåðà çíàõî-
äèòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ïðè ñòâîðåíí³ ã³äðîàêóñòè÷íèõ ëîêàòîð³â ³ ìå-
äè÷íî¿ ä³àãíîñòè÷íî¿ àïàðàòóðè, ÿêà âèêîðèñòîâóº àêóñòè÷í³ õâèë³.

5.7. Âõ³äíèé îï³ð ïåðåøêîäè

Ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ çàäà÷³ ïðî â³äáèòòÿ ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³ â³ä ïå-
ðåøêîäè (íàïðèêëàä, ìåæ³ ïîä³ëó äâîõ ñåðåäîâèù) ÷àñòî íå ö³êàâëÿòüñÿ 
ïðîíèêíîþ õâèëåþ ó ïåðåøêîäó. Ó òàêèõ âèïàäêàõ, çà óìîâ, ïðî ÿê³ ìîâà 
áóäå éòè íèæ÷å, ìîæíà ïîëåãøèòè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ïðî â³äáèòòÿ çâóêó. 
Äëÿ öüîãî ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ âõ³äíîãî îïîðó (âõ³äíîãî ³ìïåäàíñó) ïåðåøêîäè
Zâõ, ÿêèé âèçíà÷àºòüñÿ ÿê â³äíîøåííÿ êîìïëåêñíèõ àìïë³òóä çâóêîâîãî 
òèñêó p ³ íîðìàëüíî¿ ñêëàäîâî¿ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ n íà ìåæ³ ñåðåäî-
âèùà ³ ïåðåøêîäè S :

âõ ,
n S

p
Z


                                         (5.98)

ïðè÷îìó íîðìàëü n äî ìåæ³ S ñïðÿìîâàíà ó âíóòð³øíþ îáëàñòü ïåðåøêîäè. 
Ó öüîìó ðàç³ ïðè äîäàòíîìó çâóêîâîìó òèñêó (ñòèñíåííÿ) á³ëÿ ìåæ³ ïåðåø-
êîäè, âîíà ïðàãíóòèìå âèãíóòèñÿ ó âíóòð³øíþ îáëàñòü ïåðåøêîäè, îòæå, ³ 
äîäàòíå çíà÷åííÿ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ òàêîæ áóäå ñïðÿìîâàíå ó âíóò-
ð³øíþ îáëàñòü ïåðåøêîäè. ßêùî íîðìàëü äî ìåæ³ º çîâí³øíüîþ äëÿ ïå-
ðåøêîäè, òî ôîðìóëó (5.98) ñë³ä çàïèñàòè ç³ çíàêîì ì³íóñ. Âåëè÷èíó, îáåð-
íåíó äî Zâõ, íàçèâàþòü âõ³äíîþ ïðîâ³äí³ñòþ ïåðåøêîäè, òîáòî Yâõ = 1/Zâõ.

                                        
 Äîïëåð (Doppler) Êð³ñò³àí (1803—1853) — àâñòð³éñüêèé ô³çèê ³ àñòðîíîì.
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Ðèñ. 5.14. Ïðèêëàä ïàäàþ÷î¿ ïëîñêî¿ õâèë³ íà ïå-
ðåøêîäó

Äëÿ óñâ³äîìëåííÿ íîâîãî ïîíÿòòÿ ðîç-
ãëÿíåìî äâ³ çàäà÷³:

1) ÿê âèêîðèñòîâóâàòè çíàííÿ Zâõ äëÿ 
âèçíà÷åííÿ ïîëÿ ïåðåä ïåðåøêîäîþ;

2) ÿê, âèì³ðÿâøè ïàðàìåòðè çâóêîâîãî 
ïîëÿ ïåðåä ïåðåøêîäîþ, âèçíà÷èòè éîãî 
âõ³äíèé ³ìïåäàíñ Zâõ.

Íåõàé ïëîñêà ìåæà S ïîä³ëÿº ñåðåäî-
âèùå (x > 0) ç ïàðàìåòðàìè 1, c1 ³ ïåðåøêîäó (x < 0) (ðèñ. 5.14). Íà ìåæó S
íîðìàëüíî ïàäàº ïëîñêà ãàðìîí³÷íà õâèëÿ p0 = A0 exp(–i(t + k1x)), òîä³ òèñê 
ó â³äáèò³é õâèë³ p1 = A1exp(–i(t – k1x)), k1 =  /c1.

Ðîçãëÿíåìî ïåðøó çàäà÷ó. Çã³äíî ç âèçíà÷åííÿì âõ³äíîãî ³ìïåäàíñó ïå-
ðåøêîäè íà ¿¿ ïîâåðõí³ S (êîîðäèíàòà x = 0) âèêîíóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ

0 1
âõ

0 1 0

.
x x x

p p
Z

 






                              (5.99)

Ï³äñòàâèâøè â (5.99) âèðàçè äëÿ òèñêó ³ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ â ïàäàþ÷³é 

³ â³äáèò³é õâèëÿõ ïðè x = 0, îòðèìàºìî, ùî 1 1 0 1
âõ

0 1

( )
.

( )
c A A
A A

 



Z  Îñê³ëüêè 

â³äíîøåííÿ A1/A0 = Vp âèçíà÷àº êîåô³ö³ºíò â³äáèòòÿ, âèðàç âõ³äíîãî îïîðó 
ïåðåøêîäè ìîæíà çàïèñàòè òàê:

âõ 1 1

1
.

1
p

p

V
c

V






Z                                (5.100)

Çâ³äñè îäåðæèìî âèðàç äëÿ êîåô³ö³ºíòà â³äáèòòÿ Vp ÷åðåç â³äîìèé âõ³äíèé 
îï³ð ïåðåøêîäè Zâõ:

вх

вх

1 1

1 1

 .p

Z ñ
Z ñ








V                                (5.101)

Îòæå, ïåðøà çàäà÷à ðîçâ’ÿçàíà. ×àñòî âèêîðèñòîâóþòü ïîíÿòòÿ â³äíîñíîãî 
âõ³äíîãî îïîðó ïåðåøêîäè âõ = Zâõ /(1ñ1), òîä³ (5.101) íàáóâàº âèãëÿäó

вх

вх

1
.

1pV







                                  (5.102)

Ó âèïàäêó, êîëè ïåðåøêîäîþ º ³íøå ñåðåäîâèùå ç ïàðàìåòðàìè 2, ñ2, 
ìàºìî Zâõ = 2c2 (îáì³ðêóéòå ÷îìó?). Ó öüîìó ðàç³ ôîðìóëà (5.101) çá³ãàºòüñÿ 
ç ôîðìóëîþ (5.48), ÿêà âèçíà÷àº êîåô³ö³ºíò â³äáèòòÿ ïðè íîðìàëüíîìó 
ïàä³íí³ ïëîñêî¿ õâèë³ íà ìåæó ïîä³ëó äâîõ ñåðåäîâèù.

Òàêèì ÷èíîì, ïðè âèçíà÷åíí³ â³äáèòî¿ õâèë³, çàì³ñòü çàäà÷³ ñïðÿæåííÿ 
çâóêîâèõ ïîë³â íà ìåæ³ ïîä³ëó äâîõ ñåðåäîâèù (äèâ. (4.42), (4.43)), òîáòî 
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çàäîâîëåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ çà òèñêîì ³ êîëèâàëüíîþ øâèäê³ñòþ, âèêîðè-
ñòîâóºòüñÿ îäíà óìîâà (5.99). Òàêå ñïðîùåííÿ ìîæëèâå ó ñèòóàö³ÿõ:

 ÿêùî ìåæà ïåðåøêîäè º íåñê³í÷åííîþ ïëîùèíîþ ³ íà íå¿ íîðìàëüíî 
ïàäàº ïëîñêà õâèëÿ;

 ÿêùî, â ñèëó òèõ ÷è ³íøèõ ïðè÷èí, âëàñòèâîñò³ ³íøîãî ñåðåäîâèùà 
òàê³, ùî êóò ïðîíèêíåííÿ õâèë³ ó äðóãå ñåðåäîâèùå 2  0 çà áóäü-ÿêèõ 
çíà÷åíü êóòà ïàä³ííÿ . Öå îçíà÷àº, ùî çàëîìëåíà õâèëÿ ïîøèðþºòüñÿ 
ïðàêòè÷íî óçäîâæ îñ³ Ox. Ó öüîìó ðàç³ óìîâó (5.99) íàçèâàþòü ³ìïåäàíñíîþ 
ãðàíè÷íîþ óìîâîþ, à ñàìó ìåæó — ³ìïåäàíñíîþ ìåæåþ. Ìîäåëü ³ìïåäàíñíî¿ 
ìåæ³ äîáðå îïèñóº òàêó ðåàëüíó ñèòóàö³þ, êîëè c2 << c1, òîä³ ä³éñíî, çã³äíî 
³ç çàêîíîì Ñíåëë³óñà (5.45), ìàºìî 2  0 çà áóäü-ÿêîãî . ²íøèì ïðèêëà-
äîì ñëóãóþòü ïîðèñò³ çâóêîïîãëèíàëüí³ ìàòåð³àëè, â ÿêèõ ïîðè ðîçòàøî-
âàí³ ó íàïðÿìêó, ïåðïåíäèêóëÿðíîìó äî ïîâåðõí³ ïîä³ëó. Òóò çãàñàííÿ çâó-
êó ïðè ïîøèðåíí³ ó ïîãëèíà÷³ â íàïðÿìêó âçäîâæ ìåæ³ ñóòòºâî ïåðåâèùóº 
çãàñàííÿ ïðè ïîøèðåíí³ â ïåðïåíäèêóëÿðíîìó äî ìåæ³ íàïðÿìêó.

ßê íàñë³äîê, ìîæíà ñêàçàòè, ùî ³ìïåäàíñíà ãðàíè÷íà óìîâà (5.98) âè-
çíà÷àº ìîäåëü ïåðåøêîäè, äëÿ ÿêî¿ êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü ó äåÿê³é òî÷ö³ ¿¿ 
ïîâåðõí³ çàëåæèòü ëèøå â³ä òèñêó â ö³é æå òî÷ö³ ³ íå çàëåæèòü â³ä òèñêó â 
³íøèõ òî÷êàõ íà ïîâåðõí³. Ïðî òàêó ïåðåøêîäó ùå êàæóòü, ùî âîíà õàðàê-
òåðèçóºòüñÿ ëîêàëüíèì (òîáòî â òî÷ö³) ³ìïåäàíñîì. ²íøèìè ñëîâàìè, ÿêùî 
ðîçãëÿäàòè ìîäåëü ³ìïåäàíñíî¿ ìåæ³ ó âèãëÿä³ ïîð (êàï³ëÿð³â), ðîçòàøîâà-
íèõ ó íàïðÿìêó, ïåðïåíäèêóëÿðíîìó äî ïîâåðõí³ ïîä³ëó, òî íîðìàëüíèé 
³ìïåäàíñ ôàêòè÷íî º ì³ðîþ ïðîòèä³¿ ç áîêó ð³äèíè â êàï³ëÿð³ êîëèâàííÿì 
ñåðåäîâèùà íà ìåæ³ ïåðåøêîäè. Çðîçóì³ëî, ùî ïðè ïàä³íí³ õâèë³ íà ³ìïå-
äàíñíó ïåðåøêîäó âèíèêàþòü íîâ³ ÿâèùà ïîð³âíÿíî ç âçàºìîä³ºþ õâèë³ ç 
àêóñòè÷íî ì’ÿêèìè ³ æîðñòêèìè ò³ëàìè. ßêùî íîðìàëüíèé ³ìïåäàíñ çó-
ìîâëåíèé òåðòÿì îá ñò³íêè êàï³ëÿð³â, òî êîëèâàííÿ áóäóòü ÷àñòêîâî ïîãëè-
íàòèñÿ ³ öå ïðèâåäå äî â³äòîêó åíåðã³¿ ³ç íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà. Òóò 
íîðìàëüíèé ³ìïåäàíñ º ä³éñíîþ âåëè÷èíîþ. Àëå â³í ìîæå áóòè ³ óÿâíîþ 
âåëè÷èíîþ, ùî âèçíà÷àº àáî ³íåðö³éíèé õàðàêòåð, çóìîâëåíèé ìàñîþ ð³äè-
íè â êàï³ëÿðàõ, àáî ïðóæíèé õàðàêòåð, ÿêùî öÿ ð³äèíà ïðóæíî äåôîðìó-
ºòüñÿ. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó âåëè÷èíà Zâõ º êîìïëåêñíîþ âåëè÷èíîþ, ùî 
çóìîâëåíà êîìá³íàö³ºþ ð³çíèõ íàâåäåíèõ âèùå ÷èííèê³â. Çðîçóì³ëî, ùî 
³ìïåäàíñíà óìîâà ìàº ïåâí³ ìåæ³ çàñòîñóâàííÿ. Òàê, âîíà íå ìîæå âèñòó-
ïèòè ÿê ìîäåëü äëÿ ìåæ³ ïîä³ëó ð³äèíè ³ ïëàñòèíêè, îñê³ëüêè â öüîìó âè-
ïàäêó çì³ùåííÿ â äåÿê³é òî÷ö³ çàëåæèòü â³ä ðîçïîä³ëó ñèë ïî âñ³é ïëà-
ñòèíö³ âíàñë³äîê ìîæëèâîñò³ ïîøèðåííÿ çãèíàëüíèõ õâèëü óçäîâæ ïëà-
ñòèíêè. Àëå òàê³ ñêëàäí³ ñèòóàö³¿ íå áóäóòü ðîçãëÿäàòèñÿ ó äàí³é ïðàö³.

Ïåðåéäåìî äî äðóãî¿ çàäà÷³: âèçíà÷åííÿ ³ìïåäàíñó ïåðåøêîäè çà â³äî-
ìèì ïîëåì çâóêîâî¿ õâèë³ ïåðåä ïåðåøêîäîþ. Íåõàé p0 — àìïë³òóäà òèñêó ó 
ïàäàþ÷³é õâèë³ íà ïåðåøêîäó, à Vp — êîåô³ö³ºíò â³äáèòòÿ. Ïîëå ïåðåä ïå-
ðåøêîäîþ çàïèøåìî ó âèãëÿä³ ñóìè ïàäàþ÷î¿ ³ â³äáèòî¿ õâèëü:

     0 1 0 1exp exp .pp p i t k x pV i t k x      

Çàïèøåìî Vp ó âèãëÿä³ Vp = |Vp| exp(i). Òóò |Vp| âèçíà÷àòèìå àìïë³òóäó 
â³äáèòî¿ õâèë³ òèñêó, à íàÿâí³ñòü êóòà  â³äîáðàæóº òîé ôàêò, ùî ó çàãàëü-
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Ðèñ. 5.15. Çàëåæí³ñòü àìïë³òóäè òèñêó |p| 
â³ä êîîðäèíàòè x

íîìó âèïàäêó ôàçè ïàäàþ÷î¿ òà â³ä-
áèòî¿ õâèëü ìîæóòü íå çá³ãàòèñÿ.
Òîä³

     0 1expp p i t k x

      0 1exp .pp V i t k x  (5.103)

Âèçíà÷èìî àìïë³òóäó çâóêîâîãî òèñ-
êó â çâóêîâîìó ïîë³ ïåðåä ïåðåø-
êîäîþ. Äëÿ öüîãî çíàéäåìî ìîäóëü 
âèðàçó (5.103):

2*
0 11 2 cos(2 ).p pp pp p V V k x                      (5.104)

Äëÿ àáñîëþòíî â³äáèâàëüíî¿ ïîâåðõí³ (|Vp| = 1) ìàºìî çâè÷àéíó ñòîÿ÷ó õâè-

ëþ ïåðåä ïåðåøêîäîþ:     0 1 0 12 1 cos 2 2 cos / 2p p k x p k x      .

Íà ðèñ. 5.15 çîáðàæåíî ïåð³îäè÷íó çàëåæí³ñòü àìïë³òóäè |p| â³ä êîîðäè-
íàòè x. ßê âèïëèâàº ç (5.104), çà óìîâè cos(2k1x + ) = 1 ìàºìî ìàêñèìàëüíå 
çíà÷åííÿ àìïë³òóäè òèñêó |p|max = p0(1 + |Vð|), à çà óìîâè cos(2k1x + ) = –1 
îòðèìàºìî ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ àìïë³òóäè |p|m³n = p0(1 – |Vp|).

Îòæå, âèì³ðþþ÷è |p|max òà |p|min, îäåðæóºìî äâà ð³âíÿííÿ p0(1 + |Vp|) = |p|max

³ p0(1 + |Vp|) = |p|min. Çâ³äñè, âèêëþ÷èâøè àìïë³òóäó ïàäàþ÷î¿ õâèë³ p0, çíàõî-
äèìî ìîäóëü êîåô³ö³ºíòà â³äáèòòÿ:

max min max min

max minmax min

| | / | | 1
.

| | / | | 1p

p p p p
V

p p p p

 
 

 
                   (5.105)

Ôàçîâó õàðàêòåðèñòèêó êîåô³ö³ºíòà â³äáèòòÿ Vp âèçíà÷àþòü, ô³êñóþ÷è 
çíà÷åííÿ â³äñòàí³ â³ä ïåðåøêîäè, äå ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ìàêñèìóì àáî ì³í³ìóì 
àìïë³òóäè òèñêó:

 ( )
1 max2 2 1 ,nk x n    1,2,...,n 

 ( )
1 min2 2 1 ,mk x m    1,2,...,m                     (5.106)

äå ( )
max
nx — êîîðäèíàòà n -ãî ìàêñèìóìó àìïë³òóäè òèñêó; ( )

min
mx — êîîðäèíà-

òà m-ãî ì³í³ìóìó àìïë³òóäè òèñêó. Ïåðåì³ùóþ÷è ì³êðîôîí óçäîâæ îñ³ Ox, 
ïî÷èíàþ÷è â³ä ïåðåøêîäè (x = 0), ô³êñóþòü â³äñòàíü àáî äî ïåðøîãî 
ì³í³ìóìó xmin, àáî äî ïåðøîãî ìàêñèìóìó xmax. Â³äïîâ³äíî äî (5.106) ö³ 
â³äñòàí³ (ïîêëàäàºìî n = m = 1) ìîæíà âèçíà÷èòè òàê:

1
max

1

,
2 4

x
k

 


    1
min

1

1 ,
2 4

x
k

  


     
 

             (5.107)
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äå 1 = 2 /k1 — äîâæèíà çâóêîâî¿ õâèë³ â ñåðåäîâèù³. Çâ³äñè îòðèìàºìî 
òàê³ ôîðìóëè äëÿ àðãóìåíòó êîåô³ö³ºíòà â³äáèòòÿ:

1 max max 12 4 /k x x                               (5.108)

àáî

 1 min min 12 4 / 1 / 4 .k x x                        (5.109)

Çã³äíî ç ôîðìóëîþ (5.100) çíàõîäèìî øóêàíó âåëè÷èíó âõ³äíîãî îïîðó 
ïåðåøêîäè ÷åðåç âèì³ðÿíèé êîåô³ö³ºíò â³äáèòòÿ:

вх 1 1

1
.

1
p

p

V
Z ñ

V






                                (5.110)

ßêùî ïåðåøêîäà àêóñòè÷íî æîðñòêà (õ = 0, Vp = 1), òî Zâõ = ; ÿêùî ïå-
ðåøêîäà àêóñòè÷íî ì’ÿêà (p = 0, Vp = –1), òî Zâõ = 0.

Ñåðåäîâèùå ïåðåøêîäè âèçíà÷àº êîìïëåêñíèé õàðàêòåð êîåô³ö³ºíòà 
â³äáèòòÿ. ² òóò ö³êàâèìè º òàê³ äåòàë³. Ðîçãëÿíåìî äâ³ ñèòóàö³¿. Íåõàé ïðè 
âèì³ðþâàíí³ ïîëÿ ïåðåä ïåðåøêîäîþ îòðèìàëè, ùî |p|max /|p|min = 2, xmax = 
= 1 /10. Çã³äíî ç (5.105) ³ (5.108) îäåðæèìî çíà÷åííÿ ìîäóëÿ |Vp| = 1/3 ³ àð-
ãóìåíòó  = –0,4 êîåô³ö³ºíòà â³äáèòòÿ, îòæå, Vp = (1/3)exp(–i0,4). Äàë³ çà 
ôîðìóëîþ (5.110) âèçíà÷àºìî îï³ð ïåðåøêîäè Zâõ  (0,78 – i0,77)1c1. ßêùî 
òåïåð íà â³äñòàí³ xmin = 1/10 çíàõîäèòüñÿ ì³í³ìóì àìïë³òóäè òèñêó, òî 
çã³äíî ç (5.109) ìàºìî  = 0,4 ³ êîåô³ö³ºíò â³äáèòòÿ Vp = (1/3)exp(i0,4). 
Òîä³ âõ³äíèé ³ìïåäàíñ ïåðåøêîäè Zâõ  (0,78 + i0,77)1c1. Òàêèì ÷èíîì, 
çíàê óÿâíî¿ ÷àñòèíè Zâõ çì³íèâñÿ.

Ùîá çðîáèòè óçàãàëüíåííÿ çâåðíåìîñÿ äî ãðàô³÷íîãî çîáðàæåííÿ êîì-
ïëåêñíèõ àìïë³òóä òèñêó ïàäàþ÷î¿ ³ â³äáèòî¿ õâèëü ó âèãëÿä³ âåêòîð³â 
(ðèñ. 5.16). Íà öüîìó ðèñóíêó âçäîâæ îñ³ àáñöèñ â³äêëàäåíà ä³éñíà ÷àñòèíà 
òèñêó Re p, à âçäîâæ îñ³ îðäèíàò — óÿâíà Im p. Âåêòîð 1 ïîçíà÷àº êîì-
ïëåêñíó àìïë³òóäó òèñêó ïàäàþ÷î¿ õâèë³ A0exp(–it – ikx) íà ïîâåðõí³ ïå-
ðåøêîäè x = 0 ó ìîìåíò ÷àñó t = 0. Ïðè â³ääàëåíí³ â³ä ïåðåøêîäè âçäîâæ 
îñ³ Ox (ðèñ. 5.14) âåêòîð 1 (íà ðèñ. 5.16), ÿêèé âèçíà÷àºòüñÿ êîìïëåêñíîþ 
àìïë³òóäîþ ïàäàþ÷î¿ õâèë³ A0exp(–ikx), áóäå îáåðòàòèñÿ íàâêîëî ïî÷àòêó 
êîîðäèíàò çà ãîäèííèêîâîþ ñòð³ëêîþ.

Âåêòîð 2, ùî â³äïîâ³äàº êîìïëåêñí³é àìïë³òóä³ â³äáèòî¿ õâèë³ p0|Vp|exp(i) 
íà ïîâåðõí³ ïåðåøêîäè (x = 0), ðîçì³ùóºòüñÿ â îäíîìó ç êâàäðàò³â ïëîùèíè 
(ReVp, ImVp). Öå çàëåæèòü â³ä àðãóìåíòó  êîåô³ö³ºíòà â³äáèòòÿ Vp. Çðîçóì³ëî, 
ùî ïðè â³ääàëåí³ â³ä ïåðåøêîäè âåêòîð p0|Vp|exp(ikx + i) îáåðòàºòüñÿ ïðîòè ãî-
äèííèêîâî¿ ñòð³ëêè. Ïîâíå îáåðòàííÿ âåêòîðà îçíà÷àº çì³íó ôàçè õâèë³ íà 
âåëè÷èíó 2, ùî â³äïîâ³äàº ïåðåì³ùåííþ òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ âçäîâæ îñ³ Ox
íà â³äñòàíü, ÿêà äîð³âíþº äîâæèí³ õâèë³. ×âåðòü ïîâíîãî îáåðòó â³äïîâ³äàº 
â³äñòàí³ ó ïðîñòîð³ /4. Îòæå, ÿêùî ImVp < 0, òî íà â³äñòàí³ 0… / 4  â³ä ïå-
ðåøêîäè îäåðæèìî ïåðøèì ìàêñèìóì, àäæå, êîëè âåêòîðè 1 ³ 2 ïðè îáåðòàíí³ 
ñòàþòü êîë³íåàðí³, ¿õ íàïðÿìêè çá³ãàþòüñÿ. ßêùî ImVp > 0, òî íà â³äñòàí³ 
0…/4 â³ä ïåðåøêîäè îäåðæèìî ïåðøèì ì³í³ìóì, îñê³ëüêè, êîëè âåêòîðè 1 ³ 2
ïðè îáåðòàíí³ ñòàþòü êîë³íåàðí³, ¿õ íàïðÿìêè ïðîòèëåæí³.
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Ðèñ. 5.16. Âåêòîðíå çîáðàæåííÿ êîìïëåêñíèõ àìï-
ë³òóä òèñêó ïàäàþ÷î¿ (1) ³ â³äáèòî¿ (2) õâèëü

Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ìîæíà ïîêëàñòè â 
îñíîâó ìåòîäó âèì³ðþâàííÿ êîåô³ö³ºíòà â³ä-
áèòòÿ ïðè íîðìàëüíîìó ïàä³íí³ çâóêó ³ àêó-
ñòè÷íîãî ³ìïåäàíñó ìàòåð³àëó. Ä³éñíî, ÿê-
ùî ïëîñêà çâóêîâà õâèëÿ ïàäàº íà ïîâåðõ-
íþ, ÿêà õàðàêòåðèçóºòüñÿ äåÿêèì âõ³äíèì 
³ìïåäàíñîì, òî ç â³äíîøåííÿ ìàêñèìóìó ³ 
ì³í³ìóìó àìïë³òóä çâóêîâîãî òèñêó ìàºìî 
ìîäóëü êîåô³ö³ºíòà â³äáèòòÿ, à éîãî àðãóìåíò 
ìîæíà çíàéòè çà â³äñòàííþ äî íàéáëèæ÷îãî ì³í³ìóìó àáî ìàêñèìóìó àìï-
ë³òóäè çâóêîâîãî òèñêó. Äëÿ îäåðæàííÿ òî÷íèõ ðåçóëüòàò³â âèì³ðþâàííÿ 
çâóêîâ³ õâèë³ ïîâèíí³ áóòè ïëîñêèìè. Ïëîñê³ õâèë³ ëåãêî çáóäæóþòüñÿ â 
òðóáàõ ç àêóñòè÷íî æîðñòêèìè ñò³íêàìè íà ÷àñòîòàõ, äëÿ ÿêèõ ä³àìåòð òðó-
áè ìåíøèé, í³æ ïîëîâèíà äîâæèíè õâèë³ (ïàðàãðàô 5.10). Ó òàê³é òðóá³ íà 
îäíîìó ê³íö³ ðîçì³ùóþòü âèïðîì³íþâà÷ çâóêó, à íà äðóãîìó — çðàçîê äî-
ñë³äæóâàíîãî ìàòåð³àëó. Ñóòòºâà ïåðåâàãà ìåòîäó — íåâåëèê³ ðîçì³ðè çðàçê³â.

5.8. Âõ³äíèé îï³ð ð³äèííîãî ïëîñêîãî øàðó,
ùî ñïèðàºòüñÿ íà ïåðåøêîäó

Âèâ÷åííÿ ïðîöåñó ïàä³ííÿ çâóêîâî¿ õâèë³ íà øàð º äóæå âàæëèâîþ çà-
äà÷åþ ç òî÷êè çîðó ÿê òåîð³¿, òàê ³ ïðàêòèêè, àäæå âçàºìîä³ÿ çâóêó ç øàðîì 
àáî ñòðóêòóðîþ, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç ê³ëüêîõ øàð³â, çóñòð³÷àºòüñÿ äîñèòü ÷àñ-
òî â ð³çíèõ òåõí³÷íèõ ïðèñòðîÿõ ³, ìàáóòü, íà êîæíîìó êðîö³ â ïðèðîäíîìó 
ñåðåäîâèù³.

Ó öüîìó ïàðàãðàô³ ðîçãëÿíåìî íîðìàëüíå ïàä³ííÿ ïëîñêî¿ ãàðìîí³÷íî¿ 
õâèë³ íà ïëîñêèé øàð, ÿêèé ñïèðàºòüñÿ íà äåÿêó ïåðåøêîäó ç âõ³äíèì ³ì-
ïåäàíñîì Z (ðèñ. 5.17). Ñåðåäîâèùå (x < 0) õàðàêòåðèçóºòüñÿ ãóñòèíîþ 1 ³
øâèäê³ñòþ çâóêó c1, à ïëîñêèé øàð (0 < x < h) â³äïîâ³äíî — 2 ³ c2. ²ìïå-
äàíñ ïåðåøêîäè Z ââàæàºìî çàäàíèì.

Çâóêîâèé òèñê ó ïàäàþ÷³é õâèë³ íîðìàëüíî äî øàðó ìîæíà çàïèñàòè òàê:

  0 0 1exp ,p A i t k x   1 1/ .k c                  (5.111)

Ïðîöåñ ïðîíèêíåííÿ çâóêó êð³çü øàð ìîæíà óÿâèòè ó âèãëÿä³ íåñê³í÷åí-
íîãî ïðîöåñó â³äáèòòÿ òà ïðîíèêíåííÿ õâèë³ íà ìåæàõ øàðó x = 0 òà x = h.
Ïðîòå ìàòåìàòè÷íî öå ìîæíà çàïèñàòè ïðîñòî:

  1 1 1exp ,p A i t k x                            (5.112)

     ø 1 2 2 2exp exp ,p a i t k x a i t k x       2 2/ ;k c   (5.113)

äå àìïë³òóäè A1, a1, a2 ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ íåñê³í÷åííèõ ñóì àìïë³òóä 
õâèëü, ÿê³ âèíèêàþòü óíàñë³äîê â³äáèòòÿ òà ïðîíèêíåííÿ õâèë³ ³ ïðÿìóþòü
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â îäíîìó íàïðÿìêó (çðîá³òü äîïîì³æíèé 
ðèñóíîê ³ îáì³ðêóéòå öþ ñèòóàö³þ ñàìî-
ñò³éíî).

Íà ìåæàõ øàðó (ðèñ. 5.17) ìàºìî òàê³ 
ãðàíè÷í³ óìîâè:

0 1 ø ,p p p  0,x            (5.114)

0 1 ø

1 2

( )1 1
,

p p p
i x i x 

  


 
0,x    (5.115)

ш

ш

2

,
1

p
Z

p
i x





x = h.          (5.116)

Óìîâè (5.114) òà (5.115) âèçíà÷àþòü ð³âí³ñòü 
òèñê³â ³ êîëèâàëüíèõ øâèäêîñòåé íà ìåæ³ x = 0, à óìîâà (5.116) çàïèñàíà 
çã³äíî ç âèçíà÷åííÿì âõ³äíîãî îïîðó ïåðåøêîäè Z.

Âèçíà÷èìî âõ³äíèé îï³ð øàðó Zâõ, ïîä³ëèâøè (5.114) íà (5.115):

ø
âõ

ø

2

,
1

p
Z

p
i x





x = 0.                          (5.117)

Ï³äñòàâèìî (5.113) ó (5.117):

вх
1 2

2 2
1 2

.
a a

Z ñ
a a







                               (5.118)

Ï³äñòàâèâøè (5.113) ó (5.116), îäåðæèìî òàêå ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ àìïë³òó-
äàìè a1 ³ a2:

 2 2
1 2 2

2 2

exp 2 .
Z c

a a i k h
Z c





 


                      (5.119)

Ç óðàõóâàííÿì (5.119) ôîðìóëà (5.118) ï³ñëÿ ðÿäó ïåðåòâîðåíü íàáåðå âè-
ãëÿäó

2 2 2
âõ 2 2

2 2 2

tg( )
.

tg( )
Z i c k h

Z ñ
ñ iZ k h









                       (5.120)

Îòæå, (5.120) âèçíà÷àº âõ³äíèé ³ìïåäàíñ øàðó, ÿêèé ñïèðàºòüñÿ íà ïå-
ðåøêîäó ç âõ³äíèì ³ìïåäàíñîì Z. Çã³äíî ç (5.101) òà çíàþ÷è Zâõ, ïîâí³ñòþ 
âèçíà÷àºìî ïîëå ïåðåä ïåðåøêîäîþ. ßê áà÷èìî, â çàãàëüíîìó âèïàäêó 
Zâõ — êîìïëåêñíà âåëè÷èíà, ïðè÷îìó íåçàëåæíî â³ä Z âõ³äíèé ³ìïåäàíñ 
øàðó Zâõ º ïåð³îäè÷íîþ ôóíêö³ºþ õâèëüîâî¿ òîâùèíè øàðó k2h = 2h/2, äå 
2 — äîâæèíà çâóêîâî¿ õâèë³ â ñåðåäîâèù³ øàðó.

Ðîçãëÿíåìî äåÿê³ îêðåì³ âèïàäêè. Íåõàé ïåðåøêîäîþ º ³íøå ñåðåäîâè-
ùå ç ïàðàìåòðàìè 3 òà c3, òîä³ Z = 3c3. Ó öüîìó ðàç³

Ðèñ. 5.17. Ïðèêëàä ïàäàþ÷î¿ õâè-
ë³ íà øàð
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вх
3 3 2 2 2

2 2
2 2 3 3 2

tg( )
.

tg( )
ñ i c k h

Z ñ
ñ i ñ k h

 


 





                        (5.121)

Ö³êàâîþ òà âàæëèâîþ º òàêà çàäà÷à: çíàéòè óìîâè ïîâíîãî ïðîíèêíåííÿ 
çâóêó ç îäíîãî ñåðåäîâèùà â ³íøå êð³çü øàð òîâùèíîþ h. Çðîçóì³ëî, ùî 
ñë³ä ï³ä³áðàòè 2c2 ³ h òàêèìè, ùîá Zâõ = 1ñ1, òîä³ â³äáèòî¿ õâèë³ íå áóäå. Çà 
óìîâè Zâõ = 1ñ1 âèðàç (5.121) íàáóâàº âèãëÿäó

3 3 2 2 2
1 1 2 2

2 2 3 3 2

tg( )
.

tg( )
ñ i c k h

ñ ñ
ñ i ñ k h

 
 

 





                        (5.122)

²ñíóº äâ³ ìîæëèâîñò³, çà ÿêèõ ð³âí³ñòü (5.122) áóäå ñïðàâåäëèâîþ:
1) ÿêùî tg(k2h) = 0, òî k2h = n, n = 1,2,…; 2h/2 = n, h = n2/2, ìàºìî 

1c1 = 3c3. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî øàð ïîä³ëÿº ñåðåäîâèùà ç îäíàêîâèìè ïè-
òîìèìè àêóñòè÷íèìè îïîðàìè (1c1 = 3c3), òî ïîâíå ïðîíèêíåííÿ çâóêó 
êð³çü øàð áóäå ïðè òîâùèí³ h, ÿêà êðàòíà ö³ëîìó ÷èñëó ï³âõâèëü ó øàð³. Íà 
ðèñ. 5.18 çã³äíî ç (5.101) ³ (5.121) çîáðàæåí³ çàëåæíîñò³ ìîäóëÿ êîåô³ö³ºíòà 
â³äáèòòÿ

âõ 1 1

âõ 1 1

,p

Z ñ
V

Z ñ







                                  (5.123)

ÿê ôóíêö³¿ õâèëüîâî¿ òîâùèíè øàðó ïðè ð³çíèõ âåëè÷èíàõ q = 2c2 /1c1. 
Êîëè íà òîâùèí³ øàðó óêëàäàºòüñÿ ö³ëå ÷èñëî ï³âõâèëü 2/2, â³äáèòòÿ íå 
ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ³ çâóê ïðîíèêàº êð³çü øàð ïîâí³ñòþ, òîáòî øàð ñòàº çâóêî-
ïðîíèêíèì. Ïðè öüîìó, ÷èì á³ëüøå çíà÷åííÿ q, òèì á³ëüø ð³çêî 
çì³íþºòüñÿ ìîäóëü |Vp| â îáëàñò³ çâóêîïðîíèêíîñò³ øàðó, òîáòî ïðè çíà÷íèõ 
q ìàë³ çì³íè òîâùèíè øàðó ð³çêî ïîã³ðøóþòü åôåêò çâóêîïðîíèêíîñò³;

2) ÿêùî tg(k2h) = , òî k2h = (2n – 1)/2, n = 1,2,…, h = (2n – 1)2/4
ìàºìî 2 2 1 1 3 3c c c   , òîáòî ïîâíå ïðîíèêíåííÿ çâóêó ñïîñòåð³ãàòèìåòüñÿ ïðè 

òîâùèí³ øàðó, êðàòíîìó ÷èñëó äîâæèíè õâèë³ ó øàð³ ³ ïðè 2 2 1 1 3 3c c c   .

Òàêèì ÷èíîì, ï³äáèðàþ÷è ïàðàìåòðè øàðó 2, c2, h, ìîæíà âèð³øèòè âàæ-
ëèâó ïðàêòè÷íó ïðîáëåìó ïîâíîãî ïðîíèêíåííÿ çâóêîâî¿ åíåðã³¿ ³ç îäíîãî 
ñåðåäîâèùà â ³íøå, ïàðàìåòðè ÿêèõ (ãóñòèíà ³ øâèäê³ñòü çâóêó) ð³çí³. Çà-
çíà÷èìî, ùî êîëè àêóñòè÷í³ îïîðè ñåðåäîâèù 1c1 ³ 3c3 çíà÷íîþ ì³ðîþ 
ðîçð³çíÿþòüñÿ, òî ìàë³ çì³íè òîâ-
ùèíè øàðó ñïðè÷èíþþòü ð³çêå çíè-
æåííÿ çâóêîïðîíèêíîñò³ øàðó.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî äâà îñîáëè-
âèõ âèïàäêè. Íåõàé ïîçà øàðîì áó-
äå âàêóóì, òîáòî Z = 0, òîä³ çã³äíî 
ç (5.120) Zâõ = –i2c2tg(k2h). ßê áà-

Ðèñ. 5.18. Çàëåæí³ñòü |Vp| â³ä h/2 äëÿ 
ð³çíîãî çíà÷åííÿ q ïðè 1c1 = 3c3:
1 — q = 1,3; 2 — q = 2,5; 3 — q = 10
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÷èìî, âõ³äíèé ³ìïåäàíñ øàðó ÷èñòî óÿâíèé ³ â³ä’ºìíèé. ßêùî õâèëüîâà òîâ-
ùèíà k2h = 2h/2 << 1, òî tg(k2h)  k2h, òîä³

вх 2 2 2 2( ),Z i c k h i h                                 (5.124)

äå (2h) — ïîâåðõíåâà ãóñòèíà øàðó. Çãàäàéìî ìåõàí³÷íó êîëèâàëüíó ñèñ-
òåìó ç îäíèì ñòóïåíåì â³ëüíîñò³: òàêèé õàðàêòåð ¿¿ ìåõàí³÷íîãî ³ìïåäàíñó 
âêàçóº íà òå, ùî ñèñòåìà îáóìîâëþºòüñÿ ìàñîþ. Çà àíàëîã³ºþ ç ìåõàí³÷íîþ 
êîëèâàëüíîþ ñèñòåìîþ êàæóòü, ùî øàð ïîâîäèòü ñåáå ÿê çîñåðåäæåíà ìàñà.

Íåõàé çà øàðîì ³ñíóº àáñîëþòíî æîðñòêà ïåðåïîíà, òîáòî Z = . Òîä³ 
Zâõ = i2c2tg(k2h) — ³ìïåäàíñ ÷èñòî óÿâíèé ³ äîäàòíèé. ßêùî k2h << 1, òî

вх

2
2 2 2 2

2

,
c c i

Z i i
k h h h
  

 
                             (5.125)

äå 2
2 2c  — ìîäóëü ïðóæíîñò³ ñåðåäîâèùà øàðó; /h — çâåäåíà æîðñò-

ê³ñòü øàðó. Îòæå, çà àíàëîã³ºþ ç ìåõàí³÷íîþ êîëèâàëüíîþ ñèñòåìîþ ç îä-
íèì ñòóïåíåì â³ëüíîñò³ êàæóòü, ùî øàð ïîâîäèòü ñåáå ÿê çîñåðåäæåíà 
ïðóæí³ñòü.

5.9. Ïðîíèêíåííÿ çâóêîâî¿ õâèë³ êð³çü ð³äèííèé
ïëîñêèé øàð

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ïîõèëîãî ïàä³ííÿ ïëîñêî¿ çâóêîâî¿ õâèë³ 
íà ð³äèííèé ïëîñêèé øàð, ùî ïîä³ëÿº àêóñòè÷íå ñåðåäîâèùå íà äâ³ ÷àñòè-
íè. Çàçíà÷èìî, ùî ðîçâ’ÿçîê òàêî¿ çàäà÷³ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ðîç-
ðàõóíêó êîåô³ö³ºíòà ïðîíèêíåííÿ çâóêó êð³çü øàðè ñåðåäîâèù, ÿê³ õî÷à ³ º 
òâåðäèìè ò³ëàìè, àëå çà àêóñòè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïîâîäÿòü ñåáå ÿê 
ð³äèíà, òîáòî â íèõ ïðàêòè÷íî â³äñóòí³ õâèë³ çñóâó. Äî òàêèõ ìàòåð³àë³â íà-
ëåæàòü, íàïðèêëàä, ãóìà ³ äåÿê³ ì’ÿê³ ïëàñòìàñè [60, ñ. 206—212].

5.9.1. Ïîñòàíîâêà ³ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³

Íåõàé íà øàð ³äåàëüíî¿ ð³äèíè ç ïàðàìåòðàìè 2 òà c2 ï³ä 
êóòîì  ïàäàº ïëîñêà ãàðìîí³÷íà õâèëÿ ç ÷àñòîòîþ . Îáèäâà ï³âïðîñòî-
ðè, ÿê³ ïîä³ëÿº øàð, çàïîâíåí³ ñåðåäîâèùåì ç ïàðàìåòðàìè 1 òà c1. ßê ³ 
â ïîïåðåäí³é çàäà÷³, â øàð³ óòâîðþºòüñÿ ñèñòåìà â³äáèòèõ õâèëü, íàïðÿ-
ìîê ÿêèõ îáóìîâëþºòüñÿ êóòîì 2 (ðèñ. 5.19, à). Êóò 2 âèçíà÷àºòüñÿ 
çã³äíî ³ç ñï³ââ³äíîøåííÿì (5.43), à ñàìå:

1 2 2sin sin ,k k  1 1 2 2/ , /k c k c   .             (5.126)

Ïîçíà÷èìî ñóìó âñ³õ á³æó÷èõ õâèëü, ùî ïðÿìóþòü ó øàð³, â íàïðÿìêó, 
ÿêèé óòâîðþº ãîñòðèé êóò ç â³ññþ Oy, ÷åðåç p, à ñóìó õâèëü, íàïðÿìîê ïî-
øèðåííÿ ÿêèõ óòâîðþº òóïèé êóò ç â³ññþ Oy, — p (ðèñ. 5.19, á).

Çàïèøåìî çâóêîâèé òèñê ïàäàþ÷î¿ p0, â³äáèòî¿ p1 ³ ïðîíèêíî¿ õâèëü p2 ó 
âèãëÿä³

  0 1 1exp sin cos ,p i t k x k y     
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Ðèñ. 5.19. Ïðèêëàä ïà-
äàþ÷î¿ õâèë³ íà ïëî-
ñêèé ð³äèííèé øàð

  1 1 1exp sin cos ,p V i t k x k y     

  2 1 1exp sin cos ,p W i t k x k y                      (5.127)

äå V — êîåô³ö³ºíò â³äáèòòÿ; W — êîåô³ö³ºíò ïðîíèêíåííÿ. Ïîëå ðø ó øàð³ 
çàïèøåìî ó âèãëÿä³ ñóìè õâèëü ð ³ ð (äèâ. ðèñ. 5.19, á):

  ш 2 2 2 2exp sin cosp C i t k x k y      

  2 2 2 2exp sin cos .D i t k x k y                        (5.128)

Çã³äíî ç ôîðìóëîþ (5.126) ìàºìî 2 2 1sin sink k  , òîä³ ôîðìóëà (5.128) 
ïðèéìå âèãëÿä

      ш 2 2 2 2 1exp cos exp cos exp sin .p C ik y D ik y i t k x              (5.129)

Íà ìåæàõ øàðó ïîâèííà âèêîíóâàòèñÿ ð³âí³ñòü çâóêîâèõ òèñê³â ³ êîëèâàëü-
íèõ øâèäêîñòåé 

ш0 1 ,p p p 
  ш0 1

1 2

1 1
,

p p p
i y i y 

  


 
0,y 

ш2 ,p p ш2

1 2

1 1
,

p p
i y i y 

 


 
.y h

Ï³äñòàâèâøè (5.127) ³ (5.129) â ãðàíè÷í³ óìîâè, îòðèìàºìî ñèñòåìó 
àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî íåâ³äîìèõ W, V, C, D:

1 + V = C + D,

(1 ) ,q V C D  

         exp exp exp ,W i C i D i

     exp exp exp ,qW i C i D i                     (5.130)
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â ÿê³é ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ

1 cos ,k h  2 2cos ,k h  2 2

1 1 2

cos
cos

c
q

c
 
 

 ,             (5.131)

ïðè÷îìó çã³äíî ç (5.126)

  22
2 2 1 2cos 1 sin 1 / sin .k k                     (5.132)

²ç ñèñòåìè ð³âíÿíü (5.130) çíàõîäèìî êîåô³ö³ºíòè â³äáèòòÿ V ³ ïðîíèêíåí-
íÿ W çà òèñêîì:

 
 

1 / sin
,

2 cos 1 / sin

i q q
V

i q q


 




 

 
 

2 exp
.

2 cos 1/ sin

i
W

i q q


 




 
                       

(5.133)

Î÷åâèäíî, ùî ïîâíå ïðîíèêíåííÿ õâèë³ êð³çü øàð áóäå ïðè q = 1. Äëÿ 
íîðìàëüíîãî ïàä³ííÿ (äèâ. (5.131)) öå â³äáóâàºòüñÿ ïðè ð³âíîñò³ õâèëüîâèõ 
îïîð³â 1c1 = 2c2. Ïîâíå ïðîíèêíåííÿ çâóêó áóäå ñïîñòåð³ãàòèñÿ òàêîæ ïðè 
âèêîíàíí³ óìîâè sin   = 0, ùî â³äïîâ³äàº ð³âíîñò³ k2h cos 2 = n àáî

2

2

2 cos
,

h
n




 n = 1,2,3,…,                         (5.134)

äå 2 — äîâæèíà çâóêîâî¿ õâèë³ â øàð³. Ïðè íîðìàëüíîìó ïàä³íí³ çâóêó îñ-
òàííÿ óìîâà â³äïîâ³äàº øàðó, íà òîâùèí³ ÿêîãî ö³ëå ÷èñëî ðàç ðîçì³ùóºòü-
ñÿ ïîëîâèíà äîâæèíè çâóêîâî¿ õâèë³ â øàð³.

5.9.2. Íîðìàëüíå ïàä³ííÿ ïëîñêî¿ õâèë³ íà øàð
ç ïîãëèíàííÿì

Ðîçãëÿíåìî íîðìàëüíå ïàä³ííÿ õâèë³, òîáòî  = 0. Ó öüîìó âè-
ïàäêó âåëè÷èíè â ôîðìóëàõ (5.131) äîð³âíþþòü:

1 ,k h  2 ,k h   2 2 1 1/ .q c c                       (5.135)

Òîä³ ðîçâ’ÿçîê (5.133) ìàòèìå âèãëÿä
2

2
2

2

(1 )tg( )
,

2 (1 )tg( )
i q k h

V
q i q k h




 
                             (5.136)

 1
2

2 2

2 exp
.

2 cos( ) (1 ) sin( )

q ik h
W

q k h i q k h




 
                   (5.137)

Çðîçóì³ëî, ùî ôîðìóëà äëÿ êîåô³ö³ºíòà â³äáèòòÿ (5.136) çá³ãàºòüñÿ ç îò-
ðèìàíîþ â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàô³ ôîðìóëîþ (5.123), ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè â 
íå¿ âèðàçó (5.120) (ïåðåêîíàéòåñÿ â öüîìó).
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Ðèñ. 5.20. Çàëåæí³ñòü ìîäóëÿ êîåô³ö³ºíòà ïðîíèêíåííÿ |W | çâóêó êð³çü øàð ç ïîãëèíàí-
íÿì â³ä õâèëüîâî¿ òîâùèíè øàðó h/2 ïðè íîðìàëüíîìó ïàä³íí³ õâèë³, :
1 — 0; 2 — 0,05; 3 — 0,1; 4 — 0,3.  à — q = 2,5; á — q = 10

Ôîðìóëè (5.136) ³ (5.137) ìîæíà âèêîðèñòàòè ³ äëÿ ðîçðàõóíêó êîåô³ö³-
ºíò³â ïðîíèêíåííÿ ³ â³äáèòòÿ çâóêó êð³çü øàð ç ïîãëèíàííÿì. Çã³äíî ç ïà-
ðàãðàôîì 5.3 íàÿâí³ñòü ïîãëèíàííÿ â øàð³ ìîæíà âðàõóâàòè, ÿêùî ââåñòè ó 
âèðàçè (5.136) ³ (5.137) çàì³ñòü ä³éñíî¿ âåëè÷èíè k2 êîìïëåêñíå õâèëüîâå 
÷èñëî k2 = k(1 + i), äå k2 =  /c2,  — ïðîñòîðîâèé êîåô³ö³ºíò çãàñàííÿ.

Íà ðèñ. 5.20 íàâåäåí³ çàëåæíîñò³ ìîäóëÿ êîåô³ö³ºíòà ïðîíèêíåííÿ |W | 
êð³çü øàð â³ä éîãî õâèëüîâî¿ òîâùèíè h/2 ïðè ð³çíîìó ïîãëèíàíí³ çâóêó ó 
øàð³. ßê áà÷èìî, ç³ çðîñòàííÿì ïîãëèíàííÿ, òîáòî çá³ëüøåííÿì âåëè÷èíè , 
êîåô³ö³ºíò ïðîíèêíåííÿ çâóêó çìåíøóºòüñÿ. Ïðè íåâåëèêèõ çíà÷åííÿõ 
âïëèâ ïîãëèíàííÿ â îñíîâíîìó ïðîÿâëÿºòüñÿ ïîáëèçó îáëàñò³ ìàêñèìàëüíî-
ãî ïðîíèêíåííÿ çâóêó; ïðè  = 0 (øàð áåç ïîãëèíàííÿ) ìàºìî |W| = 1. Öå 
ÿâèùå ìîæíà íàçâàòè ïðîñòîðîâèì ðåçîíàíñîì øàðó. Âçàãàë³ â çîí³ ðåçî-
íàíñ³â âïëèâ ïîãëèíàííÿ íàéá³ëüø âàãîìèé, ùî çàçíà÷àëîñÿ ïðè âèâ÷åíí³ 
ñèñòåìè ç îäíèì ñòóïåíåì â³ëüíîñò³ ïðè íàÿâíîñò³ äåìïô³ðóâàííÿ. Àëå ïðè 
 > 0,1 ïîãëèíàííÿ ñóòòºâî âïëèâàº íà êîåô³ö³ºíò ïðîíèêíåííÿ çâóêó íàâ³òü 
ïðè â³äíîñíî ìàëèõ õâèëüîâèõ ðîçì³ðàõ øàðó. Ìîæíà ñêàçàòè, ùî ïðè 
 > 0,1 ðåçîíàíñí³ ÿâèùà â øàð³ ïðàêòè÷íî â³äñóòí³.

²ç ïîð³âíÿííÿ êðèâèõ íà ðèñ. 5.20, à, á âèäíî, ùî ÷èì á³ëüøà 
ð³çíèöÿ õâèëüîâèõ îïîð³â 2c2 ³ 1c1, òèì âèðàçí³øèé õàðàêòåð ìàþòü ðå-
çîíàíñí³ åôåêòè çâóêîïðîíèêíîñò³ øàðó; ³íøèìè ñëîâàìè ïðè çíà÷í³é 
â³äì³ííîñò³ 2c2 â³ä 1c1 íåçíà÷íå â³äõèëåííÿ â³ä ðåçîíàíñíî¿ òîâùèíè 
k2h = n, n = 1,2,…, ïðèçâîäèòü äî ñóòòºâîãî çìåíøåííÿ êîåô³ö³ºíòà 
ïðîíèêíåííÿ çâóêó. Ïîä³áíó çàëåæí³ñòü ìè âæå ñïîñòåð³ãàëè ïðè àíàë³ç³ 
ðèñ. 5.18.

5.9.3. Ïðîíèêíåííÿ çâóêó êð³çü øàð
ïðè çàêðèòè÷íèõ êóòàõ ïàä³ííÿ õâèë³

Ïîâåðíåìîñÿ äî çàãàëüíèõ ôîðìóë (5.133) ïðè ïîõèëîìó 
ïàä³íí³ õâèë³ íà øàð áåç ïîãëèíàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñèòóàö³þ êîëè c2 > c1, òóò 
ìàºìî 2 >  ³ êðèòè÷íèé êóò ïàä³ííÿ êð = arcsin(c1/c2). Íà ìåæ³ ïîä³ëó 
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äâîõ íàï³âíåñê³í÷åííèõ ñåðåäîâèù ïðè  > êð â³äáóâàºòüñÿ ïîâíå âíóò-
ð³øíº â³äáèòòÿ ïàäàþ÷î¿ õâèë³ (äèâ. ïàðàãðàô 5.5). Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî ïðè 
çàêðèòè÷íèõ êóòàõ ïàä³ííÿ õâèë³ íà øàð ñê³í÷åííî¿ òîâùèíè ïîâíå â³äáèò-
òÿ íå ñïîñòåð³ãàºòüñÿ.

Ó öüîìó íå âàæêî ïåðåêîíàòèñÿ. Ïðè ïîõèëîìó ïàä³íí³ õâèë³ íà ìåæó 
ïîä³ëó äâîõ ñåðåäîâèù ïðè êóòàõ ïàä³ííÿ  < êð á³æó÷à õâèëÿ ó äðóãîìó 
ñåðåäîâèù³ ìàº âèãëÿä exp(–i(t – k2x sin2 – k2y cos2)), àáî ç óðàõóâàííÿì 
ñï³ââ³äíîøåííÿ (5.126)

  1 2 2exp sin cos ,i t k x k y                        (5.138)

äå 2 2 2
2 2 2 1cos sink k k   . Ïðè êóòàõ ïàä³ííÿ  > êð (k2 < k1 sin) ïðî-

íèêíà õâèëÿ çàïèøåòüñÿ òàê:

    2 2
1 2 1exp sin exp sin .k k y i t k x        

 
          (5.139)

Öå íåîäíîð³äíà õâèëÿ, ùî ÿâëÿº ñîáîþ á³æó÷ó õâèëþ âçäîâæ îñ³ Ox ç ôà-
çîâîþ øâèäê³ñòþ

1
ô

1

,
sin sinõ

c
k


 
                               (5.140)

ïðè öüîìó âçäîâæ îñ³ Oy àìïë³òóäà õâèëüîâîãî ïðîöåñó çãàñàº çà åêñïî-
íåíö³àëüíèì çàêîíîì. Ïîð³âíþþ÷è (5.138) ³ (5.139), ìîæíà çàçíà÷èòè, ùî, 
ôîðìàëüíî, âèðàç äëÿ íåîäíîð³äíî¿ õâèë³ ìîæíà îäåðæàòè, ââàæàþ÷è cos 2

óÿâíîþ âåëè÷èíîþ. Ä³éñíî, ïðè  > êð, (k2 < k1 sin) ñï³ââ³äíîøåííÿ

 2 2cosk 2 2
2 1( sin )k k   ñë³ä çàïèñàòè ó âèãëÿä³

2 2
2 2 1 2cos ( sin ) .k i k k                            (5.141)

Ïåðåä êîðåíåì êâàäðàòíèì çàïèñàíî ñàìå çíàê ïëþñ, îñê³ëüêè ïðè öüîìó 
çàáåçïå÷óºòüñÿ çìåíøåííÿ àìïë³òóäè õâèë³ ïðè â³ääàëåí³ â³ä ìåæ³ x = 0 
âçäîâæ äîäàòíîãî íàïðÿìêó îñ³ Oy (ðèñ. 5.19).

Çã³äíî ç îòðèìàíèìè ðåçóëüòàòàìè çâóêîâå ïîëå â øàð³ ïðè  > êð íà 
â³äì³íó â³ä (5.129) ìàòèìå âèãëÿä

     ш
2 22 2

1 2 1 2exp sin exp sinp C k k y D k k y           

  1exp sin .i t k x                               (5.142)

Îòæå, ïîëå â øàð³ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ äâîõ íåîäíîð³äíèõ á³æó÷èõ õâèëü
âçäîâæ îñ³ Ox (ðèñ. 5.19). Ïðè öüîìó àìïë³òóäà ïåðøî¿ âçäîâæ îñ³ Oy õâèë³ 
çãàñàº â³ä ìåæ³ y = 0 äî y = h, à äëÿ äðóãî¿ — íàâïàêè, àìïë³òóäà çãàñàº â³ä 
ìåæ³ y = h äî y = 0. Çðîçóì³ëî, ùî ïðè y = h ôîðìóëà (5.142) áóäå âèçíà÷àòè 

ðîçïîä³ë òèñêó ç ïðîñòîðîâèì ïåð³îäîì 1

1

2
sin sink


 
 , ÿêèé ïîøèðþºòüñÿ 

âçäîâæ ìåæ³ y = h ç ôàçîâîþ øâèäê³ñòþ (5.140):



Ðîçä³ë 5. Ãàðìîí³÷í³ õâèëüîâ³ ðóõè

189

Ðèñ. 5.21. Çàëåæí³ñòü |W | â³ä êóòà ïàä³ííÿ 
 :  (2c2/(1c1) = 1,9, c2/c1 = 1,7, êð  36; h/2:
1 — 0,3; 2 — 0,7 

  ш
2 2

1 2exp sinp C k k h    

  2 2
1 2exp sinD k k h    

  1exp sin .i t k x       (5.143)

Òàêèé ñàìî ïðîñòîðîâî-÷àñîâèé ðîçïîä³ë òèñêó, àëå ç ³íøîþ àìïë³òó-
äîþ, ìàº ñë³ä ïàäàþ÷î¿ õâèë³ p0 (äèâ. (5.127)) íà ìåæ³ y = 0. Çâ³äñè çðîçóì³ëî, 
ùî ó ï³âïðîñòîð³ y > h ï³ä êóòîì  äî îñ³ Oy áóäå ïîøèðþâàòèñÿ îäíîð³äíà 
ïëîñêà õâèëÿ p2 (äèâ. (5.127)), ÿêà âèçíà÷àº ïîò³ê åíåðã³¿ â ñåðåäîâèù³ y > h
ïðè êóòàõ ïàä³ííÿ  ïàäàþ÷î¿ õâèë³ p0, á³ëüøèõ, í³æ êðèòè÷íèé:  > êð.

Òàêèì ÷èíîì, çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (5.132) äëÿ cos2 ïðè  < êð ³ 
ôîðìóëè (5.141) — ïðè  > êð ìîæíà ðîçðàõóâàòè êîåô³ö³ºíòè â³äáèòòÿ ³ 
ïðîíèêíåííÿ çà ñï³ââ³äíîøåííÿìè (5.133). 

Íà ðèñ. 5.21 íàâåäåíî çàëåæí³ñòü ìîäóëÿ êîåô³ö³ºíòà ïðîíèêíåííÿ 
êð³çü øàð â³ä êóòà ïàä³ííÿ. Òóò ïðèéíÿòî 2c2/(1c1) = 1,9, c2/c1 = 1,7, òîä³ 
êð  36. ²ç ðèñóíêà âèäíî, ùî ïîáëèçó êðèòè÷íîãî êóòà êîåô³ö³ºíò ïðî-
íèêíåííÿ çâóêó ïî÷èíàº çìåíøóâàòèñÿ, ïðè÷îìó ÷èì á³ëüøà õâèëüîâà 
òîâùèíà øàðó, òèì á³ëüøîþ ì³ðîþ çìåíøóºòüñÿ êîåô³ö³ºíò ïðîíèêíåííÿ 
çâóêó, ïðîòå çà øàðîì çàâæäè ìàºìî ïîò³ê çâóêîâî¿ åíåðã³¿. Ïðè êóò³ 
ïàä³ííÿ   24 (êðèâà 2) ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ïîâíå ïðîíèêíåííÿ çâóêó êð³çü 
øàð. Ó ö³é ñèòóàö³¿ çã³äíî ç óìîâîþ (5.134) âèêîíóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
hcos2 = 2/2.

5.10. Ñïåêòðàëüíå ðîçêëàäàííÿ çâóêîâîãî ïîëÿ

Òóò ðîçãëÿíåìî òàê çâàíå ñïåêòðàëüíå ðîçêëàäàííÿ çâóêîâîãî 
ïîëÿ. ²äåÿ çîáðàæåííÿ äîâ³ëüíîãî êîëèâàëüíîãî ïðîöåñó ÿê ñóïåðïîçèö³¿ 
ïðîñòèõ ïåð³îäè÷íèõ ðóõ³â âæå âèêîðèñòîâóâàëàñÿ â íàø³é ïðàö³. Áóäåìî 
ïðîäîâæóâàòè âèâ÷àòè öåé ï³äõ³ä äîñë³äæåííÿ êîëèâàëüíèõ ³ õâèëüîâèõ 
ïðîöåñ³â, ùî äóæå øèðîêî çàñòîñîâóºòüñÿ â àêóñòèö³.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ñïåêòðàëüíå ðîçêëàäàííÿ — öå ïîäàííÿ äàíî¿ 
ôóíêö³¿ ó âèãëÿä³ ë³í³éíî¿ ñóïåðïîçèö³¿ (ðÿäó àáî ³íòåãðàëà) íàáîðó ôóíê-
ö³é ç á³ëüø ïðîñòèìè âëàñòèâîñòÿìè. ßêùî ö³ äîïîì³æí³ ôóíêö³¿ âèâ÷åí³, 
òî äîñë³äæåííÿ ³íøèõ ôóíêö³é çâîäèòüñÿ äî âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â ó 
ñïåêòðàëüíîìó ðîçêëàäàíí³. Â àêóñòèö³ (é ³íøèõ õâèëüîâèõ íàóêàõ) ÿê òà-
êèé íàá³ð ôóíêö³é âèêîðèñòîâóþòü ãàðìîí³÷í³ ôóíêö³¿, ùî â òåîð³¿ ë³í³é-
íèõ êîëèâàíü ³ õâèëü â³ä³ãðàþòü ôóíäàìåíòàëüíó ðîëü. ²íîä³ êàæóòü, ùî öå 
çóìîâëåíî òèì, ùî ñèíóñè ³ êîñèíóñè — öå ñàì³ “íàéïðîñò³ø³” ç ïåð³îäè÷-
íèõ ôóíêö³é. Àëå “ïðîñòîòà” º äîñèòü äîâ³ëüíèé êðèòåð³é. Ð³÷ ó òîìó, ùî â 
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àêóñòèö³ (³ âçàãàë³ ô³çèö³ òà òåõí³ö³) áàãàòî êîëèâàëüíèõ ñèñòåì îïèñóþòüñÿ 
ë³í³éíèìè äèôåðåíö³àëüíèìè ð³âíÿííÿìè ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè, ÷àñ-
òèííèì ðîçâ’ÿçêîì ÿêèõ º ãàðìîí³÷í³ êîëèâàííÿ. Îêð³ì òîãî, ë³í³éí³ îä-
íîð³äí³ ñåðåäîâèùà ç³ ñòàëèìè ïàðàìåòðàìè äîïóñêàþòü ó çàãàëüíîìó âè-
ïàäêó ëèøå îäèí òèï ñòàö³îíàðíèõ õâèëü, òîáòî á³æó÷èõ áåç ñïîòâîðåííÿ 
ôîðìè — öå ³ º ãàðìîí³÷í³ õâèë³. Àëå ÿêùî ïåðåéòè, íàïðèêëàä, äî òàê 
çâàíèõ ïàðàìåòðè÷íèõ ñèñòåì, ÿê³ îïèñóþòüñÿ ë³í³éíèìè äèôåðåíö³àëü-
íèìè ð³âíÿííÿìè ç ïåð³îäè÷íèìè êîåô³ö³ºíòàìè, òî ãàðìîí³÷í³ ôóíêö³¿ 
âòðà÷àþòü ñâîº îñîáëèâå çíà÷åííÿ ³ ¿õ ì³ñöå çàéìóòü íåñèíóñî¿äí³ ïåð³î-
äè÷í³ ôóíêö³¿. 

Ïîñë³äîâíèé àíàë³ç ñïåêòðàëüíîãî ðîçêëàäàííÿ õâèëü çä³éñíåíî ó ïðàö³ 
[20, ðîçä. 3]. Çóïèíèìîñÿ íà îñíîâíèõ ìîìåíòàõ ö³º¿ ïðîöåäóðè. Íåõàé 
ìàºìî õâèëþ (x,t) ç äîâ³ëüíîþ ÷àñîâîþ çàëåæí³ñòþ (äëÿ ïðîñòîòè áóäåìî 
ïèñàòè îäíó ïðîñòîðîâó êîîðäèíàòó x). Ïðè âèêîíàíí³ â³äîìèõ ìàòåìàòè÷-
íèõ óìîâ [8] (çâè÷àéíî, âîíè âèêîíóþòüñÿ â ñèòóàö³ÿõ ö³êàâèõ äëÿ ô³çèêè) 
ïåð³îäè÷íó çà ÷àñîì ôóíêö³þ (x,t) ðîçêëàäàþòü â ðÿä Ôóð’º, à íå ïåð³î-
äè÷íó — â ³íòåãðàë Ôóð’º.

Íåõàé õâèëÿ (x,t) — ïåð³îäè÷íà çà ÷àñîì ç ïåð³îäîì T = 2/, òîä³ âî-
íà ðîçêëàäàºòüñÿ â ðÿä, â ÿêîìó ñêëàäîâèìè º ãàðìîí³÷í³ õâèë³. Áóäåìî âè-
êîðèñòîâóâàòè êîìïëåêñíèé çàïèñ õâèëü:

 ( , ) ( ) exp ,n
n

x t x in t  




                       (5.144)

äå

 
0

( ) ( , ) exp .
2

T

n x x t in t dt


  


                      (5.145)

Êîæíà ñêëàäîâà çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà 2 0,n n nk     äå 

kn = n/c (ÿêùî n çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä x, òî îïåðàòîð   d 2/dx2).
Îòæå, ñïåêòðàëüíèé ï³äõ³ä çâ³ëüíÿº íàñ â³ä íåîáõ³äíîñò³ äîñë³äæóâàòè

êîæíó õâèëþ ç³ ñâîºþ ÷àñîâîþ çàëåæí³ñòþ îêðåìî: õâèëÿ ç äîâ³ëüíîþ ÷à-
ñîâîþ çàëåæí³ñòþ çàì³íþºòüñÿ ñóïåðïîçèö³ºþ õâèëü ç³ ñòàíäàðòíîþ ÷àñî-
âîþ çàëåæí³ñòþ — ãàðìîí³÷íîþ.

Àëå ïîëå ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³ çàëåæèòü âçàãàë³ â³ä òðüîõ ïðîñòîðîâèõ êî-
îðäèíàò ³ ïðè îäíàêîâ³é ÷àñòîò³ çàëåæí³ñòü â³ä êîîðäèíàò ìîæå çíà÷íî 
ðîçð³çíÿòèñÿ. Âèíèêàº ïèòàííÿ ïðî ìîæëèâ³ñòü ïîäàëüøîãî ñïðîùåííÿ 
âèâ÷åííÿ õâèëü: ìîæëèâ³ñòü çàïèñàòè äîâ³ëüíó â³ä êîîðäèíàò ³ ãàðìîí³÷íó ó 
÷àñ³ ôóíêö³þ òàêîæ ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ äåÿêîãî íàáîðó ãàðìîí³÷íèõ 
õâèëü (çâ³ñíî ò³º¿ æ ÷àñòîòè), ÿê³ ñòàíäàðòíî çàëåæàòü â³ä êîîðäèíàò. Öå 
ïèòàííÿ º ïèòàííÿì ïðî ïðîñòîðîâèé ñïåêòð ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³. 

Â³äïîâ³äü íà íüîãî çàëåæèòü â³ä àêóñòè÷íî¿ ñèòóàö³¿. ßêùî â³äîìî ïîëå 
äàíî¿ ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³ íà ïëîùèí³, òî ÿê ñòàíäàðòíèé íàá³ð ìîæíà âçÿòè 
ïëîñê³ ãàðìîí³÷í³ õâèë³; ÿêùî â³äîìî ïîëå íà ñôåð³, òî çðó÷íî ïðîâîäèòè 
ðîçêëàäàííÿ â ñïåêòð çà íàáîðîì ñôåðè÷íèõ õâèëü (äèâ. ðîçä³ë 7) ³ ò.ï. Çà-
ðàç ðîçãëÿíåìî ðîçêëàäàííÿ ïîëÿ çà ïëîñêèìè õâèëÿìè.
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Îòæå, íåõàé íà äåÿê³é ïëîùèí³ çàäàíî ðîçïîä³ë òèñêó àáî íîðìàëüíèõ 
øâèäêîñòåé ÷àñòèíîê. “Òîä³, ÿê â³äîìî ç òåîð³¿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, 
çà â³äñóòíîñò³ õâèëü, ÿê³ ïðèõîäÿòü ³ç íåñê³í÷åííîñò³, ïîëå ó ï³âïðîñòîð³, 
ùî ïðèëåãëèé äî ïëîùèíè ³ íå ì³ñòèòü ó ñîá³ äæåðåë çâóêó, âèçíà÷àºòüñÿ 
çà çàäàíèì ïîëåì íà ìåæ³ ºäèíèì ñïîñîáîì” [20, ñ. 87].

Íàâåäåìî ñõåìó çíàõîäæåííÿ ïîëÿ ó ï³âïðîñòîð³ ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ 
ïëîñêèõ õâèëü. Íåõàé íà ïëîùèí³ z = 0 çàäàíî ãàðìîí³÷íå ïîëå (òèñêó àáî 
íîðìàëüíî¿ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³) ÿê äåÿêà ôóíêö³ÿ äâîõ êîîðäèíàò x ³ y. 
Ðîçêëàäåìî öåé ðîçïîä³ë òèñêó àáî íîðìàëüíî¿ øâèäêîñò³ ó ïîäâ³éíèé ðÿä 
(àáî ³íòåãðàë) çà Ôóð’º. Êîìïîíåíòè ðîçêëàäàííÿ áóäóòü ìàòè âèãëÿä (àìï-
ë³òóäè íå ïèøåìî) exp(–it + ix + iy), òîáòî ÿâëÿþòü ñîáîþ äâîâèì³ðí³ 
ïëîñê³ á³æó÷³ õâèë³ îäíàêîâî¿ ÷àñòîòè, ÿê³ ïðÿìóþòü ïî ïëîùèí³ z = 0 ç 
ð³çíèìè ôàçîâèìè øâèäêîñòÿìè. Äî êîæíî¿ òàêî¿ äâîâèì³ðíî¿ õâèë³ ñë³ä 
äîáóäóâàòè òðèâèì³ðíó á³æó÷ó õâèëþ â³ä ïëîùèíè. Öå ìîæíà çðîáèòè, àä-
æå êîæíà òàêà õâèëÿ ñòâîðþº íà ïëîùèí³ äâîâèì³ðíó õâèëþ ÿê ñâ³é ñë³ä. 
Îòæå, ñóïåðïîçèö³ÿ âñ³õ îòðèìàíèõ á³æó÷èõ õâèëü ó ï³âïðîñòîð³, ÿê³ ìàþòü 
íà ïëîùèí³ çàäàíèé ðîçïîä³ë òèñêó (àáî íîðìàëüíî¿ øâèäêîñò³), º øóêà-
íèì ðîçêëàäàííÿì ïîëÿ ó ï³âïðîñòîð³.

 Ðåàë³çóºìî öþ ñõåìó. Íåõàé íà ïëîùèí³ z = 0 ìàºìî ïåð³îäè÷íèé ðîç-
ïîä³ë òèñêó, ÿêèé çì³íþºòüñÿ ó ÷àñ³ çà ãàðìîí³÷íèì çàêîíîì ç ÷àñòîòîþ . 
Ðîçãëÿíåìî ñèòóàö³þ, êîëè òèñê íà ïëîùèí³ z = 0 çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä 
îäí³º¿ êîîðäèíàòè x ç ïðîñòîðîâèì ïåð³îäîì L:

p(x,t) = p(x)exp(–it) = p(x + L)exp(–it).              (5.146)

Çàïèøåìî ðîçêëàäàííÿ â ðÿä Ôóð’º ôóíêö³¿ p(x). Ïðè çàïèñ³ ôîðìóëè 
(5.144), äå ïðîâåäåíî ðîçêëàäàííÿ äåÿêî¿ ïåð³îäè÷íî¿ ó ÷àñ³ ôóíêö³¿, 
â³äîáðàæåíà ñóïåðïîçèö³ÿ ãàðìîí³÷íèõ ñêëàäîâèõ ç ÷àñòîòàìè n, n = 0, 1, 
2, …,  = 2/T, T — ïåð³îä ôóíêö³¿, ùî ðîçêëàäàëàñÿ â ðÿä Ôóð’º. Àíà-
ëîã³÷íî çàïèøåìî ôóíêö³þ p(x), ÿêà çì³íþºòüñÿ ó ïðîñòîð³, ó âèãëÿä³ ðÿäó 
Ôóð’º çà ãàðìîí³êàìè ç õâèëüîâèìè ÷èñëàìè n,  = 2/L:

 ( ) exp ,n
n

p x p in x




                             (5.147)

äå

 
0

( )exp .
2

L

np p x in x dx





                          (5.148)

Òåïåð êîæíîìó äîäàíêó ðÿäó (5.147) pn exp(inx) ñë³ä äîáóäóâàòè ó ïðîñòîð³ 
á³æó÷ó õâèëþ, ÿêà çàëèøàº íà ïëîùèí³ ñë³ä pn exp(inx). Ì³ðêóºìî òàêèì ÷è-
íîì: õâèëüîâèé âåêòîð k (k= k = /c) ïðîñòîðîâî¿ õâèë³ ìàº ïðîåêö³þ n íà 

ïëîùèíó z = 0, òîä³ éîãî ïðîåêö³ÿ íà â³ñü Oz ïîâèííà áóòè 2 2( )k n . Îò-

æå, ïðîñòîðîâó õâèëþ, ùî ìàº íà ïëîùèí³ z = 0 ñë³ä pn exp(inx), ìîæíà ïî-
äàòè òàê:

2 2exp( ( ) ).np in x i k n z                           (5.149)
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Òàêèì ÷èíîì, ïîëå ó ïðîñòîð³, ÿêå ñòâîðþº íà ïëîùèí³ z = 0 ãàðìîí³÷íèé 
ó ÷àñ³ ðîçïîä³ë òèñêó p(x)exp(–it), ìàº âèãëÿä

  22( , , ) exp .n
n

p x z t p i t n x k n z  




       
 

        (5.150)

Ïîëå p(x, z, t) çàïèñàíî ó âèãëÿä³ íàáîðó ïëîñêèõ õâèëü. Àëå, ÿê áà÷èìî, íå 
âñ³ õâèë³ º á³æó÷èìè îäíîð³äíèìè, à ò³ëüêè ò³, äëÿ ÿêèõ n  k. Íàïðÿìíèé 
êîñèíóñ õâèë³ ç íàïðÿìêîì îñ³ Îõ ñòàíîâèòü

cos ,nx

n
k


 
2

sin 1 .nx

n
k


     
 

                 (5.151)

Îòæå, ÷èì âèùå íîìåð n, òèì ìåíøèé êóò nx. ßêùî n = 0, òî 0x = 90. 
Ñêëàäîâà n = 0 â³äïîâ³äàº ñòàë³é ñêëàäîâ³é ó ðîçêëàäàíí³ òèñêó p(x) íà 
ïëîùèí³, ÿêà â ñâîþ ÷åðãó â³äïîâ³äàº ïëîñê³é õâèë³ ç ôðîíòîì, ïàðàëåëü-
íèì ïëîùèí³ z = 0. Õâèë³, ó ÿêèõ n > k, — íåîäíîð³äí³ á³æó÷³ õâèë³, ùî 
ïðÿìóþòü óçäîâæ îñ³ Îõ ³ çãàñàþòü åêñïîíåíö³àëüíî âçäîâæ îñ³ Oz. Çðî-
çóì³ëî, ùî ÷èì âèùå íîìåð n  íåîäíîð³äíî¿ õâèë³, òèì øâèäøå çãàñàº õâè-
ëÿ. Íåîäíîð³äí³ õâèë³ óòâîðþþòü “áëèæíº ïîëå”, ÿêå ïîì³òíî ò³ëüêè ïî-
áëèçó ïëîùèíè z = 0. Ïîëå äàë³ â³ä ïëîùèíè, àáî “äàëüíº ïîëå”, áóäóòü 
âèçíà÷àòè îäíîð³äí³ õâèë³, äëÿ ÿêèõ ïðîåêö³ÿ õâèëüîâîãî âåêòîðà k íà 
ïëîùèíó z = 0 n  k ³, â³äïîâ³äíî, äîâæèíè õâèëü ñë³äó ñë = 2/n íà ïëî-
ùèí³ z = 0 á³ëüø³ çà äîâæèíó õâèë³ â ñåðåäîâèù³  = 2/k. ßêùî âñÿ ñòðóê-
òóðà òèñêó íà ïëîùèí³ z = 0 äð³áíà ïîð³âíÿíî ç äîâæèíîþ çâóêîâî¿ õâèë³ 
 = 2/k, òîáòî n  k, ñë  , òî â³ä ïëîùèíè áóäå ïîøèðþâàòèñÿ ò³ëüêè 

íóëüîâà õâèëÿ p0exp(–it + kz).
Òàêèì ÷èíîì, ðîçãëÿíóòî çàãàëüíó ñõåìó ïîáóäîâè çâóêîâîãî ïîëÿ çà 

â³äîìèì ïåð³îäè÷íèì ðîçïîä³ëîì òèñêó íà äåÿê³é ïëîùèí³. Àíàëîã³÷íî áó-
äóºòüñÿ ïðîñòîðîâèé ñïåêòð äëÿ ðîçïîä³ëó íîðìàëüíèõ øâèäêîñòåé íà 
ïëîùèí³. (Ïðîïîíóºìî ÷èòà÷åâ³ ñàìîñò³éíî çàïèñàòè ïîëå ó ïðîñòîð³, ÿê-
ùî âîíî çàëèøàº íà ïëîùèí³ z = 0 ïðîñòîðîâèé ïåð³îäè÷íèé ñë³ä, ÿêèé 
çàëåæèòü â³ä îáîõ êîîðäèíàò x òà y (äèâ. çàäà÷ó 5.22).)

5.11. Õâèëåâîäè

5.11.1. Õâèëåâ³äíå ïîøèðåííÿ çâóêó

Õâèëåâ³äíå ïîøèðåííÿ àêóñòè÷íèõ êîëèâàíü â³äáóâàºòüñÿ çà 
óìîâè, êîëè àêóñòè÷í³ õâèë³ çáóäæóþòüñÿ â ñåðåäîâèù³, ùî îáìåæåíå íå-
çàìêíóòîþ ïîâåðõíåþ, ïî îáèäâ³ ñòîðîíè â³ä ÿêî¿ ñåðåäîâèùå ìàº ð³çí³ àêó-
ñòè÷í³ âëàñòèâîñò³. Íà â³äì³íó â³ä â³ëüíîãî ñåðåäîâèùà, äëÿ ÿêîãî õàðàê-
òåðíå îñëàáëåííÿ çâóêîâîãî ïîëÿ âíàñë³äîê ïîøèðåííÿ õâèëü ó âñ³ áîêè, 
ïðè õâèëåâ³äíîìó ïîøèðåíí³ öüîãî îñëàáëåííÿ íå âèíèêàº.

Õâèëåâ³äíå ïîøèðåííÿ çâóêó â³äáóâàºòüñÿ ÿê â ïðèðîäíèõ óìîâàõ, òàê ³ 
â ð³çíîìàí³òíèõ òåõí³÷íèõ ïðèñòðîÿõ. Äî ïðèðîäíèõ õâèëåâîä³â íàëåæàòü 
ð³çí³ ñåðåäîâèùà, ÿê³ îáìåæåí³ ïîâåðõíÿìè, ùî äîáðå â³äáèâàþòü çâóêîâ³ 
õâèë³. Öå ìîðÿ ³ îêåàíè, äëÿ ÿêèõ âåðõíüîþ ìåæåþ º ïîâ³òðÿ, à íèæíüîþ —
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Ðèñ. 5.22. Çàëåæí³ñòü øâèäêîñò³ çâóêó â³ä
ãëèáèíè ³ â³äïîâ³äíà êàðòèíà ïðîìåí³â, 
óçäîâæ ÿêèõ ïîøèðþþòüñÿ çâóêîâ³ õâèë³

äîíí³ ´ðóíòè. Êð³ì òîãî, â ïðèðîä³ 
çóñòð³÷àþòüñÿ òàêîæ õâèëåâîäè, â 
ÿêèõ ìåæ³ âèÿâëåí³ íå ð³çêî. Ö³ 
õâèëåâîäè óòâîðþþòüñÿ â òîâù³ àò-
ìîñôåðè, à òàêîæ â îêåàí³ çà ðàõó-
íîê îñîáëèâîãî ðîçïîä³ëó çíà÷åíü 
øâèäêîñò³ çâóêó ç âèñîòîþ. Òàê, â 
îêåàí³ íà äåÿê³é ãëèáèí³ (çâè÷àéíî 
öå ê³ëüêà ñîòåíü ìåòð³â) ìîæóòü âèíèêàòè óìîâè, êîëè øâèäê³ñòü çâóêó áóäå 
ì³í³ìàëüíà. Âîíà çðîñòàº äîâåðõó, äå ðîçì³ùåí³ øàðè âîäè, ÿê³ ïðî-
ãð³âàþòüñÿ ñîíÿ÷íîþ åíåðã³ºþ, ³ äîíèçó âíàñë³äîê ï³äâèùåííÿ ã³äðîñòà-
òè÷íîãî òèñêó (øâèäê³ñòü çâóêó â âîä³ çá³ëüøóºòüñÿ ç ï³äâèùåííÿì òèñêó ³ 
òåìïåðàòóðè). Øàð íàâêîëî ð³âíÿ, äå øâèäê³ñòü ì³í³ìàëüíà, º õâèëåâîäîì. 
Ä³éñíî, ïðîìåí³, âçäîâæ ÿêèõ ïðÿìóþòü çâóêîâ³ õâèë³, âèêðèâëÿþòüñÿ âíà-
ñë³äîê çì³íè øâèäêîñò³ çâóêó ïðè ïîøèðåíí³. Öå ÿâèùå íîñèòü íàçâó ðåô-
ðàêö³¿. Òîìó, çâè÷àéíî, ïðîìåí³, ðîçòàøîâàí³ ï³ä â³äíîñíî ìàëèìè êóòàìè 
äî ð³âíÿ, äå øâèäê³ñòü çâóêó ì³í³ìàëüíà, ðåôðàãóþ÷è â á³ëüø âèñîêèõ ³
á³ëüø ãëèáîêèõ øàðàõ âîäíî¿ òîâù³ îêåàíó, ïîâåðòàþòüñÿ äî öüîãî ð³âíÿ. 
Íà ðèñ. 5.22 íàâåäåíà òèïîâà çàëåæí³ñòü øâèäêîñò³ çâóêó â³ä ãëèáèíè ³ 
â³äïîâ³äíà êàðòèíà ïðîìåí³â, óçäîâæ ÿêèõ ïîøèðþþòüñÿ çâóêîâ³ õâèë³.

Îáì³ðêóéòå ñàìîñò³éíî ÿâèùå ðåôðàêö³¿ çâóêó â îêåàí³ (ðèñ. 5.22). Äëÿ 
öüîãî ïîä³ë³òü ñåðåäîâèùå íà âóçüê³ ïàðàëåëüí³ ïîâåðõí³ îêåàíó øàðè, ââà-
æàþ÷è øâèäê³ñòü çâóêó âñåðåäèí³ êîæíîãî øàðó ñòàëîþ, àëå â³ä øàðó äî 
øàðó çíà÷åííÿ øâèäêîñò³ áóäå çì³íþâàòèñÿ íà äåÿêó ìàëó âåëè÷èíó. Âè-
ïóñòèâøè ç ïëîùèíè ïðîì³íü ³ç ì³í³ìàëüíîþ øâèäê³ñòþ çâóêó ï³ä äåÿêèì 
êóòîì, ïðîñë³äêóéòå, ÿê çì³íþºòüñÿ øëÿõ ïðîìåíÿ â³ä øàðó äî øàðó. Çà 
â³äíîñíî íåâåëèêèõ êóò³â âèõîäó ïðîìåíÿ ñòâîðþºòüñÿ ñèòóàö³ÿ, êîëè â 
äåÿêîìó øàð³ êóò ïàä³ííÿ ïðîìåíÿ ñòàº êðèòè÷íèì ³ âèíèêàº ÿâèùå ïîâ-
íîãî â³äáèòòÿ â òîâù³ âîäÿíîãî ñåðåäîâèùà, òîáòî óòâîðþºòüñÿ ï³äâîäíèé 
çâóêîâèé êàíàë. Ïðîìåí³, ÿê³ óòðèìóþòüñÿ ï³äâîäíèì õâèëåâîäîì, íå äîõî-
äÿòü í³ äî äíà, äå á âîíè ÷àñòêîâî ïåðåéøëè â ´ðóíò, í³ äî ïîâåðõí³ îêåà-
íó, äå á âîíè çàçíàëè ðîçñ³þâàííÿ; ïîãëèíàííÿ çâóêîâî¿ åíåðã³¿ â âîä³ äî-
ñèòü ìàëå, ³ òîìó çâóê ó õâèëåâîä³ ïîøèðþºòüñÿ íà âåëèê³ â³äñòàí³ ç ìàëèì 
ïîñëàáëåííÿì. Àíàëîã³÷í³ õâèëåâîäè âèíèêàþòü ³ â àòìîñôåð³ ïîáëèçó ð³âíÿ 
ì³í³ìàëüíî¿ òåìïåðàòóðè ïîâ³òðÿ, äå ðîçì³ùóºòüñÿ ì³í³ìóì øâèäêîñò³ çâóêó.

Ó ³íæåíåðí³é ïðàêòèö³ õâèëåâ³äí³ ñèñòåìè ìàþòü äóæå øèðîêå çàñòîñó-
âàííÿ, íàïðèêëàä íàéïðîñò³ø³ ç íèõ öå òðóáè ³ ù³ëèíè ³ç æîðñòêèìè ìåæàìè.

Õàðàêòåð õâèëüîâîãî ïîøèðåííÿ äîñèòü ñêëàäíèé: â³í âèçíà÷àºòüñÿ 
ãåîìåòðè÷íîþ êîíô³ãóðàö³ºþ õâèëåâîäó, âëàñòèâîñòÿìè ìåæîâèõ ïîâåðõîíü 
³ çàñîáîì çáóäæåííÿ àêóñòè÷íèõ êîëèâàíü. Ïðè öüîìó õâèëåâ³äíå ïîøè-
ðåííÿ çâóêó ìàº äåê³ëüêà îñîáëèâîñòåé, äëÿ äåòàëüíîãî îçíàéîìëåííÿ ç 
ÿêèìè ðîçãëÿíåìî ïðîñòó õâèëåâ³äíó ñèñòåìó ó âèãëÿä³ øàðó, îáìåæåíîãî 
äâîìà æîðñòêèìè ïëîñêèìè ïîâåðõíÿìè. 
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5.11.2. Íîðìàëüí³ õâèë³ ïëîñêîãî õâèëåâîäó

Íåõàé õâèëåâ³ä óòâîðåíî äâîìà ïàðàëåëüíèìè æîðñòêèìè ïî-
âåðõíÿìè (ðèñ. 5.23), ÿê³ ðîçì³ùåí³ íà â³äñòàí³ h îäíà â³ä îäíî¿. Õâèëåâ³ä 
çàïîâíåíî ³äåàëüíîþ ð³äèíîþ ç ïàðàìåòðàìè: ãóñòèíà , øâèäê³ñòü çâóêó ñ.

Çãàäàéìî, ÿê ìè ïðîâîäèëè äîñë³äæåííÿ êîëèâàííÿ ñòðóíè ñê³í÷åíî¿ 
äîâæèíè. Ñïî÷àòêó øóêàëè ïåð³îäè÷í³ (çà ãàðìîí³÷íèì çàêîíîì) ðóõè 
ñòðóíè. Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî äîâ³ëüíèé ðóõ ñòðóíè ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ñó-
ïåðïîçèö³¿ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü. Öåé âàæëèâèé ðåçóëüòàò äàº ìîæëèâ³ñòü
ïðîâåñòè åôåêòèâíèé àíàë³ç êîëèâàíü ñòðóíè çà äîâ³ëüíèõ ïî÷àòêîâèõ 
óìîâ.

Ñïðîáóºìî ðåàë³çóâàòè ïîä³áíèé ï³äõ³ä ïðè äîñë³äæåíí³ õâèëåâîäó. Àëå 
òóò ñë³ä âèçíà÷èòè ìîæëèâ³ñòü ïîøèðåííÿ â õâèëåâîä³ ãàðìîí³÷íî¿ á³æó÷î¿ 
õâèë³ ç ÷àñòîòîþ , ÿêà ïðÿìóº óçäîâæ õâèëåâîäó áåç çì³íè ôîðìè. Òàê³ 
õâèë³ íàçèâàþòü íîðìàëüíèìè õâèëÿìè àáî ìîäàìè õâèëåâîäó. Îòæå, çàïè-
øåìî òèñê ó øóêàí³é õâèë³:

p(x, z, t) = p(x, z)exp(–it).                     (5.152)

Ââàæàºìî, ùî ïàðàìåòðè çâóêîâîãî ïîëÿ íå çàëåæàòü â³ä êîîðäèíàòè y, 
òîáòî ìàºìî òàê çâàíó ïëîñêó çàäà÷ó. Êîìïëåêñíà àìïë³òóäà òèñêó p(x, z) 
çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà:
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                       (5.153)

Ðîçâ’ÿçîê öüîãî ð³âíÿííÿ ïîâèíåí çàäîâîëüíÿòè ãðàíè÷í³ óìîâè íà æîð-
ñòêèõ ïîâåðõíÿõ õâèëåâîäó, ùî â³äïîâ³äàº óìîâ³, êîëè ñêëàäîâà êîëèâàëü-
íî¿ øâèäêîñò³ âçäîâæ îñ³ Oz äîð³âíþº íóëþ, òîáòî z = 0 ïðè z = 0 i z = h, 
àáî 

 ,0
0,
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                      (5.154)

Çàïèøåìî øóêàíó ôóíêö³þ p(x, z) ó âèãëÿä³ äîáóòêó äâîõ ôóíêö³é â³ä 
êîæíî¿ çì³ííî¿ îêðåìî:

p(x, z) = X(x)Z(z).                             (5.155)

Òîä³ ãðàíè÷í³ óìîâè (5.154) ìîæíà ïîäàòè òàê:

 0
0,

dZ

dz


 
0.

dZ h

dz
           (5.156)

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ð³âíÿíü äëÿ X(x) ³ Z(z) ï³ä-
ñòàâèìî (5.155) â ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà (5.153): 
XZ + XZ + k2XZ = 0, àáî, ñêîðîòèâøè íà XZ, 

ìàºìî 2Z X
k

Z X

 
   . Îñê³ëüêè ë³âà ÷àñòèíà 

öüîãî ð³âíÿííÿ íå çàëåæèòü â³ä x, à ïðàâà — â³ä 
z, òî ð³âí³ñòü ñïðàâåäëèâà ò³ëüêè çà óìîâè, ùîÐèñ. 5.23. Ïðèêëàä ïëîñêîãî

õâèëåâîäó
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îáèäâ³ ÷àñòèíè îêðåìî äîð³âíþþòü äåÿê³é ñòàë³é âåëè÷èí³, ÿêó ïîçíà÷èìî 
 2. Çàçíà÷èìî, ùî ðîçì³ðí³ñòü  ïîâèííà çá³ãàòèñÿ ç ðîçì³ðí³ñòþ õâèëüîâî-

ãî ÷èñëà k. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìàºìî äâà ð³âíÿííÿ: 2,
X
X




  2 2Z
k

Z



  , 

àáî
2

2
2 0,

d X
X

dx
                                   (5.157)

2
2 2

2 ( ) 0.
d Z

k Z
dz

                               (5.158)

Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (5.157) çàïèøåìî ó âèãëÿä³

X(x) = C1 exp(ix) + C2 exp(–ix).                    (5.159)

Öåé ðîçâ’ÿçîê âèçíà÷àº á³æó÷³ õâèë³ âçäîâæ îñ³ Îõ ó ïðîòèëåæíèõ íàïðÿì-
êàõ. Íàäàë³ ðîçãëÿíåìî á³æó÷ó õâèëþ, ùî ïðÿìóº â äîäàòíîìó íàïðÿìêó îñ³ 
Îõ, òîáòî

X(x) = exp(ix).                               (5.160)

Òóò ïðèéíÿòî C1 = 1, îñê³ëüêè íåîáõ³äíó ñòàëó ìîæíà âðàõóâàòè ïðè 
ðîçâ’ÿçàíí³ ð³âíÿííÿ (5.158). Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (5.158) çàïè-
øåìî òàêèì ÷èíîì:

     2 2 2 2sin cos .Z z A k z B k z                  (5.161)

Òàêèé çàïèñ ðîçâ’ÿçêó äëÿ ôóíêö³¿ Z(z) äåùî ñïðîùóº ïîäàëüø³ âèêëàäêè 
(çðîçóì³ëî, ùî ïîøóê ðîçâ’ÿçêó ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ åêñïîíåíö³àëüíèõ 
ôóíêö³¿ òàêîæ ìîæëèâèé).

Äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ ñòàëèõ ó ðîçâ’ÿçêó (5.161) âèêîðèñòàºìî ãðà-
íè÷í³ óìîâè. Òàê, ïåðøà óìîâà (5.156) âñòàíîâëþº, ùî êîåô³ö³ºíò À = 0. Ç 
äðóãî¿ óìîâè (5.156) îòðèìàºìî ð³âí³ñòü

 2 2sin 0.k h                              (5.162)

Çâ³äñè

2 2 ,k h n    n = 0, 1, 2,…                   (5.163)

Ïî ñóò³ ð³âíÿííÿ (5.163) º äèñïåðñ³éíèì ð³âíÿííÿì. Âîíî âñòàíîâëþº 
çâ’ÿçîê ì³æ õâèëüîâèì ÷èñëîì  ìîäè õâèëåâîäó ³ çàäàíîþ ÷àñòîòîþ  = kc. 
²ç ð³âíÿííÿ (5.163) çíàõîäèìî ìîæëèâ³ çíà÷åííÿ õâèëüîâèõ ÷èñåë , ÿê³ 
â³äïîâ³äàþòü ãðàíè÷íèì óìîâàì (5.156). Íàäàë³ ïîçíà÷èìî   kn, òîä³

2 2
2 1 ,n

n n
k k k

h kh
          

   
n = 0, 1, 2…,        (5.164)

à âèðàç (5.161) íàáóäå âèãëÿäó
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  cos .n

n
Z z B z

h
   

 
                           (5.165)

Òàêèì ÷èíîì, ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà, ÿêèé îïèñóº 
íîðìàëüíó õâèëþ õâèëåâîäó ç æîðñòêèìè ìåæàìè, ìîæíà âèçíà÷èòè òàê:

          , , exp cos exp .n n n

n
p x z t X x Z z i t B z i t k x

h
       

 
   (5.166)

Ö³ëå ÷èñëî n = 0, 1, 2,… íàçèâàþòü íîìåðîì íîðìàëüíî¿ õâèë³.
Îáì³ðêóºìî âëàñòèâîñò³ íîðìàëüíèõ õâèëü. Âèðàç (5.166) îïèñóº õâèëþ, 

ÿêà ïîøèðþºòüñÿ â íàïðÿìêó îñ³ Îõ ç õâèëüîâèì ÷èñëîì kn (³ â³äïîâ³äíîþ 
ôàçîâîþ øâèäê³ñòþ cn = /kn), ïðè öüîìó àìïë³òóäà òèñêó çì³íþºòüñÿ 
âçäîâæ ôðîíòó õâèë³ çà çàêîíîì êîñèíóñà. Ìíîæíèê Bn, ÿêèé òàêîæ õàðàê-
òåðèçóº àìïë³òóäó õâèë³, âèçíà÷àºòüñÿ íå ãðàíè÷íèìè óìîâàìè íà ìåæàõ 
õâèëåâîäó, à âëàñòèâîñòÿìè äæåðåëà çâóêó. ßêùî ââåñòè ïîçíà÷åííÿ

кр ,
n c
h
 n                                   (5.167)

òî õâèëüîâå ÷èñëî ìîäè

кр
2

2
1 ,nk k




  n ,k

c


                          (5.168)

äå êðn— íàçèâàþòü êðèòè÷íîþ ÷àñòîòîþ n-¿ íîðìàëüíî¿ õâèë³. Òîä³ ôàçîâó 
øâèäê³ñòü íîðìàëüíî¿ õâèë³ çàïèøåìî òàê:

ф

кр
2

2

.

1

n
n n

c
c

k





 



                           (5.169)

ßê áà÷èìî ïîâåä³íêà äàíî¿ íîðìàëüíî¿ õâèë³ ñóòòºâî çàëåæèòü â³ä ÷àñòîòè . 
ßêùî  > êðn, òî kn òà ñôn º ä³éñí³ âåëè÷èíè ³ ìàºìî á³æó÷ó õâèëþ âçäîâæ îñ³ 
Ox; ïðè  < êðn âåëè÷èíè kn òà ñôn — óÿâí³ ³ íîðìàëüíà õâèëÿ ÿâëÿº ñîáîþ 
íåîäíîð³äíó õâèëþ, àìïë³òóäà ÿêî¿ âçäîâæ îñ³ Îõ çìåíøóºòüñÿ çà åêñïî-
íåíö³àëüíèì çàêîíîì. Ä³éñíî, ïðè  < êðn ôîðìóëà (5.166) ïðèéìàº âèãëÿä

   , , cos exp .n n n

n
p x z t B z i t k x

h
     

 
             (5.170)

Íà ñàì³é êðèòè÷í³é ÷àñòîò³  = êðn ìàºìî kn = 0; ó öüîìó âèïàäêó â³äáóâàþòüñÿ 
ñèíôàçí³ êîëèâàííÿ ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà ïî âñ³é äîâæèí³ õâèëåâîäó.

Ê³ëüê³ñòü á³æó÷èõ íîðìàëüíèõ õâèëü âèçíà÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì 
n  N, äå N çíàõîäèìî ç óìîâè êðN = , òîáòî Nc/h = ; çâ³äêè

2
,

h kh h
N

c

  
                 

     
2

,k
c
 


                   (5.171)

(äóæêè âèçíà÷àþòü ö³ëó ÷àñòèíó ÷èñëà).
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Ðèñ. 5.24. Ãðàô³êè
ðîçïîä³ëó àìïë³òóä
pn ³ xn (à) òà zn (á) 
óçäîâæ êîîðäèíàòè
z äëÿ ïåðøèõ íî-
ìåð³â ìîä õâèëå-
âîäó

Çíàéäåìî ñêëàäîâ³ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ â íîðìàëüí³é õâèë³:

 cos exp ,n n n

n
p B z i t ik x

h
     

 
                 (5.172)

 1 1
cos exp ,n

xn n n n

p n
k B z i t ik x

i x h
 

 
        

       (5.173)

 1 1
sin exp .n

zn n n

p n n
i B z i t ik x

i z h h
  

 
              

   (5.174)

Íà ðèñ. 5.24, à ïîêàçàíî ðîçïîä³ë àìïë³òóä òèñêó ³ xn — êîìïîíåíòè 
êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê äëÿ ïåðøèõ íîìåð³â ìîä, ÿêà âèçíà÷à-
ºòüñÿ ôóíêö³ºþ cos(nz/h), à íà ðèñ. 5.24, á íàâåäåíî ðîçïîä³ë zn — êîìïî-
íåíòè êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ çã³äíî ç ôóíêö³ºþ sin(nz/h). Äëÿ íóëüîâî¿ 
ìîäè z0 = 0, îñê³ëüêè íóëüîâà ìîäà n = 0 ó õâèëåâîä³ ç æîðñòêèìè ìåæàìè 
º çâè÷àéíîþ ïëîñêîþ õâèëåþ, ÿêà ïîøèðþºòüñÿ âçäîâæ îñ³ Îõ.

Ôîðìóëè (5.173) ³ (5.174) äëÿ êîìïîíåíò øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê äîçâîëÿ-
þòü çðîçóì³òè õàðàêòåð ¿õ ðóõó. Îñê³ëüêè ôàçè xn ³ zn ìàþòü çñóâ íà 90, òî 
òðàºêòîð³¿ ÷àñòèíîê º åë³ïñè ç îñÿìè, ÿê³ ëåæàòü óçäîâæ îñåé Îõ ³ Îz. Ó 
âóçëàõ òèñêó (cos(nz/h) = 0) åë³ïñè âèðîäæóþòüñÿ ó âåðòèêàëüí³ â³äð³çêè, à 
â ìàêñèìóìàõ òèñêó (sin(nz/h) = 0, ðèñ. 5.24) — ó ãîðèçîíòàëüí³ â³äð³çêè. Ó 
íåîäíîð³äí³é ìîä³, äå kn = ikn º óÿâíîþ âåëè÷èíîþ, ôàçè xn ³ zn

çá³ãàþòüñÿ, òîìó òðàºêòîð³ÿìè ÷àñòèíîê áóäóþòü ïðÿì³ ë³í³¿, íàõèë ÿêèõ 
çì³íþºòüñÿ ïî âèñîò³ õâèëåâîäó — â³ä ãîðèçîíòàëüíîãî äî âåðòèêàëüíîãî. 
Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ çâè÷àéíèõ ïëîñêèõ õâèëü ñèòóàö³ÿ ïðîòèëåæíà: â îä-
íîð³äíèõ õâèëÿõ òðàºêòîð³¿ ÷àñòèíîê º â³äð³çêàìè ïðÿìèõ, à â íåîäíîð³äíèõ 
ïëîñêèõ õâèëÿõ — åë³ïñàìè.

Íîðìàëüíó õâèëþ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ äâîõ ïëîñêèõ 
á³æó÷èõ õâèëü, ùî ïðÿìóþòü ï³ä îäíàêîâèìè êóòàìè äî îñ³ õâèëåâîäó. Ä³éñ-
íî, âèêîðèñòîâóþ÷è ð³âí³ñòü      2 cos / exp / exp /n z h in z h in z h     , 

çàïèøåìî (5.172) ÿê ñóïåðïîçèö³þ äâîõ ïëîñêèõ õâèëü pn(x,z,t) = pI + pII, 
òîáòî (ðèñ. 5.25)

exp exp ,
2 2
n n

n n n

B Bn z n z
p i t k x i t k x

h h
                     

      
     (5.175)

äå n/h ³ kn — ïðîåêö³¿ õâèëüîâîãî âåêòîðà k íà êîîðäèíàòí³ îñ³ Îz ³ Ox. Êóò
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Ðèñ. 5.25. Ïðèêëàä ñóïåðïîçèö³¿ äâîõ ïëîñêèõ õâèëü â 
õâèëåâîä³

íàõèëó õâèëüîâîãî âåêòîðà k äî îñ³ Oz (ðèñ. 5.25) 
âèçíà÷àºòüñÿ ð³âíÿííÿì 

крcos ,n
zn

n h n c h
k

 
 

   .k
c


    (5.176)

ßêùî ÷àñòîòà n-¿ ìîäè  >> êðn, òî êóò zn ïðèáëèçíî äîð³âíþº 90; 
ÿêùî ÷àñòîòà  áëèçüêà äî ÷àñòîòè êðn, òî êóò zn  0 ³ óòâîðþºòüñÿ ñòîÿ÷à 
õâèëÿ âçäîâæ îñ³ Oz.

Ïîâåðíåìîñÿ äî ôîðìóë (5.168) ³ (5.169). ßê áà÷èìî, õâèëüîâå ÷èñëî kn

³ ôàçîâà øâèäê³ñòü ñôn n-¿ ìîäè çàëåæàòü â³ä ÷àñòîòè, òîáòî ñïîñòåð³ãàºòüñÿ 
ÿâèùå äèñïåðñ³¿. Âçàãàë³ ³ñíóâàííÿ äèñïåðñ³¿ â ñåðåäîâèù³ çóìîâëåíå íà-
ÿâí³ñòþ â íüîìó âëàñíèõ, íåçàëåæíèõ â³ä ïàðàìåòð³â õâèë³ ïðîñòîðîâèõ àáî 
÷àñîâèõ ìàñøòàá³â. Ó âèïàäêó ëàíöþæêà çâ’ÿçàíèõ îñöèëÿòîð³â (äèâ. 
ï. 3.6.2) ïðîñòîðîâèì ìàñøòàáîì º â³äñòàíü ì³æ êóëüêàìè. Êîëè öÿ 
â³äñòàíü çíà÷íî ìåíøà í³æ äîâæèíà á³æó÷î¿ õâèë³ ó ëàíöþæêó, ÿâèùå äèñ-
ïåðñ³¿ ïðàêòè÷íî â³äñóòíº. Âëàñíèì ïðîñòîðîâèì ìàñøòàáîì äëÿ õâèëüîâî-
äó (ðèñ. 5.23) º éîãî øèðèíà h. 

Çã³äíî ç ôîðìóëîþ (5.169), ÿêùî  >> êðn, òî ôàçîâà øâèäê³ñòü n-¿ ìî-
äè ñôn  c, òîáòî ïðàêòè÷íî äîð³âíþº øâèäêîñò³ â ñåðåäîâèù³, ùî çàïîâíþº 
õâèëåâ³ä. Ó öüîìó âèïàäêó ïëîñê³ õâèë³ pI ³ pII (äèâ. ðèñ. 5.25) ïðÿìóþòü 
âçäîâæ îñ³ Îõ. ßêùî   êðn, òî ôàçîâà øâèäê³ñòü n-¿ ìîäè côn  ; òóò 
ïëîñê³ õâèë³ pI ³ pII (äèâ. ðèñ. 5.25) ïðàêòè÷íî ïðÿìóþòü óçäîâæ îñ³ Oz, 
óòâîðþþ÷è ñòîÿ÷ó õâèëþ. 

Ç íàâåäåíèõ ì³ðêóâàíü ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî çàëåæíî â³ä ÷àñòî-
òè , ïîò³ê åíåðã³¿ â õâèëåâîä³ ñóòòºâî çì³íþºòüñÿ. Çðîçóì³ëî, ùî ó âèïàä-
êó, êîëè  >> êðn, ïîò³ê åíåðã³¿ âçäîâæ îñ³ Ox áóäå ìàêñèìàëüíèé, à êîëè 
áëèçüêà äî êðn — ì³í³ìàëüíèé, õî÷à ïðè öüîìó ôàçîâà øâèäê³ñòü ñôn ïðÿ-
ìóº äî íåñê³í÷åííîñò³. Îòæå, ôàçîâà øâèäê³ñòü ìîäè íå õàðàêòåðèçóº 
øâèäê³ñòü ïåðåíåñåííÿ åíåðã³¿ â õâèëåâîä³. Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî øâèäê³ñòü ïå-
ðåíåñåííÿ åíåðã³¿ ó áóäü-ÿê³é õâèë³ ìîæíà îäåðæàòè ëèøå ç âèêîðèñòàííÿì 
íîâîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîíÿòòÿ òåîð³¿ õâèëü — ãðóïîâî¿ øâèäêîñò³. Îñ-
ê³ëüêè öå ïèòàííÿ äóæå âàæëèâå â ïðîöåñ³ íàâ÷àííÿ àêóñòèêà, çóïèíèìîñÿ 
íà íüîìó äåùî äîêëàäí³øå.

5.12. Ïîíÿòòÿ ãðóïîâî¿ øâèäêîñò³

Â³äíîñíà ïðîñòîòà íîðìàëüíèõ õâèëü ó ïëîñêîìó õâèëåâîä³ ç
³äåàëüíèìè ìåæàìè äîçâîëÿº áåç ãðîì³çäêèõ âèêëàäîê ðîçêðèòè ñóòí³ñòü
íîâîãî ³ äóæå âàæëèâîãî ïîíÿòòÿ â àêóñòèö³ — ãðóïîâî¿ øâèäêîñò³. Äî öüî-
ãî ïîíÿòòÿ ìîæíà ä³éòè ð³çíèìè øëÿõàìè. Îäèí ç íèõ ïîâ’ÿçàíèé ç 
àíàë³çîì ïåðåíåñåííÿ åíåðã³¿ ìîäîþ ó õâèëåâîä³.
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5.12.1. Åíåðãåòè÷íå âèçíà÷åííÿ ãðóïîâî¿
øâèäêîñò³

ßê ìè âæå çíàºìî, ó õâèëåâîä³ ç æîðñòêèìè ìåæàìè áåç çì³íè 
ôîðìè ìîæå ïîøèðþâàòèñÿ íîðìàëüíà õâèëÿ (5.172). Îñê³ëüêè áóäåìî îá-
÷èñëþâàòè åíåðãåòè÷í³ (êâàäðàòè÷í³) õàðàêòåðèñòèêè õâèë³, òî ñë³ä âèêîðè-
ñòîâóâàòè íå êîìïëåêñí³ âèðàçè äëÿ òèñêó ³ êîìïîíåíò êîëèâàëüíî¿ øâèä-
êîñò³, à ¿õ ä³éñí³ ÷àñòèíè. Áåðó÷è äî óâàãè, ùî êîåô³ö³ºíò Bn = an + ibn º 
êîìïëåêñíèì, çàïèñóºìî ä³éñí³ ÷àñòèíè â³ä ñï³ââ³äíîøåíü (5.172)—(5.174) 
ó òàêîìó âèãëÿä³:

cos cos( ),n n n n

n z
p B t k x

h
      

 
                (5.177)

cos cos( ),n
xn n n n

k n z
B t k x

h
  


    
 

             (5.178)

   


    
 

1
sin sin( ),zn n n n

n n z
B t k x

h h
          (5.179)

äå 2 2
n n nB a b  , cos / .n n na B 

Ñïî÷àòêó îá÷èñëèìî ãóñòèíó çâóêîâî¿ åíåðã³¿ E . Çã³äíî ç (4.44) ãóñòèíó 
åíåðã³¿ n-¿ ìîäè ìîæíà âèçíà÷èòè çà ôîðìóëîþ

 
2 22 2 2

, , ,
2 2 2 2 2

n znn xn n
n

p p
E x z t

 
 

    
v

           (5.180)

òóò  = ñ2 — ïðóæí³ñòü ñåðåäîâèùà. Ï³äñòàâèìî (5.177)—(5.179) ó (5.180) ³ 
ïðî³íòåãðóºìî çà øèðèíîþ õâèëåâîäó, òèì ñàìèì âèçíà÷èâøè åíåðã³þ â 
õâèëåâîä³ íà îäèíèöþ äîâæèíè (áóäåìî ãîâîðèòè ïðî ãóñòèíó åíåðã³¿ â 
õâèëåâîä³):

   
2

2 2

0

, , , cos ( )
2

h
n n

n n n n n

h k
E x t E x z t dz B t k x

 
 


 

     
 



 
      


       
 

2 2
22 2

2 sin ( ) cos ( ),
2 2

nn n
n n n n n

Bh hn
t k x B t k x

h

äå 0 = 1, n = 0,5, ïðè n > 0. Áåðó÷è äî óâàãè, ùî  2 2 2/ nn h k k   , ³ âèêî-

íóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ, îòðèìóºìî ôîðìóëó äëÿ ãóñòèíè ä³ëÿíêè õâèëåâîäó:

 
2

2

2
, 1 cos(2 2 2 ) .

2
n n

n n n n

h k
E x t B t k x

 
 

  
 

    
 

          (5.181)

Ñåðåäíÿ çà ïåð³îä T = 2/ ãóñòèíà åíåðã³¿ íà ä³ëÿíö³ õâèëüîâîäó ñòàíî-
âèòü
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  2

0

1
, .

2

T
n

n n n

h
E E x t dt B

T




                       (5.182)

ßê áà÷èìî âåëè÷èíà nE  º ñòàëîþ ³ íå çàëåæèòü â³ä êîîðäèíàòè õ. Öå îç-

íà÷àº, ùî â òàê³é õâèë³ ìàº áóòè ïîñò³éíèì ³ ñåðåäí³é ïîò³ê åíåðã³¿ âçäîâæ 
îñ³ Îõ. 

Îá÷èñëèìî ñåðåäí³é ïîò³ê ãóñòèíè ïîòóæíîñò³, òîáòî ³íòåíñèâí³ñòü 
âçäîâæ êîîðäèíàòíèõ îñåé Îõ ³ Oz. Âèêëàäêè ñïðîñòÿòüñÿ, ÿêùî âèêîðè-
ñòàºìî ôîðìóëó äëÿ ³íòåíñèâíîñò³ (4.55) ³ êîìïëåêñí³ âèðàçè (5.172)—
(5.174). Îòæå,

2 21
( ) Re( ) cos ,

2 2xn

n
xn n

k nz
I z p B

h





     
 

            (5.183)

Izn(z) = 0.

Çðîçóì³ëî, ùî äëÿ íåîäíîð³äíî¿ ìîäè Ixn(z) = 0 (ïåðåâ³ðòå!). Ñåðåäí³é ïîò³ê 
ïîòóæíîñò³ êð³çü ïåðåð³ç õâèëåâîäó â n-é ìîä³ ìîæíà çíàéòè, ïðî³íòå-
ãðóâàâøè (5.183) óçäîâæ ïåðåð³çó õâèëåâîäó:

  кр
2

2 2

2
0

1 .
2 2

h
nn n n

xn xn n n

h k h
P I z dz B B k

 
  

          (5.184)

Âåëè÷èíà ñåðåäíüîãî çà ïåð³îä Ò ïîòîêó ïîòóæíîñò³ xnP  âèçíà÷àº ïå-

ðåíåñåííÿ åíåðã³¿ â n -é ìîä³ âçäîâæ îñ³ Îõ ç äåÿêîþ øâèäê³ñòþ, ÿêó íàçè-
âàþòü ãðóïîâîþ. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ãðóïîâà øâèäê³ñòü ãð àáî øâèäê³ñòü 
ïåðåíåñåííÿ åíåðã³¿ â ãàðìîí³÷í³é õâèë³ — öå â³äíîøåííÿ ñåðåäíüîãî çà ïåð³îä 
ïîòîêó ïîòóæíîñò³ äî ñåðåäíüî¿ çà îá’ºìîì íà äîâæèí³ õâèë³  ãóñòèíè åíåðã³¿: 

ãð .
1

( , )

xP

E x x








                          (5.185)

Ó âèïàäêó íîðìàëüíèõ õâèëü ïëîñêîãî õâèëåâîäó ñåðåäíÿ ãóñòèíà åíåð-
ã³¿ íå çàëåæèòü â³ä êîîðäèíàòè õ (äèâ. (5.182)). Ï³äñòàâëÿþ÷è (5.182) ³ (5.184) 
ó ôîðìóëó (5.185), âèçíà÷àºìî ãðóïîâó øâèäê³ñòü ãðn n-¿ ìîäè õâèëåâîäó:

кр
2

ãð 21 .n
n c





                                 (5.186)

Çóïèíèìîñÿ íà îòðèìàíîìó ðåçóëüòàò³, ùîá çàâåðøèòè àíàë³ç âëàñòèâî-
ñòåé ìîä ïëîñêîãî õâèëåâîäó ç æîðñòêèìè ìåæàìè. Íà ðèñ. 5.26 íàâåäåí³ 
çàëåæíîñò³ ôàçîâèõ ³ ãðóïîâèõ øâèäêîñòåé â³ä ÷àñòîòè  äëÿ ê³ëüêîõ ïåð-
øèõ ìîä õâèëåâîäó. Ö³ êðèâ³ ùå íàçèâàþòü äèñïåðñ³éíèìè êðèâèìè. Äëÿ âñ³õ 
ìîä ç íîìåðàìè n > 0 ôàçîâ³ øâèäêîñò³ á³ëüø³ çà øâèäê³ñòü çâóêó c ó ñåðå-
äîâèù³, à ãðóïîâ³ — ìåíø³, í³æ öÿ øâèäê³ñòü. Ïðè çá³ëüøåíí³ ÷àñòîòè ôà-
çîâà øâèäê³ñòü ìîíîòîííî çìåíøóºòüñÿ ³ ïðÿìóº äî ñ àñèìïòîòè÷íî çâåð-
õó, à ãðóïîâà — çá³ëüøóºòüñÿ ³ ïðÿìóº äî ñ çíèçó. Ïðè êðèòè÷í³é ÷àñòîò³
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Ðèñ. 5.26. Äèñïåðñ³éí³ êðèâ³ ôàçîâèõ ³ 
ãðóïîâèõ øâèäêîñòåé ïëîñêîãî õâèëåâî-
äó ç æîðñòêèìè ìåæàìè

ôàçîâà øâèäê³ñòü ìîäè íåñê³í÷åí-
íî çðîñòàº, à ãðóïîâà äîð³âíþº íó-
ëþ. Ïðîïîíóºìî ÷èòà÷ó îáì³ðêóâà-
òè òàêèé õàðàêòåð çàëåæíîñò³ ñïè-
ðàþ÷èñü íà ìîæëèâ³ñòü ïîäàííÿ 
ìîä ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ äâîõ 
ïëîñêèõ õâèëü (ðèñ. 5.25). Äëÿ íó-
ëüîâî¿ ìîäè, ÿêà º çâè÷àéíîþ ïëî-
ñêîþ õâèëåþ, ôàçîâà ³ ãðóïîâà
øâèäêîñò³ äîð³âíþþòü øâèäêîñò³ 
çâóêó ñ ó ñåðåäîâèù³ ³ íå çàëåæèòü 
â³ä ÷àñòîòè. Âçàãàë³ íóëüîâà ìîäà íå òèïîâà äëÿ õâèëåâîä³â, àäæå äèñïåðñ³ÿ 
äëÿ íå¿ â³äñóòíÿ; âîíà ³ñíóº ò³ëüêè ó õâèëåâîäàõ ç æîðñòêèìè ìåæàìè. 

5.12.2. Ê³íåìàòè÷íå âèçíà÷åííÿ ãðóïîâî¿ øâèäêîñò³

Ãàðìîí³÷íà õâèëÿ º êîðèñíîþ ìàòåìàòè÷íîþ ³äåàë³çàö³ºþ, àëå 
â ïðèðîä³ íå ³ñíóº. Ðåàëüíèé ïðîöåñ, ñòðîãî êàæó÷è, í³êîëè íå çâîäèòüñÿ 
äî îäí³º¿ ñèíóñî¿äè, õî÷à á òîìó, ùî äæåðåëî çáóäæåííÿ ïðàöþº îáìåæå-
íèé ÷àñ ³ ó õâèë³ º “ïî÷àòîê” ³ “ê³íåöü”. Ðàçîì ç òèì ïåðåäà÷à ñèãíàë³â çà 
äîïîìîãîþ ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³ òàêîæ íåìîæëèâà, îñê³ëüêè âîíà îäíîð³äíà ó 
ïðîñòîð³ ³ ÷àñ³. Î÷åâèäíî, ùîá ïåðåäàòè ³íôîðìàö³þ, òðåáà ÿêèìîñü ÷èíîì 
çì³íþâàòè àìïë³òóäó àáî ôàçó õâèë³. Îòæå, ðåàëüíèé ïðîöåñ öå íå ãàð-
ìîí³÷íà õâèëÿ, à, íàïðèêëàä, ëîêàë³çîâàíå çáóäæåííÿ (õâèëüîâèé ïàêåò), 
ÿêå ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê íàá³ð ãàðìîí³÷íèõ õâèëü, ç àìïë³òóäàìè ³ ôàçàìè, 
ùî çàëåæàòü â³ä ÷àñòîòè. ²íøèìè ñëîâàìè, õâèëüîâèé ïàêåò ìîæå áóòè ïî-
äàíèé ðÿäîì àáî ³íòåãðàëîì Ôóð’º. 

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ, ÿêèé ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ ãàðìîí³÷íèõ 
õâèëü ç áëèçüêèìè ÷àñòîòàìè 1 ³ 2 (2 – 1 << 1,2) ³ õâèëüîâèìè ÷èñ-
ëàìè k1 ³ k2 (k2 – k1 << k1,2):

1 1 2 2( , ) cos( ) cos( )p x t a t k x a t k x     

2 1 2 1 1 2 1 22 cos cos .
2 2 2 2

k k k k
a t x t x

              
   

        (5.187)

Äîäàâøè õâèë³, îòðèìàëè â³äîìèé âèðàç äëÿ áèòòÿ äâîõ õâèëü (äèâ. ïàðà-
ãðàô 2.7), ÿêèé ìîæíà îïèñàòè äîáóòêîì äâîõ ïåð³îäè÷íèõ ôóíêö³é: îäíà ç
íèõ — cos(0t – k0x), äå 0 = (1 + 2)/2 ³ k0 = (k1 + k2)/2, — âèçíà÷àº øâèä-
êî îñöèëþþ÷ó (íåñó÷ó) õâèëþ, à äðóãà —

2 1 2 1( , ) 2 cos
2 2

k k
A x t a t x

     
 

,                   (5.188)

îïèñóº ïîâ³ëüíó çì³íó àìïë³òóäè íåñó÷î¿ õâèë³, àáî, ³íøèìè ñëîâàìè, îáâ³äíó.
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Îòæå, çà óìîâè 2 – 1 << 1,2 ³ k2 – k1 << k1,2 ðåçóëüòàòîì ñóïåðïî-
çèö³¿ äâîõ õâèëü º ðÿä ïåð³îäè÷íî ïîâòîðþâàíèõ ãðóï (òàêå ïîâòîðåííÿ
³ñíóº ÿê ó ÷àñ³, òàê ³ âçäîâæ ïðîñòîðîâèõ îñåé; ãðàô³÷íîþ ³ëþñòðàö³ºþ º
ðèñóíêè äî ïàðàãðàôà 2.7).

Íåñó÷à õâèëÿ ïåðåñóâàºòüñÿ ³ç ôàçîâîþ øâèäê³ñòþ ô = 0/k0, à ïîâåðõ-
íÿ, íà ÿê³é àìïë³òóäà ãðóïè çàëèøàºòüñÿ ñòàëîþ, âèçíà÷àºòüñÿ ð³âíÿííÿì 
t – kx = const ( = 2 – 1, k = k2 – k1), çâ³äêè âèïëèâàº, ùî ñàì³ ãðó-

ïè ïîøèðþþòüñÿ ç³ øâèäê³ñòþ 
dx d
dt k dk

 
 


 ïðè k  0.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ìîäóëüîâàíî¿ õâèë³ íåîáõ³äíî ââåñòè 
ùå îäíå ïîíÿòòÿ — øâèäê³ñòü îáâ³äíî¿, àáî, ³íàêøå êàæó÷è, ãðóïè õâèëü —
ãðóïîâó øâèäê³ñòü. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ãðóïîâà øâèäê³ñòü ìîäóëüîâàíî¿ 
õâèë³ âèçíà÷àºòüñÿ âèðàçîì

гр
Ïðèð³ñò ÷àñòîòè õâèë³ â ãðóï³ 

.
Ïðèð³ñò õâèëüîâîãî ÷èñëà â ãðóï³

d
dk
               (5.189)

Ïðè òàêîìó ¿¿ âèçíà÷åíí³ â³äíîøåííÿ ñê³í÷åííèõ ð³çíèöü /k
çàì³íþºòüñÿ íà ïîõ³äíó d/dk.

Ïîä³áíèé õâèëüîâèé ïðîöåñ ìîæíà îäåðæàòè, ÿêùî ðîçãëÿäàòè ñóïåð-
ïîçèö³þ ðÿäó ãàðìîí³÷íèõ õâèëü:

       0 0 0 1 1 1, exp expp x t A i t k x A i t k x       

  2 2 2exp ...,A i t k x                          (5.190)

çà óìîâè, ùî äëÿ äîâ³ëüíî¿ ïàðè n ³ m ìàºìî íåð³âíîñò³ m – n << 0,  
km – kn << k0, n, m = 0, 1, 2,… Çàïèøåìî ñóïåðïîçèö³þ õâèëü (5.190) ó 
âèãëÿä³ 

         0 0 0 1 1 0 1 0, exp expp x t i t k x A A i t i k k x          

    2 2 0 2 0exp ... .A i t i k k x                     (5.191)

Âðàõîâóþ÷è áëèçüê³ñòü ÷àñòîò ³ õâèëüîâèõ ÷èñåë (òîáòî âóçüêèé ñïåêòð 
ìîäóëüîâàíî¿ õâèë³ (5.190)), ìîæíà çàïèñàòè

гр
1 0 2 0

1 0 2 0

...
d

k k k k dk
     

 
   

 
                   (5.192)

(ð³âíÿííÿ âèêîíóºòüñÿ òèì òî÷í³øå, ÷èì âóæ÷èé ñïåêòð) ³, â³äïîâ³äíî, 

        0 0 0 1 1 0 ãð, exp expp x t i t ik x A A i k k t x        

       гр2 2 0 ãð 0 0exp ... exp ( ).A i k k t x i t ik x F t x            (5.193)

Âèðàç ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ âèçíà÷àº îáâ³äíó F(ãðt – x) ñóïåðïîçèö³¿ õâèëü, ùî
ïîøèðþºòüñÿ íå çì³íþþ÷è ñâîº¿ ôîðìè ç³ øâèäê³ñòþ ãð, ÿêà º ãðóïîâîþ 
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øâèäê³ñòþ, â òîé ÷àñ ÿê íåñó÷à õâèëÿ exp(–i0t + ik0x) ïîøèðþºòüñÿ ó ñåðå-
äèí³ îáâ³äíî¿ ç ôàçîâîþ øâèäê³ñòþ ô = 0/k0.

ßêùî â äèñïåðñ³éíîìó ð³âíÿíí³ çâ’ÿçîê ì³æ  ³ k ë³í³éíèé ³ îäíîð³äíèé 

(òîáòî 
2

2 0
d
dk


 ), òî ф
d
dk k
     ³ õâèëüîâèé ïàêåò ïîøèðþºòüñÿ òàê ñàìî, 

ÿê îêðåìà ìîíîõðîìíà õâèëÿ. Öå îçíà÷àº, ùî äèñïåðñ³ÿ â ñåðåäîâèù³ 
â³äñóòíÿ, õâèëÿ áóäå íå äèñïåðñ³éíà ³ ô ãð  .

Êîëè 
2

2 0
d
dk


 , òî ãðóïîâà øâèäê³ñòü â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ôàçîâî¿. Ïðè 

öüîìó õâèë³ ð³çíî¿ äîâæèíè ïîøèðþþòüñÿ ç ð³çíèìè ôàçîâèìè ³ ãðóïîâèìè
øâèäêîñòÿìè. Îòæå, â ñèñòåì³ ïðèñóòíÿ äèñïåðñ³ÿ. Âèíèêàº ïèòàííÿ, ÿê
âïëèâàº äèñïåðñ³ÿ íà ïîøèðåííÿ çáóðåííÿ òèïó (5.190), ÿêå âèíèêëî, ñêà-
æåìî, ïîáëèçó õ = 0 ó ìîìåíò t = 0. Îñê³ëüêè êîìïîíåíòè çáóðåííÿ ç 
ð³çíèìè õâèëüîâèìè ÷èñëàìè ïîøèðþþòüñÿ ç ð³çíèìè øâèäêîñòÿìè, òî 
ïî÷àòêîâå çáóðåííÿ ÷åðåç äåÿêèé ÷àñ ïîøèðþºòüñÿ íà äåÿêèé ïðîñòîðîâèé 
³íòåðâàë, ÿêèé áóäå çá³ëüøóâàòèñÿ ç ÷àñîì (òîáòî ç ÷àñîì îáâ³äíà F(ãðt – x) 
â (5.193) ðåàëüíîãî ñèãíàëó áóäå çì³íþâàòè ôîðìó); î÷åâèäíî, ÷èì âóæ÷èé 
ñïåêòð ó õâèë³ (5.190), òèì äîâøå ó ÷àñ³ îáâ³äíà F(ãðt – x) ðåàëüíîãî ñèãíà-
ëó áóäå çáåð³ãàòè ñâîþ ôîðìó. 

Ïîä³áí³ ì³ðêóâàííÿ ìîæíà ïðîâåñòè äëÿ ñóïåðïîçèö³¿ íå ò³ëüêè äèñ-
êðåòíî¿, à é íåïåðåðâíî¿ ìíîæèíè ãàðìîí³÷íèõ õâèëü, òîáòî äëÿ çáóðåííÿ ç 
ñóö³ëüíèì, àëå äîñèòü âóçüêèì ñïåêòðîì. Îòæå, íåõàé ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò 
÷àñó t = 0 çáóðåííÿ âèçíà÷àþòüñÿ ôóíêö³ºþ p(x, t = 0). Çàïèøåìî ôóíêö³þ 
p(x, 0) ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ ñêëàäîâèõ ÷åðåç ³íòåãðàë Ôóð’º:

   , 0 ( ) exp ,p x k ikx dk




                        (5.194)

äå Ô(k)  0 ïðè k – k0 > k ³ k << k0 — ö³ íåð³âíîñò³ âèçíà÷àþòü ôàêò 
áëèçüêîñò³ õâèëüîâèõ ÷èñåë ãàðìîí³÷íèõ õâèëü äî äåÿêîãî õâèëüîâîãî ÷èñëà k0.

Ïðè t > 0 öÿ ñóêóïí³ñòü ãàðìîí³÷íèõ ñêëàäîâèõ áóäå ïîøèðþâàòèñÿ, 
êîæíà ç³ ñâîºþ ôàçîâîþ øâèäê³ñòþ ô. Îòæå, ïðè t > 0 ìàºìî

    , ( ) exp .p x t k i k t ikx dk




                   (5.195)

Âèêîíàºìî ïåðåòâîðåííÿ öüîãî çàãàëüíîãî âèðàçó ç óðàõóâàííÿì âóçüêîãî 
ñïåêòðà ïî÷àòêîâîãî çáóðåííÿ. Ïîêëàâøè k = k0 + , ðîçêëàäåìî ôóíêö³þ 
(k) â ðÿä Òåéëîðà â îêîë³ k0 çà ñòåïåíÿìè :

0 0

2
2

0 2

1
( ) ( ) ...

2k k

d d
k k

dk dk
                      (5.196)

Ïîçíà÷èâøè (k0) = 0, ï³äñòàâèìî (5.196) â ³íòåãðàë (5.195):

 
0

0 0 0, ( ) exp ... .
k

d
p x t k i t t k x x d

dk
    





            
    

     (5.197)
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Îñê³ëüêè ³íòåãðóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ ïðàêòè÷íî â îáëàñò³ ìàëèõ , òî äëÿ íå 
äóæå âåëèêèõ t ìàºìî ìîæëèâ³ñòü îáìåæèòèñü ë³í³éíèì ÷ëåíîì ó ðîçêëàä³ 
(5.196) äëÿ (k):

   
0

0 0 0, exp ( ) exp .
k

d
p x t i t ik x k i t x d

dk
   





           
    

     (5.198)

Âåëè÷èíà 
0k

d
dk


— öå øâèäê³ñòü îêðåìî¿ ãàðìîí³÷íî¿ ñêëàäîâî¿, àëå çà ñâî-

¿ì âèçíà÷åííÿì — öå ãðóïîâà øâèäê³ñòü, ÿêà, ÿê áà÷èìî, äëÿ âñ³õ ñêëàäî-
âèõ ³íòåãðàëà ìàº îäíå çíà÷åííÿ. Òàêèì ÷èíîì, ³íòåãðàë â (5.198) â³äïîâ³-
äàº îáâ³äí³é ñóïåðïîçèö³¿ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü, ÿêà ïîøèðþºòüñÿ áåç çì³íè 
ôîðìè ç³ øâèäê³ñòþ ãð. Òîìó (5.198) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿä³, àíàëî-
ã³÷íîìó âèïàäêó ñóïåðïîçèö³¿ äèñêðåòíîãî íàáîðó ãàðìîí³÷íèõ õâèëü 
(5.193):

    гp0 0, exp ( ),p x t i t ik x F t x     гр
0

,
k k

d
dk





      (5.199)

äå F(ãðt – x) — îáâ³äíà, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ ³íòåãðàëîì (5.198).
Çðîçóì³ëî, ùî íåçì³íí³ñòü ôîðìè îáâ³äíî¿ F(ãðt – x) áóäå ñïî-

ñòåð³ãàòèñÿ ò³ëüêè íà îáìåæåíîìó ³íòåðâàë³ ÷àñó, ïîêè â³äêèíóòèé â ðîçê-
ëàä³ ÷àñòîòè (k) (äèâ. (5.196)) íàñòóïíèé ÷ëåí îáóìîâëþº ìàëó çì³íó ôà-
çè. Ç óðàõóâàííÿì íàñòóïíîãî ÷ëåíà â ðÿä³ äëÿ ( )k  åêñïîíåíòà ï³ä çíàêîì 
³íòåãðàëà â ôîðìóë³ (5.198) ìàòèìå âèãëÿä

0 0

2

2

1
exp .

2k k

d d
i t x

dk dk
   

               
                 (5.200)

Âèðàç ó êðóãëèõ äóæêàõ âèçíà÷àº ôàçîâó øâèäê³ñòü îêðåìî¿ ãàðìîí³÷íî¿ 
ñêëàäîâî¿, ÿêà âæå çàëåæèòü â³ä õâèëüîâîãî ÷èñëà k, àäæå  = k – k0. Îòæå, 
ìàëèçíà íàá³ãó ôàçè çà ðàõóíîê çàçíà÷åíîãî äîäàíêà âèçíà÷àºòüñÿ íåð³â-
í³ñòþ

0

2
2

2

1
.

2
k

d
k t

dk
                             (5.201)

Çâ³äñè, çíàþ÷è øèðèíó ñïåêòðà k, ìîæíà îö³íþâàòè ÷àñ t ³ øëÿõ L = ãðt, 
íà ÿêîìó ìîæíà íåõòóâàòè çì³ííîþ ôîðìè îáâ³äíî¿.

²ñòîðè÷íî, øâèäê³ñòü — öå ïîíÿòòÿ, ùî âèíèêëî ïðè îïèñ³ ðóõó ÷àñòè-
íîê. Âîíî º çðîçóì³ëèì ³ ìàº ñåíñ çà óìîâè, ùî ³ñíóº ìîæëèâ³ñòü îòîòîæ-
íåííÿ ÷àñòèíêè, òîáòî ïðî áóäü-ÿêó òî÷êó ïðîñòîðó ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, 
ùî öå îäíà é òà ñàìà ÷àñòèíêà.

Ïðè ïîøèðåíí³ õâèëü ìàþòü ñïðàâó ç ïåðåì³ùåííÿì íå ÷àñòèíêè, à 
ñòàíó ñåðåäîâèùà. Ùîá ãîâîðèòè ïðî øâèäê³ñòü òðåáà ìàòè ìîæëèâ³ñòü ³ 
çàñîáè äëÿ îòîòîæíåííÿ ñòàíó. Ó ñåðåäîâèù³ áåç äèñïåðñ³¿, êîëè ôàçîâà 
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øâèäê³ñòü íå çàëåæèòü â³ä õâèëüîâîãî ÷èñëà, áóäü-ÿêå çáóðåííÿ ïîøè-
ðþºòüñÿ áåç çì³íè ôîðìè, òîìó òóò òàêà ìîæëèâ³ñòü î÷åâèäíà. Ïðîòå â ñå-
ðåäîâèù³ ç äèñïåðñ³ºþ çáóðåííÿ ó ïðîöåñ³ ïîøèðåííÿ äåôîðìóºòüñÿ, ³ òóò 
âæå áåç ïîäàëüøîãî àíàë³çó íå ìîæíà âèçíà÷èòè, ÷îìó äîð³âíþº øâèä-
ê³ñòü. Ñïî÷àòêó òðåáà ç’ÿñóâàòè, ùî ó äàíîìó âèïàäêó íàçèâàþòü øâèä-
ê³ñòþ ïîøèðåííÿ. Òàêèé çàãàëüíèé êîìåíòàð º, ìàáóòü, äîö³ëüíèì äîäàò-
êîì äî îòðèìàíèõ âèùå ðåçóëüòàò³â.

Îòæå, ïî ñóò³, ïîíÿòòÿ ãðóïîâî¿ øâèäêîñò³ ìîæíà ââåñòè ò³ëüêè äëÿ ïåâ-
íîãî òèïó çáóðåíü, ÿêèé ìàº äîñèòü âóçüêèé ñïåêòð ãàðìîí³÷íèõ õâèëü, ³ 
ò³ëüêè çà íàÿâíîñò³ ïåâíèõ âëàñòèâîñòåé ó ñåðåäîâèù³, äå â³äáóâàºòüñÿ ïî-
øèðåííÿ. Ö³ âëàñòèâîñò³ ïîâèíí³ áóòè òàê³, ùîá äëÿ òèõ äîâæèí õâèëü, ÿê³ 
îáóìîâëþþòü âèõ³äíå çáóäæåííÿ, ç äîñòàòí³ì íàáëèæåííÿì ìîæíà áóëî 
ââàæàòè ÷àñòîòó  ë³í³éíîþ ôóíêö³ºþ õâèëüîâîãî ÷èñëà k  (äèâ. (5.196)—
(5.198)). Çà òàêèõ óìîâ äåôîðìàö³ÿ ãðóïè (îáâ³äíà ñóïåðïîçèö³¿ ãàðìîí³÷-
íèõ õâèëü) ó ïðîöåñ³ ïîøèðåííÿ â³äáóâàºòüñÿ ïîâ³ëüíî, ³ òîä³ äëÿ íå äóæå 
âåëèêèõ â³äñòàíåé ãðóïîâà øâèäê³ñòü íàáëèæåíî îïèñóº ïîøèðåííÿ ãðóïè.

Âàæëèâî çàçíà÷èòè, ùî ãðóïîâà øâèäê³ñòü ìîæå ñóòòºâî â³äð³çíÿòèñÿ 
â³ä ôàçîâèõ øâèäêîñòåé âñ³õ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü, ÿê³ âõîäÿòü äî ñêëàäó 
ñïåêòðà äàíîãî çáóðåííÿ, íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî ó âóçüêîñìóãîâîìó çáó-
ðåíí³ âñ³ ñêëàäîâ³ ìàþòü áëèçüê³ ôàçîâ³ øâèäêîñò³.

Ì³æ ãðóïîâîþ ³ ôàçîâîþ øâèäêîñòÿìè ³ñíóº ïðîñòà çàëåæí³ñòü; âçÿâøè 
äî óâàãè ùî ô = /k, ïåðåïèøåìî (5.189) ó âèãëÿä³

 ф ф
гр ф ,

d k d
k

dk dk

 
                            (5.202)

àáî, âðàõîâóþ÷è k = 2/, äå  — äîâæèíà õâèë³,

ф
гр ф .

d

d


  


                                (5.203)

Âèðàç (5.202), àáî (5.203) íàçèâàþòü ôîðìóëîþ Ðåëåÿ. ²ç (5.202) âèäíî, ùî 
ãðóïîâà ³ ôàçîâà øâèäêîñò³ çá³ãàþòüñÿ, êîëè ô íå çàëåæèòü â³ä õâèëüîâîãî 
÷èñëà, òîáòî çà â³äñóòíîñò³ äèñïåðñ³¿. Ïðè íàÿâíîñò³ äèñïåðñ³¿ ãðóïîâà 
øâèäê³ñòü ìîæå áóòè ÿê á³ëüøå, òàê ³ ìåíøå í³æ ôàçîâà øâèäê³ñòü çàëåæíî 
â³ä çíàêà ïîõ³äíî¿ dô/dk. Äèñïåðñ³þ íàçèâàþòü íîðìàëüíîþ, ÿêùî ãð < ô

(òîáòî dô/dk < 0), ³ àíîìàëüíîþ, ÿêùî ãð > ô ( òîáòî dô/dk > 0).
Ïîâåðíåìîñÿ äî ïëîñêîãî õâèëåâîäó ç æîðñòêèìè ìåæàìè (ðèñ. 5.23) ³ 

îá÷èñëèìî ãðóïîâó øâèäê³ñòü íîðìàëüíèõ õâèëü, ñïèðàþ÷èñü íà ê³íåìà-
òè÷íå âèçíà÷åííÿ ãðóïîâî¿ øâèäêîñò³ (5.189). Çâ’ÿçîê ì³æ õâèëüîâèì ÷èñ-
ëîì kn n -¿ ìîäè ³ ÷àñòîòè   âñòàíîâëåíî ñï³ââ³äíîøåííÿì (5.164), ÿêå ïå-
ðåïèøåìî ó âèãëÿä³ 

2 2 .n

n
k k

h


                                  (5.204)

Ïðîäèôåðåíöþºìî öå ñï³ââ³äíîøåííÿ, âçÿâøè äî óâàãè, ùî ïðàâà ÷àñòèíà
                                        
 Ëîðä Ðåëåé (Rayleigh) Ñòðåòò Äæîí Â³ëüÿì (1842—1919) — àíãë³éñüêèé ô³çèê, ëàó-

ðåàò Íîáåë³âñüêî¿ ïðåì³¿ (1904 ð.).
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íå çàëåæèòü â³ä ÷àñòîòè : 0.n
n

dkdk
k k
d d 

   Îòæå, âðàõîâóþ÷è dk/d = 

= 1/c ³ ôîðìóëó (5.168), îòðèìóºìî

кр
гр

2

21 .nn

n

ñkd
c

dk k





   n                       (5.205)

Ïîð³âíþþ÷è ôîðìóëè (5.186) ³ (5.205), áà÷èìî, ùî çíà÷åííÿ ãðóïîâî¿ 
øâèäêîñò³ ìîä ïëîñêîãî õâèëåâîäó, îá÷èñëåíî¿ çã³äíî ç åíåðãåòè÷íèì ³ 
ê³íåìàòè÷íèì âèçíà÷åííÿìè, çá³ãàþòüñÿ. Äëÿ äàíîãî âèïàäêó òàêèé çá³ã º 
ïðèðîäíèì, àäæå çðîçóì³ëî, ùî åíåðã³ÿ çáóðåííÿ ñêîíöåíòðîâàíà â îáëàñò³ 
ïðîñòîðó, ÿêèé îõîïëþº îáâ³äíà (òî÷í³øå, ìàáóòü, â öåíòð³ ãðóïè, äå 
àìïë³òóäà îáâ³äíî¿ ìàêñèìàëüíà). Øâèäê³ñòü îáâ³äíî¿ âèçíà÷àºòüñÿ ãðóïî-
âîþ øâèäê³ñòþ, òîìó ïðè ïîøèðåíí³ âóçüêîñìóãîâèõ çáóðåíü åíåðã³ÿ ïåðå-
íîñèòüñÿ òàêîæ ç ãðóïîâîþ øâèäê³ñòþ. Ñë³ä ï³äêðåñëèòè, ùî ð³âí³ñòü çíà-
÷åíü ãðóïîâèõ øâèäêîñòåé, îá÷èñëåíèõ ê³íåìàòè÷íî ³ åíåðãåòè÷íî, çá³ãà-
ºòüñÿ äëÿ íàéð³çíîìàí³òí³øèõ õâèëüîâèõ ïîë³â.

Çàâäàííÿ. Ïðîâåä³òü ñàìîñò³éíèé àíàë³ç õâèëåâîäó ç äâîìà ì’ÿêèìè ìå-
æàìè òà õâèëåâîäó ç æîðñòêîþ ³ ì’ÿêîþ ìåæàìè. Çâåðí³òü óâàãó íà â³äñóò-
í³ñòü íóëüîâî¿ ìîäè â öèõ õâèëåâîäàõ. Íàÿâí³ñòü íóëüîâî¿ ìîäè, ÿêà, ïî ñó-
ò³, º ïëîñêîþ õâèëåþ, ïðèòàìàííà ò³ëüêè õâèëåâîäó ç æîðñòêèìè ìåæàìè. 

5.13. Ñòâîðåííÿ ãàðìîí³÷íîãî ïîëÿ â õâèëåâîä³

Íîðìàëüí³ õâèë³ (5.166) º ÷àñòèííèìè ðîçâ’ÿçêàìè õâèëüîâîãî 
ð³âíÿííÿ äëÿ ïëîñêîãî õâèëåâîäó ç æîðñòêèìè ìåæàìè. Ô³çè÷íî âîíè âè-
çíà÷àþòü ãàðìîí³÷í³ õâèë³, ÿê³ ïîøèðþþòüñÿ â õâèëåâîä³ áåç çì³íè ôîðìè. 
Ñóïåðïîçèö³ÿ íîðìàëüíèõ õâèëü âèçíà÷àº çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê õâèëüîâîãî 
ð³âíÿííÿ, à îòæå, äîçâîëÿº ïîäàòè áóäü-ÿêå ïîëå ó õâèëåâîä³ ÿê â³äïîâ³äíó 
ñóìó ìîä ç ï³ä³áðàíèìè ïåâíèì ÷èíîì êîåô³ö³ºíòàìè:

     
0 0

, , , , cos exp .n n n
n n

n
p x z t p x z t B z i t ik x
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        (5.206)

Öÿ ñóìà ñêëàäàºòüñÿ ç á³æó÷èõ ³ íåîäíîð³äíèõ íîðìàëüíèõ õâèëü. Òîìó âè-
ðàç (5.206) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿä³
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                  (5.207)

äå N — ê³ëüê³ñòü á³æó÷èõ ìîä, ùî âèçíà÷àºòüñÿ óìîâîþ (5.171).
Ïðè âèâ÷åíí³ êîëèâàíü ñòðóíè ÷è ìåìáðàíè ìè âåëè ïîøóê íîðìàëü-

íèõ êîëèâàíü, òîáòî ïåð³îäè÷íèõ ðóõ³â ó ñèñòåì³ çà ãàðìîí³÷íèì çàêîíîì. 
Ñóïåðïîçèö³ÿ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü, ùî âèçíà÷àëà çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê çà-
äà÷³, äîçâîëÿëà îïèñóâàòè êîëèâàííÿ ñèñòåìè çà äîâ³ëüíèõ ïî÷àòêîâèõ 
óìîâ ³ äîñèòü ëåãêî çíàõîäèòè ðîçâ’ÿçîê ùîäî çìóøåíèõ êîëèâàíü.
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Ó õâèëåâîä³ çâóêîâ³ õâèë³ âèíèêàþòü ÿê íàñë³äîê ä³ÿëüíîñò³ äåÿêèõ 
“äæåðåë”, òîáòî ñòîðîííüîãî âïëèâó. ²íøèìè ñëîâàìè, ÿêùî â äåÿêîìó 
ïåðåð³ç³ õâèëåâîäó çàäàí³ ñèëè àáî øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê, òî â õâèëåâîä³ 
ñòâîðþºòüñÿ çâóêîâå ïîëå — öå çàäà÷à ïðî âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó â õâèëå-
âîä³. Çðîçóì³ëî, ùî â öüîìó ðàç³, ïîä³áíî äî âèïàäêó êîëèâàíü ñòðóíè ÷è 
ìåìáðàíè ï³ä ä³ºþ çîâí³øíüî¿ ñèëè, îäåðæóºìî ðîçâ’ÿçîê íåîäíîð³äíîãî 
õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ ç çàäàíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè íà ìåæàõ õâèëåâîäó. 
Ïðîòå ìîæëèâèé ³íøèé ï³äõ³ä, ùî ´ðóíòóºòüñÿ íà âëàñòèâîñòÿõ íîðìàëü-
íèõ õâèëü. Éîãî ñóòü ó òîìó, ùî òàê ñàìî, ÿê ñóïåðïîçèö³ÿ íîðìàëüíèõ êî-
ëèâàíü âèçíà÷àëà äîâ³ëüíèé ðóõ ñòðóíè ÷è ìåìáðàíè, òàê ³ ñóïåðïîçèö³ÿ 
íîðìàëüíèõ õâèëü (5.206) äàº ìîæëèâ³ñòü îïèñàòè çâóêîâå ïîëå â õâèëåâîä³ 
çà äîâ³ëüíîãî äæåðåëà éîãî çáóäæåííÿ. Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à âèïðîì³íþ-
âàííÿ çâóêó â õâèëåâîä³ çâîäèòüñÿ äî âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â çáóðåííÿ 
íîðìàëüíèõ õâèëü.

Íåõàé ó ïåðåð³ç³ õâèëåâîäó x = 0 (ðèñ. 5.23) çàäàíî ðîçïîä³ë õ-êîìïî-
íåíò øâèäêîñòåé ÷àñòèíîê x = V(z), ÿêèé çì³íþºòüñÿ ó ÷àñ³ çà ãàðìîí³÷-
íèì çàêîíîì ç ÷àñòîòîþ . Ðîçêëàäåìî V(z) ó ðÿä Ôóð’º çà ôóíêö³ÿìè, ùî 
âèçíà÷àþòü ïîïåðå÷íèé ðîçïîä³ë ñêëàäîâî¿ øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê óçäîâæ îñ³ 
Îõ ó íîðìàëüíèõ õâèëÿõ (äèâ. ôîðìóëó (5.173)), òîáòî çà ôóíêö³ÿìè 
cos(nz/h), n = 0, 1, 2, … ßê â³äîìî ç òåîð³¿ ðÿä³â Ôóð’º, ö³ êîñèíóñè óòâî-
ðþþòü ïîâíó îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó ôóíêö³é íà â³äð³çêó [0,h], ³ òîìó áóäü-
ÿêèé ðîçïîä³ë øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê ìîæíà ºäèíèì ñïîñîáîì ïîäàòè ó âè-
ãëÿä³ òàêîãî ðÿäó. Âçàãàë³ ôóíêö³ÿ V(z) ïðè öüîìó ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè 
äåÿê³ óìîâè [8], ÿê³ çâè÷àéíî âèêîíóþòüñÿ ó âèïàäêàõ, ùî âèêëèêàþòü 
ô³çè÷íèé ³íòåðåñ. Îòæå, ðîçêëàäàííÿ â ðÿä ìàº âèãëÿä
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V z V z
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                            (5.208)
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  , 0 = 1, n = 2 ïðè n > 0.         (5.209)

Çã³äíî ç (5.172) ³ (5.173) òèñê pn ³ ñêëàäîâà øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê xn

çâ’ÿçàí³ ñï³ââ³äíîøåííÿì n n
xn

k p



 . Òîä³ êîæíîìó äîäàíêó ó ðÿä³ (5.208) 

ìîæíà ïîñòàâèòè ó â³äïîâ³äí³ñòü íîðìàëüíó á³æó÷ó õâèëþ òèñêó, ùî ïðÿ-
ìóº â äîäàòíîìó íàïðÿìêó îñ³ Ox, òîáòî

   , , cos exp .n n n
n

n
p x z t V z i t ik x

k h
      

 
            (5.210)

Øóêàíèì ïîëåì áóäå ñóïåðïîçèö³ÿ õâèëü
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n n n

V n
p x z t p z i t ik x
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        (5.211)
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Çðîçóì³ëî, ùî òàêèé ìåòîä ðîçðàõóíêó çâóêîâîãî ïîëÿ ìîæíà âèêîðè-
ñòàòè ³ äëÿ âèïàäêó õâèëåâîäó ç ³äåàëüíî ì’ÿêèìè ìåæàìè àáî îäí³ºþ ì’ÿ-
êîþ ìåæåþ, à ³íøîþ æîðñòêîþ.

Ó îòðèìàí³é ñóïåðïîçèö³¿ íîðìàëüíèõ õâèëü (5.211) á³æó÷èìè õâèëÿìè 
º ò³ëüêè äåê³ëüêà ç ïåðøèìè íîìåðàìè, äëÿ ÿêèõ n/(kh) < 1 (äèâ. ôîðìóëó 
(5.164)), àáî ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî k = 2/ ( — äîâæèíà õâèë³) ìàºìî 
h > n/2. Óñ³ õâèë³ âèùèõ íîìåð³â åêñïîíåíö³éíî çãàñàþòü ³ ïîì³òí³ ò³ëüêè 
ïîáëèçó ïåðåð³çó õ = 0. Òîìó íà âåëèê³ â³äñòàí³ áóäå ïåðåäàâàòèñÿ íå âñÿ 
ñòðóêòóðà ïîëÿ âèõ³äíîãî ïåðåð³çó õ = 0 ç³ âñ³ìà äåòàëÿìè, à ò³ëüêè ¿¿ íàé-
á³ëüø ãëàäêà ÷àñòèíà, ÿêó âèçíà÷àþòü ïåðø³ ÷ëåíè ðÿäó (5.211). Äð³áí³ äå-
òàë³ — “òîíêà” ñòðóêòóðà — ðîçïîä³ëó V(z) âèÿâëÿþòüñÿ “çð³çàíèìè”. Îòæå, 
ÿêùî øèðèíà õâèëåâîäó ìåíøà í³æ /2, òî çà áóäü-ÿêîãî ðîçïîä³ëó òèñêó 
÷è õ-êîìïîíåíòè øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê ó äàíîìó ïåðåð³ç³ äàë³ áóäå ïîøè-
ðþâàòèñÿ ò³ëüêè ïëîñêà õâèëÿ. Òàêèé õâèëåâ³ä íàçèâàþòü âóçüêèì. Âóçüê³ 
òðóáè âèêîðèñòîâóþòü ç ìåòîþ îòðèìàííÿ ïëîñêî¿ õâèë³. Òàê³ òðóáè çàñòî-
ñîâóþòü ó âèì³ðþâàëüí³é òåõí³ö³, íàïðèêëàä, äëÿ âèì³ðþâàííÿ êîåô³ö³ºíòà 
ïîãëèíàííÿ ³ âõ³äíîãî îïîðó ïåðåøêîäè (ìåòîäèêà åêñïåðèìåíòó îïèñàíà â 
ïàðàãðàô³ 5.7).

ßêùî ãîâîðèòè ïðî õâèëåâ³ä, â ÿêîìó á³æó÷èìè º äåê³ëüêà íîðìàëü-
íèõ õâèëü, òî íàâ³òü äîñèòü ãëàäêà ïîïåðå÷íà ñòðóêòóðà çâóêîâîãî ïîëÿ 
çì³íþºòüñÿ ïðè ïåðåõîä³ â³ä îäíîãî ïåðåð³çó äî ³íøîãî âçäîâæ êîîðäèíà-
òè õ. Öå ïîâ’ÿçàíî ç òèì, ùî ð³çí³ íîðìàëüí³ õâèë³ ïîøèðþþòüñÿ ç 
ð³çíèìè ôàçîâèìè øâèäêîñòÿìè ³, ÿê íàñë³äîê, íà øëÿõó ïðîá³ãó ìàþòü 
ð³çí³ çì³íè ôàçè

2

1 .n

n c
k x x

c h
 


    
 

                            (5.212)

Òîìó â³äòâîðèòè ç âèñîêîþ òî÷í³ñòþ âèõ³äíèé ðîçïîä³ë V(z) ïåðåð³çó x = 0 
íà â³äñòàí³ x > 0 íå âäàºòüñÿ.

Çàâäàííÿ. Çàïèñàòè ïîëå â õâèëåâîä³, ÿêùî â ïåðåð³ç³ õâèëåâîäó 0x 
çàäàíî äîâ³ëüíèé ðîçïîä³ë òèñêó, ùî çì³íþºòüñÿ ó ÷àñ³ çà ãàðìîí³÷íèì çà-
êîíîì.

5.14. Âïëèâ äèñïåðñ³¿ øâèäêîñò³ çâóêó
â ñåðåäîâèù³ íà ïîøèðåííÿ çâóêîâîãî ³ìïóëüñó

Âèùå ìè ä³éøëè âèñíîâêó, ùî íàÿâí³ñòü äèñïåðñ³¿ øâèäêîñò³ 
çâóêó â àêóñòè÷íîìó ñåðåäîâèù³ ìîæå ïðèçâîäèòè äî çíà÷íèõ ñïîòâîðåíü 
çâóêîâèõ ñèãíàë³â ó ïðîöåñ³ ¿õ ïîøèðåííÿ â ñåðåäîâèù³. Òóò íà ïðîñòîìó 
ïðèêëàä³ ïîêàæåìî ñòóï³íü ³ õàðàêòåð ìîæëèâèõ ñïîòâîðåíü. 

Íåõàé ó õâèëåâîä³ ç àêóñòè÷íî æîðñòêèìè ìåæàìè, ÿêèé çàïîâíåíèé 
ñåðåäîâèùåì ç ãóñòèíîþ  ³ øâèäê³ñòþ çâóêó ñ (ðèñ. 5.27), â ïåðåð³ç³ x = 0 
ðîçòàøîâàíî äèñê, ùî ñòâîðþº ó õâèëåâîä³ ñèãíàë ó âèãëÿä³ ïîñë³äîâíîñò³ 
çâóêîâèõ ³ìïóëüñ³â. Äëÿ âèçíà÷åíîñò³ áóäåìî ââàæàòè, ùî íà ïîâåðõí³ äèñ-
êà çàäàíà êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü
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Òàêèé ñèãíàë çâè÷àéíî ïðèéíÿòî íàçèâàòè ðà-
ä³î³ìïóëüñîì; â³í äóæå ÷àñòî âèêîðèñòîâóºòüñÿ â 
ã³äðîëîêàö³éí³é òåõí³ö³ òà óëüòðàçâóêîâèõ ïðè-
ñòðîÿõ. Ó (5.213) 0 = 2f0 = 2/T0, äå f0 ³ T0 —
÷àñòîòà ³ ïåð³îä íåñó÷î¿ ðàä³î³ìïóëüñó; 0 —
àìïë³òóäà íåñó÷î¿; i ³ Ti — òðèâàë³ñòü ³ ïåð³îä íàñòóïíîñò³ ³ìïóëüñ³â. Äëÿ 
çðó÷íîñò³ ââåäåìî òàê³ çàãàëüíîïðèéíÿò³ â ³ìïóëüñí³é òåõí³ö³ ïàðàìåòðè 
ñèãíàëó, ÿê ê³ëüê³ñòü ïåð³îä³â íåñó÷î¿ â ³ìïóëüñ³ N = i/T0 ³ ù³ëèíí³ñòü 
³ìïóëüñíî¿ ïîñë³äîâíîñò³ q = Ti/i. 

Âèùå ìè ðîçãëÿäàëè çáóäæåííÿ òà ïîøèðåííÿ çâóêó ó õâèëåâîäàõ ³ â÷è-
ëèñÿ ðîçâ’ÿçóâàòè òàêîãî ðîäó àêóñòè÷í³ çàäà÷³ äëÿ ãàðìîí³÷íèõ ñèãíàë³â, 
òîáòî ó âèïàäêó êîëè çáóäæåííÿ õâèëåâîäó òà ïîøèðåííÿ â íüîìó çâóêîâî¿ 
õâèë³ º íåïåðåðâíèì (íåñê³í÷åííèé çà ÷àñîì) ïðîöåñîì, ùî â³äáóâàºòüñÿ 
ò³ëüêè íà îäí³é çàäàí³é ÷àñòîò³. Ñïðîáóºìî âèêîðèñòàòè ö³ çíàííÿ ïðè 
äîñë³äæåíí³ ïîøèðåííÿ ðàä³î³ìïóëüñó ó õâèëåâîä³. Äëÿ öüîãî ðîçêëàäåìî 
ôóíêö³þ (5.213) ó ðÿä Ôóð’º 

 
1 1

( ) [ cos( ) sin( )] cos .n i n i n i n
n n

t a n t b n t V n t 
 

 

               (5.214)

Òóò an, bn, n = 1, 2, … — êîåô³ö³ºíòè ðÿäó Ôóð’º (ðåêîìåíäóºìî ÷èòà÷åâ³ 
îá÷èñëèòè ¿õ ñàìîñò³éíî; çã³äíî ç (5.213) ñòàëà ñêëàäîâà â ðÿä³ (5.124) 
äîð³âíþº íóëþ); ³ = 2fi, äå fi = 1/Ti — ÷àñòîòà íàñòóïíîñò³ ³ìïóëüñ³â; 

2 2 ;n n nV a b  cos n = an/An. Çðîçóì³ëî, ùî ïðè ïðîâåäåíí³ ðîçðàõóíê³â ðÿä 

Ôóð’º (5.214) îáðèâàþòü íà äåÿêîìó ÷ëåí³ òàê, ùîá áóëà çàáåçïå÷åíà íàïå-
ðåä çàäàíà òî÷í³ñòü ïîäàííÿ ôóíêö³¿ (5.213).

Îòæå, êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü äèñêà (5.213) çàïèñàíà ó âèãëÿä³ ñóìè ãàð-
ìîí³÷íèõ ñêëàäîâèõ (5.214). Êîæíà ãàðìîí³êà ðÿäó (5.214) áóäå óòâîðþâà-
òè   ó õâèëåâîä³ ïëîñêó á³æó÷ó ãàðìîí³÷íó õâèëþ òèñêó, à ñàìå

   , cos /n n i np x t cV n t x c        , n = 1, 2, … Òîä³ çâóêîâèé òèñê p(x,t) ó 

õâèëåâîä³ â áóäü-ÿê³é òî÷ö³ x ìàòèìå âèãëÿä ñóìè òèñê³â:   ,p x t

 




 
1

,n
n

p x t , ùî óòâîðþþòüñÿ â ö³é òî÷ö³ êîæíîþ ãàðìîí³÷íîþ ñêëàäîâîþ 

ç ÷àñòîòîþ ni.
Ïåðåéäåìî äî àíàë³çó ê³ëüê³ñíèõ äàíèõ. Íåõàé íåñó÷à ìàº ÷àñòîòó f0 = 

= 100 Ãö, ù³ëèíí³ñòü q = 5, à ê³ëüê³ñòü ïåð³îä³â íåñó÷î¿ â ³ìïóëüñ³ äîð³âíþº 
N = 10. Äëÿ òàêèõ ïàðàìåòð³â ñèãíàëó òðèâàë³ñòü ³ìïóëüñó i = 0,1 ñ, ïåð³îä 
íàñòóïíîñò³ Ò³ = 0,5 ñ ³ ÷àñòîòà íàñòóïíîñò³ fi = 2 Ãö. Íà ðèñ. 5.28 íàâåäåíî 
íîðìîâàí³ äî âåëè÷èíè 0 ñêëàäîâ³ ðÿäó Ôóð’º (5.214) Vn, n = 1, 2, …, òîáòî 
àìïë³òóäíèé ñïåêòð ñèãíàëó (5.213). ßê áà÷èìî, ìàêñèìóì àìïë³òóäè â³ä-
ïîâ³äàº íåñó÷³é ÷àñòîò³ f0 = 100 Ãö, òîáòî ãàðìîí³ö³ ç íîìåðîì n = 50 (àäæå 
50fi = 100 Ãö). Çã³äíî ç ðèñ. 5.28 øèðèíó ñïåêòðà ìîæíà îö³íèòè âåëè÷èíîþ

Ðèñ. 5.27. Äèñê ó õâèëåâîä³ ç 
æîðñòêèìè ìåæàìè



Îñíîâè àêóñòèêè

210

f = 2/i = 20 Ãö. Îòæå, ìàºìî f < f0, òîáòî äîñë³äæóâàíèé ñèãíàë ìîæíà 
ââàæàòè ñèãíàëîì ç âóçüêèì ñïåêòðîì.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî õâèëåâ³ä çàïîâíåíèé ð³äèíîþ, øâèäê³ñòü ïî-
øèðåííÿ çâóêó â ÿê³é çàëåæèòü â³ä ÷àñòîòè ³ âèçíà÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì 

0(1 / )c c f f  , äå c  1500 ì/ñ;  — â³äíîñíî ìàëà âåëè÷èíà, çà äîïîìî-
ãîþ ÿêî¿ áóäåìî ìîäåëþâàòè íàÿâí³ñòü äèñïåðñ³¿ øâèäêîñò³ çâóêó. Íà 
ðèñ. 5.29 çîáðàæåíî îäèí ïåð³îä ïðîõîäæåííÿ ³ìïóëüñó àêóñòè÷íîãî òèñêó, 
ùî ñïîñòåð³ãàþòüñÿ â ñåðåäîâèù³ (òèñê íîðìîâàíî íà âåëè÷èíó p0 = c0 ³ 
÷àñ ïîøèðåííÿ ³ìïóëüñó ïðè â³äñóòíîñò³ äèñïåðñ³¿ /x c  â³äêèíóòî). Ïðè
öüîìó íà ðèñ. 5.29, à âèçíà÷åíî òèñê íà ïîâåðõí³ äèñêà, òîáòî ïðè õ = 0, à 
íà ðèñ. 5.29, á—ã — òèñê íà â³äñòàí³ õ* = 1000 ì â³ä äèñêà äëÿ : 0,02; 
0,067; 0,1. ßê áà÷èìî, çðîñòàííÿ êîåô³ö³ºíòà , òîáòî çá³ëüøåííÿ ñòóïåíÿ 
çàëåæíîñò³ øâèäêîñò³ çâóêó â³ä ÷àñòîòè, ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî ñïîòâî-
ðåííÿ ³ìïóëüñó â òî÷ö³ õ = õ* íàêîïè÷óþòüñÿ. Íàéá³ëüø õàðàêòåðíîþ îñîá-
ëèâ³ñòþ ñïîòâîðåíü º ðîçòÿãàííÿ ³ìïóëüñó â ÷àñ³ é ³ñòîòíà çì³íà éîãî 
îáâ³äíî¿. Öå ïðÿìèé íàñë³äîê òîãî, ùî ïðè íàÿâíîñò³ äèñïåðñ³¿ ôàçîâ³ 
øâèäêîñò³ ïîøèðåííÿ ãàðìîí³÷íèõ ñêëàäîâèõ, ñóïåðïîçèö³ÿ ÿêèõ º ³ì-
ïóëüñíèì ñèãíàëîì, ð³çí³. Òîìó ó òî÷êó õ* âîíè ïðèõîäÿòü ó ð³çíèé ÷àñ (ó 
äàíîìó âèïàäêó á³ëüø âèñîêî÷àñòîòí³ ñêëàäîâ³ çàï³çíþþòüñÿ ïîð³âíÿíî ç 
íèçüêî÷àñòîòíèìè) òà ç ð³çíèìè ôàçàìè. Äî ðå÷³, íà ðèñ. 5.29, ã îñîáëèâî 
äîáðå âèäíî, ùî íà ïî÷àòêó ³ìïóëüñó ç’ÿâëÿºòüñÿ íèçüêî÷àñòîòíà ãàðìîí³êà 
(ó íå¿ øâèäê³ñòü íàéá³ëüøà), à âèñîêî÷àñòîòíà — ïðèõîäèòü ó ê³íö³ ³ìïóëü-
ñó, îñê³ëüêè ¿¿ øâèäê³ñòü íàéìåíøà. 

Òàê³ ðîçðàõóíêè äîçâîëÿþòü òàêîæ îö³íèòè ãðóïîâó øâèäê³ñòü ³ì-
ïóëüñíîãî ñèãíàëó. Âèçíà÷èìî ¿¿ äëÿ âèïàäêó, íàâåäåíîãî íà ðèñ. 5.29, ã. 
Çã³äíî ç ïàðàãðàôîì 5.11 ãðóïîâà øâèäê³ñòü, òîáòî øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ 
çâóêîâî¿ åíåðã³¿ â ñåðåäîâèù³, âèçíà÷àºòüñÿ ÿê øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ
îáâ³äíî¿ ³ìïóëüñíîãî ñèãíàëó. Äëÿ ïðèéíÿòèõ ïàðàìåòð³â ñèãíàëó òðèâàë³ñòü 
³ìïóëüñó ³ = 0,1 ñ, òîä³ öåíòð îáâ³äíî¿ íàøîãî ñèãíàëó (ó òî÷ö³ õ = 0) íà îñ³ 
÷àñó çíàõîäèòüñÿ ïðè t1 = i/2 = 0,05 ñ, öåíòð îáâ³äíî¿ ³ìïóëüñó â òî÷ö³  
õ* = 1000 ì — ïðèáëèçíî ïðè t2  2,1 i = 0,21 ñ. Ó òàêîìó ðàç³ çàï³çíþâàííÿ
îáâ³äíî¿ ñòàíîâèòü t = t2 – t1  0,16 ñ. ßêùî äèñïåðñ³ÿ â³äñóòíÿ, òî çáóäæåíèé 
äèñêîì ³ìïóëüñ ìàº íàä³éòè ó òî÷êó õ* = 1000 ì ÷åðåç   / 1000 /1500x c

 0,67 ñ. À ðåàëüíî â³í ïðèáóâ ÷åðåç 0,67 + t = 0,83 ñ. Îòæå, éîãî ãðóïîâó 
øâèäê³ñòü ìîæíà ðîçðàõóâàòè òàê: 1000 ì/0,83 ñ  1205 ì/ñ.

Ç ³íøîãî áîêó, âèçíà÷åíå äèñ-
ïåðñ³éíå ñï³ââ³äíîøåííÿ ф  (1c 

0/ )f f  äàº ìîæëèâ³ñòü àíàë³òè-
÷íî  îá÷èñëèòè  ãðóïîâó  øâèäê³ñòü

Ðèñ. 5.28. Àìïë³òóäíèé ñïåêòð âèõ³äíîãî 
ñèãíàëó (5.213):
f0 = 100 Ãö, N = 10, q = 5
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Ðèñ. 5.29. ×àñîâ³ çàëåæíîñò³ òèñêó 
íà ïîâåðõí³ äèñêà x = 0 (à) ³ íà 
â³äñòàí³ õ* = 1000 ì (á—ã), :
á — 0,02; â — 0,067; ã — 0,1

ñèãíàëó ç âóçüêèì ñïåêòðîì. 
Çã³äíî ç (5.202) ãðóïîâà øâèä-
ê³ñòü öüîãî ñèãíàëó âèçíà÷à-
ºòüñÿ òàê: 

ф
гр ф

0k

d
k
dk


 

 
  
 

. (5.215)

Ï³äñòàâëÿþ÷è ó (5.215) çàëåæ-
í³ñòü ф  0(1 / )c   , îò-

ðèìóºìî ðîçðàõóíêîâó ôîð-
ìóëó äëÿ ãðóïîâî¿ øâèäêîñò³ 
â íàø³é çàäà÷³:

гр ф
  


 
   
 



0
0 k

ck d
dk

ф гр
0

0

0

ck



 


  



 1c   гр
 



1

,

çâ³äñè  гр
2

1 .c    Äëÿ 

 = 0,1 ìàºìî ãð = 1215 ì/ñ, 
ùî äîáðå óçãîäæóºòüñÿ ç îò-
ðèìàíîþ âèùå íàáëèæåíîþ 
îö³íêîþ çà ÷èñëîâîãî åêñïå-
ðèìåíòó.

5.15. Çàäà÷³

5.1. Äâ³ çâóêîâ³ ïëîñê³ õâèë³ — îäíà ó âîä³, ³íøà ó ïîâ³òð³ —
ìàþòü îäíàêîâó ³íòåíñèâí³ñòü. Ïîêàæ³òü, ùî â³äíîøåííÿ ¿õ àìïë³òóä òèñêó 
ïðèáëèçíî äîð³âíþº 60. Ïîêàæ³òü, ùî çà ð³âíîñò³ àìïë³òóä òèñê³â â³äíî-
øåííÿ ³íòåíñèâíîñòåé ïðèáëèçíî ñòàíîâèòü 0,0003.

5.2. Âèçíà÷òå àìïë³òóäó êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà, 
àìïë³òóäó òèñêó òà ³íòåíñèâí³ñòü çâóêó, ÿêùî â³äîìî, ùî ïîòåíö³àë øâèäêîñò³ 
âèçíà÷àºòüñÿ âèðàçîì  = 5  10–3 cos(1256t – kx). Ñåðåäîâèùå — ïîâ³òðÿ.

Â³äïîâ³äü: 1,9  10–2 ì/ñ, 8 Ïà, 7,6  10–2 Âò/ì2.
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5.3. Âèçíà÷òå àìïë³òóäó ïåðåì³ùåííÿ ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà â ïîë³ ïëîñ-
êî¿ õâèë³, ÿêùî ÷àñòîòà êîëèâàíü äîð³âíþº 1000 Ãö, à åôåêòèâíèé òèñê —
0,2 Ïà. Ñåðåäîâèùå — ïîâ³òðÿ.

Â³äïîâ³äü: 1,1  10–7 ì.

5.4. Â³äíîøåííÿ ïèòîìèõ àêóñòè÷íèõ îïîð³â äâîõ ñåðåäîâèù ñòàíîâèòü 
100. Íà ïëîñêó ìåæó ¿õ ïîä³ëó íîðìàëüíî ïàäàº õâèëÿ ç ìåíø æîðñòêîãî 
ñåðåäîâèùà ç àìïë³òóäîþ òèñêó 5 Ïà. Âèçíà÷òå òèñê ó ïðîíèêí³é õâèë³. 
Çíàéä³òü òèñê ó ïðîíèêí³é õâèë³, ÿêùî õâèëÿ ç òèñêîì 5 Ïà ïàäàº ç á³ëüø 
æîðñòêîãî ñåðåäîâèùà.

Â³äïîâ³äü: 9,9 Ïà, 0,099 Ïà.

5.5. ßêîþ ìàº áóòè àìïë³òóäà øâèäêîñò³ ðóõó âèïðîì³íþâà÷à ïëîñêî¿ 
õâèë³, ÿêùî â³í ñòâîðþº õâèëþ ç ³íòåíñèâí³ñòþ 10–4 Âò/ì2. Ñåðåäîâèùå —
ïîâ³òðÿ.

Â³äïîâ³äü: 6,8  10–4 ì/ñ.
5.6. Âèçíà÷òå â³äíîøåííÿ àìïë³òóä êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ á³æó÷î¿ 

ïëîñêî¿ õâèë³ ó âîä³ ³ ïîâ³òð³ ïðè îäíàêîâîìó àêóñòè÷íîìó òèñêó.
Â³äïîâ³äü: 3600.

5.7. Àìïë³òóäà êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ â ïëîñê³é ãàðìîí³÷í³é õâèë³ ó âî-
ä³ äîð³âíþº 5  10–5 ñì/ñ. Âèçíà÷òå àìïë³òóäó çì³ùåííÿ ³ çâóêîâèé òèñê íà 
÷àñòîò³ 100 Ãö. ßê çì³íÿòüñÿ ö³ âåëè÷èíè, ÿêùî òó æ ñàìó êîëèâàëüíó øâèä-
ê³ñòü ìàòèìå õâèëÿ ó ïîâ³òð³.

Â³äïîâ³äü: 108 10 ì; 0,75Ïà; 42,1 10 Ïà.

5.8. Âèçíà÷òå êðèòè÷íèé êóò ïàä³ííÿ ïëîñêî¿ õâèë³ íà ìåæó ïîä³ëó ìàñ-
ëî (øâèäê³ñòü çâóêó 1350 ì/ñ, ãóñòèíà 850 êã/ì3) — âîäà. Âèçíà÷òå êî-
åô³ö³ºíò ïðîíèêíåííÿ çâóêó ó âîäó, ÿêùî êóò ïàä³ííÿ äîð³âíþº 45.

Â³äïîâ³äü: 65,6; 0,96.

5.9. ×èì ðîçð³çíÿþòüñÿ â³äáèòòÿ íåãàðìîí³÷íî¿ ïëîñêî¿ õâèë³ â³ä ìåæ³ 
ïîä³ëó äâîõ ñåðåäîâèù ïðè ïàä³íí³ ï³ä êóòîì  > êð òà  < êð?

5.10. ×îìó íåîäíîð³äíà õâèëÿ íå ìîæå ³ñíóâàòè ó íåñê³í÷åííîìó ïðî-
ñòîð³?

5.11. Ïðè êóò³ ïàä³ííÿ õâèë³  > êð íà ìåæó ïîä³ëó ó ³íøîìó ñåðåäî-
âèù³ âèíèêàº íåîäíîð³äíà õâèëÿ. Ó í³é ÷àñòèíêè ðóõàþòüñÿ ïî åë³ïñàì. 
Âèçíà÷òå çàëåæí³ñòü â³äíîøåííÿ ä³àìåòð³â åë³ïñ³â â³ä êóòà ïàä³ííÿ . Ïî-
áóäóéòå ãðàô³ê ö³º¿ çàëåæíîñò³ äëÿ ñåðåäîâèù âîäà—ïîâ³òðÿ.

5.12. Ïîêàæ³òü, ùî äëÿ ÷èñòî óÿâíîãî âõ³äíîãî ³ìïåäàíñó øàðó çâóê 
ïîâí³ñòþ â³äáèâàºòüñÿ â³ä øàðó.

5.13. Çíàéä³òü âèðàç äëÿ ³íòåíñèâíîñò³ çâóêó ïðè ñóïåðïîçèö³¿ äâîõ ïëî-
ñêèõ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü îäíàêîâî¿ ÷àñòîòè, ÿê³ ìàþòü ³íòåíñèâíîñò³ I1 ³ I2
òà ð³çíèöþ ôàç , ó âèïàäêó îäíàêîâîãî íàïðÿìêó îáîõ õâèëü; ïðîòèëåæíî-
ãî íàïðÿìêó õâèëü.

Â³äïîâ³äü: 1 2 1 22 cos ,I I I I I    I = I1 – I2.

5.14. Ë³òàê ëåòèòü äî âåðòèêàëüíî¿ ñêåë³ ç³ øâèäê³ñòþ, ÿêà äîð³âíþº ïî-
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ëîâèí³ øâèäêîñò³ çâóêó, ³ âèïðîì³íþº êîðîòê³ òîíàëüí³ â³äð³çêè (öóãè) ç 
÷àñòîòîþ 1000 Ãö. Çíàéä³òü ÷àñòîòó åõî-ñèãíàëó â³äáèòîãî â³ä ñêåë³.

Â³äïîâ³äü: 3000 Ãö.

5.15. Øâèäê³ñòü ïîòîêó êðîâ³ â àîðò³ ïðèáëèçíî äîð³âíþº 0,28 ì/ñ. 
Âçäîâæ ïîòîêó íàïðàâëÿþòü óëüòðàçâóêîâ³ õâèë³ ç ÷àñòîòîþ 4,2 ÌÃö. Ö³ 
õâèë³ â³äáèâàþòüñÿ â³ä åðèòðîöèò³â. ßêîþ áóäå ÷àñòîòà áèòòÿ? Ââàæàéòå, 
ùî øâèäê³ñòü çâóêó ó êðîâ³ äîð³âíþº øâèäêîñò³ ó âîä³.

Â³äïîâ³äü: 1,6 êÃö.

5.16. Âèçíà÷òå îñëàáëåííÿ çâóêó ÷àñòîòîþ 1000 Ãö ïðè ïðîõîäæåíí³ ïî 
íîðìàë³ êð³çü ñòàëüíó ïëàñòèíó òîâùèíîþ 2,54 ñì, ÿêà ðîçä³ëÿº äâà ðåçåð-
âóàðè ç âîäîþ.

Â³äïîâ³äü: 0,86.

5.17. ²ç âîäè íîðìàëüíî äî ìåæ³ ïîä³ëó âîäà—äíî ìîðÿ íàá³ãàº ïëîñêà 
ãàðìîí³÷íà õâèëÿ. Âèçíà÷òå øâèäê³ñòü çâóêó ó ñåðåäîâèù³ äíà ìîðÿ, ÿêùî 
çã³äíî ç âèì³ðþâàííÿìè çâóêîâîãî ïîëÿ â³äíîøåííÿ ìàêñèìóìó äî ì³í³ìóìó 
çâóêîâîãî òèñêó äîð³âíþº 3,16, à ïåðøèé ì³í³ìóì ðîçì³ùåíî íà â³äñòàí³ ÷âåð-
ò³ äîâæèíè õâèë³ â³ä ïîâåðõí³ äíà. Ãóñòèíà äîííîãî ñåðåäîâèùà — 2,2 ã/ñì3.

Â³äïîâ³äü: 2160 ì/ñ.

5.18. Çíàéä³òü ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 5.17 çà óìîâè, ùî ïåðøèé ì³í³ìóì 
ðîçì³ùåíî íà ïîâåðõí³ äíà.

Â³äïîâ³äü: 216 ì/ñ.

5.19. Âèçíà÷òå ôàçîâó øâèäê³ñòü ãàðìîí³÷íî¿ ç ÷àñòîòîþ  íåîäíîð³äíî¿ 
õâèë³, ÿêà ïîøèðþºòüñÿ âçäîâæ ïëîñêî¿ ìåæ³, ÿêùî â³äîìî, ùî ïðè â³ääà-
ëåí³ â³ä ìåæ³ íà â³äñòàíü l  àìïë³òóäà õâèë³ çìåíøóºòüñÿ ó å ðàç³â.

Â³äïîâ³äü: ф 21 ( )

c

kl






, äå k

c


 , ñ — øâèäê³ñòü çâóêó.

5.20. Íà îäíîìó ê³íö³ (õ = 0) òðóáè (äîâæèíà 30 ñì, ïëîùà ïåðåð³çó 
10 ñì2) ðîçì³ùåíî ïîðøåíü, ùî ñòâîðþº ó òðóá³ ãàðìîí³÷íå çâóêîâå ïîëå. Íà 
äðóãîìó ê³íö³ ( 30 ñì)x   òðóáè, ÿêà íàïîâíåíà ïîâ³òðÿì, ðîçì³ùåíî çà-
ãëóøêó. Âèì³ðþâàííÿ çâóêîâîãî òèñêó ïîêàçàëî, ùî â òî÷êàõ õ = 3, 15, 27 ñì 
ìàºìî ìàêñèìóì àìïë³òóäè òèñêó, ÿêèé äîð³âíþº 1 Ïà. Ì³í³ìàëüíà àìïë³òó-
äà òèñêó ñòàíîâèòü 0,657 Ïà ³ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ â òî÷êàõ õ = 9,21 ñì. Çíàéä³òü 
âõ³äíèé îï³ð çàãëóøêè ³ ÷àñòîòó çâóêó.

Â³äïîâ³äü: 
1 0,207

420
1 0,207

i
i




, 1440 Ãö.

5.21. Äëÿ äàíèõ õâèëüîâèõ ð³âíÿíü îòðèìàéòå äèñïåðñ³éí³ ð³âíÿííÿ:

à)
2 2

2 2
02 2 0

u u
c u

t x
 

  
 

, á) 
3

3 0
u u u

c
t x x

  
  

  
, 

â) 
2

2
0

u u
i
t x

 
 

 
.

Â³äïîâ³äü: à) 2 2 2 2
0 c k   , á) 3ck k   , â)  = k2.
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5.22. Âèçíà÷òå ãàðìîí³÷íå çâóêîâå ïîëå ó ï³âïðîñòîð³ z > 0, ÿêùî íà 
ïëîùèí³ z = 0 âîíî ìàº ñë³ä ó âèãëÿä³ ïîäâ³éíîãî ðÿäó Ôóð’º:

( , ) exp( )mn
m n

p x y g im x in y   .

Â³äïîâ³äü:  2 2 2( , , ) exp ( ) ( )mn
m n

p x y z g im x in y i k m n z        .

5.23. Ïëîñêà ãàðìîí³÷íà õâèëÿ ïàäàº ï³ä êóòîì  íà ïëîñêèé øàð òîâ-
ùèíîþ h, ÿêèé ñïèðàºòüñÿ íà àêóñòè÷íî æîðñòêó ïîâåðõíþ. Ñåðåäîâèùå 
øàðó ÿâëÿº ñîáîþ ïîðèñòó ñòðóêòóðó ç êàï³ëÿð³â, ÿê³ ïåðïåíäèêóëÿðí³ äî 
ïîâåðõîíü øàðó. Øèðèíà êàï³ëÿð³â ìàëà ïîð³âíÿíî ç ¿õ ãëèáèíîþ h ³ äîâ-
æèíîþ õâèë³ . Íåõòóþ÷è óòðàòàìè åíåðã³¿ íà ñò³íêàõ êàï³ëÿð³â óíàñë³äîê 
òåðòÿ âèçíà÷òå êîåô³ö³ºíò â³äáèòòÿ çà òèñêîì.

Â³äïîâ³äü: 
ctg( )cos 1

,
ctg( )cos +1
i kh

V
i kh






2

.k





5.24. Çã³äíî ç óìîâîþ çàäà÷³ 5.23 ïëîñêà ãàðìîí³÷íà õâèëÿ ïàäàº â ïîâ³òð³ 
ï³ä êóòîì  = 60 íà ìåæó ïîðèñòîãî ñåðåäîâèùà ç êàï³ëÿðàìè. Âèçíà÷òå 
êîåô³ö³ºíò â³äáèòòÿ â³ä òàêî¿ ñòðóêòóðè íà ÷àñòîò³ 1000 Ãö, ÿêùî h = 1 ñì.

Â³äïîâ³äü: V = Vexp(–i), V = 1,  = 0,72.
5.25. Ïîêàæ³òü, ùî ïîâíå â³äáèòòÿ â³ä ïîãëèíàëüíîãî ñåðåäîâèùà íå-

ìîæëèâå.
5.26. Êàìåðòîí çâó÷èòü ³ íàáëèæàºòüñÿ äî ñò³íè ç³ øâèäê³ñòþ 25 ñì/ñ. 

Íåðóõîìèé ñïîñòåð³ãà÷, ÿêèé ñïðèéìàº îäíî÷àñíî ïðÿìèé ³ â³äáèòèé ñèã-
íàëè, ÷óº áèòòÿ ç ÷àñòîòîþ 3 Ãö. Âèçíà÷òå ÷àñòîòó êîëèâàíü êàìåðòîíà.

Â³äïîâ³äü: ïðèáëèçíî 2 êÃö.
5.27. Îá÷èñë³òü êðèòè÷í³ ÷àñòîòè ïåðøèõ òðüîõ ìîä (íå ðàõóþ÷è íóëüî-

âî¿) äëÿ ïëîñêîãî õâèëåâîäó ç ³äåàëüíî æîðñòêèìè ìåæàìè òîâùèíîþ 
10 ñì. Ñåðåäîâèùå õâèëåâîäó — ïîâ³òðÿ. ×è áóäóòü çáóäæóâàòèñÿ ö³ ìîäè 
çâóêîì ç ÷àñòîòîþ 1, 5, 10 êÃö? Ïîáóäóéòå äèñïåðñ³éí³ êðèâ³ äëÿ ôàçîâî¿ ³ 
ãðóïîâî¿ øâèäêîñòåé çàçíà÷åíèõ ìîä.

Â³äïîâ³äü: çâóê ç ÷àñòîòîþ 1 êÃö íå çáóäæóº í³ îäíó ìîäó; 5 êÃö çáóä-
æóº ïåðøó ³ äðóãó ìîäè; 10 êÃö çáóäæóº âñ³ òðè ìîäè, à òàêîæ ÷åòâåðòó ³ 
ï’ÿòó.

5.28. Âèçíà÷òå äëÿ ìîä, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ â çàäà÷³ 5.27, íàïðÿìîê ïðî-
ìåí³â, óçäîâæ ÿêèõ ïîøèðþþòüñÿ ïëîñê³ õâèë³, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ìîæíà 
ïîäàòè â³äïîâ³äíó ìîäó (äèâ. ðèñ. 5.25). Ó õâèëåâîä³ çáóäæóºòüñÿ çâóê ÷àñ-
òîòîþ 5 êÃö.

Â³äïîâ³äü: íàõèë ïðîìåí³â äî ìåæ õâèëåâîäó äëÿ ïåðøî¿ ìîäè ñòàíîâèòü 
ïðèáëèçíî 20, à äëÿ äðóãî¿ — 43.

5.29. Øàð âîäè òîâùèíîþ 15 ì çíàõîäèòüñÿ íàä ³äåàëüíî æîðñòêèì 
ïëîñêèì äíîì. Îá÷èñë³òü êðèòè÷í³ ÷àñòîòè äëÿ ïåðøèõ äâîõ íîðìàëüíèõ 
õâèëü.

Â³äïîâ³äü: 25 Ãö, 75 Ãö.
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ÏÐÓÆÍ² ÕÂÈË² Â ÒÂÅÐÄÈÕ
Ò²ËÀÕ

Âîò óæ ôîðìà çàòâåðäåëà,
Îáîææåííàÿ îãíåì.
Âåñåëåé, äðóçüÿ, çà äåëî —
Âûëüåì êîëîêîë! Íà÷íåì!
…
Ïóñòü ðàçäàñòñÿ ãðîì÷å, øèðå
Ïåðâûé çâîí åãî î Ìèðå!

Ô. Øèëëåð

“Ìàòåìàòèêà òåíçîð³â îñîáëèâî êîðèñíà ïðè îïèñóâàíí³ âëà-
ñòèâîñòåé ðå÷îâèí, ÿê³ çì³íþþòüñÿ çà íàïðÿìêîì… Îñê³ëüêè 
á³ëüø³ñòü ç âàñ … ìàº íàì³ð çàéìàòèñÿ ðåàëüíèì ñâ³òîì, äå 
çíà÷íà çàëåæí³ñòü â³ä íàïðÿìêó, òî ðàíî ÷è ï³çíî, âàì âñå îä-
íî çíàäîáèòüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè òåíçîð.” Òàêó äóìêó âèñëîâ-
ëþº Ôåéíìàí â ñâî¿õ ëåêö³ÿõ [56, âèï. 7, ñ. 24], äå ìîâà éäå 
ïðî ô³çèêó ñóö³ëüíîãî ñåðåäîâèùà. Ïðè äîñë³äæåíí³ íàïðóæå-
íîãî ñòàíó òâåðäîãî ò³ëà ïîíÿòòÿ “òåíçîðà” ä³éñíî º äóæå êî-
ðèñíèì. Ó çâ’ÿçêó ç öèì, íàì çäàºòüñÿ äîö³ëüíèì, íà ïî÷àòêó 
ðîçä³ëó ðîçãëÿíóòè äåÿê³ â³äîìîñò³ ç òåîð³¿ òåíçîð³â [1].

6.1. Äåÿê³ â³äîìîñò³ ç òåîð³¿ òåíçîð³â

Â àêóñòèö³, âçàãàë³ ó ô³çèö³, äîâîäèòüñÿ ìàòè ä³ëî ç ô³çè÷íèìè 
âåëè÷èíàìè ð³çíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ïðèðîäè. Öÿ â³äì³íí³ñòü âè-
ÿâëÿºòüñÿ â õàðàêòåð³ ¿õ àíàë³òè÷íîãî âèðàçó ³ â çàêîíàõ éîãî 
ïåðåòâîðåííÿ ïðè ïåðåõîä³ â³ä îäí³º¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò äî 
³íøî¿. 

Íàéïðîñò³øèìè, ç òî÷êè çîðó ìàòåìàòè÷íî¿ ïðèðîäè, ô³-
çè÷íèìè âåëè÷èíàìè º ñêàëÿðí³ âåëè÷èíè, íàïðèêëàä ìàñà ò³-
ëà, îá’ºì ò³ëà, äîâæèíà âåêòîðà, òèñê ³ ò. ï. Òàê³ âåëè÷èíè º 
³íâàð³àíòíèìè (â³ä ëàòèíñüêîãî ñëîâà invarians — íåçì³ííèé) 
â³äíîñíî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò. Êîæíà òàêà ñêàëÿðíà âåëè-
÷èíà â áóäü-ÿê³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò âèðàæàºòüñÿ îäíèì ÷èñ-
ëîì, ïðè÷îìó öå ÷èñëî íå çàëåæèòü â³ä âèáîðó ñèñòåìè êîîð-
äèíàò. Äàë³ çà ñêëàäí³ñòþ ìàòåìàòè÷íî¿ ïðèðîäè ìîæíà âêàçà-
òè íà âåêòîðí³ âåëè÷èíè, íàïðèêëàä øâèäê³ñòü, ïðèñêîðåííÿ, 
ñèëà ³ ò.ï. Âåêòîðíà âåëè÷èíà ó òðèâèì³ðíîìó ïðîñòîð³ âèçíà-

                                        
 Ø³ëëåð (Schiller) Éîãàí Êð³ñòîô Ôð³äð³õ (1759—1805) — í³ìåöüêèé 

ïîåò, äðàìàòóðã, ³ñòîðèê.
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Ðèñ 6.1. Äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò ç áàçèñíèìè âåê-
òîðàìè e1, e2, e3

÷àºòüñÿ òðüîìà ÷èñëàìè — òðüîìà ïðîåêö³ÿìè 
âåêòîðà íà îñ³ ñèñòåìè êîîðäèíàò, àáî, ÿê êà-
æóòü, òðüîìà êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ó äàíîìó 
áàçèñ³. Íàãàäàºìî, ùî áàçèñîì ñèñòåìè êîîð-
äèíàò íàçèâàþòü òð³éêó îäèíè÷íèõ âåêòîð³â, 
ðîçì³ùåíèõ ó ïåâíîìó ïîðÿäêó ³ ïðèêëàäåíèõ 
äî òî÷êè Î — ïî÷àòêó ñèñòåìè êîîðäèíàò. ßê 
ïðèêëàä íà ðèñ. 6.1 ïîêàçàíà äåêàðòîâà ñèñòå-
ìà êîîðäèíàò ç áàçèñíèìè âåêòîðàìè å1, å2, 
å3 (|e1| = |e2| = |e3| = 1).

Ï³ñëÿ âåêòîð³â çà ñêëàäí³ñòþ ìàòåìàòè÷íî¿ ïðèðîäè ³äóòü ô³çè÷í³ âåëè-
÷èíè, ÿê³ íàçèâàþòü òåíçîðàìè. ßê ³ëþñòðàö³þ íîâîãî ïîíÿòòÿ ðîçãëÿíåìî 
çâ’ÿçîê ì³æ âåêòîðîì íàïðóæåíîñò³ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ Å ³ âåêòîðîì ãóñòè-
íè òîêó j ó ïðîâ³äíèêó. Íåõàé ìàºìî îäíîð³äíèé ³ ³çîòðîïíèé ïðîâ³äíèê 
(îäíîð³äí³ñòü îçíà÷àº îäíàêîâ³ âëàñòèâîñò³ ïðîâ³äíèêà ó áóäü-ÿê³é òî÷ö³, à 
³çîòðîïí³ñòü — íåçàëåæí³ñòü âëàñòèâîñòåé â³ä íàïðÿìêó). Òîä³ çã³äíî ç çà-
êîíîì Îìà* âåêòîð j º ïàðàëåëüíèé âåêòîðó E (ðèñ. 6.2, à), à ìîäóëü j —
ïðîïîðö³éíèé ìîäóëþ Å. Îòæå, ìîæíà çàïèñàòè

j =  E,                                        (6.1)

äå  — ñêàëÿðíèé ìíîæíèê ( > 0), ÿêèé íàçèâàþòü ïèòîìîþ ïðîâ³äí³ñòþ. 
ßêùî âèáðàòè ó ïðîñòîð³ äåÿêèé áàçèñ e1, e2, e3 ³ ðîçêëàñòè çà íèì âåêòîðè 
E = (E1, E2, E3) ³ j = (j1, j2, j3):

E = E1e1 + E2e2 + E3e3,       j = j1e1 + j2e2 + j3e3,            (6.2)

òî ð³âí³ñòü (6.1) ìîæíà çàì³íèòè íà åêâ³âàëåíòíó ñèñòåìó òðüîõ ñêàëÿðíèõ 
ð³âíÿíü:

j1 =  Å1,  j2 =  Å2,  j3 =  Å3.                       (6.3)

Êîæíà êîìïîíåíòà j ïðîïîðö³éíà â³äïîâ³äí³é êîìïîíåíò³ E ç îäíàêîâèì 
êîåô³ö³ºíòîì ïðîïîðö³éíîñò³ .

ßêùî ïðîâ³äíèêîì º êðèñòàë, òî ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ êîìïîíåíòàìè j ³ 
E íå áóäå òàêèì ïðîñòèì, îñê³ëüêè â çàãàëüíîìó âèïàäêó åëåêòðîïðîâ³ä-
í³ñòü êðèñòàëà àí³çîòðîïíà. Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî äëÿ êðèñòàë³â ñï³ââ³äíîøåííÿ 
(6.3) çàì³íþºòüñÿ íà òàê³ ð³âíÿííÿ:

j1 = 11Å1 + 12Å2 + 13Å3,

j2 = 21Å1 + 22Å2 + 23Å3,

Ðèñ. 6.2. Ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ âåêòîðàìè ãóñòèíè ñòðó-
ìó j ³ íàïðóæåíîñò³ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ E:
à — â ³çîòðîïíîìó ïðîâ³äíèêó, á — â àí³çîòðîïíîìó

                                        
* Îì (Ohm) Ãåîðã Ñ³ìîí (1787—1854) — í³ìåöüêèé ô³çèê.
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j3 = 31Å1 + 32Å2 + 33Å3,                               (6.4)

äå 11, 12, ... — ñòàë³. ßê áà÷èìî, êîæíà êîìïîíåíòà j ë³í³éíî çàëåæèòü â³ä 
òðüîõ êîìïîíåíò E. Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî âåêòîð j íå çá³ãàºòüñÿ çà íàïðÿì-
êîì ç E (ðèñ. 6.2, á). Êîæíèé êîåô³ö³ºíò ó ð³âíÿííÿõ (6.4) ìàº ïåâíèé 
ô³çè÷íèé çì³ñò. Íàïðèêëàä, êîåô³ö³ºíò 31 âèçíà÷àº êîìïîíåíòó j, ÿêà ïà-
ðàëåëüíà îñ³ Îõ3, êîëè ïîëå Å ìàº ñêëàäîâó âçäîâæ îñ³ Îõ1.

Îòæå, ùîá âèçíà÷èòè åëåêòðîïðîâ³äí³ñòü êðèñòàëà, ñë³ä çàäàòè äåâ’ÿòü 
êîåô³ö³ºíò³â 11, 12, ... Ñóêóïí³ñòü öèõ êîåô³ö³ºíò³â ÿâëÿº ñîáîþ òåíçîð 
ïðîâ³äíîñò³ êðèñòàëà, à ñòàë³ ik, i, k = 1,2,3, íàçèâàþòü êîîðäèíàòàìè òåí-
çîðà ó äàíîìó áàçèñ³. Ïîä³áíî äî òîãî, ÿê òðè âåëè÷èíè (E1, E2, E3) óòâî-
ðþþòü âåêòîð E, áóäåìî ãîâîðèòè, ùî äåâ’ÿòü âåëè÷èí (11, 12,…) óòâîðþ-
þòü òåíçîð (ik). Çàçíà÷èìî, ùî, íà â³äì³íó â³ä âåêòîðà, òåíçîðó íå ìîæíà 
íàäàòè ïðîñòîãî ãåîìåòðè÷íîãî òëóìà÷åííÿ.

Ó âèçíà÷åííÿ òåíçîðà, ÿêå áóäå äàíî íèæ÷å, âõîäèòü ïðîöåäóðà ïåðå-
òâîðåííÿ éîãî êîîðäèíàò ïðè ïåðåõîä³ â³ä îäíîãî áàçèñó äî ³íøîãî, òîìó ó 
íàñòóïíîìó ïàðàãðàô³ íàãàäàºìî ôîðìóëè ïåðåõîäó â³ä îäíîãî íîðìîâàíî-
ãî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñó äî ³íøîãî.

6.1.1. Ôîðìóëè ïåðåõîäó â³ä îäíîãî îðòîãîíàëüíîãî
áàçèñó äî ³íøîãî

Ðîçãëÿíåìî äâà áóäü-ÿêèõ îðòîãîíàëüíèõ íîðìîâàíèõ áàçèñè 
å1, å2, å3 ³ 1 2 3, ,  e e e  ó òðèâèì³ðíîìó åâêë³äîâîìó ïðîñòîð³. ²ç âèçíà÷åííÿ áà-

çèñ³â ìàºìî òàê³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ ñêàëÿðíèõ äîáóòê³â:

,j k jke e ,j k jk  e e
0, ,

1, .jk

j k

j k



  

                   (6.5)

Áàçèñè 1 2 3, ,e e e  ³ 1 2 3, ,  e e e  áóäåìî óìîâíî íàçèâàòè ñòàðèì ³ íîâèì. Ðîç-

êëàâøè âåêòîðè íîâîãî áàçèñó çà ñòàðèì, îòðèìàºìî

1 11 1 12 2 13 3,     e e e e

2 21 1 22 2 23 3,     e e e e

3 31 1 32 2 33 3,     e e e e                              (6.6)

àáî, êîðîòêî,
3

1

,


 i ij j
j

e e 1,2,3.i                              (6.7)

×àñòî ïðè ðîáîò³ ç òåíçîðàìè, äëÿ êîìïàêòíîãî çàïèñó, âèêîðèñòîâóþòü 
ïðàâèëî ï³äñóìîâóâàííÿ (éîãî çàïðîïîíóâàâ Åéíøòåéí): ÿêùî â îäíîìó ³ 
òîìó æ ÷ëåí³ âèðàçó ³íäåêñ çóñòð³÷àºòüñÿ äâà ðàçè, òî àâòîìàòè÷íî ïðîâî-
äèìî ï³äñóìîâóâàííÿ çà öèì ³íäåêñîì. Îòæå, âèðàç (6.7) ìîæíà ïåðåïèñàòè 
ó âèãëÿä³

, i ij je e , 1,2,3.i j                               (6.8)
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²íäåêñ j â ôîðìóë³ (6.8) íàçèâàþòü ³íäåêñîì ï³äñóìîâóâàííÿ (í³ìèì 
³íäåêñîì). Çðîçóì³ëî, ùî äëÿ í³ìîãî ³íäåêñó ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè 
áóäü-ÿêó áóêâó (íàïðèêëàä, i ij j ik k   e e e ). ²íäåêñ ³ ó ð³âíÿííÿõ (6.8) 

º â³ëüíèì ³íäåêñîì.
Ìàòðèöÿ

11 12 13

21 22 23

31 32 33

ij

  
   

  
                                     (6.9)

íàçèâàºòüñÿ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó â³ä ñòàðîãî áàçèñó å1, å2, å3 äî íîâîãî áàçèñó 

1 2 3, ,  e e e .

Âèçíà÷èìî âëàñòèâîñò³ ö³º¿ ìàòðèö³. Ïîìíîæèìî âåêòîð 1 1i i  e e

2 2 3 3i i  e e ñêàëÿðíî íà âåêòîð 1 1 2 2 3 3j j j j     e e e e  (àáî, êîðîòêî, 

i ik k e e  ³ j je e e e ); îòæå, áåðó÷è äî óâàãè (6.5), îòðèìóºìî

,332211 ijjkikjijiji                   (6.10)

òîáòî, ñóìà êâàäðàò³â åëåìåíò³â áóäü-ÿêîãî ðÿäêà ìàòðèö³ äîð³âíþº îäè-
íèö³, à ñóìà äîáóòêó â³äïîâ³äíèõ åëåìåíò³â äâîõ ð³çíèõ ðÿäê³â ìàòðèö³ 
äîð³âíþº íóëþ. Ìàòðèöÿ ij, äëÿ ÿêî¿ âèêîíóºòüñÿ óìîâà (6.10), íàçè-
âàºòüñÿ îðòîãîíàëüíîþ. Òàêèì ÷èíîì, ìàòðèöÿ ïåðåõîäó â³ä îäíîãî îðòîãî-
íàëüíîãî íîðìîâàíîãî áàçèñó äî ³íøîãî º îðòîãîíàëüíîþ. Ïîìíîæèâøè 
ñêàëÿðíî (6.7) íà åk, çíàéäåìî

. i k ike e                                    (6.11)

Î÷åâèäíî,  cos   ik i k i ke e e e  º êîñèíóñ êóòà ì³æ â³ññþ Ox³ íîâî¿ ñèñ-

òåìè êîîðäèíàò ³ â³ññþ Oxk ñòàðî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Ïåðøèé ³íäåêñ ïðè 
ik íàëåæèòü äî íîâèõ îñåé, à äðóãèé — äî ñòàðèõ. Çðîçóì³ëî, ùî ik  k³.

Òåïåð ðîçêëàäåìî âåêòîðè ñòàðîãî áàçèñó å1, å2, å3 çà íîâèì, òîáòî
3

1

, 


  k kj j kj j
j

e e e 1,2,3.i                   (6.12)

Ìàòðèöÿ ïåðåõîäó â³ä íîâîãî áàçèñó äî ñòàðîãî ìàº âèãëÿä

11 12 13

21 22 23

31 32 33

ki

  
   

  
  .                                 (6.13)

Ïîìíîæóþ÷è ñêàëÿðíî (6.12) íà ie , îòðèìóºìî
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. k i kie e                                       (6.14)

Ïîð³âíþþ÷è âèðàçè (6.11) ³ (6.14), çíàõîäèìî çâ’ÿçîê ì³æ åëåìåíòàìè ìàò-
ðèö³ (6.9) ³ (6.13):

.ik ki                                        (6.15)

Òàêèì ÷èíîì, ìàòðèöÿ (6.13) îòðèìóºòüñÿ òðàíñïîíóâàííÿì ìàòðèö³ (6.9).

6.1.2. Âèçíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíîãî òåíçîðà

Ïðè ïîáóäîâ³ ôîðìàëüíî¿ òåîð³¿ òåíçîð³â âèÿâëÿºòüñÿ, ùî ñêà-
ëÿðí³ âåëè÷èíè ³ âåêòîðè ìîæíà âêëþ÷èòè â ÷èñëî òåíçîð³â. Òàê, ñêàëÿðíà 
âåëè÷èíà L, ³íâàð³àíòíà ùîäî ïåðåõîäó â³ä îäíîãî îðòîãîíàëüíîãî íîðìî-
âàíîãî áàçèñó äî ³íøîãî, íàçèâàºòüñÿ îðòîãîíàëüíèì òåíçîðîì íóëüîâîãî 
ðàíãó. Òåìïåðàòóðà, ìàñà, äîâæèíà âåêòîðà, òèñê º îðòîãîíàëüíèìè òåíçî-
ðàìè íóëüîâîãî ðàíãó. Ïðîåêö³ÿ âåêòîðà, ñêàæ³ìî, íà ïåðøó êîîðäèíàòíó 
â³ñü º ñêàëÿðíîþ âåëè÷èíîþ, íå ³íâàð³àíòíîþ ùîäî ïåðåõîäó â³ä îäíîãî 
áàçèñó äî ³íøîãî, òîìó âîíà íå º òåíçîðîì íóëüîâîãî ðàíãó.

Çîáðàçèâøè âåêòîð ÿê òåíçîð, ìîæíà äàòè òàêå âèçíà÷åííÿ. Íåõàé âå-
ëè÷èíà L âèçíà÷àºòüñÿ ó êîæíîìó îðòîãîíàëüíîìó íîðìîâàíîìó áàçèñ³ 
òðüîìà ÷èñëàìè: ó áàçèñ³ å1, å2, å3 ÷èñëàìè L1, L2, L3, ó áàçèñ³ 1 2 3, ,  e e e ÷èñ-

ëàìè 1 2 3, ,L L L    ³ ò. ä. ßêùî ïðè ïåðåõîä³ â³ä îäíîãî áóäü-ÿêîãî áàçèñó å1, 

å2, å3 äî ³íøîãî áóäü-ÿêîãî áàçèñó 1 2 3, ,  e e e  ö³ ÷èñëà ïåðåòâîðþþòüñÿ çà 

ôîðìóëàìè
3

1
,i ik k ik k

i
L L L 



                               (6.16)

äå ik — ìàòðèöÿ ïåðåõîäó â³ä áàçèñó å1, å2, å3 äî áàçèñó 1 2 3, ,  e e e , òî âå-

ëè÷èíó L íàçèâàþòü îðòîãîíàëüíèì òåíçîðîì ïåðøîãî ðàíãó ³ ïîçíà÷àþòü 
ñèìâîëîì (Li), òîáòî L  (Li). ×èñëà Li, i = 1,2,3, íàçèâàþòü êîîðäèíàòàìè 
òåíçîðà L ó áàçèñi å1, å2, å3, à ÷èñëà iL , i = 1,2,3, â³äïîâ³äíî — êîîðäèíà-

òàìè öüîãî òåíçîða ó áàçèñó 1 2 3, ,  e e e .

Äîâåäåìî, ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð x º îðòîãîíàëüíèì òåíçîðîì ïåðøîãî 
ðàíãó. Ðîçêëàäåìî x çà áàçèñàìè å1, å2, å3 ³ 1 2 3, ,  e e e :

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3.          x x x x x xx e e e e e e                (6.17)

Ïîìíîæèâøè (6.17) ñêàëÿðíî íà ie , òà âðàõóâàâøè (6.5) ³ (6.11), îòðèìàºìî

3

1 1 2 2 3 3
1

,   


    i i i i ik k
k

x x x x x 1,2,3.i              (6.18)
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Ôîðìóëè (6.18) ìàþòü òàêèé ñàìèé âèãëÿä, ùî ³ ôîðìóëè (6.16), îòæå, âåê-

òîð õ º îðòîãîíàëüíèì òåíçîðîì ïåðøîãî ðàíãó. Î÷åâèäíî, êîæíèé îðòî-

ãîíàëüíèé òåíçîð ïåðøîãî ðàíãó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âåêòîð.

Çã³äíî ç ôîðìóëîþ (6.15) â³äïîâ³äíî ìàºìî

3

1

,


i ji j
j

x x 1,2,3.i                           (6.19)

Ñôîðìóëþºìî òåïåð âèçíà÷åííÿ òåíçîðà äðóãîãî ðàíãó. Íåõàé âåëè÷èíà 

L âèçíà÷àºòüñÿ ó êîæíîìó îðòîãîíàëüíîìó íîðìîâàíîìó áàçèñi äåâ’ÿòþ 

÷èñëàìè: ó áàçèñ³ å1, å2, å3 ÷èñëàìè Lij, i, j = 1,2,3, ó áàçèñi 1 2 3, ,  e e e  ÷èñëàìè 

ijL , i, j = 1,2,3, ³ ò. ä. ßêùî ïðè ïåðåõîä³ â³ä îäíîãî áóäü-ÿêîãî áàçèñó å1, 

å2, å3 äî ³íøîãî áóäü-ÿêîãî áàçèñó 1 2 3, ,  e e e  ö³ ÷èñëà ïåðåòâîðþþòüñÿ çà 

ôîðìóëàìè
3 3

1 1
, 

 

 ij im jn mn
m n

L L , 1, 2,3,i j                    (6.20)

äå ij — ìàòðèöÿ ïåðåõîäó â³ä áàçèñó å1, å2, å3 äî áàçèñó 1 2 3, ,  e e e , òî âå-

ëè÷èíó L íàçèâàþòü îðòîãîíàëüíèì òåíçîðîì äðóãîãî ðàíãó ³ ïîçíà÷àþòü 
ñèìâîëîì (Lij), òîáòî L  (Lij). ×èñëà Lij, i, j = 1,2,3, íàçèâàþòü êîîðäèíàòà-
ìè òåíçîða L ó áàçèñ³ å1, å2, å3, à ÷èñëà ijL , i, j = 1,2,3, — éîãî êîîðäèíàòà-

ìè ó áàçèñi 1 2 3, ,  e e e .

Àíàëîã³÷íî ôîðìóëþºòüñÿ âèçíà÷åííÿ îðòîãîíàëüíîãî òåíçîðà äîâ³ëü-

íîãî ðàíãó ð, ÿêèé âèçíà÷àºòüñÿ ñóêóïí³ñòþ 3ð ÷èñåë (äëÿ òåíçîðà äðóãîãî 

ðàíãó ð = 2). Íåõàé âåëè÷èíà L âèçíà÷àºòüñÿ ó êîæíîìó îðòîãîíàëüíîìó 

áàçèñi å1, å2, å3 ñóêóïí³ñòþ 3p ÷èñåë ,
21 piiiL  ;3,2,1si .,,2,1 ps   ßêùî 

ïðè ïåðåõîä³ äî áóäü-ÿêîãî ³íøîãî îðòîãîíàëüíîãî íîðìîâàíîãî áàçèñó 

1 2 3, ,  e e e  ö³ ÷èñëà ïåðåòâîðþþòüñÿ çà çàêîíîì

1 2 1 1 2 2 3 3 1 2
,

p p p pi i i i j i j i j i j j j jL L                           (6.21)

äå ij — ìàòðèöÿ ïåðåõîäó â³ä áàçèñó å1, å2, å3 äî áàçèñó 1 2 3, ,  e e e , òî âå-

ëè÷èíó L  íàçèâàþòü îðòîãîíàëüíèì òåíçîðîì p-ãî ðàíãó ³ ïîçíà÷àþòü 

ñèìâîëîì  1 2 ... pi i iL , òîáòî  1 2 ... pi i iL L . ×èñëà 
1 2 ... pi i iL , íàçèâàþòü êîîðäèíà-

òàìè òåíçîðó L ó áàçèñ³ å1, å2, å3, à ÷èñëà 
1 2 ... pi i iL — éîãî êîîðäèíàòàìè ó 

áàçèñi 1 2 3, ,  e e e .
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Ó âèçíà÷åííÿõ ìè îáìåæèëèñÿ ëèøå ìíîæèíîþ îðòîãîíàëüíèõ íîðìî-
âàíèõ áàçèñ³â ³ âèçíà÷èëè â³äïîâ³äí³ ¿ì îðòîãîíàëüí³ òåíçîðè. Îñê³ëüêè 
í³ÿê³ ³íø³ òåíçîðè, îêð³ì îðòîãîíàëüíèõ, íå ðîçãëÿäàòèìóòüñÿ, òî äàë³ âñþ-
äè âîíè íàçèâàþòüñÿ ïðîñòî òåíçîðîì. Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî âèçíà÷åííÿ 
ñôîðìóëüîâàí³ äëÿ òðèâèì³ðíîãî ïðîñòîðó. Àíàëîã³÷íî ¿õ ìîæíà ñôîðìó-
ëþâàòè ³ äëÿ N-âèì³ðíîãî ïðîñòîðó, àëå öå íàì íå çíàäîáèòüñÿ.

6.1.3. Çâ’ÿçîê ì³æ òåíçîðàìè äðóãîãî ðàíãó
³ ë³í³éíèìè îïåðàòîðàìè

Íàãàäàºìî, ùî ë³í³éíèì îïåðàòîðîì àáî ë³í³éíîþ âåêòîð-ôóíê-
ö³ºþ íàçèâàºòüñÿ òàêà ôóíêö³ÿ 

  ,Ly x                                    (6.22)

ÿêà êîæíîìó âåêòîðó õ ñòàâèòü ó â³äïîâ³äí³ñòü âåêòîð ó ³ äëÿ ÿêî¿ âèêî-
íóºòüñÿ ð³âí³ñòü

   1 1 2 2 1 1 2 2( )L C C C L C L  x x x x                 (6.23)

ïðè áóäü-ÿêèõ õ1 ³ õ2 ³ áóäü-ÿêèõ ñòàëèõ Ñ1 ³ Ñ2.
Îòæå, äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà õ = õ³ å³, ³ = 1,2,3, ìàºìî

     
3

1
.



  i i i i
i

L x L x Lx e e                        (6.24)

Ðîçêëàäåìî âåêòîðè L(e1), L(e2), L(e3) çà áàçèñîì å1, å2, å3:

  , , 1, 2,3.j kj kL L j k e e                         (6.25)

Êîåô³ö³ºíòè Lkj íàçèâàþòü êîîðäèíàòàìè îïåðàòîðà L ó áàçèñ³ å1, å2, å3. 
Ïîìíîæèìî ñêàëÿðíî îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (6.25) íà å³. Áåðó÷è äî óâà-
ãè (6.5), îòðèìóºìî

  ,ij i jL Le e , 1,2,3.i j                          (6.26)

Àíàëîã³÷íî äëÿ êîîðäèíàò îïåðàòîðà L ó áàçèñ³ 1 2 3, ,  e e e  ìàºìî

  ,  ij i jL Le e , 1,2,3.i j                          (6.27)

Ï³äñòàâëÿþ÷è â ôîðìóëó (6.27) âèðàçè

, i im me e , j jn ne e                         (6.28)

çíàõîäèìî

  ( ) ( ) .ij i j im m jn n im jn m n im jn mnL L L L L          e e e e e e    (6.29)

Ôîðìóëè (6.29) çá³ãàþòüñÿ ç ôîðìóëàìè (6.20), ³, îòæå, äîâåäåíî, ùî 
ë³í³éíèé îïåðàòîð L º òåíçîðîì äðóãîãî ðàíãó. Ìîæíà òàêîæ äîâåñòè, ùî 
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êîæíîìó òåíçîðó äðóãîãî ðàíãó (Lij) îäíîçíà÷íî ñòàâèòüñÿ ó â³äïîâ³äí³ñòü 
ë³í³éíèé îïåðàòîð. Òàêå çîáðàæåííÿ òåíçîðà äðóãîãî ðàíãó øèðîêî âèêî-
ðèñòîâóºòüñÿ ó ô³çèö³. Ìîæëèâå ³ ³íøå ö³êàâå çîáðàæåííÿ òåíçîðà, ÿêå ðîç-
ãëÿäàòèìåìî ó íàñòóïíîìó ïàðàãðàô³.

6.1.4. Çâ’ÿçîê ì³æ òåíçîðàìè ³ ³íâàð³àíòíèìè
ïîë³ë³í³éíèìè ôîðìàìè

Íåõàé â ñèñòåì³ êîîðäèíàò çàäàíà òð³éêà ÷èñåë: b1, b2, b3, 
ïðè÷îìó ö³ ÷èñëà ïðè ïåðåõîä³ â³ä îäí³º¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò äî ³íøî¿ ïå-
ðåòâîðþþòüñÿ òàê, ùî ë³í³éíà ôîðìà ìàº âèãëÿä b1x1 + b2x2 + b3x3 = bixi, 
i = 1,2,3, äå x1, x2, x3 — êîîðäèíàòè äîâ³ëüíîãî âåêòîða x, çàëèøàºòüñÿ 
³íâàð³àíòíîþ. Òîä³ âåëè÷èíè bi, i = 1,2,3, óòâîðþþòü òåíçîð ïåðøîãî ðàíãó. 
Ïåðåêîíàºìîñÿ ó öüîìó. Íåõàé ó áàçèñi å1, å2, å3 ìàºìî âåêòîð x = xiei ³ êî-
åô³ö³ºíòè ë³í³éíî¿ ôîðìè bi, i = 1,2,3, à ó áàçèñó 1 2 3, ,  e e e — òîé æå âåêòîð 

i ix x e  ³ êîåô³ö³ºíòè ë³í³éíî¿ ôîðìè ib , 3,2,1i . ßêùî ë³í³éíà ôîðìà 

³íâàð³àíòíà, òî

, , 1, 2,3.i i k kb x b x i k                             (6.30)

Ï³äñòàâèìî ó ïðàâó ÷àñòèíó (6.30) âèðàç k ik ix x  (äèâ. (6.19)), òîä³ ìàºìî

( ) .i i ik k ib x b x                                  (6.31)

Çâ³äñè

, i ik kb b , 1,2,3.i k                           (6.32)

ßê áà÷èìî, êîåô³ö³ºíòè ë³í³éíî¿ ôîðìè b1, i = 1,2,3, ïåðåòâîðþþòüñÿ ïðè 
ïåðåõîä³ â³ä îäí³º¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò äî ³íøî¿ ÿê êîîðäèíàòè òåíçîðà 
ïåðøîãî ðàíãó (äèâ. (6.16)).

Àíàëîã³÷íî êîåô³ö³ºíòè ³íâàð³àíòíî¿ á³ë³í³éíî¿ ôîðìè ìàþòü âèãëÿä

,ij i jb x y , 1,2,3,i j                              (6.33)

äå õi ³ yj — êîîðäèíàòè äåÿêèõ âåêòîð³â x = (x1, x2, x3) ³ y = (y1, y2, y3) óòâî-
ðþþòü òåíçîð äðóãîãî ðàíãó. Ä³éñíî, íåõàé ó áàçèñi å1, å2, å3 á³ë³í³éíà 

ôîðìà ìàº âèãëÿä (6.33), à ó áàçèñi 1 2 3, ,  e e e — âèãëÿä ij i jb x y    ³ íåõàé

ij i j mn m nb x y b x y                                  (6.34)

äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîð³â x ³ y. Ï³äñòàâèâøè ó ïðàâó ÷àñòèíó ð³âíÿííÿ (6.34) 
âèðàç ñòàðèõ êîîðäèíàò âåêòîð³â õ ³ ó ÷åðåç íîâ³:

, m im ix x , n jn jy y                         (6.35)

îäåðæèìî

( )          ij i j mn im i jn j im jn mn i jb x y b x y b x y .              (6.36)
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Çâ³äñè ìàºìî

,ij im jn mnb b                                   (6.37)

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè (äèâ. (6.20)). Àíàëîã³÷íî ñóêóïí³ñòü êîåô³ö³ºíò³â 
³íâàð³àíòíî¿ ïîë³ë³í³éíî¿ ôîðìè ðàíãó ð  1 óòâîðþº òåíçîð ð-ãî ðàíãó. 

Á³ë³í³éíà ôîðìà íàçèâàºòüñÿ ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî bij = bji (çã³äíî ç (6.37), 
öÿ ð³âí³ñòü âèêîíóºòüñÿ â áóäü-ÿêîìó áàçèñ³, ÿêùî âîíà âèêîíóºòüñÿ õî÷ â 
îäíîìó ç íèõ). Ïîêëàâøè â ñèìåòðè÷í³é á³ë³í³éí³é ôîðì³ ó = õ, îòðèìàºìî 
òàê çâàíó êâàäðàòè÷íó ôîðìó:

.ij i jb x x                                       (6.38)

Êîåô³ö³ºíòè bij ³íâàð³àíòíî¿ êâàäðàòè÷íî¿ ôîðìè óòâîðþþòü ñèìåòðè÷íèé 
òåíçîð äðóãîãî ðàíãó (bij), äå bij = bji. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ìàºìî ñèìåòðè÷-
íèé òåíçîð (bij), òî â³í âèçíà÷àº ºäèíó êâàäðàòè÷íó ôîðìó bij xi xj. Îòæå, ì³æ 
ñèìåòðè÷íèìè òåíçîðàìè äðóãîãî ðàíãó ³ êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè âèêî-
íóºòüñÿ âçàºìíî îäíîçíà÷íà â³äïîâ³äí³ñòü.

Íåõàé ìàºìî (bik) — ñèìåòðè÷íèé òåíçîð äðóãîãî ðàíãó. Óòâîðèìî ç éî-
ãî äîïîìîãîþ êâàäðàòè÷íó ôîðìó bij xi jx  ³ ðîçãëÿíåìî ñóêóïí³ñòü âåêòîð³â 

x, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

1.ij i jb x x                                     (6.39)

Ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿä³ âèðaç (6.39) çàïèøåòüñÿ òàê:

.1222 322331132112
2
333

2
222

2
111  xxbxxbxxbxbxbxb      (6.40)

Ð³âíÿííÿ (6.40) º ð³âíÿííÿì ïîâåðõí³ äðóãîãî ïîðÿäêó, ÿêó íàçèâàþòü õà-
ðàêòåðèñòè÷íîþ ïîâåðõíåþ òåíçîðà (bij). Â îêðåìîìó âèïàäêó, êîëè âñ³ 
bij > 0, îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ åë³ïñî¿äà. Â³äîìî [8], ùî ïîâîðîòîì îñåé êîîð-
äèíàò ð³âíÿííÿ ïîâåðõí³ äðóãîãî ïîðÿäêó, ÿêå íå ìàº ïåðøèõ ñòåïåí³â xi, 
ìîæíà ïðèâåñòè äî êàíîí³÷íîãî âèãëÿäó:

2 2 2
1 1 2 2 3 3 1,x x x                                  (6.41)

äå 1 2 3, ,x x x    êîîðäèíàòè âåêòîðà x  ó íîâ³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò. Ïðè ïîâî-

ðîò³ ñèñòåìè êîîðäèíàò êîìïîíåíòè òåíçîðà (bij) òàêîæ ïåðåòâîðþþòüñÿ â 

ijb  ³, îòæå, ³íâàð³àíòíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà ìàòèìå âèãëÿä

1.   ij i jb x x                                     (6.42)

Ïîð³âíþþ÷è (6.41) ³ (6.42), áà÷èìî, ùî â íîâ³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò

11 1 ,b   22 2 ,b   33 3b   ,

0ijb   ïðè .i j                                 (6.43)

²íøèìè ñëîâàìè, òåíçîð íàáóâàº ä³àãîíàëüíîãî âèãëÿäó. Ïðè öüîìó íà-
ïðÿìêè îñåé íîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò íàçèâàþòü ãîëîâíèìè íàïðÿìêàìè 
òåíçîðà (bij), à ³ — ãîëîâíèìè çíà÷åííÿìè.
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Íåõàé òåïåð âåêòîð ó º êîë³íåàðíèì áóäü-ÿêîìó ãîëîâíîìó íàïðÿìêó, 
íàïðèêëàä, ïåðøîìó. Òîä³ â ñèñòåì³ êîîðäèíàò, îñ³ ÿêî¿ çá³ãàþòüñÿ ç ãî-
ëîâíèìè íàïðÿìêàìè òåíçîðà ïåðåòâîðåííÿ ,ij jb y   ïðîñòî ïîäîâæóº âåêòîð 

ó ó 1 ðàç³â. Çðîçóì³ëî, ùî öÿ âëàñòèâ³ñòü íå ïîâèííà çàëåæàòè â³ä âèáîðó 
ñèñòåìè êîîðäèíàò. Òîìó äëÿ âåêòîðà ó = (ó1, ó2, ó3), ÿêèé çá³ãàºòüñÿ ç ïåð-
øèì ãîëîâíèì íàïðÿìêîì, â äîâ³ëüí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò ïåðåòâîðåííÿ bijój

ìàòèìå âèãëÿä 1yi, i = 1,2,3.
Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàºìî ìîæëèâ³ñòü âèçíà÷èòè ãîëîâí³ çíà÷åííÿ ³ 

ãîëîâí³ íàïðÿìêè òåíçîðà äðóãîãî ðàíãó. Äëÿ öüîãî ñë³ä çíàéòè òàê³ çíà-
÷åííÿ , ïðè ÿêèõ îäíîð³äíà ñèñòåìà ð³âíÿíü

ijij yyb   àáî ( ) 0,  ij ij jb y , 1,2,3,i j              (6.44)

ìàº íåòðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê, òîáòî ò³ çíà÷åííÿ , ïðè ÿêèõ äîð³âíþº íóëþ 
âèçíà÷íèê ñèñòåìè (6.44):

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0.
b b b
b b b
b b b








 


                   (6.45)

Ð³âíÿííÿ (6.45) º ð³âíÿííÿì òðåòüîãî ñòóïåíÿ â³äíîñíî , òðè éîãî êî-
ðåíi i, i = 1,2,3, áóäóòü øóêàíèìè ãîëîâíèìè çíà÷åííÿìè òåíçîðà. Â³äîìî, 
ùî ãîëîâí³ çíà÷åííÿ ä³éñíîãî ñèìåòðè÷íîãî òåíçîða äðóãîãî ðàíãó çàâæäè 
º ä³éñíèìè ÷èñëàìè. Äàë³ ïîñë³äîâíî ï³äñòàâëÿºìî êîæíå i, i = 1,2,3, ó 
ñèñòåìó ð³âíÿíü (6.44). Â³äïîâ³äíèé äëÿ êîæíîãî ³, ³ = 1,2,3, ðîçâ’ÿçîê ñèñ-

òåìè (6.44) ó âèãëÿä³ òðüîõ ÷èñåë ,)(iky ³,k = 1,2,3, âèçíà÷àº êîìïîíåíòè âåê-

òîðà ó(³) ( ) ( ) ( )
1 2 3( , , )i i iy y y , ÿêèé º êîë³íåàðíèì äî îäíîãî ç ãîëîâíèõ íà-

ïðÿìê³â.
Òåïåð òðåáà ïîêàçàòè, ùî òðè ãîëîâí³ íàïðÿìêè º îðòîãîíàëüíèìè. Íå-

õàé òðè ãîëîâí³ çíà÷åííÿ ð³çí³ çà âåëè÷èíîþ, òîáòî 1  2  3. Ðîçãëÿíåìî 

äâà ãîëîâíèõ íàïðÿìêè, íàïðèêëàä, )1(
ky , ùî â³äïîâ³äàº 1 ³ 

)2(
ky , â³äïîâ³ä-

íî, 2. Îñê³ëüêè )1(
ky , )2(

ky  º ðîçâ’ÿçêàìè ñèñòåìè ð³âíÿíü (6.44), òî (1)
ik kb y 

(1)
1 iy  ³ (2) (2)

2ik k ib y y . Ïîìíîæèìî ïåðøó ãðóïó ð³âíÿíü íà )2(
iy , à äðó-

ãó — íà )1(
iy ³ â³çüìåìî ñóìó çà ³:

(1) (2) (1) (2)
1 ,ik k i i ib y y y y

(2) (1) (2) (1)
1 ,ik k i i ib y y y y , 1,2,3.i k                    (6.46)

Âíàñë³äîê ñèìåòð³¿ òåíçîðà bik = bki ë³â³ ÷àñòèíè ð³âíÿíü (6.46) áóäóòü îäíà-
êîâèìè. Çâ³äñè ìàºìî

(1) (2)
1 2( ) 0,i iy y                                (6.47)
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ùî ïðèâîäèòü (íàãàäàºìî, ùî 1  2) äî óìîâè îðòîãîíàëüíîñò³ âåêòîð³â 

y(1) ³ y(2): (1) (2) (1) (2) 0i iy y  y y  (äâà âåêòîðè îðòîãîíàëüí³, ÿêùî ¿õ ñêàëÿðíèé 

äîáóòîê äîð³âíþº íóëþ). Àíàëîã³÷ío ìîæíà äîâåñòè, ùî y (1)  y (3) ³ y (2) 
 y (3). Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî òðè âçàºìíî ïåðïåíäèêóëÿðí³ ãîëîâí³ íàïðÿì-
êè ³ñíóþòü ³ ó âèïàäêó, êîëè ð³âíÿííÿ (6.45) ìàº êðàòí³ êîðåí³ [1].

Âàæëèâå çíà÷åííÿ ìàþòü âåëè÷èíè, ÿê³ ñêëàäåí³ ³ç êîìïîíåíò òåíçîða 
³ ÿê³ íå çì³íþþòüñÿ ïðè ïåðåõîä³ äî íîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò. ¯õ íàçèâà-
þòü ³íâàð³àíòàìè òåíçîða. Âèçíà÷èìî ³íâàð³àíòè òåíçîða äðóãîãî ðàíãó, 
êîðèñòóþ÷èñü òèì, ùî ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü (6.45) º ãîëîâíèìè çíà÷åííÿìè 
òåíçîðà, à îòæå, íå çàëåæàòü â³ä âèáîðó ñèñòåìè êîîðäèíàò. Òîä³, ðîç-
êðèâøè âèçíà÷íèê (6.45), ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî êîåô³ö³ºíòè îòðèìà-
íîãî ð³âíÿííÿ, ÿê³ âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòè òåíçîðà bik, íå ïîâèíí³ 
çàëåæàòè â³ä ñèñòåìè êîîðäèíàò. Òàêèì ÷èíîì, çã³äíî ç (6.45) ìàºìî 
ð³âíÿííÿ

3 2
1 2 3 0.I I I                                (6.48)

Çâ³äñè øóêàí³ ³íâàð³àíòè òàê³:

1 11 22 33iiI b b b b     (ñë³ä òåíçîðà),

2 2 2
2 11 22 11 33 22 33 12 13 23 ,I b b b b b b b b b                      (6.49)

11 12 13

3 21 22 23

31 32 33

.
b b b

I b b b
b b b



Âèêîðèñòîâóþòü òàêîæ êîìá³íàö³þ ³íâàð³àíò³â ²1 ³ ²2 òàêîãî âèãëÿäó:

2 2 2 2 2 2 2
1 2 11 22 33 12 13 232 2 2 2 ,I I I b b b b b b                  (6.50)

ùî çàâæäè º äîäàòíîþ ñóìîþ êâàäðàò³â åëåìåíò³â òåíçîðà.
²íâàð³àíòè ²1, ²2, ²3 ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ãîëîâí³ çíà÷åííÿ 1, 2, 3, ÿê 

êîðåí³ ð³âíÿííÿ (6.48). Îñê³ëüêè ð³âíÿííÿ (6.48) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³

0))()(( 321   ,

òî çâ³äñè îòðèìàºìî òàê³ âèðàçè äëÿ ³íâàð³àíò³â:

1 1 2 3,    I   

2 1 2 1 3 2 3,       I                           (6.51)

3 1 2 3.  I            

Âçàãàë³, ÿêùî äåÿêà âåëè÷èíà ÿâëÿº ñîáîþ ñèìåòðè÷íèé òåíçîð äðóãîãî ðàí-
ãó, òî ¿¿ ô³çè÷íèé çì³ñò ôàêòè÷íî âèçíà÷àºòüñÿ òðüîìà ³íâàð³àíòàìè (6.49).
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6.2. Òâåðäå ïðóæíå ò³ëî ÿê àêóñòè÷íå
ñåðåäîâèùå

Ó ï. 4.1.1 áóëà ïîáóäîâàíà ìîäåëü àêóñòè÷íîãî ñåðåäîâèùà ó 
âèãëÿä³ ³äåàëüíî¿ ñòèñëèâî¿ ð³äèíè. Ïîì³ðêóºìî íàä òèì, ÿêèìè âëàñòèâî-
ñòÿìè ñë³ä äîïîâíèòè öþ ìîäåëü, ùîá ¿¿ ìîæíà áóëî âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ 
îïèñóâàííÿ õâèëüîâèõ ïðîöåñ³â ó òâåðäèõ ò³ëàõ. Çã³äíî ç ìîäåëëþ ³äåàëüíî¿ 
ñòèñëèâî¿ ð³äèíè ðîáîòà, ùî âèêîíóºòüñÿ íàä ð³äèíîþ (àáî ãàçîì), çàëå-
æèòü ò³ëüêè â³ä çì³íè ¿¿ îá’ºìó, ³ íå çàëåæèòü â³ä ôîðìè ïîñóäèíè, ó ÿê³é 
âîíà çíàõîäèòüñÿ. Ð³äèíè ÷èíÿòü îï³ð ïðè çì³í³ ¿õ îá’ºìó, àëå íå ÷èíÿòü 
îï³ð ïðè çì³í³ ôîðìè. Öÿ âëàñòèâ³ñòü âèçíà÷àºòüñÿ â³äîìèì çàêîíîì Ïàñ-
êàëÿ*, çã³äíî ç ÿêèì òèñê ïåðåäàºòüñÿ ó âñ³ ñòîðîíè îäíàêîâî. Íàïðèêëàä, 
ÿêùî ñòèñêàòè ð³äèíó ïîðøíåì, òî îäíàêîâèé òèñê áóäå ä³ÿòè ç áîêó 
ð³äèíè íà âñ³ ñò³íêè ïîñóäèíè. Ïðè öüîìó áóäü-ÿêà ñèëà òèñêó, ùî ä³º íà 
ð³äèíó àáî ïåðåäàºòüñÿ íåþ, çàâæäè ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïîâåðõí³ ñò³íêè: 
äîòè÷íà äî ïîâåðõí³ ñèëà, ùî íå çð³âíîâàæóºòüñÿ â³äñóòí³ì ó ð³äèí³ îïîðîì 
çì³í³ ôîðìè, íå ìîæå ³ñíóâàòè â óìîâàõ ð³âíîâàãè.

Òâåðä³ ïðóæí³ ò³ëà, íàâïàêè, ÷èíÿòü îï³ð çì³í³ ÿê îá’ºìó, òàê ³ ôîðìè. 
ßê êàæóòü, âîíè ÷èíÿòü îï³ð áóäü-ÿêîìó äåôîðìóâàííþ. Ðîáîòà ïîâèííà 
âèêîíóâàòèñÿ ³ â òîìó âèïàäêó, êîëè ìè õî÷åìî çì³íèòè ôîðìó ò³ëà, íå 
çì³íþþ÷è éîãî îá’ºì. Ìîæíà ââàæàòè, ùî âíóòð³øíÿ åíåðã³ÿ òâåðäîãî ò³ëà 
çàëåæèòü íå ò³ëüêè â³ä îá’ºìó, à é â³ä ôîðìè. Ç öèì ïîâ’ÿçàíà òà îáñòàâè-
íà, ùî äëÿ òâåðäèõ ò³ë çàêîí Ïàñêàëÿ íå ñïðàâäæóºòüñÿ. Òèñê, ùî ïåðå-
äàºòüñÿ  òâåðäèì ò³ëîì, áóäå ð³çíèì ó ð³çíèõ íàïðÿìêàõ. Òèñê, ùî âèíèêàº 
ó òâåðäîìó ò³ë³ ïðè éîãî äåôîðìóâàíí³, íàçèâàºòüñÿ ïðóæíèì íàïðóæåííÿì. 
Íà â³äì³íó â³ä òèñêó â ð³äèí³ ñèëà ïðóæíèõ íàïðóæåíü ó òâåðäîìó ò³ë³ ìî-
æå ìàòè áóäü-ÿêèé íàïðÿìîê â³äíîñíî ïëîùàäêè, íà ÿêó âîíà ä³º.

Îòæå, ó òâåðäîìó ò³ë³ êàðòèíà íàïðóæåíîãî ñòàíó á³ëüø ñêëàäíà ³ âèìà-
ãàº á³ëüø äåòàëüíîãî àíàë³çó êàðòèíè äåôîðìàö³é. ßê ïîáà÷èìî äàë³, òóò 
çàì³ñòü ñêàëÿð³â — òèñêó ³ ñòèñíåííÿ — ç’ÿâëÿþòüñÿ òåíçîð íàïðóæåííÿ ³ 
òåíçîð äåôîðìàö³é.

6.3. Òåíçîð íàïðóæåííÿ

Ó íåäåôîðìîâàíîìó ò³ë³ ðîçïîä³ë ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà â³äïî-
â³äàº éîãî ñòàíó òåïëîâî¿ ð³âíîâàãè. Ïðè öüîìó êîæíèé óìîâíî âèä³ëåíèé 
â ò³ë³ îá’ºì çíàõîäèòüñÿ â ñòàí³ ìåõàí³÷íî¿ ð³âíîâàãè. Çîâí³øí³ ñèëè, ùî 
ä³þòü íà ô³çè÷íå ò³ëî, ìîæíà â³äíåñòè àáî äî îá’ºìíèõ, òîáòî ðîçïîä³ëåíèõ 
ïî óñüîìó îá’ºìó ò³ëà (íàïðèêëàä, ñèëà òÿæ³ííÿ), àáî äî ïîâåðõíåâèõ, òîá-
òî ðîçïîä³ëåíèõ íà ïîâåðõí³ (íàïðèêëàä, òèñê, ùî ä³º íà ïîâåðõíþ, ÿêà 
îáìåæóº ò³ëî). Ïðè ä³¿ çîâí³øí³õ ñèë ò³ëî äåôîðìóºòüñÿ, òîáòî â³äáóâàºòüñÿ 
â³äíîñíå ïåðåì³ùåííÿ ÷àñòèíîê ò³ëà. Âíàñë³äîê öüîãî â ò³ë³ âèíèêàþòü 
âíóòð³øí³ ñèëè, ùî ïðîòèä³þòü ïðîöåñó äåôîðìóâàííÿ.

Íàãàäàºìî, ùî ìîäåëü àêóñòè÷íîãî ñåðåäîâèùà ÿâëÿº ñîáîþ ñóö³ëüíå 
ñåðåäîâèùå. Òîìó, ÿêùî óìîâíî âèä³ëèòè â äåôîðìîâàíîìó ò³ë³ îáëàñòü V, 
ÿêà îáìåæåíà ïîâåðõíåþ S (ðèñ. 6.3), òî ä³ÿ âíóòð³øí³õ ñèë íà ÷àñòèíêè, ùî

                                        
* Ïàñêàëü (Pascal) Áëåç (1623—1662) — ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê, ô³çèê ³ ô³ëîñîô.
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Ðèñ. 6.3. Óìîâíî âèä³ëåíà â ò³ë³ åëåìåí-
òàðíà ïëîùèíêà

çíàõîäÿòüñÿ ïîçà îáëàñò³ V ³ íàâ-
ïàêè, â³äáóâàºòüñÿ áåçïîñåðåäíüî 
êð³çü ïîâåðõíþ S. Âèä³ëèìî íà 
ïîâåðõí³ S ìàëèé ïîâåðõíåâèé 
åëåìåíò dS; cèëà, ùî ä³º íà íüîãî,
ìàº âèãëÿä dS,  — äåÿêèé 
ñê³í÷åííèé âåêòîð. Òî÷êîþ ïðèêëàäåííÿ âåêòîðà  ìîæíà ââàæàòè áóäü-
ÿêó òî÷êó, ùî íàëåæèòü åëåìåíòó dS. Îòæå, âåêòîð  ÿâëÿº ñîáîþ âåêòîð 
âíóòð³øí³õ çóñèëü, ùî ðîçðàõîâóþòüñÿ íà îäèíèöþ ïëîùèíè; éîãî íàçè-
âàþòü âåêòîðîì íàïðóæåííÿ â òî÷ö³.

Çóñèëëÿ dS º ñèëa âçàºìîä³¿ ÷àñòèí ò³ëà, ùî ïðèêëàäåí³ ç îäí³º¿ ³ ç 
äðóãî¿ ñòîðîíè äî ïîâåðõíåâîãî åëåìåíòà dS. Ïðè öüîìó çã³äíî ç íàïðÿì-
êîì íîðìàë³ n (ðèñ. 6.3) dS âèçíà÷àº ñèëó, ç ÿêîþ ÷àñòèíà ñåðåäîâèùà, 
ùî çíàõîäèòüñÿ ïîçà V, ä³º íà ÷àñòèíó, ùî íàëåæèòü V; ñèëà, ç ÿêîþ ÷àñ-
òèíà ñåðåäîâèùà â ñåðåäèí³ V ä³º íà ÷àñòèíó ò³ëà ïîçà V, íà îñíîâ³ ïðèí-
öèïó ð³âíîñò³ ä³¿ ³ ïðîòèä³¿ áóäå äîð³âíþâàòè –dS.

Âçàãàë³, áóäü-ÿêà ïëîùèíêà (òîáòî ïîâåðõíåâèé åëåìåíò), ùî óìîâíî 
ïðîâåäåíà âñåðåäèí³ ò³ëà, ðîçä³ëÿº äâ³ ÷àñòèíè ò³ëà, ùî ïðèìèêàþòü äî 
ïëîùèíêè. Äëÿ òîãî, ùîá ðîçð³çíÿòè äâ³ ÷àñòèíè ò³ëà, ïðîâîäÿòü íîðìàëü n
äî ïëîùèíêè ³ ïðèïèñóþòü ¿é äåÿêèé äîäàòíèé íàïðÿìîê (ðèñ. 6.3). Îòæå, 
ï³ä çóñèëëÿì, ÿêå ä³º íà ïëîùèíêó, ìè çàâæäè áóäåìî ðîçóì³òè ñèëó, ç 
ÿêîþ ÷àñòèíà ò³ëà, ùî çíàõîäèòüñÿ ç äîäàòíî¿ ñòîðîíè íîðìàë³, ä³º íà ÷àñ-
òèíó, ÿêà çíàõîäèòüñÿ ç â³ä’ºìíî¿ ñòîðîíè.

Òàêèì ÷èíîì, êîëè ðîçãëÿäàþòüñÿ çóñèëëÿ, ùî ä³þòü ç³ ñòîðîíè íàâêî-
ëèøíüîãî ñåðåäîâèùà íà ïîâåðõíþ S, ÿêà îáìåæóº äåÿêèé îá’ºì V, ñë³ä 
ïðîâåñòè íîðìàëü äî S, ÿêà áóäå çîâí³øíüîþ ùîäî V. ²íøèìè ñëîâàìè, ðîç-
òÿæí³ çóñèëëÿ ùîäî îáëàñò³ V ââàæàþòü äîäàòíèìè, à ñòèñêí³ (âåêòîðè  ³ 
n ìàþòü ïðîòèëåæí³ íàïðÿìêè) — â³ä’ºìíèìè. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, âåêòîð 
íàïðóæåííÿ  â äåÿê³é òî÷ö³ òâåðäîãî ò³ëà çàëåæèòü â³ä îð³ºíòàö³¿ ïëîùèí-
êè dS. Òîìó ñàìå ñóêóïí³ñòü âñ³õ âåêòîð³â íàïðóæåíü  â òî÷ö³ äëÿ âñ³õ íà-
ïðÿìê³â n âèçíà÷àº íàïðóæåíèé ñòàí ó òî÷ö³. Çðîçóì³ëî, ùî ìàºìî íå-
ñê³í÷åííó ìíîæèíó òàêèõ âåêòîð³â íàïðóæåííÿ!

Ïðîòå òàêà ñèòóàö³ÿ íå º áåçâèõ³äíîþ. Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî íàïðóæåíèé 
ñòàí â ñåðåäîâèù³ òðèâèì³ðíîãî ò³ëà çàïèñóºòüñÿ ó âèãëÿä³ òåíçîðà. Ïåðå-
êîíàºìîñÿ ó öüîìó. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íàïðóæåíèé ñòàí ïðè ïåðåõîä³ 
â³ä òî÷êè äî òî÷êè çì³íþºòüñÿ, àëå çàâæäè º ìîæëèâ³ñòü âèáðàòè â îêîë³ 
áóäü-ÿêî¿ òî÷êè äîñèòü ìàëó îáëàñòü, äëÿ ÿêî¿ íàïðóæåíèé ñòàí ìîæíà 
ââàæàòè îäíîð³äíèì. Çðîçóì³ëî, ùî òàêèé ï³äõ³ä ìîæëèâèé ò³ëüêè â ìåæàõ 
ïðèéíÿòî¿ ã³ïîòåçè ñóö³ëüíîãî ñåðåäîâèùà, ÿêà äîçâîëÿº ïåðåõ³ä äî ãðà-
íè÷íî ìàëèõ îá’ºì³â.

Ùîá îïèñàòè íàïðóæåíèé ñòàí ó òî÷ö³, óÿâèìî ñîá³, ùî êð³çü íå¿ ïðî-
âåäåíî òðè ïëîùèíêè, ïåðïåíäèêóëÿðí³ äî îñåé êîîðäèíàò â³äïîâ³äíî Îõ1, 
Îõ2, Îõ3 äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè, ïðè÷îìó çà äîäàòíèé íàïðÿìîê íîðìàëåé äî öèõ
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ïëîùèíîê â³çüìåìî äîäàòí³ íàïðÿìêè â³äïî-
â³äíèõ îñåé. Íåõàé íàïðóæåííÿ íà öèõ òðüîõ 
ïëîùèíêàõ ââàæàþòüñÿ âèçíà÷åíèìè. Äëÿ öüî-
ãî â îêîë³ äîñë³äæóâàíî¿ òî÷êè âèä³ëèìî åëå-
ìåíòàðíèé îá’ºì ó âèãëÿä³ ïðÿìîêóòíîãî 
ïàðàëåëåï³ïåäà (ðèñ. 6.4). ßêùî ðîçì³ðè 
ïàðàëåëåï³ïåäà çìåíøóâàòè, òî â³í áóäå ñòÿãó-
âàòèñÿ ó òî÷êó, òîä³ ãðàíè÷íî âñ³ ãðàí³ 
ïàðàëåëåï³ïåäà áóäóòü ïðîõîäèòè ÷åðåç òî÷êó. 
Òîìó íàïðóæåííÿ íà â³äïîâ³äíèõ ïëîùèíêàõ 

ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê íàïðóæåííÿ â äîñë³äæóâàí³é òî÷ö³.
Âåêòîð íàïðóæåííÿ íà êîæí³é ïëîùèíö³ ìîæíà ðîçêëàñòè íà òðè 

ñêëàäîâ³ ïî êîîðäèíàòíèõ îñÿõ Îõ1, Îõ2, Îõ3. Íàïðèêëàä, äëÿ âåêòîðà íà-
ïðóæåííÿ (3) íà ïëîùèíö³ x3 = const ìàºìî (ðèñ. 6.5):

3
(3)

1 31 2 32 3 33 3 3
1

.k k k k
k

    


    e e e e e              (6.52)

Àíàëîã³÷íî îäåðæóºìî âèðàç
(1)

1 , k ke (2)
2 . k ke                        (6.53)

Îòæå, ìàºìî äåâ’ÿòü ÷èñåë:

11 12 13

21 22 23

31 32 33

.ij

  
   

  
                                (6.54)

Íà ðèñ. 6.6 ïîêàçàí³ ñêëàäîâ³ âåêòîð³â íàïðóæåíü íà òðüîõ ãðàíÿõ ïàðà-
ëåëåï³ïåäà (òîáòî íà òðüîõ âçàºìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ïëîùèíêàõ, ùî ïðî-
õîäÿòü êð³çü äîñë³äæóâàíó òî÷êó ò³ëà). Îñê³ëüêè âèä³ëåíèé ïàðàëåëåï³ïåä 
çíàõîäèòüñÿ ó ñòàí³ ð³âíîâàãè, òî íà éîãî ïðîòèëåæíèõ (íåâèäèìèõ) ãðàíÿõ 
(ðèñ. 6.6) âèíèêàþòü â³äïîâ³äíî ò³ æ íàïðóãè, àëå ïðîòèëåæíî íàïðàâëåí³.

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî äåâ’ÿòè âåëè÷èí (6.54) äîñèòü, ùîá ïîâí³ñòþ îïè-
ñàòè âíóòð³øí³é íàïðóæåíèé ñòàí ³ ùî ij — ä³éñíî òåíçîð. Äëÿ öüîãî ñë³ä 
ïåðåêîíàòèñÿ ó òîìó, ùî çà â³äîìèìè äåâ’ÿòè ÷èñëàìè (6.54) äëÿ äåÿêî¿ 

òî÷êè ò³ëà ìîæíà çíàéòè âåêòîð íàïðóæåííÿ ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3( , , )n n n n    íà äî-

â³ëüíî îð³ºíòîâàí³é ïëîùèíö³, ÿêà ïðîõîäèòü 
êð³çü äîñë³äæóâàíó òî÷êó.

Ùå ðàç âèä³ëèìî â îêîë³ äîñë³äæóâàíî¿ òî÷êè 
åëåìåíòàðíèé îá’ºì, àëå âæå íå ó âèãëÿä³ ïàðà-
ëåëåï³ïåäà, à ó âèãëÿä³ òåòðàåäðà (ðèñ. 6.7). Òðè 
ãðàí³ âèä³ëåíîãî åëåìåíòà çá³ãàþòüñÿ ç êîîðäè-

Ðèñ. 6.5. Ðîçêëàäàííÿ âåêòîðà (3), ùî ä³º íà åëåìåíò 
ïîâåðõí³ x3 = const, íà òðè êîìïîíåíòè

Ðèñ. 6.4. Âåêòîð íàïðóæåííÿ 
íà ãðàíÿõ ïàðàëåëåï³ïåäà
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Ðèñ. 6.6. Êîìïîíåíòè âåêòîðà íàïðóæåííÿ íà ãðà-
íÿõ îá’ºìíîãî åëåìåíòà

íàòíèìè ïëîùèíàìè äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êî-
îðäèíàò, à ÷åòâåðòà º ïëîùèíîþ çàãàëüíîãî 
ïîëîæåííÿ. ¯¿ îð³ºíòàö³þ ó ïðîñòîð³ âèçíà-
÷àþòü íàïðÿìí³ êîñèíóñè íîðìàë³ n = (n1, 
n2, n3):

1 1 2 2 3 3.n n n  n e e e          (6.55)

ßêùî ïëîùèíó ãðàí³ ABC åëåìåíòàðíîãî òåòðàåäðà (ðèñ. 6.7) ïîçíà÷èòè dS, 
òî ïëîù³ ãðàíåé ÎÂÑ, ÎÀÂ, ÎÀÑ â³äïîâ³äíî áóäóòü ìàòè âèãëÿä

 cosi i idS dS n dS n e , 1,2,3.i                  (6.56)

Åëåìåíòàðíèé òåòðàåäð (ðèñ. 6.7) ìàº òàê³ ñàì³ âëàñòèâîñò³, ÿê ³ ðîçãëÿ-
íóòèé âèùå ïàðàëåëåï³ïåä. Ïðè çìåíøåíí³ ðîçì³ð³â â³í ñòÿãóºòüñÿ â òî÷êó, 
³ îòæå, âñ³ ¿¿ ãðàí³ ïðîõîäÿòü êð³çü öþ òî÷êó. Òîìó íàïðóæåííÿ íà ãðàíÿõ 
åëåìåíòàðíîãî òåòðàåäðà ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê íàïðóæåííÿ â äîñë³äæóâàí³é 
òî÷ö³, àëå íà îð³ºíòîâàíèõ ïî-ð³çíîìó ïëîùèíêàõ.

Îñê³ëüêè âèä³ëåíèé íà ðèñ. 6.7 îá’ºì ó âèãëÿä³ òåòðàåäðà ïåðåáóâàº ó 
ð³âíîâàç³, ñóìà âñ³õ ñèë, ùî ä³þòü íà ãðàí³ òåòðàåäðà, ïîâèííà äîð³âíþâàòè 
íóëþ. Îá’ºìí³ ñèëè òóò ìîæíà íå âðàõîâóâàòè, îñê³ëüêè âîíè ïðîïîðö³éí³ 
õ1õ2õ3 ³ ïðè õ³  0 áóäóòü íåñê³í÷åííî ìàëèìè ïîð³âíÿíî ç ïîâåðõíå-
âèìè, ÿê³ ïðîïîðö³éí³ õ1õ2, õ2õ3 ³ ò. ï. Òîä³ ñóìà ïðîåêö³é ïîâåðõíåâèõ 
ñèë íà êîæíó êîîðäèíàòíó â³ñü äîð³âíþº íóëþ. Íàïðèêëàä, äëÿ îñ³ Îõ1

ìàºìî
( )
1 11 1 21 2 31 3 0n dS n dS n dS n dS       .              (6.57)

Çíàêè ì³íóñ â ð³âíÿíí³ (6.57) îáóìîâëåí³ òèì, ùî çîâí³øí³ íîðìàë³ äî
ïëîùèíîê OAB, OBC, OAC ïðîòèëåæí³ áàçèñíèì âåêòîðàì å1, å2, å3 êîîð-
äèíàòíî¿ ñèñòåìè. Ñêîðî÷óþ÷è íà dS ³ çàïèñóþ÷è ïîä³áí³ ð³âíÿííÿ äëÿ 
îñåé Îõ2 ³ Îõ3, îòðèìóºìî

( )
1 11 1 21 2 31 3,     n n n n       

( )
2 12 1 22 2 32 3,     n n n n (6.58)

( )
3 13 1 23 2 33 3,     n n n n        

àáî, êîðîòêî,
( ) .n
i ji jn           (6.59)

Ðèñ. 6.7. Âåêòîð ³ êîìïîíåíòè íàïðóæåí-
íÿ íà ïîâåðõíÿõ åëåìåíòàðíîãî òåòðàåä-
ðà
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Ðèñ. 6.8. Êîìïîíåíòè ñèë, ùî ä³þòü íà ãðàí³ ïå-
ðåð³çó ìàëåíüêîãî êóáèêà

Îòæå, ìè ä³éñíî ìîæåìî âèðàçèòè âåêòîð 

íàïðóæåííÿ ( ) ( ) ( )
1 2( , ,n n n  ( )

3 )
n , ùî ä³º 

íà äîâ³ëüíî îð³ºíòîâàíó ïëîùèíêó ç âåêòî-
ðîì íîðìàë³ n = (n1, n2, n3) ÷åðåç âåëè÷èíè 
ij ³ ïîâí³ñòþ îïèñàòè âíóòð³øí³é íàïðóæå-
íèé ñòàí. Ñï³ââ³äíîøåííÿ (6.59) äîçâîëÿº 
ñòâåðäæóâàòè (äèâ. 6.1.3), ùî âåëè÷èíè ij çà-
äàþòü òåíçîð äðóãîãî ðàíãó, àäæå (n) ³ n —
âåêòîðè. 

Òåíçîð ij íàçèâàþòü òåíçîðîì íàïðó-
æåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî òåíçîð íàïðóæåííÿ º ñèìåòðè÷íèì (ji = ij). Äëÿ öüî-
ãî ðîçãëÿíåìî åëåìåíòàðíèé êóáèê, ðåáðà ÿêîãî çá³ãàþòüñÿ ç â³äð³çêàìè 
êîîðäèíàòíèõ îñåé. Íà ðèñ. 6.8 íàâåäåíî ïåðåð³ç êóáèêà ïëîùèíîþ õ3 = 0. 
Ñòð³ëêàìè ïîêàçàí³ êîìïîíåíòè ñèë, ùî ä³þòü íà éîãî ãðàí³. Äëÿ ð³âíîâà-
ãè êóáèêà íåîáõ³äíî, ùîá ñóìè ä³þ÷èõ íà íüîãî ñèë ³ ìîìåíò³â äîð³âíþ-
âàëè íóëþ. Ð³âí³ñòü íóëþ ñóìè ñèë çàáåçïå÷óºòüñÿ òèì, ùî çíà÷åííÿ ñèë, 
ÿê³ ä³þòü íà ïðîòèëåæíèõ ãðàíÿõ, ìàþòü áóòè ð³âíèìè, à ñàì³ ñèëè — ïðî-
òèëåæíèìè çà íàïðÿìêîì. Ð³âí³ñòü íóëþ ìîìåíòó, ó äàíîìó âèïàäêó íàâ-
êîëî îñ³ Îõ3, îçíà÷àº ð³âí³ñòü íóëþ äîáóòêó 12 – 21 íà äîâæèíó ðåáðà êó-
áèêà. Çâ³äñè îòðèìàºìî 12 = 21. Àíàëîã³÷íî äîâîäèòüñÿ ð³âí³ñòü 31 = 13, 
23 = 32. Îòæå, ñèìåòð³ÿ òåíçîðà (ij) äîâåäåíà. Òàêèì ÷èíîì, òåíçîð íà-
ïðóæåííÿ âèçíà÷àºòüñÿ íå äåâ’ÿòüìà âåëè÷èíàìè, à ò³ëüêè ø³ñòüìà. Ç óðàõó-
âàííÿì ñèìåòð³¿ òåíçîða jk ð³âí³ñòü (6.59) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿä³ 

( ) .n
i ij jn                                         (6.60)

Êîìïîíåíòè òåíçîða íàïðóæåííÿ 11, 22, 33 íàçèâàþòü íîðìàëüíèìè íà-
ïðóæåííÿìè, à 12, 23 ³ ò. ä. — äîòè÷íèìè íàïðóæåííÿìè.

Çàâäÿêè ñèìåòð³¿ òåíçîðà ij éîãî ìîæíà îïèñàòè õàðàêòåðèñòè÷íîþ ïî-
âåðõíåþ ó âèãëÿä³ åë³ïñî¿äà ç òðüîìà ãîëîâíèìè îñÿìè (äèâ. ï. 6.1.4). Íà 
ïëîùèíêàõ, ÿê³ ïåðïåíäèêóëÿðí³ äî ãîëîâíèõ îñåé (¿õ òàêîæ íàçèâàþòü ãî-
ëîâíèìè ïëîùèíêàìè), íàïðóæåíèé ñòàí ìàº 
ïðîñòèé âèãëÿä (ðèñ. 6.9): òóò íàïðóæåííÿ 
â³äïîâ³äàº ïðîñòîìó ñòèñíåííþ àáî ðîçòÿã-
íåííþ ó íàïðÿìêó ãîëîâíèõ îñåé. Öå 
ãîëîâí³ çíà÷åííÿ òåíçîðà íàïðóæåííÿ, ÿê³ 
íàçèâàþòü ãîëîâíèìè íîðìàëüíèìè íàïðóæåí-
íÿìè 1, 2, 3. Íà öèõ ïëîùèíêàõ íåìàº 
æîäíèõ çñóâíèõ ñèë. Îòæå, íàïðóæåíèé  
ñòàí ïîâí³ñòþ âèçíà÷àºòüñÿ ãîëîâíèìè íà-

Ðèñ. 6.9. Êîìïîíåíòè âåêòîðà íàïðóæåííÿ íà ãî-
ëîâíèõ ïëîùèíêàõ òåíçîðà íàïðóæåííÿ
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ïðóæåííÿìè ³ îð³ºíòàö³ºþ ãîëîâíèõ ïëîùèí. Çàì³ñòü øåñòè ñêëàäîâèõ òåí-
çîðà ij òóò ìè ìàºìî ñïðàâó ç òðüîìà ãîëîâíèìè íàïðóæåííÿìè 1, 2, 3 ³ 
òðüîìà îäèíè÷íèìè íîðìàëüíèìè âåêòîðàìè, ùî âèçíà÷àþòü ãîëîâí³ íà-
ïðÿìêè òåíçîðà íàïðóæåííÿ.

Çâ³äñè â ñèñòåì³ êîîðäèíàò, ùî â³äïîâ³äàþòü ãîëîâíèì îñÿì òåíçîða, 
ñï³ââ³äíîøåííÿ (6.60) íàáóâàþòü ïðîñòîãî âèãëÿäó:

( )
1 1 1
n n   , ( )

2 2 2
n n   , ( )

3 3 3,
n n                    (6.61)

äå ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3( , , )n n n n     — âåêòîð íàïðóæåííÿ ó òî÷ö³, 1 2 3( , , )n n n  n —

êîîðäèíàòè âåêòîðà íîðìàë³ íà äîâ³ëüíî îð³ºíòîâàí³é ïëîùèíö³ â ñèñòåì³ 

ãîëîâíèõ îñåé. Îñê³ëüêè 2 2 2
1 2 3 1n n n     , òî ³ç (6.61) îòðèìàºìî

22 2 ( )( ) ( )
31 2

1 2 3

1.
nn n  

  

      
      

     
                    (6.62)

Ð³âíÿííþ (6.62) ìîæíà äàòè íàî÷íå ïîÿñíåííÿ, à ñàìå: ãåîìåòðè÷íå ì³ñöå 

ê³íö³â âåêòîðà íàïðóæåííÿ â äîñë³äæóâàí³é òî÷ö³ ( ) ( ) ( )
1 2( , ,n n n   ( )

3 )
n 

óòâîðþº åë³ïñî¿ä, ï³âîñ³ ÿêîãî º ãîëîâí³ íàïðóæåííÿ 1, 2, 3. Îòðèìàíèé 
åë³ïñî¿ä íîñèòü íàçâó åë³ïñî¿äà íàïðóæåííÿ.

Âçàãàë³, òåíçîð íàïðóæåííÿ ó òâåðäîìó ò³ë³, à òàêîæ éîãî åë³ïñî¿ä çì³-
íþþòüñÿ â³ä òî÷êè äî òî÷êè, òîìó äëÿ îïèñóâàííÿ âñüîãî ò³ëà òðåáà çàäàòè 
êîæíó êîìïîíåíòó òåíçîðà ij ÿê ôóíêö³þ ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò. Òàêèì 
÷èíîì, òåíçîð íàïðóæåííÿ º ïîëåì. Ìè âæå çóñòð³÷àëèñÿ ç³ ñêàëÿðíèì ïî-
ëåì òèñêó ³ âåêòîðíèì ïîëåì øâèäêîñò³, äëÿ ÿêîãî â êîæí³é òî÷ö³ çàäàâà-
ëîñÿ òðè ÷èñëà. Òåïåð ìàºìî ïðèêëàä òåíçîðíîãî ïîëÿ, ùî çàäàºòüñÿ â êîæ-
í³é òî÷ö³ ïðîñòîðó äåâ’ÿòüìà ÷èñëàìè, ³ç ÿêèõ äëÿ ñèìåòðè÷íîãî òåíçîða
íàïðóæåííÿ ij ðåàëüíî çàëèøàºòüñÿ ò³ëüêè ø³ñòü. Îòæå, ùîá ïîâí³ñòþ îïè-
ñàòè âíóòð³øí³ ñèëè â äîâ³ëüíîìó òâåðäîìó ò³ë³, òðåáà çíàòè ø³ñòü ôóíêö³é 
ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò õ1, õ2, õ3.

6.4. Òåíçîð äåôîðìàö³¿

ßêùî êîæíà òî÷êà òâåðäîãî ò³ëà îòðèìàëà îäíå ³ òå ñàìå çì³-
ùåííÿ, òî öå îçíà÷àº, ùî ò³ëî ïåðåì³ñòèëîñÿ ïîñòóïàëüíî. Ó öüîìó ðàç³ 
äåôîðìàö³¿ ò³ëà â³äñóòí³ ³ í³ÿêèõ âíóòð³øí³õ íàïðóæåíü â ò³ë³ íå âèíèêëî. 
Âíóòð³øí³ íàïðóæåííÿ âèíèêàþòü ò³ëüêè òîä³, êîëè â³äñòàí³ ì³æ òî÷êàìè 
ò³ëà çì³íþþòüñÿ. Íåõàé xi ³ xi + dxi, i = 1,2,3, — êîîðäèíàòè äâîõ íåñê³í÷åí-
íî áëèçüêèõ òî÷îê, êâàäðàò â³äñòàí³ ì³æ ÿêèìè äî äåôîðìàö³¿ ñòàíîâèòü

3
2 2 2

1
( ) .i i i i

i
dl dx dx dx dx



                          (6.63)

Ïðè äåôîðìàö³¿ òî÷êè çì³ùóþòüñÿ; òàêå çì³ùåííÿ áóäåìî îïèñóâàòè âåê-
òîðîì çì³ùåííÿ u = (u1, u2, u3). Çðîçóì³ëî, ùî êîæíà êîîðäèíàòà âåêòîðà 
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çì³ùåííÿ º ôóíêö³ºþ êîîðäèíàò, òîáòî ui = (x1, x2, x3)  ui (xk). Ï³ñëÿ äå-
ôîðìàö³¿ êîîðäèíàòè âèçíà÷åíèõ òî÷îê áóäóòü ìàòè âèãëÿä

)( kii xux   ³  ( ) .i
i i i k k i i i k k

k

ux dx u x dx x dx u x dx
x

 
         

Òîä³ êâàäðàò â³äñòàí³ ì³æ òî÷êàìè ï³ñëÿ äåôîðìàö³¿ òàêèé:

 
2

2 2 2i i i i
i k i i k k m

k k k m

u u u udl dx dx dx dx dx dx dx
x x x x

              
.    (6.64)

Âèêîðèñòîâóþ÷è î÷åâèäí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ:

ki
i

k
ki

k

i
ki
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i dxdx
x
udxdx

x
udxdx

x
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çàïèñóºìî  2dl  ó âèãëÿä³

   2 2 .i k m m
i k

k i i k

u u u udl dl dx dx
x x x x

             
            (6.65)

Îòæå, ïðèð³ñò êâàäðàòó â³äñòàí³ ì³æ äâîìà áëèçüêèìè òî÷êàìè äîð³âíþº

   2 2 ,i k m m
i k

k i i k

u u u udl dl dx dx
x x x x

             
            (6.66)

àáî

   2 2 2 ,ik i kdl dl u dx dx                              (6.67)

äå

1 .
2

i k m m
ik

k i i k

u u u uu
x x x x

    
       

                       (6.68)

Îñê³ëüêè (dl )2 — (dl )2 º ñêàëÿð, à dxi ³ dxk — âåêòîðè, òî (äèâ. ï. 6.1.4) uik º 
òåíçîðîì äðóãîãî ðàíãó, ÿêèé íàçèâàºòüñÿ òåíçîðîì äåôîðìàö³é. Î÷åâèäíî, 
òåíçîð äåôîðìàö³¿ ñèìåòðè÷íèé (uik = uki). ßêùî âñ³ êîìïîíåíòè òåíçîða uik

äîð³âíþþòü íóëþ, òî öå îçíà÷àº, ùî â³äñòàíü ì³æ ÷àñòèíêàìè ò³ëà íå 
çì³íþºòüñÿ ³ âîíî ðóõàºòüñÿ, ÿê àáñîëþòíî æîðñòêå ò³ëî.

Ó âèïàäêó ìàëèõ äåôîðìàö³é â (6.68) ìîæíà îáìåæèòèñÿ ë³í³éíèìè 
â³äíîñíî ui ÷ëåíàìè, òîä³

1 .
2

i k
ik

k i

u uu
x x

  
    

                              (6.69)
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Âèçíà÷èìî ô³çè÷íèé çì³ñò êîìïîíåíò ë³íåàðèçîâàíîãî òåíçîðà äåôîð-
ìàö³é (6.69). Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ä³àãîíàëüí³ êîìïîíåíòè (êîìïîíåíòè ç 
äâîìà îäíàêîâèìè ³íäåêñàìè), íàïðèêëàä u11 = u1/x1. Íåõàé x1 ³ x1 + dx1 —
äâ³ áëèçüê³ òî÷êè, ùî ëåæàòü íà îñ³ Ox1. Ï³ñëÿ äåôîðìàö³¿ ö³ òî÷êè ìî-
æóòü çì³ñòèòèñÿ ç îñ³ Ox1, àëå ¿õ êîîðäèíàòè âçäîâæ îñ³ Ox1 áóäóòü â³ä-
ïîâ³äíî x1 + u1(x1, x2, x3) ³ x1 + dx1 + u1 (x1 + dx1, x2, x3). Äî äåôîðìàö³¿ 
â³äñòàíü ì³æ òî÷êàìè áóëà dx1, a ï³ñëÿ äåôîðìàö³¿ â³äñòàíü âçäîâæ îñ³ Ox1

ñòàëà 1
1

1
1111111 )()( dx

x
udxxudxxudx 










 . Ïðèð³ñò â³äñòàí³ ì³æ òî÷-

êàìè äîð³âíþº  1 1 1/u x dx  . ßêùî éîãî ïîä³ëèòè íà ïî÷àòêîâó â³äñòàíü 

dx1, òî îòðèìàºìî â³äíîñíå âèäîâæåííÿ âçäîâæ îñ³ Ox1. Îòæå, ä³àãîíàëüí³ 

êîìïîíåíòè òåíçîðà äåôîðìàö³é (6.69): 
1

1
11 x

uu



 , 
2

2
22 x

uu



 , 
3

3
33 x

uu





âèçíà÷àþòü â³äíîñíå âèäîâæåííÿ âçäîâæ êîîðäèíàòíèõ îñåé Ox1, Ox2, Ox3.
Âèçíà÷èìî çì³íó îá’ºìó V = dx1dx2dx3 åëåìåíòàðíîãî ïàðàëåëåï³ïåäa ç 

äîâæèíàìè ðåáåð dx1, dx2, dx3. Ï³ñëÿ äåôîðìàö³¿, ÿê áóëî ïîêàçàíî, äîâæè-
íè ðåáåð ñòàíîâëÿòü (1 + u11)dx1, (1 + u22)dx2, (1 + u33)dx3. Îñê³ëüêè ìè ðîç-
ãëÿäàºìî ìàë³ äåôîðìàö³¿, òî ìîæíà íå âðàõîâóâàòè êâàäðàòè÷í³ ³ êóá³÷í³ 
ïî ui ÷ëåíè, òîä³ îá’ºì ïàðàëåëåï³ïåäa ï³ñëÿ äåôîðìàö³¿ áóäå âèçíà÷àòèñÿ 
ÿê V  = (1 + u11 + u22 + u33)dx1dx2dx3. Äëÿ â³äíîñíî¿ çì³íè îá’ºìó ìàºìî

11 22 33 ,kk
V V u u u u
V
 

                         (6.70)

òîáòî ñë³ä òåíçîða (6.69). Ñë³ä òåíçîða º ³íâàð³àíòíèì, îòæå â³äíîñíà çì³íà 
îá’ºìó, ÿê ³ ïîâèííî áóòè, íå çàëåæèòü â³ä âèáîðó ñèñòåìè êîîðäèíàò. Ðà-
çîì ç öèì (V  – V ) /V äîð³âíþº àêóñòè÷íîìó ñòèñíåííþ s ç ïðîòèëåæíèì 
çíàêîì (äèâ. (4.18)), à ñóìà ä³àãîíàëüíèõ êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàö³é º 
äèâåðãåíö³ºþ âåêòîðà çì³ùåííÿ u = (u1, u2, u3). Îòæå,

div( ) .kku s  u                               (6.71)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð íåä³àãîíàëüí³ êîìïîíåíòè òåíçîðà äåôîðìàö³é (êîì-
ïîíåíòè ç ð³çíèìè ³íäåêñàìè), íàïðèêëàä u12. Â³çüìåìî çíîâó åëåìåíòàð-
íèé ïàðàëåëåï³ïåä ç ðåáðàìè äîâæèíîþ dx1, dx2, dx3, ÿê³ ïàðàëåëüí³ îñÿì 
êîîðäèíàò. Íà ðèñ. 6.10 çîáðàæåíà ãðàíü ïàðàëåëåï³ïåäa, ùî äî äåôîðìàö³¿ 
ëåæàëà â ïëîùèí³ x1x2. Âíàñë³äîê äåôîðìàö³¿ âåðøèíè Î, À, Â, Ñ çì³ñòèëè-
ñÿ ³, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, âèéøëè ç ïëîùèíè õ1 õ2. Íåõàé O , A, B , C  —
ïðîåêö³¿ íîâèõ ïîëîæåíü â³äïîâ³äíèõ òî÷îê íà ïëîùèíó õ1 õ2. Âðàõîâóþ÷è 
ìàë³ñòü äåôîðìàö³é ³, â³äïîâ³äíî, êóò³â 1, 2 (ðèñ. 6.10), îòðèìóºìî

2 2 2
1 1

1 1

( ) ( )
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u A u O u

dx x
 

 
  


1 1 1

2 2
2 2

( ) ( )
tg ,

u C u O u
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Ðèñ. 6.10. Ïðîåêö³ÿ íåäåôîðìîâàíîãî (OABC) ³ äåôîð-
ìîâàíîãî (O AB C ) åëåìåíò³â íà ïëîùèíó õ1 Îõ2

2 1
12 1 2 12 21

1 2

2 .u uu u u
x x

  
     
 

   (6.72)

Òàêèì ÷èíîì, ñóìà ñèìåòðè÷íèõ íåä³àãî-
íàëüíèõ êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàö³é uik + 
+ uki âèçíà÷àº äåôîðìàö³þ ïðÿìîãî êóòà ì³æ â³ä-
ïîâ³äíèìè îñÿìè êîîðäèíàò. Çðîçóì³ëî, ùî çì³-
íà êóò³â º íàñë³äêîì çñóâó ãðàíåé ïàðàëåëåï³-
ïåäa. Îòæå, íåä³àãîíàëüí³ êîìïîíåíòè òåíçîðà 

äåôîðìàö³é (uik) îïèñóþòü äåôîðìàö³¿ çñóâó.
ßê ìè âæå çíàºìî, ñèìåòðè÷íèé òåíçîð ìàº ñèñòåìó ãîëîâíèõ îñåé. Ó ö³é 

ñèñòåì³ êîîðäèíàò òåíçîð äåôîðìàö³é ïðèâîäèòüñÿ äî ä³àãîíàëüíîãî âèãëÿ-
äó â áóäü-ÿê³é òî÷ö³ ñåðåäîâèùà. Îòæå, äîâ³ëüíó äåôîðìàö³þ ìîæíà îïèñà-
òè ò³ëüêè çà ðàõóíîê âèäîâæåííÿ ³ ñêîðî÷åííÿ âçäîâæ îñåé êîîðäèíàò. Íà-
ïðèêëàä, îäíîð³äíó äåôîðìàö³þ çñóâó êóáèêà ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñó-
êóïí³ñòü ñòèñíåííÿ âçäîâæ îäí³º¿ ç ä³àãîíàëåé ³ ðîçòÿãíåííÿ âçäîâæ ³íøî¿.

6.5. Çàêîí Ãóêà

Âíóòð³øí³ íàïðóæåííÿ â òâåðäèõ ò³ëàõ âèçíà÷àþòüñÿ äåôîð-
ìàö³ÿìè ò³ëà, ïîä³áíî äî òîãî ÿê òèñê â ð³äèí³ âèçíà÷àºòüñÿ ¿¿ ñòèñíåííÿì. 
Çâ’ÿçîê ì³æ íàïðóæåííÿìè ³ äåôîðìàö³ÿìè ìîæå áóòè ð³çíîãî òèïó, öå âè-
çíà÷àºòüñÿ ìîäåëëþ äîñë³äæóâàíîãî ñåðåäîâèùà. Íàäàë³ áóäåìî ðîçãëÿäàòè 
ò³ëüêè ò³ëà ç ë³í³éíîþ ïðóæí³ñòþ, òîáòî ò³ëà, äëÿ ÿêèõ çâ’ÿçîê ì³æ êîìïî-
íåíòàìè íàïðóæåííÿ ³ äåôîðìàö³¿ ë³í³éíèé.

Ïðîâîäÿ÷è äîñë³äè ç ïðîâîëîêîþ, Ãóê* îòðèìàâ ë³í³éíèé çâ’ÿçîê ì³æ 
íàâàíòàæåííÿì ³ ïåðåì³ùåííÿì ³ ó 1676 ð. ñôîðìóëþâàâ çàêîí “Ut tension 
sic vis” — “ßêà ñèëà, òàêà äåôîðìàö³ÿ”. Ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì ïåðâ³ñ-
íîãî çàêîíó ìîæíà ââàæàòè óçàãàëüíåíèé çàêîí Ãóêà.

Êîìïîíåíòè íàïðóæåííÿ â äàí³é òî÷ö³ ò³ëà ñóòü ë³í³éí³ ³ îäíîð³äí³ ôóíêö³¿ 
êîìïîíåíò äåôîðìàö³¿ â ö³é ñàì³é òî÷ö³ (³ íàâïàêè).

Çðîçóì³ëî, ùî ìîâà éäå ïðî ìàë³ äåôîðìàö³¿. Îòæå, êîæíà êîìïîíåíòà 
òåíçîðà íàïðóæåííÿ ë³í³éíî çâ’ÿçàíà ç óñ³ìà êîìïîíåíòàìè òåíçîðà äå-
ôîðìàö³¿. Íàïðèêëàä,

11 1111 11 1112 12 1113 13 1121 21C u C u C u C u     

    1122 22 1123 23 1131 31 1132 32 1133 33,C u C u C u C u C u

äëÿ ³íøèõ âîñüìè êîìïîíåíò ij ìàºìî â³ñ³ì àíàëîã³÷íèõ ð³âíÿíü, äå Ñ —

ñòàë³. Òàêèì ÷èíîì, çàêîí Ãóêà â óçàãàëüíåí³é ôîðì³ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿä³

.ij ijke keC u                                      (6.73)

                                        
* Ãóê (Hooke) Ðîáåðò (1635—1703) — àíãë³éñüêèé ô³çèê.
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Ð³âíÿííÿ (6.73) çàì³íþº äåâ’ÿòü ð³âíÿíü, ó êîæíîìó ç ÿêèõ ñïðàâà ìàº-
ìî äåâ’ÿòü ÷ëåí³â. Âñüîãî ìàºìî 81 êîåô³ö³ºíò Ñijke.

Ïîêàæåìî, ùî 81 êîåô³ö³ºíò Ñijke óòâîðþþòü òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãó. 
Ñóêóïí³ñòü ³ç 81 ÷èñåë Ñijke, óòâîðþº òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãó, ÿêùî ö³ ÷èñ-
ëà ïðè çì³í³ ñèñòåìè êîîðäèíàò ïåðåòâîðþþòüñÿ íà ijkeC   (äèâ. (6.21)), äå

.ijke im jn kq ep mnqpC C                                  (6.74)

Äëÿ äîâåäåííÿ âèêîðèñòîâóºìî òàê³ ñï³ââ³äíîøåííÿ:

,ij im jn mn                                      (6.75)

,mn mnqp qpC u                                   (6.76)

.qp qk pe keu u                                    (6.77)

Êîìá³íóþ÷è (6.75)—(6.77), îòðèìóºìî

.ij im jn qk pe mnqp keC u                                 (6.78)

Ðàçîì ç òèì

.ij mnke keC u                                       (6.79)

Ïîð³âíþþ÷è êîåô³ö³ºíòè â ð³âíÿííÿõ (6.78) ³ (6.79), îòðèìóºìî çàêîí ïå-
ðåòâîðåííÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãó (6.74) ïðè çì³í³ ñèñòåìè 
êîîðäèíàò.

Òàêèì ÷èíîì, (Ñijke) º òåíçîð, ùî âèêîðèñòîâóºòüñÿ ÿê ô³çè÷íà õàðàêòå-
ðèñòèêà ñåðåäîâèùà. Éîãî íàçèâàþòü òåíçîðîì ïðóæíîñò³. Ä³éñíî, ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ (6.73) ïîâèííî áóëî á ìàòè òåíçîðíèé õàðàêòåð: ³íàêøå ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ, ÿêå ñïðàâåäëèâå â îäí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò, âèÿâèëîñü á íåïðà-
âèëüíèì â ³íø³é, â òîé ÷àñ ÿê çã³äíî ç ñàìèì çì³ñòîì òàêîãî ñï³ââ³äíîøåí-
íÿ âîíî ïîâèííî áóòè ³íâàð³àíòíèì ùîäî âèáîðó ñèñòåìè êîîðäèíàò.

Òóò äîðå÷íî çàçíà÷èòè [1, c. 36], ùî îñíîâíà çàäà÷à òåíçîðíîãî ÷èñëåí-
íÿ ÿê ðàç ³ ïîëÿãàº ó òîìó, ùîá íàâ÷èòèñÿ â³ää³ëÿòè ðåçóëüòàòè, ÿê³ íàëå-
æàòü äî ñàìèõ ô³çè÷íèõ àáî ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â, â³ä òîãî ùî ïðèâíåñåíå 
âèïàäêîâèì âèáîðîì ñèñòåìè êîîðäèíàò.

Âíàñë³äîê ñèìåòð³¿ òåíçîð³â (ij) ³ (uke) ÷èñëî ð³âíÿíü (6.73) çìåíøóºòüñÿ 
äî øåñòè, ³ êîìïîíåíòè òåíçîðà (Ñijke) ìàþòü òàêó âëàñòèâ³ñòü:

.ijke jike ijek jiekC C C C                            (6.80)

Òîìó òåíçîð ìîäóë³â ïðóæíîñò³ ìàº ò³ëüêè 36 íåçàëåæíèõ êîìïîíåíò. Ìàò-
ðèöÿ éîãî êîìïîíåíò ìàº âèãëÿä

1111 1122 1133 1112 1113 1123

2211 2222 2233 2212 2213 2223

3311 3322 3333 3312 3313 3323

1211 1222 1233 1212 1213 1223

1311 1322 1333 1312 1313 1323

2311 2322 2333 2312 2313 2323

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

C C C C C C

 
 
 
 
 
 
 
 
  

.                  (6.81)
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Ïîäàëüøå çìåíøåííÿ ê³ëüêîñò³ íåçàëåæíèõ êîìïîíåíò òåíçîðà ïðóæ-
íîñò³ ïîâ’ÿçàíå ç åíåðãåòè÷íèìè ì³ðêóâàííÿìè. Çãàäàéìî, ùî êîëè ñèëà F
ïðîïîðö³éíà ïåðåì³ùåííþ x, òîáòî F = kx, òî ðîáîòà, ùî âèòðà÷àºòüñÿ íà 
áóäü-ÿêå ïåðåì³ùåííÿ, äîð³âíþº kx2/2 (äèâ. ðèñ. 4.2). Ïîä³áíèì ÷èíîì, 
åíåðã³ÿ, ÿêà íàêîïè÷åíà â áóäü-ÿêîìó îäèíè÷íîìó îá’ºì³ (òîáòî ãóñòèíà 
åíåðã³¿) äåôîðìîâàíîãî ñåðåäîâèùà äëÿ óçàãàëüíåíîãî âèïàäêó ë³í³éíîãî 
çâ’ÿçêó ì³æ íàïðóæåííÿì ³ äåôîðìàö³ºþ (6.73), ìàº âèãëÿä

1 1
.

2 2ijke ij ke ij ij
ijke ij

U C u u u                           (6.82)

Íàãàäàºìî, ùî ³íäåêñè i, j, k, å çì³íþþòüñÿ â³ä 1 äî 3, ùî çàáåçïå÷óº ïåðå-
á³ð âñ³õ êîìïîíåíò ìàòðèö³ (6.81). Ï³ñëÿ äâîðàçîâîãî äèôåðåíö³þâàííÿ 

(6.82) îòðèìàºìî .ijke
ke ij

U
C

u u

  
    

 Îñê³ëüêè ïîðÿäîê äèôåðåíö³þâàííÿ 

ìîæíà çì³íþâàòè , òî ,keij
ij ke

U
C

u u

  
   

 çâ³äêè ìàºìî

2

.ijke keij
ij kå

U
C C

u u


 
 

                             (6.83)

Çàâäÿêè òàê³é ñèìåòð³¿, ÷èñëî íåçàëåæíèõ êîìïîíåíò òåíçîðà ïðóæíîñò³ 
çìåíøóºòüñÿ äî 21. Òàêà ñèòóàö³ÿ â³äïîâ³äàº íàéá³ëüø çàãàëüí³é àí³çîòðîï³¿ 
ïðóæíîãî ò³ëà.

Çðîáèìî äåê³ëüêà çàóâàæåíü. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó àí³çîòðîï³¿ êóòîâ³ 
äåôîðìàö³¿ âèíèêàþòü íå ò³ëüêè ï³ä ä³ºþ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü, à é íîð-
ìàëüíèõ. Ó ñâîþ ÷åðãó ë³í³éí³ äåôîðìàö³¿ çàëåæàòü íå ò³ëüêè â³ä íîð-
ìàëüíèõ íàïðóæåíü, à é â³ä äîòè÷íèõ. ßêùî îñ³ Îõ1, Îõ2, Îõ3 º ãîëîâíèìè 
îñÿìè íàïðóæåíîãî ñòàíó, òî äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ 12 = 13 = 23 = 0. Ïðè 
öüîìó êóòîâ³ äåôîðìàö³¿ (äåôîðìàö³¿ çñóâó) u12, u13, u23 íå äîð³âíþþòü íó-
ëþ. Îòæå, â àí³çîòðîïíîìó ñåðåäîâèù³ ãîëîâí³ îñ³ íàïðóæåíîãî ³ äåôîð-
ìîâàíîãî ñòàí³â â çàãàëüíîìó âèïàäêó íå çá³ãàþòüñÿ. Ó çàãàëüíîìó âèïàä-
êó àí³çîòðîï³¿ ïðóæí³ âëàñòèâîñò³ ò³ëà õàðàêòåðèçóþòüñÿ 21 íåçàëåæíèìè 
ñòàëèìè. Ó êðèñòàë³â, äëÿ ÿêèõ õàðàêòåðíîþ ðèñîþ º íàÿâí³ñòü â³äïî-
â³äíî¿ ñèìåòð³¿, ê³ëüê³ñòü íåçàëåæíèõ ñòàëèõ ïðóæíîñò³ çìåíøóºòüñÿ [35, 
58]. Äóæå âàæëèâèì º âèêîðèñòàííÿ çàêîíó ïðóæíîñò³ (6.73) ïðè òàê çâà-
í³é êîíñòðóêòèâí³é àí³çîòðîï³¿. ßêùî ó ïðóæí³é êîíñòðóêö³¿ áàãàòî ðàç³â 
ïîâòîðþþòüñÿ êîíñòðóêòèâí³ îñîáëèâîñò³, òî ó ðÿä³ âèïàäê³â âèÿâëÿºòüñÿ
ìîæëèâèì ðîçãëÿäàòè êîíñòðóêö³þ ÿê ñóö³ëüíå ñåðåäîâèùå, íàä³ëèâ éîãî 
âëàñòèâîñòÿìè àí³çîòðîï³¿. ßê ïðèêëàä, ìîæíà íàâåñòè êîíñòðóêö³þ, â 
ÿê³é ÷åðãóþòüñÿ øàðè ìåòàëó ³ ïëàñòèêó, ãóìè ³ íèòîê ³ ò. ä. Êîì³ðêîâ³ 
êîíñòðóêö³¿ òàêîæ ìîæíà çîáðàçèòè ÿê àí³çîòðîïí³ ïëàñòèíè. Ïðèðîäíî, 
ùî òàêèé ï³äõ³ä ìîæëèâèé ò³ëüêè ó âèïàäêó, êîëè çàãàëüí³ ðîçì³ðè ò³ëà 
ñóòòºâî ïåðåâèùóþòü ðîçì³ðè îêðåìèõ åëåìåíò³â êîíñòðóêö³¿ (íàïðèêëàä, 
êîì³ðêè).

Áàãàòî ðåàëüíèõ ìàòåð³àë³â ìîæíà âèâ÷àòè â ìåæàõ ìîäåë³ îäíîð³äíîãî 
òà ³çîòðîïíîãî ñóö³ëüíîãî ñåðåäîâèùà, äå ìåõàí³÷í³ âëàñòèâîñò³ ó âñ³õ òî÷-
êàõ ò³ëà ³ äëÿ âñ³õ íàïðÿìê³â îäíàêîâ³. Íàïðèêëàä, ìåòàëè ç ïîë³êðèñòàë³÷-
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íîþ ñòðóêòóðîþ: òóò ìàòåð³àë ñêëàäàºòüñÿ ç äîâ³ëüíî ðîçì³ùåíèõ ìàëåíü-
êèõ êðèñòàë³â. Îòæå, ìîäåëü ³äåàëüíî ³çîòðîïíîãî ò³ëà º íàéïðîñò³øèì ³ 
âîäíî÷àñ äóæå âàæëèâèì ³ êîðèñíèì íàáëèæåííÿì. Íàäàë³ çîñåðåäèìî óâà-
ãó ñàìå íà ³çîòðîïíîìó ñåðåäîâèù³.

Çàïèøåìî çàêîí ïðóæíîñò³ (6.73) äëÿ ³çîòðîïíîãî ò³ëà. Äëÿ öüîãî ðîçã-
ëÿíåìî âèðàç (6.82) äëÿ ãóñòèíè åíåðã³¿ â äåôîðìîâàíîìó ñåðåäîâèù³. Çðî-
çóì³ëî, ùî ó âèïàäêó ³çîòðîïíîãî ò³ëà âèðàç äëÿ åíåðã³¿ íå ïîâèíåí çì³íþ-
âàòèñÿ ïðè ïîâîðîò³ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Çðîçóì³ëî òàêîæ, ùî êîìïîíåíòè 
òåíçîðà ïðóæíîñò³ Cijke ó âèðàç³ (6.82) äëÿ ³çîòðîïíîãî ò³ëà º ³íâàð³àíòíèìè 
ïðè ïîâîðîò³ ñèñòåìè êîîðäèíàò; òåíçîð ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè íàçèâà-
ºòüñÿ ³çîòðîïíèì. Îòæå, ùîá âèðàç äëÿ åíåðã³¿ íå çì³íþâàâñÿ ïðè ïîâîðîò³ 
ñèñòåìè êîîðäèíàò, â íüîìó ïîâèíí³ áóòè ò³ëüêè ³íâàð³àíòè òåíçîðà äå-
ôîðìàö³é uke (äèâ. (6.49), (6.50)). Êð³ì òîãî, âèðàç äëÿ åíåðã³¿ (6.82) ÿâëÿº
ñîáîþ îäíîð³äíó êâàäðàòè÷íó ôóíêö³þ uij, òîìó ¿¿ âèðàç ó âèïàäêó ³çîòðîï-
íîãî ò³ëà âèçíà÷àºòüñÿ îäíîçíà÷íî:

 2 2 2 2 2 2 2
11 22 33 11 22 33 12 13 23( 2 2 2 ),

2
U u u u u u u u u u

                (6.84)

äå  ³  — äâ³ ñêàëÿðí³ âåëè÷èíè, òàê çâàí³ ïðóæí³ ñòàë³ Ëàìå*. Òîä³ çã³äíî 
ç (6.82) òà (6.84) ìàºìî

2 .ij ij kk ij
ij

U
u u

u
  

  


                         (6.85)

Ð³âíÿííÿ (6.85) º óçàãàëüíåíèì çàêîíîì Ãóêà äëÿ ³çîòðîïíîãî ñåðåäîâèùà. 
Çàïèøåìî (6.85) â ðîçãîðíóòîìó âèãëÿä³:

 11 11 22 33 112 ,u u u u     

 22 11 22 33 222 ,u u u u     

 33 11 22 33 332 ,u u u u     

12 122 ,u 

13 132 ,u 

23 232 .u                                                (6.86)

Ïîð³âíþþ÷è (6.85) ç (6.73), çàïèñóºìî ìàòðèöþ êîåô³ö³ºíò³â òåíçîðà ïðóæ-
íîñò³ (6.81) äëÿ ³çîòðîïíîãî ò³ëà:

2 0 0 0

2 0 0 0

2 0 0 0

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 2

   
   
   






 
  
 
 
 
 
 
 

.                   (6.87)

                                        
* Ëàìº (Lame) Ãàáð³åëü (1795—1870) — ôðàíöóçüêèé ³íæåíåð, ìàòåìàòèê ³ ìåõàí³ê.
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ßê áà÷èìî, ïðóæí³ âëàñòèâîñò³ ³çîòðîïíîãî ò³ëà ïîâí³ñòþ îïèñóþòüñÿ äâî-
ìà ñòàëèìè  ³ . Çðîçóì³ëî, ùî ãîëîâí³ îñ³ òåíçîðà íàïðóæåííÿ ³ òåíçîðà 
äåôîðìàö³é äëÿ ³çîòðîïíîãî ò³ëà çá³ãàþòüñÿ.

Çàì³ñòü ïðóæíèõ ñòàëèõ Ëàìå ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü ³íø³ ñòàë³, ÿê³ ìà-
þòü ÷³òêèé ô³çè÷íèé çì³ñò ³ ìîæëèâ³ñòü åêñïåðèìåíòàëüíîãî âèì³ðþâàííÿ. 
¯õ ââîäÿòü ïðè ðîçãëÿä³ îäíîð³äíèõ äåôîðìàö³é ò³ëà, òîáòî äåôîðìàö³é ïðè 
ÿêèõ íàïðóæåíèé ñòàí ñåðåäîâèùà îäíàêîâèé ó âñ³õ òî÷êàõ ò³ëà. Âèä³ëèìî 
òàê³ âàæëèâ³ òèïè îäíîð³äíèõ äåôîðìàö³é: âñåá³÷íå ñòèñíåííÿ, ÷èñòèé çñóâ, 
ðîçòÿãíåííÿ âçäîâæ îäí³º¿ îñ³.

Âñåá³÷íèì ðîçòÿãíåííÿì (àáî âñåá³÷íå ñòèñíåííÿ çàëåæíî â³ä çíàêà äå-
ôîðìàö³¿) íàçèâàþòü äåôîðìàö³þ, êîëè âèäîâæåííÿ îäíàêîâå âçäîâæ óñ³õ 
òðüîõ îñåé, à äåôîðìàö³¿ çñóâó â³äñóòí³:

11 22 33u u u  , 12 13 23 0.u u u                       (6.88)

Ï³äñòàâëÿþ÷è (6.89) â (6.87), îòðèìóºìî

11 22 33

2
3 kku         

 
, 12 13 23 0.              (6.89)

Â³äì³íí³ â³ä íóëÿ ò³ëüêè íîðìàëüí³ íàïðóæåííÿ. Âåëè÷èíó

2
3

K                                       (6.90)

íàçèâàþòü ìîäóëåì âñåá³÷íîãî ñòèñíåííÿ àáî îá’ºìíèì ìîäóëåì ïðóæíîñò³.
Äåôîðìàö³ÿ ÷èñòîãî çñóâó, ñêàæ³ìî, â ïëîùèí³ õ1õ2, º äåôîðìàö³ÿ, ïðè 

ÿê³é â³äì³íí³ â³ä íóëÿ ò³ëüêè êîìïîíåíòè u12 = u21 òåíçîðà äåôîðìàö³¿. ²ç
âèðàçó (6.86) îòðèìàºìî

1 2
12 21 12

2 1

2 ,
u u

u
x x

   
  

      
                      (6.91)

11 22 33 13 23 0.                                  (6.92)

Òàêèì ÷èíîì, êîåô³ö³ºíò Ëàìå  ÿâëÿº ñîáîþ ìîäóëü çñóâó G, ÿêèé âèçíà-
÷àºòüñÿ ïðè ÷èñòîìó çñóâ³ ³ç ñï³ââ³äíîøåííÿ  = 12/(2u12) = G.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî îäíîð³äíå ðîçòÿãíåííÿ öèë³íäðè÷íîãî ñòðèæíÿ ç 
â³ëüíîþ á³÷íîþ ïîâåðõíåþ. Íàïðàâèìî â³ñü Ox1 âçäîâæ îñ³ ñòðèæíÿ. ªäèíà 
â³äì³ííà â³ä íóëÿ êîìïîíåíòà íàïðóæåííÿ áóäå 11, îñê³ëüêè íà á³÷íèõ 
ñò³íêàõ ñòðèæíÿ íàïðóæåííÿ äîð³âíþº íóëþ. Ó öüîìó âèïàäêó ³ç ð³âíÿíü 
(6.86) îòðèìàºìî

 11 11 22 332 ,u u u                               (6.93)

 22 11 22 332 0,u u u                            (6.94)

 33 11 22 332 0.u u u                             (6.95)
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Ð³âíÿííÿ (6.94) ³ (6.95) âèêîíóþòüñÿ ïðè óìîâ³

 22 33 11.2
u u u


 

  


                        (6.96)

Ï³äñòàâèâøè (6.96) â ð³âíÿííÿ (6.93), îäåðæèìî

 
11 11

3 2
.u

  


 





                            (6.97)

Âåëè÷èíó â³äíîøåííÿ 11/u11 ïîçíà÷àþòü

 3 2
E

  
 





                               (6.98)

³ íàçèâàþòü ìîäóëåì Þíãà* äëÿ ñòðèæíÿ, à âåëè÷èíó â³äíîøåííÿ –u22/u11 = 
= –u33/u11  ïîçíà÷àþòü

2( )

 




                                 (6.99)

³ íàçèâàþòü êîåô³ö³ºíòîì Ïóàññîíà. Êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà çâ’ÿçóº äåôîð-
ìàö³¿ â ïðîäîëüíîìó ³ ïîïåðå÷íîìó íàïðÿìêàõ. Çíàê “ì³íóñ” ó (6.96) õà-
ðàêòåðèçóº åêñïåðèìåíòàëüíèé ôàêò: ïðè ðîçòÿãíåíí³ ñòðèæíÿ ó ïîçäîâæ-
íîìó íàïðÿìêó â³äáóâàºòüñÿ çìåíøåííÿ éîãî ïîïåðå÷íîãî ðîçì³ðó.

Âèçíà÷èìî ô³çè÷íèé çì³ñò ïåðøîãî êîåô³ö³ºíòà Ëàìå . Çíîâó ðîçãëÿ-
íåìî ðîçòÿãíåííÿ ñòðèæíÿ âçäîâæ îñ³ Îõ1, àëå ïðè óìîâ³, ùî á³÷íà ïîâåðõ-
íÿ ñòðèæíÿ çàòèñíóòà ³, îòæå, íåðóõîìà. Ó öüîìó âèïàäêó êîìïîíåíòè òåí-
çîðà äåôîðìàö³é äîð³âíþþòü íóëþ, îêð³ì u11. Òîä³ çàì³ñòü (6.95) ñë³ä çàïè-
ñàòè

 11 112 u    ,

22 11u  ,

33 11u  .

Îòæå, êîåô³ö³ºíò  = 22/u11 = 33/u11 äîð³âíþº â³äíîøåííþ ïîïåðå÷íîãî 
íîðìàëüíîãî íàïðóæåííÿ äî äåôîðìàö³¿ ñòðèæíÿ ïðè ðîçòÿãíåíí³ ñòðèæíÿ 
ç çàòèñíóòèìè á³÷íèìè ãðàíÿìè.

Îñê³ëüêè â çàêîí Ãóêà äëÿ ³çîòðîïíîãî ò³ëà âèõîäÿòü ò³ëüêè äâ³ íåçà-
ëåæí³ õàðàêòåðèñòèêè ðå÷îâèíè, òî ì³æ ìîäóëÿìè ïðóæíîñò³ , , Ê, Å, , 
G ìîæå áóòè ò³ëüêè ë³í³éíà çàëåæí³ñòü. ßêùî îñíîâíèìè º ñòàë³ Ëàìå  ³ 
, òî

(3 2 )
E

  
 





, 
3
2

K    , 
 

;
2


 




           (6.100) 

                                        
* Þíã (Young) Òîìàñ (1773—1829) — àíãë³éñüêèé ô³çèê.
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Ìàòåð³àë   10–3, êã/ì3 Å  10–10, Í/ì2 v G  10–10, Í/ì2 ì
,

ñec
ì

,
ñtñ

Àëþì³í³é 2,7 7,0 0,35 2,6 6420 3110
Âîëüôðàì 18,7 36,0 0,29 13,3 5230 2860
Çàë³çî 7,87 21,0 0,28 8,2 5850 3230
Çîëîòî 19,3 8,0 0,42 2,9 3140 1170
Êâàðö 2,2 7,4 0,17 3,2 5970 3780
Ëàòóíü 8,5 9,0 0,33 3,0 4240 2140
Ì³äü 8,9 12,0 0,33 4,6 4560 2250
Îëîâî 7,18 5,4 0,33 2,0 3320 1670
Ñâèíåöü 11,34 1,6 0,43 0,6 2120 740
Ñòàëü 7,86 2,2 0,29 8,5 5890 3210
Ñêëî 2,5 7,2 0,25 2,9 5800 3350

ÿêùî îñíîâíîþ ïàðîþ º Å ³ , òî

   1 1 2
E

 


 
, 

 2 1
E

G


 


, 
 

;
3 1 2

E
K





       (6.101)

ÿêùî îñíîâíîþ ïàðîþ º Ê ³ G, òî

  
3
2

K G , 
9

3
KG

E
K G




, 





3 2
6 2
K G
K G

;              (6.102)

a, ÿêùî îñíîâíîþ ïàðîþ áóäå G, , òî

2
,

1 2
G





 2 1 ,E G  
 

 
2 1

.
3 1 2

G
K








           (6.103)

Óñ³ ìîäóë³ ïðóæíîñò³ äîäàòí³ (ä³éñíî, ò³ëà “÷èíÿòü îï³ð” äåôîðìàö³ÿì, à íå 
“ñïðèÿþòü” ¿ì) ³ âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³:

3E K , 2 3E   , 2 3K K    , 0 0,5. 

Êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà, ùî áëèçüêèé äî íóëÿ, ìàº ïðîáêà: ïðè ðîçòÿãíåíí³ ³ 
ñòèñíåíí³ ïîïåðå÷í³ ðîçì³ðè ò³ëà ç ïðîáêè ïðàêòè÷íî íå çì³íþþòüñÿ. Ãðà-
íè÷íèé âèïàäîê   0,5  â³äïîâ³äàº   0, òîáòî ïåðåõîäó â³ä òâåðäîãî ò³ëà 
äî ð³äèíè. Ó òàáëèö³ íàâåäåí³ õàðàêòåðí³ âåëè÷èíè äëÿ íèçêè ïðóæíèõ ìà-
òåð³àë³â (ïðî ñå ³ ct áóäåìî êàçàòè ï³çí³øå).

6.6. Çàãàëüí³ ð³âíÿííÿ ïîøèðåííÿ õâèëü
ó òâåðäèõ ò³ëàõ

Îòðèìàºìî ë³íåàðèçîâàí³ ð³âíÿííÿ ðóõó äëÿ òâåðäîãî ³çîòðîï-
íîãî ñåðåäîâèùà. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ÷àñòèíêó ñåðåäîâèùà ó âèãëÿä³ 
ïðÿìîêóòíîãî ïàðàëåëåï³ïåäà ç³ ñòîðîíàìè dx1, dx2, dx3. ßêùî á äåôîðìàö³ÿ 
â ñåðåäîâèù³ áóëà îäíîð³äíîþ, òî îäíî³ìåíí³ êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðó-
æåííÿ áóëè á çà ìîäóëåì îäíàêîâ³ ³, ÿê íàñë³äîê, ÷àñòèíêè ëèøàëèñÿ á íå-
ðóõîìèìè. Ïðîòå ïðè íåîäíîð³äíîìó íàïðóæåíîìó ñòàí³, íàïðèêëàä ó ïðóæ-
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í³é õâèë³, íàïðóæåííÿ íà ïðîòè-
ëåæíèõ ãðàíÿõ íå ð³âí³ çà ìîäóëåì, 
ùî ñïðè÷èíÿº ðóõ ÷àñòèíêè ñåðå-
äîâèùà.

Ðîçãëÿíåìî êîìïîíåíòó ðóõó 
âçäîâæ îäí³º¿ ç òðüîõ îñåé êîîðäè-
íàò, íàïðèêëàä îñ³ Îõ2 (ðèñ. 6.11). 
Ñèëà, ùî ä³º çà äðóãèì çàêîíîì Íüþ-
òîíà, ïðèêëàäåíà äî ãðàíåé åëå-
ìåíòàðíîãî ïàðàëåëåï³ïåäà ç íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà. Âîíà âèðàæàºòü-
ñÿ ÷åðåç ìåõàí³÷í³ íàïðóæåííÿ íà ãðàíÿõ ïàðàëåëåï³ïåäà. Íà ðèñ. 6.11 
ïîêàçàí³ ïðîåêö³¿ íàïðóæåííÿ íà â³ñü Îõ2. Çàïèøåìî ïðîåêö³þ ñèëè íà 
â³ñü Îõ2:                  2 12 12 2 3 22 22 1 3 32 32 1 2dF dx dx dx dx dx dx . 

Îñê³ëüêè   12 1 1 2 3( , , )x dx x x ,   22 1 2 2 3( , , )x x dx x ,   32 1 2 3 3( , , )x x x dx , çàñòî-
ñîâóþ÷è ôîðìóëó Ëàãðàíæà ïðî ïðèð³ñò ôóíêö³¿ ïðè ìàë³é çì³í³ àðãóìåí-
òó, îòðèìóºìî 

212 22 32
2 1 2 3 1 2 3

1 2 3

.i

i

dF dx dx dx dx dx dx
x x x x

      
        

       (6.104)

Ï³ä ä³ºþ ö³º¿ ñèëè ÷àñòèíêà áóäå ðóõàòèñÿ âçäîâæ îñ³ Îõ2 ç ïðèñêîðåííÿì 
 2u2/t 2, äå u2 ïðîåêö³ÿ íà â³ñü Ox2 âåêòîðà çì³ùåííÿ u = (u1, u2, u3) ÷àñòèí-
êè. Ìàñà ÷àñòèíêè äîð³âíþº dx1dx2dx3, äå  — ãóñòèíà ñåðåäîâèùà. Îòæå, 

ð³âíÿííÿ ðóõó ÷àñòèíêè âçäîâæ îñ³ Ox2 ìàº âèãëÿä 
2

2 2
2 .i

i

u
x t



 


 

 Ðîçãëÿ-

äàþ÷è àíàëîã³÷íî ðóõ ÷àñòèíêè âçäîâæ ³íøèõ îñåé êîîðäèíàò, îòðèìóºìî 
ñèñòåìó ç òðüîõ ð³âíÿíü:

2

2
,ik k

i

u

x t




 


 
k = 1, 2, 3.                        (6.105)

Öå ³ º ð³âíÿííÿ ðóõó (äëÿ ïðèñêîðåííÿ âèêîðèñòàíà ÷àñòèííà ïîõ³äíà  2/t 2

çàì³ñòü d 2/dt 2, ùî îáóìîâëåíå íåõòóâàííÿì ïðèñêîðåííÿì ïåðåíåñåííÿ 
(äèâ. ï. 4.1.2)).

Ð³âíÿííÿ (6.105) çâ’ÿçóþòü äâ³ ôóíêö³¿ êîîðäèíàò ³ ÷àñó: òåíçîð íàïðó-
æåíü  1 2 3, , ,ik x x x t  ³ âåêòîð çì³ùåííÿ 1 2 3( , , , )x x x tu . Äëÿ òîãî ùîá ÷èñëî 

ð³âíÿíü â³äïîâ³äàëî ÷èñëó íåâ³äîìèõ ôóíêö³é, íåîáõ³äíî ìàòè ùå îäíå 
ð³âíÿííÿ, ÿêå çâ’ÿçóº ik ³ u. Òàêèì ð³âíÿííÿì º óçàãàëüíåíèé çàêîí Ãóêà 
(äèâ. (6.86)):

.e i k
ik ik

e k i

u u u
x x x

  
   

      
                       (6.106)

Ï³äñòàíîâêà (6.106) â (6.105) äîçâîëÿº îòðèìàòè ð³âíÿííÿ â³äíîñíî ïðî-
åêö³é âåêòîðà u:

Ðèñ. 6.11. Óÿâíà åëåìåíòàðíà ÷àñòèíêà ñå-
ðåäîâèùà òâåðäîãî ò³ëà
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2 2

2
e i k k

ik
i e i k i i

u u u u
x x x x x x t

    
       

              
, k = 1, 2, 3,

àáî

   
       

              

2 2

2
k ke i

k e k i i i

u uu u
x x x x x x t

, k = 1, 2, 3.    (6.107)

Âðàõóºìî, ùî dive

e

u
x





u , 
2

2
k

k
i

u
u

x


 


 (ïðîâåëè ï³äñóìîâóâàííÿ çà ³íäåêñîì ³),

òîä³ ìàºìî

 
2

2div k
k

k

u
u

x t
   


   

 
u , k = 1, 2, 3.            (6.108)

Ïîìíîæèìî êîæíå ç òðüîõ ð³âíÿíü (6.108) íà â³äïîâ³äíèé áàçèñíèé âåêòîð 
ej, j = 1,2,3, ³ ïðîñóìóºìî. Îñê³ëüêè 1 1 2 2 3 3 gradx x x        e e e , òî 
øóêàíå ð³âíÿííÿ çàïèøåìî ó âèãëÿä³

2

2( )graddiv .
t

       

u

u u                        (6.109)

Ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ êîíêðåòíèõ çàäà÷ ÷àñòî êðàùå âèêîðèñòîâóâàòè ³íøó ôîðìó 
ð³âíÿííÿ ðóõó: âðàõîâóþ÷è âåêòîðíó òîòîæí³ñòü u = graddivu — rotrotu, ïå-
ðåïèñóºìî (6.109) òàê:

2

2( 2 )graddiv rotrot .
t

      

u

u u                    (6.110)

Ç ìàòåìàòèêè â³äîìî [8, 52], ùî áóäü-ÿêå âåêòîðíå ïîëå ìîæíà çîáðà-
çèòè ó âèãëÿä³ ñóìè ïîòåíö³àëüíîãî (â³ä ëàòèíñüêîãî ñëîâà potentia — ñèëà) 
âåêòîðà, ðîòîð ÿêîãî äîð³âíþº íóëþ, ³ ñîëåíî³äàëüíîãî (â³ä ãðåöüêîãî ñëîâà 
swlhu (ñîëåí) — òðóáêà) âåêòîðà, äèâåðãåíö³ÿ ÿêîãî äîð³âíþº íóëþ. ßêùî 
çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿä³ âåêòîð çì³ùåííÿ u, òî ìîæíà îòðèìàòè îêðåìî 
ð³âíÿííÿ ïîòåíö³àëüíî¿ ³ ñîëåíî³äàëüíî¿ ÷àñòèí çì³ùåííÿ. Ä³éñíî, íåõàé 
u = ue + ut, ââàæàþ÷è rotue = 0 ³ divut = 0, ï³äñòàâëÿþ÷è â (6.110), îòðèìóºìî:

2 2

2 2( 2 )graddiv rotrot .e t
e t t t

    
 

   
 
u u

u u            (6.111)

Îñê³ëüêè ðîçêëàäàííÿ âåêòîðà íà ïîòåíö³àëüíó ³ ñîëåíî³äàëüíó ÷àñòèíè º 
ºäèíèì, òî ç (6.111) ìàºìî

2

2( 2 )graddiv ,e
e t

  


 

u

u                        (6.112)

2

2rotrot .t
t t

 


 

u

u                              (6.113)

Çàñòîñîâóþ÷è òîòîæí³ñòü rotrot = graddiv –  äî âåêòîð³â ue ³ ut, çíàõîäèìî
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graddivue = ue, rotrotut = –ut,                    (6.114)

êð³ì òîãî, ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

2
ec

 



 , .tc



                            (6.115)

Ï³äñòàâëÿþ÷è (6.114), (6.115) â (6.112), (6.113) îòðèìóºìî õâèëüîâ³ ð³âíÿí-
íÿ äëÿ ue i ut :

2

2 2

1
,e

e
ec t


 

u

u
2

2 2

1
.t

t
tc t


 

u

u                       (6.116)

Äëÿ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü, òîáòî ïðè ÷àñîâ³é çàëåæíîñò³ exp(–it), ð³âíÿííÿ 
(6.116) ïåðåòâîðþþòüñÿ ó ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà:

2 0,e e ek  u u 2 0,t t tk  u u                       (6.117)

äå ke = /ce, kt = /ct — õâèëüîâ³ ÷èñëà â³äïîâ³äíî äëÿ ue ³ ut.

6.7. Ïîçäîâæí³ ³ ïîïåðå÷í³ õâèë³

Ó ï’ÿòîìó ðîçä³ë³ ìè äîñë³äæóâàëè ðîçâ’ÿçîê õâèëüîâîãî 
ð³âíÿííÿ ó âèãëÿä³ ïëîñêî¿ ïîçäîâæíüî¿ õâèë³ â ³äåàëüí³é ñòèñëèâ³é ð³äèí³. 
Ðîçãëÿíåìî òåïåð, ùî ÿâëÿþòü ñîáîþ ïëîñê³ õâèë³ ue ³ ut ó òâåðäîìó ò³ë³, ÿê 
ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿíü (6.116). Î÷åâèäíî ñòàë³ ce ³ ct (äèâ. (6.115)) ó õâèëüîâèõ 
ð³âíÿííÿõ (6.116) ìàþòü çì³ñò øâèäêîñò³ ïîøèðåííÿ õâèëü. Ðîçãëÿíåìî 
ãàðìîí³÷í³ ïëîñê³ õâèë³, ùî ïîøèðþþòüñÿ âçäîâæ îñ³ Îõ1 äåêàðòîâî¿ ñèñ-
òåìè êîîðäèíàò:

 ( )
1exp ( ) ,e

e ei t x c  u A                         (6.118)

 ( )
1exp ( ) ,t

t ti t x c  u A                         (6.119)

äå ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2 3 3

e e e eA A A  A e e e  ³ ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2 3 3

t t t tA A A  A e e e — âåêòîðè àìïë³-
òóä.

Âèçíà÷èìî õàðàêòåð êîëèâàíü ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà â öèõ õâèëÿõ, ñïè-
ðàþ÷èñü íà îñíîâí³ âëàñòèâîñò³ âåêòîð³â ue (rotue = 0) ³ ut (divut = 0). Âèêî-
ðèñòîâóþ÷è (6.118), îá÷èñëþºìî rotue ³ çàïèñóºìî ð³âíÿííÿ

 ( ) ( )
2 3 3 2 1exp ( ) 0.e e

e
e

i
A A i t x c

ñ
       e e

Çâ³äñè ìàºìî ( )
3 0,eA  ( )

2 0.eA   Îòæå, âåêòîð ue, íàïðÿìëåíèé âçäîâæ îñ³ 
Ox1, òîáòî ðóõ ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà â³äáóâàºòüñÿ ó íàïðÿìêó ïîøèðåííÿ 
õâèë³. Òàêèì ÷èíîì, õâèëÿ ue(x1, x2, x3, t) º ïîçäîâæíüîþ õâèëåþ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (6.119), îá÷èñëþºìî divut ³ çàïèñóºìî ð³âíÿííÿ

 ( )
1 exp ( ) 0.t

t
t

i
A i t x c

c
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Ðèñ. 6.12. Ôîðìè ïîëÿðèçàö³¿ 
ïîïåðå÷íî¿ õâèë³

Çâ³äñè ìàºìî ( )
1 0.tA   Îò-

æå, âåêòîð ut îð³ºíòîâàíî 
ïåðïåíäèêóëÿðíî äî íà-
ïðÿìêó ïîøèðåííÿ õâèë³ 
(îñ³ Îõ1). Òàêèì ÷èíîì, 
õâèëÿ ut(x1, x2, x3, t) º ïî-
ïåðå÷íîþ õâèëåþ. Îñ-
ê³ëüêè â ïîïåðå÷í³é õâèë³ 
÷àñòèíêè ñåðåäîâèùà ðó-
õàþòüñÿ â ïëîùèí³, ÿêà 
ïåðïåíäèêóëÿðíà äî íà-
ïðÿìêó ïîøèðåííÿ õâèë³, 
òî âèíèêàº ïèòàííÿ ïðî 

õàðàêòåð ðóõó ÷àñòèíîê â ö³é ïëîùèí³. Öþ âëàñòèâ³ñòü íàçèâàþòü 
ïîëÿðèçàö³ºþ ïîïåðå÷íî¿ õâèë³. 

Íåõàé îñü Îõ3 äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò çá³ãàºòüñÿ ç íàïðÿìîì 
õâèëüîâîãî âåêòîðà ïîïåðå÷íî¿ õâèë³. Òîä³ äîâ³ëüíå çì³ùåííÿ ÷àñòèíêè u
â òàê³é õâèë³ ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿä³ ñóìè äâîõ âçàºìíî îðòîãîíàëüíèõ 
âåêòîð³â u1, u2, íàïðàâëåíèõ âçäîâæ îñåé â³äïîâ³äíî Ox1 ³ Ox2. Ïðè öüîìó 
ìîæëèâ³ ñèòóàö³¿, ÿê³ ïîêàçàí³ íà ðèñ. 6.12.

ßêùî u1 = 0, òî ìàºìî õâèëþ, â ÿê³é çì³ùåííÿ ëåæèòü â ïëîùèí³ õ2Îõ3 ³ 
çì³íþºòüñÿ çà çàêîíîì (ðèñ. 6.12, à):

u2 = A2e2 cos(t – kt x3), u1 = u3 = 0.                  (6.120)

Âèðàç (6.120) âèçíà÷àº ë³í³éíî ïîëÿðèçîâàíó õâèëþ.
Àíàëîã³÷íî âèçíà÷àºòüñÿ ë³í³éíî ïîëÿðèçîâàíà õâèëÿ, çì³ùåííÿ ÷àñòè-

íîê ÿêî¿ ëåæèòü â ïëîùèí³ õ1Îõ3 (ðèñ. 6.12, á) ³ çàäàºòüñÿ âèðàçîì

u1 = A1e1 cos(t – ktx3), u2 = u3 = 0.                  (6.121)

Äîâ³ëüíà ë³í³éíà êîìá³íàö³ÿ âèðàç³â (6.120) ³ (6.121) òàêîæ âèçíà÷àº 
õâèëþ, ÿêà ïîëÿðèçîâàíà ó ïëîùèí³ õ1Îõ2. ßêùî âçÿòè ñóïåðïîçèö³þ ðóõ³â 
(6.120) ³ (6.121) ç äîâ³ëüíèì çñóâîì ôàç , òî îòðèìàºìî ðóõ ó âèãëÿä³

2 2 3 1 1 3cos( ) cos( ),t tA t k x A t k x      u e e            (6.122)

äå ç ÷àñîì ê³íåöü âåêòîðà çì³ùåííÿ îïèñóº åë³ïñ (ðèñ. 6.12, â); ìàºìî ïî-
ïåðå÷íó õâèëþ ç åë³ïòè÷íîþ ïîëÿðèçàö³ºþ. Â îêðåìîìó âèïàäêó À2 = À1, 
 = /2 îòðèìàºìî ïîïåðå÷íó õâèëþ ç êðóãîâîþ ïîëÿðèçàö³ºþ (ðèñ. 6.12, ã).

Çã³äíî ç (6.118) ³ (6.119) ïîçäîâæí³ ³ ïîïåðå÷í³ õâèë³ ïîøèðþþòüñÿ ç 
ôàçîâèìè øâèäêîñòÿìè â³äïîâ³äíî ñå ³ ct. ²ç ôîðìóë (6.115) âèäíî, ùî 
øâèäê³ñòü ïîçäîâæí³õ õâèëü çàâæäè á³ëüøà çà øâèäê³ñòü ïîïåðå÷íèõ. Ó 
íàâåäåí³é íà ñòîð. 240 òàáëèö³ âêàçàí³ âåëè÷èíè øâèäêîñòåé ce ³ ct äëÿ 
äåÿêèõ ðå÷îâèí.
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Äîö³ëüíî ïðèâåñòè íèçêó ôîðìóë, ÿê³ âèçíà÷àþòü ce ³ ct ÷åðåç ð³çí³ 
ïðóæí³ ñòàë³:

 
 

2 12 (1 ) 3 4
,

(1 )(1 2 ) 3 1 2e

GE v K G
c

v v

 
    

  
   

  
      (6.123)

1
.

2 1t

E G
c

v

  

  


                         (6.124)

Çâ³äñè ì³æ øâèäêîñòÿìè ïîçäîâæíüî¿ ³ ïîïåðå÷íî¿ õâèëü ³ñíóº òàêèé çâ’ÿçîê:

1
2 .
1 2

e

t

c v
c v





                                (6.125)

Öå â³äíîøåííÿ äëÿ ð³çíèõ ìåòàë³â çì³íþºòüñÿ äîñèòü ñóòòºâî, íàïðèêëàä, 
äëÿ öèíêó (  0,25) ³ ñâèíöþ (  0,44) â³äíîøåííÿ øâèäêîñòåé, îá÷èñëå-
íå çà (6.125), âèçíà÷àºòüñÿ ÷èñëàìè 1,73 ³ 3,3.

Íà çàê³í÷åííÿ ïàðàãðàôà çðîáèìî âàæëèâèé âèñíîâîê. ßê áà÷èìî, ð³â-
íÿííÿ ðóõó (6.112) ìîæíà çàì³íèòè äâîìà õâèëüîâèìè ð³âíÿííÿìè (6.116). 
Ðîçâ’ÿçîê ïåðøîãî ÿâëÿº ñîáîþ ïîçäîâæíþ õâèëþ, à ðîçâ’ÿçîê äðóãîãî —
ïîïåðå÷íó. Îòæå, äîâ³ëüíà ïëîñêà õâèëÿ â ³çîòðîïíîìó ïðóæíîìó ñåðåäî-
âèù³ ìîæå áóòè çîáðàæåíà ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ ïîçäîâæíüî¿ ³ ïîïåðå÷íî¿ 
õâèëü, êîæíà ç ÿêèõ ïîøèðþºòüñÿ ç³ ñâîºþ ôàçîâîþ øâèäê³ñòþ. Âèçíà÷èòè 
ôàçîâó øâèäê³ñòü äëÿ õâèëüîâîãî ðóõó ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ öèõ õâèëü 
íåìîæëèâî. Ïî ñóò³, òóò ìàºìî äâà íåâçàºìîä³þ÷èõ õâèëüîâèõ ðóõè.

6.8. Ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ òâåðäèõ ò³ë

Äóæå âàæëèâèì ìîìåíòîì ç òî÷êè çîðó ÿê óñêëàäíåííÿ õâèëüî-
âî¿ êàðòèíè, òàê ³ ìîæëèâîñò³ ïðàêòè÷íîãî âèêîðèñòàííÿ ðåçóëüòàò³â äî-
ñë³äæåííÿ º íàÿâí³ñòü ìåæ³ â õâèëüîâèõ çàäà÷àõ. Óïðîâàäæåííÿ ìåæ³ S ïðó-
æíîãî ò³ëà ³ ïîñòàíîâêè óìîâ íà ¿¿ ïîâåðõí³ ïî ñóò³ º ìîäåëþâàííÿì ïðî-
öåñ³â âçàºìîä³¿ ïðóæíèõ ò³ë ì³æ ñîáîþ. Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ ñóòòºâà â³äì³í-
í³ñòü ó ô³çèêî-ìåõàí³÷íèõ âëàñòèâîñòÿõ âçàºìîä³þ÷èõ ò³ë äîçâîëÿº ãîâîðèòè 
ïðî â³ëüíó àáî çàêð³ïëåíó ìåæó. Âçàãàë³ âèá³ð ïðàâèëüíî¿ ìîäåë³ äëÿ îïèñó-
âàííÿ ïðîöåñ³â äèíàì³÷íî¿ âçàºìîä³¿ ïðóæíèõ ò³ë ÿâëÿº ñîáîþ äóæå ñêëàäíó 
çàäà÷ó. Ñàìà ìåæà ïðóæíîãî ò³ëà â ãåîìåòðè÷íîìó çì³ñò³ ðîçãëÿäàºòüñÿ ÿê 
ïîâåðõíÿ. Íà òàê³é ïîâåðõí³ ââàæàºòüñÿ ìîæëèâèì çàäàâàòè ð³çí³ óìîâè äëÿ 
êîìïîíåíò³â òåíçîðà íàïðóæåííÿ, âåêòîðà çì³ùåííÿ àáî ¿õ êîìá³íàö³é.

Ðîçãëÿíåìî âàæëèâ³ ìîäåë³ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ìåæ³ òâåðäîãî ò³ëà ç 
³íøèìè ò³ëàìè àáî ç âàêóóìîì; ð³çíîìàí³òí³ñòü òóò á³ëüøà í³æ äëÿ ð³äèí. 
Áóäåìî ïîçíà÷àòè â³ñü, ùî çá³ãàºòüñÿ ç íîðìàëëþ äî ìåæ³, ³íäåêñîì n, à äâ³ 
âçàºìíî ïåðïåíäèêóëÿðí³ îñ³ â ïëîùèí³ ìåæ³ — ³íäåêñîì ,  = 1,2.

1. Â³ëüíà ìåæà. Êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåííÿ: äîð³âíþþòü íóëþ 
nn = n = 0.

2. Ìåæà ç àáñîëþòíî æîðñòêèì ò³ëîì ïðè íàÿâíîñò³ “ñêëåþâàííÿ”. Óñ³
êîìïîíåíòè çì³ùåííÿ òî÷îê ìåæ³ äîð³âíþþòü íóëþ: un = u = 0.
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3. Ìåæà ç àáñîëþòíî æîðñòêèì ò³ëîì ïðè íàÿâíîñò³ “ çìàçêè”. Íîð-
ìàëüíå çì³ùåííÿ òî÷îê ìåæ³ ³ äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ íà ìåæ³ äîð³âíþþòü 
íóëþ: un = 0, n = 0.

4. Ìåæà ç ð³äèíîþ. Íîðìàëüíèé òèñê íà ìåæ³ äîð³âíþº òèñêó â ð³äèí³, 
âçÿòîìó ç ïðîòèëåæíèì çíàêîì; äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ äîð³âíþþòü íóëþ; 
íîðìàëüí³ øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê òâåðäîãî ò³ëà ³ ð³äèíè íà ìåæ³ ð³âí³ ì³æ ñîáîþ:

nn = –p, n = 0, .n
n

u
t







5. Ìåæà ç ³íøèì òâåðäèì ò³ëîì ïðè íàÿâíîñò³ “ ñêëåþâàííÿ”. Óñ³ êîìïî-
íåíòè çì³ùåííÿ îáîõ ò³ë íà ìåæ³ ³ îäíîéìåíí³ êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðó-
æåííÿ ïîïàðíî äîð³âíþþòü: (I) (II),i iu u i = 1, 2, 3; (I) (II),nn nn  (I) (II)

n n   .
6. Ìåæà ç ³íøèì òâåðäèì ò³ëîì ïðè íàÿâíîñò³ “ çìàçêè”. Ïîïàðíî íîð-

ìàëüí³ çì³ùåííÿ ³ íîðìàëüí³ íàïðóæåííÿ îáîõ ò³ë íà ìåæ³ ð³âí³; äîòè÷í³ 
íàïðóæåííÿ â îáîõ ò³ëàõ äîð³âíþþòü íóëþ: (I) (II),n nu u (I) (II),nn nn   (I)

n

 (II) 0.n

6.9. Â³äáèòòÿ ãàðìîí³÷íî¿ ïëîñêî¿ õâèë³
â³ä â³ëüíî¿ ìåæ³ ï³âïðîñòîðó

Ðîçãëÿäàþ÷è õâèëüîâèé ðóõ â îäíîð³äíîìó íåñê³í÷åííîìó ïðî-
ñòîð³, ìè çðîçóì³ëè äóæå âàæëèâó ð³÷: áóäü-ÿêèé õâèëüîâèé ðóõ ó òâåðäîìó 
ò³ë³ çàâæäè ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ ïîçäîâæí³õ ³ ïîïåðå÷-
íèõ õâèëü. Íàÿâí³ñòü äâîõ òèï³â õâèëüîâèõ ðóõ³â ó òâåðäîìó ò³ë³ çíà÷íî óñ-
êëàäíþº ðîçâ’ÿçîê êîíêðåòíèõ õâèëüîâèõ çàäà÷ ïîð³âíÿíî ç ïîä³áíîþ ñèòó-
àö³ºþ äëÿ àêóñòè÷íèõ õâèëü ó ð³äèííîìó ñåðåäîâèù³. ßñêðàâèì ³ äóæå âàæ-
ëèâèì ïðèêëàäîì º çàäà÷à ïàä³ííÿ ïëîñêî¿ ïðóæíî¿ õâèë³ íà ïëîñêó ìåæó 
ïîä³ëó äâîõ òâåðäèõ ñåðåäîâèù. Ïðîòå äîñë³äæåííÿ òàêî¿ çàäà÷³ â çàãàëüíî-
ìó âèïàäêó, ÿê öå áóëî çðîáëåíî äëÿ ð³äèíèõ ñåðåäîâèù ó ïàðàãðàô³ 5.5, äî-
âîë³ ãðîì³çäêå. Òîìó ìè çóïèíèìîñÿ íà âàæëèâîìó îêðåìîìó âèïàäêó ïàä³í-
íÿ ãàðìîí³÷íî¿ ïëîñêî¿ õâèë³ íà â³ëüíó ïëîñêó ìåæó ï³âïðîñòîðó.

Ïàäàþ÷ó õâèëþ íà ìåæó áóäåìî ââàæàòè àáî ïîçäîâæíüîþ õâèëåþ (Ð-õâè-
ëÿ), àáî ïîïåðå÷íîþ õâèëåþ ç ïîëÿðèçàö³ºþ â ïëîùèí³ ïàä³ííÿ (SV-õâèëÿ), 
àáî ïîïåðå÷íîþ õâèëåþ ç ïîëÿðèçàö³ºþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîþ äî ïëîùèíè 
ïàä³ííÿ (SH-õâèëÿ). Áóäü-ÿêó ïîïåðå÷íó õâèëþ ìîæíà ïîäàòè ÿê ñóïåðïî-
çèö³þ õâèëü öèõ äâîõ ë³í³éíèõ ïîëÿðèçàö³é.

Óñêëàäíåííÿ ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³ äëÿ òâåðäîãî ò³ëà ïîð³âíÿíî ç ð³äèíîþ 
ïîëÿãàº ó òîìó, ùî ïðè ïàä³íí³ îäí³º¿ õâèë³ íà ìåæó óòâîðþþòüñÿ â³äðàçó 
äâ³ — ³ ïîçäîâæíÿ, ³ ïîïåðå÷íà. Çá³ëüøåííÿ ê³ëüêîñò³ â³äáèòèõ õâèëü ïîð³â-
íÿíî ç ð³äèíîþ, îáóìîâëåíå á³ëüøèì ÷èñëîì óìîâ íà ìåæ³ òâåðäîãî ñåðå-
äîâèùà.

Âèíÿòêîì º ïàä³ííÿ SH-õâèë³, äëÿ ÿêî¿ ìàºìî ïîëÿðèçàö³þ ïåðïåí-
äèêóëÿðíó äî ïëîùèíè ïàä³ííÿ. ßêùî õ1Îõ3 — ïëîùèíà ïàä³ííÿ õâèë³, 
õ1Îõ2 — ïëîùèíà ìåæ³, òî ïîëÿðèçàö³ÿ SH-õâèë³ áóäå â³äáóâàòèñÿ âçäîâæ 
îñ³ Îõ2. Îñê³ëüêè ÷àñòèíêè ñåðåäîâèùà çì³ùóþòüñÿ âçäîâæ îñ³ Îõ2, òî 
íà â³ëüí³é ìåæ³ (ïëîùèíà õ1Îõ2) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ò³ëüêè îäíó óìîâó —
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Ðèñ. 6.13. Ïðîìåíåâà êàðòèíà âçàºìîä³¿ 
Ð-õâèë³ (à) ³ SV-õâèë³ (á) ç â³ëüíîþ ìåæåþ 
(ïëîùèíà õ1Îõ2)

äëÿ äîòè÷íîãî íàïðóæåííÿ 32 = 0. 
Îòæå, â³äáèâàòèñÿ â³ä ìåæ³, ÿê ³ ó 
âèïàäêó ð³äèíè, áóäå îäíà õâèëÿ ç 
ò³ºþ æ ïîëÿðèçàö³ºþ (SH-õâèëÿ). 
Êîåô³ö³ºíò â³äáèòòÿ â³ä â³ëüíî¿ 
ìåæ³ çà çì³ùåííÿì äëÿ SH-õâèë³ 
äîð³âíþº îäèíèö³ ç ïëþñîì, à äëÿ 
æîðñòêî¿, òîáòî ìåæ³, ïî ÿê³é íå 
ìîæíà êîâçàòè, îäèíèö³ ç ì³íóñîì. 
Ðîçâ’ÿçîê çàãàëüíî¿ çàäà÷³ ïðî â³ä-
áèòòÿ ³ ïîøèðåííÿ SH-õâèë³ íà ìå-
æ³ ïîä³ëó òâåðäèõ ñåðåäîâèù ìîæ-
íà îòðèìàòè ñàìîñò³éíî.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð á³ëüø ö³êàâèé 
âèïàäîê ïàä³ííÿ Ð-õâèë³ àáî SV-õâè-
ë³ íà â³ëüíó ìåæó. Ï³ä ÷àñ â³äáèòòÿ 
â³ä â³ëüíî¿ ìåæ³ ãîëîâíîþ õàðàê-
òåðíîþ ðèñîþ º íàÿâí³ñòü ó çàãàëü-
íîìó âèïàäêó â³äáèòèõ Ð- ³ SV-õâèëü. 
Ó íåñê³í÷åííîìó ïðîñòîð³ Ð- ³   
SV-õâèë³ ìîæóòü ïîøèðþâàòèñÿ íå-
çàëåæíî. Íàÿâí³ñòü æå â³ëüíî¿ ìåæ³ 
îáóìîâëþº çâ’ÿçîê äâîõ òèï³â õâè-
ëüîâèõ ðóõ³â.

Àíàë³ç çàäà÷³ ïðî â³äáèòòÿ ³ ïðîíèêíåííÿ çâóêó íà ìåæ³ ð³äèííèõ ñåðå-
äîâèù (ïàðàãðàô 5.5) äîçâîëÿº, âèêîðèñòîâóþ÷è çàêîí Ñíåë³óñà, ñòâåðäæó-
âàòè, ùî äîòè÷í³ äî ìåæ³ ï³âïðîñòîðó êîìïîíåíòè õâèëüîâèõ âåêòîð³â óñ³õ 
õâèëü ïîâèíí³ áóòè îäíàêîâ³. Íà ðèñ. 6.13 çîáðàæåíî ïðîìåíåâó êàðòèíó 
âçàºìîä³¿ Ð-õâèë³ (ðèñ. 6.13, à) ³ SV-õâèë³ (ðèñ. 6.13, á) ç â³ëüíîþ ìåæåþ; 
âåëèêèìè ñòð³ëêàìè ïîêàçàí³ õâèëüîâ³ âåêòîðè — ke äëÿ Ð-õâèë³, kt äëÿ SV-
õâèë³; ìàëåíüê³ ñòð³ëî÷êè ³ëþñòðóþòü óìîâíî âèáðàíèé äîäàòíèé íàïðÿìîê 
êîëèâàíü ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà ó â³äïîâ³äí³é õâèë³ (äëÿ Ð-õâèë³ âçäîâæ íà-
ïðÿìêó ðóõó õâèë³, à äëÿ SV-õâèë³ ïåðïåíäèêóëÿðíî äî íàïðÿìêó ðóõó 
õâèë³ ³ ïðîòè ÷àñîâî¿ ñòð³ëêè).

Ó âèïàäêó ïàä³ííÿ Ð-õâèë³ íà ìåæó (ðèñ. 6.13, à) ìàºìî 

ke sin = ke sine = kt sint,                         (6.126)

çâ³äñè e = , à sint = (ke/kt)sin = (ct/ce)sin. Îñê³ëüêè ct < ce, òî t < .
Ó âèïàäêó ïàä³ííÿ SV-õâèë³ íà ìåæó (ðèñ. 6.13, á) îòðèìóºìî 

kt sin = kt sint = ke sine,                         (6.127)

îòæå, t = , à sine = (kt /ke)sin  = (ce/ct)sin . Îñê³ëüêè ce > ct, òî e > .
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Íåõàé íà ìåæó ïàäàº ãàðìîí³÷íà ç ÷àñòîòîþ  Ð-õâèëÿ (ðèñ. 6.13, à) 
îäèíè÷íî¿ àìïë³òóäè, ùî õàðàêòåðèçóºòüñÿ âåêòîðîì çì³ùåííÿ  (1)

1e euu e

 (3)
3 eue ( (1)

eu  ³ (3)
eu — ïðîåêö³¿ âåêòîðà ue íà îñ³ êîîðäèíàò Ox1 ³ Ox3):

 1 3 1 3( sin cos ) exp sin cose e eik x ik x     u e e .           (6.128)

Âåêòîð çì³ùåííÿ â³äáèòî¿ Ð-õâèë³ (1) (3)
1 3ee ee eeu u u e e  çàïèøåìî ó âèãëÿä³

 1 3 1 3( sin cos ) exp ( sin cos ) ,ee ee e eV i k x k x     u e e          (6.129)

à âåêòîð çì³ùåííÿ â³äáèòî¿ SV-õâèë³ (1) (3)
1 3et et etu u u e e — òàê:

 1 3 1 3( cos sin ) exp ( sin cos ) .et t t et e t tV i k x k x     u e e       (6.130)

Ïðîåêö³¿ âåêòîðà îäèíè÷íî¿ àìïë³òóäè õâèëü çã³äíî ç ôîðìóëàìè (6.128)—
(6.130) âèçíà÷àºòüñÿ ïðîåêö³ÿìè ìàëåíüêèõ ñòð³ëî÷îê (äèâ. ðèñ. 6.13) íà îñ³ 
Îõ1 ³ Îõ3 ñèñòåìè êîîðäèíàò; Veå — êîåô³ö³ºíò â³äáèòòÿ Ð-õâèë³, à Vet — êî-
åô³ö³ºíò â³äáèòòÿ SV-õâèë³ ïðè ïàä³íí³ íà ìåæó ïîçäîâæíüî¿ õâèë³; ke = 
= /ce, kt = /ct — õâèëüîâ³ ÷èñëà â³äïîâ³äíî P-õâèë³ ³ SV-õâèë³.

Ïåðåïèøåìî (6.128)—(6.130), âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ kesin = k, 

ke cos = e, kt cost = t. Òîä³  sin ,
e

k
k


 cos ,e

ek
sin sin ,e

t
t t

k k
k k

  

cos t
t

tk


  . Îòæå, âåêòîðè çì³ùåííÿ íàáóâàþòü âèãëÿäó

 1 3 1 3exp ( ) ,e
e e

e e

k
i kx x

k k
 

 
   
 

u e e                   (6.131)

 1 3 1 3exp ( ) ,e
ee ee e

e e

k
V i kx x

k k
 

 
   
 

u e e               (6.132)

 1 3 1 3exp ( ) .t
et et t

t t

k
V i kx x

k k
 

 
   
 

u e e               (6.133)

Äëÿ âèçíà÷åííÿ øóêàíèõ êîåô³ö³ºíò³â â³äáèòòÿ çà çì³ùåííÿì Vee ³ Vet çà-
ïèøåìî ãðàíè÷í³ óìîâè íà â³ëüí³é ìåæ³:

1 3
31

3 1

0
u u
x x

 
  

     
 ïðè x3 = 0,                   (6.134)

3 1
33

3 1

( 2 ) 0
u u
x x

   
 

   
 

 ïðè x3 = 0.               (6.135)

Çðîçóì³ëî, ùî ãðàíè÷íà óìîâà 
332 0 0x    âèêîíóºòüñÿ àâòîìàòè÷íî. Äàë³ 

ñë³ä ï³äñòàâèòè âèðàçè (6.131)—(6.133) â óìîâè (6.134) ³ (6.135), ïðè öüîìó 
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(1) (1) (1)
1 ;e ee etu u u u   (3) (3) (3)

3 e ee etu u u u    âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ñóìè â³äïîâ³äíèõ 
ïðîåêö³é âåêòîð³â çì³ùåíü ue, uee, uet. Îòæå, îòðèìàºìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ 
àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî êîåô³ö³ºíò³â Vee, Vet:

2 22
1,

2
t e

ee et
e t

k k k
V V

k k


                            (6.136)

2 2

2
1.

2
t e

ee et
tt

k k
V V

kk k


  


                        (6.137)

Ðîçâ’ÿçóþ÷è ñèñòåìó (6.136), (6.137), âèçíà÷àºìî
2 2 2 2

2 2 2 2

4 ( 2 )
,

4 ( 2 )
e t t

ee
e t t

k k k
V

k k k
 
 

 


 
                        (6.138)

2 2

2 2 2 2

4 ( 2 )
.

4 ( 2 )
t e t

et
e e t t

k k k k
V

k k k k


 



 

                    (6.139)

Îñê³ëüêè k = ke sin, e = ke cos, 2 2cos 1 ( / ) sint t t t e tk k k k     , òî êî-

åô³ö³ºíòè Vee ³ Vet ìîæíà çàïèñàòè ò³ëüêè ÷åðåç êóò ïàä³ííÿ  Ð-õâèë³ ³ 
â³äíîøåííÿ õâèëüîâèõ ÷èñåë kt ³ ke (äèâ. (6.125)):

1
2 .
1 2

t e

e t

k c v
q

k c v


  


                          (6.140)

Ðîçä³ëèâøè ÷èñåëüíèê ³ çíàìåííèê äðîá³â ó ôîðìóëàõ (6.138) ³ (6.139) íà 
4
ek , îòðèìàºìî

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

4 sin cos sin ( 2 sin )
,

4 sin cos sin ( 2 sin )
ee

q q
V

q q

   

   

  


  
          (6.141)

  

   




  

2 2

2 2 2 2 2 2

4 sin cos ( 2 sin )
.

4 sin cos sin ( 2 sin )
et

q
V

q q
         (6.142)

Îòæå, ìè îäåðæàëè ôîðìóëè, ÿê³ äîçâîëÿþòü îá÷èñëèòè êîåô³ö³ºíòè 
â³äáèòòÿ Vee ³ Vet, ÿêùî çàäàí³ êóò ïàä³ííÿ  ïîçäîâæíüî¿ õâèë³ ³ êîåô³ö³ºíò 
Ïóàñîíà  ñåðåäîâèùà. Äëÿ íîðìàëüíîãî ïàä³ííÿ ( = 0) ìàºìî Vee = –1, 
Vet = 0, òîáòî ïîâíå â³äáèòòÿ Ð-õâèë³ áåç óòâîðåííÿ SV-õâèë³. Çíà÷åííÿ 
Vee = –1 ïðè  = 0 âèçíà÷àº ïîäâîºíó àìïë³òóäó êîëèâàíü ÷àñòèíîê ñåðåäî-
âèùà íà ïîâåðõí³ â³ëüíî¿ ìåæ³ (ä³éñíî, îá÷èñëèòü çã³äíî ç (6.128)—(6.130) 
ñóìó ue + uee + uet ïðè  = 0 ³ x3 = 0).

Ó âèïàäêó  = 90 (êîâçíå ïàä³ííÿ) ìàºìî Vee = –1 ³ Vet = 0. ßêùî òåïåð 
îá÷èñëèòè âåêòîð çì³ùåííÿ ñåðåäîâèùà, òî îòðèìàºìî ue + uee + uet = 0 (ïðè 
 = 90), òîáòî ðóõ â³äñóòí³é. Öþ îáñòàâèíó ñë³ä ââàæàòè âêàç³âêîþ íà òå,
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Ðèñ. 6.14. Çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíòà Vee â³ä 
êóòà ïàä³ííÿ  ïðè ð³çíèõ çíà÷åííÿõ 
êîåô³ö³ºíòà Ïóàññîíà: êðèâ³ 1—4 ïðè 
çíà÷åííÿõ  â³äïîâ³äíî 0,15; 0,25; 0,3; 
0,4

ùî ñï³ââ³äíîøåííÿ (6.126) íå ñïðà-
âåäëèâ³ ó âèïàäêó êîâçíîãî ïàä³í-
íÿ Ð-õâèë³. Ïðè îö³íö³ âêàçàíîãî 
ïàðàäîêñà ñë³ä ìàòè íà óâàç³, ùî 
ðîçãëÿäàºòüñÿ çàäà÷à ïðî â³äáèòòÿ 
ïëîñêî¿ ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³ ³ ïèòàí-

íÿ ïðî äæåðåëî ïëîñêî¿ õâèë³ íå îáãîâîðþºòüñÿ. Òîìó òàêà ïîñòàíîâêà 
çàäà÷³ ïðèçâîäèòü äî çàçíà÷åíîãî ïðîòèð³÷÷ÿ ïðè êîâçíîìó ïàä³íí³ Ð-õâèë³, 
àëå äëÿ âñ³õ ³íøèõ êóò³â ïàä³ííÿ äàº äóæå íàî÷íó êàðòèíó âçàºìîä³¿ ïðóæ-
íèõ õâèëü ç ïëîñêîþ ìåæåþ.

Íà ðèñ. 6.14 ïîêàçàíà çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíòà Vee â³ä êóòà ïàä³ííÿ ïðè 
ð³çíèõ çíà÷åííÿõ êîåô³ö³ºíòà Ïóàññîíà. Ç ðèñóíêó âèäíî, ùî ïðè äåÿêèõ 
çíà÷åííÿõ  ³ êóòàõ ïàä³ííÿ  àìïë³òóäà â³äáèòî¿ Ð-õâèë³ äîð³âíþº íóëþ, 
òîáòî ïàäàþ÷à Ð-õâèëÿ â ïðîöåñ³ â³äáèòòÿ ïîâí³ñòþ ïåðåòâîðþºòüñÿ â ïî-
ïåðå÷íó SV-õâèëþ. Â³äïîâ³äíèé åíåðãåòè÷íèé àíàë³ç ïðîöåñó â³äáèòòÿ
Ð-õâèë³ äîçâîëÿº ïåðåêîíàòèñÿ, ùî â òàêèõ ñèòóàö³ÿõ åíåðãåòè÷íèé êîåô³-
ö³ºíò â³äáèòòÿ äëÿ SV-õâèë³ äîð³âíþº îäèíèö³ [18, c. 50—52]. ²ç âèðàçó 
(6.139) äëÿ Vee âèäíî, ùî öå â³äáóâàºòüñÿ ïðè

2 2 2 24 ( 2 ) 0.e t tk k k                             (6.143)

Àíàë³ç öüîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ ïîêàçóº, ùî ³ñíóº êðèòè÷íå çíà÷åííÿ 0,2637v  .
ßêùî â ñåðåäîâèù³ v v  , òî ð³âíÿííÿ (6.143) ìàº äâà ä³éñíèõ êîðåíÿ äëÿ 
êóòà ïàä³ííÿ â ä³àïàçîí³ (0, 90). Ïðè v v   òàêèõ êîðåí³â íåìàº, òîáòî 
ïðè áóäü-ÿêèõ êóòàõ ïàä³ííÿ àìïë³òóäà â³äáèòî¿ Ð-õâèë³ íå äîð³âíþº íóëþ.

Ðîçãëÿíóòèé âèïàäîê â³äáèòòÿ Ð-õâèë³ â³ä ìåæ³ ï³âïðîñòîðó õàðàêòåðè-
çóºòüñÿ òàêîæ òèì, ùî çì³íà êóòà ïàä³ííÿ íå ïðèçâîäèòü äî ÿê³ñíî¿ çì³íè ó 
õâèëüîâ³é êàðòèí³, òîáòî ìè çàâæäè ìàºìî â³äáèòòÿ ó âèãëÿä³ ïîøèðåííèõ 
õâèëü. ²íøèìè ñëîâàìè, íàâåäåíà íà ðèñ. 6.13, à ïðîìåíåâà êàðòèíà ïðî-
öåñó â³äáèòòÿ ïîçäîâæíüî¿ õâèë³ îïèñóº õàðàêòåðí³ ðèñè ô³çèêè ÿâèùà, çà 
âèêëþ÷åííÿì âèïàäêó êîâçíîãî ïàä³ííÿ ( = 90).

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ïàä³ííÿ íà â³ëüíó ìåæó ï³âïðîñòîðó ãàðìîí³÷íî¿ ç 
÷àñòîòîþ  SV-õâèë³ îäèíî÷íî¿ àìïë³òóäè. ßê ïîáà÷èìî íàäàë³, òóò ñèòó-
àö³ÿ ìîæå ñóòòºâî çì³íèòèñÿ. Çàïèøåìî âèðàçè äëÿ âåêòîð³â çì³ùåííÿ ó 
ïàäàþ÷³é SV-õâèë³ ³ â³äáèòèõ SV-³ Ð-õâèëÿõ (ðèñ. 6.13, á):

 1 3 1 3( cos sin )exp ( sin cos ) ,t t ti k x k x     u e e             (6.144)

 1 3 1 3( cos sin ) exp ( sin cos ) ,tt tt t tV i k x k x     u e e          (6.145)

      1 3 1 3( sin cos ) exp ( sin cos ) ,te e e te t e eV i k x k xu e e       (6.146)
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Ïåðåïèñóºìî âèðàçè (6.144)—(6.146), âèêîðèñòîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ 
kt sin = k, kt cos = t, ke cose = e, sine = (kt/ke)sin = k/ke:

 1 3 1 3exp ( ) ,t
t t

t t

k
i kx x

k k
 

 
   
 

u e e                   (6.147)

 1 3 1 3exp ( ) ,t
tt tt t

t t

k
V i kx x

k k
 

 
   
 

u e e                (6.148)

 1 3 1 3exp ( ) .e
te te e

e e

k
V i kx x

k k
 

 
   
 

u e e               (6.149)

Ðîçïèñóþ÷è ãðàíè÷í³ óìîâè (6.134) ³ (6.135), îòðèìóºìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ 
àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî êîåô³ö³ºíò³â Vee ³ Vet :

2 2

2
1,

2
e t

tt te
et

k k
V V

kk k


 


                          (6.150)

2 22
1.
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t t

tt te
t e

k k k
V V

k k


                           (6.151)

Çâ³äñè ìàºìî òàê³ ôîðìóëè:
2 2 2 2

2 2 2 2

4 ( 2 )
,

4 ( 2 )
e t t

tt
e t t

k k k
V

k k k
 
 

 
 

 
                      (6.152)

2 2

2 2 2 2

4 ( 2 )
4 ( 2 )

e t t
te

t e t t

k k k k
V

k k k k


 



 

.                     (6.153)

ßê ³ ó âèïàäêó ïàä³ííÿ Ð-õâèë³ (äèâ. ôîðìóëè (6.141), (6.142)), çàïèøåìî 
êîåô³ö³ºíòè Vtt ³ Vte ÿê ôóíêö³¿ êóòà ïàä³ííÿ  SV-õâèë³ ³ êîåô³ö³ºíòà Ïóàñ-
ñîíà  (ïðè öüîìó áåðåìî äî óâàãè, ùî k = kt sin, t = kt cos,   cose e ek   

    2 2 2 21 ( ) sin 1 sin ,e t e ek k k k q  äå t eq k k ):

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

4 sin cos 1 sin (1 2 sin )
,

4 sin cos 1 sin (1 2 sin )
tt

q q
V

q q

   

   

  
 

  
       (6.154)

2

2 2 2 2 2

4 sin cos (1 2 sin )
.

4 sin cos 1 sin (1 2 sin )
teV

q q

  

   




  
         (6.155)

ßêùî  = 0 (íîðìàëüíå ïàä³ííÿ SV-õâèë³), òî Vtt = 1, à Vte = 0; çã³äíî ç 
ôîðìóëàìè (6.144)—(6.146) íà â³ëüí³é ìåæ³ (õ3 = 0) ìàºìî ïîäâîºíó 
àìïë³òóäó êîëèâàíü ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà âçäîâæ îñ³ Îõ1. Ó âèïàäêó êîâç-
íîãî ïàä³ííÿ ( = 90) òàêîæ ìàºìî Vtt = 1, Vte = 0 ³, ÿê íàñë³äîê, â³äñóòí³ñòü 
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ðóõó â ñåðåäîâèù³ (äèâ. ôîðìóëè (6.144)—(6.146)). Öåé ïàðàäîêñ îáãîâîðþ-
âàâñÿ âèùå ïðè àíàë³ç³ ïàä³ííÿ Ð-õâèë³.

Íà ðèñ. 6.13, á ïîêàçàí³ ïðîìåí³, âçäîâæ ÿêèõ ïîøèðþþòüñÿ ïëîñê³ 
ãàðìîí³÷í³ õâèë³. Ïðîòå, îñê³ëüêè êóò â³äáèòòÿ Ð-õâèë³ å á³ëüøèé, í³æ êóò 
ïàä³ííÿ  SV-õâèë³ (e > ), òî òàêå çîáðàæåííÿ ïðîöåñó ìàº çì³ñò ïîêè êóò 
e çì³íþºòüñÿ â ä³àïàçîí³ â³ä 0 äî 90. Êóò å = 90 â³äïîâ³äàº êðèòè÷íîìó 
êóòó ïàä³ííÿ SV-õâèë³

êð arcsin arcsin .e t

t e

k c
k c

                          (6.156)

Ïðè  > êð ïðîöåñ â³äáèòòÿ ïîïåðå÷íî¿ õâèë³ âæå íåìîæëèâî ïîÿñíèòè ç 
òî÷êè çîðó ïðîìåíåâîãî óÿâëåííÿ. Öå îáóìîâëåíå òèì, ùî ïðè  > êð  ïî-

çäîâæíÿ õâèëÿ ñòàº íåîäíîð³äíîþ õâèëåþ, âëàñòèâîñò³ ÿêî¿ ìè äåòàëüíî 
âèâ÷èëè â ï. 5.5.4.

Ê³ëüê³ñíèé àíàë³ç ïðîöåñó â³äáèòòÿ ìîæíà ïðîâåñòè çã³äíî ç ôîðìóëàìè 
(6.154), (6.155) ³ ïðè  > êð. Ïðè öüîìó ñë³ä ðîçóì³òè, ùî îñê³ëüêè ïðè  

 > êð âåëè÷èíà q sin  > 1, òî 2 21 sinq   º óÿâíîþ âåëè÷èíîþ, òîáòî

2 2 2 2

êð

1 sin sin 1,q i q 
 

  


             (6.157)

äå q âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ (6.140). Ïðèðîäíî, ùî ïðè çàêðèòè÷íèõ êóòàõ 
ïàä³ííÿ ( > êð) ô³çè÷íèé ðîçâ’ÿçîê îäåðæóºòüñÿ ï³ñëÿ ìíîæåííÿ âèðàç³â 
(6.147)—(6.149) íà exp(–it) ³ âèä³ëåííÿ ä³éñíî¿ àáî óÿâíî¿ ÷àñòèíè â êîì-
ïîíåíòàõ âåêòîð³â çì³ùåíü.

Íà ðèñ. 6.15, à íàâåäåí³ äàí³ ùîäî çì³íè êîåô³ö³ºíòà â³äáèòòÿ SV-õâèë³ 

ttV â³ä êóòà ïàä³ííÿ   äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü êîåô³ö³ºíòà Ïóàññîíà. Îá÷èñëåí-
íÿ âèêîíàí³ äëÿ êóò³â, ìåíøèõ çà êðèòè÷íèé, òîìó ðèñ. 6.15, à õàðàêòåðè-
çóº òàêîæ çàëåæí³ñòü êðèòè÷íîãî êóòà êð â³ä êîåô³ö³ºíòà Ïóàññîíà . Ïðè 
 > êð çã³äíî ç âèðàçàìè (6.154) ³ (6.157) ìàºìî Vtt = 1, îñê³ëüêè, ÿê ìè 
âæå çíàºìî, ñåðåäí³é ïîò³ê ïîòóæíîñò³ âçäîâæ îñ³ Îõ3 â íåîäíîð³äí³é ïî-
çäîâæí³é õâèë³ äîð³âíþº íóëþ.

ßê ³ íà ðèñ. 6.14, òóò òàêîæ â³äáóâàºòüñÿ ïîâíà òðàíñôîðìàö³ÿ åíåðã³¿ 
ïàäàþ÷î¿ SV-õâèë³ íà ìåæó â ïîçäîâæíþ õâèëþ (öüîìó åôåêòó â³äïîâ³äà-
þòü òî÷êè ïåðåòèíó êðèâèõ îñ³ àáñöèñ). Öå â³äáóâàºòüñÿ ïðè çíà÷åííÿõ êî-
åô³ö³ºíò³â Ïóàññîíà , ìåíøèõ çà äåÿêîãî v . Âåëè÷èíà v  âèçíà÷àºòüñÿ ïðè 
àíàë³ç³ òîãî æ ð³âíÿííÿ (6.143), ùî ³ ó âèïàäêó ïàä³ííÿ Ð-õâèë³, ³ äîð³âíþº 
0,2637. Àëå êóòè ïàä³ííÿ, ïðè ÿêèõ â³äáóâàºòüñÿ ïîâíå ïåðåòâîðåííÿ ïîïå-
ðå÷íî¿ õâèë³ â ïîçäîâæíþ õâèëþ, áóäóòü, áåçóìîâíî, ³íøèìè.

Íà ðèñ. 6.15 ïîêàçàíà çàëåæí³ñòü ìîäóë³â êîåô³ö³ºíò³â â³äáèòòÿ Vtt ³ 
Vte â³ä êóòà ïàä³ííÿ  ïðè  = 0,15 (ñå/ct = 1,56). Ö³êàâîþ îñîáëèâ³ñòþ 
â³äáèòòÿ ïîçäîâæíüî¿ õâèë³ º ð³çêå çðîñòàííÿ âåëè÷èíè Vte â îêîë³ êðèòè÷-
íîãî êóòà ïàä³ííÿ êð = 39,92. Òàêå çðîñòàííÿ êîåô³ö³ºíòà Vte íå ïîâèííî 
íåïîêî¿òè, àäæå ïîò³ê åíåðã³¿ âèçíà÷àºòüñÿ ê³íåìàòè÷íèìè ³ ñèëîâèìè ÷èí-
íèêàìè õâèëüîâîãî ïîëÿ [18, ñ. 50—52]. Â îêðåìèõ âèïàäêàõ (  27,3; 39,88
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Ðèñ. 6.15. Çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíò³â â³äáèòòÿ Vtt(à —  = 0,15; 0,25; 0,30; 0,40 — êðèâ³ 1—4) 
³  Vtt, Vte(á —  = 0,15; êð  39,92) â³ä êóòà ïàä³ííÿ 

íà ðèñ. 6.15) åíåðã³ÿ, ÿêó óíîñèòü â³äáèòà SV-õâèëÿ, äîð³âíþº íóëþ, à 
â³äáèòà Ð-õâèëÿ ïåðåíîñèòü âñþ åíåðã³þ ïàäàþ÷î¿ SV-õâèë³.

Îêð³ì âèïàäêó ïîâíîãî ïåðåòâîðåííÿ îäíîãî òèïó ðóõó â ³íøèé â ïðî-
öåñ³ â³äáèòòÿ â³ä â³ëüíî¿ ìåæ³ íå ìåíøèé ³íòåðåñ ñòàíîâèòü âèïàäîê ïîâíî-
ãî çáåðåæåííÿ òèïó ðóõó (ñèòóàö³ÿ íîðìàëüíîãî ïàä³ííÿ õâèë³ º î÷åâèä-
íîþ). ßêùî ïàäàº Ð-õâèëÿ, òî çã³äíî ç (6.142) óìîâîþ çáåðåæåííÿ òèïó ðó-
õó áóäå ð³âíÿííÿ q2 – 2sin = 0. Àëå âèêîíàííÿ ö³º¿ óìîâè íåìîæëèâî, 
îñê³ëüêè ìàºìî sin 2 (1 ) /(1 2 ) 1q v v       (äèâ. (6.140)), ùî íåìîæ-

ëèâî. Ïðè ïàä³íí³ SV-õâèë³ çã³äíî ç (6.155) ìàºìî óìîâó: 1 – 2sin2  = 0. Çâ³ä-
ñè  = 45. Íà ðèñ. 6.15 òàêå çíà÷åííÿ êóòà ïàä³ííÿ çàêðèòè÷íå, ³, îòæå, ïðè 
â³äáèòò³ SV-õâèë³ çáóäæóºòüñÿ íåîäíîð³äíà ïîçäîâæíÿ õâèëÿ. ßê ïðèêëàä 
(ðèñ. 6.15, á) ïðè  = 45 ìàºìî Vtt = 1 ³ Vte = 0, òîáòî ïîçäîâæíÿ õâèëÿ íå 
çáóäæóºòüñÿ.

Ï³äñóìîâóþ÷è ïðîâåäåíèé àíàë³ç çàäà÷³ â³äáèòòÿ õâèë³ â³ä â³ëüíî¿ ìåæ³, 
ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ñòàíîâëÿòü ³íòåðåñ ïðè äîñë³äæåíí³ 
õâèëüîâèõ ³ êîëèâàëüíèõ ïðîöåñ³â â òâåðäèõ ò³ëàõ ê³íöåâèõ ðîçì³ð³â.

6.10. Ïîâåðõíåâà õâèëÿ Ðåëåÿ

Çãàäàºìî êîëèâàëüíó ñèñòåìó ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³. Ïðè 
äîñë³äæåíí³ ñèñòåìè ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³ (äèâ. ïàðàãðàôè 2.5 ³ 2.6), 
íà îñíîâ³ çàêîíó Íüþòîíà îòðèìàëè äâà äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿííÿ ðóõó. 
ßêùî ââàæàòè, ùî çîâí³øíÿ ñèëà íå ä³º íà êîëèâàëüíó ñèñòåìó, òî îäåð-
æóºìî ñèñòåìó äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç íóëüîâîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ. 
Òàê³ ð³âíÿííÿ îïèñóþòü â³ëüí³ êîëèâàííÿ ñèñòåìè ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëü-
íîñò³. Äàë³, âðàõîâóþ÷è ãàðìîí³÷íó çàëåæí³ñòü ó ÷àñ³ â³ëüíèõ êîëèâàëüíèõ 
ñèñòåì, îòðèìóºìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü ùîäî àìïë³òóä 
êîëèâàíü ó êîæí³é ïàðö³àëüí³é ñèñòåì³. Îäíîð³äíà ñèñòåìà àëãåáðà¿÷íèõ 
ð³âíÿíü ìàº ðîçâ’ÿçîê, ÿêùî ¿¿ âèçíà÷íèê äîð³âíþº íóëþ. Àíàë³ç ð³âíÿííÿ 
(ð³âí³ñòü íóëþ âèçíà÷íèêà) ïîêàçóº, ùî øóêàíèõ â³ëüíèõ êîëèâàíü â ñèñ-
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òåì³ ìîæå áóòè äâà. Òàê³ êîëèâàííÿ îòðèìàëè íàçâó âëàñíèõ àáî íîðìàëü-
íèõ, êîëèâàíü. Âîíè õàðàêòåðèçóþòüñÿ âëàñíîþ ÷àñòîòîþ ³ âëàñíîþ ôîð-
ìîþ, òîáòî â³äíîøåííÿì àìïë³òóä êîëèâàíü â ïàðö³àëüíèõ ñèñòåìàõ. Ìîæ-
íà ñêàçàòè, ùî âëàñí³ êîëèâàííÿ — öå â³ëüí³ êîëèâàííÿ â ñèñòåì³ çà ñïå-
öèô³÷íèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ, êîëè ñèñòåìà, ïðè â³äñóòíîñò³ âòðàò, çáåð³ãàº 
ôîðìó êîëèâàíü íåñê³í÷åííî äîâãî. Ó ðåæèì³ âèìóøåíèõ êîëèâàíü ðåçî-
íàíñ â êîëèâàëüí³é ñèñòåì³ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ, êîëè ÷àñòîòà çîâí³øíüî¿ ñèëè 
äîð³âíþº îäí³é ç âëàñíèõ ÷àñòîò ñèñòåìè. Ïðè öüîìó â ñèñòåì³ áåç äåìï-
ô³ðóâàííÿ àìïë³òóäà êîëèâàíü â îáîõ ïàðö³àëüíèõ ñèñòåìàõ ïðÿìóº ó íåñ-
ê³í÷åíí³ñòü. Òàê³ õàðàêòåðí³ âëàñòèâîñò³, ÿê ìè íå ðàç ïåðåêîíóâàëèñÿ, ñïî-
ñòåð³ãàþòüñÿ ïðè äîñë³äæåíí³ ³íøèõ êîëèâàëüíèõ ñèñòåì.

Ïîâåðíåìîñÿ äî ðîçãëÿíóòî¿ âèùå çàäà÷³ ïðî ïàä³ííÿ ïëîñêî¿ õâèë³ íà 
â³ëüíó ìåæó ï³âïðîñòîðó ³ ï³ä ³íøèì êóòîì çîðó ïîäèâèìîñÿ íà îòðèìàí³ 
ðîçâ’ÿçêè (6.138), (6.139) ³ (6.152), (6.153). Âîíè º ðîçâ’ÿçêàìè â³äïîâ³äíèõ 
àëãåáðà¿÷íèõ ñèñòåì ð³âíÿíü (6.136), (6.137) ³ (6.150), (6.151). ßêùî âèçíà÷-
íèê öèõ ñèñòåì (à â³í îäíàêîâèé äëÿ îáîõ ñèñòåì (6.136), (6.137) ³ (6.150), 
(6.151)) ïðèð³âíÿòè äî íóëÿ, òî ìàòèìåìî âèðàç, ùî ñòî¿òü ó çíàìåííèêó 
ðîçâ’ÿçê³â (6.138), (6.139) ³ (6.152), (6.153). Îòæå, çà óìîâè ð³âíîñò³ íóëþ 
âèçíà÷íèêà, à çâ³äñè ³ çíàìåííèêà ðîçâ’ÿçê³â, ìàòèìåìî íåñê³í÷åíí³ çíà-
÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â â³äáèòòÿ, òîáòî íåñê³í÷åííå çðîñòàííÿ àìïë³òóä â³äáè-
òèõ õâèëü. Ïðîâîäÿ÷è ïàðàëåë³ ç äîñë³äæåííÿì êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè ç äâî-
ìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³, ìîæíà ââàæàòè, ùî çíàõîäæåííÿ êîðåí³â ð³âíÿííÿ 
ó âèãëÿä³ íóëüîâîãî âèçíà÷íèêà îçíà÷àº äîñë³äæåííÿ âëàñíèõ õâèëüîâèõ 
ðóõ³â ï³âïðîñòîðó ç â³ëüíîþ ìåæåþ.

Ñïðîáóºìî ïðîâåñòè òàêå äîñë³äæåííÿ. Ïðèð³âíþþ÷è íóëþ çíàìåííèê 
â îòðèìàíèõ ðîçâ’ÿçêàõ, çàïèñóºìî òàêå ð³âíÿííÿ:

2 2 2 24 ( 2 ) 0.e t tk k k                            (6.158)

Äåùî ïåðåòâîðèìî öå ð³âíÿííÿ. Áåðó÷è äî óâàãè, ùî 2 2 ,e ek k    t

 2 2,tk k  ä³ëèìî (6.158) íà k4 ³ çâ³ëüíþºìîñÿ â³ä ðàäèêàë³â. Òîä³ îòðè-

ìàºìî
6 4 22 2

2 2

2
( ) 8 24 1 16 1 0

3
t t e t e

t t

k k k k k
R k

k k kk k

                      
        

.      (6.159)

Âèðàç (6.159) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ð³âíÿííÿ â³äíîñíî êîìïîíåíòè õâèëüî-
âîãî âåêòîðà âçäîâæ ìåæ³. Îñê³ëüêè k = /c, ke = /ce, kt = /ct, òî (6.159) 
ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê ð³âíÿííÿ äëÿ ôàçîâî¿ øâèäêîñò³ c  õâèëüîâîãî ïðîöå-
ñó âçäîâæ ìåæ³:

6 4 22 2

2 2

2
( ) 8 24 1 16 1 0

3
t t

t t te e

c cc c c
R c

c c cc c

        
              
        

.      (6.160)

Öå ð³âíÿííÿ ùîäî âåëè÷èíè c/ct ìàº ºäèíèé ä³éñíèé êîð³íü, ùî ëåæèòü 
ì³æ 0 ³ 1. Ä³éñíî, ï³äñòàâëÿþ÷è çàì³ñòü c/ct íóëü, îòðèìóºìî â³ä’ºìíå ÷èñëî; 
ï³äñòàâëÿþ÷è çàì³ñòü c/ct îäèíèöþ, îòðèìóºìî äîäàòíå ÷èñëî. Òîáòî, ì³æ
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íóëåì ³ îäèíèöåþ ìàº áóòè øóêàíèé 
êîð³íü. (Ìîæíà ïðîâåñòè ñòðîãå äîâåäåííÿ 
³ñíóâàííÿ ³ ºäíîñò³ êîðåíÿ íà âêàçàíîìó 
³íòåðâàë³.) ßê ïðèêëàä íà ðèñ. 6.16 íàâå-
äåíî ãðàô³ê ôóíêö³¿ R(c/ct) íà â³äð³çêó [0,1] 
ïðè çíà÷åíí³ êîåô³ö³ºíòà Ïóàññîíà  = 0,3 
(òóò ìàºìî 2 2/t ec ñ  0,286 ).  Âèäíî, ùî ³ñ-
íóº ºäèíèé êîð³íü c = cR.

ßêèé ô³çè÷íèé çì³ñò îòðèìàíîãî 
ðîçâ’ÿçêó? Îñê³ëüêè cR < ct, à, çíà÷èòü, ³ 
cR < ce, òî äîñë³äæóâàíà á³æó÷à õâèëÿ
âçäîâæ ìåæ³ ïðÿìóº ïîâ³ëüí³øå í³æ ïîïåðå÷íà ³ ïîçäîâæíÿ õâèë³. ²íàêøå, 
âåëè÷èíà kR = /cR á³ëüøå õâèëüîâèõ ÷èñåë Ð- ³ SV-õâèëü (kR > kt, kR > ke). 
Òàêèì ÷èíîì, ïàäàþ÷³ ³ â³äáèò³ õâèë³ â³ä ìåæ³ (Ð- ³ SV-õâèë³) â öüîìó âè-
ïàäêó º íåîäíîð³äíèìè.

Îòæå, çâóêîâå ïîëå â ï³âïðîñòîð³ ìîæíà ïîäàòè ÿê ñóêóïí³ñòü äâîõ íå-
îäíîð³äíèõ õâèëü: îäíà — ïîçäîâæíüîãî òèïó ³ äðóãà — ïîïåðå÷íîãî. Ö³ 
õâèë³ ïðÿìóþòü âçäîâæ ìåæ³ ç ôàçîâîþ øâèäê³ñòþ cR ³ çãàñàþòü ó íàïðÿìêó 
â³ä ìåæ³ óãëèáèíó ï³âïðîñòîðó (âçäîâæ îñ³ Ox3). Çàïèøåìî âèðàçè äëÿ âåê-

òîð³â çì³ùåíü â íåîäíîð³äíèõ Ð- ³ SV-õâèëÿõ. Ïîçíà÷èìî    2 2
e e Rk k

   2 2 R
R e ei k k i ,  2 2 2 2 R

t t R R t tk k i k k i       (îñê³ëüêè kR > kt, kR > ke).

Ç îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè (6.150), (6.151) (â ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíÿíü ìàºìî íóë³, 
îñê³ëüêè ïàäàþ÷î¿ õâèë³ íåìà) îòðèìàºìî çâ’ÿçîê ì³æ àìïë³òóäàìè õâèëü. 
Òàê, ç ð³âíÿííÿ (6.150) ìàºìî

 

2 2

2
2

R
R e t

tt te
eR t

i k k
V V

kk k





.                             (6.161)

Âèðàç äëÿ íåîäíîð³äíèõ õâèëü îòðèìàºìî ç ôîðìóë (6.148), (6.149) äëÿ îä-
íîð³äíèõ SV- ³ Ð-õâèëü ç óðàõóâàííÿì íîâèõ ïîçíà÷åíü ³ ôîðìóëè (6.161):

 

 ( ) ( ) ( )
1 1 3 3 1 3 1exp

R
e e ReR

e R e
e e

ik
u u V ik x x

k k
 

 
      

 
3u e e e e ,       (6.162)

   
  ( ) ( )

1 1 3 3 1 3 1 32 2

2
exp

2

R R
Rt t t R e tR

t R t
t t eR t

i i k kk
u u V ik x x

k k kk k
  

 
        

u e e e e , (6.163)

òóò V — ñòàëà; íàãàäàºìî, ùî â ï³âïðîñòîð³ êîîðäèíàòè 3x  â³ä’ºìí³, òîìó 
ïðè ïîøèðåíí³ õâèëü óãëèáèíó ï³âïðîñòîðó àìïë³òóäè çìåíøóþòüñÿ.

Ï³äñòàâèâøè ñóïåðïîçèö³þ õâèëü (6.162) ³ (6.163) u = ue + ut ó ãðàíè÷í³ 
óìîâè (6.134), (6.135), ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âîíè âèêîíóþòüñÿ (ðåêî-
ìåíäóºìî ïðîâåñòè ö³ ïåðåòâîðåííÿ). Îòæå, ñóïåðïîçèö³ÿ íåîäíîð³äíèõ 
õâèëü ïîçäîâæíüîãî ³ ïîïåðå÷íîãî òèï³â ä³éñíî ðîáèòü â³ëüíîþ â³ä íàïðó-
æåííÿ ìåæó ï³âïðîñòîðó.

Ðèñ. 6.16. Ãðàô³ê ôóíêö³¿ R(ñ/ñt) 
ïðè  = 0,3
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Ðèñ. 6.17. Çàëåæí³ñòü â³äíîñíî¿ øâèäêîñò³ ðåëåºâ-
ñüêî¿ õâèë³ â³ä êîåô³ö³ºíòà Ïóàññîíà ñåðåäîâèùà

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ð³âíÿííÿ (6.160) ìàº 
³íø³ ä³éñí³ ³ êîìïëåêñí³ êîðåí³, ÿê³ âèçíà-
÷àþòü ð³çí³ êîìá³íàö³¿ ïîçäîâæí³õ ³ ïîïå-
ðå÷íèõ õâèëü, ùî îáóìîâëþþòü íóëüîâå 
çíà÷åííÿ íàïðóæåííÿ íà ìåæ³. Ïðîòå ðîç-
â’ÿçîê ó âèãëÿä³ ïîâåðõíåâî¿ õâèë³ îäèí ³ 
â³äïîâ³äàº ä³éñíîìó êîðåíþ cR < ct.

Îòæå, îòðèìàíå ïîëå ìîæíà ³íòåðïðåòó-
âàòè ÿê ñàìîñò³éíó ïîâåðõíåâó õâèëþ

ñêëàäíî¿ ñòðóêòóðè, ùî ìîæå ³ñíóâàòè ó òâåðäîìó ò³ë³ (ïîä³áíî äî òîãî, ÿê 
ìè âèçíà÷àëè âëàñí³ êîëèâàííÿ ñèñòåìè ç äâîìà ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³). 
Âïåðøå ³ñíóâàííÿ ïîâåðõíåâèõ õâèëü ó òâåðäîìó ò³ë³ ïåðåäáà÷èâ Ðåëåé ó 
1885 ð. Òîìó öþ ïîâåðõíåâó õâèëþ íàçèâàþòü ðåëåºâñüêîþ õâèëåþ (àáî 
õâèëåþ Ðåëåÿ), à ð³âíÿííÿ (6.160) — ð³âíÿííÿì Ðåëåÿ.

Òàêèì ÷èíîì, ðåëåºâñüêà õâèëÿ ïîøèðþºòüñÿ âçäîâæ ìåæ³ ç ôàçîâîþ 
øâèäê³ñòþ cR = /kR, ÿêà ìåíøà çà øâèäê³ñòü ïîïåðå÷íî¿ õâèë³ ct. Âàæëèâî 
çàçíà÷èòè, ùî êîåô³ö³ºíòè ð³âíÿííÿ (6.160) íå çàëåæàòü â³ä ÷àñòîòè, à, îò-
æå, ³ ôàçîâà øâèäê³ñòü cR õâèë³ Ðåëåÿ íå çàëåæèòü â³ä ÷àñòîòè, òîáòî õâèëÿ 
Ðåëåÿ ïîøèðþºòüñÿ áåç äèñïåðñ³¿ (äîâ³ëüíèé ³ìïóëüñ çáóäæåííÿ çáåð³ãàº 
ñâîþ ôîðìó ïðè ïîøèðåíí³). Çíà÷åííÿ cR çàëåæèòü â³ä êîåô³ö³ºíòà Ïóàñ-
ñîíà ñåðåäîâèùà   ³ ìîíîòîííî çì³íþºòüñÿ â³ä 0,87ct ïðè  = 0 äî 0,96ct

ïðè  = 0,5 (ðèñ. 6.17).
Ìîæíà îòðèìàòè íàáëèæåíó ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ øâèäêîñò³ õâèë³ 

Ðåëåÿ. Äëÿ öüîãî, ïîä³ëèâøè âèõ³äíå äèñïåðñ³éíå ð³âíÿííÿ (6.158) íà k4, 
ïåðåïèøåìî éîãî ó âèãëÿä³

2 2 2 2 24 1 1 ( 2) 0,a s s s                           (6.164)

äå s = kt/k = c/ct, 
2 2 2/ .t ea c c  Â³çüìåìî çà ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ c = ct, òîä³ 

ïîäàìî øóêàíå çíà÷åííÿ ñ ó âèãëÿä³ c = ct(1 – ), çâ³äêè s = 1 – . Ï³äñòà-
âèìî s = 1 –  ó ð³âíÿííÿ (6.164), ïîò³ì ï³äíåñåìî éîãî äî êâàäðàòó ³, âðà-
õîâóþ÷è ò³ëüêè ë³í³éí³ ÷ëåíè çà , ïðèéäåìî äî âèðàçó 8(3 – 4q2) = 1. 
Îñê³ëüêè a2 = 2(1 – 2)/(1 – ) (äèâ. (6.125)), òî âåëè÷èíà ïîïðàâêè  = (1 –
– )/[8(1 + )]. Ï³äñòàâëÿþ÷è öå çíà÷åííÿ  ó âèáðàíå íàáëèæåííÿ äëÿ 

øâèäêîñò³ c = ct(1 – ), îòðèìóºìî çðó÷íó ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ øâèä-
êîñò³ õâèë³ Ðåëåÿ:

7 9 0,875 1,125
.

8(1 ) 1
R

t

c

c
 
 

 
 

 
                      (6.164à)

Ïîð³âíÿííÿ çíà÷åíü, îòðèìàíèõ çã³äíî ç ôîðìóëîþ (6.164), ç òî÷íèì ðîçâ’ÿ-
çêîì ð³âíÿííÿ (6.160) ñâ³ä÷èòü, ùî ïîõèáêà àïðîêñèìàö³¿ íå ïåðåâèùóº 
0,5 %.
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Àíàë³çóþ÷è ê³íåìàòèêó ðóõó â ïîâåðõíåâ³é õâèë³ Ðåëåÿ, çàïèñóºìî âèðà-
çè äëÿ êîìïîíåíò³â âåêòîðà çì³ùåííÿ      ( ) ( ) ( )

1 1 3 3 1 1 1 3 3( ) (e t eu u u u uu e e e e

 ( )
3 )tu ç òî÷í³ñòþ äî ñòàëî¿:
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       (6.166)

Ôîðìóëè (6.165) ³ (6.166) ìîæíà ïåðåïèñàòè, âèä³ëÿþ÷è â³äíîøåííÿ øâèä-
êîñòåé ct/ce ³ cR/ct; äàë³ ç óðàõóâàííÿì ÷àñîâîãî ìíîæíèêà exp(–it) ïåðåõî-
äèìî äî ä³éñíî¿ ôîðìè çàïèñó êîìïîíåíò³â âåêòîðà çì³ùåííÿ:

2
3 3 1

1 2

2 2
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  (6.167)
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   (6.168)
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   — äîâæèíà õâèë³ Ðå-

ëåÿ. Çì³ùåííÿ âèçíà÷åíå ç òî÷í³ñòþ äî äîâ³ëüíî¿ ñòàëî¿ V. Îñê³ëüêè â³äíî-
øåííÿ øâèäêîñòåé 2(1 ) /(1 2 )e tc c      (äèâ. (6.125)), òî ºäèíèì ïàðà-
ìåòðîì ó ôîðìóëàõ (6.167) ³ (6.168) äëÿ ðîçðàõóíêó êîìïîíåíò³â âåêòîðà 
çì³ùåííÿ º êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà .

Îòæå, âèðàçè (6.167) ³ (6.168) îïèñóþòü õâèëþ, åêñïîíåíö³éíî ïàäàþ÷ó 
ç â³äñòàííþ â³ä ìåæ³. Âèãëÿä ïîêàçíèê³â åêñïîíåíò ó (6.167), (6.168) ïðè-
âîäèòü äî âèñíîâêó: ÷èì ìåíøà äîâæèíà õâèë³ Ðåëåÿ R, òèì íà ìåíøó 
ãëèáèíó ïðîíèêàº õâèëÿ. 

²ç ñï³ââ³äíîøåíü (6.167) ³ (6.168) âèäíî, ùî ÷àñòèíêè â õâèë³ Ðåëåÿ ïå-
ðåì³ùóþòüñÿ ïî åë³ïòè÷íèõ îðá³òàõ. Äëÿ âåëè÷èíè  = 0,25 â³äíîøåííÿ 
ìåíøî¿ ï³âîñ³ åë³ïñà (u1) äî á³ëüøî¿ (u3) ïðè x3 = 0 ïðèáëèçíî äîð³âíþº 
0,694. Çì³íà êîåô³ö³ºíòà Ïóàññîíà  â³ä 0 äî 0,5 ïðèçâîäèòü äî çì³íè öüîãî 
â³äíîøåííÿ â³ä 0,556 äî 0,788.

Íà ðèñ. 6.18 ïîêàçàí³ âåëè÷èíè àìïë³òóäè âåðòèêàëüíèõ U3 ³ ãîðèçîí-
òàëüíèõ U1 çì³ùåíü íîðìîâàí³ äî àìïë³òóäè êîìïîíåíòè u3 íà ïîâåðõí³ 
ìåæ³ (x3 = 0),  = 0,25. ßê áà÷èìî, âåðòèêàëüíå çì³ùåííÿ (u3) ñÿãàº ìàêñè-
ìóìó íà â³äñòàí³ 0,08R â³ä ïîâåðõí³, à ïîò³ì ïëàâíî ïàäàº, íå çì³íþþ÷è 
çíàê. Ãîðèçîíòàëüíå çì³ùåííÿ (u1) ñòàº ð³âíèì íóëþ ïðè x3 = –0,19R, à 
ïîò³ì çì³íþº íàïðÿìîê. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ 3 0,19 Rx   ðóõ ÷àñòèíîê ñåðå-

äîâèùà ïî åë³ïòè÷íèõ îðá³òàõ â³äáóâàºòüñÿ ïðîòè ÷àñîâî¿ ñòð³ëêè, à ïðè 

3 0,19 Rx  — çà ÷àñîâîþ ñòð³ëêîþ (ïîÿñí³òü ÷îìó). 
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Ðèñ. 6.18. Íîðìîâàí³ çàëåæíîñò³ àìïë³òóä 
U1 ³ U3 êîìïîíåíò âåêòîðà çì³ùåííÿ ÷àñ-
òèíîê â õâèë³ Ðåëåÿ â³ä â³äñòàí³ äî ìåæ³ 
x3/R;  = 0,25

Åíåðãåòè÷íèé àíàë³ç õâèë³ Ðå-
ëåÿ ïîêàçóº, ùî ñåðåäíÿ çà ïåð³îä 
íîðìàëüíà äî ìåæ³ ñêëàäîâà ïîòî-
êó ïîòóæíîñò³ òîòîæíî äîð³âíþº 
íóëþ. Ñåðåäíÿ çà ïåð³îä âåëè÷èíà 
ïîòîêó ïîòóæíîñò³ âçäîâæ ìåæ³ 
â³äì³ííà â³ä íóëÿ ³ äîäàòíà. Âèÿâ-

ëÿºòüñÿ, ùî ïðàêòè÷íî âñÿ åíåðã³ÿ, ùî ïåðåíîñèòüñÿ õâèëåþ Ðåëåÿ, çîñå-
ðåäæåíà â øàð³ òîâùèíîþ R.

Õâèë³ Ðåëåÿ â³ä³ãðàþòü âàæëèâó ðîëü â ñåéñì³÷íèõ ÿâèùàõ: îñê³ëüêè âî-
íè º ïîâåðõíåâèìè, òî âîíè ðîçõîäÿòüñÿ ïðè ïîøèðåíí³ â³ä äæåðåëà õâèëü 
ò³ëüêè â äâîõ âèì³ðàõ (íàïðèêëàä, ïðè çåìëåòðóñ³ — âçäîâæ çåìíî¿ êîðè) ³ 
òîìó çãàñàþòü ïîâ³ëüí³øå, í³æ çâè÷àéí³ ïîçäîâæí³ ³ ïîïåðå÷í³ õâèë³, ùî 
ïîøèðþþòüñÿ â îá’ºì³ ñåðåäîâèùà. Òîìó ïîâåðõíåâ³ õâèë³ ìîæíà ñïîñòåð³-
ãàòè íà òàêèõ âåëèêèõ â³äñòàíÿõ â³ä åï³öåíòðó çåìëåòðóñó, íà ÿêèõ õâèë³ 
³íøèõ òèï³â âæå íåïîì³òí³. Õâèë³ Ðåëåÿ ä³àïàçîíó ìåãàãåðö øèðîêî âèêî-
ðèñòîâóþòüñÿ â äåôåêòîñêîï³¿ äëÿ ðåºñòðàö³¿ ïîâåðõíåâèõ òð³ùèí ³ â àêó-
ñòîåëåêòðîííèõ ïðèñòðîÿõ äëÿ îáðîáêè ñèãíàë³â.

6.11. Òâåðä³ õâèëåâîäè

Ïîä³áíî äî ð³äèííèõ øàð³â, òâåðä³ ïëàñòèíè ³ ñòðèæí³ ïîâî-
äÿòü ñåáå ÿê õâèëåâîäè, òîáòî â íèõ òàêîæ áåç áóäü-ÿêèõ çì³í ìîæóòü ïî-
øèðþâàòèñÿ ò³ëüêè ãàðìîí³÷í³ õâèë³ ïåâíîãî òèïó. Òàê³ õâèë³, ÿê ìè çíàºìî, 
íàçèâàþòü íîðìàëüíèìè õâèëÿìè, àáî ìîäàìè õâèëåâîäó. Àëå ó òâåðäîìó 
ñåðåäîâèù³, íà â³äì³íó â³ä ð³äèíè, ïîøèðþþòüñÿ íå ò³ëüêè ïîçäîâæí³, à é 
ïîïåðå÷í³ õâèë³; îêð³ì òîãî, ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ òâåðäîãî ò³ëà ñêëàäí³ø³, 
í³æ äëÿ ð³äèíè. Òîìó ó òâåðäîìó õâèëåâîä³ ð³çíîìàí³òí³ñòü íîðìàëüíèõ 
õâèëü á³ëüøà, à ñàì³ ö³ õâèë³ óòâîðþþòü á³ëüø ñêëàäí³ õâèëüîâ³ ïîëÿ, í³æ 
íîðìàëüí³ õâèë³ â ð³äèííîìó õâèëåâîä³.

ßê ³ ó âèïàäêó ð³äèííîãî õâèëåâîäó, ñó-
ïåðïîçèö³ºþ íîðìàëüíèõ õâèëü ìîæå áóòè 
çîáðàæåíå äîâ³ëüíå ïîëå ó õâèëåâîä³, òîìó 
îïèñóâàííÿ ìîä òâåðäîãî õâèëåâîäó º íà-
øîþ ïîäàëüøîþ ìåòîþ.

Ðîçãëÿíåìî õâèëåâîäè ó âèãëÿä³ øàðó ç 
â³ëüíèìè ìåæàìè. Äëÿ çðó÷íîñò³ àíàë³çó 
ñóì³ñòèìî ïëîùèíó õ1Îõ2 äåêàðòîâî¿ ñèñòå-
ìè êîîðäèíàò ç ñåðåäèííîþ ïëîùèíîþ øà-
ðó (ðèñ. 6.19). Â³ñü Îõ1 íàïðàâèìî âçäîâæ 
íàïðÿìêó ïîøèðåííÿ íîðìàëüíî¿ õâèë³. 
Òîâùèíó õâèëåâîäó ïîçíà÷èìî 2h. Ðèñ. 6.19. Õâèëåâîä ó âèãëÿä³ òâåð-

äîãî øàðó
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Ãðàíè÷í³ óìîâè íà â³ëüíèõ ìåæàõ õâèëåâîäó — öå ð³âí³ñòü íóëþ â³äïî-
â³äíèõ íàïðóæåíü ïðè õ3 = h:

33
1 2 3 3

1 2 3 3

2 0,
u u u u
x x x x

  
    

         
                     (6.169)

3 1
31

1 3

0,
u u
x x

 
  

     
                             (6.170)

3 2
32

2 3

0.
u u
x x

 
  

     
                             (6.171)

6.12. Ïîøèðåííÿ SH-õâèëü ó øàð³

Ó ïàðàãðàô³ 6.9 óêàçàíî íà ñóòòºâ³ â³äì³ííîñò³ ó â³äáèòò³ SH-
õâèëü ³ ïðóæíèõ õâèëü ³íøèõ òèï³â (Ð ³ SV) â³ä â³ëüíî¿ ìåæ³. Â³äáèòòÿ SH-
õâèëü â³äáóâàºòüñÿ áåç çáóðåííÿ ³íøèõ òèï³â ðóõó, ùî îáóìîâëþº â³äíîñíó 
ïðîñòîòó ñòðóêòóðè õâèëüîâîãî ïîëÿ ó øàð³.

ßê ìè çíàºìî, íîðìàëüíó õâèëþ (äèâ. ï.5.11.2) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
ñóïåðïîçèö³¿ äâîõ á³æó÷èõ õâèëü, ùî ïðÿìóþòü ï³ä äåÿêèì êóòîì äî îñ³ 
õâèëåâîäó, â³äáèâàþ÷èñü ïîçà÷åðãîâî â³ä êîæíî¿ ç ìåæ õâèëåâîäó. Îñê³ëüêè 
ïðè â³äáèòò³ SH-õâèë³ â³ä â³ëüíî¿ ìåæ³ íîâèõ òèï³â ðóõ³â íå âèíèêàº, òî 
ìîäè ïëîñêîãî òâåðäîãî õâèëåâîäó, óòâîðåí³ ñóïåðïîçèö³ºþ SH-õâèëü, áó-
äóòü ñõîæ³ íà ìîäè ó ð³äèííîìó õâèëåâîä³.

Îòæå, íåõàé ï³ä êóòîì  äî îñ³ õâèëåâîäó ïîøèðþþòüñÿ äâ³ SH-õâèë³: 
(1)
2u  ³ (2)

2u , (ðèñ. 6.19). Íàãàäàºìî, ùî â SH-õâèë³ ðóõ ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà 
â³äáóâàºòüñÿ âçäîâæ îñ³ Îõ2, òîìó ïðîåêö³¿ âåêòîðà çì³ùåííÿ u â SH-õâèë³ 
íà îñ³ Ox1 ³ Ox3 äîð³âíþþòü íóëþ u = (0,u2,0):

 (1)
2 1 1 3exp cos sin ,tu U ik x x     

 (2)
2 2 1 3exp cos sin ,tu U ik x x                         (6.172)

äå kt = /ct. Äëÿ ïîâíîãî âèçíà÷åííÿ õâèëüîâîãî ïîëÿ â øàð³ íåîáõ³äíî 
âñòàíîâèòè çàëåæí³ñòü êóòà  ³ ÷àñòîòè õâèë³ , à òàêîæ ïîâ’ÿçàòè ì³æ ñî-
áîþ çíà÷åííÿ àìïë³òóä U1 ³ U2. Çðîáèìî öå, ðîçïèñóþ÷è ãðàíè÷í³ óìîâè 
äëÿ â³ëüíèõ ìåæ õâèëåâîäó.

Ïðè ïîáóäîâ³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ çðó÷íî ðîçãëÿíóòè îêðåìî ñèìåòðè÷í³ ³ 
àíòèñèìåòðè÷í³ (â³äíîñíî ïëîùèíè õ3 = 0) õâèëüîâ³ ïîëÿ. Ñóïåðïîçèö³ÿ 
ñèìåòðè÷íèõ ³ àíòèñèìåòðè÷íèõ õâèëü äîçâîëÿº çîáðàçèòè áóäü-ÿêå ïîëå ó 
øàð³ ïðè îäíîòèïíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâàõ íà ïîâåðõíÿõ x3 = h. (Ä³éñíî, áóäü-
ÿêó ôóíêö³þ (x), âèçíà÷åíó íà ñèìåòðè÷íîìó ³íòåðâàë³ x = (–h,h), ìîæíà 
çîáðàçèòè ó âèãëÿä³ ñóìè ïàðíî¿ (ñèìåòðè÷íî¿) c ³ íåïàðíî¿ (àíòèñèìåò-
ðè÷íî¿) a ôóíêö³é:  = c + a, äå  ( ) ( ) ( ) / 2,c x x x       ( ) ( )a x x

( ) / 2.x  )
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Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ñèìåòðè÷íîãî õâèëüîâîãî ïîëÿ, òîáòî êîëè ñóìàð-
íå çì³ùåííÿ (1) (2)

2 2 2u u u   º ïàðíîþ ôóíêö³ºþ êîîðäèíàòè õ3. Ó òàêîìó âè-

ïàäêó â ïëîùèí³ õ3 = 0 äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ äîð³âíþþòü íóëþ 32 = 0. Çà-
ïèñóþ÷è óìîâó 32 = 0, îòðèìóºìî U1 = U2. Íà â³ëüíèõ ìåæàõ x3 = h òàêîæ 
âèêîíóºòüñÿ óìîâà 32 = 0. Çâ³äñè îòðèìàºìî çâ’ÿçîê ì³æ ÷àñòîòîþ íîð-
ìàëüíî¿ õâèë³ ³ êóòîì : sin( sin ) 0,tk h    îòæå,

sin , 0,1,2,...tk h n n                           (6.173)

Àíàëîã³÷íî, â àíòèñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó ³ç óìîâè u2 = 0 ïðè x3 = 0 çíàõîäè-
ìî, ùî U1 = –U2, à ç ãðàíè÷íî¿ óìîâè (6.171) âèïëèâàº òàêå ñï³ââ³äíîøåííÿ:

sin (2 1) / 2,tk h n   n = 0,1,2 …                  (6.174)

Áåðó÷è äî óâàãè ôîðìóëè (6.172)—(6.174), âèðàç äëÿ çì³ùåííÿ â øàð³ 
(1) (2)

2 2 2u u u   äëÿ äâîõ òèï³â ñèìåòð³¿ ó õâèëÿõ ìîæíà ïîäàòè ó òàêîìó âèãëÿä³:
äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ìîä:

 2 0 3 12 cos exp ,n

n
u U x i x

h


   
 

                     (6.175)

äëÿ àíòèñèìåòðè÷íèõ ìîä:

 2 0 3 1

(2 1)
2 sin exp ,

2n

n
u U x i x

h



   

 
                  (6.176)

äå  = kt cos. Êîæíå ç öèõ âèðàç³â ÿâëÿº ñîáîþ íîðìàëüíó õâèëþ, ùî ïî-
øèðþºòüñÿ â äîäàòíîìó íàïðÿìêó îñ³ Îõ1 ç äîâæèíîþ õâèë³  = 2/, ôàçî-
âîþ øâèäê³ñòþ ô = / ³ çì³íîþ àìïë³òóäè âçäîâæ êîîðäèíàòè õ3 çã³äíî ç 
çàêîíîì ñèíóñà àáî êîñèíóñà.

Îòðèìàí³ çîáðàæåííÿ äëÿ íîðìàëüíèõ õâèëü º ³íâàð³àíòíèìè ùîäî çàì³íè 
âåëè÷èíè  íà – . Öå îçíà÷àº, ùî äëÿ êîæíî¿ íîðìàëüíî¿ á³æó÷î¿ õâèë³ â äî-
äàòíîìó íàïðÿìêó îñ³ Îõ1, º “äâ³éíèê” — íîðìàëüíà á³æó÷à õâèëÿ ó â³ä’ºìíîìó 
íàïðÿìêó. Ñóïåðïîçèö³ÿ òàêèõ äâîõ õâèëü, óçÿòèõ ç îäíàêîâîþ àìïë³òóäîþ, äàº 
ñòîÿ÷ó õâèëþ, ÿêó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âëàñíó ôîðìó êîëèâàíü øàðó.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ kt = /ct,  = kt cos, ïåðåïèñóºìî 
ôîðìóëè (6.173), (6.174) ó âèãëÿä³

2 2
2

2
,

t

n
h c
     

 
n = 0,1,2,…,                      (6.177)

2 2
2

2

(2 1)
,

2 t

n
h c
      

n = 0,1,2,…                  (6.178)

Ïî ñóò³ âèðàçè (6.177), (6.178) ÿâëÿþòü ñîáîþ äèñïåðñ³éíå ñï³ââ³äíîøåííÿ 
â³äïîâ³äíî äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ³ àíòèñèìåòðè÷íèõ õâèëü â øàð³: âîíè äëÿ 
êîæíîãî íîìåðà n âñòàíîâëþþòü çâ’ÿçîê ì³æ ÷àñòîòîþ  ³ ñòàëîþ ïîøè-
ðåííÿ (õâèëüîâèì ÷èñëîì) . 

Âèçíà÷àþ÷è   ç ôîðìóë (6.177), (6.178), ìîæíà çàïèñàòè âèðàç äëÿ ôà-
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çîâî¿ øâèäêîñò³ ìîä:

ô 2 2
êð

,
1

t
n

c


  
 

 n

n = 0,1,2,…,                (6.179)

äå êð /n tn c h  — êðèòè÷íà ÷àñòîòà n-¿ ñèìåòðè÷íî¿ ìîäè,  êðn (2n

 1) /(2 )tc h — àíòèñèìåòðè÷íî¿ ìîäè. Ôîðìóëà (6.179) àíàëîã³÷íà ôîðìóë³ 
(5.169), ùî âèçíà÷àº ôàçîâ³ øâèäêîñò³ ìîä ð³äèííîãî õâèëåâîäó (çðîçóì³ëî, 
ùî ³ ãðàô³êè çàëåæíîñò³ ôn â³ä  áóäóòü ïîä³áíèìè äî ãðàô³ê³â íà ðèñ. 
5.26), òîìó çàêîíîì³ðíîñò³, ùî áóëè âñòàíîâëåí³ äëÿ ð³äèííîãî õâèëåâîäó 
ïåðåíîñÿòüñÿ ³ íà ñèòóàö³þ, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ çàðàç. Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ 
ñèìåòðè÷íî¿ ìîäè ç íîìåðîì n = 0 ÿâèùå äèñïåðñ³¿ â³äñóòíº, îñê³ëüêè ôà-
çîâà øâèäê³ñòü ö³º¿ ìîäè äîð³âíþº øâèäêîñò³ ïîïåðå÷íî¿ õâèë³ ct ³ íå çàëå-
æèòü â³ä ÷àñòîòè . ßêùî ÷àñòîòà  < êðn, òî â³äïîâ³äíà n-òa ìîäà ñòàº íå-
îäíîð³äíîþ õâèëåþ.

Äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ  äèñïåðñ³éí³ ð³âíÿííÿ (6.177), (6.178) ìàþòü äåÿ-
êå ñê³í÷åííå ÷èñëî ä³éñíèõ êîðåí³â () ³ íåñê³í÷åííå ÷èñëî óÿâíèõ êîðåí³â. 
Ïåðø³ êîðí³ â³äïîâ³äàþòü ìîäàì, ùî ïîøèðþþòüñÿ ³ ïåðåíîñÿòü ïðè öüîìó 
åíåðã³þ. Ñåðåäí³é ó ÷àñ³ ïîò³ê åíåðã³¿ ÷åðåç ïîïåðå÷íèé ïåðåð³ç õâèëåâîäó 
â öèõ ìîäàõ äîäàòíèé. Äëÿ ìîä, ùî íå ïîøèðþþòüñÿ ³ â³äïîâ³äàþòü óÿâ-
íèì êîðåíÿì (íåîäíîð³äí³ õâèë³), ñåðåäí³é ïîò³ê åíåðã³¿ äîð³âíþº íóëþ.

6.13. Õâèë³ Ëåìáà

ßê ³ äëÿ ï³âïðîñòîðó, ó âèïàäêó øàðó ç â³ëüíèìè ìåæàìè P- ³ 
SV-õâèë³ íå ìîæóòü ³ñíóâàòè íåçàëåæíî. Ó çâ’ÿçêó ç öèì êàðòèíà õâèëüîâî-
ãî ðóõó ó øàð³ äëÿ òàêîãî òèïó ðóõ³â º á³ëüø ñêëàäíîþ, í³æ ðîçãëÿíóòà âè-
ùå êàðòèíà ïîøèðåííÿ SH-õâèëü. Ð³÷ ó òîìó, ùî íîðìàëüí³ õâèë³, â ÿêèõ
çì³ùåííÿ ÷àñòèíîê, ùî ëåæàòü â ïëîùèí³ õ1Îõ3, íåìîæëèâî óòâîðèòè ò³ëü-
êè îäí³ºþ ïàðîþ ïëîñêèõ õâèëü, îñê³ëüêè ïðè â³äáèòò³ â³ä ìåæ ïîçäîâæí³ 
õâèë³ ïåðåòâîðþþòüñÿ ó ïîïåðå÷í³, ³ íàâïàêè. Îòæå, íîðìàëüíà õâèëÿ òàêî-
ãî òèïó ïîâèííà áóòè óòâîðåíà äâîìà ïàðàìè ãàðìîí³÷íèõ ïëîñêèõ õâèëü: 
ïàðîþ ïîçäîâæí³õ ³ ïàðîþ ïîïåðå÷íèõ õâèëü, ùî âçàºìíî ïåðåòâîðþþòüñÿ 
îäíà â îäíó ïðè â³äáèòò³.

Íà ðèñ. 6.20 ïîêàçàí³ õâèëüîâ³ âåêòîðè âñ³õ ÷îòèðüîõ õâèëü. Çã³äíî ç çà-
êîíîì Ñíåë³óñà, êîìïîíåíòè õâèëüîâèõ âåêòîð³â ó íàïðÿìêó îñ³ Îõ1 îäíà-
êîâ³ äëÿ âñ³õ ÷îòèðüîõ ïëîñêèõ õâèëü, ùî óòâîðþþòü íîðìàëüíó õâèëþ; ïî-
çíà÷èìî öþ ïðîåêö³þ k. Ìàëåíüê³ ñòð³ëî÷êè íà ðèñ. 6.20 ïîêàçóþòü óìîâíî 
âèáðàíèé äîäàòí³é íàïðÿìîê ðóõó ÷àñòèíîê ó êîæí³é ç ÷îòèðüîõ õâèëü.

Çàïèøåìî ïîä³áíî äî òîãî, ÿê öå áóëî çðîáëåíî ó ïàðàãðàô³ 6.9, âåêòîð 
çì³ùåííÿ äëÿ ñóïåðïîçèö³¿ äâîõ ïîçäîâæí³õ õâèëü Ð1 ³ Ð2:

   1 1 3 1 3 2 1 3 1 3exp exp ,e e
e e e

e e e e

k k
a ikx i x a ikx i x

k k k k
  

   
        

   
u e e e e (6.180)

äå 2 2 2
e ek k   , 2 2 2

t tk k   . ×àñîâèé ìíîæíèê exp(–it) íå ïèøåìî. Âåêòîð 
çì³ùåííÿ ñóïåðïîçèö³¿ ïîïåðå÷íèõ õâèëü ìàòèìå âèãëÿä
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Ðèñ. 6.20. Õâèëüîâ³ âåêòîðè ÷îòèðüîõ ïëîñêèõ õâèëü, 
ùî óòâîðþþòü îäíó íîðìàëüíó õâèëþ ó òâåðäîìó õâè-
ëåâîä³

 


 
     

 
1 1 3 1 3expt

t t
t t

k
b ikx i x

k k
u e e

 


 
   

 
2 1 3 1 3exp .t

t
t t

k
b ikx i x

k k
e e  (6.181)

Òóò à1, à2, b1, b2 — àìïë³òóäí³ êîåô³ö³ºíòè. 
Îñê³ëüêè âçäîâæ îñ³ 3Ox ïîâèíí³ óòâîðþâàòèñÿ ñòîÿ÷³ õâèë³, òî, î÷åâèäíî, 

ìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 1 2a a , 1 2b b .

Âñ³ íîðìàëüí³ õâèë³ ìîæíà ðîçä³ëèòè íà äâ³ ãðóïè. Â îäí³é ç íèõ çì³-
ùåííÿ ÷àñòèíîê ñèìåòðè÷íå äî ñåðåäíüî¿ ïëîùèíè øàðó (õ3 = 0), òîáòî 
ïðîåêö³¿ âåêòîðà çì³ùåííÿ u = (e1u1 + e3u3) â íîðìàëüí³é õâèë³ ìàþòü òàê³ 
âëàñòèâîñò³:

   1 1 3 1 1 3, , ,u x x u x x 

   3 1 3 3 1 3, , .u x x u x x                             (6.182)

Î÷åâèäíî, çã³äíî ç (6.182) ìàºìî u3(x1,0) = 0. Ó äðóã³é ãðóï³ ÷àñòèíêè çì³-
ùóþòüñÿ àíòèñèìåòðè÷íî äî ñåðåäíüî¿ ïëîùèíè øàðó (õ3 = 0), òîáòî 

   1 1 3 1 1 3, , ,u x x u x x      3 1 3 3 1 3, , .u x x u x x         (6.183)

Òàêèé ðóõ îáóìîâëþº â³äñóòí³ñòü íàïðóãè 33 â ñåðåäèí³ øàðó: 33(x1, 0) = 0.
Áåðó÷è äî óâàãè ôîðìóëè (6.180) ³ (6.181), çàïèñóºìî âèðàçè äëÿ êîì-

ïîíåíò âåêòîðà çì³ùåííÿ â ñèìåòðè÷í³é íîðìàëüí³é õâèë³. Òàêó õâèëþ íà-
çèâàþòü ñèìåòðè÷íîþ õâèëåþ Ëåìáà. Î÷åâèäíî, ùîá âèêîíóâàëèñÿ ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ (6.182) ñë³ä âñòàíîâèòè òàê³ ð³âíîñò³ ì³æ àìïë³òóäíèìè êî-
åô³ö³ºíòàìè: a2 = a1, b2 = –b1. Òîä³ êîìïîíåíòè âåêòîðà çì³ùåííÿ äëÿ ñè-
ìåòðè÷íî¿ õâèë³ Ëåìáà ìàòèìóòü âèãëÿä

   1 1 3 1 3exp cos( ) exp cos( ),t
e t

e t

k
u A ikx x B ikx x

k k


  

   3 1 3 1 3exp sin( ) exp sin( ).e
e t

e t

k
u iA ikx x iB ikx x

k k


          (6.184)

Àíàëîã³÷íî, ñïèðàþ÷èñü íà ñï³ââ³äíîøåííÿ (6.183), çàïèñóºìî âèðàçè 
äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà çì³ùåííÿ äëÿ àíòèñèìåòðè÷íî¿ íîðìàëüíî¿ õâèë³. 
Òàêó õâèëþ íàçèâàþòü àíòèñèìåòðè÷íîþ õâèëåþ Ëåìáà. Òóò ì³æ àìïë³òóä-
íèìè êîåô³ö³ºíòàìè ìàºìî òàê³ ð³âíîñò³: a2 = –a1, b2 = b1, òîä³

     1 1 3 1 3exp sin( ) exp sin ,t
e t

e t

k
u iC ikx x iD ikx x

k k


  

                                        
 Ëåìá (Lamb) Ãîðàö³é (1849—1934) — àíãë³éñüêèé ìàòåìàòèê ³ ã³äðîìåõàí³ê.
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   3 1 3 1 3exp cos( ) exp cos( ).e
e t

e t

k
u C ikx x D ikx x

k k


           (6.185)

Äàë³ ñë³ä çàïèñàòè ãðàíè÷í³ óìîâè — öå ð³âí³ñòü íóëþ íàïðóã 33 ³ 31 ïðè 
x3 = h:

  3 1
33

3 1

2 0,
u u

x x
   

 
   

 
x3 = h,

1 3
31

3 1

0,
u u
x x

 
  

     
x3 = h.                          (6.186)

Çâ³äñè îòðèìóºìî äèñïåðñ³éíå ð³âíÿííÿ, òîáòî ð³âíÿííÿ, ùî çâ’ÿçóº ñòàëó 
ïîøèðåííÿ k ç ÷àñòîòîþ  äëÿ êîæíî¿ íîðìàëüíî¿ õâèë³; âèçíà÷èâøè k, 
ìîæíà çíàéòè ³ â³äíîøåííÿ àìïë³òóäíèõ êîåô³ö³ºíò³â À ³ Â àáî Ñ ³ D.

Âèçíà÷èìî íåîáõ³äí³ ð³âíÿííÿ äëÿ õâèëü ñèìåòðè÷íîãî òèïó. Ï³ñëÿ 
ï³äñòàíîâêè (6.184) â (6.186) ³ ïðîâåäåííÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü çàïè-
øåìî òàêó ñèñòåìó àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü:

2 2( 2 )cos( ) 2 cos( ) 0,t
t e t t

e

k
k k h A k h B

k
    

2 22 sin( ) ( 2 ) sin( ) 0.t
e e t t

e

k
k h A k k h B

k
                    (6.187)

Çâ³äñè îòðèìàºìî äèñïåðñ³éíå ð³âíÿííÿ:
2 2 2 2( 2 ) tg( ) 4 tg( ) 0,t t e t ek k h k h                        (6.188)

äå 2 2 ,t tk k   2 2 ,e ek k   kt = /ct, ke = /ce. Îòæå, ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ

(6.188) âñòàíîâëþº çâ’ÿçîê ì³æ  ³ k, ³ äàº ìîæëèâ³ñòü çã³äíî ç ð³âíÿííÿìè
(6.187) âèçíà÷èòè â³äíîøåííÿ àìïë³òóäíèõ êîåô³ö³ºíò³â À ³ Â. Òàêèì ÷è-
íîì, ñèìåòðè÷íà õâèëÿ Ëåìáà (6.184) çàäàíà.

Àíàëîã³÷í³ ð³âíÿííÿ îòðèìàºìî äëÿ õâèëü àíòèñèìåòðè÷íîãî òèïó. Ï³ñëÿ 
ï³äñòàíîâêè (6.185) ó (6.186) ïðèõîäèìî äî ñèñòåìè àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü:

2 2( 2 ) sin( ) 2 sin( ) 0,t
t e t t

e

k
k k h C k h D

k
    

2 22 cos( ) ( 2 )cos( ) 0t
e e t t

e

k
k h C k k h D

k
                    (6.189)

 ³ â³äïîâ³äíîãî äèñïåðñ³éíîãî ð³âíÿííÿ:
2 2 2 2( 2 ) tg( ) 4 tg( ) 0.t e e t tk k h k h                        (6.190)

Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿíü (6.188) ³ (6.190) ³ ïîä³áíèõ äî íèõ, ùî âèíèêàþòü â 
³íøèõ õâèëåâîäíèõ çàäà÷àõ, ìîæíà îòðèìàòè ê³ëüê³ñíî çà äîïîìîãîþ ÅÎÌ. 
Ïðè çàäàí³é ÷àñòîò³  ð³âíÿííÿ (6.188) àáî (6.190) ìàº íåñê³í÷åííèé äèñ-
êðåòíèé íàá³ð ðîçâ’ÿçê³â äëÿ k. Äëÿ êîæíî¿ ÷àñòîòè ò³ëüêè ê³ëüêà ïåðøèõ 
ðîçâ’ÿçê³â äëÿ k áóäóòü ä³éñí³, à îòæå, ò³ëüêè ê³ëüêà íîìåð³â íîðìàëüíèõ 
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õâèëü áóäóòü ïîøèðþâàòèñÿ; äëÿ ³íøèõ íîìåð³â õâèëü k ðîçâ’ÿçêè áóäóòü 
óÿâíèìè àáî êîìïëåêñíèìè. Ôàêò íàÿâíîñò³ êîìïëåêñíèõ êîðåí³â ó äèñ-
ïåðñ³éíîìó ð³âíÿíí³ (6.188) àáî (6.190) ñâ³ä÷èòü ïðî ñóòòºâó ð³çíèöþ âëà-
ñòèâîñòåé òâåðäîãî øàðó ÿê õâèëåâîäó äëÿ Ð- ³ SV-õâèëü ïîð³âíÿíî ç SH-
õâèëÿìè àáî ð³äèííèì õâèëåâîäîì. ßêùî äëÿ SH-õâèëü ïðè êîæíîìó çíà-
÷åíí³  ìàºìî ñê³í÷åííå ÷èñëî ä³éñíèõ êîðåí³â ³ íåñê³í÷åííå ÷èñëî óÿâíèõ 
êîðåí³â äèñïåðñ³éíîãî ð³âíÿííÿ, òî ó âèïàäêó SV- ³ Ð-õâèëü áóäå ñê³í÷åííå 
÷èñëî ä³éñíèõ êîðåí³â, ñê³í÷åííå ÷èñëî óÿâíèõ êîðåí³â ³ íåñê³í÷åííå ÷èñ-
ëî êîìïëåêñíèõ êîðåí³â. 

Çðîçóì³ëî, ùî ïðè àíàë³ç³ çàäà÷³ ïðî çáóðåííÿ õâèëüîâîãî ðóõó ó øàð³ 
îäíàêîâî âàæëèâ³ âñ³ òèïè õâèëüîâîãî ðóõó, ùî â³äïîâ³äàþòü ä³éñíèì, óÿâ-
íèì ³ êîìïëåêñíèì êîðåíÿì äèñïåðñ³éíîãî ð³âíÿííÿ (6.188) àáî (6.190). 
Ïðîâåäåìî êîðîòêèé çàãàëüíèé àíàë³ç çàçíà÷åíèõ õâèëüîâèõ ðóõ³â. Âåêòîð 
çì³ùåííÿ â øàð³ (äèâ. (6.184) àáî (6.185)) ñõåìàòè÷íî çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

u(x1,x3,t) = U(k,x3)exp(–i(t – kx1)),                    (6.191)

äå ñòàëà ïîøèðåííÿ k ìîæå áóòè ä³éñíîþ, óÿâíîþ àáî êîìïëåêñíîþ.
Ó âèïàäêó ä³éñíèõ k âèðàç (6.191) ÿâëÿº ñîáîþ á³æó÷ó õâèëþ, ùî ïåðå-

íîñèòü åíåðã³þ âçäîâæ øàðó, ïðè÷îìó ñåðåäí³é ó ÷àñ³ ïîò³ê åíåðã³¿ â òàê³é 
õâèë³ íå çàëåæèòü â³ä êîîðäèíàòè õ1, ùî º ïðèðîäíèì, àäæå â ìîäåë³ ñåðå-
äîâèùà â³äñóòí³ âòðàòè. Ó äèñïåðñ³éíèõ ð³âíÿííÿõ (6.188), (6.190) ìîæå âè-
êîðèñòîâóâàòèñÿ äâà çíà÷åííÿ k, ùî ðîçð³çíÿþòüñÿ çíàêàìè. Âèá³ð îäíîãî 
ç íèõ ìîæíà çâ’ÿçàòè ç âèáîðîì íàïðÿìêó ïåðåíåñåííÿ åíåðã³¿ â øàð³.

Äëÿ ïàðè óÿâíèõ êîðåí³â k i k  âèðàçè (6.191) ÿâëÿþòü ñîáîþ íåîä-

íîð³äí³ õâèë³ 1exp( )exp( ),k x i t  u U  ùî íå ïåðåíîñÿòü åíåðã³þ âçäîâæ 

øàðó. Ð³çíèì çíàêàì âåëè÷èíè k â³äïîâ³äàþòü õâèë³, åêñïîíåíö³éíî çãà-
ñàþ÷³ âë³âî àáî âïðàâî â³ä äåÿêîãî ô³êñîâàíîãî ïåðåð³çó x1 = const. Ö³ õâèë³ 
çà ñâî¿ìè âëàñòèâîñòÿìè ïîä³áí³ äî íåîäíîð³äíèõ SH-õâèëü, àáî íåîä-
íîð³äíèõ ìîä ð³äèííîãî õâèëåâîäó, ùî â³äïîâ³äàþòü óÿâíèì êîðåíÿì 
â³äïîâ³äíèõ äèñïåðñ³éíèõ ð³âíÿíü. 

Êîìïëåêñíîìó êîðåíþ k â³äïîâ³äàº ÷åòâ³ðêà ÷èñåë k = k ³k. Êîæíî-
ìó çíà÷åííþ k ç ö³º¿ ÷åòâ³ðêè ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè éîãî ó (6.191) â³äïîâ³äàº 
á³æó÷à õâèëÿ, ó ÿêî¿ àìïë³òóäà çãàñàº àáî çðîñòàº ïðè ïîøèðåíí³. ßêùî, 
íàïðèêëàä, ðîçãëÿäàþ÷è çàäà÷ó ïðî çáóäæåííÿ ç òîðöÿ íàï³âíåñê³í÷åííîãî 
õâèëåâîäó õ1  0, çàëèøèòè ò³ëüêè ðîçâ’ÿçîê ç³ çãàñàþ÷îþ àìïë³òóäîþ, òî ³ 
òîä³ äëÿ êîðåíÿ k = k + ik âèðàç (6.191) íå ìàòèìå ô³çè÷íîãî çì³ñòó: 

 1 1exp ( )k x i t k x    u U . Òàêà õâèëÿ ïåðåíîñèòü åíåðã³þ âçäîâæ øàðó, 

õî÷à ñåðåäí³é ïîò³ê åíåðã³¿ åêñïîíåíö³éíî çìåíøóºòüñÿ ç³ çðîñòàííÿì õ1. 
Öå ìîæëèâî ëèøå ïðè íàÿâíîñò³ ïîãëèíàííÿ â ñåðåäîâèù³, ùî ïðî-
òèð³÷èòü âèõ³äí³é ïîñòàíîâö³ çàäà÷³ (ìàºìî ñåðåäîâèùå áåç ïîãëèíàí-
íÿ). Äëÿ óíèêíåííÿ âêàçàíîãî ïðîòèð³÷÷ÿ ì³æ âëàñòèâîñòÿìè ñåðåäîâè-
ùà ³ ñòðóêòóðîþ ÷àñòèííèõ ðîçâ’ÿçê³â íåîáõ³äíî çãðóïóâàòè á³æó÷³ õâèë³, 
ùî ïðÿìóþòü íàçóñòð³÷ îäíà îäí³é: 3( , )k ik x U     1 1exp ( )k x i t k x , 

 3 1 1( , ) exp ( )k ik x k x i t k x       U . Îòæå,  îòðèìàºìî  ñòîÿ÷ó  õâèëþ ç åêñ-
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Ðèñ. 6.21. Äèñïåðñ³éí³ êðèâ³:
à, â — ñèìåòðè÷í³ ìîäè; á, ã — àíòèñèìåòðè÷í³ ìîäè
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ïîíåíö³éíî çãàñàþ÷îþ àìïë³òóäîþ ó íàï³âíåñê³í÷åííîìó õâèëåâîä³ 1x  0.
Òàêèé ðîçâ’ÿçîê íå ïðîòèð³÷èòü ô³çè÷íîìó çì³ñòó çàäà÷³, îñê³ëüêè ñòîÿ÷à õâè-
ëÿ íå ïåðåíîñèòü åíåðã³þ. Ñàìå òàê³ îá’ºäíàí³ ðîçâ’ÿçêè ³ ñë³ä âèêîðèñòîâóâà-
òè ïðè çàäîâ³ëüíåíí³ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà òîðö³ íàï³âíåñê³í÷åííîãî øàðó.

Äëÿ äîñë³äæåííÿ ïðîöåñó ïåðåíåñåííÿ åíåðã³¿ â øàð³, à òàêîæ ñòðóêòóðè 
õâèëüîâîãî ïîëÿ äàë³ â³ä äæåðåëà çáóäæåííÿ, îñíîâíå çíà÷åííÿ ìàþòü ìî-
äè, ùî ïîøèðþþòüñÿ ³ â³äïîâ³äàþòü ä³éñíèì êîðåíÿì äèñïåðñ³éíîãî ð³â-
íÿííÿ. Ðîçãëÿíåìî ö³ õâèë³ á³ëüø äîêëàäíî.

Íà ðèñ. 6.21, à, á ïîêàçàí³ ðåçóëüòàòè ÷èñëîâîãî ðîçâ’ÿçêó äèñïåðñ³éíèõ 
ð³âíÿíü (6.188) (à) ³ (6.190) (á) äëÿ íîðìàëüíèõ õâèëü, ùî ïîøèðþþòüñÿ 
ïðè âåëè÷èí³ êîåô³ö³ºíòà Ïóàññîíà  = 0,3. Íà îñ³ àáñöèñ â³äêëàäåíå áåç-
ðîçì³ðíå õâèëüîâå ÷èñëî  = 2kh/, à íà îñ³ îðäèíàò — áåçðîçì³ðíà ÷àñòîòà 
 = 2kth/, äå kt = /ct. Øòðèõîâ³ êðèâ³ íà ðèñ. 6.21, à, á âèçíà÷àþòü õâèëüî-
â³ ÷èñëà ke = /ñå, kt = /ct ïîçäîâæíüî¿ (å)  òà ïîïåðå÷íî¿ (t) õâèëü, ùî íå 
âçàºìîä³þòü.

Âàæëèâèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìîä, ùî ïîøèðþþòüñÿ, º ôàçîâà ô = 
= /k ³ ãðóïîâà ãð = d/dk øâèäêîñò³. Ìàþ÷è ðîçðàõóíêîâ³ êðèâ³, ùî íàâå-
äåí³ íà ðèñ. 6.21, à, á ìîæíà îá÷èñëèòè âåëè÷èíè ô ³ ãð äëÿ êîæíî¿ òî÷êè öèõ 

êðèâèõ çã³äíî ç ôîðìóëàìè ô tck





   ³ ãð t

d d
c

dk d





  . Íà ðèñ. 6.21, 

â, ã íàâåäåí³ ðîçðàõóíêîâ³ êðèâ³ äëÿ íîðìîâàíèõ çíà÷åíü ôàçîâî¿ ô/ct ³ 
ãðóïîâî¿ ãð/ct øâèäêîñòåé â³ä áåçðîçì³ðíî¿ ÷àñòîòè  = 2kth/ äëÿ ïåðøèõ 
íîìåð³â õâèëü Ëåìáà, â â³äïîâ³äàº ñèìåòðè÷íèì ìîäàì, ã — àíòèñèìåòðè÷-
íèì (ô — øòðèõîâ³ êðèâ³, ãð — ñóö³ëüí³).

ßê âèäíî ç ðèñ. 6.21, äëÿ õâèëü âñ³õ íîìåð³â õàðàêòåðíà çíà÷íà äèñïåðñ³ÿ 
øâèäêîñò³. Îñîáëèâî ö³êàâîþ º ïåðøà ìîäà, ÿêà ïîøèðþºòüñÿ ïðè áóäü-ÿê³é 
÷àñòîò³ (òóò êðèòè÷íà ÷àñòîòà äîð³âíþº íóëþ). Ïðîàíàë³çóºìî ïåðøó ñèìåò-
ðè÷íó ìîäó, ïî÷èíàþ÷è ç äóæå ìàëèõ ÷àñòîò, êîëè âåëè÷èíè eh ³ th
ìîæíà ââàæàòè ìàëèìè ïîð³âíÿíî ç îäèíèöåþ. Ç ôîðìóëè (6.184) äëÿ êîì-
ïîíåíò çì³ùåííÿ âèò³êàº, ùî äëÿ ìàëèõ ÷àñòîò ïîçäîâæí³ çì³ùåííÿ (êîìïî-
íåíòà u1) ñòàë³ âçäîâæ ïåðåð³çó (êîîðäèíàòè x3) ç òî÷í³ñòþ äî êâàäðàò³â öèõ 
ìàëèõ âåëè÷èí (íàãàäàºìî ðîçêëàäàííÿ ôóíêö³é êîñèíóñà ³ ñèíóñà â ðÿä: 
cos = 1 – 2/2 + …, sin =  – 3/6 + …) ³ çíà÷íî ïåðåâèùóþòü ïîïåðå÷í³ (êîì-
ïîíåíòà u3). Ó äèñïåðñ³éíîìó ð³âíÿíí³ ìîæíà ïîêëàñòè íàáëèæåíî (ç ò³ºþ æ 
òî÷í³ñòþ) tg(eh)  eh ³ tg(th)  th. Òîä³ (6.188) ìàòèìå âèãëÿä 

2 2 2 2 2( 2 ) 4 0t ek k k    .                           (6.192)

Áåðó÷è äî óâàãè, ùî 2 2 2
e ek k   : ³ ïðîâîäÿ÷è ïåðåòâîðåííÿ ç óðàõóâàííÿì 

ôîðìóë (6.123), (6.124), îòðèìóºìî 
2

2 2 2
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Ïàðàìåòð ïë
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E
  
 





 íàçèâàþòü ìîäóëåì Þíãà äëÿ ïëàñòèíè. Îñê³ëüêè 

íà ìàëèõ ÷àñòîòàõ ðóõ ÷àñòèíîê ó øàð³ ïðàêòè÷íî º ïîçäîâæí³ì, òî çà öèõ 
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óìîâ ïåðøó ñèìåòðè÷íó ìîäó òàêîæ íàçèâàþòü þíã³âñüêîþ ïîçäîâæíüîþ 
õâèëåþ. Ïîêè ÷àñòîòà çàëèøàºòüñÿ ìàëîþ, ôàçîâà ³ ãðóïîâà øâèäêîñò³ ö³º¿ 
õâèë³ äîð³âíþþòü ïë ïë /c E   ³ íå çàëåæàòü â³ä ÷àñòîòè.

Àíàëîã³÷íî ìîæíà ïðîàíàë³çóâàòè äèñïåðñ³éíå ð³âíÿííÿ (6.190) äëÿ 
ïåðøî¿ àíòèñèìåòðè÷íî¿ ìîäè â îáëàñò³ ìàëèõ ÷àñòîò: 1,eh  1th  . 

Ïðîòå â öüîìó ðàç³ íàáëèæåííÿ òèïó tg  ,  << 1 º çàíàäòî ãðóáèì, 
îñê³ëüêè ÷ëåíè, ùî óòðèìóþòü k2 â äèñïåðñ³éíîìó ð³âíÿíí³, âçàºìíî ñêî-
ðî÷óþòüñÿ. Ùîá îäåðæàòè íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê ñë³ä ïðîäîâæèòè ðîçêëà-
äàííÿ òàíãåíñà äî äðóãîãî ÷ëåíà: tg   + 3/3,  << 1. Òîä³, ï³ñëÿ íå-
ñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü, äèñïåðñ³éíå ð³âíÿííÿ (6.190) íàáóäå âèãëÿäó

             

2 2 24 2 2 2 2 2 2 22 4 0,
3t t e t

h
k k k k k k k k

çâ³äêè âèò³êàº, ùî äëÿ õâèëü, ÿê³ ïîøèðþþòüñÿ (äëÿ íèõ âåëè÷èíà k2 ïî-
âèííà áóòè äîäàòíîþ), íåîáõ³äíî âèêîíàííÿ óìîâè 2 2 .tk k  Ó öüîìó íå-
âàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ïîáóäóâàâøè ãðàô³ê ôóíêö³¿

   
2

( ) 1 1 2F y b y    22 4 1 ,a y y y    

äå  2 2/ 0,ty k k   2 2 /3 1,tb k h  2 2 2/e ta k k  2 2/ ,t ec c  ïðè äîâ³ëüíîìó 

çíà÷åíí³ êîåô³ö³ºíòà Ïóàññîíà ; ãðàô³ê ïåðåòèíàº â³ñü àáñöèñ (F(y) = 0) ó 
òî÷ö³ y > 1. Îòæå, ââàæàþ÷è óìîâó 2 2

tk k  âèêîíàíîþ ³, çáåð³ãàþ÷è ò³ëüêè 
ñòàðø³ ÷ëåíè ç k (÷ëåíè ç k4), çíàõîäèìî
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                          (6.194)

Òóò â³ä’ºìíå çíà÷åííÿ k2 < 0 â³äïîâ³äàº íåîäíîð³äí³é õâèë³, äëÿ ÿêî¿ ìàºìî 
åêñïîíåíö³àëüíå çãàñàííÿ âçäîâæ õâèëåâîäó (îñ³ Îõ1). Ïðè k2 > 0 ìàºìî 
íîðìàëüíó õâèëþ, ùî ïîøèðþºòüñÿ, ¿¿ íàçèâàþòü çãèíàëüíîþ õâèëåþ â 
òîíê³é ïëàñòèí³. Íàçâà ñòàº çðîçóì³ëîþ, ÿêùî ðîçãëÿíóòè ôîðìóëè (6.185), 
ùî âèçíà÷àþòü êîìïîíåíòí³ çì³ùåííÿ. ßê áà÷èìî, âíàñë³äîê ìàëîñò³ eh ³ 
th çì³ùåííÿ ÷àñòèíîê â³äáóâàºòüñÿ ïðàêòè÷íî â ïîïåðå÷íîìó íàïðÿìêó ³, 
ÿê äëÿ þíã³âñüêî¿ õâèë³, íå çàëåæèòü â³ä êîîðäèíàòè õ3.

Ç ð³âíÿííÿ (6.194) âèäíî, ùî çãèíàëüíà õâèëÿ ìàº äèñïåðñ³þ, ¿¿ ôàçîâà 
³ ãðóïîâà øâèäêîñò³ â³äïîâ³äíî äîð³âíþþòü:
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                 (6.195)

ãð ô2
d
dk
   .                               (6.196)

ßê áà÷èìî, â çãèíàëüí³é õâèë³ ãðóïîâà øâèäê³ñòü á³ëüøà çà ôàçîâó ó äâà 
ðàçè (ïåðåêîíàéòåñÿ ó öüîìó ñàìîñò³éíî).
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Ðèñ. 6.22. Ðîçïîä³ë íîðìîâàíèõ àìïë³òóä êîìïîíåíò âåêòîðà çì³ùåííÿ u1 ³ u3 ïåðøî¿ ìî-
äè âçäîâæ êîîðäèíàòè õ3 äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü áåçðîçì³ðíî¿ ÷àñòîòè

Ïðè çá³ëüøåíí³ ÷àñòîòè ó ïåðø³é ñèìåòðè÷í³é ìîä³ ïî÷íóòü ç’ÿâëÿòèñÿ
äèñïåðñ³éí³ âëàñòèâîñò³, ³ õàðàêòåð äèñïåðñ³¿ ó àíòèñèìåòðè÷í³é ïåðø³é ìîä³
ïî÷íå çì³íþâàòèñÿ. Ðàçîì ç öèì ðîçïîä³ë çì³ùåíü âçäîâæ ïåðåð³çó øàðó
ñòàº íåð³âíîì³ðíèì. Ïðè ïîäàëüøîìó çðîñòàíí³ ÷àñòîòè, ïåðø³ ñèìåòðè÷í³ ³ 
àíòèñèìåòðè÷í³ ìîäè ñòàþòü âñå á³ëüø “ñõîæ³” îäíà íà îäíó. Ïðè kth >> 1 ¿õ 
ôàçîâ³ ³ ãðóïîâ³ øâèäêîñò³ ïðÿìóþòü äî øâèäêîñò³ õâèë³ Ðåëåÿ ñR (ðèñ. 6.21), 
çì³ùåííÿ ëîêàë³çóþòüñÿ ïîáëèçó â³ëüíèõ ìåæ õâèëåâîäó, ³ ¿õ ðîçïîä³ë âçäîâæ 
êîîðäèíàòè õ3 ïðÿìóº äî ðîçïîä³ëó çì³ùåííÿ â ðåëåºâñüê³é õâèë³. Ö³êàâî, ùî 
íóëüîâà ñèìåòðè÷íà õâèëÿ ïðè çá³ëüøåíí³ ÷àñòîòè àñèìïòîòè÷íî ïåðåòâî-
ðþºòüñÿ íà äâ³ á³æó÷³ õâèë³ Ðåëåÿ, ùî ïîøèðþþòüñÿ ñèíôàçíî êîæíà ïî 
ñâî¿é ìåæ³ øàðó, à íóëüîâà àíòèñèìåòðè÷íà — íà äâ³ ïîïåðå÷í³ õâèë³ Ðåëåÿ, 
ùî çì³ùåí³ îäíà äî îäíî¿ íà ïîëîâèíó äîâæèíè õâèë³.

ßê ³ëþñòðàö³ÿ äî ïðîâåäåíîãî àíàë³çó, íà ðèñ. 6.22 ïîêàçàíî ðîçïîä³ë íîð-
ìîâàíèõ àìïë³òóä êîìïîíåíò âåêòîðà çì³ùåííÿ u1 ³ u3 ïåðøî¿ ìîäè âçäîâæ
êîîðäèíàòè õ3 äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü áåçðîçì³ðíî¿ ÷àñòîòè  = 1, 2, 4, 8, 16 (êðèâ³
â³äïîâ³äíî 1,2,3,4,5), ðèñ. 6.22 à,á äëÿ ñèìåòðè÷íî¿ ïåðøî¿ ìîäè, à ðèñ. 6.22 â,ã
— àíòèñèìåòðè÷íî¿. Íîðìóâàííÿ êîæíî¿ ïàðè êðèâèõ u1 ³ u3 ïðîâîäèëîñÿ ùî-
äî ñâîãî çíà÷åííÿ umax. Êðèâ³ ïîäàí³ äëÿ ï³âòîâùèíè øàðó, íà ³íø³é ïîëî-
âèí³ âîíè âèçíà÷àþòüñÿ ñèìåòð³ºþ, ÿêà õàðàêòåðíà äëÿ äàíîãî òèïó ìîäè (ñè-
ìåòðè÷íà ÷è íåñèìåòðè÷íà). Ïðîñë³äêóéòå ñàìîñò³éíî õàðàêòåð çì³íè êðèâèõ, 
ÿê³ ïðè çðîñòàíí³ ÷àñòîòè íàî÷íî çîáðàæàþòü ïðîöåñ ôîðìóâàííÿ õâèë³ Ðåëåÿ 
âçäîâæ ïîâåðõí³ øàðó (ïîð³âíÿéòå êðèâ³ 5 ç êðèâèìè íà ðèñ. 6.18).

Âçàãàë³ äîñë³äæåííÿ õâèëü Ëåìáà äîñèòü ñêëàäíå ³ áåç ÷èñëîâèõ ðîç-
ðàõóíê³â ìîæíà âèÿâèòè ò³ëüêè äåÿê³ âëàñòèâîñò³. Òàê, äëÿ õâèëü ç íî-
ìåðàìè, âèùèìè çà ïåðøèé, õâèë³ çàðîäæóþòüñÿ íà ÷àñòîòàõ, ÿê³ ïåðåâè-
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ùóþòü â³äïîâ³äí³ êðèòè÷í³ ÷àñòîòè. ßê ïðèêëàä, âèçíà÷èìî ¿õ äëÿ ñèìåò-
ðè÷íèõ ìîä. Îñê³ëüêè íà êðèòè÷í³é ÷àñòîò³ ôàçîâà øâèäê³ñòü ïðÿìóº ó 
íåñê³í÷åíí³ñòü, òî ìàºìî k = 0 ³, îòæå, e = ke ³ t = kt. Òîä³ ãðàíè÷í³ óìîâè 
(6.187) íàáóâàþòü âèãëÿäó 

A cos(eh) = 0, B sin(th) = 0.                      (6.197)

Ö³ óìîâè ìîæíà çàäîâîëüíèòè ÿêùî: 1) sin(th) = 0, íà ö³é ÷àñòîò³ 0A  ; 2) 
cos(eh) = 0, íà ö³é ÷àñòîò³ 0B  .

Ó ïåðøîìó âèïàäêó íà êðèòè÷í³é ÷àñòîò³ óòâîðþºòüñÿ ñòîÿ÷à õâèëÿ ïî-
ïåðå÷íîãî òèïó ç ôðîíòàìè, ùî ïàðàëåëüí³ ìåæàì õâèëåâîäó. Ó äðóãîìó 
âèïàäêó ìàºìî òàêó ñàìó õâèëþ, àëå ïîçäîâæíüîãî òèïó. Ïðè ÷àñòîòàõ, 
âèùèõ çà êðèòè÷í³, äëÿ äàíî¿ ìîäè ñòàëà ïîøèðåííÿ k õâèë³ Ëåìáà ñòàº 
â³äì³ííîþ â³ä íóëÿ. Öå ìîæíà çîáðàçèòè ÿê ïîâîðîò íàïðÿìêó ïîøèðåííÿ 
äâîõ ïîçäîâæí³õ àáî ïîïåðå÷íèõ õâèëü, ùî óòâîðþþòü ñòîÿ÷ó õâèëþ íà 
êðèòè÷í³é ÷àñòîò³, â³ä îñ³ Îõ3 â ñòîðîíó îñ³ Îõ1. Ïðè öüîìó âíàñë³äîê â³ä-
áèòòÿ â³ä ìåæ øàðó âèíèêàþòü Ð- àáî SV-õâèë³, ³ õâèëÿ Ëåìáà âèÿâëÿºòüñÿ 
“ñêëàäåíîþ” ç ÷îòèðüîõ êîìïîíåíò — äâîõ Ð-õâèëü ³ äâîõ SV-õâèëü, ÿê³ 
“óçãîäæåí³” îäíà ç îäíîþ òàêèì ÷èíîì, ùî ïðîåêö³¿ õâèëüîâèõ âåêòîð³â íà 
â³ñü Îõ1 îäíàêîâ³ (ðèñ. 6.20), à íàïðóæåííÿ, ÿê³ óòâîðþþòü ÷îòèðè õâèë³ íà 
ìåæàõ x3 = h, äîð³âíþþòü íóëþ. Ïðè äîñÿãíåíí³ äåÿêî¿ ÷àñòîòè ïîçäîâæí³ 
õâèë³ ñòàþòü íåîäíîð³äíèìè ³ çàëèøàþòüñÿ íåîäíîð³äíèìè ïðè ïîäàëüøî-
ìó çá³ëüøåíí³ ÷àñòîòè (îáì³ðêóéòå öå, áåðó÷è äî óâàãè çàêîí Ñíåë³óñà ³ òå, 
ùî ce > ct). Àñèìïòîòè÷íî ïðè    ñèìåòðè÷íà àáî àíòèñèìåòðè÷íà õâè-
ëÿ Ëåìáà ç íîìåðîì, âèùèì çà ïåðøèé, ïåðåòâîðþºòüñÿ â ïàðó á³æó÷èõ 
SV-õâèëü, ùî ïîøèðþþòüñÿ ï³ä êóòîì äî îñ³ Îõ1, ÿêèé ïðÿìóº ïðè   
äî íóëÿ, ³ â ïàðó íåîäíîð³äíèõ ïîçäîâæí³õ õâèëü, ÿê³ ïîì³òí³ ò³ëüêè ïîáëè-
çó ìåæ. Îòæå, ïðè    äëÿ öèõ õâèëü ôàçîâ³ ³ ãðóïîâ³ øâèäêîñò³ àñèì-
ïòîòè÷íî íàáëèæàþòüñÿ äî ct (ðèñ. 6.21). Ìîæíà çàçíà÷èòè, ùî â âèñîêî÷à-
ñòîòí³é îáëàñò³ âñ³ õâèë³ Ëåìáà ñòàþòü ïðàêòè÷íî áåçäèñïåðñ³éíèìè.

Çâåðíåìî óâàãó íà ïåòëåïîä³áíèé ôðàãìåíò íà ðèñ. 6.21, â ïîáëèçó îñ³ 
àáñöèñ ì³æ êðèâèìè äëÿ ãðóïîâî¿ øâèäêîñò³ äðóãî¿ ³ òðåòüî¿ ìîä. Â³í âè-
çíà÷àº ãðóïîâó øâèäê³ñòü òðåòüî¿ ìîäè, ùî ïîøèðþºòüñÿ ó ïðîòèëåæíîìó 
íàïðÿìêó äî ³íøèõ ìîä. Öå ÿâèùå íàçâàíå “çâîðîòíîþ” õâèëåþ ³ ïðî-
àíàë³çîâàíå äåòàëüíî â ïðàö³ [18].

6.14. Íàáëèæåí³ ìîäåë³ îïèñóâàííÿ
ïðóæíèõ õâèëü

Íàâåäåí³ âèùå ñï³ââ³äíîøåííÿ äèíàì³÷íî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ 
äîçâîëÿþòü âèâ÷àòè õàðàêòåðèñòèêè õâèëüîâèõ ðóõ³â ó ïðóæíèõ ò³ëàõ â øè-
ðîêîìó ä³àïàçîí³ ÷àñòîò. Ïðîòå ñêëàäíà ñòðóêòóðà ïîë³â çóìîâëþº çíà÷í³ 
òðóäíîù³ ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ â³äïîâ³äíèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷. Òîìó â àêóñòèö³ 
áàãàòî óâàãè ïðèä³ëÿºòüñÿ âèâ÷åííþ ìîæëèâîñòåé ñïðîùåííÿ çàãàëüíèõ 
ïîñòàíîâîê ùîäî ïðàêòè÷íî âàæëèâèõ óìîâ ôîðìóâàííÿ õâèëüîâèõ ïîë³â. 
Îñîáëèâå çíà÷åííÿ â ³íæåíåðí³é ïðàêòèö³ ìàþòü ìîäåë³, ùî áóäóþòüñÿ äëÿ 
âèâ÷åííÿ â³äíîñíî íèçüêî÷àñòîòíèõ ðóõ³â. Ó öüîìó âèïàäêó õàðàêòåðí³ ðîç-
ì³ðè ïðóæíîãî îá’ºêòà ìîæóòü áóòè ìàëèìè â³äíîñíî äîâæèíè õâèë³. Öå
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äàº ìîæëèâ³ñòü âèêîðèñòîâóâàòè ïåâí³ ã³ïîòåçè äî ïðîñòîðîâèõ õàðàêòåðè-
ñòèê õâèëü ³ çíèæóâàòè çàãàëüíó ðîçì³ðí³ñòü çàäà÷³. Ïðè öüîìó ìàòåìàòè÷-
íå îïèñóâàííÿ ïîëÿ ñòàº çíà÷íî ïðîñò³øèì. 

Òàê³ ï³äõîäè çàñòîñîâóþòü ïðè ðîçãëÿä³ äèíàì³÷íèõ ïðîöåñ³â â òåîð³¿ 
îáîëîíîê, ïëàñòèíîê òà ñòðèæí³â. Íèæ÷å áóäå íàâåäåíî ïðèêëàäè òàêèõ 
ñïðîùåíèõ ìîäåëüíèõ ï³äõîä³â äëÿ âèâ÷åííÿ ïîçäîâæí³õ õâèëü òà çãè-
íàëüíèõ õâèëü ó ïðóæíèõ ñòðèæíÿõ. 

Ñòðèæåíü — öå ò³ëî ïîäîâæåíî¿ ôîðìè, â ÿêîìó ïîïåðå÷íèé ðîçì³ð íàáà-
ãàòî ìåíøèé çà äîâæèíó. Ïðè öüîìó ôîðìà ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó äîâ³ëüíà, ³ 
ë³í³ÿ, ùî ç’ºäíóº öåíòð ìàñ ïåðåð³ç³â, º ïðÿìà. Ðîçãëÿíóò³ íèæ÷å âàð³àíòè ìî-
äåëüíèõ ï³äõîä³â äëÿ îïèñóâàííÿ õâèëüîâîãî ïðîöåñó ó ñòðèæí³, âèçíà÷àþòüñÿ 
ð³çíèì õàðàêòåðîì çîâí³øíüîãî âïëèâó íà ñòðèæåíü. ßê ïîêàçàíî íèæ÷å, âíà-
ñë³äîê ïîáóäîâè íàáëèæåíèõ ìîäåëüíèõ ï³äõîä³â îïèñóâàííÿ õâèëüîâîãî ðóõó 
ó ñòðèæí³, ÿê òðèâèì³ðíîìó îá’ºêò³, áóäå çâåäåíå äî îäíîâèì³ðíî¿ ñèòóàö³¿.

6.15. Ïîçäîâæí³ õâèë³ ó ïðóæíîìó ñòðèæí³

Ó öüîìó ïàðàãðàô³ ðîçãëÿíåìî õâèëüîâèé ðóõ ó ñòðèæí³, ùî çáó-
äæóºòüñÿ ïåâíèì òèïîì íàâàíòàæåííÿ — çîâí³øí³ âïëèâè ð³âíîì³ðíî ðîç-
ïîä³ëÿþòüñÿ íà òîðöÿõ. Çà òàêîãî íàâàíòàæåííÿ â³ñü ñòðèæíÿ çàëèøàºòüñÿ 
ïðÿìîþ, ³ íàñë³äêîì ä³¿ íàâàíòàæåííÿ áóäå â³äáóâàòèñÿ ëèøå çì³íà äîâæèíè 
ñòðèæíÿ. Ïðèðîäíèì º òàêîæ ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî âñ³ ïëîñê³ ïåðåð³çè 
ñòðèæíÿ x = const ó ïðîöåñ³ äåôîðìàö³¿ çàëèøàþòüñÿ ïëîñêèìè ³ çì³ùóþòüñÿ 
ëèøå â³äíîñíî îäèí îäíîãî. Ó ïîäàëüøîìó âèêëàäàíí³ âèêîðèñòîâóâàòèìå-
ìî öå ïðèïóùåííÿ, õî÷à á³ëüø òî÷íèé àíàë³ç äèíàì³êè ñòðèæíÿ ïîêàçóº, ùî 
â çàãàëüíîìó âèïàäêó âîíî íå ïðàâèëüíå. Ïðîòå â îáëàñò³ â³äíîñíî íèçüêèõ 
÷àñòîò, êîëè äîâæèíà õâèë³  ó ñòðèæí³ íàáàãàòî á³ëüøà çà âåëè÷èíó õàðàêòåð-
íîãî ðîçì³ðó D ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó ( > 4D), òàêå ïðèïóùåííÿ íå âíîñèòü 
ñóòòºâèõ ïîõèáîê ïðè îö³íþâàíí³ õàðàêòåðèñòèê õâèëüîâîãî ðóõó. Çðîçóì³ëî, 
ùî çà òàêî¿ ìîäåë³ ³ òèïó íàâàíòàæåííÿ õàðàêòåðèñòèêè õâèëüîâîãî ïîëÿ ó 
ñòðèæí³ (íàïðóæåííÿ, çì³ùåííÿ, äåôîðìàö³¿) áóäóòü çàëåæàòè ò³ëüêè â³ä 
îäí³º¿ êîîðäèíàòè. Ïîçíà÷èìî ¿¿ õ, ñïðÿìóâàâøè â³ñü Îõ âçäîâæ îñ³ ñòðèæíÿ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ââåäåí³ ïîíÿòòÿ òà ïîçíà÷åííÿ, ìîæíà ëåãêî ä³ñòàòè 
ð³âíÿííÿ ðóõó åëåìåíòà ñòðèæíÿ. ßêùî ðîçãëÿäàòè äèôåðåíö³àëüíèé åëå-
ìåíò ñòðèæíÿ (ðèñ. 6.23), òî ïðè ïðîåêö³¿ íà â³ñü Îõ äðóãèé çàêîí Íüþòîíà 
çàïèøåòüñÿ ó ôîðì³

 
2

2 ( ) ( ) ,
u

dxS x dx x S
t

  
  


                     (6.198)

äå S — ïëîùà ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó ñòðèæíÿ. ßêùî çàì³íèòè ð³çíèöþ íàïðóã 
íà ¿õ äèôåðåíö³àë, òî îäåðæèìî ð³âíÿííÿ

2

2 .
u

xt
  




               (6.199)

Ð³âíÿííÿ (6.199) ìàº äâ³ íåâ³äîì³ ôóíêö³¿.

Ðèñ. 6.23. Íàïðóãè, ùî ä³þòü íà åëåìåíò ñòðèæíÿ
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Ïðè âèêîðèñòàíí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ çàêîíó Ãóêà (6.97) ³ (6.98) ì³æ âåëè÷è-
íàìè, ùî âõîäÿòü äî (6.199), âñòàíîâëþºòüñÿ òàêèé çâ’ÿçîê:

.
u

E
x

 



                                    (6.200)

Ï³äñòàâèâøè (6.200) â (6.199), îòðèìàºìî øóêàíå ð³âíÿííÿ:
2 2

2 2 2

1
,

u u
c t x
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 .                           (6.201)

Òàêèì ÷èíîì, ð³âíÿííÿ ðóõó åëåìåíòà ñòðèæíÿ ÿâëÿº ñîáîþ îäíîâèì³ð-
íå õâèëüîâå ð³âíÿííÿ. Öå äîçâîëÿº ñòâåðäæóâàòè, ùî éîãî çàãàëüíèé ðîç-
â’ÿçîê íàáóâàº âèãëÿäó

u(x,t) = (x – ct) + (x + ct)                     (6.202)

³ ÿâëÿº ñîáîþ ñóìó á³æó÷èõ õâèëü, ùî ïðÿìóþòü ó ïðîòèëåæíèõ íàïðÿìàõ ç 
ôàçîâîþ øâèäê³ñòþ ñ. Íàïðÿìîê ïîøèðåííÿ õâèëü ³ ðóõ ÷àñòèíîê çá³ãàºòü-
ñÿ, òîáòî ìàºìî ïîçäîâæí³ õâèë³. 

Çàçíà÷èìî, ùî øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ ïîçäîâæíüî¿ õâèë³ ó ñòðèæí³ 
/c E   ìåíøà çà øâèäê³ñòü ec  ïîçäîâæíüî¿ õâèë³ â íåîáìåæåíîìó ñåðå-

äîâèù³ (äèâ. (6.123)). ßê áà÷èìî, äëÿ öèõ õâèëü ÿâèùå äèñïåðñ³¿ â³äñóòíº. 
Çðîçóì³ëî, ùî ¿õ âëàñòèâîñò³ â³äïîâ³äàþòü ïåðø³é ñèìåòðè÷í³é õâèë³ Ëåìáà 
â îáëàñò³ ìàëèõ õâèëüîâèõ ðîçì³ð³â òîâùèíè øàðó.

Ââåäåìî ó ðîçãëÿä òàê³ òèïè ãðàíè÷íèõ óìîâ:
à) ê³íåöü ñòðèæíÿ (x = l) çàêð³ïëåíèé — îçíà÷àº â³äñóòí³ñòü çì³ùåííÿ 

íà ê³íö³ ñòðèæíÿ ó áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó, òîáòî

u(l,t) = 0, 
( , )

0 ,
u l t
t

   
                          (6.203)

á) ê³íåöü ñòðèæíÿ (x = l) â³ëüíèé — îçíà÷àº â³äñóòí³ñòü íàïðóã íà ê³íö³ 
ñòðèæíÿ ó áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó, òîáòî

(l,t) = 0, 
( , )

0 .
u l t
x

   
                          (6.204)

Çðîçóì³ëî, ùî ïîò³ê åíåðã³¿ êð³çü ïåðåð³ç ñòðèæíÿ x = l çà óìîâè (6.203) àáî 
(6.204) äîð³âíþº íóëþ.

Ïðîïîíóºìî ñàìîñò³éíî âèçíà÷èòè íîðìàëüí³ êîëèâàííÿ ñòðèæíÿ ñê³í-
÷åííî¿ äîâæèíè çà òðüîõ êîìá³íàö³é ãðàíè÷íèõ óìîâ: îáèäâà ê³íö³ ñòðèæíÿ 
â³ëüí³; îáèäâà ê³íö³ — çàêð³ïëåí³; îäèí ê³íåöü ñòðèæíÿ â³ëüíèé, à äðó-
ãèé — çàêð³ïëåíèé. Ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî ó âèïàäêó ïåðøîãî ³ äðóãîãî âà-
ð³àíò³â íîðìàëüí³ êîëèâàííÿ ÿâëÿþòü ñîáîþ ïîâíèé íàá³ð ãàðìîí³ê, à ó 
âèïàäêó òðåòüîãî âàð³àíòà — ïðèñóòí³ ò³ëüêè íåïàðí³ ãàðìîí³êè.

6.16. Êîëèâàííÿ äèñêðåòíî-íåïåðåðâíî¿ ñèñòåìè

Ïðîäîâæèìî äîñë³äæåííÿ ïîçäîâæí³õ êîëèâàíü ñòðèæíÿ, àëå 
äëÿ äèñêðåòíî-íåïåðåðâíî¿ ñèñòåìè. Íàÿâí³ñòü äîñèòü ïðîñòèõ âèðàç³â äëÿ 
âëàñíèõ ÷àñòîò ³ ôîðì êîëèâàíü ñòðèæíÿ äîçâîëÿº ðîçãëÿíóòè âàæëèâó çà-
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Ðèñ. 6.24. Ìàñà, çàêð³ïëåíà íà ê³íö³ ñòðèæíÿ

äà÷ó ïðî îö³íêó ìåæ çàñòîñóâàííÿ ìîäåëåé, 
ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó äðóãîìó ðîçä³ë³. 
Éäåòüñÿ ïðî ìîäåëüí³ êîëèâàëüí³ ñèñòåìè 
òèïó “ìàñà íà ïðóæèí³”. Âèêîðèñòîâóþ÷è 
îäåðæàí³ ðîçâ’ÿçêè äëÿ õâèëüîâèõ õàðàêòå-
ðèñòèê ó ñòðèæí³, ìè ìîæåìî ðîçãëÿíóòè çà-
äà÷ó ïðî êîëèâàííÿ ìàñè, ùî çàêð³ïëåíà íà 
ê³íö³ ñòðèæíÿ, ç óðàõóâàííÿì ìàñè ñòðèæ-
íÿ (ïðóæèíè) (ðèñ. 6.24).

Ðîçãëÿíåìî òàêó çàäà÷ó. Äî ê³íöÿ ïðóæ-
íîãî ñòðèæíÿ ç ìîäóëåì ïðóæíîñò³ Å, ãóñòèíîþ , ïëîùèíîþ ïîïåðå÷íîãî 
ïåðåð³çó S òà äîâæèíîþ l, ùî çàêð³ïëåíèé ó âåðõíüîìó ïåðåð³ç³ x = 0, ïðè-
êëàäåíà ìàñà Ì. Çíàéòè õàðàêòåðèñòèêè òàêî¿ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè òà 
ïîð³âíÿòè ¿õ ç õàðàêòåðèñòèêàìè ñèñòåìè, â ÿê³é ìàñà ñòðèæíÿ íå 
âðàõîâóºòüñÿ.

Ñë³ä óðàõóâàòè ïåâíó óìîâí³ñòü òàêî¿ ïîñòàíîâêè, îñê³ëüêè ìè íàìà-
ãàºìîñÿ ïîð³âíÿòè ïðèíöèïîâî ð³çí³ ñèñòåìè — îäíà ç íèõ ìàº îäèí ñòó-
ï³íü â³ëüíîñò³, ³íøà — ¿õ íåñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü. Òîìó ìîâà éäå ëèøå ïðî 
ïîð³âíÿííÿ ïåðøèõ âëàñíèõ ÷àñòîò òàêèõ ñèñòåì.

ßêùî ââàæàòè, ùî âåëè÷èíà l — öå äîâæèíà ñòðèæíÿ ç ï³äâ³øåíîþ ìà-
ñîþ â ð³âíîâàæíîìó ñòàí³, òî ìîæíà çàïèñàòè ñèñòåìó ð³âíÿíü, ÿêó â öüîìó 
âèïàäêó ñë³ä ðîçâ’ÿçàòè.

Çì³ùåííÿ òî÷îê ñòðèæíÿ ç ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè õàðàêòåðèçóâàòèìåìî 
ôóíêö³ºþ u(x,t). Äëÿ âñ³õ òî÷îê ñòðèæíÿ öÿ ôóíêö³ÿ çàäîâîëüíÿº õâèëüîâå 
ð³âíÿííÿ:

2 2

2 2 2
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,

u u
x c t
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                            (6.205)

Äðóãèé çàêîí Íüþòîíà äëÿ ìàñè Ì, âðàõîâóþ÷è ñóì³ñí³ñòü ðóõó ñòðèæíÿ òà 
ìàñè, ìîæíà çàïèñàòè â³äðàçó â òåðì³íàõ ôóíêö³¿ u(x,t):

2

2
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                        (6.206)

Ïðàâà ÷àñòèíà â öüîìó ð³âíÿíí³, î÷åâèäíî, ÿâëÿº ñîáîþ ñèëó, ùî ä³º ç áî-
êó ñòðèæíÿ íà ìàñó. Çíàê “ì³íóñ” ó ð³âíÿíí³ (6.206) îáóìîâëåíèé òèì, ùî 
êîëè ñèëà â ïåðåð³ç³ ñòðèæíÿ x = l íàïðÿìëåíà äîíèçó (íàïðóãà ðîçòÿãíåí-
íÿ), òî çã³äíî ç òðåò³ì çàêîíîì Íüþòîíà íà ìàñó Ì ä³º ñèëà, íàïðÿìëåíà 
âãîðó.

Òàêèì ÷èíîì, öÿ êîëèâàëüíà ñèñòåìà îïèñóºòüñÿ ñèñòåìîþ ð³âíÿíü 
(6.205) òà (6.206). Äàë³ ìîâà ïîâèííà éòè ïðî çíàõîäæåííÿ ïåð³îäè÷íèõ 
ðîçâ’ÿçê³â ö³º¿ ñèñòåìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó u(0,t) = 0, òîáòî ïîøóê 
íîðìàëüíèõ êîëèâàíü. Äëÿ öüîãî çàïèøåìî øóêàíó âåëè÷èíó ó âèãëÿä³

u(x,t) = U(x)exp(–it).                            (6.207)
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Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè (6.207) â (6.205) ìàºìî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ àìïë³-
òóäíî¿ õàðàêòåðèñòèêè:

U(x) = a cos(kx) + b sin(kx),

k = /c.                                     (6.208)

Ç óìîâè U(0) = 0 çíàõîäèìî, ùî ñòàëà a = 0. Ï³äñòàíîâêà (6.207) â ð³âíÿííÿ 
(6.206) ç óðàõóâàííÿì âèðàçó äëÿ U(x) = b sin(kx), ïðèâîäèòü äî òðàíñöåí-
äåíòíîãî ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ âëàñíèõ ÷àñòîò ñèñòåìè

ctg .
ES

M l
c c


    

 
                             (6.209)

Öå ð³âíÿííÿ ìàº íåñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü êîðåí³â. Éîãî ðîçâ’ÿçîê ìîæíà ëåã-
êî îäåðæàòè ê³ëüê³ñíî. Íàî÷íå óÿâëåííÿ ïðî âëàñòèâîñò³ éîãî êîðåí³â ³ 
³íòåðâàëè, íà ÿêèõ âîíè ðîçì³ùåí³, äàº ðèñ. 6.25. Ç ÿê³ñíîãî àíàë³çó (6.209) 
íà îñíîâ³ ðèñ. 6.26 âèïëèâàº âàæëèâèé âèñíîâîê ïðî òå, ùî âëàñí³ ÷àñòîòè 
ç âåëèêèìè íîìåðàìè ìàþòü àñèìïòîòè÷í³ âëàñòèâîñò³ l/c  n, çâ³äñè 
îäåðæóºìî

,n

nc
l


  sin 0 .nl

c

     
  

                      (6.210)

Âëàñí³ ÷àñòîòè â ð³âíÿíí³ sin(l/c) = 0 â³äïîâ³äàþòü ñòðèæíþ, çàêð³ïëå-
íîìó ç îáîõ ñòîð³í. (À ñïîä³âàºìîñÿ, ùî çàâäàííÿ, ÿêå áóëî çàïðîïîíîâàíå 
â ïàðàãðàô³ 6.15, âèêîíàíå). Öå çá³ãàºòüñÿ ç âèÿâëåíèìè ðàí³øå âëàñòèâî-
ñòÿìè ìåõàí³÷íîãî ³ìïåäàíñó. ²ìïåäàíñ çîñåðåäæåíî¿ ìàñè çðîñòàº ïðî-
ïîðö³éíî ÷àñòîò³ ³, çâè÷àéíî, íà âèñîêèõ ÷àñòîòàõ íàÿâí³ñòü ìàñè íà ê³íö³ 
ñòðèæíÿ ñòàº åêâ³âàëåíòîì éîãî æîðñòêîìó çàêð³ïëåííþ.

ßêùî ó ðîçãëÿíóò³é ìåõàí³÷í³é ñèñòåì³ çíåõòóâàòè ìàñîþ ñòðèæíÿ, òî 
ðóõ ìàñè Ì áóäå îïèñóâàòèñÿ ïðîñòèì ð³âíÿííÿì  ( ) ( , )t u l t  :

2
0 0,    2

0 .K M                             (6.211)

Äëÿ âèçíà÷åííÿ âëàñíî¿ ÷àñòîòè ñë³ä âèçíà÷èòè æîðñòê³ñòü ñòðèæíÿ Ê.
ßêùî ñòðèæåíü ðîçòÿãíóòèé íà âåëè÷èíó , òî öå â³äïîâ³äàº äåôîðìàö³¿ 
ñòðèæíÿ  = /l, äëÿ äîñÿãíåííÿ ÿêî¿ çã³äíî ³ç çàêîíîì Ãóêà íåîáõ³äíà ñèëà

.F E S
l


                                    (6.212)

Çâ³äñè î÷åâèäíî, ùî æîðñòê³ñòü 
ñòðèæíÿ äîð³âíþº K = ES/l. Òàêèì 
÷èíîì, âëàñíà ÷àñòîòà ñèñòåìè áåç 
óðàõóâàííÿ ìàñè ñòðèæíÿ ìàº âè-
ãëÿä

2
0 .

ES
lM

             (6.213)

Ðèñ. 6.25. Ãðàô³÷íèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 
(6.209)
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Ç ðèñ. 6.25 âèäíî, ùî ïåðøèé êîð³íü ð³âíÿííÿ (6.209) ó ðàç³ íå äóæå 
âåëèêî¿ ìàñè Ì ìîæíà âèçíà÷èòè, çàì³íþþ÷è òðàíñöåíäåíòíå ð³âíÿííÿ 
àëãåáðà¿÷íèì. Ïðè öüîìó ñë³ä âèêîðèñòàòè ðÿä
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Òîä³ (6.209) ïåðåòâîðþºòüñÿ äî âèãëÿäó
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Ó òàê³é ôîðì³ ð³âíÿííÿ ìíîæíèê ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ ìîæíà ïîÿñíèòè ÿê 
ïîïðàâêó ó çíà÷åíí³ ÷àñòîòè ïîð³âíÿíî ç ÷àñòîòîþ 0. Ó ïåðøîìó íàáëè-
æåíí³ ê³ëüê³ñíó îö³íêó ïîïðàâêè ìîæíà ä³ñòàòè, çàì³íÿþ÷è ó äóæêàõ çíà-
÷åííÿ  íà 0 òà îáìåæóþ÷èñü ëèøå ïåðøèìè äâîìà äîäàíêàìè. Ïðè öüî-
ìó ä³ñòàíåìî
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                  (6.216)

òóò m = lS — ìàñà ñòðèæíÿ.
Îäåðæàíà íàáëèæåíà ôîðìóëà ìîæå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äëÿ îö³íêè ïî-

ïðàâêè ó ÷àñòîò³ ïðè m/M << 1. Íàïðèêëàä, ïðè m/M = 1/3 óðàõóâàííÿ ìà-
ñè ñòðèæíÿ çì³íþº âëàñíó ÷àñòîòó ñèñòåìè ïðèáëèçíî íà 10 %. Âàæëèâèì 
äëÿ ðîçóì³ííÿ çíà÷åííÿ äîäàòêîâî¿ ìàñè º ³ çíàê ïîïðàâêè. Óðàõóâàííÿ 
ìàñè ñòðèæíÿ çóìîâëþº çìåíøåííÿ âëàñíî¿ ÷àñòîòè.

6.17. Çãèíàëüí³ õâèë³ ó ïðóæíîìó ñòðèæí³

6.17.1. Õàðàêòåð íàâàíòàæåííÿ ³ äåôîðìàö³¿

Äðóãèì òèïîì ðóõó ó ñòðèæí³ áóäóòü ïîïåðå÷í³ õâèëüîâ³ ðóõè. 
Ðîçãëÿíóòà ó òðåòüîìó ðîçä³ë³ ñòðóíà ÿâëÿº ñîáîþ äîñèòü ³äåàë³çîâàíó ñèñ-
òåìó, â ÿê³é â³äíîâëþâàëüíà ñèëà çóìîâëåíà âèêëþ÷íî íàÿâí³ñòþ ïîïåðåä-
íüîãî íàòÿãó. Äîñâ³ä ðîáîòè ç ðåàëüíèìè ñòðóíàìè âêàçóº íà âëàñòèâó ¿ì 
çäàòí³ñòü â³äíîâëþâàòè ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè çà ðàõóíîê âëàñòèâîñòåé 
ïðóæíîñò³ ìàòåð³àëó. ßêùî äëÿ ñòðóíè âíåñîê âëàñíî¿ ïðóæíîñò³ ó â³äíîâ-
ëþâàëüíî¿ ñèëè â áàãàòüîõ âèïàäêàõ º íåõòîâíî ìàëèì, òî äëÿ âåëèêî¿ 
ê³ëüêîñò³ ïðóæíèõ ñèñòåì öå íå òàê. Ë³í³éêà, í³æêà êàìåðòîíà, äåðåâî, ùî 
çãèíàþòüñÿ ï³ä ä³ºþ â³òðó çà â³êíîì, — ëèøå íåñê³í÷åííî ìàëà ÷àñòèíà 
òîãî ïåðåë³êó êîëèâàëüíèõ ñèñòåì, ùî ï³ñëÿ ïðèïèíåííÿ ä³¿ íàâàíòàæåí-
íÿ ïîâí³ñòþ â³äíîâëþþòü ñâîþ ôîðìó çàâäÿêè âíóòð³øí³ì âëàñòèâîñòÿì 
ïðóæíîñò³.

Îòæå, îá’ºêòîì àíàë³çó çíîâ º ïðóæíèé ñòðèæåíü. ßê ³ â ïàðàãðàô³ 6.15, 
ââàæàºìî, ùî õàðàêòåðíèé ðîçì³ð ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó º çíà÷íî ìåíøèì 
â³ä äîâæèíè ñòðèæíÿ (äèâ. ðèñ. 6.26). Äëÿ êîíêðåòèçàö³¿ ïîÿñíåíü ðîçãëÿ-
äàòèìåìî âèïàäîê ñòðèæíÿ ïðÿìîêóòíîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó (ðèñ. 6.26).
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Ðèñ. 6.26. Óÿâíèé åëåìåíò ñòðèæíÿ

Ïðè îïèñóâàíí³ ðóõó òî÷îê ñòðèæíÿ âèêîðè-
ñòîâóºìî çîáðàæåííÿ íà ðèñ. 6.26, äå ñèñòåìà 
êîîðäèíàò — â³ñü Îõ çá³ãàºòüñÿ ç ë³í³ºþ öåíòð³â 
ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó, à îñ³ Îó òà Oz º éîãî 
îñÿìè ñèìåòð³¿. Çàçíà÷èìî, ùî îäåðæàí³ ïðè 
ðîçãëÿä³ ñòðèæíÿ ñïåö³àëüí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
ñïðàâåäëèâ³ äëÿ ñòðèæí³â áóäü-ÿêî¿ ôîðìè ïî-
ïåðå÷íîãî ïåðåð³çó, ÿêùî îñÿìè Îó òà Oz âèá-
ðàòè òàê çâàí³ ãîëîâí³ öåíòðàëüí³ îñ³ ³íåðö³¿ [51].

Õâèëüîâ³ ðóõè ó ïîçäîâæíüî äåôîðìîâàíîìó ñòðèæí³ ãåíåðóâàëèñÿ ëè-
øå îäíèì ìîæëèâèì òèïîì çáóðåíü — çàâäàííÿì ðîçïîä³ëåíîãî íàâàíòà-
æåííÿ àáî ïîçäîâæí³õ çì³ùåíü íà òîðöÿõ ñòðèæíÿ. Ó ðàìêàõ ïðèéíÿòî¿ 
ìîäåë³ íàâàíòàæåííÿ íà áîêîâ³é ïîâåðõí³ ñòðèæíÿ íå ñïðè÷èíÿº äåôîð-
ìàö³¿ â íüîìó.

Ó äàíîìó ðàç³ òàêîæ ðîçãëÿäàòèìåìî ñïåö³àëüí³ òèïè âïëèâó. ßêùî ãî-
âîðèòè ïðî ñèëîâ³ âïëèâè, òî âîíè ìîæóòü ïðèêëàäàòèñÿ ÿê íà òîðö³, òàê ³ 
íà áîêîâ³ ïîâåðõí³ ñòðèæíÿ. Ùî ñòîñóºòüñÿ íàâàíòàæåííÿ íà òîðö³, òî çáó-
ðåííÿ êîëèâàíü ìîæëèâå äâîìà òèïàìè ñèë — ñèëàìè, îáóìîâëåíèìè íîð-
ìàëüíèìè xx(y,z,t) íàïðóãàìè òà äîòè÷íèìè xy(y,z,t) (ðèñ. 6.27). Ñòîñîâíî 
öèõ ñèë ïðèéìàºòüñÿ, ùî xy(–y) = xy(y) òà xx(–y) = –xx(y):

( )

0,xx
S

dS 
( )

,xx
S

ydS M 
( )

.xy
S

dS Q                 (6.217)

Âåëè÷èíè Ì òà Q íàçèâàþòüñÿ â³äïîâ³äíî çãèíàëüíèì ìîìåíòîì ³ ïåðåòèí-
íîþ ñèëîþ. Òóò ìè îá÷èñëèëè çãèíàëüíèé ìîìåíò ³ ïåðåòèííó ñèëó çà íà-
äàíèìè íàïðóãàìè. ßêùî â áóäü-ÿêîìó ïåðåð³ç³ â³äîì³ ïåðåòèíí³ ñèëè 
Q(x,t) ³ çãèíàëüíèé ìîìåíò M(x,t), òî ïðèïóñêàºòüñÿ, ùî íîðìàëüí³ òà äî-
òè÷í³ íàïðóãè ìîæóòü áóòè îá÷èñëåí³ çà ôîðìóëàìè
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    (6.218)

äå Iz — ìîìåíò ³íåðö³¿ ïåðåòèííîãî ïå-
ðåð³çó ñòðèæíÿ â³äíîñíî îñ³ Oz. Ö³ ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ âèðàæàþòü ñóòü ã³ïîòåçè ïðî õà-
ðàêòåð ðîçïîä³ëó íàïðóã ó ñòðèæí³ ïðè çãèí³. 
Çîêðåìà ïðèïóñêàºòüñÿ ð³âíîì³ðíèé ðîç-
ïîä³ë íîðìàëüíèõ ³ äîòè÷íèõ íàïðóã çà êî-
îðäèíàòîþ z. Òàê³ ïðèïóùåííÿ º äîñèòü 
òî÷íèìè äëÿ îïèñóâàííÿ õâèëüîâèõ ïðî-
öåñ³â, ÿêùî äîâæèíà õâèë³ âåëèêà ïîð³âíÿ-
íî ç ðîçì³ðîì ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó.

Ðèñ. 6.27. Ñèëîâ³ âïëèâè, ÿê³ ä³þòü ó ñòðèæí³
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Ðèñ. 6.28. Äåôîðìîâàíèé åëåìåíò ñòðèæ-
íÿ

Ùîäî çîâí³øíüîãî íàâàíòà-
æåííÿ, ä³þ÷îãî íà ïëîùèíàõ y

 
2
h

, òî âîíî ââàæàºòüñÿ íîð-

ìàëüíèì äî ïîâåðõí³, à éîãî ð³â-
íîä³éíà ïî êîîðäèíàò³  z ëåæèòü ó 
ïëîùèí³ ñèìåòð³¿ xOy. Éîãî ââà-
æàºìî çàäàíèì, ÿêùî çàäàíà ñàìå 
öÿ ð³âíîä³éíà q(x,t) (äèâ. ðèñ. 6.27).

Çðîáëåí³ ïðèïóùåííÿ ùîäî õà-
ðàêòåðó íàâàíòàæåííÿ íà ñòðèæåíü ³ ðîçïîä³ëó íàïðóã â éîãî ïîïåðå÷íîìó 
ïåðåð³ç³ çâè÷àéíî îáìåæóþòü òèïè ðóõó â íüîìó, àëå âîíè º ïåðøèì ñóò-
òºâèì êðîêîì íà øëÿõó äî òîãî, ùîá òðèâèì³ðíó çàäà÷ó ïðèâåñòè äî îä-
íîâèì³ðíî¿. Äëÿ òîãî ùîá äîñÿãòè ö³º¿ ìåòè, ïðèïóùåííÿ ïðî ñèëîâ³ 
÷èííèêè çàäà÷³ ìàþòü áóòè äîïîâíåí³ ïðèïóùåííÿì ïðî õàðàêòåð ðóõó 
òî÷îê ñòðèæíÿ ïðè äåôîðìàö³¿. Ââàæàºìî, ùî â ïðîöåñ³ äåôîðìàö³¿, ÿêà 
âèíèêàº ïðè çãèí³, âñ³ òî÷êè ñòðèæíÿ ðóõàþòüñÿ ïàðàëåëüíî ïëîùèí³ ïå-
ðåð³çó ñòðèæíÿ; ò³, ùî äî äåôîðìàö³¿ áóëè ïåðïåíäèêóëÿðí³ äî éîãî îñ³, 
çàëèøàþòüñÿ ïëîñêèìè òà ïåðïåíäèêóëÿðíèìè äî çì³ùåíî¿ îñ³ ï³ñëÿ äå-
ôîðìàö³¿ (ðèñ. 6.28).

ßêùî óÿâèòè âåêòîð çì³ùåíü ó âèãëÿä³ êîìïîíåíò UP(x,y,z,t) äîâ³ëüíî¿ 
òî÷êè Ð ñòðèæíÿ (äèâ. ðèñ. 6.26):

UP(x,y,z,t) = iu+jw+kv,                              (6.219)

òî ñôîðìóëüîâàíå ïðèïóùåííÿ ìàòèìå âèãëÿä

v = 0, w(x,y,z,t) = w(x,t),

u(x,y,z,t) = u(x,y,t) = –y(x,t).                        (6.220)

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó äëÿ êóòà (õ) ç óìîâè ïåðïåíäèêóëÿðíîñò³ ïëîñêîãî 
ïåðåð³çó äî îñ³ ñòðèæíÿ ìàºìî

tg
w
x

 



.                                    (6.221)

Äëÿ ìàëèõ â³äõèëåíü ñòðèæíÿ â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ìîæåìî ïîêëàñòè

tg ,
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                           (6.222)

Òàêèì ÷èíîì, çíàþ÷è çì³ùåííÿ òî÷îê îñ³ ñòðèæíÿ w(x,t), ìîæíà âèçíà-
÷èòè ðóõ óñ³õ òî÷îê ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó, ³ ðîçãëÿäóâàíà òðèâèì³ðíà çàäà÷à 
çâåäåòüñÿ äî îäíîâèì³ðíî¿.
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6.17.2. Ð³âíÿííÿ ðóõó åëåìåíòà ñòðèæíÿ

Ð³âíÿííÿ ðóõó åëåìåíòà ñòðèæíÿ, âçÿòîãî â ïðîåêö³¿ íà â³ñü 
Îó, îäåðæèìî íà îñíîâ³ äðóãîãî çàêîíó Íüþòîíà. Óñ³ ä³þ÷³ íà åëåìåíò ñè-
ëîâ³ ÷èííèêè íàâåäåíî íà ðèñ. 6.29. Íàïðÿìîê ä³¿ ìîìåíò³â ³ ïåðåòèííèõ 
ñèë âèáèðàºòüñÿ çã³äíî ç ïðàâèëîì çíàê³â äëÿ âíóòð³øí³õ íàïðóæåíü. Íàãà-
äàºìî, ùî íîðìàëüí³ íàïðóæåííÿ ââàæàþòüñÿ ïîçèòèâíèìè, ÿêùî âîíè º 
íàïðóæåííÿìè ðîçòÿãíåííÿ; çíàê äîòè÷íèõ íàïðóæåíü âèçíà÷àºòüñÿ íà-
ïðÿìêîì â³äïîâ³äíî íîðìàë³ äî ïëîùèíè ³ êîîðäèíàòíèõ îñåé. ßêùî íîð-
ìàëü äî ïëîùèíè çá³ãàºòüñÿ ç â³ññþ Îõ, äîäàòíèìè ââàæàþòüñÿ äîòè÷í³ íà-
ïðóæåííÿ, íàïðàâëåí³ âçäîâæ îñ³ Îó. Êîëè íîðìàëü äî ïëîùèíè ïðîòè-
ëåæíà îñ³ Îõ, äîäàòíîþ ââàæàºòüñÿ äîòè÷íà íàïðóãà, íàïðÿìëåíà ïðîòè îñ³ 
Îó (äèâ. ðèñ. 6.29).

Îñê³ëüêè íîðìàëüí³ íàïðóæåííÿ, ùî çâ’ÿçàí³ ç ìîìåíòàìè, íå âïëèâàþòü 
íà ïðîåêö³þ íà â³ñü Îó, ð³âíÿííÿ ðóõó åëåìåíòà ñòðèæíÿ íàáóâàº âèãëÿäó
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à ï³ñëÿ çàì³íè ïðèðîñòó ïåðåòèííî¿ ñèëè íà äèôåðåíö³àë:
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Öå ð³âíÿííÿ çâ’ÿçóº äâ³ íåâ³äîì³ ôóíêö³¿: w(x,t) ³ Q(x,t) ³ òîìó áåçïîñå-
ðåäíüî íå ìîæå áóòè âèêîðèñòàíå äëÿ âèâ÷åííÿ õâèëüîâèõ ïðîöåñ³â ó 
ñòðèæí³. Ùîá îäåðæàòè íåîáõ³äíå ð³âíÿííÿ, òðåáà âèðàçèòè ïåðåòèííó ñè-
ëó ÷åðåç çì³ùåííÿ òî÷îê îñ³ ñòðèæíÿ. Çðîáèìî öå â äâà åòàïè. Íàñàìïåðåä, 
çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî, êð³ì çì³ùåííÿ âçäîâæ îñ³ Îó, òî÷êè ñòðèæíÿ áå-
ðóòü ó÷àñòü ó ïåâíèõ îáåðòàëüíèõ ðóõàõ ³, îòæå, ïðè îïèñóâàíí³ ðóõó ñë³ä 
âðàõîâóâàòè íå ëèøå çàêîí çáåðåæåííÿ ê³ëüêîñò³ ðóõó âçäîâæ îñ³ Îó
(6.223), à é çàêîí çáåðåæåííÿ ìîìåíòó ê³ëüêîñò³ ðóõó â³äíîñíî äîâ³ëüíî¿ 
òî÷êè ó ïëîùèí³ õÎó. ßêùî çà òàêó òî÷êó âçÿòè òî÷êó Î1 (ðèñ. 6.29), òî çà 

óìîâè ñèìåòð³¿ âèõîäèòü, ùî âïëèâîì ñèë ³íåðö³¿ 
2

2

w
S

t
 


 ³ çîâí³øíüîãî 

ðîçïîä³ëåíîãî íàâàíòàæåííÿ q(x,t) â ìîìåíò ñèë â³äíîñíî òî÷êè Î1 ìîæíà 
çíåõòóâàòè, ³ ñóòòºâèìè áóäóòü ëèøå çãèíàëüí³ ìîìåíòè ³ ïåðåòèíí³ ñèëè. 
Ïîçèòèâíèì º ìîìåíò, ùî ä³º ïðîòè ñòð³ëêè ãîäèííèêà; òîä³ çã³äíî ç óìî-
âîþ ð³âíîñò³ íóëþ ìîìåíò³â â³äíîñíî òî÷êè Î1 óñ³õ ñèë, ùî ä³þòü íà åëå-
ìåíò, ìàòèìåìî

  ( ) ( )M x M x dx

   ( ) ( ) 0.
2 2
dx dx

Q x Q x dx (6.225)

Ï³ñëÿ çàì³íè ïðèðîñòó ìîìåíòó íà 
äèôåðåíö³àë ä³ñòàíåìî ð³âí³ñòü

Ðèñ. 6.29. Ñèëîâ³ âïëèâè, ÿê³ ä³þòü íà åëå-
ìåíò ñòðèæíÿ
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( , )
( , ) .

M x t
Q x t

x





                                 (6.226)

Çâ’ÿçîê ì³æ çãèíàëüíèì ìîìåíòîì ³ çì³ùåííÿì w(x,t) âñòàíîâëþºòüñÿ 
ïðè âèêîðèñòàíí³ çàêîíó Ãóêà, ÿêèé, çà ïðèïóùåííÿì, îïèñóº ïîâåä³íêó 
ìàòåð³àëó ñòðèæíÿ. Âèä³ëèìî äåÿêå âîëîêíî ó ñòðèæí³, ùî çíàõîäèòüñÿ íà 
â³äñòàí³ ó â³ä îñ³ (ðèñ. 6.28). Éîãî äåôîðìàö³ÿ ñòàíîâèòü

( , ) ( , )
.

u x dx y u x y
dx

  
                            (6.227)

Ç óðàõóâàííÿì (6.222) äëÿ çì³ùåííÿ ( , )u x y  çíàõîäèìî

2

2

w
y

x
 
 


.                                     (6.228)

Òàêà äåôîðìàö³ÿ â³äïîâ³äíî äî çàêîíó Ãóêà ñïðè÷èíåíà íàïðóæåííÿì
2

2 .xx

w
E Ey

x
  

  


                             (6.229)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (6.218), ä³ñòàíåìî
2

2 .z

w
M EI

x


 


                               (6.230)

Îòæå, ç óðàõóâàííÿì (6.226) ³ (6.230), ð³âíÿííÿ ðóõó åëåìåíòà ñòðèæíÿ 
ìàòèìå âèãëÿä

2 4

2 4 ( , ).z

w w
S EI q x t

t x
  

  
 

                       (6.231)

Òåïåð öå ð³âíÿííÿ ëèøå ç îäí³ºþ íåâ³äîìîþ ôóíêö³ºþ — çì³ùåííÿì òî÷îê 
îñ³ ñòðèæíÿ íà ïëîùèí³ õÎó (w(x,t)) — ³ éîãî ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ 
âèâ÷åííÿ õâèëüîâèõ ïðîöåñ³â ó ñòðèæí³.

6.17.3. Âëàñòèâîñò³ õâèëüîâîãî ðóõó ó ñòðèæí³

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè çîâí³øíº íàâàíòàæåííÿ q(x,t) â³ä-
ñóòíº, òîáòî éòèìåòüñÿ ïðî âëàñòèâîñò³ õâèëü ó â³ëüíîìó ñòðèæí³. Òîä³ (6.231)
íàáóâàº âèãëÿäó

4 2

4 2 .
z

w S w
EIx t
 

 
 

                             (6.232)

Öå ð³âíÿííÿ ñóòòºâî â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ð³âíÿíü, îäåðæàíèõ äëÿ âèïàäêó 
ñòðóíè ³ ñòðèæíÿ, ùî äåôîðìóþòüñÿ ïîçäîâæíüî (6.201). Ãîëîâíà ôîð-
ìàëüíà â³äì³íà â òîìó, ùî öå ð³âíÿííÿ çâ’ÿçóº çíà÷åííÿ ÷åòâåðòî¿ ïîõ³äíî¿ 
çà ïðîñòîðîâîþ êîîðäèíàòîþ òà äðóãî¿ çà ÷àñîì. Öå ñâ³ä÷èòü ïðî òå, ùî 
äîâ³ëüíà ôóíêö³ÿ âèãëÿäó w(x,t) = w(x  ct) âæå íå çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ. 
Ô³çè÷íî öå îçíà÷àº, ùî ó ñòðèæí³ íå ìîæå ³ñíóâàòè õâèëÿ äîâ³ëüíî¿ ôîð-
ìè, ÿêà ïîøèðþºòüñÿ áåç çì³íè ôîðìè ç³ ñòàëîþ øâèäê³ñòþ.
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Ïðîòå öå íå îçíà÷àº, ùî ó ñòðèæí³ âçàãàë³ íå ìîæóòü ïîøèðþâàòèñÿ 
õâèë³. Ëåãêî ïåðåâ³ðèòè, ùî (6.232) ïðèïóñêàº ³ñíóâàííÿ ãàðìîí³÷íèõ 
õâèëü:

 ( , ) exp ( ) ,w x t A i t x   
2

4

z

S
EI
 

  ,               (6.233)

òóò  — õâèëüîâå ÷èñëî. ßê áà÷èìî, ôàçîâà øâèäê³ñòü çãèíàëüíî¿ õâèë³ ó 
ñòðèæí³

ô ,
 
 

  4

z

S
EI
                           (6.234)

çàëåæèòü â³ä ÷àñòîòè, òîáòî ïðèñóòíº ÿâèùå äèñïåðñ³¿. Â³äïîâ³äíà ãðóïîâà 
øâèäê³ñòü ãð = 2ô (ïåðåêîíàéòåñÿ â öüîìó ñàìîñò³éíî). Õàðàêòåð çàëåæ-
íîñò³ ôàçîâî¿ ³ ãðóïîâî¿ øâèäêîñòåé â³ä ÷àñòîòè äëÿ çãèíàëüíî¿ õâèë³ ó 
ñòðèæí³ çá³ãàºòüñÿ ç â³äïîâ³äíèìè çàëåæíîñòÿìè (6.195), (6.196) äëÿ ïåðøî¿ 
àíòèñèìåòðè÷íî¿ õâèë³ Ëåìáà â îáëàñò³ ìàëèõ õâèëüîâèõ ðîçì³ð³â òîâùèíè 
øàðó (kth << 1). Öåé çá³ã º ïðèðîäíèì ç óðàõóâàííÿì ê³íåìàòèêè ÷àñòèíîê 
ñåðåäîâèùà â öèõ õâèëÿõ. Ñë³ä ïàì’ÿòàòè, ùî âèêëàäåíà âèùå òåîð³ÿ äëÿ 
çãèíàëüíèõ õâèëü ó ñòðèæí³ äîáðå îïèñóº òàêèé õâèëüîâèé ïðîöåñ ò³ëüêè 
äëÿ â³äíîñíî íèçüêèõ ÷àñòîò, ïðî ùî éøëà ìîâà ïðè îáãîâîðåíí³ õàðàêòåðó 
íàïðóæåííÿ ³ äåôîðìàö³é â ñòðèæí³.

6.18. Õâèëüîâèé ðóõ ó ñòðèæí³ ïðè âèçíà÷åíèõ
ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ

Â³äíîñíî ïðîñòå ð³âíÿííÿ ðóõó (6.232) çãèíàëüíèõ õâèëü ó ñòðèæ-
í³ äîçâîëÿº îòðèìàòè àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî õâèëüîâèé ðóõ ó 
ñòðèæí³ ïðè âèçíà÷åíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ ³ òèì ñàìèì âèâ÷èòè âïëèâ 
äèñïåðñ³¿ íà ôîðìó çáóðåííÿ, ùî ïîøèðþºòüñÿ. Òàêå äîñë³äæåííÿ ìîæíà 
ïðîâåñòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º, çì³ñò ÿêîãî ðîçêðèâàºòüñÿ 
äâîìà ôîðìóëàìè [8]:

 ( ) ( ) exp ,x Ô k ikx dk





 

 1
( ) ( )exp .

2
Ô k x ikx dx

 




                         (6.235)

Ðîçøèðþþ÷è êëàñ ôóíêö³é Ô(k), ö³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ìîæíà ââàæàòè çàñòî-
ñîâíèìè äëÿ áóäü-ÿêèõ ô³çè÷íî çì³ñòîâíèõ ôóíêö³é (x).

Ïåðøà ç ð³âíîñòåé ó (6.235), ïî ñóò³, âêàçóº íà ìîæëèâ³ñòü çîáðàæåííÿ 
áóäü-ÿêî¿ ôóíêö³¿ ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ ïðîñòîðîâèõ ãàðìîí³ê. Äðóãå ñï³â-
â³äíîøåííÿ âêàçóº íà ñïîñ³á âèçíà÷åííÿ ãóñòèíè ãàðìîí³ê ó òàê³é ñóïåðïî-
çèö³¿ çà çàäàíîþ ôóíêö³ºþ (õ). Ñï³ââ³äíîøåííÿ (6.235) º óçàãàëüíåííÿì 
íà íåñê³í÷åííèé ³íòåðâàë ðîçêëàä³â ó ðÿä Ôóð’º ôóíêö³é, çàäàíèõ íà ñê³í-
÷åííîìó ³íòåðâàë³.
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð çàäà÷ó ïðî âèçíà÷åííÿ ðóõó ñòðèæíÿ ó áóäü-ÿêèé ìî-
ìåíò ÷àñó, ÿêùî éîãî ïî÷àòêîâèé ñòàí çàäàºòüñÿ ð³âí³ñòþ

w(x,0) = Q1(x),

2

( ,0)
( ).

w x
Q x

t





                               (6.236)

ßêùî çàì³ñòü øóêàíî¿ ôóíêö³¿ w(x,t) ó ðîçãëÿä ââåñòè ¿¿ ôóð’º-îáðàç:

 1
( , ) ( , ) exp ,

2
Ô k t w x t ikx dx

 




                     (6.237)

òî ïîáóäîâà ôîðìàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ çíà÷íî ñïðîñòèòüñÿ. Ïåðåä òèì 
ÿê ïåðåéòè áåçïîñåðåäíüî äî çíàõîäæåííÿ ôóíêö³¿ Ô(k,t), íàâåäåìî òàêå 
ñï³ââ³äíîøåííÿ:

   1
exp ( , ) exp ,

2 2
w ik

ikx dx w x t ikx dx
x  

 

 




            (6.238)

ÿêùî ôóíêö³ÿ w(x) çíèêàº ïðè x  . Îñòàííþ óìîâó â³çüìåìî â³äíîñíî 
íå ò³ëüêè øóêàíî¿ ôóíêö³¿, à é ¿¿ ïåðøèõ ïîõ³äíèõ, äî ÷åòâåðòî¿ âêëþ÷íî.

Ñï³ââ³äíîøåííÿ (6.238) âñòàíîâëþº òàêå ïðàâèëî: ôóð’º-îáðàç ïîõ³äíî¿ 
â³ä çàäàíî¿ ôóíêö³¿ îäåðæóºìî ïðîñòèì ìíîæåííÿì ôóð’º-îáðàçó ôóíêö³¿ íà 
âåëè÷èíó ik. Ç âèêîðèñòàííÿì ö³º¿ âëàñòèâîñò³ ð³âíÿííÿ (6.232) äëÿ ( , )w x t
ïåðåòâîðþºòüñÿ íà ð³âíÿííÿ äëÿ Ô(k,t). Äëÿ éîãî âèçíà÷åííÿ ïîìíîæèìî
(6.232) íà exp(ikx) ³ ïðî³íòåãðóºìî çà x :

4 2

4 2
exp( ) exp( )

z

w S w
ikx dx ikx dx

EIx t


 

 

 

 
 

   ,

àáî
2

4
2

( ) ( , )exp( ) ( , ) exp( ) ,
z

S
ik w x t ikx dx w x t ikx dx

EI t


 

 

 

 
    

  
 

òîä³, ç óðàõóâàííÿì (6.237), îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ

2
4 4

2
0,

d Ô
k Ô

dt
   4 .

z

S
EI


                        (6.239)

Éîãî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ìîæíà çàïèñàòè ÿê âèðàç

2 2

2 2
( , ) ( ) cos ( ) sin

k k
Ô k t A k t B k t

 
   

    
   

              (6.240)

ç äâîìà äîâ³ëüíèìè ôóíêö³ÿìè A(k) ³ B(k) â³ä ïðîñòîðîâîãî õâèëüîâîãî 
÷èñëà k. Äëÿ ¿õ âèçíà÷åííÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïî÷àòêîâ³ óìîâè (6.236), ÿê³ 
ó òåðì³íàõ ôóð’º-îáðàç³â íàáóâàþòü âèãëÿäó
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( ,0) ( ),Ô k F k
( ,0)

( )
Ô k

G k
t





,

äå

1

1
( ) ( )exp( ) ,

2
F k Q x ikx dx

 




  2

1
( ) ( ) exp( )

2
G k Q x ikx dx

 




  .     (6.241)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçâ’ÿçîê (6.240) äëÿ Ô(k,t), ³ç îñòàíí³õ ð³âíîñòåé çíàõî-
äèìî, ùî

A(k) = F(k), 
2

2
( ) ( ).B k G k

k


                                (6.242)

Îòæå, ðîçâ’ÿçàííÿ ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³ ìîæíà ââàæàòè çàê³í÷åíèì. Øó-
êàíà ôóíêö³ÿ ( , )w x t , ùî çàäîâîëüíÿº çàäàí³ ïî÷àòêîâ³ óìîâè (6.236) ³ äè-
ôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ (6.232), ïîäàºòüñÿ ³íòåãðàëîì

 
2 2 2

2 2 2
( , ) ( )cos ( ) sin exp .

k k
w x t F k t G k t ikx dk

k


 





    
      

     
     (6.243)

Ôàêòè÷íå îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàëà â ÿâíîìó âèãëÿä³ çà çàäàíèìè Q1(x) i Q2(x), 
ÿê ïðàâèëî, çä³éñíèòè íå âäàºòüñÿ. Ïðîòå ñòàíäàðòí³ ïðîãðàìè øâèäêîãî 
ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º äëÿ ïðîâåäåííÿ ÷èñëîâèõ ðîçðàõóíê³â íà îñíîâ³ ³í-
òåãðàë³â òèïó (6.243) âõîäÿòü ó ìàòåìàòè÷íå çàáåçïå÷åííÿ ïðàêòè÷íî âñ³õ 
îá÷èñëþâàëüíèõ ñèñòåì.

Íàïðèê³íö³ ïàðàãðàôà ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ïî÷àòêîâèõ óìîâ, ùî ïðè-
ïóñêàº ÿâíå îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàëà â (6.243). ßêùî â ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ (6.236) 
ââàæàòè, ùî

2

1 2
( ) exp ,

4
x

Q x
b

 
  

 
Q2(x) = 0,                    (6.244)

(b — ñòàëà, ì), òî äëÿ ôóíêö³¿ çì³ùåííÿ ìîæíà ä³ñòàòè âèðàç [34, ñ.178]:

arctg

1
2 2 4 4 2 24

4 4 4 4 2 4 4 2 2 2

1
( , ) 1 exp cos .

24( ) 4( )
t x b x t t

w x t
b b t b t b

 
   


      

                
(6.245)

Äëÿ âèïàäêó ñòðóíè çà òàêîãî ñàìîãî ïî÷àòêîâîãî çáóðåííÿ ìàºìî òàêèé âè-
ðàç äëÿ çì³ùåííÿ:

2 2
1 1

( , ) exp exp .
2 2 2 2

x ct x ct
w x t

b b

                         
            (6.246)

Òå, ùî ôîðìà ïî÷àòêîâîãî çáóðåííÿ ó ñòðèæí³ íå çáåð³ãàòèìåòüñÿ ó 
ïðîöåñ³ íàñòóïíîãî ïîøèðåííÿ, çðîçóì³ëî. Öåé âèñíîâîê ´ðóíòóºòüñÿ íà 
òîìó, ùî çàãàëüíå çáóðåííÿ º ñóïåðïîçèö³ºþ îêðåìèõ ãàðìîí³ê, à êîæíà 
ãàðìîí³êà ó íàñòóïí³ ìîìåíòè ÷àñó ïîøèðþºòüñÿ ç³ ñâîºþ øâèäê³ñòþ. Ïðî-
òå öåé âèñíîâîê, ùî ï³äòâåðäæóºòüñÿ (6.245), äëÿ îêðåìîãî âèïàäêó íåäî-
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Ðèñ. 6.30. Ôîðìà çáóðåííÿ ó íåñê³í÷åííèõ 
ñòðèæí³ (ñóö³ëüíà ë³í³ÿ) ³ ñòðóí³ (øòðè-
õîâà ë³í³ÿ) çà ïî÷àòêîâèõ óìîâ (6.244) ó 
ð³çí³ ìîìåíòè ÷àñó t

ñòàòíüî íàî÷íèé. Ïîâí³øå óÿâëåííÿ 
ïðî âïëèâ äèñïåðñ³¿ íà ðîçâèòîê 
õâèëüîâîãî ïðîöåñó ó ñòðèæí³ äàº 
ãðàô³÷íà ³íòåðïðåòàö³ÿ (6.245) ³ 
(6.246) ó ïåâí³ ìîìåíòè ÷àñó 
(ðèñ. 6.30). Íà ðèñ. 6.30 ñóö³ëüíîþ 
ë³í³ºþ ïîêàçàíå çì³ùåííÿ ó ñòðèæ-
í³ (6.245), à øòðèõîâîþ — ó ñòðóí³ 
(6.246); (ó ðîçðàõóíêàõ ñòàë³ , b ³ c
äîð³âíþþòü îäèíèö³).

Âïëèâ äèñïåðñ³¿ íà ðèñ. 6.30 
ïîêàçàíèé äóæå íàî÷íî. Ñêëàäî-
âèì ç äîñèòü êîðîòêèìè äîâæèíà-
ìè õâèëü (âåëèê³ k = 2/) â³äïî-
â³äàþòü ³ âèù³ ÷àñòîòè ó (6.243). 

Òàê³ ñêëàäîâ³ âèïåðåäæàþòü íèçüêî÷àñòîòí³ ñêëàäîâ³ ³ óòâîðþþòü äåÿê³ 
áðèæ³ ïîïåðåäó îñíîâíîãî ãðåáåíÿ. Êð³ì òîãî, äîâãîõâèëüîâ³ ñêëàäîâ³ çã³ä-
íî ³ç çàêîíîì àíîìàëüíî¿ äèñïåðñ³¿ ïîøèðþþòüñÿ äóæå ïîâ³ëüíî, ùî 
îáóìîâëþº ïîÿâó çàíàäòî ðîçòÿãíóòîãî õâîñòà çà îñíîâíèì ãðåáåíåì. Ñë³ä 
òàêîæ çàçíà÷èòè, ùî îñíîâíèé ãðåá³íü ðîçìèâàºòüñÿ äèñïåðñ³ºþ ³ éîãî âè-
ä³ëåííÿ ç ÷àñîì ñòàº íåìîæëèâèì.

6.19. Çãèíàëüí³ êîëèâàííÿ ñê³í÷åííèõ ñòðèæí³â

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ïðè ðîçãëÿä³ ðóõó ñê³í÷åííîãî ñòðèæíÿ 
ïðèðîäíî âèä³ëèòè çàäà÷³ ïðî â³ëüí³ òà ïðî âèìóøåí³ êîëèâàííÿ ñòðèæíÿ. 
Òóò ðîçãëÿíåìî ëèøå çàäà÷ó ïðî â³ëüí³ êîëèâàííÿ. Ï³ñëÿ òîãî ÿê ó ìåæàõ 
ö³º¿ çàäà÷³ áóäóòü ïðîàíàë³çîâàí³ âëàñòèâîñò³ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü ñê³í-
÷åííîãî ñòðèæíÿ, çàäà÷à ïðî âèìóøåí³ êîëèâàííÿ ï³ä âïëèâîì ïåð³îäè÷-
íî¿ ñèëè âæå íå áóäå ñêëàäíîþ. Ðîçâ’ÿçàòè òàêó çàäà÷ó ðåêîìåíäóºìî ÿê 
âïðàâó.

Îòæå, óìîâà çàäà÷³, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ, òàêà: ñòðèæåíü äîâæèíîþ l ³ç 
çàêð³ïëåíèìè ïåâíèì ÷èíîì ê³íöÿìè ïî÷èíàº ðóõàòèñÿ â ìîìåíò t = 0 çà 
çàäàíèì ïî÷àòêîâèì â³äõèëåííÿì ³ ïî÷àòêîâîþ øâèäê³ñòþ:

w(x,t) = Q1(x),

2

( ,0)
( ).

w x
Q x

t





                                (6.247)

Âèçíà÷èìî ïîäàëüøèé ðóõ ñòðèæíÿ, ùî õàðàêòåðèçóºòüñÿ ôóíêö³ºþ w(x,t).
Öå îçíà÷àº, ùî íåîáõ³äíî çíàéòè ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ, ùî çàäîâîëüíÿº çà-
äàí³ ãðàíè÷í³ óìîâè é óìîâè (6.247).
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Ó çâ’ÿçêó ç öèì ñë³ä äîêëàäí³øå çóïèíèòèñÿ íà ìîæëèâèõ âèïàäêàõ 
ãðàíè÷íèõ óìîâ äëÿ çãèíàëüíî êîëèâíîãî ñòðèæíÿ. Âàæëèâî çðîçóì³òè, ùî 
ö³ óìîâè ìàþòü ñôîðìóëþâàòèñü ÿê îáìåæåííÿ íà çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ w(x,t) 
àáî ¿¿ ïîõ³äíèõ ó çàäàíîìó ïåðåð³ç³ x = x0. Ïðè öüîìó x0 ìàòèìå çíà÷åííÿ 
õ0 = 0 àáî x0 = l.

Ó áàãàòüîõ ïðàêòè÷íèõ ñèòóàö³ÿõ ôîðìóëþâàííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ, ùî 
çîáðàæàþòü õàðàêòåð âçàºìîä³¿ äàíîãî åëåìåíòà êîíñòðóêö³¿ ç ³íøèìè åëå-
ìåíòàìè, º äîñèòü ñêëàäíîþ çàäà÷åþ. Ðîçãëÿíåìî ëèøå äåÿê³ ãðàíè÷í³ âè-
ïàäêè, ùî âèêëþ÷àþòü â³äò³ê åíåðã³¿ ³ç ñòðèæíÿ ÷åðåç éîãî ê³íö³.

Ïåðøèé ç òàêèõ âèïàäê³â — öå âèïàäîê â³ëüíîãî ê³íöÿ. Öå îçíà÷àº, ùî 
â ïåðåð³ç³ õ = õ0 íà ñòðèæåíü íå ä³þòü í³ÿê³ ñèëè. Îñê³ëüêè âñ³ ñèëîâ³ ÷èí-
íèêè ó âèïàäêó çì³ùåííÿ ñòðèæíÿ õàðàêòåðèçóþòüñÿ òàêèìè ³íòåãðàëüíèìè 
õàðàêòåðèñòèêàìè, ÿê çãèíàëüíèé ìîìåíò Ì ³ ïåðåòèííà ñèëà Q, òî ïðè 
öüîìó ìàº áóòè M(x0,t) = Q(x0,t) = 0. Äëÿ òîãî ùîá âèðàçèòè ö³ óìîâè ó 
òåðì³íàõ ôóíêö³¿ w(x,t), ñêîðèñòàºìîñÿ (6.226) ³ (6.230). Ïðè öüîìó ñôîð-
ìóëþºìî ãðàíè÷í³ óìîâè òàê:

2

02
( , ) 0,

w
x t

x





3

03
( , ) 0.

w
x t

x





                    (6.248)

Äðóãèé âèïàäîê â³äïîâ³äàº æîðñòêîìó çàêð³ïëåííþ ê³íöÿ ñòðèæíÿ. ßñ-
íî, ùî òóò íà ê³íö³ ñòðèæíÿ íå ïîâèííî áóòè çì³ùåííÿ w(x0,t). Ïðîòå ö³º¿ 
óìîâè íå äîñòàòíüî, ùîá ïîâí³ñòþ îïèñàòè ôàêò â³äñóòíîñò³ ðóõó íà ê³íö³ 
ñòðèæíÿ. Çà íóëüîâîãî çì³ùåííÿ ìîæëèâèé ïîâîðîò ïåðåð³çó. Òàêèé ðóõ 
áóäå íåìîæëèâèì, ÿêùî âèìàãàòè ïåðåòâîðåííÿ íà íóëü íà ê³íö³ ïåðøî¿ 
ïîõ³äíî¿ â³ä w(x,t) çà êîîðäèíàòîþ. Îòæå, óìîâè æîðñòêîãî çàêð³ïëåííÿ 
òîðöÿ ñòðèæíÿ, ùî çãèíàëüíî äåôîðìóºòüñÿ, îïèñóþòüñÿ ð³âíîñòÿìè

w(x0,t) = 0, 0( , ) 0.
w

x t
x





                          (6.249)

Ïîïåðåäí³ ì³ðêóâàííÿ âêàçóþòü ùå íà îäíó ìîæëèâ³ñòü çàêð³ïëåííÿ 
òîðöÿ, êîëè âèêëþ÷àºòüñÿ çì³ùåííÿ w , àëå íå íàêëàäàþòüñÿ îáìåæåííÿ íà 
ïîâîðîò ïåðåð³çó. Öå îçíà÷àº, ùî â òàêîìó ïåðåð³ç³ â³äñóòí³é çîâí³øí³é 
ìîìåíò. Òàê³ óìîâè íàçèâàþòüñÿ óìîâàìè øàðí³ðíîãî çàêð³ïëåííÿ ³ îïè-
ñóþòüñÿ ð³âíîñòÿìè

w(x0,t) = 0, 
2

02
( , ) 0.

w
x t

x





                         (6.250)

²íø³ îäíîð³äí³ êîìá³íàö³¿ ç w òà ¿¿ ïîõ³äíèìè îïèñóþòü óìîâè, ùî ô³çè÷íî 
íå ðåàë³çóþòüñÿ.

Âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé áóäü-ÿêî¿ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè ñë³ä ðîçïî÷èíà-
òè ³ç çíàõîäæåííÿ ¿¿ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü. Ó äàíîìó ðàç³ öå îçíà÷àº, ùî 
íåîáõ³äíî çíàéòè ïåð³îäè÷í³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ, ùî çàäîâîëüíÿþòü îäèí ç 
ìîæëèâèõ òèï³â ãðàíè÷íèõ óìîâ.

Ï³äñòàâëÿþ÷è ó (6.232) âèðàç w(x,t) = X(x)exp(–it), çíàõîäèìî òàêå ð³â-
íÿííÿ äëÿ àìïë³òóäíî¿ ôóíêö³¿ X(x):



Îñíîâè àêóñòèêè

284

4
4

4
,

d X
X

dx


2
4

z

S
EI
 

  .                           (6.251)

Çàãàëüíèé ï³äõ³ä äî ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿíü äàíîãî òèïó ïîëÿãàº ó çî-
áðàæåíí³ øóêàíî¿ ôóíêö³¿ ó âèãëÿä³ X(x) = A exp(x), äå À — äîâ³ëüíà ñòàëà. 
Î÷åâèäíî, ùî òàêå åêñïîíåíö³àëüíå çîáðàæåííÿ áóäå ðîçâ’ÿçêîì (6.251), 
ÿêùî ïîêàçíèê  âèçíà÷èòè ç ð³âíÿííÿ

4 = 4.                                         (6.252) 

Âîíî ëåãêî ðîçâ’ÿçóºòüñÿ, à éîãî êîðåí³ ìàþòü âèãëÿä

1 = , 2 = –, 3 = i, 4 = –i.                       (6.253)

Òàêîìó íàáîðó êîðåí³â â³äïîâ³äàº çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (6.251):

       1 2 3 4( ) exp exp exp exp .X x A x A x A i x A i x              (6.254)

Ñêëàäàþ÷è ð³çí³ ë³í³éí³ êîìá³íàö³¿ ç ÷àñòèííèõ ðîçâ’ÿçê³â, ùî âõîäÿòü äî 
(6.254), øóêàíó ôóíêö³þ ìîæíà ïîäàòè ó á³ëüø ïðèäàòíîìó äëÿ ïîäàëüøèõ 
âèêëàäîê âèãëÿä³:

( ) ch( ) sh( ) sin( ) cos( ).X x a x b x c x d x                  (6.255)

Îäåðæàíèé âèðàç çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ ðóõó çà áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ ÷àñòî-
òè ³ ñòàëèõ à, b, ñ, d. Ïðîòå â³í íå çàäîâîëüíÿº ãðàíè÷í³ óìîâè íà ê³íöÿõ 
ñòðèæíÿ. Ñàìå ö³ óìîâè âèçíà÷àþòü õàðàêòåðí³ ÷àñòîòè ìîæëèâèõ 
ïåð³îäè÷íèõ ðóõ³â ñòðèæíÿ.

Ðîçãëÿíåìî äàë³ òàêó ñèòóàö³þ, êîëè îäèí ê³íåöü ñòðèæíÿ (x = 0) æîð-
ñòêî çàêð³ïëåíèé, à ³íøèé (x = l) — â³ëüíèé. Òàê³ óìîâè ìîæóòü äîñèòü äî-
áðå îïèñóâàòè ñèòóàö³þ íà ê³íöÿõ í³æêè êàìåðòîíà. Â³äïîâ³äíî äî (6.248) ³ 
(6.249) äëÿ ôóíêö³¿ X(x) ó (6.255) ìàòèìåìî óìîâè

(0) 0,X 
(0)

0,
dX

dx


2

2

( )
0,

d X l
dx


3

3

( )
0.

d X l
dx

                           (6.256)

Ãðàíè÷í³ óìîâè ïðè x = 0 äàþòü òàêèé çâ’ÿçîê ì³æ øóêàíèìè âåëè÷èíàìè: 
d = –a, c = –b. Çàäîâîëåííÿ óìîâ äðóãî¿ ïàðè (6.256) ïðèâîäèòü äî ñèñòåìè 
ë³í³éíèõ îäíîð³äíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó:

   ch sh( ) cos( ) ( ) sin( ) 0,a l l b l l      

   sh ch( ) sin( ) ( ) cos( ) 0.a l l b l l                      (6.257)

Óìîâà íàÿâíîñò³ íåíóëüîâîãî ðîçâ’ÿçêó äëÿ ñòàëèõ a ³ b ïåðåäáà÷àº ïåðå-
òâîðåííÿ íà íóëü âèçíà÷íèêà ö³º¿ ñèñòåìè, ùî ïðèâîäèòü äî ð³âíÿííÿ

ch( )cos( ) 1.l l                                  (6.258)
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Ðèñ. 6.31. Ãðàô³÷íèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 
(6.258)

Ñàìå çâ³äñè âèçíà÷àòèìåìî ïðè-
ïóñòèì³ çíà÷åííÿ âåëè÷èíè , à, 
îòæå, é ÷àñòîòè íîðìàëüíèõ êîëè-
âàíü. Öå òðàíñöåíäåíòíå ð³âíÿííÿ, 
ùî ìàº íåñê³í÷åííå ÷èñëî êîðåí³â. 
Õàðàêòåðí³ îñîáëèâîñò³ (6.258) ³ 
íàâ³òü äîñèòü òî÷í³ îö³íêè çíà÷åíü 
éîãî êîðåí³â ç âèñîêèìè íîìåðàìè ìîæíà ä³ñòàòè ç éîãî ãðàô³÷íî¿ ³íòåð-
ïðåòàö³¿ (ðèñ. 6.31). Äëÿ òðüîõ ïåðøèõ êîðåí³â çíàõîäèìî 1l = 1,8751; 2l = 
= 4,6941; 3l = 7,8548. Ç ðèñ. 6.31 âèäíî, ùî êîðåí³ ç âèñîêèìè íîìåðàìè 
âèçíà÷àþòüñÿ çà íàáëèæåíîþ ôîðìóëîþ:

(2 1) / 2.nl n                                 (6.259)

Âæå äëÿ âèïàäêó n = 3 öÿ ôîðìóëà äàº òðè ïðàâèëüíèõ çíàêè ó çíà÷åíí³ 
êîðåíÿ. ßêùî âðàõóâàòè, ùî l l    (âèçíà÷åííÿ  äèâ. (6.234)), òî äëÿ 
íèçüêèõ âëàñíèõ ÷àñòîò ìàºìî

2

1 2

1 1,8751
,

l



 

  
 

2 = 6,2671, 3 = 17,5481, …       (6.260)

ßê áà÷èìî, ÷àñòîòè íîðìàëüíèõ êîëèâàíü ó ñòðèæí³ îáåðíåíî ïðî-
ïîðö³éí³ êâàäðàòó éîãî äîâæèíè. Ó ñòðóíè âëàñí³ ÷àñòîòè îáåðíåíî ïðî-
ïîðö³éí³ äîâæèí³. Ó ðàç³ ð³âíîñò³ îñíîâíîãî òîíó ñòðèæíÿ ³ ñòðóíè äðóãà 
âëàñíà ÷àñòîòà ñòðèæíÿ âæå âèùà çà ÷àñòîòó øîñòî¿ ãàðìîí³êè. Âàæëèâî 
òàêîæ çàçíà÷èòè, ùî âëàñí³ ÷àñòîòè ñòðèæíÿ íå ñòâîðþþòü ãàðìîí³÷íèé 
ðÿä. Íàñë³äêîì öüîãî º, íàïðèêëàä, îñîáëèâ³ñòü çâó÷àííÿ êàìåðòîíà. Ïðè 
óäàð³ ïî ê³íöþ í³æêè â íüîìó çáóðþºòüñÿ áàãàòî íîðìàëüíèõ êîëèâàíü. 
Îñê³ëüêè ¿õ ÷àñòîòè íå ñòâîðþþòü ãàðìîí³÷íèé ðÿä, òî â ïî÷àòêîâèé ìî-
ìåíò ÷óòè ò³ëüêè ìåòàëåâèé áðÿçê³ò. Ïîò³ì âèñîêî÷àñòîòí³ âëàñí³ êîëèâàí-
íÿ øâèäêî çãàñàþòü ³ äàë³ âæå çàëèøàºòüñÿ ÷óòíèì ÷èñòèé îñíîâíèé òîí.

Êîëè ïðè  = n îäíå ç ð³âíÿíü ñèñòåìè (6.257) âèêîðèñòàòè äëÿ âñòà-
íîâëåííÿ çâ’ÿçêó ì³æ ñòàëèìè an ³ bn, òî íà îñíîâ³ (6.255) ä³ñòàíåìî âèðàç 
äëÿ âëàñíî¿ ôîðìè êîëèâàíü ñòðèæíÿ:

     sh1
( , ) sh( ) sin( ) ( sin

sh( ) sin( )n n n n n n
n n

X x x x l l
l l

    
 

   

   ch( ) cos( ) ch( ) cos( ) .n n n nx x l l                   (6.261)

Î÷åâèäíî, ùî âñ³ ñôîðìóëüîâàí³ óìîâè, ÿê³ âèçíà÷àþòü íîðìàëüí³ êî-
ëèâàííÿ, çàëèøàþòüñÿ âèêîíàíèìè, ÿêùî îäåðæàíèé âèðàç Xn(n,x) ïîìíî-
æèòè íà äîâ³ëüíó ñòàëó bn. Çíà÷åííÿ ö³º¿ ñòàëî¿ âèçíà÷àº ñòóï³íü çáóðåííÿ 
â³äïîâ³äíî¿ âëàñíî¿ ôîðìè ³ çíàõîäèòüñÿ ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Íà ðèñ. 6.32 
ïîêàçàíî ðîçïîä³ë àìïë³òóä êîëèâàíü çà äîâæèíîþ ñòðèæíÿ äëÿ ï’ÿòè ïåð-
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Ðèñ. 6.32. Ðîçïîä³ë àìïë³òóä êîëèâàíü 
äëÿ ïåðøèõ ï’ÿòè âëàñíèõ ôîðì ñòðèæíÿ

øèõ âëàñíèõ ôîðì ( , )n nX x . Âèä-
íî, ùî ³ç çðîñòàííÿ íîìåðà ôîðìè 
âíåñîê åêñïîíåíö³àëüíèõ äîäàíê³â 
(ch(nx), sh(nx)) âñå á³ëüøå ëîêàë³-
çóºòüñÿ íà ê³íöÿõ ñòðèæíÿ. Ïîâíèé 
âèðàç äëÿ ôóíêö³¿ çì³ùåííÿ ä³ñòà-
íåìî ç âèðàçó (6.261) ï³ñëÿ ìíî-
æåííÿ éîãî íà ÷àñîâèé ìíîæíèê. 
Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ôàçà íîðìàëü-
íîãî êîëèâàííÿ ìîæå áóòè äîâ³ëü-
íîþ, îòæå,

 


 


 


cos( )
( , ) [sh( )

sh( ) sin( )
n n n

n n
n n

b t
w x t x

l l

    sin( )][sh( ) sin( )]n n nx l l       ñh( ) ños( ) ch( ) cos( ) .n n n nx x l l  (6.262)

Äîâ³ëüí³ ñòàë³ bn òà n âèçíà÷àþòüñÿ ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ.
Äàë³ ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ âèçíà÷åííÿ ðóõó ñòðèæíÿ çà çàäàíèìè ïî÷àòêîâè-

ìè óìîâàìè ´ðóíòóºòüñÿ íà òàêîìó ôóíäàìåíòàëüíîìó ïðèïóùåíí³: ÿê³ á 
íå áóëè ïî÷àòêîâ³ óìîâè â (6.247), ïîäàëüøèé ðóõ ñòðèæíÿ ïîâí³ñòþ îïè-
ñóºòüñÿ ñóïåðïîçèö³ºþ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü ç â³äïîâ³äíî äîáðàíèìè 
àìïë³òóäàìè. Îòæå, çàãàëüíèé ðóõ ñòðèæíÿ îïèñóºòüñÿ âèðàçîì äëÿ w(x,t) ó 
âèãëÿä³ íåñê³í÷åííîãî ðÿäó:

1

( , ) ( , ).n
n

w x t w x t



                                 (6.263)

Íåñê³í÷åííèé ðÿä (6.263) ìàº äâ³ ïîñë³äîâíîñò³ äîâ³ëüíèõ ñòàëèõ — bn ³ n.
Äëÿ ¿õ âèçíà÷åííÿ ìàºìî äâ³ óìîâè:

1
1

( ,0) ( ),n
n

w x Q x



 2

1

( ,0)
( ).n

n

w x
Q x

t

 


             (6.264)

Ç âèêîðèñòàííÿì ïîçíà÷åíü (6.261) ³ (6.262) ö³ ñï³ââ³äíîøåííÿ íàáóâàþòü 
âèãëÿäó

1
1

cos( ) ( , ) ( ),n n n n
n

b X x Q x 





2
1

sin( ) ( , ) ( ).n n n n n
n

b X x Q x  



                        (6.265)

Ïðè ïåðøîìó ïîãëÿä³ íà öþ ñèñòåìó ð³âíÿíü çàäà÷à âèçíà÷åííÿ äâîõ
ñòàëèõ: bncosn i bnsinn, ç óðàõóâàííÿì ñêëàäíî¿ ñòðóêòóðè âèðàçó äëÿ Xn(n,x)
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ó (6.261) º äóæå âàæêîþ. Âîíà çäàºòüñÿ íàáàãàòî ñêëàäí³øîþ ïîð³âíÿíî ç 
àíàëîã³÷íîþ çàäà÷åþ äëÿ ñòðóíè, ðîçãëÿíóòîþ ó ïàðàãðàô³ 3.5. Ïðîòå ö³ äâ³ 
çàäà÷³ ïðàêòè÷íî îäíàêîâ³ çà ñâîºþ ñêëàäí³ñòþ. Ïåðåêîíàºìîñÿ ó öüîìó ³ 
ä³ñòàíåìî òèì ñàìèì ùå îäèí ïðèêëàä çàãàëüíèõ ÷óäîâèõ âëàñòèâîñòåé 
âëàñíèõ ôîðì êîëèâàíü ìåõàí³÷íèõ ñèñòåì.

Âèõîäÿ÷è ç áóäîâè âëàñíèõ ôîðì êîëèâàíü ñòðèæíÿ, äîõîäèìî âèñíîâ-
êó, ùî äâ³ äîâ³ëüí³ ôîðìè ç íîìåðàìè n ³ m, ùî çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ

4
4

4
,n

n n

d X
X

dx


4
4

4
m

m m

d X
X

dx
 ,                        (6.266)

³ îäèí ç òðüîõ òèï³â ãðàíè÷íèõ óìîâ (6.248)—(6.250) íà ê³íöÿõ. Ðîçãëÿíåìî 
³íòåãðàë

0

( , ) ( , ) .
l

nm n n m mI X x X x dx                         (6.267)

Ïîìíîæàþ÷è ó (6.266) ïåðøå ð³âíÿííÿ íà Xm, a äðóãå íà Xn, ³íòåãðóþ÷è 
êîæíå ç íèõ çà õ â³ä 0 äî l âçäîâæ äîâæèíè ñòðèæíÿ ³ â³äí³ìàþ÷è â³ä ïåð-
øîãî äðóãå, ä³ñòàºìî

4 4
4 4

4 4
0

( ) .
l

n m
n m nm m n

d X d X
I X X dx

dx dx
 

 
   

 
               (6.268)

²íòåãðóþ÷è ïî ÷àñòèíàõ øóêàíó âåëè÷èíó, ìàºìî

3 3 3 3
4 4

3 3 3 3
00 0

( ) .
l l l

n m m n n m
n m nm m n

d X d X dX d X dX d X
I X X dx

dx dxdx dx dx dx
 

 
      

 
  (6.269)

Ç àíàë³çó óìîâ (6.248)—(6.250) âèïëèâàº, ùî çà áóäü-ÿêèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ 
íà ê³íöÿõ ñòðèæíÿ ïîçà³íòåãðàëüí³ äîäàíêè ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ (6.269) äîð³â-
íþþòü íóëþ. ²íòåãðóþ÷è ïî ÷àñòèíàõ ùå ðàç, çíàõîäèìî, ùî

2 2
4 4

2 2
0 0

( ) .
l l

n m m n
n m nm

dX d X dX d X
I

dx dxdx dx
                    (6.270)

Ðîçãëÿäàþ÷è ìîæëèâ³ òèïè ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ê³íöÿõ ñòðèæíÿ, áà÷èìî, ùî 
çàâæäè

4 4( ) 0,n m nmI    (n  m).                         (6.271)

Çîáðàæåíà ö³ºþ ð³âí³ñòþ âëàñòèâ³ñòü âëàñíèõ ôîðì êîëèâàíü ñòðèæíÿ 
çà áóäü-ÿêèõ òèï³â ãðàíè÷íèõ óìîâ âèâåäåíà áåç âèêîðèñòàííÿ äî êîíêðåò-
íî¿ ôîðìè ôóíêö³îíàëüíî¿ çàëåæíîñò³ Xn(n,x) ³ Xm(m,x). Öÿ âëàñòèâ³ñòü íà-
çèâàºòüñÿ âëàñòèâ³ñòþ îðòîãîíàëüíîñò³ âëàñíèõ ôîðì êîëèâàíü ñòðèæíÿ.

Âèêîðèñòàííÿ âëàñòèâîñò³ îðòîãîíàëüíîñò³ âëàñíèõ ôîðì êîëèâàíü 
ñòðèæíÿ äîçâîëÿº äóæå ëåãêî ðîçâ’ÿçàòè çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ äîâ³ëüíèõ ñòà-
ëèõ ó ñèñòåì³ (6.265). Ïîìíîæàþ÷è êîæíó ç ð³âíîñòåé íà Xm(m,x) òà ³íòå-
ãðóþ÷è çà äîâæèíîþ ñòðèæíÿ, çíàõîäèìî, ùî
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1
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b Q x X x dx
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sin ( ) ( , ) , ( 1,2,3,...).

l

m m m m m
mm

b Q x X x dx m
I

           (6.272)

Âåëè÷èíà Imm, ùî âèçíà÷àºòüñÿ çà (6.267), î÷åâèäíî, íå äîð³âíþº íóëþ.
Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à âèçíà÷åííÿ ðóõó ñòðèæíÿ ñê³í÷åííî¿ äîâæèíè çà 

çàäàíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ ðîçâ’ÿçàíà. Óñï³õ çíà÷íîþ ì³ðîþ çàáåçïå÷óºòüñÿ 
÷óäîâîþ âëàñòèâ³ñòþ âëàñíèõ ôîðì êîëèâàíü ñòðèæíÿ — ¿õ îðòîãîíàëüí³ñòþ.

6.20. Çàäà÷³

6.1. Íà ïðóæèí³ æîðñòê³ñòþ Ê ï³äâ³øåíî îäíîð³äíèé ñòðèæåíü 
äîâæèíîþ l (ðèñ. 6.33). Çíàéä³òü íîðìàëüí³ ÷àñòîòè òà âëàñí³ ôîðìè ïî-
çäîâæí³õ êîëèâàíü ñòðèæíÿ. Ïëîùà ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó S, ãóñòèíà ìà-
òåð³àëó , ìîäóëü Þíãà E. Ìàñîþ ïðóæèíè íåõòóºìî.

Â³äïîâ³äü: ctg
ES
Kl

  , ,l
c


  2 E
c


 ;        

cos n
nu x l x

c

cos n l
c
 
 
 

.

6.2. Çíàéä³òü íîðìàëüí³ ÷àñòîòè ³ âëàñí³ ôîðìè ïîçäîâæí³õ êîëèâàíü 
îäíîð³äíîãî ñòðèæíÿ, îäèí ê³íåöü ÿêîãî æîðñòêî çàêð³ïëåíèé, à äðóãèé 
ñïèðàºòüñÿ íà ïðóæèíó æîðñòê³ñòþ Ê. Äîâæèíà ñòðèæíÿ l, ïîïåðå÷íèé ïå-
ðåð³ç S, ìîäóëü Þíãà E, ãóñòèíà ìàòåð³àëó . Ìàñîþ ïðóæèíè íåõòóºìî.

Â³äïîâ³äü: ctg
ES
KI

   , ,l
c


  2 E
c


 ;   sin n

nu x x
c
   
 

.

6.3. Ñòðèæåíü äîâæèíîþ 2l ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ îäíàêîâèõ â³äð³çê³â. Ïî-
ïåðå÷íèé ïåðåð³ç îäíîãî ç íèõ ó äâà ðàçè á³ëüøèé çà ïåðåð³ç äðóãîãî. 

Ê³íåöü øèðîêîãî ñòðèæíÿ æîðñòêî çàêð³ïëåíèé, òîíêîãî —
â³ëüíèé. Çíàéä³òü íîðìàëüí³ ÷àñòîòè ïîçäîâæí³õ êîëèâàíü 
ñòðèæíÿ, ÿêùî ìîäóëü Þíãà Å, îá’ºìíà ãóñòèíà .

Â³äïîâ³äü: tg2 = 2,  = l/c, c2 = E/.

6.4. Çíàéä³òü ïîçäîâæí³ êîëèâàííÿ ñòðèæíÿ, îäèí ê³íåöü
ÿêîãî (x = 0) çàêð³ïëåíèé æîðñòêî, à äðóãèé (x = l) â³ëüíèé; 

ïî÷àòêîâ³ óìîâè u(x,0) = ax, ( ,0) 0
u
x

t





 ïðè 0  x  l.

Â³äïîâ³äü:    
 

   
2 2

1

1 2 1 2 18
, sin cos

2 22 1

n

n

n x n ctal
u x t

l ln

 
 

   



 .

Ðèñ. 6.33. Äî çàäà÷³ 6.1
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Ðèñ. 6.34. Äî çàäà÷³ 6.5

6.5. Ñêëàäåíèé ñòðèæåíü âèãîòîâëåíî ç 
îäíîãî ìàòåð³àëó (, Å) (ðèñ. 6.34); äâ³ éîãî 
ïîëîâèíè ðîçð³çíÿþòüñÿ ïëîùåþ ïîïåðå÷-
íîãî ïåðåð³çó S1 òà S2. Çë³âà íà ìåæó x = 0 
ïàäàº ïîçäîâæíÿ õâèëÿ u0(x,t). Âèçíà÷òå 
êîåô³ö³ºíòè â³äáèòòÿ ³ ïðîíèêíåííÿ õâèë³ íà ìåæ³ õ = 0.

Â³äïîâ³äü: 
 
 

1 2

1 2

,
S S

S S



  
1

1 2

2S

S S
. 

6.6. Òîíêèé ñòðèæåíü äîâæèíîþ l ³ ïëîùèíîþ ïåðåð³çó S ç îäíîãî 
ê³íöÿ çáóäæóºòüñÿ ïîçäîâæíüîþ ãàðìîí³÷íîþ ñèëîþ ç ÷àñòîòîþ . Äðóãèé 
ê³íåöü ñòðèæíÿ — â³ëüíèé. Âèçíà÷òå âõ³äíèé îï³ð ñòðèæíÿ. ßêèì áóäå 
âõ³äíèé îï³ð äëÿ ñòðèæíÿ íåñê³í÷åííî¿ äîâæèíè.

Â³äïîâ³äü: icStg(l/c), cS.
6.7. Íà çîâí³øí³é ñòîðîí³ ñêëà ³ëþì³íàòîðà êîñì³÷íîãî êîðàáëÿ âèíèêëè

ðóéíóâàííÿ, ùî âèêëèêàí³ ïàä³ííÿì ì³êðîìåòåîðèò³â. ßê íàñë³äîê, ïîä³áí³ 
ðóéíóâàííÿ ìîæóòü âèíèêíóòè íà âíóòð³øí³é ñòîðîí³ ñêëà. Ïîÿñí³òü ¿õ ïîÿâó.

6.8. Äîâåñòè, ùî õâèëÿ Ðåëåÿ ³ñíóº ó âñ³õ ðåàëüíèõ ³çîòðîïíèõ òâåðäèõ ò³ëàõ.
6.9. Âèçíà÷òå ãëèáèíó h (â äîâæèíàõ õâèëü), íà ÿê³é õâèëÿ Ðåëåÿ ë³í³é-

íî ïîëÿðèçîâàíà. Êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà ñåðåäîâèùà  = 0,34.
Â³äïîâ³äü: h/R  0,19.

6.10. Çà â³äîìèìè çíà÷åííÿìè øâèäêîñòåé õâèë³ Ðåëåÿ ³ ïîçäîâæíüî¿ 
õâèë³ (cR = 3  103 ì/ñ, ce = 5,85  103 ì/ñ )  âèçíà÷òå øâèäê³ñòü ïîïåðå÷íî¿ 
õâèë³ ct ³ êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà , âèêîðèñòîâóþ÷è ïðè öüîìó áëèçüê³ñòü 
çíà÷åíü øâèäêîñòåé cR ³ ct. Çà äîïîìîãîþ òàáëèö³, ÿêà íàâåäåíà íà ñòoð. 240,
âèçíà÷òå ìàòåð³àë.

Âêàç³âêà. Ç ôîðìóëè (6.125), çàì³íþþ÷è ct íà cR, âèçíà÷òå êîåô³ö³ºíò 
Ïóàññîíà . Çã³äíî ç ôîðìóëîþ (6.164) óòî÷í³òü çíà÷åííÿ øâèäêîñò³ ct. 
Ïîò³ì ïîâåðí³òüñÿ äî ôîðìóëè (6.125) ³ óòî÷í³òü çíà÷åííÿ .

Â³äïîâ³äü: ct  3,22  103 ì/ñ,   0,28. Ïîð³âíþþ÷è ÷èñëîâ³ çíà÷åííÿ ç 
äàíèìè â òàáëèö³, äîâåä³òü, ùî íàé³ìîâ³ðí³øèì ìàòåð³àëîì º çàë³çî.

6.11. Ïîÿñí³òü, ÷îìó øâèäê³ñòü ïîçäîâæí³õ õâèëü ó ïëàñòèí³ á³ëüøà, 
í³æ ó òîíêîìó ñòðèæí³.

6.12. Ñòðèæåíü äîâæèíîþ l ³ ìàñè m æîðñòêî çàêð³ïëåíèé íà îäíîìó ê³íö³, 
à äðóãèé ê³íåöü â³ëüíèé. ßêó ìàñó ñë³ä ïðèºäíàòè äî â³ëüíîãî ê³íöÿ, ùîá 
çìåíøèòè îñíîâíó ÷àñòîòó ïîçäîâæí³õ êîëèâàíü íà 25 % ¿¿ âèõ³äíîãî çíà÷åííÿ.

Â³äïîâ³äü: 0,35m.

6.13. Ñòàëåâèé ñòðèæåíü äîâæèíîþ 1 ì ³ ðàä³óñîì 4 ìì æîðñòêî 
çàêð³ïëåíèé ç îáîõ ê³íö³â. ßêà îñíîâíà ÷àñòîòà éîãî ïîïåðå÷íèõ êîëèâàíü? 
Íåõòóþ÷è ïðóæíîþ æîðñòê³ñòþ, âèçíà÷òå, ç ÿêîþ ñèëîþ ñë³ä ðîçòÿãíóòè 
ñòðèæåíü, ùîá éîãî îñíîâíà ÷àñòîòà ïîïåðå÷íèõ êîëèâàíü, îáóìîâëåíèõ 
ò³ëüêè íàòÿãîì, íå çì³íèëàñÿ.

Â³äïîâ³äü: 36 Ãö, 2000 Í.
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6.14. Øâèäê³ñòü â³ëüíîãî ê³íöÿ ñòðèæíÿ ïðè ïàä³íí³ ïîçäîâæíüî¿ õâèë³ 
ïî÷àëà çì³íþâàòèñÿ çã³äíî ç çàêîíîì 0sin(t). ßêà àìïë³òóäà çì³ùåííÿ â 
ïàäàþ÷î¿ õâèë³? Íà ÿêèõ â³äñòàíÿõ â³ä ê³íöÿ ñòðèæíÿ óòâîðþþòüñÿ âóçëè ³ 
ïó÷íîñò³ øâèäêîñò³? Âóçëè ³ ïó÷íîñò³ òèñêó?

Â³äïîâ³äü: 0/(2).
6.15. Âèçíà÷òå õàðàêòåð, íàïðÿìîê ³ ïàðàìåòðè ðóõó ÷àñòèíîê ñåðåäî-

âèùà íà ïîâåðõí³ ïëîñêî¿ ìåæ³ ï³âïðîñòîðó ï³ä ä³ºþ õâèë³ Ðåëåÿ. Êî-
åô³ö³ºíò Ïóàññîíà ñåðåäîâèùà 0,3. ßê çì³íèòüñÿ õàðàêòåð ðóõó ÷àñòèíîê 
ñåðåäîâèùà íèæ÷å ãëèáèíè 0,19R .

Â³äïîâ³äü: íà ïîâåðõí³ ìåæ³ ÷àñòèíêè ñåðåäîâèùà ðóõàþòüñÿ ïî åë³ï-
òè÷íèì îðá³òàì ïðîòè ÷àñîâî¿ ñòð³ëêè. Â³äíîøåííÿ ï³âîñåé åë³ïñà íà ïî-
âåðõí³ ìåæ³ äëÿ êîåô³ö³ºíòà Ïóàññîíà ñåðåäîâèùà 0,3 äîð³âíþº 1,49. ßêùî 
â³äñòàíü äî ïîâåðõí³ á³ëüøà, í³æ 0,19R , òî íàïðÿìîê ðóõó ÷àñòèíîê ïî 
åë³ïòè÷íèì îðá³òàì çì³íþºòüñÿ íà ïðîòèëåæíèé.

6.16. ßê ñï³ââ³äíîñÿòüñÿ øâèäêîñò³ îá’ºìíî¿ ïîçäîâæíüî¿ õâèë³, ïîçäîâ-
æíüî¿ õâèë³ â òîíê³é ïëàñòèí³ ³ ïîçäîâæíüî¿ õâèë³ â òîíêîìó ñòðèæí³ ç³ 
øâèäê³ñòþ îá’ºìíî¿ ïîïåðå÷íî¿ õâèë³, ÿêùî ó âñ³õ âèïàäêàõ ìàòåð³àëîì ñå-
ðåäîâèùà º ñòàëü ( = 0,28).

Â³äïîâ³äü: âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàçè äëÿ ïðóæíèõ ìîäóë³â, ÿê³ îòðèìàí³ â 
ïàðàãðàô³ 6.5, ìîæíà çàïèñàòè òàê³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ øâèäêîñòÿìè 
ð³çíèõ òèï³â îäíîð³äíèõ õâèëü ó òâåðäîìó ò³ë³ ³ êîåô³ö³ºíòîì Ïóàññîíà:
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Çâ³äñè äëÿ  = 0,28 çíàõîäèìî ñå = 1,81ct, cïë = 1,67ct, cñò = 1,6ct. ßê áà÷èìî, 
øâèäêîñò³ âñ³õ òðüîõ ïîçäîâæí³õ õâèëü ïðè áóäü-ÿêîìó çíà÷åíí³ 
êîåô³ö³ºíòà Ïóàññîíà ïåðåâèùóþòü øâèäê³ñòü ïîïåðå÷íî¿ îá’ºìíî¿ õâèë³. 
Øâèäêîñò³ ñå, ñïë, ññò óòâîðþþòü ñïàäíèé ðÿä, ÿêèé ïîãîäæåíèé ç ÿê³ñíèìè 
ì³ðêóâàííÿìè ïðî òå, ùî ââåäåííÿ ìåæ³ çìåíøóº çâ’ÿçêè åëåìåíòà ñåðå-
äîâèùà á³ëÿ ïîâåðõí³ ïîð³âíÿíî ç åëåìåíòîì â îá’ºì³ ñåðåäîâèùà, âíàñë³-
äîê ÷îãî åôåêòèâíà æîðñòê³ñòü ³ øâèäê³ñòü çìåíøóþòüñÿ.

6.17. Ó ñåðåäîâèù³ ç ïëàâëåíîãî êâàðöó ïîøèðþºòüñÿ ïîçäîâæíÿ õâèëÿ 
ç ÷àñòîòîþ 30 ÌÃö ³ àìïë³òóäîþ äåôîðìàö³é 10–9 ì. Âèçíà÷èòè øâèäê³ñòü 
ïîøèðåííÿ, äîâæèíó õâèë³, àìïë³òóäó çì³ùåííÿ, àìïë³òóäó êîëèâàëüíî¿ 
øâèäêîñò³ ³ ³íòåíñèâí³ñòü.

Â³äïîâ³äü: ïðèáëèçíî 6000 ì/ñ, 0,2 ìì, 3  10–14 ì, 6  10–6 ì/ñ, 2,4 ќ 
ќ 10–8 Âò/ñì2.

6.18. Ïîêàçàòè, ùî ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (6.109), ÿêå âèçíà÷àº ðóõ ÷àñòè-
íîê ³çîòðîïíîãî ïðóæíîãî ñåðåäîâèùà, ìîæíà ïîäàòè ÿê ñóìó ðîçâ’ÿçê³â 
äâîõ õâèëåâèõ ð³âíÿíü, ÿê³ ìàþòü ð³çí³ øâèäêîñò³ ïîøèðåííÿ õâèëü.

6.19. Ïîêàçàòè, ùî ïðè ïàä³íí³ SH-õâèë³ íà â³ëüíó ìåæó ï³âïðîñòîðó òðàíñ-
ôîðìàö³ÿ â ³íø³ òèïè õâèëü â³äñóòíÿ ³ êîåô³ö³ºíò â³äáèòòÿ, ÿêèé âèçíà÷àºòüñÿ 
ÿê â³äíîøåííÿ çì³ùåíü ó ïàäàþ÷³é ³ â³äáèò³é õâèëÿõ, äîð³âíþº îäèíèö³.

6.20. Íà â³ëüíó ìåæó ï³âïðîñòîðó ï³ä äåÿêèì êóòîì äî íîðìàë³ ïàäàº 
ïîçäîâæíÿ õâèëÿ. ×è ìîæëèâå óòâîðåííÿ õâèë³ Ðåëåÿ â äàí³é ñèòóàö³¿?

6.21. Íà â³ëüíó ìåæó ï³âïðîñòîðó ï³ä äåÿêèì êóòîì äî íîðìàë³ ïàäàº 
ïîïåðå÷íà õâèëÿ. ×è ìîæëèâå óòâîðåííÿ õâèë³ Ðåëåÿ â äàí³é ñèòóàö³¿? Çà 
ÿêèõ óìîâ?



291

Р О З Д І Л  7

ÂÈÏÐÎÌ²ÍÞÂÀÍÍß ÇÂÓÊÓ

Ïåðåäî ìíîþ âîëíû ìîðÿ.
Èõ ìíîãî. Èì íåìûñëèì ñ÷åò.
Èõ òüìà. Îíè øóìÿò â ìèíîðå.
Ïðèáîé êàê âàôëè èõ ïå÷åò.

Á.Ë. Ïàñòåðíàê

Ö³ ÷óäîâ³ ðÿäêè íàâ³ÿí³ ñïîñòåðåæåííÿìè ïîåòà çà õâèëÿìè íà 
ìîð³. Ç áåçïîñåðåäíüîãî äîñâ³äó êîæíî¿ ëþäèíè ôîðìóºòüñÿ 
çàãàëüíå óÿâëåííÿ ïðî òå, ùî ìîðñüê³ õâèë³ ãåíåðóþòüñÿ âïëè-
âîì â³òðó. Ìåõàí³çì ïåðåòâîðåííÿ åíåðã³¿ ïîòîêó â åíåðã³þ õâèëü 
äóæå ñêëàäíèé ³ ïðîäîâæóº çàëèøàòèñÿ ïðåäìåòîì äîñë³äæåíü 
ñó÷àñíî¿ íàóêè.

Çâóêîâ³ õâèë³ ìàþòü ñóòòºâ³ â³äì³ííîñò³ â³ä ìîðñüêèõ õâèëü 
ó ìåõàí³çì³ ÿê ïîøèðåííÿ çáóðåíü, òàê ³ ãåíåðàö³¿. Îñíîâí³ õà-
ðàêòåðèñòèêè öèõ ìåõàí³çì³â áóäóòü ðîçãëÿíóò³ â äàíîìó ðîç-
ä³ë³. Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî çàãàëüí³ ÿê³ñí³ óÿâëåííÿ ëþäåé ïðî 
ìåõàí³çì ãåíåðàö³¿ çâóêîâèõ õâèëü ñòîñóþòüñÿ ðàíí³õ íàóêîâèõ 
â³äêðèòò³â. Ðîçóì³ííÿ òîãî, ùî çâóêîâ³ õâèë³ ïîøèðþþòüñÿ 
ïðè âçàºìîä³¿ êîëèâàëüíèõ ò³ë ³ç íàâêîëèøí³ì ñåðåäîâèùåì 
ìîæíà â³äíåñòè äî íàéäàâí³øèõ ÷àñ³â.

Îäíàê äëÿ ïðàêòè÷íîãî ñòâîðåííÿ ð³çíèõ àêóñòè÷íèõ ñèñ-
òåì âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó ÿê³ñíîãî ðîçóì³ííÿ ïðîöåñó íåäîñ-
òàòíüî. Äëÿ öüîãî òðåáà âèâ÷èòè ê³ëüê³ñíî îñíîâí³ çàêîíîì³ð-
íîñò³ ïðîöåñó âçàºìîä³¿ êîëèâàëüíîãî ò³ëà ç ñåðåäîâèùåì, ñôîð-
ìóëþâàòè ³ íàïîâíèòè ô³çè÷íèì çì³ñòîì ò³ íàóêîâ³ ïîíÿòòÿ, 
ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îïèñóâàííÿ öüîãî ïðîöåñó.

Ïðè ðîçãëÿä³ ïèòàííÿ âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó ç ê³ëüê³ñíîãî 
áîêó ãîëîâíó óâàãó òðåáà ïðèä³ëèòè äâîì âëàñòèâîñòÿì. Ïåðøà 
âëàñòèâ³ñòü âèçíà÷àº òó ÷àñòèíó åíåðã³¿ êîëèâàíü, ÿêó âèïðî-
ì³íþâà÷ ïåðåäàº ÷àñòèíêàì ñåðåäîâèùà çà íàäàíî¿ øâèäêîñò³ 
êîëèâàíü éîãî ïîâåðõí³, äðóãà âëàñòèâ³ñòü ïîêàçóº, ÿê íàäàë³ öÿ 
åíåðã³ÿ ðîçïîä³ëÿºòüñÿ ïîì³æ ÷àñòèíêàìè ñåðåäîâèùà, â ÿêîìó 
íàïðÿìêó (àáî â ÿêèõ íàïðÿìêàõ) ïåðåâàæíî ïîøèðþºòüñÿ 
õâèëüîâèé ïðîöåñ. ²íøèìè ñëîâàìè, ïåðøà âëàñòèâ³ñòü, âèçíà-
÷àº åôåêòèâí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ (çâè÷àéíî ïðè êîíñòðóþâàí-

                                        
 Ïàñòåðíàê Áîðèñ Ëåîí³äîâè÷ (1890—1960) — ðîñ³éñüêèé ïèñüìåí-

íèê, ëàóðåàò Íîáåë³âñüêî¿ ïðåì³¿ (1958).
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í³ ðåàëüíèõ âèïðîì³íþâà÷³â ¿¿ ïðàãíóòü çðîáèòè ìàêñèìàëüíîþ), äðóãà —
ñïðÿìîâàí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ (òóò êîíñòðóêòîðè çàö³êàâëåí³ â òîìó, ùîá 
ðåãóëþâàòè ñïðÿìîâàí³ñòü çà ñâî¿ì áàæàííÿì).

Äàë³ ðîçãëÿäàòèìóòüñÿ äåÿê³ ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ âèïðîì³íþâà÷³â çâóêó, 
äîñë³äæåííÿ ÿêèõ äîçâîëèòü îäåðæàòè óÿâëåííÿ ïðî ðåàëüí³ âèïðîì³íþâà÷³ 
çâóêó. Ïðè öüîìó çàçíà÷åí³ äâ³ âëàñòèâîñò³ ðîçãëÿäàòèìóòüñÿ äëÿ êîæíî¿ 
ìîäåë³ âèïðîì³íþâà÷à. Ï³äêðåñëèìî òóò ëèøå òàêó çàãàëüíó îñîáëèâ³ñòü 
ïðîöåñó âèïðîì³íþâàííÿ: îñê³ëüêè åôåêòèâí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ, íàïåâ-
íî, âèçíà÷àºòüñÿ âçàºìîä³ºþ ïîâåðõí³ âèïðîì³íþâà÷à ç ðîçòàøîâàíèìè ïî-
ðÿä ÷àñòèíêàìè ñåðåäîâèùà, òóò ñë³ä äîñë³äèòè çâóêîâå ïîëå ïîáëèçó ïî-
âåðõí³ âèïðîì³íþâà÷à, à ïðè âèâ÷åíí³ éîãî ñïðÿìîâàíîñò³ çâè÷àéíî ö³êàâ-
ëÿòüñÿ çâóêîâèì ïîëåì äàëåêî â³ä âèïðîì³íþâà÷à.

7.1. Ðàä³àö³éíå äåìïô³ðóâàííÿ

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî êîëèâàííÿ ïëîñêîãî äèñêà â íàï³âíåñ-
ê³í÷åíí³é òðóá³ ç æîðñòêèìè ñò³íêàìè (ðèñ. 7.1). Ìåòà ðîçãëÿäó ö³º¿, âçàãàë³ 
ïðîñòî¿, çàäà÷³ ïîëÿãàº ó òîìó, ùîá, îòðèìàâøè ¿¿ ðîçâ’ÿçîê, çðîçóì³òè çì³ñò 
ïîíÿòòÿ ðàä³àö³éíîãî äåìïô³ðóâàííÿ, ÿêå ñóïðîâîäæóº åôåêò âèïðîì³íþ-
âàííÿ çâóêó áóäü-ÿêèì ò³ëîì.

Íåõàé ìàñà äèñêà ñòàíîâèòü m, à éîãî ïëîùà — S. Ïðóæèíà, ç êî-
åô³ö³ºíòîì æîðñòêîñò³ K, îäíèì ê³íöåì ïðèêð³ïëåíà äî äèñêa, à ³íøèì —
äî íåðóõîìî¿ ñò³íêè. Íà äèñê ä³º ãàðìîí³÷íà ñèëà F(t) = F0exp(–it) (âèêî-
ðèñòîâóºìî êîìïëåêñíó ôîðìó çàïèñó). Áóäåìî ââàæàòè, ùî â õîä³ êîëè-
âàëüíîãî ïðîöåñó ñèëè òåðòÿ â³äñóòí³. Ïðàâîðó÷ â³ä äèñêà (ðèñ. 7.1, õ  0) 
òðóáà ìàº íåñê³í÷åííèé ðîçì³ð ³ çàïîâíåíà ñåðåäîâèùåì ç ãóñòèíîþ   ³ 
øâèäê³ñòþ çâóêó ñ.

Çàäà÷à ïîëÿãàº ó âèçíà÷åíí³ àìïë³òóäè êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ äèñêà, 
ïðè öüîìó áóäåìî ðîçãëÿäàòè éîãî ÷èñòî çìóøåí³ êîëèâàííÿ. Íåõàé 
ôóíêö³ÿ õ (t) âèçíà÷àº êîîðäèíàòó çì³ùåííÿ äèñêà, à p (x, t) — çâóêîâèé 
òèñê, ÿêèé âèíèêàº ó òðóá³ ïðè õ  0 óíàñë³äîê êîëèâàíü äèñêà.

Çàïèøåìî äðóãèé çàêîí Íüþòîíà, âçÿâøè äî óâàãè òîé ôàêò, ùî ä³þ÷à 
íà äèñê ñèëà ñêëàäàºòüñÿ ³ç çîâí³øíüî¿ ñèëè F (t), ïðóæíî¿ ñèëè ïðóæèíè 
Kx(t) ³ ñèëè ðåàêö³¿ ñåðåäîâèùà íà äèñê p(x = 0, t )S. Îòæå, ìàºìî ð³âíÿííÿ

 ( ) 0, .mx Kx F t p t S                                (7.1)

Îêð³ì ð³âíÿííÿ (7.1), ïîâèííà âèêîíóâàòèñÿ ãðàíè÷íà óìîâà íà ïî-
âåðõí³ äèñêa, à ñàìå, ð³âí³ñòü øâèäêîñò³ äèñêa ³ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ 
÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà â ïåðåð³ç³ x = 0. Äëÿ ïëîñêî¿ õâèë³, ùî âèíèêàº ó 
òðóá³ ïðè x  0, çâ’ÿçîê ì³æ òèñêîì p ³ êîëèâàëüíîþ øâèäê³ñòþ x âèçíà-
÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì p/x = c. Òîä³ òèñê íà ïîâåðõí³ ìîæíà çàïèñàòè ó 

âèãëÿä³

     0, 0, .xp t c t cx t           (7.2)

Ðèñ. 7.1. Äèñê â íàï³âíåñê³í÷åíí³é òðóá³
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Ðèñ. 7.2. Çàëåæí³ñòü àìïë³òóäè øâèäêîñò³ êîëèâàíü 
äèñêà â³ä ÷àñòîòè çîâí³øíüî¿ ñèëè:
1 — ñ = 0; 2 — ñ  0

Ï³äñòàâèâøè (7.2) â (7.1), îòðèìàºìî 
ð³âíÿííÿ   .mx Kx F t cxS      Îñê³ëüêè 

äîñë³äæóþòüñÿ ÷èñòî çìóøåí³ êîëèâàííÿ, 
òî øóêàíà øâèäê³ñòü ìàòèìå âèãëÿä   x t

   0 exp i t . Âèêîðèñòàâøè öåé âèðàç ó 

ð³âíÿíí³  mx Kx F t cxS     , îäåðæèìî 

ñï³ââ³äíîøåííÿ â³äíîñíî àìïë³òóäè 0 øâèäêîñò³ äèñêà: 
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                                 (7.3)

Ïîð³âíÿéòå (7.3) ç ôîðìóëîþ (2.70) äëÿ êîìïëåêñíîãî ìåõàí³÷íîãî îïî-
ðó ñèñòåìè ç îäíèì ñòóïåíåì â³ëüíîñò³. ßê áà÷èìî, ðîëü äåìïô³ðóâàííÿ 
â³ä³ãðàº õâèëüîâèé îï³ð ñåðåäîâèùà ñ. ßêùî ñåðåäîâèùå â³äñóòíº, òîáòî 
ñ = 0, òî äëÿ ÷àñòîòè çîâí³øíüî¿ ñèëè 0 /K m    ìàºìî ðåçîíàíñí³ 
êîëèâàííÿ äèñêà, ïðè ÿêèõ àìïë³òóäà êîëèâàíü ïðÿìóº äî íåñê³í÷åííîñò³ 
(ðèñ. 7.2, êðèâà 1). ßêùî ñ  0, òî í³ çà ÿêèõ çíà÷åíü ÷àñòîòè  àìïë³òóäà 0

íå ïðÿìóº äî íåñê³í÷åííîñò³, òîáòî çìóøåí³ êîëèâàííÿ ïðè ñ  0 íà áóäü-
ÿê³é ÷àñòîò³ ìàþòü ñê³í÷åííó àìïë³òóäó (ðèñ. 7.2, êðèâà 2). Òàêå äåìïô³ðó-
âàííÿ ç’ÿâèëîñÿ çà ðàõóíîê òîãî, ùî åíåðã³ÿ â³äíîñèòüñÿ â³ä øàðó çâóêîâîþ 
õâèëåþ. Éîãî íàçèâàþòü ðàä³àö³éíèì (â³ä ëàòèíñüêîãî ñëîâà radiatio — âè-
ïðîì³íþâàííÿ) äåìïô³ðóâàííÿì. Öå äóæå âàæëèâèé ³ çàãàëüíèé äëÿ âñ³õ âè-
ïðîì³íþâà÷³â ôàêò, ÿêèé, ïî ñóò³, âèçíà÷àº ñàìó ïðèðîäó âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó.

Ðîçãëÿíóòà ìîäåëü âèïðîì³íþâà÷à (ðèñ. 7.1) àäåêâàòíî â³äîáðàæóº îäíó 
ç îñîáëèâîñòåé ïðîöåñó êîëèâàííÿ ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè â àêóñòè÷íîìó ñå-
ðåäîâèù³ — íàÿâí³ñòü ðàä³àö³éíîãî äåìïô³ðóâàííÿ. Ïðîòå äåÿê³ âàæëèâ³ 
âëàñòèâîñò³ ïðîöåñó âèïðîì³íþâàííÿ íå ìîæóòü áóòè ðîçêðèò³ ó ðàìêàõ ö³-
º¿ ìîäåë³. Ðåàëüí³ âèïðîì³íþâà÷³ ìàþòü ñê³í÷åíí³ ðîçì³ðè ³ çâè÷àéíî ïðà-
öþþòü çà ³íøèõ óìîâ, àí³æ ó òðóá³. Íèæ÷å ðîçãëÿíåìî ðÿä âàæëèâèõ äëÿ 
ïðàêòèêè ìîäåëåé âèïðîì³íþâà÷³â çâóêó, ¿õ àíàë³ç ìàòèìå çàãàëüí³ õàðàê-
òåðèñòèêè äëÿ áóäü-ÿêîãî äæåðåëà.

7.2. Ïóëüñóþ÷à ñôåðà

Ó ï’ÿòîìó ðîçä³ë³ âèâ÷àëè âëàñòèâîñò³ ïëîñêèõ õâèëü. Òàê³ 
õâèë³ òåîðåòè÷íî ñòâîðþþòüñÿ óíàñë³äîê êîëèâàíü íåñê³í÷åííî¿ ïëîùèíè, 
à ïðàêòè÷íî — óíàñë³äîê êîëèâàíü ïîðøíÿ â òðóá³ ç àêóñòè÷íî æîðñòêèìè
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Ðèñ. 7.3. Ïðèêëàä ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè

ñò³íêàìè. Çðîçóì³ëî, ùî êîëèâàííÿ ïîðøíÿ 
ó òðóá³ º äîñèòü ñïåöèô³÷íîþ ñèòóàö³ºþ, 
àëå ïîíÿòòÿ ïëîñêî¿ õâèë³ º äóæå âàæëèâèì 
â àêóñòèö³. Ìè íå ðàç áóäåìî ïðîâîäèòè 
ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç çâóêîâîãî ïîëÿ äåÿêî-
ãî âèïðîì³íþâà÷à ç ïëîñêîþ õâèëåþ.

Îòæå, ïî÷íåìî äîñë³äæåííÿ âèïðîì³-
íþâàííÿ çâóêó ò³ëàìè ñê³í÷åííèõ ðîçì³ð³â 
ç ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè. Òàêèé âèïðîì³íþâà÷, 

ç îäíîãî áîêó, º äîñèòü ïðîñòèì äëÿ àíàë³çó, à ç ³íøîãî — â³í ñòâîðþº òàê 
çâàí³ ñôåðè÷í³ õâèë³, ùî ðàçîì ç ïëîñêèìè õâèëÿìè ñëóãóþòü îñíîâîþ äëÿ 
àíàë³çó ð³çíèõ àêóñòè÷íèõ ÿâèù. Ðîçì³ñòèìî ó ïðóæíîìó àêóñòè÷íîìó ñåðåäî-
âèù³ ç ïàðàìåòðàìè  òà ñ  æîðñòêó ñôåðè÷íó îáîëîíêó ðàä³óñîì à (ðèñ. 7.3), 
ïîâåðõíÿ ÿêî¿ ïóëüñóº, òîáòî ñòèñêàºòüñÿ òà ðîçòèñêàºòüñÿ, íå çì³íþþ÷è ñâîº¿ 
ôîðìè. Ðóõ ïîâåðõí³ ñôåðè âèçíà÷àºòüñÿ ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíîþ ðàä³àëüíîþ 
øâèäê³ñòþ r = 0exp(–it). Òàêó ìîäåëü äæåðåëà íàçèâàþòü ïóëüñóþ÷à ñôåðà. 
Ðîçì³ñòèìî ïî÷àòîê ñèñòåìè êîîðäèíàò ó öåíòð³ ñôåðè. Äæåðåëî óòâîðþº 
ãàðìîí³÷íå ïîëå çâóêîâîãî òèñêó p(r, t) = p(r)exp(–it), äå êîìïëåêñíà àìïë³òó-
äà p(r) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà p + k2p = 0, k = /c. (Òèñê ³ éîãî 
êîìïëåêñíó àìïë³òóäó áóäåìî ïîçíà÷àòè îäí³ºþ áóêâîþ p .)

Âèíèêàº ïèòàííÿ, ÿêó ñèñòåìó êîîðäèíàò îáðàòè äëÿ îïèñóâàííÿ çâó-
êîâîãî ïîëÿ ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè. Î÷åâèäíî, äîö³ëüíî âèêîðèñòîâóâàòè òàê³ 
êîîðäèíàòè, â ÿêèõ ïîâåðõíÿ ñôåðè÷íîãî äæåðåëà çâóêó áóëà á êîîðäèíàò-
íîþ ïîâåðõíåþ. Ç öüîãî âèïëèâàº, ùî ñë³ä îáðàòè ñôåðè÷í³ êîîðäèíàòè (, ,
) (ðèñ. 7.4). Çðîçóì³ëî, ùî äëÿ äàíîãî äæåðåëà, ïàðàìåòðè çâóêîâîãî ïîëÿ 
áóäóòü çàëåæàòè ëèøå â³ä â³äñòàí³ r ì³æ ïî÷àòêîì êîîðäèíàò ³ òî÷êîþ ñïî-
ñòåðåæåííÿ ³ íå çàëåæàòèìóòü â³ä êóò³â , . Óçàãàë³ ðóõ ïîâåðõí³ äæåðåëà 
âèçíà÷àº ðóõ ÷àñòèíîê íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà; ó âèïàäêó ïóëüñóþ÷î¿ 
ñôåðè ÷àñòèíêè ñåðåäîâèùà ðóõàþòüñÿ ò³ëüêè â ðàä³àëüíîìó íàïðÿìêó.

Ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà p + k2p = 0 ó ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ ìàº âèãëÿä 
[31, 41, 52]:

2
2 2 2

2 2

1 1
sin 0.

sin sin
p p p

r k r p
r r


    

                    
          (7.4)

Ñë³ä âèçíà÷èòè òàêèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (7.4), ÿêèé áóäå óçãîäæóâàòèñÿ ç 
íàñòóïíèìè óìîâàìè:

1) ãðàíè÷íà óìîâà íà ïîâåðõí³ ñôåðè, ÿêà 
âèçíà÷àº ð³âí³ñòü øâèäêîñòåé ÷àñòèíîê ïîâåðõ-
í³ ñôåðè ³ ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà íà ïîâåðõí³
ñôåðè:

0

1 dp
i dr r a







;               (7.5)

Ðèñ. 7.4. Ñôåðè÷íà ³ äåêàðòîâà ñèñòåìè êîîðäèíàò
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2) óìîâà âèïðîì³íþâàííÿ, çã³äíî ç ÿêîþ ðîçâ’ÿçîê ìàº ÿâëÿòè ñîáîþ 
õâèëþ, ùî â³äíîñèòü åíåðã³þ íà íåñê³í÷åíí³ñòü, òîáòî ïðîåêö³ÿ âåêòîðà 
ãóñòèíè ïîòîêó ïîòóæíîñò³ ó ðàä³àëüíîìó íàïðÿìêó ìàº áóòè äîäàòíîþ 
(Wr > 0).

Îñê³ëüêè êîìïëåêñíà àìïë³òóäà òèñêó çàëåæèòü ëèøå â³ä r, òî äðóãèé ³ 
òðåò³é äîäàíêè ð³âíÿííÿ (7.4) äîð³âíþþòü íóëþ, ³ ð³âíÿííÿ ïîì³òíî ñïðî-
ùóºòüñÿ. Ïðîäèôåðåíö³þâàâøè ó ïåðøîìó äîäàíêó (7.4) çà r ³ ñêîðîòèâøè 
ð³âíÿííÿ íà r, îäåðæèìî

2
2

2 2 0.
d p dp

r k rp
drdr

  

Íåâàæêî ïåðåâ³ðèòè, ùî 
2 2

2 2

( )
2 .

d p dp d dp d rp
r r p

dr dr drdr dr
     
 

 Òîä³ îòðè-

ìàºìî ð³âíÿííÿ
2

2
2

( )
( ) 0,

d rp
k rp

dr
                                   (7.6)

ùî º äîáðå çíàéîìèì ð³âíÿííÿì ãàðìîí³÷íîãî îñöèëÿòîðà, àëå â³äíîñíî 
ôóíêö³¿ (rp). Çà â³äîìèì çíà÷åííÿì rp çíàõîäèìî p. Âðàõîâóþ÷è çàëåæí³ñòü 
â³ä ÷àñó exp(–it), çàïèñóºìî ê³íöåâèé âèðàç äëÿ òèñêó ó âèãëÿä³ á³æó÷èõ 
õâèëü:

   ( , ) exp exp .
A B

p r t i t ikr i t ikr
r r

                   (7.7)

Îñê³ëüêè ôðîíò óòâîðåíèõ õâèëü º ñôåðè÷í³ ïîâåðõí³, òî ¿õ íàçâà — ñôå-
ðè÷í³ õâèë³ — ö³ëêîì çðîçóì³ëa. Ïåðøèé äîäàíîê îïèñóº ïîçäîâæíþ ñôå-
ðè÷íó õâèëþ, ùî â³äíîñèòüñÿ íà íåñê³í÷åíí³ñòü, àáî òó, ùî, ÿê êàæóòü, 
ðîçá³ãàºòüñÿ; äðóãèé äîäàíîê — ñôåðè÷íó õâèëþ, ùî ïðèõîäèòü ç íåñê³í-
÷åííîñò³, àáî òó, ùî çá³ãàºòüñÿ. Ö³ õâèë³ ìàþòü òàêîæ íàçâó ñôåðè÷íèõ õâèëü 
íóëüîâîãî ïîðÿäêó, à ïóëüñóþ÷à ñôåðà — ñôåðè÷íèé âèïðîì³íþâà÷ íóëüîâîãî 
ïîðÿäêó. Çðîçóì³ëî, ùî äðóãèé äîäàíîê ó (7.7) íå â³äïîâ³äàº ô³çè÷í³é ñóò³ 
çàäà÷³ ïðî âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó ïóëüñóþ÷îþ ñôåðîþ — â³í íå â³äïîâ³äàº 
óìîâ³ âèïðîì³íþâàííÿ; òîìó éîãî ñë³ä â³äêèíóòè.

Ðîçãëÿíåìî äåÿê³ âëàñòèâîñò³ õâèë³, ùî âèïðîì³íþºòüñÿ ïóëüñóþ÷îþ 
ñôåðîþ. Çâóêîâèé òèñê ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ

 ( , ) exp ,
A

p r t i t ikr
r

  
2

,k
c
 


                     (7.8) 

à êîëèâàëüíó øâèäê³ñòü ÷àñòèíîê —

 2

1 1 1
exp .r

p ik
A i t ikr

i r i rr
 

 
          

              (7.9)

Ñòàëà À âèçíà÷àºòüñÿ ç ãðàíè÷íî¿ óìîâè (7.5) íà ïîâåðõí³ ñôåðè:

 
2

0 exp .
1

a
A i ika

ika


  


                          (7.10)
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Ç ôîðìóë (7.8) ³ (7.9) âèäíî, ùî àìïë³òóäà ³ òèñêó, ³ êîëèâàëüíî¿ øâèä-
êîñò³ çìåíøóþòüñÿ ç â³äñòàííþ r. Öå ïîÿñíþºòüñÿ òèì, ùî ïðè ïîøèðåíí³ 
ñôåðè÷íî¿ õâèë³ ¿¿ åíåðã³ÿ ðîçïîä³ëÿºòüñÿ ïîì³æ äåäàë³ á³ëüøèì ÷èñëîì 
÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà ³ â³äïîâ³äíî çìåíøóºòüñÿ åíåðã³ÿ êîæíî¿ ÷àñòèíêè 
îêðåìî. Òèñê çìåíøóºòüñÿ îáåðíåíî ïðîïîðö³éíî â³äñòàí³ r, à øâèäê³ñòü —
çà á³ëüø ñêëàäíèì çàêîíîì. Îáãîâîðèìî öåé ìîìåíò. Ïåðåïèøåìî (7.9) ó 
âèãëÿä³

   2 2

1 1
exp exp .r

i k i kr
A i t ikr A i t ikr

rr r
  

 
        

 
    (7.11)

Ïðèïóñòèìî, ùî õâèëüîâèé ðîçì³ð ñôåðè äîñèòü ìàëèé, òîáòî ka << 1, 
òîä³ íàâêîëî ñôåðè ìîæíà âèä³ëèòè îáëàñòü, äëÿ ÿêî¿ áóäå âèêîíóâàòèñÿ 
íåð³âí³ñòü kr << 1. Öþ îáëàñòü íàâêîëî âèïðîì³íþâà÷à íàçèâàþòü áëèæ-
íüîþ çîíîþ (áëèæí³ì ïîëåì âèïðîì³íþâà÷à). Î÷åâèäíî, øâèäê³ñòü ÷àñòèíîê 
ó áëèæí³é çîí³ âèçíà÷àºòüñÿ ïåðøèì äîäàíêîì â (7.11), òîáòî

 2

1
exp .r

i
A i t ikr

r
 


                            (7.12)

Â³äïîâ³äíî, íàâêîëî ñôåðè ìîæíà âèä³ëèòè îáëàñòü, äëÿ ÿêî¿ áóäå 
ñïðàâäæóâàòèñÿ ïðîòèëåæíà íåð³âí³ñòü, à ñàìå kr >> 1. Öþ îáëàñòü íàçèâà-
þòü äàëüíüîþ çîíîþ (äàëüí³ì ïîëåì âèïðîì³íþâà÷à). Òóò êîëèâàëüíà øâèä-
ê³ñòü âèçíà÷àºòüñÿ äðóãèì äîäàíêîì ó ôîðìóë³ (7.11):

   1
exp exp .r

k A A
i t ikr i t ikr

r c r
  

 
                (7.13)

Ïîð³âíþþ÷è ôîðìóëó äëÿ òèñêó (7.8) ³ äëÿ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ â 
äàëüí³é çîí³ (7.13), áà÷èìî, ùî, ÿê ³ äëÿ ïëîñêî¿ õâèë³, ôàçè òèñêó p ³ øâèä-
êîñò³ r çá³ãàþòüñÿ. Öå îçíà÷àº, ùî çâóêîâà åíåðã³ÿ â³ä ðóõîìèõ ÷àñòèíîê 
äî íåðóõîìèõ ïåðåäàºòüñÿ ïîâí³ñòþ, òîáòî åíåðã³ÿ ÷àñòèíîê íà ïîâåðõí³ 
ñôåðè äåÿêîãî ðàä³óñà r ïåðåäàºòüñÿ ïîâí³ñòþ ÷àñòèíêàì íà ñôåð³ ðàä³óñîì 
r + r. Çðîçóì³ëî, ùî ïðè öüîìó ãóñòèíà åíåðã³¿ áóäå çìåíøóâàòèñü, àäæå 
çá³ëüøóºòüñÿ ïëîùà ñôåðè÷íîãî ôðîíòó. ²íøà ñèòóàö³ÿ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ó 
áëèæí³é çîí³ (äèâ. (7.8), (7.12)). Òóò øâèäê³ñòü çì³íþºòüñÿ îáåðíåíî ïðî-
ïîðö³éíî êâàäðàòó â³äñòàí³ r2 ³, ãîëîâíå, çà ðàõóíîê íàÿâíîñò³ ìíîæíèêà ³
â³äáóâàºòüñÿ çñóâ ôàçè â³äíîñíî òèñêó íà 90. Öå âêàçóº íà òå, ùî â áëèæ-
í³é çîí³ ñåðåäí³é ïîò³ê åíåðã³¿ ÷åðåç áóäü-ÿêó ïîâåðõíþ, ùî îòî÷óº âèïðî-
ì³íþâà÷, äîð³âíþº íóëþ. (ßêùî âè çàáóëè öåé âàæëèâèé ôàêò, ïîâåðí³òüñÿ 
äî ïàðàãðàôà 4.6.)

Î÷åâèäíî, õàðàêòåð ðóõó ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà ðîçð³çíÿºòüñÿ çíà÷íîþ 
ì³ðîþ ó áëèæí³é ³ äàëüí³é çîíàõ. Ä³éñíî, â äàëüí³é çîí³ ìàºìî òèïîâèé ðóõ, 
õàðàêòåðíèé äëÿ á³æó÷î¿ õâèë³ ç³ çìåíøåííÿì òèñêó ð ³ øâèäêîñò³ r ç â³ä-
ñòàííþ ÿê 1/r. Ó áëèæí³é çîí³, êîëè kr <<1, ó çâóêîâîìó ïîë³ â ìåæàõ çîíè 
ôàçà ïðàêòè÷íî íå çì³íþºòüñÿ, à îòæå, ñåðåäîâèùå ïîøèðþºòüñÿ ÿê îäíå 
ö³ëå (êàæóòü, ùî â áëèæí³é çîí³ ñåðåäîâèùå ïîâîäèòü ñåáå ÿê íåñòèñëèâå). 
Ôàêòè÷íî öå îçíà÷àº, ùî çâóêîâ³ õâèë³ ïî÷èíàþòü óòâîðþâàòèñÿ íà äåÿê³é
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Ðèñ. 7.5. Ãðàô³êè çàëåæíîñò³ ïèòîìîãî 
àêóñòè÷íîãî îïîðó ñôåðè÷íî¿ õâèë³ â³ä 
õâèëüîâî¿ â³äñòàí³ kr :

à — 1 —



,
c

2 —



Re

,
c

3 —



 Im

c
; á — 

â³äñòàí³ â³ä ñôåðè. Çðîçóì³ëî, ùî 
âêàçàòè ð³çêó ìåæó ì³æ áëèæíüîþ 
³ äàëüíüîþ çîíàìè íå ìîæíà.

Îòæå, âæå íà ïî÷àòêó âèâ÷åííÿ 
ñôåðè÷íèõ õâèëü ä³éøëè âèñíîâ-
êó, ùî ð³çíà ê³íåìàòèêà ðóõó ÷àñ-
òèíîê ó ð³çíèõ îáëàñòÿõ íàâêîëî âèïðîì³íþâà÷à ìàº ãëèáîê³ íàñë³äêè â 
åíåðãåòèö³ ïðîöåñó âèïðîì³íþâàííÿ.

Âèçíà÷èìî òåïåð ïèòîìèé àêóñòè÷íèé îï³ð ñåðåäîâèùà ïîøèðåííþ 
ñôåðè÷íî¿ õâèë³ íóëüîâîãî ïîðÿäêó (äèâ. (7.8) ³ (7.11)):

2

2 2

( )
.

1 ( ) 1 ( )r

p r kr kr
c i

kr i kr kr
  


 

       
               (7.14)

Íà â³äì³íó â³ä âèïàäêó ïëîñêî¿ õâèë³ ïèòîìèé àêóñòè÷íèé îï³ð  íå º ð³â-
íèì, à ëèøå — ïðîïîðö³éíèì ñ. Â³í çàëåæèòü â³ä â³äñòàí³ r ³ â³ä ÷àñòîòè, à 
òî÷í³øå â³ä õâèëüîâî¿ â³äñòàí³, òîáòî âåëè÷èíè kr = 2r/. ²íøà îñîáëèâ³ñòü 
ïîëÿãàº ó òîìó, ùî ïèòîìèé àêóñòè÷íèé îï³ð ñôåðè÷íî¿ õâèë³ — êîì-
ïëåêñíà âåëè÷èíà, îòæå, òèñê ³ øâèäê³ñòü çñóíóò³ çà ôàçîþ. Êóò çì³ùåííÿ 
ôàç ñòàíîâèòü

1
arg arctg .

kr
       

 
                            (7.15)

Ãðàô³êè çàëåæíîñò³ ìîäóëÿ é àðãóìåíòó  éîãî ä³éñíî¿ òà óÿâíî¿ ÷àñòèí 
â³ä kr çîáðàæåí³ íà ðèñ. 7.5. Ç ãðàô³ê³â âèïëèâàº, ùî ïðè kr >> 1, òîáòî â 
äàëüí³é çîí³, õâèëüîâ³ îïîðè ïëîñêî¿ ³ ñôåðè÷íî¿ õâèëü ïðàêòè÷íî çá³ãàþòü-
ñÿ: óÿâíà ÷àñòèíà  ïðÿìóº äî íóëÿ, à ä³éñíà — äî âåëè÷èíè ñ, êóò çñóâó 
ôàç  ì³æ ð òà r ïðÿìóº äî íóëÿ. Òîáòî çà öèìè ïàðàìåòðàìè ñôåðè÷íà 
õâèëÿ ìàº íàáëèæàòèñÿ äî ïëîñêî¿. Ùîäî çàëåæíîñò³ àìïë³òóäè õâèë³ â³ä 
â³äñòàí³, òî îáåðíåíà çàëåæí³ñòü â³ä r çáåð³ãàºòüñÿ íà áóäü-ÿê³é â³äñòàí³, 
àëå, ÿêùî ðîçãëÿäàòè õâèëþ íà íåâåëèê³é ä³ëÿíö³ ïîøèðåííÿ â³ä r äî r + 
+ r (r << r), òî çì³íà àìïë³òóäè áóäå äîñèòü íåñóòòºâîþ. Ñïðàâä³, â³äíîñ-
íà çì³íà àìïë³òóäè õâèë³

 / / 1
1

/ 1 /

p r p r r r
p r r r r

   
  

 

ìàëà çà óìîâè r << r.
Îòæå, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî íà äîñèòü âåëèê³é â³äñòàí³ âëàñòè-

âîñò³ ñôåðè÷íî¿ òà ïëîñêî¿ õâèëü ïðàêòè÷íî çá³ãàþòüñÿ (ó öüîìó ðîçóì³íí³ 
ñôåðè÷íà õâèëÿ ïåðåõîäèòü ó ëîêàëüíî-ïëîñêó). Ç ô³çè÷íî¿ òî÷êè çîðó öå
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ïîÿñíþºòüñÿ òèì, ùî íà âåëèêèõ â³äñòàíÿõ êðèâèçíà ôðîíòó õâèë³ çìåí-
øóºòüñÿ, ùî íàáëèæaº õàðàêòåð ðóõó ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà íà êîæí³é ëî-
êàëüí³é ä³ëÿíö³ ñôåðè÷íî¿ õâèë³ äî õàðàêòåðó ðóõó ÷àñòèíîê ó ïëîñê³é õâè-
ë³. Êð³ì òîãî, íà íåâåëèêèõ â³äð³çêàõ ïîøèðåííÿ äàëåêî â³ä äæåðåëà â³ä-
íîñíà çì³íà ïëîù³ ôðîíòó íåâåëèêà, ùî çóìîâëþº ïðèáëèçíó ñòàë³ñòü àìï-
ë³òóäè.

7.3. Îï³ð âèïðîì³íþâàííÿ ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè îñîáëèâîñòåé âçàºìîä³¿ âèïðîì³íþâà÷à ³ç 
ñåðåäîâèùåì ââîäÿòü òàêîæ ïîíÿòòÿ îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ Zâ, ÿêèé
âèçíà÷àºòüñÿ ÿê â³äíîøåííÿ ñèëè ðåàêö³¿ F ç áîêó ñåðåäîâèùà íà ðóõîìó 
ïîâåðõíþ âèïðîì³íþâà÷à äî øâèäêîñò³ êîëèâàííÿ ÷àñòèíîê n íà ïîâåðõí³ 
âèïðîì³íþâà÷à S ïðè ¿¿ ãàðìîí³÷íîìó êîëèâàíí³ (F ³ n çàïèñóþòü ó 
êîìïëåêñí³é ôîðì³):

â .
n S

F
Z


                                      (7.16)

Ïðè öüîìó ïðèïóñêàºìî, ùî øâèäê³ñòü óñ³õ ÷àñòèíîê ïîâåðõí³ âèïðîì³íþ-
âà÷à îäíàêîâà. ßêùî öå íå òàê, òî ï³ä n ðîçóì³þòü àáî ñåðåäíþ ïî ïëî-
ùèí³ âèïðîì³íþâà÷à íîðìàëüíó (äî ïîâåðõí³) ñêëàäîâó êîëèâàëüíî¿ 
øâèäêîñò³, àáî øâèäê³ñòü äåÿêî¿ âèáðàíî¿ òî÷êè ïîâåðõí³ âèïðîì³íþâà÷à.

Îï³ð âèïðîì³íþâàííÿ õàðàêòåðèçóº ðåàêö³þ ñåðåäîâèùà íà ä³þ ç áî-
êó âèïðîì³íþâà÷à, òîä³ éîãî âåëè÷èíà, ìàáóòü, çàëåæàòèìå ÿê â³ä ³íåð-
ö³éíî-ïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé ñåðåäîâèùà, òàê ³ â³ä òèïó âèïðîì³íþâàíî¿ 
õâèë³. Ïåðåêîíàºìîñÿ â öüîìó íà ïðèêëàä³ âèïðîì³íþâà÷³â ïëîñêî¿ ³ 
ñôåðè÷íî¿ õâèëü. Âèïðîì³íþâà÷àìè º: ïîðøåíü ó íåñê³í÷åíí³é òðóá³ ç 
³äåàëüíèìè ãëàäêèìè æîðñòêèìè ñò³íêàìè (ðèñ. 5.1) ³ ïóëüñóþ÷à ñôåðà 
(ðèñ. 7.3).

Îñê³ëüêè òèñê ð ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíèé ïî ïîâåðõí³ êîæíîãî âèïðî-
ì³íþâà÷à, òî F = pS, äå S — ïëîùà ïîâåðõí³ âèïðîì³íþâà÷à. Ï³äñòàâëÿþ÷è 
âèðàç äëÿ ñèëè â (7.16), îäåðæóºìî

â .
S

n nS S

F p
Z S S

 
   

     
   

                      (7.17)

Àëå 
S

 — ïèòîìèé àêóñòè÷íèé îï³ð ñåðåäîâèùà íà ïîâåðõí³ âèïðîì³íþ-

âà÷à. Âèêîðèñòîâóþ÷è â³äîìîñò³ ïðî  ñåðåäîâèùà äëÿ ïëîñêî¿ ³ ñôåðè÷íî¿ 
õâèëü, ìîæíà çàïèñàòè çàãàëüíèé äëÿ îáîõ âèïðîì³íþâà÷³â âèðàç:

â â â( ),Z cS R iX                               (7.18)

äå êîåô³ö³ºíòè Râ i Õâ ìàþòü ð³çí³ çíà÷åííÿ:
à) äëÿ âèïðîì³íþâà÷à ïëîñêî¿ õâèë³

Râ = 1, Õâ = 0;                                   (7.19)

á) äëÿ ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè (ðàä³óñîì à)
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Ðèñ. 7.6. Çàëåæíîñò³ êîåô³ö³ºíò³â Râ ³ Õâ â³ä õâèëüîâîãî
ðàä³óña ka ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè

2

â 2

( )
,

1 ( )

ka
R

ka


 â 2
.

1 ( )

ka
X

ka



       (7.20)

Ãðàô³êè êîåô³ö³ºíò³â Râ ³ Õâ äëÿ ïóëüñóþ÷î¿
ñôåðè çàëåæíî â³ä õâèëüîâîãî ðàä³óña ka íàâå-
äåí³ íà ðèñ. 7.6. Àíàë³çóþ÷è (7.16)—(7.20), ìîæ-
íà çðîáèòè òàê³ âèñíîâêè.

1. Ó âñ³õ âèïàäêàõ îï³ð âèïðîì³íþâàííÿ 
ïðîïîðö³éíèé õâèëüîâîìó îïîðó ñåðåäîâèùà ñ.

2. Îï³ð âèïðîì³íþâàííÿ ïðîïîðö³éíèé 
ïëîù³ âèïðîì³íþâà÷à S.

3. Äëÿ âèïðîì³íþâà÷à ïëîñêî¿ õâèë³ îï³ð âèïðîì³íþâàííÿ íå çàëåæèòü 
â³ä ÷àñòîòè, à äëÿ âèïðîì³íþâà÷à õâèëü ç³ ñôåðè÷íèì ôðîíòîì (ïóëüñóþ÷à 
ñôåðà) — ³ñòîòíî çàëåæèòü â³ä ÷àñòîòè: ä³éñíà êîìïîíåíòà Zâ çðîñòàº ç³ 
çá³ëüøåííÿì ka, àñèìïòîòè÷íî íàáëèæàþ÷èñü äî âåëè÷èíè ñS; çàëåæí³ñòü 
óÿâíî¿ êîìïîíåíòè ìàº ìàêñèìóì, ï³ñëÿ ÿêîãî ImZâ  0. Îï³ð âèïðîì³íþ-
âàííÿ ïðàêòè÷íî ïðèïèíÿº çì³íþâàòèñÿ, ïî÷èíàþ÷è ç ÷àñòîòè, íà ÿê³é 
õâèëüîâèé ðîçì³ð äîñÿãàº ïåâíî¿ ìåæ³. Ïðè öüîìó âëàñòèâîñò³ ñôåðè÷íî¿ 
õâèë³ íàáëèæàþòüñÿ äî âëàñòèâîñòåé ïëîñêî¿ õâèë³.

Ñïèíèìîñÿ íà ô³çè÷íîìó çì³ñò³ ä³éñíî¿ òà óÿâíî¿ êîìïîíåíò îïîðó 
âèïðîì³íþâàííÿ. Ïðè ðîçãëÿä³ ìåõàí³÷íî¿ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè ç îäíèì 
ñòóïåíåì â³ëüíîñò³ áóëî ç’ÿñîâàíî, ùî íàÿâí³ñòü ó êîìïëåêñíîìó 
ìåõàí³÷íîìó îïîð³ ñèñòåìè ä³éñíî¿ ñêëàäîâî¿ (íàÿâí³ñòü òåðòÿ) ïðèâîäèòü 
äî äèñèïàö³¿ (âòðàòè) åíåðã³¿. Àëå ïðîöåñ âèïðîì³íþâàííÿ º íå ùî ³íøå ÿê 
ïåðåíåñåííÿ åíåðã³¿ â³ä âèïðîì³íþâà÷à â ñåðåäîâèù³, àáî âòðàòà åíåðã³¿ 
âèïðîì³íþâà÷åì çà ðàõóíîê ðàä³àö³éíîãî äåìïô³ðóâàííÿ. Çà öåé ïðîöåñ 
â³äïîâ³äàº ä³éñíà ñêëàäîâà îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ (öå áóäå ïîêàçàíî íèæ÷å 
ïðè îá÷èñëåíí³ ïîòóæíîñò³ âèïðîì³íþâàííÿ ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè).

Ðîçãëÿíåìî óÿâíó ÷àñòèíó Zâ. Çà àíàëîã³ºþ ç ìåõàí³÷íîþ êîëèâàëüíîþ 
ñèñòåìîþ çàçíà÷èìî, ùî çíàê “ì³íóñ” ïðè óÿâí³é ÷àñòèí³ Zâ âêàçóº íà ¿¿ 
³íåðö³éíèé (ìàñîâèé) õàðàêòåð. Öÿ ³íåðö³éíà ñêëàäîâà Zâ âèíèêàº âíàñë³-
äîê òîãî, ùî ïîáëèçó ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè øàð ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà ïîâî-
äèòü ñåáå ÿê íåñòèñëèâà ð³äèíà, òîáòî êîëèâàºòüñÿ ïðàêòè÷íî ñèíôàçíî ç 
ïîâåðõíåþ ñôåðè, çá³ëüøóþ÷è òèì ñàìèì ìàñó âèïðîì³íþâà÷à. Äëÿ ñôå-
ðè÷íîãî äæåðåëà íåâàæêî îá÷èñëèòè öþ äîäàíó àáî, ÿê ¿¿ íàçèâàþòü, ïðè-
ºäíàíó ìàñó. Çðîáèìî äåÿê³ ïåðåòâîðåííÿ ó âèðàç³ äëÿ ImZâ, âçÿâøè äî óâà-
ãè, ùî k = /c, S = 4a2:
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     (7.21)

äå M0 = 3(4a3/3) — ïîòðîºíà ìàñà ñåðåäîâèùà â îá’ºì³ ñôåðè; Mïð — ïðè-
ºäíàíà ìàñà. ßê áà÷èìî, çà ìàëèõ õâèëüîâèõ ðîçì³ð³â ñôåðè (ka << 1)
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Mïð  Ì0. Ç³ çá³ëüøåííÿì õâèëüîâîãî ðîçì³ðó ka ïðèºäíàíà ìàñà çìåí-
øóºòüñÿ ³ ïðÿìóº äî íóëÿ ïðè ka >> 1, ùî ôàêòè÷íî îçíà÷àº çàðîäæóâàííÿ 
çâóêîâî¿ õâèë³ áåçïîñåðåäíüî ç ïîâåðõí³ ñôåðè.

7.4. Åíåðãåòè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ïóëüñóþ÷î¿
ñôåðè

Ïðîâåäåìî åíåðãåòè÷íèé àíàë³ç ïðîöåñó âèïðîì³íþâàííÿ çâó-
êó ïóëüñóþ÷îþ ñôåðîþ. Ó õîä³ àíàë³çó âñòàíîâèìî çâ’ÿçîê ì³æ åíåðãåòè÷-
íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ³ îïîðîì âèïðîì³íþâàííÿ äæåðåëà.

Ìèòòºâèé ïîò³ê ïîòóæíîñò³ ç ïîâåðõí³ ñôåðè âèçíà÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíî-
øåííÿì Wr(t) = RepRer, äå òèñê p ³ øâèäê³ñòü ÷àñòèíîê r íà ïîâåðõí³ 
ñôåðè çàïèñàí³ ó êîìïëåêñí³é ôîðì³. Îñê³ëüêè p i r çâ’ÿçàí³ ñï³ââ³äíîøåí-
íÿì p/r =  |S ( |S — ïèòîìèé àêóñòè÷íèé îï³ð ñåðåäîâèùà äëÿ ñôåðè÷íî¿ 
õâèë³ íà ïîâåðõí³ âèïðîì³íþâà÷à), òî ôîðìóëó äëÿ Wr (t) çàïèøåìî ó âè-
ãëÿä³

   ( ) Re Re .r r rS
W t                           (7.22)

Çà óìîâîþ r = 0 exp(–it), òîä³ ìàºìî òàêèé âèðàç äëÿ ìèòòºâîãî ïîòîêó 
ïîòóæíîñò³:

         2 2 2
0 0Re cos Im sin( )cos .r S S

W t t t t              (7.23)

²íòåíñèâí³ñòü, àáî ñåðåäí³é ïîò³ê ïîòóæíîñò³, âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ

 
0

1
.

T

r r rI W W t dt
T

                              (7.24)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (7.23), çíàõîäèìî ³íòåíñèâí³ñòü çâóêîâî¿ õâèë³ ïîáëèçó 
ïîâåðõí³ ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè:

2
0( ) Re( )
2r S

I r a


  .                          (7.25)

Òîä³ ïîâíó ïîòóæí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ ñôåðè ìîæíà âèçíà÷èòè òàê:

 
2
0

âRe .
2rP I S Z


                            (7.26)

Ó âèðàç (7.23) äëÿ ìèòòºâîãî ïîòîêó ïîòóæíîñò³ ð³âíîïðàâíî âõîäÿòü ÿê 
Re( |S ), òàê ³ Im( |S ). Ñèòóàö³ÿ çì³íþºòüñÿ, êîëè âèçíà÷àºòüñÿ ñåðåäí³é çà 
ïåð³îä ïîò³ê ïîòóæíîñò³ Ir. ßê áà÷èìî, Ir îáóìîâëþºòüñÿ ïåðøèì äîäàíêîì ó 
âèðàç³ äëÿ Wr (t), ÿêèé âèÿâëÿºòüñÿ ïðîïîðö³éíèì Re( |S ). Öþ ñêëàäîâó 
Wr (t) íàçèâàþòü àêòèâíîþ ïîòóæí³ñòþ. Ä³éñí³ ÷àñòèíè Re( |S ), Re(Zâ) íà-
çèâàþòü àêòèâíèìè ÷àñòèíàìè â³äïîâ³äíî ïèòîìîãî àêóñòè÷íîãî îïîðó é 
îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ. Äðóãèé äîäàíîê ó (7.23) â³äïîâ³äàº òàê çâàí³é ðåàê-
òèâí³é ïîòóæíîñò³, ùî ïðîòÿãîì ïåð³îäó Ò öèðêóëþº: òî íàäõîäÿ÷è ó ñåðå-
äîâèùå â³ä âèïðîì³íþâà÷à, òî ïîâåðòàþ÷èñü äî âèïðîì³íþâà÷à â³ä ñåðåäî-
âèùà. Im( |S ) ³ Im(Zâ) — íàçèâàþòü ðåàêòèâíèìè ÷àñòèíàìè âåëè÷èí  ³ Zâ.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è (7.23) ³ (7.25), âèçíà÷àºìî â³äíîøåííÿ ìàêñèìóìó ðå-
àêòèâíî¿ ïîòóæíîñò³ ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè ðàä³óñîì à äî ³íòåíñèâíîñò³ çâóêó 
ïîáëèçó ïîâåðõí³ ñôåðè:

 реактивний max
2 Im 2

.
( ) Re

S

r S

W

I r a ka




 


                        (7.27)

ßê áà÷èìî, äëÿ ìàëîãî âèïðîì³íþâà÷à (ka << 1) öå â³äíîøåííÿ ìàº âåëèêå 
çíà÷åííÿ. Îòæå, ïîòóæí³ñòü äæåðåëà, ÿêå ïðèâîäèòü âèïðîì³íþâà÷ ó ä³þ, 
ïîâèííà äîð³âíþâàòè ìàêñèìóìó ðåàêòèâíî¿ ïîòóæíîñò³ — ³íàêøå âè-
ïðîì³íþâà÷ íå çìîæå ïðàöþâàòè. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âèïðîì³íþâà÷à ìàëèõ 
õâèëüîâèõ ðîçì³ð³â äæåðåëî ïðàöþº ïðàêòè÷íî â õîëîñòîìó ðåæèì³, ³ íà 
àêóñòè÷íå âèïðîì³íþâàííÿ âèòðà÷àºòüñÿ ò³ëüêè ìàëà ÷àñòèíà ïîòóæíîñò³ 
äæåðåëà.

Ï³äâîäÿ÷è ï³äñóìîê, ùå ðàç çàçíà÷èìî: çã³äíî ç (7.11) êîëèâàëüíà 
øâèäê³ñòü ÷àñòèíîê ó áëèæíüîìó ïîë³ ì³ñòèòü ó ñîá³ ñêëàäîâó (ïåðøèé äî-
äàíîê), ùî í³ÿê íå ïîâ’ÿçàíà ç õâèëüîâèì ïîëåì, òîáòî öåé ðóõ íå ïðèâî-
äèòü äî ïåðåíåñåííÿ åíåðã³¿ â ñåðåäîâèù³. Ñàìå öÿ ñêëàäîâà çóìîâëþº 
íàÿâí³ñòü óÿâíî¿ ÷àñòèíè ïèòîìîãî àêóñòè÷íîãî îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ. 
Îòæå, êð³ì ÷èñòî ê³íåìàòè÷íî¿ ð³çíèö³ ðóõó ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà ó áëèæ-
íüîìó ³ äàëüíüîìó ïîëÿõ, ³ñíóþòü ãëèáîê³ åíåðãåòè÷í³ â³äì³ííîñò³. Ó äàëü-
íüîìó ïîë³ ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè, äå óÿâíà ÷àñòèíà ïèòîìîãî àêóñòè÷íîãî îïî-
ðó ïðàêòè÷íî äîð³âíþº íóëþ, åíåðã³ÿ, ÿêó ìàþòü ðóõîì³ ÷àñòèíêè ñåðåäî-
âèùà, ïåðåäàºòüñÿ íåðóõîìèì ÷àñòèíêàì ïîâí³ñòþ â ïðîöåñ³ ïîøèðåííÿ 
õâèë³, òîáòî ñôåðè÷íà õâèëÿ ïðèéìàº âëàñòèâîñò³ ïëîñêî¿ õâèë³ ó ÿêî¿ 
Im = 0 ³ ðåàêòèâíà ïîòóæí³ñòü â³äñóòíÿ. Ç åíåðãåòè÷íî¿ òî÷êè çîðó âèïðî-
ì³íþâà÷ ïëîñêî¿ õâèë³ º íàéêðàùèì. Ó áëèæíüîìó ïîë³ ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè 
íàÿâí³ñòü ïðèºäíàíî¿ ìàñè (ÿê íàñë³äîê ïåðøîãî äîäàíêà ó âèðàç³ (7.11)), 
âèçíà÷àº ðåàêòèâíèé ïîò³ê ïîòóæíîñò³, ÿêèé ³ ñïðÿìîâàíèé íà ïåðåì³ùåííÿ 
ïðèºäíàíî¿ ìàñè. Ç³ çá³ëüøåííÿì õâèëüîâîãî ðàä³óñà ñôåðè ka çîíà áëèæ-
íüîãî ïîëÿ çìåíøóºòüñÿ, à ðàçîì ç íåþ ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðèºäíàíà ìàñà ³ 
óÿâíà ÷àñòèíà îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ. Ïðè ka >> 1 ïðàêòè÷íî ç ïîâåðõí³ 
ñôåðè íàðîäæóºòüñÿ õâèëüîâèé ïðîöåñ.

Íà çàâåðøåííÿ âèâåäåìî êîðèñí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ ³íòåíñèâíîñò³ 
ñôåðè÷íî¿ õâèë³. ßêùî íà â³äñòàí³ r1 â³ä äæåðåëà ìàºìî ³íòåíñèâí³ñòü I1, à 
íà â³äñòàí³ r2 — ³íòåíñèâí³ñòü I2, òî, âðàõîâóþ÷è òå, ùî çà â³äñóòíîñò³ âòðàò 
â ñåðåäîâèù³ ïîòóæí³ñòü ñôåðè÷íî¿ õâèë³ çáåð³ãàºòüñÿ, îòðèìóºìî ð³âí³ñòü 

2 2
1 1 2 24 4r I r I  . Çâ³äñè ìàºìî òàêå ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ ³íòåíñèâíîñòÿìè 

ñôåðè÷íî¿ õâèë³ íà ð³çíèõ â³äñòàíÿõ â³ä äæåðåëà:
2

1 2
2

2 1

,I r
I r
  àáî 

2
1

2 1 2
2

r
I I

r
 .                           (7.28)

Äðóãå âàæëèâå ñï³ââ³äíîøåííÿ, ÿêå äîçâîëÿº âèçíà÷èòè ³íòåíñèâí³ñòü Ir ñôå-
ðè÷íî¿ õâèë³ ÷åðåç àìïë³òóäó òèñêó |p|, îäåðæèìî óíàñë³äîê òàêî¿ íèçêè ïå-
ðåòâîðåíü:
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Îòæå, ³íòåíñèâí³ñòü ñôåðè÷íî¿ õâèë³ âèðàæàºòüñÿ ÷åðåç àêóñòè÷íèé òèñê
òàê ñàìî, ÿê ³ äëÿ ïëîñêî¿ õâèë³ (äèâ. (5.14)). Îñê³ëüêè ç â³äñòàííþ r â³ä 
äæåðåëà òèñê çì³íþºòüñÿ ÿê p  1/r, òî ³íòåíñèâí³ñòü — ÿê Ir  1/r2.

7.5. Ìîíîïîëü

Â³äîìîñò³ ïðî ñôåðè÷í³ õâèë³ â³ä³ãðàþòü âàæëèâó ðîëü ïðè 
äîñë³äæåíí³ ïðîöåñ³â âèïðîì³íþâàííÿ ³ ïðèéìàííÿ çâóêó, à òàêîæ â çàäà-
÷àõ ðîçñ³þâàííÿ çâóêó. Êð³ì òîãî, çàâäÿêè ïðèíöèïó ñóïåðïîçèö³¿ çâóêîâ³ 
ïîëÿ ç³ ñêëàäíîþ ñòðóêòóðîþ ìîæíà ïîäàòè ÿê ñóìó ïëîñêèõ àáî ñôåðè÷-
íèõ õâèëü. Òîìó â òåîðåòè÷íèõ äîñë³äæåííÿõ âàæëèâî ìàòè äæåðåëî ñôå-
ðè÷íî¿ õâèë³, ÿêå ìîæíà ââàæàòè çâóêîïðîíèêíèì ³ òàêèì, ùî íå ñïîòâî-
ðþº çâóêîâ³ ïîëÿ ³íøèõ äæåðåë. Öå äæåðåëî íàçèâàþòü òî÷êîâèì äæåðåëîì
àáî ìîíîïîëåì.

Äî ïîíÿòòÿ òî÷êîâîãî äæåðåëà ìîæíà ä³éòè, ðîçãëÿäàþ÷è ïóëüñóþ÷ó 
ñôåðó ðàä³óñîì à. Çã³äíî ç (7.8) òà (7.10) òèñê, ùî ñòâîðþºòüñÿ, âèçíà÷èìî 
çà ôîðìóëîþ

 
2

0( , ) exp .
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p r t i t i t ikr ika

r ika


     


            (7.30)

Ðîçãëÿíåìî îêðåìèé âèïàäîê, êîëè ðàä³óñ ñôåðè íàáàãàòî ìåíøèé çà 
äîâæèíó õâèë³ (à << ) ïðè öüîìó ka  0. Çíåõòóºìî (ka) ó çíàìåííèêó òà 
â ïîêàçíèêó åêñïîíåíòè (7.30). Áåðó÷è äî óâàãè, ùî 4a2 = S — ïëîùà ñôå-

ðè, îäåðæóºìî  0( , ) exp
4

S
p r t i i t ikr

r


 


    . Âåëè÷èíà, ùî äîð³âíþº äî-

áóòêó øâèäêîñò³ ïîâåðõí³ âèïðîì³íþâà÷à íà éîãî ïëîùó V = S ìàº íàçâó 
îá’ºìíî¿ øâèäêîñò³ äæåðåëà, òîä³ 0S = V0 — àìïë³òóäíå çíà÷åííÿ îá’ºìíî¿ 
øâèäêîñò³, àáî ïðîäóêòèâí³ñòü.

Íåâàæêî çðîçóì³òè ô³çè÷íèé çì³ñò ïîíÿòòÿ “ïðîäóêòèâí³ñòü äæåðåëà”. 
Âîíî ÿâëÿº ñîáîþ çì³íó îá’ºìó ñåðåäîâèùà çà îäèíèöþ ÷àñó (âèì³ðþºòüñÿ 
â êóá³÷íèõ ìåòðàõ íà ñåêóíäó, ì3/ñ). ßêùî îòî÷èòè äæåðåëî äåÿêîþ óÿâíîþ 
ïîâåðõíåþ ìàëîãî ðàä³óñà (r0 << ) ³ ââàæàòè, ùî ð³äèíà íà íåçíà÷íèõ â³äñ-
òàíÿõ â³ä âèïðîì³íþâà÷à ðóõàºòüñÿ ÿê îäíå ö³ëå, ïðàêòè÷íî íå ñòèñêóþ-
÷èñü, òî ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî ïðîäóêòèâí³ñòü äîð³âíþº îá’ºìó ð³äèíè, ÿêó 
âèøòîâõóº äæåðåëî çà îäíó ñåêóíäó çà ìåæ³ ñôåðè÷íî¿ ïîâåðõí³. Ïîìíî-
æèâøè ïðîäóêòèâí³ñòü íà ãóñòèíó, îäåðæèìî ìàñó ð³äèíè, ùî âèò³êàº àáî 
çàò³êàº â îá’ºì, îáìåæåíèé âäàâàíîþ ñôåðîþ, çà îäèíèöþ ÷àñó. Öå òëóìà-
÷åííÿ äîçâîëÿº ââàæàòè ìîíîïîëü äæåðåëîì ìàñè â³äíîñíî âñ³º¿ îòî÷óþ÷î¿ 
éîãî ð³äèíè.

Îòæå, òèñê òî÷êîâîãî äæåðåëà âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ

 0( , ) exp .
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                         (7.31)
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Âàæëèâèì º òå, ùî òî÷êîâå äæåðåëî — öå íå ò³ëüêè ñôåðà ìàëèõ õâèëü-
îâèõ ðîçì³ð³â, à é áóäü-ÿêå ³íøå ïóëüñóþ÷å ò³ëî, ÿêùî éîãî ðîçì³ðè íàáà-
ãàòî ìåíø³, í³æ . Ïîíÿòòÿ ïóëüñóþ÷îãî äæåðåëà îçíà÷àº, ùî àìïë³òóäà é 
ôàçà øâèäêîñò³ êîëèâàíü îäíàêîâ³ äëÿ âñ³õ òî÷îê éîãî ïîâåðõí³. Ðîçãëÿíå-
ìî òå÷³þ ð³äèíè ó áåçïîñåðåäí³é áëèçüêîñò³ äî ïîâåðõí³ ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè 
òà áóäü-ÿêîãî ³íøîãî ïóëüñóþ÷îãî äæåðåëà ìàëèõ õâèëüîâèõ ðîçì³ð³â. Âè-
ÿâëÿºòüñÿ, ùî êîæíå ç äâîõ äæåðåë çàâæäè ìîæíà îòî÷èòè ñôåðè÷íîþ ïî-
âåðõíåþ ìàëèõ õâèëüîâèõ ðîçì³ð³â ³ ñàìå òàêîþ, ùî òå÷³¿ çîâí³ ö³º¿ ñôåðè 
äëÿ äâîõ äæåðåë ïðàêòè÷íî çá³ãàþòüñÿ. Äëÿ ñåðåäîâèùà çîâí³ ö³º¿ ñôåðè÷-
íî¿ ïîâåðõí³ êîæíèé ç äâîõ âèïðîì³íþâà÷³â ä³º ÿê äæåðåëî ìàñè. Îòæå, òî÷-
êîâèì äæåðåëîì ìîæíà íàçâàòè áóäü-ÿêèé ïóëüñóþ÷èé âèïðîì³íþâà÷, 
ðîçì³ðè ÿêîãî íàáàãàòî ìåíø³, í³æ äîâæèíà õâèë³.

Àêóñòè÷íà ïîòóæí³ñòü òî÷êîâîãî äæåðåëà çã³äíî ç (7.26) ç óðàõóâàííÿì 
íåð³âíîñò³ ka << 1 ìàº âèãëÿä
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            (7.32)

Ç (7.32) âèïëèâàº, ùî àêóñòè÷íà ïîòóæí³ñòü áóäü-ÿêîãî (íåçàëåæíî â³ä
ôîðìè) ïóëüñóþ÷îãî äæåðåëà ìàëèõ õâèëüîâèõ ðîçì³ð³â âèçíà÷àºòüñÿ 
àìïë³òóäîþ îá’ºìíî¿ øâèäêîñò³, òîáòî ïðîäóêòèâí³ñòþ äæåðåëà.

Ïîð³âíÿºìî ïîòóæí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ ìîíîïîëÿ ç ïîòóæí³ñòþ âè-
ïðîì³íþâàííÿ ïëîñêî¿ õâèë³ äèñêîì ò³º¿ æ ïëîù³ S = 4a2, ÿêà êîëè-
âàºòüñÿ ç ò³ºþ æ øâèäê³ñòþ , ùî ³ ïîâåðõíÿ ïóëüñóþ÷î¿ êóëüêè. Äëÿ òîãî 
ùîá äèñê âèïðîì³íþâàâ ïëîñêó õâèëþ, éîãî ñë³ä ðîçì³ñòèòè â öèë³íä-
ðè÷í³é òðóá³ ïåðåð³çîì S. Ïîòóæí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ äèñêa äîð³âíþº 

 диск
2
0 / 2P cS  , òîáòî çã³äíî ç (7.32) â 1/(ka)2 ðàçà á³ëüøà, í³æ ïîòóæ-

í³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ ìîíîïîëÿ. Òàêèì ÷èíîì, åôåêòèâí³ñòü âèïðîì³íþ-
âàííÿ çâóêó ó âèãëÿä³ ñôåðè÷íî¿ õâèë³ ïóëüñóþ÷èì ò³ëîì, ìàëèì ïîð³âíÿ-
íî ç äîâæèíîþ õâèë³, º íèçüêîþ ïîð³âíÿíî ç âèïðîì³íþâàííÿì ïëîñêî¿ 
õâèë³ ç ò³ºþ æ ïëîùåþ âèïðîì³íþâàëüíî¿ ïîâåðõí³.

Ïðè íàÿâíîñò³ ê³ëüêîõ òî÷êîâèõ äæåðåë ó çâóêîâîìó ïîë³ ¿õ âçàºìîä³ºþ 
ç³ çâóêîâèìè õâèëÿìè, òîáòî ÿâèùåì ðîçñ³þâàííÿ çâóêó íà òî÷êîâîìó äæå-
ðåë³, ìîæíà íåõòóâàòè. Öå äîçâîëÿº îòðèìàòè ìîäåëü ñóì³ñíî¿ ðîáîòè 
ê³ëüêîõ äæåðåë çâóêó, ÿêà äîñèòü ïðîñòî äîñë³äæóºòüñÿ òåîðåòè÷íî, ùî ³ 
áóäå çðîáëåíî ó íàñòóïíîìó ïàðàãðàô³.

7.6. Ïîëå ñóì³ñíî ïðàöþþ÷èõ ìîíîïîë³â.
Õàðàêòåðèñòèêà ñïðÿìîâàíîñò³

Ó á³ëüøîñò³ âèïàäê³â, ùî çóñòð³÷àþòüñÿ íà ïðàêòèö³ ïðè çàñòî-
ñóâàíí³ äæåðåë çâóêó, âàæëèâî íå ò³ëüêè âèïðîì³íþâàòè àêóñòè÷íó ïîòóæ-
í³ñòü ó ñåðåäîâèùå ç ìàêñèìàëüíîþ åôåêòèâí³ñòþ, à é äóæå ñóòòºâèì º òå, 
ÿê ðîçïîä³ëÿºòüñÿ ïðè öüîìó åíåðã³ÿ àêóñòè÷íèõ êîëèâàíü ó ñåðåäîâèù³. 
ßêùî ñóì³ñòèòè ç áóäü-ÿêîþ òî÷êîþ ïîâåðõí³ âèïðîì³íþâà÷à ïî÷àòîê ñôå-
ðè÷íèõ êîîðäèíàò r, , , òî ö³êàâî ðîçãëÿíóòè íå ò³ëüêè çàëåæí³ñòü àìï-
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Ðèñ. 7.7. Ñõåìà åêñïåðèìåíòó äëÿ âèçíà÷åííÿ õà-
ðàêòåðèñòèê ñïðÿìîâàíîñò³ âèïðîì³íþâà÷à

ë³òóäè êîëèâàíü â³ä â³äñòàí³ r óçäîâæ äåÿ-
êîãî ô³êñîâàíîãî íàïðÿìêó, à é ¿¿ çàëåæ-
í³ñòü â³ä êóò³â ,  íà äåÿê³é ô³êñîâàí³é 
â³äñòàí³. Îñòàííÿ çàëåæí³ñòü õàðàêòåðèçóº 
òàê çâàíó âëàñòèâ³ñòü ñïðÿìîâàíîñò³ âèïðî-
ì³íþâà÷à. ßêùî çà óìîâè r = const àìïë³-
òóäà íå çàëåæèòü â³ä íàïðÿìêó (, ), òî òà-

êèé âèïðîì³íþâà÷ ââàæàºòüñÿ íåñïðÿìîâàíèì (íàïðèêëàä, ïóëüñóþ÷à ñôåðà); 
ÿêùî àìïë³òóäà âåëèêà ó äåÿêîìó ä³àïàçîí³ êóò³â ³ ìàëà äëÿ ðåøòè íàïðÿ-
ìê³â, òî ïðî òàêèé âèïðîì³íþâà÷ êàæóòü, ÿê ïðî ñïðÿìîâàíèé.

ßâèùå ñïðÿìîâàíîñò³ ìîæíà ïðî³ëþñòðóâàòè çà äîïîìîãîþ íåñêëàäíîãî 
åêñïåðèìåíòó, äëÿ ïðîâåäåííÿ ÿêîãî íåîáõ³äíî ìàòè åëåêòðè÷íèé ãåíåðà-
òîð ñèíóñî¿äíî¿ íàïðóãè 1, âèïðîì³íþâà÷, íàïðèêëàä, ãó÷íîìîâåöü 2, ì³ê-
ðîôîí 3 ³ ÷óòëèâèé âîëüòìåòð 4 (ðèñ. 7.7). Âñòàíîâèâøè ãó÷íîìîâåöü íà 
â³äêðèòîìó ìàéäàí÷èêó (òàê, ùîá áóëî â³äñóòíº â³äáèòòÿ çâóêó) ³ óâ³ìêíóâ-
øè çâóê, ïåðåñóâàéòå ì³êðîôîí ïî ñôåðè÷í³é ïîâåðõí³ ðàä³óñîì r, öåíòð 
ÿêî¿ çá³ãàºòüñÿ ç âèïðîì³íþâà÷åì. Á³ëüø ïðàêòè÷íî çàëèøàòè ì³êðîôîí íà 
ì³ñö³ ³ ïîâåðòàòè â ð³çí³ áîêè âèïðîì³íþâà÷. Ó â³äêðèòîìó ïðîñòîð³ ö³ ñïî-
ñîáè âèì³ðþâàííÿ º ð³âíîö³ííèìè. Ìîæíà ïîì³òèòè, ùî íàïðóãà, ÿêà ô³ê-
ñóºòüñÿ âîëüòìåòðîì (âîíà ïðîïîðö³éíà àìïë³òóä³ àêóñòè÷íèõ êîëèâàíü ó 
òî÷ö³ ðîçì³ùåííÿ ì³êðîôîíà), çì³íþºòüñÿ çàëåæíî â³ä íàïðÿìêó íà âè-
ïðîì³íþâà÷. Ó öüîìó ³ âèÿâëÿºòüñÿ âëàñòèâ³ñòü ñïðÿìîâàíîñò³ âèïðîì³-
íþâà÷à.

Çàô³êñóºìî çàëåæí³ñòü àìïë³òóäè òèñêó â³ä êóò³â |ð(, )|: âèáèðåìî íàé-
á³ëüøå ç óñ³õ çíà÷åíü àìïë³òóäè 0 0max

( , )p p    ³ ñêëàäåìî â³äíîøåííÿ

   
 0 0 max

,
,

,p

p
R

p

 
 

 
 , const.r                      (7.33)

Ôóíêö³ÿ Rp(, ) íàçèâàºòüñÿ õàðàêòåðèñòèêîþ ñïðÿìîâàíîñò³ çà òèñêîì ³ 
çàñòîñîâóºòüñÿ äëÿ ê³ëüê³ñíîãî îïèñó ñïðÿìîâàíèõ âëàñòèâîñòåé âèïðîì³-
íþâà÷à. Âèêîðèñòîâóþòü òàêîæ åíåðãåòè÷íó õàðàêòåðèñòèêó ñïðÿìîâàíîñò³
ÿê íîðìîâàíó êóòîâó çàëåæí³ñòü ³íòåíñèâíîñò³ çâóêó:
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                  (7.34)

Çã³äíî ç (7.34) òàêà õàðàêòåðèñòèêà ñïðÿìîâàíîñò³ RI (, ) âèçíà÷àºòüñÿ 
êâàäðàòîì àìïë³òóäè òèñêó. Äëÿ íàî÷íîñò³ îïèñàííÿ òðèâèì³ðíî¿ ïîâåðõí³ 
Rp (, ) âèêîðèñòîâóþòü ïåðåð³ç ¿¿ ïëîùèíàìè  = const àáî  = const.

Ïðè âèâ÷åíí³ cïðÿìîâàíèõ âëàñòèâîñòåé äæåðåëà çâóêó ñë³ä ðîçãëÿíóòè 
òàê³ ïèòàííÿ:
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Ðèñ. 7.8. Ïðèêëàä ñèíôàçíî¿ ïàðè ìîíîïîë³â

1) ÷èì ïîÿñíþºòüñÿ ÿâèùå ñïðÿìîâàíîñò³;
2) ÿê³ ÷èííèêè âèçíà÷àþòü õàðàêòåðèñòèêó ñïðÿ-

ìîâàíîñò³ âèïðîì³íþâà÷à.
Â³äïîâ³ä³ íà ö³ ïèòàííÿ ðîçêðèâàþòü îñíîâí³ çà-

êîíîì³ðíîñò³ ÿâèùà ñïðÿìîâàíîñò³. Âèÿâëÿºòüñÿ ¿õ 
ìîæíà ïðîñòåæèòè íà ïðèêëàä³ äóæå ïðîñòîãî äæå-
ðåëà çâóêó, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ ìîíîïîë³â.

Îêðåìå òî÷êîâå äæåðåëî âèïðîì³íþº ñôåðè÷íó õâèëþ (7.31), àìïë³òóäà 
ÿêî¿ çàëåæèòü â³ä â³äñòàí³, àëå íå çàëåæèòü â³ä íàïðÿìêó. Îòæå, òî÷êîâå 
äæåðåëî íå ìàº ñïðÿìîâàíîñò³. Óòâîðèìî âèïðîì³íþâà÷ ç äâîõ ñèíôàçíèõ 
òî÷êîâèõ äæåðåë ð³âíî¿ ïðîäóêòèâíîñò³, ðîçì³ùåíèõ íà â³äñòàí³ d îäíå â³ä 
îäíîãî (ðèñ. 7.8), ³ íàçâåìî éîãî ñèíôàçíîþ ïàðîþ. Ñóì³ñòèìî ç ë³âèì ìî-
íîïîëåì (çðîçóì³ëî, ùî ìîæíà ç ïðàâèì) ïî÷àòîê ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàò. 
Êóò  â³äðàõîâóºòüñÿ â³ä îñ³ Oz, à êóò  — ó ïëîùèí³, ïåðïåíäèêóëÿðí³é äî 
ö³º¿ îñ³. Îòî÷èâøè âèïðîì³íþâà÷ ñôåðîþ ðàä³óñîì r, áóäåìî ðîçãëÿäàòè 
àìïë³òóäó òèñêó ó òî÷êàõ, ùî ëåæàòü íà ñôåð³, ï³ä ð³çíèìè êóòàìè  ³ . 
Ìîæíà â³äðàçó ïîì³òèòè, ùî çâóêîâå ïîëå, à îòæå, ³ õàðàêòåðèñòèêà ñïðÿ-
ìîâàíîñò³ âèïðîì³íþâà÷à íå çàëåæàòü â³ä êóòà , òîáòî R(, )  R().

Çâóêîâèé òèñê ó òî÷ö³ ñïîñòåðåæåííÿ Ì âèçíà÷àºòüñÿ ñóïåðïîçèö³ºþ 
äâîõ ñôåðè÷íèõ õâèëü, ùî âèïðîì³íþþòüñÿ ìîíîïîëÿìè:

   0 0
1

1

exp exp .
4 4
V V

p i ikr i ikr
r r

 
 

                   (7.35)

×àñîâèé ìíîæíèê exp( )i t  ïèñàòè íå áóäåìî. Ïîäàìî (7.35) ó âèãëÿä³

    1 1 1exp exp ,p i ikr A A ik r r                        (7.36)

äå

0

4
V

A
r




  , 0
1

1

.
4

V
A

r



                              (7.37)

Âèçíà÷èìî àìïë³òóäó òèñêó ó òî÷ö³ ñïîñòåðåæåííÿ Ì:

2 2
1 12 cos ,p pp A A AA                           (7.38)

òóò * — çíàê êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ, à

1( )k r r                                      (7.39)

âèçíà÷àº çñóâ ôàçè ì³æ çâóêîâèìè òèñêàìè õâèëü ó òî÷ö³ Ì. Çã³äíî ç ãåî-
ìåòð³ºþ çàäà÷³ â³äñòàíü r1 â³ä ïðàâîãî ìîíîïîëÿ äî òî÷êè Ì (ðèñ. 7.8) â 
ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ r,  âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ

2 2
1 2 cos .r r d rd                                (7.40)

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî çàô³êñóâàòè â³äñòàíü r  â³ä ïî÷àòêó ñèñòåìè êîîðäè-
íàò äî òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ Ì, òî, ÿê áà÷èìî, â³ä êóòà  çàëåæàòü çñóâ ôàç 
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 ³ àìïë³òóäà À1, à îòæå, é àìïë³òóäà ñóìàðíîãî òèñêó. Ïåðåì³ùåííÿ òî÷êè 
Ì ïî êîëó ïðèçâîäèòü äî çì³íè àìïë³òóäíî-ôàçîâèõ ñï³ââ³äíîøåíü ì³æ 
³íòåðôåðóâàëüíèìè õâèëÿìè, à â³äïîâ³äíî, ³ äî çì³íè ðåçóëüòàòó ³íòåðôå-
ðåíö³¿ — àìïë³òóäè ñóìàðíîãî òèñêó. Çðîçóì³ëî, ùî ³ â çàãàëüíîìó âèïàäêó, 
êîëè âèïðîì³íþâà÷ ñêëàäàºòüñÿ ç âåëèêî¿ ê³ëüêîñò³ äæåðåë, ñïðÿìîâàí³ñòü 
ïîÿñíþºòüñÿ ³íòåðôåðåíö³ºþ õâèëü.

Õàðàêòåð çì³í àìïë³òóäè ñóìàðíîãî òèñêó ïðè çì³ùåíí³ òî÷êè Ì âçäîâæ 
êîëà ìîæíà óÿâèòè, ïðîàíàë³çóâàâøè (7.38). Ïî÷èíàºìî â³ä òî÷êè, ùî ðîç-
ì³ùåíà ï³ä êóòîì  = 90, ³ áóäåìî ðóõàòèñÿ âçäîâæ êîëà äî òî÷êè  = 0
(ðèñ. 7.8). Àìïë³òóäíî-ôàçîâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ çì³íþâàòèìóòüñÿ òàê. Çñóâ çà 
ôàçîþ  = k(r – r1) = 2(r – r1)/ çá³ëüøóºòüñÿ â³ä 0 äî ìàêñèìàëüíîãî çíà-
÷åííÿ 2d/. ßêùî d << , òî  äëÿ âñ³õ  áëèçüêà äî íóëÿ ³, îòæå, ôàçîâ³ 
ñï³ââ³äíîøåííÿ çàëèøàþòüñÿ ïðàêòè÷íî íåçì³ííèìè. ßê íàñë³äîê, àìïë³-
òóäà òèñêó äëÿ âñ³õ çíà÷åíü  º ñóìîþ àìïë³òóä äâîõ õâèëü. ßêùî d > , òî 
çì³íà çñóâó ôàç äóæå ñóòòºâà. Ìîæíà âèä³ëèòè òàê³ íàïðÿìêè (òàê³ ), çà 
ÿêèõ ð³çíèöÿ õîäó õâèëü (r – r1) êðàòíà äîâæèí³ õâèë³ ³, îòæå,  êðàòíå 2. 
Ê³ëüê³ñòü öèõ íàïðÿìê³â äîð³âíþº ö³ë³é ÷àñòèí³ â³äíîøåííÿ d/. Ì³æ íèìè 
áóäóòü íàïðÿìêè, äëÿ ÿêèõ  äîð³âíþº íåïàðíîìó ÷èñëó . Ó íàïðÿìêàõ 
ïåðøîãî òèïó ï³äñóìîâóþòüñÿ ñèíôàçí³ êîëèâàííÿ (ïðè öüîìó àìïë³òóäè 
äîäàþòüñÿ), à ó íàïðÿìêàõ äðóãîãî òèïó — ïðîòèôàçí³ êîëèâàííÿ (àìïë³òó-
äè â³äí³ìàþòüñÿ). Îòæå, ðóõàþ÷èñü óçäîâæ êîëà, ìîæíà ñïîñòåð³ãàòè 
ì³í³ìóìè òà ìàêñèìóìè àìïë³òóäè êîëèâàíü.

ßêùî ïåðåíåñòè òî÷êó ñïîñòåðåæåííÿ íà êîëî ³íøîãî ðàä³óñà, òî çíîâ 
ñïîñòåð³ãàòèìóòüñÿ ì³í³ìóìè òà ìàêñèìóìè, àëå ï³ä ³íøèìè êóòàìè, îñ-
ê³ëüêè çã³äíî ç (7.39) çñóâ ôàç  = k(r – r1) çàëåæèòü íå ëèøå â³ä , à é â³ä r. 
Çàëåæí³ñòü àìïë³òóäè A1  1/r1 â³ä , ÿê âèïëèâàº ç (7.40), òàêîæ íåîäíàêîâà 
íà ð³çíèõ â³äñòàíÿõ: âîíà òèì á³ëüø ñóòòºâà, ÷èì ìåíøà â³äñòàíü r. Íàâïàêè, 
ïðè çá³ëüøåíí³ r ïîð³âíÿíî ç âåëè÷èíîþ d, ð³çíèöÿ â³äñòàíåé r òà r1 ³ àìï-
ë³òóä A òà A1 ñòàº äåäàë³ ìåíø çíà÷óùîþ ïðè çì³í³ êóòà . Òàê, ÿêùî r = 
= 100d, òî àìïë³òóäà A â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä A1 íå á³ëüø, í³æ íà 0,5 %. Çðî-
çóì³ëî, ùî òàê³ îñîáëèâîñò³ âðàõîâóþòü ïðè ðîçðàõóíêó õàðàêòåðèñòèêè 
ñïðÿìîâàíîñò³ íà ð³çíèõ â³äñòàíÿõ â³ä äæåðåëà çâóêó. Íàïðèêëàä, íà ðèñ. 7.9 
íàâåäåí³ ä³àãðàìè ñïðÿìîâàíîñò³ Rp(), êîëè òî÷êà ñïîñòåðåæåííÿ çíàõî-
äèòüñÿ íà â³äñòàí³ r/ = 3 (êðèâà 1), r/ = 15 (êðèâà 2) ³ r/ = 100 (êðèâà 3) 
â³ä ïàðè ìîíîïîë³â, ùî íàî÷íî ³ëþñòðóþòü íàâåäåí³ âèùå ì³ðêóâàííÿ. Âè-

íèêàº ïèòàííÿ, ÿê ë³êâ³äóâàòè öþ 
íåîäíîçíà÷í³ñòü ó âèçíà÷åíí³ õà-
ðàêòåðèñòèêè ñïðÿìîâàíîñò³.

Ïåðåïèøåìî (7.40) ó âèãëÿä³

2

1

2
1 cos .

d d
r r

r r
    

 
   (7.41)

Ðèñ. 7.9. Õàðàêòåðèñòèêè cïðÿìîâàíîñò³
ïàðè ñèíôàçíèõ ìîíîïîë³â, r/:
1 — 3, 2 — 15, 3 — 100; d/ = 2,25
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Íåõàé òî÷êà ñïîñòåðåæåííÿ çíàõîäèòüñÿ íà â³äñòàí³ r >> d, òîä³ äîäàíêîì 
(d/r)2 ìîæíà íåõòóâàòè ïîð³âíÿío ç îäèíèöåþ:

1 1 2 cos .
d

r r
r

                                (7.42)

Äàë³, âçÿâøè äî óâàãè, ùî d/r << 1, âèðàç äëÿ r1 ñë³ä çàïèñàòè ó âèãëÿä³ 
ðÿäó:

2
2

1

1
1 cos cos ... .

2
d d

r r
r r

 
       

   
                (7.43)

Îòæå, ð³çíèöÿ õîäó õâèëü r = r – r1 âèçíà÷àºòüñÿ ðÿäîì:
2

2
1

1
cos cos ...

2
d

r r r d
r

                      (7.44)

Ç îãëÿäó íà ôîðìóëó (7.43) ñòàº çðîçóì³ëèì, ùî íà äîñèòü âåëèêèõ 
ïîð³âíÿíî ç ðîçì³ðîì âèïðîì³íþâà÷à â³äñòàíÿõ (r >> d) àìïë³òóäí³ ìíîæ-
íèêè A ³ A1 (7.37) ñòàþòü ïðàêòè÷íî îäíàêîâèìè ³ íåçàëåæíèìè â³ä êóòà . 
Îòæå, ïðè r >> d ìîæíà çàïèñàòè

0
1 .

4
V

A A
r




                                  (7.45)

Òîä³ âèðàç (7.38) äëÿ àìïë³òóäè òèñêó â òî÷ö³ ñïîñòåðåæåííÿ ñïðîùóºòüñÿ:

02(1 cos ) cos .
2 2

V
p A

r
 


                      (7.46)

Òåïåð çâåðíåìî óâàãó íà ð³çíèöþ ôàç . Ó ôàç³ êîëèâàíü (7.39) çðîáèòè 
çàì³íó êîðåíÿ êâàäðàòíîãî íà îäèíèöþ (7.42) íåìîæëèâî, àäæå äëÿ ôàçè 
ñóòòºâ³ íå â³äíîñí³, à àáñîëþòí³ ïîõèáêè. Òîìó óìîâà d/r >> 1 âçàãàë³ íå-
äîñòàòíÿ ³ òðåáà çâåðíóòèñÿ äî (7.44). Çâ³äñè ð³çíèöÿ ôàçè  âèçíà÷àºòüñÿ 
ðÿäîì:

2
21

cos cos ....
2

kd
k r kd

r
                        (7.47)

Âèðàç (7.47) äîçâîëÿº çðîáèòè âèñíîâîê: ð³çíèöþ ôàç ì³æ òèñêàìè õâèëü 
â³ä îáîõ ìîíîïîë³â ó òî÷ö³ ñïîñòåðåæåííÿ ìîæíà ââàæàòè ÿê òàêó, ùî íå 
çàëåæèòü â³ä â³äñòàí³, ÿêùî âèêîíóºòüñÿ äðóãà óìîâà:

2

2
kd

r
<< , àáî 

2d
r

<< 1.                            (7.48)

Ïðè âèêîíàíí³ ö³º¿ óìîâè ìîæíà âèçíà÷èòè ð³çíèöþ õîäó õâèëü:

cosr d                                       (7.49)

òà ôàçîâèé çñóâ ì³æ òèñêàìè õâèëü ó òî÷ö³ ñïîñòåðåæåííÿ:

cos .k r kd                                   (7.50)
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Ðèñ. 7.10. Ð³çíèöÿ õîäó õâèëü r : a —
çàãàëüíèé âèïàäîê; á — äëÿ äàëüíüî¿    
çîíè

Òîä³ ôîðìóëà äëÿ àìïë³òóäè òèñêó 
(7.46) ìàòèìå âèãëÿä

0 cos cos .
2 2

V kd
p

r





   
 

                           (7.51)

Çðîçóì³ëî, ùî |p|max âèçíà÷àºòüñÿ ïðè  = 90. Çâ³äñè çã³äíî ç âèçíà÷åííÿì 
(7.33) îòðèìóºìî âèðàç äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñïðÿìîâàíîñò³ ïàðè ñèíôàçíèõ 
ìîíîïîë³â:

 
( )

cos cos cos cos .
2( 90 )

p kd d
R

p


   


                     (7.52)

Ïîä³áí³ ì³ðêóâàííÿ ìîæíà ïîâòîðèòè ³ äëÿ âèïðîì³íþâàëüíî¿ ñèñòåìè, 
ùî ìàº äîâ³ëüíå ÷èñëî ìîíîïîë³â, ïðè÷îìó íåñóòòºâî, ÷è áóäóòü îäíàêî-
âèìè àìïë³òóäè ³ ôàçè îá’ºìíèõ øâèäêîñòåé óñ³õ ìîíîïîë³â. Ïðè öüîìó 
ñë³ä ñòåæèòè çà âèêîíàííÿì äâîõ óìîâ:

1) ïðè d/r << 1 çáåð³ãàºòüñÿ â³äíîøåííÿ àìïë³òóä âíåñê³â êîæíîãî ìî-
íîïîëÿ â ïîëå ó òî÷ö³ ñïîñòåðåæåííÿ ïðè çì³í³ â³äñòàí³;

2) ïðè kd 2 /r << 1 çàëèøàºòüñÿ íåçì³ííîþ ð³çíèöÿ ôàç ïðè â³ääàëåíí³ 
âçäîâæ äàíîãî íàïðÿìêó.

Äðóãà óìîâà, íà â³äì³íó â³ä ïåðøî¿, çàëåæèòü â³ä ÷àñòîòè. ßê íàñë³äîê, 
á³ëüø æîðñòêîþ ìîæå áóòè ÿê ïåðøà, òàê ³ äðóãà óìîâà: ïðè íèçüêèõ ÷àñ-
òîòàõ á³ëüø æîðñòêà ïåðøà óìîâà, à ïðè âèñîêèõ — äðóãà. Îáëàñòü ïðîñòî-
ðó, äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ îáèäâ³ çàçíà÷åí³ óìîâè íàçèâàþòü äàëüíüîþ çî-
íîþ âèïðîì³íþâà÷à. (Ïîâåðí³òüñÿ äî ðèñ. 7.9 ³ ñïðîáóéòå ïðîêîìåíòóâàòè 
õ³ä êðèâèõ.)

Îòæå, äî âèçíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèêè ñïðÿìîâàíîñò³ (äèâ. (7.33)) ñë³ä 
äîäàòè çàóâàæåííÿ ùîäî òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ: âîíà ïîâèííà çíàõîäèòèñü 
ó äàëüí³é çîí³ âèïðîì³íþâà÷à. ßê áà÷èìî, äëÿ ö³º¿ çîíè ïðîìåíåâà êàð-
òèíêà (ðèñ. 7.10, à) º äåùî ³íøîþ. Ä³éñíî, çã³äíî ç (7.49) ð³çíèöÿ õîäó 
õâèëü r = dcos â³äïîâ³äàº ñï³ââ³äíîøåííþ äëÿ ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà. 
À öå îçíà÷àº, ùî â ìåæàõ ïðèéíÿòîãî íàáëèæåííÿ ïðîìåí³, âçäîâæ ÿêèõ 
ïîøèðþþòüñÿ õâèë³ â òî÷êó ñïîñòåðåæåííÿ, ìîæíà ââàæàòè ïàðàëåëüíèìè 
(ðèñ. 7.10, á).

Íà ðèñ. 7.11 íàâåäåí³ õàðàêòåðèñòèêè ñïðÿìîâàíîñò³ ïàðè ñèíôàçíèõ 
ìîíîïîë³â ïðè ð³çí³é õâèëüîâ³é â³äñòàí³ ì³æ ìîíîïîëÿìè: à) d/ = 0,5, 
á) d/ = 0,725, â) d/ = 1,0, ã) d/ = 2,25. Ó ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ, äå 
ô³ãóðóº ùå é êóò , ä³àãðàìà ñïðÿìîâàíîñò³ ÿâëÿº ñîáîþ ïîâåðõíþ îáåð-
òàííÿ êðèâî¿ íàâêîëî îñ³  = 0. Àíàë³çóþ÷è (7.52) òà ãðàô³êè íà ðèñ. 7.11, 
ìîæíà ä³éòè âèñíîâêó, ùî âèãëÿä õàðàêòåðèñòèêè ñïðÿìîâàíîñò³ âèçíà-
÷àºòüñÿ õâèëüîâèìè ðîçì³ðàìè âèïðîì³íþâà÷à d/: ïðè d/ << 1 ñèíôàçíà 
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ïàðà ìîíîïîë³â º íåñïðÿìîâàíèì âèïðîì³íþâà÷åì, ïðè çá³ëüøåíí³ d/ ó 
ä³àãðàìè ñïðÿìîâàíîñò³ ç’ÿâëÿþòüñÿ ìàêñèìóìè òà ì³í³ìóìè, òîáòî âèíè-
êàþòü ïåëþñòêè.

Äëÿ ê³ëüê³ñíî¿ õàðàêòåðèñòèêè ôîðìè ïåëþñòîê ó õàðàêòåðèñòèö³ ñïðÿ-
ìîâàíîñò³ ââîäÿòü ïîíÿòòÿ øèðèíè ïåëþñòêè. Çâè÷àéíî ¿¿ âèçíà÷àþòü íà 
ð³âí³ 1 2 0,707  â³ä ìàêñèìóìó (ùî â³äïîâ³äàº ïîëîâèíí³é ïîòóæíîñò³); 

íàïðèêëàä, íà ðèñ. 1.11, à øèðèíà ïåëþñòêè ñòàíîâèòü   40.
Ðîçãëÿíåìî á³ëüø çàãàëüíó ñèòóàö³þ, êîëè ïîâåðõí³ òî÷êîâèõ äæåðåë 

ðóõàþòüñÿ íåñèíôàçíî, òîáòî ¿õ êîëèâàëüí³ øâèäêîñò³ ìàþòü äåÿêèé çñóâ 
ôàçè : 1 = 0exp(–it), 2 = 0exp(–it + i). Ðåêîìåíäóºìî ÷èòà÷åâ³ ñà-
ìîñò³éíî çàïèñàòè âèðàç äëÿ çâóêîâîãî ïîëÿ â äàëüí³é çîí³ ³ ïîò³ì îòðèìà-
òè òàêó ôîðìóëó äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñïðÿìîâàíîñò³ íåñèíôàçíî¿ ïàðè ìî-
íîïîë³â:

  cos cos cos .
2 2

d
R

    


        
   

                (7.53)

Íà ðèñ. 7.12 çîáðàæåíà ä³àãðàìà ñïðÿìîâàíîñò³ ïðè d/ = 0,5,  = /2. 
Ïîð³âíþþ÷è ðèñ. 7.12 òà ðèñ. 7.11, à, ïîì³÷àºìî, ùî âíàñë³äîê çñóâó ôàç 
ì³æ êîëèâàííÿìè äæåðåë âèíèêëî çì³ùåííÿ ìàêñèìóì³â ³ ì³í³ìóì³â õàðàê-
òåðèñòèêè ñïðÿìîâàíîñò³, ùî ñóïðîâîäæóºòüñÿ çì³íîþ ôîðìè ïåëþñòîê.

Ïîâîðîò ìàêñèìóì³â ÿâëÿº ñîáîþ ö³êàâèé ç òî÷êè çîðó ïðàêòè÷íîãî 
çàñòîñóâàííÿ åôåêò. Ñïðàâä³, êóò çñóâó ôàç êîëèâàíü äæåðåë ïîð³âíÿíî 
ëåãêî ðåãóëþâàòè çà äîïîìîãîþ ôàçîîáåðòà÷à, ÿêèé âìèêàºòüñÿ â åëåê-
òðè÷íå êîëî âèïðîì³íþâàëüíî¿ ñèñòåìè. Çì³íþþ÷è êóò çñóâó ôàç , ðî-
áèìî ïîâîðîò ïåëþñòîê õàðàêòåðèñòèêè ñïðÿìîâàíîñò³, íå ïîâåðòàþ÷è 
ñàì âèïðîì³íþâà÷. Ìåòîä åëåêòðè÷íîãî ñêàíóâàííÿ òàêèõ õàðàêòåðèñòèê 
ìàº ïåðåâàãó íàä ìåòîäîì ìåõàí³÷íîãî ñêàíóâàííÿ çàâäÿêè ñâî¿é ïðàê-
òè÷í³é áåç³íåðö³éíîñò³. Äî íåäîë³ê³â åëåêòðè÷íîãî ñêàíóâàííÿ íàëåæèòü 
ñïîòâîðåííÿ ôîðìè õàðàêòåðèñòèêè ñïðÿìîâàíîñò³ ïðè ïîâîðîò³ ìàêñè-
ìóì³â. Óçàãàë³, ïîáóäîâà âèïðîì³íþâàëüíèõ ³ ïðèéìàëüíèõ ïðèñòðî¿â ç 
íàïåðåä çàäàíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ñïðÿìîâàíîñò³ º âàæëèâîþ ç ïðàêòè÷-
íî¿ òî÷êè çîðó çàäà÷åþ â àêóñòèö³ ³ åëåêòðîäèíàì³ö³. Äîñë³äæåííþ öèõ 
ïèòàíü ïðèä³ëåíà âåëèêà óâàãà â ñïåö³àëüí³é ë³òåðàòóð³ ç ïèòàíü ïðîåê-
òóâàííÿ âèïðîì³íþâàëüíèõ ³ ïðèéìàëüíèõ àíòåí.

Ðèñ. 7.12. Õàðàêòåðèñòèêà ñïðÿ-
ìîâàíîñò³ íåñèíôàçíî¿ ïàðè ìî-
íîïîë³â:
d/ = 0,5,  = /2

Ðèñ. 7.11. Õàðàêòåðèñòèêà ñïðÿìîâàíîñò³ ïàðè ñèí-
ôàçíèõ ìîíîïîë³â, d/:
à — 0,5; á — 0,725; â — 1,0; ã — 2,25
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Íà çàê³í÷åííÿ öüîãî ïàðàãðàôó çðîáèìî ö³êàâå ñïîñòåðåæåííÿ. Ôîðìó-
ëà (7.36) âèçíà÷àº òèñê çâóêîâîãî ïîëÿ ñèíôàçíî¿ ïàðè ìîíîïîë³â çà áóäü-
ÿêî¿ â³äñòàí³ r. Äîñë³äèìî, ÿê çì³íèòüñÿ öåé âèðàç, ÿêùî òî÷êà ñïîñòåðå-
æåííÿ çíàõîäèòüñÿ â äàëüí³é çîí³ (ðèñ. 7.10, á). Òóò çã³äíî ç ðèñ. 7.10, á r –
– r1 = r = dcos, a A1 = A = V0 /(4r). Îòæå, â ìåæàõ ïðèéíÿòèõ íàáëè-
æåíü òèñê ó äàëüí³é çîí³ ìîæíà âèçíà÷èòè çà ôîðìóëîþ

   0 exp 1 exp cos .
4
V

p i i t ikr ikd
r

  


                   (7.54)

ßê áà÷èìî, âèðàç ïåðåä äóæêàìè âèçíà÷àº ñôåðè÷íó õâèëþ, à âèðàç ó äóæ-
êàõ çàëåæèòü â³ä êóòà  ³ íå çàëåæèòü â³ä â³äñòàí³ r. Òàêèì ÷èíîì, ó äàëüí³é 
çîí³ ïîëå ïàðè ìîíîïîë³â ÿâëÿº ñîáîþ ñôåðè÷íó õâèëþ, àìïë³òóäà òèñêó 
ÿêî¿ íà ïîâåðõí³ ñôåðè÷íîãî ôðîíòó âèçíà÷àºòüñÿ êóòîâîþ ôóíêö³ºþ ³ íå 
çàëåæèòü â³ä â³äñòàí³ r. Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî âèñíîâîê ç íàøîãî ñïîñòåðåæåííÿ 
ìàº çàãàëüíèé õàðàêòåð, òîáòî ñòîñóºòüñÿ áóäü-ÿêîãî äæåðåëà çâóêó ³ ïðî öå 
ìîâà áóäå éòè äàë³.

Óçàãàëüíþþ÷è, ìîæíà ñêàçàòè, ùî õàðàêòåðèñòèêà ñïðÿìîâàíîñò³ âè-
ïðîì³íþâà÷à çâóêó âèçíà÷àºòüñÿ ¿¿ õâèëüîâèì ðîçì³ðîì ³ àìïë³òóäíî-ôàçî-
âèì ðîçïîä³ëîì øâèäêîñò³ êîëèâàíü íà ïîâåðõí³ âèïðîì³íþâà÷à.

7.7. Îñöèëþþ÷à ñôåðà

Ó ïàðàãðàô³ 7.2 äîñë³äæóâàëè çâóêîâå ïîëå, ÿêå óòâîðþºòüñÿ
çàâäÿêè ïóëüñóþ÷îìó ðóõó æîðñòêî¿ áåçìàñîâî¿ ñôåðè ðàä³óñîì a. Çàðàç
ðîçãëÿíåìî ñèòóàö³þ, êîëè öåíòð ñôåðè ðóõàºòüñÿ âçäîâæ îñ³ Oz ç³ øâèä-
ê³ñòþ  = 0exp(–it), òîáòî ñôåðà êîëèâàºòüñÿ ÿê îäíå ö³ëå íàâêîëî ñâîãî 
ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè z = 0 (ðèñ. 7.13). Òàêå äæåðåëî çâóêó íàçèâàþòü îñöè-
ëþþ÷îþ ñôåðîþ, àáî ñôåðè÷íèì äæåðåëîì ïåðøîãî ïîðÿäêó, à õâèëþ, ÿêó âî-
íî óòâîðþº, — ñôåðè÷íîþ õâèëåþ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ïîð³âíÿâøè çâóêîâ³ 
ïîëÿ ïóëüñóþ÷î¿ ³ îñöèëþþ÷î¿ ñôåð, çðîáèìî íà áàç³ öüîãî àíàë³çó äåÿê³ 
óçàãàëüíåííÿ.

Ùîá âèçíà÷èòè çâóêîâå ïîëå îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè, ñë³ä çíàéòè òàêèé
ðîçâ’ÿçîê — p(r, , , t) = p(r, , )exp(–it) — õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ, ÿêèé
áè çàäîâîëüíÿâ ãðàíè÷í³ óìîâè íà ïîâåðõí³ ñôåðè ³, çâè÷àéíî, óìîâè âè-
ïðîì³íþâàííÿ. Çà òàêîãî ðóõó äæåðåëà øâèäê³ñòü ÷àñòèíîê ñôåðè ³ àêó-

ñòè÷íîãî ñåðåäîâèùà ìàòèìå äâ³ ñêëà-
äîâ³: ðàä³àëüíó r — óçäîâæ ðàä³óñà r 
³ òàíãåíö³àëüíó  — ïåðïåíäèêó-
ëÿðíó äî ðàä³óñà r (äèâ. ðèñ. 7.13). 
Ãðàíè÷íà óìîâà íà ïîâåðõí³ ñôåðè
ïîëÿãàº ó ð³âíîñò³ ðàä³àëüíî¿ ñêëà-
äîâî¿ øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê ñôåðè r = 
= 0cos exp(–it) òà ðàä³àëüíî¿ êîì-
ïîíåíòè øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê ó çâó-
êîâîìó ïîë³ ïðè r = a, òîáòî

Ðèñ. 7.13. Ïðèêëàä îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè
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0

1
cos .

r a

p
i r

 
 





                              (7.55)

Çâåðíåìî óâàãó, ùî íà òàíãåíö³àëüíó êîìïîíåíòó øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê
ñôåðè 0sin exp(–it) íå íàêëàäàºòüñÿ óìîâà ð³âíîñò³ òàíãåíö³àëüí³é êîì-
ïîíåíò³ øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê çâóêîâîãî ïîëÿ íà ïîâåðõí³ ñôåðè, ùî ñïðà-
âåäëèâî äëÿ ³äåàëüíîãî ñåðåäîâèùà.

Çàäà÷à º â³ñåñèìåòðè÷íîþ, òîáòî ïðè îáåðòàíí³ íàâêîëî îñ³ Oz óñ³ òî÷-
êè, ùî íàëåæàòü ë³í³¿, ÿêà âèïèñóºòüñÿ ïðîìåíåì  = const, r = const, áó-
äóòü ð³âíîïðàâí³. Òîä³ çàëåæí³ñòü â³ä ñôåðè÷íî¿ êîîðäèíàòè  â³äñóòíÿ ³
òîìó òðåò³é äîäàíîê ó ð³âíÿíí³ Ãåëüìãîëüöa (7.4) ó ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ
äîð³âíþº íóëþ. Îòæå, öå ð³âíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè òàê:

2 21
sin 0.

sin
p p

r k r p
r r


  

                 
                (7.56)

Çíàéòè ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (7.56) — ñêëàäíà çàäà÷à, ïðîòå ¿¿ ìîæíà 
ñïðîñòèòè, ÿêùî â ðîçâ’ÿçêó ñïðîáóâàòè âãàäàòè çàëåæí³ñòü â³ä êóòà . 
Ïðèïóñòèìî, ùî ðîçâ’ÿçîê ìàº âèãëÿä p(r, ) = R(r)cos, òîáòî çàëåæí³ñòü 
â³ä êóòà  ó çâóêîâîìó ïîë³ òàêà ñàìà, ÿê ³ ðàä³àëüíî¿ ñêëàäîâî¿ øâèäêîñò³ 
íà ïîâåðõí³ ñôåðè. Ï³äñòàâèâøè öåé ðîçâ’ÿçîê ó (7.56), îòðèìàºìî

2 2 22 ( ) ( ) 0.
d dR

r R r k r R r
dr dr

     
                  

(7.57)

Îòæå, êóòîâà çàëåæí³ñòü ðîçâ’ÿçêó ó âèãëÿä³ cos º ïðàâèëüíîþ, ³ ô³çè÷íî 
öå îçíà÷àº, ùî çâóêîâå ïîëå çà êîîðäèíàòîþ  ïîâòîðþº çàëåæí³ñòü ðàä³à-
ëüíî¿ ñêëàäîâî¿ øâèäêîñò³ íà ïîâåðõí³ ñôåðè. Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî öå íå 
òðèâ³àëüíèé ðåçóëüòàò. Íàïðèêëàä, ÿêùî ïðèïóñòèòè ðîçâ’ÿçîê ó âèãëÿä³ 
p(r, ) = R(r)cos(n) çà óìîâè n > 1, òî òóò íå ìîæíà ñêîðîòèòè íà cos(n). 
Öå ñâ³ä÷èòü ïðî òå, ùî ïîëå íå ïîâòîðþº êîëèâàííÿ ñôåðè ó ðàç³ çàëåæ-
íîñò³ ðàä³àëüíî¿ ñêëàäîâî¿ øâèäêîñò³ òèïó cos(n), n > 1. Òàê çíèêëà ïðè-
âàáëèâà ìîæëèâ³ñòü ðîçêëàñòè ñêëàäíå êîëèâàííÿ ñôåðè íà ãàðìîí³êè (ïå-
ðåêîíàéòåñÿ â öüîìó ñàìîñò³éíî).

Ç âèðàçó (7.57) îäåðæóºìî ð³âíÿííÿ äëÿ ôóíêö³¿ R(r):

 2 2 2 2 0.
d dR

r k r R
dr dr

     
 

                       (7.58)

ßêùî kr >> 1, òî (7.58) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿä³

2 2 2 0,
d dR

r k r R
dr dr

    
                             

(7.59)

ùî çá³ãàºòüñÿ ç ð³âíÿííÿì (7.6) äëÿ ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè. Çðîçóì³ëî, ùî â 
öüîìó âèïàäêó ðîçâ’ÿçîê (7.59) çá³ãàºòüñÿ ç ðîçâ’ÿçêîì äëÿ ïóëüñóþ÷î¿ ñôå-

ðè (7.8):    exp .
A

R r ikr
r

  Ðîçâ’ÿçîê  exp
B

ikr
r

 â³äêèäàºìî, îñê³ëüêè â³í



Îñíîâè àêóñòèêè

312

Ðèñ. 7.14. Õàðàêòåðèñòèêà ñïðÿìîâàíîñò³ îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè

íå çàäîâîëüíÿº óìîâó âèïðîì³íþâàííÿ. Òàêèì ÷èíîì, íà âå-
ëèê³é õâèëüîâ³é â³äñòàí³ â³ä îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè (kr >> 1) çà-
ëåæí³ñòü òèñêó çâóêîâîãî ïîëÿ â³ä â³äñòàí³ r òàêà ñàìà, ÿê ³
äëÿ ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè. (Çãàäàéòå âèñíîâîê ùîäî ôîðìóëè 

(7.54).)
Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (7.58) âèçíà÷àº ðàä³àëüíó ñêëàäîâó çâóêîâîãî ïîëÿ 

îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè íà áóäü-ÿê³é â³äñòàí³ â³ä ñôåðè. Çàïèñóºìî ðîçâ’ÿçîê 
ð³âíÿííÿ (7.58), íå ðîçãëÿäàþ÷è ïîêè øëÿõè éîãî ïîøóêó,

 ( ) 1 exp .
A i

R r ikr
r kr
   
 

Îòæå, òèñê çâóêîâîãî ïîëÿ îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè ìîæíà çàïèñàòè òàê:

   , , 1 cos exp ,
A i

p r t i t ikr
r kr

       
 

             (7.60)

äå ñòàëà À âèçíà÷àºòüñÿ ç ãðàíè÷íî¿ óìîâè (7.55). ßê áà÷èìî, ÿêùî ó ïóëü-
ñóþ÷î¿ ñôåðè äëÿ çâóêîâîãî òèñêó íåìàº ïîä³ëó íà áëèæíº é äàëüíº ïîëå, 
òî äëÿ îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè â³í º. Ó ðàç³ kr >> 1 ôîðìóëà (7.60) íàáóâàº âè-
ãëÿäó

   , , exp cos .
A

p r t i t ikr
r

                         (7.61)

ßê ³ ó âèïàäêó ïàðè ìîíîïîë³â (äèâ. (7.54)), ó äàëüí³é çîí³ ïîëå îñöèëþþ-
÷î¿ ñôåðè ÿâëÿº ñîáîþ ñôåðè÷íó õâèëþ, àìïë³òóäà òèñêó ÿêî¿ íà ñôåðè÷-
íîìó ôðîíò³ âèçíà÷àºòüñÿ ôóíêö³ºþ, ùå íå çàëåæèòü â³ä r, à ò³ëüêè â³ä êóòà 
 (ó äàíîìó âèïàäêó öå cos). Òàê, çà óìîâè  = 0 òèñê áóäå ìàêñèìàëüíèé, 
à ïðè  = 90 — äîð³âíþº íóëþ. Íà ðèñ. 7.14 íàâåäåíà õàðàêòåðèñòèêà 
ñïðÿìîâàíîñò³ îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè çà òèñêîì Rp() = |cos |. Çâ³äñè âèïëèâàº 
âàæëèâèé âèñíîâîê: ñïðÿìîâàíå âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó îäåðæàíî çà ðàõó-
íîê ñïåö³àëüíîãî ðîçïîä³ëó êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ íà ïîâåðõí³ äæåðåëà.

Âèçíà÷èìî ñêëàäîâ³ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê ó çâóêîâîìó ïîë³ 
îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè:

 
2

exp1 1 2 2
cos ,r

i t ikrp i
A ik

i r i r rkr


 

 
         

          (7.62)

 
2

exp1 1 1
1 sin .

i t ikrp i
A

i r i krr


 

  
        

             (7.63)

ßêùî kr >> 1, òî r  1/r,   1/r 2, òîáòî íà âåëèê³é õâèëüîâèé â³äñòàí³ â³ä 
äæåðåëà ÷àñòèíêè ñåðåäîâèùà ðóõàþòüñÿ ïðàêòè÷íî ðàä³àëüíî (r >> ).

Òàêèì ÷èíîì, ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî äëÿ ñóòòºâî ð³çíèõ âèïðîì³íþâà÷³â —
ïàðà ìîíîïîë³â ³ îñöèëþþ÷à ñôåðà — ïîëå íà çíà÷í³é õâèëüîâ³é â³äñòàí³ 
ìàº îäíàêîâó ñòðóêòóðó. 
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Âèÿâëÿºòüñÿ (³ ïðî öå ìè ùå ïîãîâîðèìî), ùî ïðè äîâ³ëüíîìó ðîçïîä³ë³ 
øâèäêîñò³ íà ïîâåðõí³ äæåðåëà, íà âåëèê³é õâèëüîâ³é â³äñòàí³ (kr >> 1) â³ä 
äæåðåëà, çâóêîâå ïîëå ìàòèìå âèãëÿä

     exp
, , , , ,

i t ikr
p r t A q

r


   

 
                 (7.64)

òîáòî ïîäàºòüñÿ ó âèãëÿä³ äâîõ ìíîæíèê³â: ïîëÿ ñôåðè÷íî¿ õâèë³ íóëüîâîãî 
ïîðÿäêó òà ôóíêö³¿ q (, ), ÿêà âèçíà÷àº ñïðÿìîâàí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ 
(äëÿ îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè q (, ) = ños). ²íøèìè ñëîâàìè, â äàëüí³é çîí³ 
çâóêîâå ïîëå äîâ³ëüíîãî âèïðîì³íþâà÷à ÿâëÿº ñîáîþ õâèëþ, çàëåæí³ñòü 
àìïë³òóäè òèñêó ÿêî¿ â³ä â³äñòàí³ r òàêà æ, ÿê ó ñôåðè÷íié õâèë³; ïðè öüîìó 
ðîçïîä³ë àìïë³òóäè òèñêó íà ñôåðè÷í³é ïîâåðõí³ âèçíà÷àºòüñÿ ôóíêö³ºþ 
|q(, )| ³ íå çàëåæèòü â³ä â³äñòàí³ r.

Çðîçóì³ëî, ùî çàïèñ ïîëÿ ó âèãëÿä³ (7.64) äîçâîëÿº îá÷èñëèòè ³íòåíñèâ-
í³ñòü ó äàëüí³é çîí³ äîâ³ëüíîãî âèïðîì³íþâà÷à çà ôîðìóëîþ (7.29) äëÿ 
³íòåíñèâíîñò³ â ñôåðè÷í³é õâèë³:

2

,
2r

p
I

c
                                        (7.65)

äå p — àìïë³òóäà òèñêó â äàëüíüîìó ïîë³ äæåðåëà çâóêó.

Âèçíà÷èìî îï³ð âèïðîì³íþâàííÿ îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè. Äëÿ âèçíà÷åííÿ 
îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ (7.16) íåîáõ³äíî çíàòè ðåàêö³þ F ñåðåäîâèùà íà ðó-
õîìó ñôåðó. ¯¿ ìîæíà çíàéòè, ïðî³íòåãðóâàâøè òèñê çà âñ³ºþ ïîâåðõíåþ 
ñôåðè. ßê íàñë³äîê òîãî, ùî ïîëå áóäå â³ñåñèìåòðè÷íèì â³äíîñíî îñ³ Oz, 
äîñòàòíüî âðàõóâàòè ëèøå ñêëàäîâó ñèëó âçäîâæ îñ³ Oz, àäæå ñàìå âîíà 
âèçíà÷àº îñöèëþþ÷èé ðóõ ñôåðè. Øóêàíà ñèëà, ç ÿêîþ ñåðåäîâèùå ä³º íà 
ñôåðó, 

( )

cos
S

F p dS  , äå ³íòåãðóâàííÿ çä³éñíþºòüñÿ çà âñ³ºþ ïîâåðõ-

íåþ S ñôåðè. Îñê³ëüêè òèñê îäíàêîâèé â óñ³õ òî÷êàõ îäí³º¿ ïàðàëåë³ 
( = const, ðèñ. 7.15) ÿê åëåìåíò ³íòåãðóâàííÿ ìîæíà âçÿòè ïîÿñ ì³æ 
áëèçüêèìè ïàðàëåëÿìè, ïðèéíÿâøè çà çì³ííó ³íòåãðóâàííÿ êóò . Ïëîùà 
òàêîãî ïîÿñó 2a2sind. Îòæå, ðåçóëüòóþ÷à 

ñèëà 22F a
0

sinp


 cos d  . Ï³äñòà-

âèâøè ñþäè âèðàç (7.60) äëÿ òèñêó p, ï³ñëÿ 
³íòåãðóâàííÿ îäåðæèìî

 4
1 exp .

3
i

F aA i t ika
ka

      
 

   (7.66)

²ìïåäàíñ îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè âèçíà÷èìî 
ñï³ââ³äíîøåííÿì

 â .
, 0r

F
Z

r a 


 
         (7.67)

Ðèñ. 7.15. Ïðèêëàä åëåìåíòà ³íòå-
ãðóâàííÿ
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Âðàõîâóþ÷è (7.66) ³ (7.62) (ïðè r = a,  = 0), ï³ñëÿ ïåðåòâîðåíü çàïèñóºìî

 
 

 
 

 
4 3

2
â â â4 4

24
,

3 34 4

ka ka ka S
Z a i c c R iX

ka ka
  

 
    

   
      (7.68)

äå S = 4a2 — ïëîùà ïîâåðõí³ ñôåðè;

4

â 4

( )

4 ( )

ka
R

ka



; 

 в

3

4

( ) 2
.

4

ka ka
X

ka





                        (7.69)

ßê áà÷èìî, Zâ ìàº êîìïëåêñíèé õàðàêòåð, òîáòî º ñèíôàçíîþ ñêëàäîâîþ ì³æ 
ð òà r, à òàêîæ ñêëàäîâîþ, äëÿ ÿêî¿ âëàñòèâèé çñóâ ôàç íà 90 ì³æ ð òà r . 
ßê ³ äëÿ ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè, óÿâíà ÷àñòèíà ³ìïåäàíñó âèïðîì³íþâàííÿ îñ-
öèëþþ÷î¿ ñôåðè ìàº õàðàêòåð ìàñè, òîáòî iIm[Zâ] = –iMïð, äå Ìïð — ïðè-
ºäíàíà ìàñà:

 
 

2

3
ïð 4

24
.

3 4

ka
M a

ka
 





                          (7.70)

ßêùî õâèëüîâèé ðîçì³ð ñôåðè ìàëèé, òî

3
ïp

1 4
2 3

M a    
 

 çà óìîâè ka << 1,               (7.71)

òîáòî äîð³âíþº ìàñ³ ñåðåäîâèùà ó ïîëîâèí³ îá’ºìó ñôåðè.
Ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ ðåàêòèâíîþ òà àêòèâíîþ ÷àñòèíàìè ³ìïåäàíñó âè-

ïðîì³íþâàííÿ çàëåæèòü â³ä ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ ðàä³óñîì ñôåðè òà äîâæè-
íîþ çâóêîâî¿ õâèë³, òîáòî â³ä âåëè÷èíè ka. Íà ðèñ. 7.16 çîáðàæåí³ çàëåæ-
íîñò³ Râ òà Õâ â³ä ka. Äëÿ ãðàíè÷íîãî âèïàäêó ka >> 1 ðåàêòèâíà ÷àñòèíà 
³ìïåäàíñó âèïðîì³íþâàííÿ ïðÿìóº äî íóëÿ, à àêòèâíà — äî cS/3.

Íà ïðàêòèö³ âàæëèâ³øèì º ïðîòèëåæíèé ãðàíè÷íèé âèïàäîê — ìàëèé 
ðàä³óñ ñôåðè ïîð³âíÿíî ç äîâæèíîþ õâèë³ (ka << 1). Îñê³ëüêè àêòèâíà 
ñêëàäîâà Zâ ïîâ’ÿçàíà ç ïîøèðåííÿì åíåðã³¿ â ñåðåäîâèù³, à ðåàêòèâíà 
ñêëàäîâà Zâ — ç ëîêàëüíèì ïåðåðîçïîä³ëîì åíåðã³¿ ïîáëèçó âèïðîì³íþâà÷à, 
òî éîãî åôåêòèâí³ñòü ìîæíà õàðàêòåðèçóâàòè â³äíîøåííÿì â âRe[ ] Im[ ]Z Z . 
Çà óìîâè ka << 1 ìàºìî:

äëÿ ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè

 

   в

в

0

0

Re

Im

Z
ka

Z
 ;                (7.72)

Ðèñ. 7.16. Çàëåæíîñò³ êîåô³ö³ºíò³â Râ òà Õâ  â³ä ka äëÿ îñ-
öèëþþ÷î¿ ñôåðè
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äëÿ îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè
 

   в

в

1
3

1

Re
.

Im

Z
ka

Z
                                   (7.73)

ßê áà÷èìî, ó âèïàäêó îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè ïðè ka << 1 ðåàêòèâíèé îï³ð ìàº 
íàáàãàòî á³ëüøó ïåðåâàãó íàä àêòèâíèì îïîðîì, í³æ äëÿ ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè. 
Öå, áåçóìîâíî, ïîâèííî âïëèíóòè íà åíåðãåòè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè îñöè-
ëþþ÷î¿ ñôåðè ïîð³âíÿíî ç ïóëüñóþ÷îþ. Ïðî öå áóäå éòè ìîâà íèæ÷å.

7.8. Åíåðãåòè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè îñöèëþþ÷î¿
ñôåðè

Îñê³ëüêè ñåðåäîâèùå íå ìàº âòðàò, òî ïîòóæí³ñòü, ÿêó âèïðî-
ì³íþº îñöèëþþ÷à ñôåðà, ìîæíà ðîçðàõóâàòè ÿê ïîò³ê ïîòóæíîñò³, ùî â³ä-
õîäèòü â³ä äæåðåëà êð³çü çàìêíóòó ïîâåðõíþ, ùî îòî÷óº äæåðåëî, íàïðèê-
ëàä, ñôåðó âåëèêîãî ðàä³óñà r, îïèñàíó ç äæåðåëà, ÿê ³ç öåíòðà. Ïðè kr >> 1 
òèñê òà ðàä³àëüíà øâèäê³ñòü ïðÿìóþòü äî âåëè÷èí (äèâ. (7.61) ³ (7.62)):

 cos exp ,
A

p i t ikr
r

     1
cos exp .r

A
i t ikr

ñ r
  


          (7.74)

Òîä³ ³íòåíñèâí³ñòü  *Re / 2r rI p  áóäå âèçíà÷àòèñÿ çà ôîðìóëîþ

2

2
2 cos .

2r

A
I

ñr



                                  (7.75)

Ïîòóæí³ñòü çíàõîäèìî, ³íòåãðóþ÷è ³íòåíñèâí³ñòü Ir çà âñ³ºþ ïîâåðõíåþ 

ñôåðè ðàä³óñîì r (äèâ. ðèñ. 7.15):  1 2

0

2 sinrP I r d


    . Ç óðàõóâàííÿì 

(7.75) îäåðæèìî ïîòóæí³ñòü îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè:

 
2

1 2
.

3

A
P

ñ



                                   (7.76)

Ñòàëó À âèçíà÷èìî ç ãðàíè÷íî¿ óìîâè (7.55):

 
 

3
0

2

exp
.

2 2

ka ika
A i

ka i i ka





 

 
                         (7.77)

Îòæå, ïîòóæí³ñòü îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè ìîæíà âèçíà÷èòè çà ôîðìóëîþ

 

 
 

2 2 6 22
1 10 0

â4

2 ( )
Re ,

3 24

k a
P Z

ñ ka

 


 


                  (7.78)

äå  1
âZ — îï³ð âèïðîì³íþâàííÿ îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè (äèâ. (7.68)). ßê ³ ñë³ä áó-

ëî ÷åêàòè, ïîòóæí³ñòü ïðîïîðö³éíà àêòèâí³é ÷àñòèí³ îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ.
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Ðîçãëÿíåìî âàæëèâó äëÿ ïðàêòèêè ñèòóàö³þ, êîëè õâèëüîâèé ðîçì³ð 
äæåðåëà ìàëèé, òîáòî ka << 1 (â åëåêòðîàêóñòèö³ âñ³ âèïðîì³íþâà÷³ íèçü-
êèõ ÷àñòîò çíàõîäÿòüñÿ â òàêèõ óìîâàõ). Ó öüîìó ðàç³ (7.26) ³ (7.78) íàáèðà-
þòü òàêîãî âèãëÿäó:

äëÿ ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè

   
2

20 0 ,
2

P cS ka


                                (7.79)

äëÿ îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè

   42
I 0 ,

2 3 4

kaS
P c

                                 (7.80)

çâ³äêè

 

 
 2I

0
.

12

kaP

P
                                     (7.81)

ßê áà÷èìî, çà óìîâè ka << 1 âèïðîì³íþâàííÿ îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè áóäå 
ìåíø åôåêòèâíèì, í³æ ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè. Öåé ôàêò ìîæíà ïîÿñíèòè òèì, 
ùî ïðè îñöèëÿö³ÿõ ñôåðè ð³çíèö³ òèñê³â ïåðåä é ïîçà ìàëîþ ñôåðîþ âñòè-
ãàþòü âèð³âíÿòèñÿ ì³ñöåâèìè “ïàðàçèòíèìè ïîòîêàìè” — ïåðåò³êàííÿì 
ð³äèíè ³ç ì³ñöü ç âåëèêèì òèñêîì äî ì³ñöü ³ç ìàëèì òèñêîì. ßê íàñë³äîê, 
åôåêòèâí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ ð³çêî çíèæóºòüñÿ ÷åðåç çíà÷íå çìåíøåííÿ 
àêòèâíî¿ ÷àñòèíè îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ ³ âåëèêîãî çíà÷åííÿ ðåàêòèâíî¿ 
ñêëàäîâî¿. Ïðè ïóëüñàö³ÿõ ñôåðè îäíàêîâèé àêóñòè÷íèé òèñê ñòâîðþºòüñÿ 
â³äðàçó íà âñ³é ïîâåðõí³ ñôåðè — ð³äèí³ ïåðåò³êàòè íåìà êóäè. Çà âèñîêèõ 
÷àñòîò îñöèëÿö³é ñôåðè, êîëè äîâæèíà õâèëü íàáàãàòî ìåíøà í³æ ðîçì³ð 
äæåðåëà, çì³íà òèñêó â³äáóâàºòüñÿ íàñò³ëüêè øâèäêî, ùî ðîçòÿãíåííÿ òà 
ñòèñíåííÿ íå âñòèãàþòü âçàºìíî êîìïåíñóâàòèñÿ.

“Ïàðàçèòí³ ïîòîêè” õàðàêòåðí³ íå ëèøå äëÿ îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè, à é äëÿ 
áóäü-ÿêèõ ³íøèõ ò³ë, ùî êîëèâàþòüñÿ ó ñåðåäîâèù³, íàïðèêëàä ìåìáðàíè, 
³, ÿêùî íå ïðèéíÿòè ñïåö³àëüíèõ çàïîá³æíèõ çàõîä³â, äóæå çìåíøóþòü ¿¿ 
âèïðîì³íþâàëüíó çäàòí³ñòü ó îáëàñò³ íèçüêèõ ÷àñòîò. Äëÿ çàïîá³ãàííÿ âè-
íèêíåííþ òàêèõ ïîòîê³â ì³æ ïåðåäíüîþ òà çàäíüîþ ïîâåðõíÿìè ìåìáðàíè 
¿¿ â³ää³ëÿþòü çàõèñíèì åêðàíîì, ùî ïåðåøêîäæàº ïåðåò³êàííþ ñåðåäîâèùà, 
ÿêèé íàçèâàþòü ðîçïîä³ëüíèì åêðàíîì. ²äåàëüíî öåé åêðàí ìàº áóòè 
íåñê³í÷åííî âåëèêèì. Àëå íåîáõ³äíîãî åôåêòó ìîæíà äîñÿãòè íàâ³òü çà äî-
ïîìîãîþ ïîð³âíÿíî íåâåëèêîãî åêðàíà ðàä³óñîì ïîðÿäêó /6, äå  — äîâ-
æèíà õâèë³ íèçüêî÷àñòîòíîãî çâóêó, ùî âèïðîì³íþºòüñÿ. Ïîä³áíó êàðòèíó 
ä³¿ “ïàðàçèòíèõ ïîòîê³â” ñïîñòåð³ãàºìî é ïðè êîëèâàííÿõ ñòðóí ñêðèïêè, 
ã³òàðè. Ñòðóíè ìóçè÷íèõ ³íñòðóìåíò³â ïðàêòè÷íî íå âèïðîì³íþþòü çâóêî-
âèõ õâèëü ³ çâóê, ùî ìè ÷óºìî, óòâîðþºòüñÿ êîëèâàííÿì äåêè (êîðïóñó), 
ùî çáóðþºòüñÿ ñòðóíàìè. Ïîâ³òðÿ íå âñòèãàº îáò³êàòè âåëèêó äåêó, ÿê ó 
âèïàäêó ç³ ñòðóíîþ, òîìó îáóìîâëåí³ äåêîþ ñòèñíåííÿ ïåðåäàþòüñÿ â 
ïîâ³òðÿ ó âèãëÿä³ õâèë³, à íå ì³ñöåâèõ ïîòîê³â.
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7.9. Äèïîëü

Ó ïàðàãðàô³ 7.5 áóëà ïîáóäîâàíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü òî÷êîâî-
ãî äæåðåëà (ìîíîïîëÿ), ÿêà øèðîêî âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïðè àíàë³ç³ çâóêîâèõ 
ïîë³â. ²íøà ìîäåëü äæåðåëà, ùî òàêîæ øèðîêî âèêîðèñòîâóºòüñÿ â òåîðå-
òè÷íèõ äîñë³äæåííÿõ, ÿâëÿº ñîáîþ ïàðó ïðîòèôàçíèõ ìîíîïîë³â (ðèñ. 7.17, 
à), ðîçì³ùåíèõ íà â³äñòàí³ d, ìàë³é ïîð³âíÿíî ç äîâæèíîþ õâèë³. Òàêå äæå-
ðåëî íàçèâàþòü äèïîëåì. 

Ïàðà ïðîòèôàçíèõ ìîíîïîë³â ñòâîðþº ïîëå òèñêó

   0 0exp exp cos
4 4 ( cos )

V V
p i ikr i ikr ikd

r r d
  

  
   



   0 exp cos1
exp .

4 cos

ikdV
i ikr

r r d




 
 

   
                  (7.82)

×àñîâèé ìíîæíèê exp(–it) ïèñàòè íå áóäåìî. Âðàõîâóþ÷è, ùî kd << 1, 
çàïèñóºìî òàêó íàáëèæåíó ð³âí³ñòü: exp( cos ) 1 cosikd ikd    . Òîä³

   0 1
cos exp .

4 cos
V d ikr

p i ikr
r r d

 
 






Ââàæàþ÷è d/r << 1, ìàòèìåìî òàêèé âèãëÿä äëÿ ïîëÿ òèñêó äèïîëÿ:

 0 2

1
cos exp ,

4
ikr

p i M ikr
r

 



                        (7.83)

äå M0 = V0d. Âåëè÷èíó 0M  íàçèâàþòü ìîìåíòîì äèïîëÿ. Îòæå, ïîëå äèïîëÿ 
âèçíà÷àºòüñÿ íå îá’ºìíîþ øâèäê³ñòþ ñêëàäîâèõ éîãî ìîíîïîë³â V0 ³ íå 
â³äñòàííþ ì³æ ìîíîïîëÿìè d îêðåìî, à äîáóòêîì öèõ âåëè÷èí V0d. Îäíà-
êîâå äèïîëüíå âèïðîì³íþâàííÿ ìîæíà îòðèìàòè çà äîïîìîãîþ ð³çíèõ ïàð 
ïðîòèôàçíèõ ìîíîïîë³â, ï³ä³áðàâøè îá’ºìí³ øâèäêîñò³ ìîíîïîë³â ³ â³äñ-
òàíü ì³æ íèìè òàêèì ÷èíîì, ùîá ìîìåíòè áóëè îäíàêîâ³.

ßêùî â³äñòàíü d ñïðÿìóâàòè äî íóëÿ, çàëèøàþ÷è íåçì³ííèìè îá’ºìí³ 
øâèäêîñò³ ñêëàäîâèõ ìîíîïîë³â, òî ìîìåíò äèïîëÿ, à ðàçîì ³ç òèì ³ ïîëå 
äèïîëÿ, òàêîæ áóäå ïðÿìóâàòè äî íóëÿ. Àëå ÿêùî çìåíøóþ÷è âåëè÷èíó d, 
îäíî÷àñíî çá³ëüøóâàòè â îáåðíåíîìó â³äíîøåíí³ îá’ºìí³ øâèäêîñò³, òàê, 
ùîá ìîìåíò äèïîëÿ áóâ íåçì³ííèé M0 = const, òî íåçì³ííèì áóäå ³ ïîëå 
äèïîëÿ. Îòæå, ïðèõîäèìî äî ïîíÿòòÿ òî÷êîâîãî äèïîëÿ.

Ïîëå äèïîëÿ ìîæíà òàêîæ çàïèñàòè ó âèãëÿä³

 
0

exp
.

4

ikr
p i M

z r



 

    
       (7.84)

Ðèñ. 7.17. Äèïîëü (à) ³ éîãî õàðàêòåðèñòèêà 
ñïðÿìîâàíîñò³ (á)
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Ä³éñíî, óíàñë³äîê áåçïîñåðåäíüîãî îá÷èñëåííÿ çà ôîðìóëîþ (7.84) îäåðæóºìî

     2

exp exp 1
exp

4 4 4

ikr ikr r ikr r
ikr

z r r r z zr  
       

    
      

,

îñê³ëüêè r/z = cos, òî ìàºìî ðåçóëüòàò, ùî çá³ãàºòüñÿ ç ôîðìóëîþ (7.83). 
Ñï³ââ³äíîøåííÿ (7.84) ïîêàçóº, ùî ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ äèïîëÿ, ïðîäè-
ôåðåíö³þâàâøè ïîëå ìîíîïîëÿ çà êîîðäèíàòîþ äæåðåëà z (ðèñ. 7.17, à). 
Àëå ïåðøèé âàð³àíò âèçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ äèïîëÿ º á³ëüø ïðèéíÿòíèì ç 
ô³çè÷íî¿ òî÷êè çîðó. 

Ïîð³âíÿííÿ ïîë³â äèïîëÿ ³ îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè äîçâîëÿº çðîáèòè î÷å-
âèäíèé ³ äóæå âàæëèâèé âèñíîâîê: ïðàêòè÷íîþ ðåàë³çàö³ºþ äèïîëüíîãî 
âèïðîì³íþâà÷à º îñöèëþþ÷à ñôåðà. Ö³êàâèì º âèïàäîê îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè 
ìàëîãî ðàä³óñà ïîð³âíÿíî ç äîâæèíîþ âèïðîì³íþâàëüíî¿ õâèë³ (ka << 1). 
Ðåêîìåíäóºìî ÷èòà÷åâ³ ñàìîñò³éíî çä³éñíèòè ïåðåòâîðåííÿ ôîðìóë (7.60), 
(7.77), íåõòóþ÷è ìàëèìè âåëè÷èíàìè ïîðÿäêó (ka)2 ïîð³âíÿíî ç îäèíèöåþ, 
³ îòðèìàòè íàáëèæåíèé âèðàç äëÿ ïîëÿ ìàëî¿ (ka << 1) îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè:

 3
0 2

1
2 cos exp .

4

ikr
p i a ikr

r
   




                      (7.85) 

Ïîð³âíþþ÷è âèðàçè (7.83) ³ (7.85), ìîæíà ãîâîðèòè, ùî ìîìåíòîì ìàëî¿ 
îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè º âåëè÷èíà 3

0 02M a  . Îòæå, ÿêùî ðàä³óñ ñôåðè à ³ 

øâèäê³ñòü 0 çì³íþþòüñÿ òàê, ùî çíà÷åííÿ ìîìåíòó Ì0 çàëèøàºòüñÿ ñòà-
ëèì, òî ³ ïîëå âèïðîì³íþâàííÿ áóäå íåçì³ííèì. 

Çðîçóì³ëî, ùî àíàë³ç áëèæíüîãî ³ äàëüíüîãî ïîë³â, åíåðãåòèêè âèïðîì³-
íþâàííÿ ìàëî¿ îñöèëþþ÷î¿ ñôåðè â³äïîâ³äàº ïîáóäîâàí³é ìîäåë³ äèïîëÿ. 
Çàçíà÷èìî, ùî äèïîëüíèé õàðàêòåð âèïðîì³íþâàííÿ ìàþòü áàãàòî ³íøèõ 
îñöèëþþ÷èõ ò³ë (íàïðèêëàä, ñòðóíè, ïðî ÿê³ éøëà ìîâà â ê³íö³ ïàðàãðàôà 7.8).

Ó äàëüíüîìó ïîë³ (kr >> 1) ïîëå äèïîëüíîãî äæåðåëà 

 0 cos exp
4
M

p k ikr
r

 


                          (7.86)

ìàº âèãëÿä ñôåðè÷íî¿ õâèë³ ç õàðàêòåðèñòèêîþ ñïðÿìîâàíîñò³, ùî âèçíà-
÷àºòüñÿ ôóíêö³ºþ êîñèíóñà (ðèñ. 7.17, á).

Ö³êàâèé ðåçóëüòàò ìîæíà îòðèìàòè ñòâîðþþ÷è ñóïåðïîçèö³þ ïîë³â ìî-
íîïîëÿ ³ äèïîëÿ. Îòæå, ïîì³ñòèìî â îäíó òî÷êó ìîíîïîëü ç îá’ºìíîþ 
øâèäê³ñòþ V ³ äèïîëü ç ìîìåíòîì M. Ñóì³ñíà ðîáîòà öèõ âèïðîì³íþâà÷³â 
ñòâîðþº â äàëüí³é çîí³ (kr >> 1) ïîëå

   exp cos exp
4 4
V M

p i ikr k ikr
r r

  
 

   

   cos exp .
4
i

V ikM ikr
r






                          (7.87)

ßêùî âèáðàòè V = –ikM, òî îòðèìàºìî äæåðåëî ç õàðàêòåðèñòèêîþ ñïðÿìî-
âàíîñò³ ó âèãëÿä³ êàðä³î¿äè (ðèñ. 7.18):
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Ðèñ. 7.18. Êàðä³î¿äíà õàðàêòåðèñòèêà ñïðÿìîâàíîñò³ 
ñèñòåìè ìîíîïîëü—äèïîëü

1 cos
( ) .

2
R

 
            (7.88)

Ìàêñèìóì âèïðîì³íþâàííÿ ìàºìî â íàïðÿì-
êó  = 0 ³ íóëüîâå âèïðîì³íþâàííÿ ó ïðî-
òèëåæíîìó íàïðÿìêó  = . Òàêå äæåðåëî 
ìîæíà òàêîæ îäåðæàòè çà äîïîìîãîþ îäí³º¿ 
ñôåðè, ÿêà îäíî÷àñíî âèêîíóº ïóëüñàö³¿ ³ 
îñöèëÿö³¿ ç â³äïîâ³äíî ï³ä³áðàíèìè àìïë³-
òóäàìè.

7.10. Êîåô³ö³ºíò êîíöåíòðàö³¿

Ó òîé ÷àñ ÿê àêóñòè÷íà ïîòóæí³ñòü íåñïðÿìîâàíîãî äæåðåëà 
ðîçïîä³ëÿºòüñÿ ð³âíîì³ðíî çà âñ³ìà íàïðÿìêàìè, ïîòóæí³ñòü ñïðÿìîâàíîãî 
âèïðîì³íþâà÷à ìîæå áóòè ñêîíöåíòðîâàíà â ìåæàõ á³ëüøîãî àáî ìåíøîãî 
(çàëåæíî â³ä ãîñòðîòè éîãî ñïðÿìîâàíîñò³ ) ò³ëåñíîãî êóòà. Ó çâ’ÿçêó ç öèì 
çà äîïîìîãîþ ãîñòðîñïðÿìîâàíîãî âèïðîì³íþâà÷à ìîæíà çíà÷íî çá³ëüøè-
òè ³íòåíñèâí³ñòü çâóêîâèõ õâèëü ó çàäàíîìó íàïðÿìêó ïðè ô³êñîâàí³é âè-
ïðîì³íåí³é ïîòóæíîñò³. Çäàòí³ñòü âèïðîì³íþâà÷à êîíöåíòðóâàòè çâóêîâó 
åíåðã³þ â äåÿêîìó íàïðÿìêó õàðàêòåðèçóºòüñÿ êîåô³ö³ºíòîì êîíöåíòðàö³¿.

Ðîçãëÿíåìî äâà âèïðîì³íþâà÷à — íåñïðÿìîâàíèé ³ ñïðÿìîâàíèé. Íå-
õàé ïîòóæíîñò³ âèïðîì³íþâàííÿ íåñïðÿìîâàíîãî Ð0 òà ñïðÿìîâàíîãî Ðñ âè-
ïðîì³íþâà÷³â îäíàêîâ³, òîáòî Ð0 = Ðñ. Íåñïðÿìîâàíèé âèïðîì³íþâà÷ íà â³ä-
ñòàí³ r (ó äàëüí³é çîí³) ñòâîðþº çâóêîâå ïîëå ³íòåíñèâí³ñòþ I0, à ³íòåíñèâ-
í³ñòü íà ò³é ñàì³é â³äñòàí³ r óçäîâæ äåÿêîãî íàïðÿìêó (,) ñïðÿìîâàíîãî 
âèïðîì³íþâà÷à — Ic(,). Êîåô³ö³ºíòîì êîíöåíòðàö³¿ íàçèâàþòü â³äíîøåííÿ

0 ñ

ñ

0

( , )
( , ) .

P P

I
I
 

 


                              (7.89)

Íåõàé ó íàïðÿìêó (0,0) ³íòåíñèâí³ñòü ñïðÿìîâàíîãî âèïðîì³íþâà÷à ìàê-
ñèìàëüíà ñ 0 0 ñ max( , )I I   , òîä³ â³äíîøåííÿ

0 ñ

ñ max

0

( , )
P P

I
I

 


                                 (7.90)

íàçèâàþòü êîåô³ö³ºíòîì îñüîâî¿ êîíöåíòðàö³¿. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó 
(7.65), çàïèñóºìî ³íòåíñèâí³ñòü ñïðÿìîâàíîãî âèïðîì³íþâà÷à ó âèãëÿä³

2

ñ .
2

p
I

c
                                      (7.91)

Çã³äíî ç âèçíà÷åííÿì õàðàêòåðèñòèêè ñïðÿìîâàíîñò³ Rp(,) (äèâ. (7.33)) ìà-
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ºìî 
max

( , )pp p R   , òîä³ (7.91) ïðèéìå âèãëÿä

   2 2max
ñ ñ max, , .

2 p p

p
I R I R

c
   


                    (7.92)

²íòåíñèâí³ñòü íåñïðÿìîâàíîãî äæåðåëà ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ

0
0 2 .

4
P

I
r

                                     (7.93)

Ï³äñòàâèâøè (7.91) ³ (7.93) ó (7.89), îäåðæèìî òàêèé âèðàç äëÿ êîåô³ö³ºíòà 
êîíöåíòðàö³¿:

2

0

2
( , ) .

pr

cP


 


                                     (7.94)

Çâ’ÿçîê ì³æ êîåô³ö³ºíòîì êîíöåíòðàö³¿ ó çàäàíîìó íàïðÿìêó òà êîåô³-
ö³ºíòîì îñüîâî¿ êîíöåíòðàö³¿ âñòàíîâëþºòüñÿ âèõîäÿ÷è ç ¿õ âèçíà÷åíü:

       
0 ñ 0 ñ

2
ñ maxñ 2

0
0 0

,,
, , .p

p

P P P P

I RI
R

I I

  
   

 

             (7.95)

Çàçíà÷èìî, ùî çà âèçíà÷åííÿì 0 > 1, òîä³ ÿê êîåô³ö³ºíò  ,   ìîæå 

áóòè ìåíøèì çà îäèíèöþ ³ íàâ³òü òàêèì, ùî äîð³âíþº íóëþ, ÿêùî äëÿ äà-
íîãî íàïðÿìêó õàðàêòåðèñòèêà ñïðÿìîâàíîñò³ R(,) = 0.

Âèâåäåìî ôîðìóëó äëÿ êîåô³ö³ºíòà îñüîâî¿ êîíöåíòðàö³¿ ÷åðåç R(,) 
ñïðÿìîâàíîãî âèïðîì³íþâà÷à. Âèõ³äíîþ áóäå ð³âí³ñòü ïîòóæíîñòåé Ð0 = Ðñ. 
Ïîòóæí³ñòü âèïðîì³íþâà÷à âèçíà÷èìî, ³íòåãðóþ÷è éîãî ³íòåíñèâí³ñòü çà 
ñôåðîþ âåëèêîãî ðàä³óñà r (ó äàëüí³é çîí³). Äëÿ íåñïðÿìîâàíîãî âèïðîì³-
íþâà÷à ìàºìî

P0 = 4r2I0.                                    (7.96)

Äëÿ ñïðÿìîâàíîãî äæåðåëà ïîòóæí³ñòü, ùî âèïðîì³íþºòüñÿ, íàáåðå òàêîãî 
âèãëÿäó:

   
 

2
2 2

ñ ñ ñ max
0 0 0

, , , sin ,pP I r dS I r R d d
 

                     (7.97)

äå åëåìåíò ñôåðè÷íî¿ ïîâåðõí³ dS = r2sindd. Çã³äíî ç ð³âí³ñòþ Ð0 = Ðñ

ïðèð³âíÿºìî âèðàçè (7.96) ³ (7.97):

 
2

2 2 2
0 ñ max

0 0

4 , sinpr I I r R d d
 

        ,

çâ³äêè

 
0 2

2

0 0

4
.

sinpR d d
 



   
 

 
                          (7.98)
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ßêùî õàðàêòåðèñòèêà ñïðÿìîâàíîñò³ ìàº îñüîâó ñèìåòð³þ â³äíîñíî  = 0 ³ íå 
çàëåæèòü â³ä êóòà , òî

 


   
 


0

2

0

2
.

sinpR d d
                            (7.99)

Îá÷èñëèìî 0, íàïðèêëàä, äëÿ âèïðîì³íþâà÷à ç ( ) cospR   . Â³äïî-

â³äíî äî (7.99) ìàºìî 0 = 3.
Ð³âíîçíà÷íèì âèçíà÷åííþ (7.90) áóäå òàêå: êîåô³ö³ºíò îñüîâî¿ êîíöåí-

òðàö³¿ — öå â³äíîøåííÿ ïîòóæíîñòåé íåñïðÿìîâàíîãî é ñïðÿìîâàíîãî âè-
ïðîì³íþâà÷³â çà óìîâè ñòâîðåííÿ íèìè îäíàêîâî¿ ³íòåíñèâíîñò³ çâóêó:

0 ñ

0
0

ñ

.
I I

P
P



 
max

                                  (7.100)

Âèçíà÷åííÿ (7.100) ïîêàçóº, ó ñê³ëüêè ðàç³â ìåíøó ïîòóæí³ñòü ìàº â³ä-
äàâàòè âèïðîì³íþâà÷ ñïðÿìîâàíî¿ ä³¿, ùîá ó íàïðÿìêó ìàêñèìóìó ³íòåí-
ñèâíîñò³ ñòâîðèòè òàêó ñàìó ³íòåíñèâí³ñòü, ùî ñòâîðþº ³ íåñïðÿìîâàíèé 
âèïðîì³íþâà÷. ²íøèìè ñëîâàìè, 0 îö³íþº åíåðãåòè÷íèé âèãðàø ïðè âè-
êîðèñòàíí³ ñïðÿìîâàíîãî âèïðîì³íþâà÷à. Ï³äñóìîâóþ÷è âñå ñêàçàíå âèùå, 
çàçíà÷àºìî, ùî êîåô³ö³ºíò îñüîâî¿ êîíöåíòðàö³¿ º ³íòåãðàëüíîþ õàðàêòåðè-
ñòèêîþ ñïðÿìîâàíèõ âëàñòèâîñòåé âèïðîì³íþâà÷à.

7.11. Âçàºìîä³ÿ äæåðåë çâóêó

Äîñ³ âèâ÷àëîñÿ çâóêîâå ïîëå ñèñòåìè, â ÿê³é îêðåì³ äæåðåëà 
çâóêó (ñêëàäîâ³ ñèñòåìè) ïðàöþþòü íåçàëåæíî îäíå â³ä îäíîãî. Àëå ÿêùî 
ê³ëüêà äæåðåë çâóêó ïðàöþâàòèìóòü ðàçîì â îäí³é ñèñòåì³, òî ¿õ âçàºìîä³ÿ 
áóäå âèÿâëÿòèñÿ ÷åðåç ñòâîðåíå íèìè çâóêîâå ïîëå. Öå — âçàãàë³, ñêëàäíà ³ 
âàæëèâà ïðîáëåìà äëÿ òåîð³¿ âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó. Òóò âèíèêàþòü ö³êàâ³ ³ 
íåçâè÷í³ ñèòóàö³¿. Ñïðîáóºìî çðîçóì³òè ñêëàäí³ñòü ïðîáëåìè íà ïðèêëàä³ 
ïðîñòîãî âèïðîì³íþâà÷à — ïàðè ìîíîïîë³â.

Çàïèøåìî ïîëå òèñêó ñèíôàçíî¿ (+ +) òà ïðîòèôàçíî¿ (+ –) ïàðè ìîíîïî-
ë³â ó äàëüí³é çîí³ (ðèñ. 7.10, á), ÷àñîâèé ìíîæíèê exp(–it) ïèñàòè íå áóäåìî:

   0 0exp ( ) exp ( cos )
4 4
V V

p i ikr i ik r d
r r

  
 

 
     

àáî, ³íàêøå (çðîá³òü ïåðåòâîðåííÿ ñàìîñò³éíî):
äëÿ ñèíôàçíî¿ ïàðè

 0 exp 2cos cos exp cos ,
4 2 2

V kd kd
p i ikr i

r
  


         

   
      (7.101)

äëÿ ïðîòèôàçíî¿ ïàðè

 0 exp 2 sin cos exp cos .
4 2 2

V kd kd
p i ikr i i

r
  


         

   
       (7.102)
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Ðèñ. 7.19. Íîðìîâàí³ çàëåæíîñò³ 
1P  (1) ³ 

1P  (2) 

â³ä õâèëüîâî¿ â³äñòàí³ kd

²íòåíñèâí³ñòü ñàìîñò³éíîãî ìîíîïîëÿ ìîæ-
íà ðîçðàõóâàòè òàê:

 
   

 

20 2 2
0 0

2 ,
2 2 4

p V
I

c c r


  

       (7.103)

çà àíàëîã³ºþ äëÿ ïàðè ìîíîïîë³â ìàºìî

2

(0) 24 cos cos ,
2 2

p kd
I I

c





     

 
2

(0) 24 sin cos .
2 2

p kd
I I

c





     

 
                     

(7.104)

Âèçíà÷èìî ïîòóæí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ äîñë³äæóâàíèõ äæåðåë çâóêó; ³íòå-
ãðóâàííÿ ³íòåíñèâíîñò³ çà ïîâåðõíåþ ñôåðè âåëèêîãî ðàä³óñà, ùî îòî÷óº
âèïðîì³íþâà÷, ìîæíà çðîáèòè àíàëîã³÷íî ÿê ó ïàðàãðàô³ 7.7 (äèâ. ðèñ. 
7.15). ßê íàñë³äîê, îäåðæèìî

       0 0sin sin
2 1 , 2 1 ,

kd kd
P P P P

kd kd
    
      

   
        (7.105)

äå P (0) = I(0)4r 2 — ïîòóæí³ñòü îäèíè÷íîãî ìîíîïîëÿ. Î÷åâèäíî, âèðàçè, 
ùî ñòîÿòü ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ (7.105), õàðàêòåðèçóþòü âçàºìîä³þ ìîíî-
ïîë³â ÷åðåç ñòâîðþâàíå íèìè çâóêîâå ïîëå. Òîä³ ïîòóæí³ñòü îäíîãî ìîíî-
ïîëÿ, ùî ïðàöþº ó ïàð³, ñòàíîâèòü

   0
1

sin
1 ,

2

kdP
P P

kd


  
   

 

   0
1

sin
1 .

2

kdP
P P

kd


  
   

 
      (7.106)

Íà ðèñ. 7.19 íàâåäåí³ çàëåæíîñò³  0
1 /P P  ³  0

1 /P P  â³ä õâèëüîâî¿ â³ä-
ñòàí³ ì³æ ìîíîïîëÿìè kd. Ö³ çàëåæíîñò³ äîçâîëÿþòü ñôîðìóâàòè òàê³ âèñ-
íîâêè.

1. Ïîòóæí³ñòü îêðåìîãî ìîíîïîëÿ çàëåæèòü â³ä õâèëüîâî¿ â³äñòàí³ ì³æ 
ìîíîïîëÿìè.

2. Ïîòóæí³ñòü ìîíîïîëÿ ìîæå áóòè ÿê á³ëüøîþ, òàê ³ ìåíøîþ, í³æ ïîòóæ-
í³ñòü, ÿêó â³í âèïðîì³íþº, êîëè ïðàöþº îäèí. ßêùî kd = n, n = 1,2,3,…, 
òî âçàºìîä³ÿ ó ïîë³ â³äñóòíÿ.

3. Äâà áëèçüêî ðîçì³ùåíèõ (kd << 1) ñèíôàçíèõ ìîíîïîëÿ âèïðîì³íþ-
þòü ïîòóæí³ñòü ó ÷îòèðè ðàçè á³ëüøó, í³æ îäèí ìîíîïîëü ç òàêîþ ñàìîþ 
ïðîäóêòèâí³ñòþ V0.

Âèð³øåííÿ ïàðàäîêñà, çàçíà÷åíîãî ó ïóíêò³ 3, ì³ñòèòüñÿ â íàñòóïíèõ 
ì³ðêóâàííÿõ. Íåõàé ðàä³àëüíà øâèäê³ñòü ÷àñòèíîê ïîâåðõí³ ìîíîïîëÿ ñòà-
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íîâèòü r = 0 exp(–it). Òîä³ ïîòóæí³ñòü, ùî âèïðîì³íþºòüñÿ ìîíîïîëåì
2 2 2
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äîð³âíþº îá’ºìí³é øâèäêîñò³ V0 = 0S, ïîìíîæåí³é íà ä³éñíó ÷àñòèíó çâó-
êîâîãî òèñêó íà ïîâåðõí³ ìîíîïîëÿ. Íåõàé ìîíîïîëü ïðàöþº, ïåðåáóâàþ÷è 
ó ïîë³ òèñêó ³íøîãî ìîíîïîëÿ. Òîä³ òèñê íà éîãî ïîâåðõí³ ñêëàäàºòüñÿ ç 
âëàñíîãî òà äîäàòêîâîãî òèñê³â, ùî ñòâîðþºòüñÿ íà éîãî ïîâåðõí³ ³íøèì 
âèïðîì³íþâà÷åì. Ïðèïóñêàþ÷è ðàä³óñè ìîíîïîë³â ìàëèìè ïîð³âíÿíî ç â³ä-
ñòàííþ ì³æ íèìè, ìîæíà ââàæàòè, ùî äîäàòêîâèé òèñê íà ïîâåðõí³ ñôåðè 
ð³âíîì³ðíèé, ÿê ³ âëàñíèé òèñê âèïðîì³íþâà÷à.

Çàïèøåìî êîìïëåêñíó àìïë³òóäó òèñêó ìîíîïîëÿ ó âèãëÿä³ ðÿäó, ðîç-
êëàâøè ôóíêö³þ exp(ikr) â ðÿä Òåéëîðà çà ñòåïåíÿìè âåëè÷èíè kr :
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Çà ìàëî¿ âåëè÷èíè kr ä³éñíà ÷àñòèíà òèñêó Re p âèçíà÷àºòüñÿ äðóãèì äî-
äàíêîì ó äóæêàõ ³ äîð³âíþº kV0/(4) (óÿâíà ÷àñòèíà â³äïîâ³äàº ïåðøîìó 
äîäàíêó). Áà÷èìî, ùî Re p íå çàëåæèòü â³ä â³äñòàí³, ïîêè ÷ëåíàìè âèùèõ 
ïîðÿäê³â ìîæíà íåõòóâàòè, òîáòî äîêè âåëè÷èíà kr äîñèòü ìàëà ïîð³âíÿíî ç 
îäèíèöåþ. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî ç äâîõ ñèíôàçíèõ ìîíîïîë³â ä³éñíà 
êîìïîíåíòà òèñêó, ùî ñòâîðþºòüñÿ îäíèì ç íèõ íà ïîâåðõí³ ³íøîãî, äîð³â-
íþº ä³éñí³é êîìïîíåíò³ òèñêó, ñòâîðþâàíîãî ñàìèì âèïðîì³íþâà÷åì. Óíà-
ñë³äîê öüîãî ä³éñíà ñêëàäîâà òèñêó ïîäâîþºòüñÿ, à îòæå, çã³äíî ç (7.107) ïîä-
âîþºòüñÿ ³ âèïðîì³íþâàíà ïîòóæí³ñòü, ïðè÷îìó íåçàëåæíî â³ä â³äñòàí³ ì³æ 
âèïðîì³íþâà÷àìè, ïîêè öÿ â³äñòàíü çàëèøàºòüñÿ ìàëîþ ïîð³âíÿíî ç äîâ-
æèíîþ õâèë³.

Òàêèì ÷èíîì, çà ñèíôàçíî¿ ðîáîòè áàãàòüîõ ðîçì³ùåíèõ áëèçüêî âè-
ïðîì³íþâà÷³â ïîòóæí³ñòü, ùî âèïðîì³íþºòüñÿ êîæíèì ç íèõ, çðîñòàº ïðî-
ïîðö³éíî ê³ëüêîñò³ âèïðîì³íþâà÷³â. Òîìó ïîòóæí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ 
òàêî¿ ãðóïè îäíàêîâèõ ñèíôàçíèõ âèïðîì³íþâà÷³â äîð³âíþº äîáóòêîâ³ 
ïîòóæíîñò³ îäíîãî ç íèõ, ùî ïðàöþº ñàì, ³ êâàäðàòà ê³ëüêîñò³ âèïðîì³-
íþâà÷³â.

Íà çàâåðøåííÿ çàçíà÷èìî òàêèé ìîìåíò. ßêùî ìîíîïîëü ñàì ïî ñîá³ 
çä³éñíþº â³ëüí³ êîëèâàííÿ, òî ¿õ àìïë³òóäà áóäå çìåíøóâàòèñÿ ÿê íàñë³äîê 
âèòðà÷àííÿ éîãî åíåðã³¿ íà âèïðîì³íþâàííÿ. ßêùî ïàðà ìîíîïîë³â çä³éñ-
íþâàòèìå ñèíôàçí³ â³ëüí³ êîëèâàííÿ, òî ïîòóæí³ñòü êîæíîãî ç íèõ áóäå 
çá³ëüøóâàòècÿ âäâ³÷³, àëå ïðè öüîìó ïóëüñàö³¿ ìîíîïîë³â çãàñàòèìóòü ó
äâà ðàçè øâèäøå. Çàêîí çáåðåæåííÿ åíåðã³¿ ìàº âèêîíóâàòèñÿ.
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7.12. Âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó äæåðåëàìè,
ÿê³ ìàþòü íåîäíàêîâó øâèäê³ñòü ðóõó
÷àñòèíîê ïîâåðõí³ âèïðîì³íþâà÷à

Òóò áóäåìî ðîçãëÿäàòè âèïðîì³íþâà÷³, øâèäê³ñòü ðóõó ÷àñòè-
íîê ïîâåðõí³ ÿêèõ íåîäíàêîâà. Çàäà÷à áóäå ðîçâ’ÿçàíà äëÿ äîâ³ëüíîãî ðîç-
ïîä³ëó øâèäêîñò³ íà ïîâåðõí³ âèïðîì³íþâà÷à.

Íà çàïèòàííÿ, ÷è º ñòàë³ñòü øâèäêîñò³ äëÿ âñ³õ òî÷îê âèïðîì³íþâàëüíî¿ 
ïîâåðõí³ îáîâ’ÿçêîâîþ âëàñòèâ³ñòþ âñ³õ âèïðîì³íþâà÷³â, ùî çóñòð³÷àþòüñÿ 
íà ïðàêòèö³, íå ìîæíà â³äïîâ³ñòè ïîçèòèâíî. Ïðîòå ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ öå 
áàæàíî. Òàê, áàæàíî, ùîá äèôóçîð åëåêòðîäèíàì³÷íîãî ãó÷íîìîâöÿ ðóõàâ-
ñÿ ÿê îäíå ö³ëå (ïîðøíåâèé õàðàêòåð ðóõó); àëå, ÿê íàñë³äîê íå³äåàëüíî¿ æîð-
ñòêîñò³ äèôóçîðà, ÷àñòèíêè, ðîçì³ùåí³ íà ð³çíèõ â³äñòàíÿõ â³ä éîãî öåíòðà, 
ïåðåì³ùàþòüñÿ ç íåîäíàêîâîþ øâèäê³ñòþ (îñîáëèâî íà ïîð³âíÿíî âèñîêèõ 
÷àñòîòàõ). Íåîäíàêîâîþ º øâèäê³ñòü ÷àñòèíîê ïîâåðõí³ âèïðîì³íþâà÷³â, â 
ÿêèõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ çãèíàëüí³ êîëèâàííÿ ïëàñòèíîê àáî ìåìáðàí. Ó ³í-
øèõ âèïàäêàõ íàìàãàþòüñÿ äîñÿãòè íåð³âíîì³ðíîñò³ øâèäêîñò³ êîëèâàíü 
ïîâåðõí³, ùîá çà äîïîìîãîþ â³äïîâ³äíîãî ðîçïîä³ëó àìïë³òóä ³ ôàç îäåðæàòè 
áàæàíó õàðàêòåðèñòèêó ñïðÿìîâàíîñò³. Òàêèì ÷èíîì, îáãîâîðåííÿ çàãàëü-
íîãî âèïàäêó, êîëè øâèäê³ñòü ð³çíèõ òî÷îê âèïðîì³íþâàëüíî¿ ïîâåðõí³ 
äîâ³ëüíà, ìàº âåëèêèé ïðàêòè÷íèé ³íòåðåñ.

Ìåòîä, ùî áóäå çàñòîñîâàíèé äëÿ äîñë³äæåííÿ íèæ÷å, ïðèäàòíèé ëèøå 
äëÿ âèïðîì³íþâà÷³â, ùî ìàþòü ö³ëêîì âèçíà÷åíó ôîðìó ïîâåðõí³ (íàïðèê-
ëàä, ñôåðà, öèë³íäð, åë³ïñî¿ä). Öå ïîâ’ÿçàíî íå ç ô³çè÷íèìè, à ç ìàòåìà-
òè÷íèìè ì³ðêóâàííÿìè. Äëÿ òîãî ùîá îá÷èñëèòè ïîòóæí³ñòü, ùî âèïðî-
ì³íþºòüñÿ, àáî õàðàêòåðèñòèêó ñïðÿìîâàíîñò³, ñë³ä âèçíà÷èòè çâóêîâå ïîëå 
âèïðîì³íþâà÷à çà çàäàíî¿ øâèäêîñò³ éîãî ïîâåðõí³, àáî, ³íøèìè ñëîâàìè, 
çíàéòè ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà ð + k2p = 0 ïðè çàäàíîìó çíà÷åíí³ 
øâèäêîñò³ íà ïîâåðõí³ âèïðîì³íþâà÷à. Îäåðæàíèé ðîçâ’ÿçîê, êð³ì òîãî, 
ìàº ÿâëÿòè ñîáîþ õâèëþ, ùî ïðÿìóº íà íåñê³í÷åíí³ñòü â³ä âèïðîì³íþâà÷à 
(öå òàê çâàíà óìîâà âèïðîì³íþâàííÿ). 

Ìàòåìàòè÷íà çàäà÷à, äî ÿêî¿ çâîäèòüñÿ çàäà÷à âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó, 
ðîçâ’ÿçóºòüñÿ ïîð³âíÿíî íåñêëàäíî, ÿêùî ïîâåðõíÿ âèïðîì³íþâà÷à S º êî-
îðäèíàòíîþ ïîâåðõíåþ â îäí³é ç òèõ ñèñòåì êðèâîë³í³éíèõ êîîðäèíàò, äå 
õâèëüîâå ð³âíÿííÿ ïðèïóñêàº ðîçä³ëåííÿ çì³ííèõ. Ìåòîä ðîçä³ëåííÿ çì³í-
íèõ óæå çóñòð³÷àâñÿ ïðè âèâ÷åíí³ êîëèâàíü ìåìáðàíè. Ðîçãëÿíóò³ ïðèêëàäè 
ïîêàçàëè, ùî õâèëüîâå ð³âíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè ïåðåòâîðþºòüñÿ 
íà çâè÷àéíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ. ²ñíóº ëèøå 11 ñèñòåì îðòîãîíàëü-
íèõ êðèâîë³í³éíèõ êîîðäèíàò, ùî ïðèïóñêàþòü ðîçä³ëåííÿ çì³ííèõ ó ð³â-
íÿíí³ Ãåëüìãîëüöà [, ñ. 73—118].

Ïðîòå äîáðå âèâ÷åí³ ëèøå äåÿê³ âèïàäêè; ðîçãëÿíåìî öèë³íäðè÷í³ òà 
ñôåðè÷í³ êîîðäèíàòè é â³äïîâ³äí³ âèïðîì³íþâà÷³ ó ôîðì³ öèë³íäðà òà ñôå-
ðè. Ö³ âèïàäêè íå ëèøå íàéïðîñò³ø³, à é íàéá³ëüø áëèçüê³ äî áàãàòüîõ ðå-
àëüíèõ âèïðîì³íþâà÷³â: íà ïðàêòèö³ çóñòð³÷àþòüñÿ ³ öèë³íäðè÷í³, ³ ñôå-
ðè÷í³ âèïðîì³íþâà÷³.

                                        
 Àðôêåí Ã. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ôèçèêå. — Ì.: Àòîìèçäàò, 1970. — 712 ñ.
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Îêð³ì òîãî, ö³ ïðèêëàäè äàþòü çìîãó ïðèíöèïîâî ðîç³áðàòèñÿ â îñîá-
ëèâîñòÿõ âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó çà íåð³âíîì³ðíîãî ðîçïîä³ëó øâèäêîñò³ êî-
ëèâàíü ïîâåðõí³ âèïðîì³íþâà÷à.

7.12.1. Öèë³íäðè÷íèé âèïðîì³íþâà÷ 

Ðîçãëÿíåìî âèïðîì³íþâà÷ ó ôîðì³ öèë³íäðà íåñê³í÷åííî¿ äîâ-
æèíè ðàä³óñîì R (ðèñ. 7.20). Çðîçóì³ëî, ùî äîâæèíà ðåàëüíèõ öèë³íäðè÷-
íèõ âèïðîì³íþâà÷³â çàâæäè ñê³í÷åííà. Òîìó ðåçóëüòàòè, ùî áóäóòü òóò îäåð-
æàí³, ï³ñëÿ â³äïîâ³äíîãî êîðèãóâàííÿ ìîæíà çàñòîñóâàòè äî öèë³íäðè÷íèõ 
âèïðîì³íþâà÷³â, äîâæèíà ÿêèõ ñê³í÷åííà, àëå âåëèêà ïîð³âíÿíî ç ¿õ ðàä³ó-
ñîì ³ äîâæèíîþ õâèë³.

Íåõàé ÷àñòèíêè öèë³íäðè÷íî¿ ïîâåðõí³ âèïðîì³íþâà÷à êîëèâàþòüñÿ çà 
ãàðìîí³÷íèì çàêîíîì ç ÷àñòîòîþ . Íàäàë³ ÷àñîâèé ìíîæíèê exp(–it) 
îïóñêàºìî. Äëÿ îïèñóâàííÿ ïîëÿ òàêîãî âèïðîì³íþâà÷à äîö³ëüíî âèêîðè-
ñòàòè öèë³íäðè÷í³ êîîðäèíàòè (r,z,). Ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà äëÿ êîì-
ïëåêñíî¿ àìïë³òóäè òèñêó p(r,z,) ó öèë³íäðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ ìàº òàêèé 
âèãëÿä [31, 52]:
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Çíàéäåìî éîãî ðîçâ’ÿçîê ïðè çàäàí³é øâèäêîñò³ íà ïîâåðõí³ öèë³íäðà:
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Çã³äíî ç ìåòîäîì ðîçä³ëåííÿ çì³ííèõ ïîäàìî ðîçâ’ÿçîê ó âèãëÿä³

( , , ) ( ) ( ) ( ).p r z F r f z E                          (7.111)

Ðîçâ’ÿçêè Å() òà f(z) øóêàòèìåìî òàê: íå áóäåìî ðîçâ’ÿçóâàòè ð³âíÿííÿ
(7.109), à ñïðîáóºìî ï³ä³áðàòè ñèñòåìó ôóíêö³é, çà ÿêîþ ìîæíà óÿâèòè
áóäü-ÿêèé ðîçïîä³ë êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ íà ïîâåðõí³ öèë³íäðà. ßêùî çà-
ëåæíîñò³, ùî âèçíà÷àþòüñÿ öèìè ôóíêö³ÿìè, áóäóòü ïîâòîðþâàòèñÿ ó çîâ-
í³øíüîìó ïîë³, òî öå îçíà÷àº, ùî âèä øóêàíîãî ðîçâ’ÿçêó îáðàíèé ïðà-
âèëüíî. Ïîÿñíèìî öþ äóìêó. 

Îñê³ëüêè çàëåæí³ñòü E() ìàº áóòè ïå-
ð³îäè÷íîþ ç ïåð³îäîì 2, òî ìîæíà ïðèïóñ-
òèòè, ùî ðîçâ’ÿçîê E() âèçíà÷àºòüñÿ ôóíê-
ö³ÿìè cos(m), m = 0,1,2,… Äëÿ ïåðåâ³ðêè 
ñïðàâåäëèâîñò³ òâåðäæåííÿ ï³äñòàâèìî ðîç-
â’ÿçîê âèãëÿäó   ( , , ) ( , )p r z p r z cos( )m ó 
ð³âíÿííÿ (7.109). Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ (çðî-
á³òü ñàìîñò³éíî), ùî cos(m) ìîæíà ñêî-
ðîòèòè;  öåé  ìàòåìàòè÷íèé  ôàêò  ñâ³ä÷èòü

Ðèñ. 7.20. Ïðèêëàä öèë³íäðè÷íîãî âèïðîì³íþâà÷à
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ïðî òå, ùî ðîçïîä³ë êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ íà ïîâåðõí³ öèë³íäðà âèãëÿäó 
cos(m) ïîâòîðþºòüñÿ â ïàðàìåòðàõ çîâí³øíüîãî çâóêîâîãî ïîëÿ. Àíàëî-
ã³÷í³ ì³ðêóâàííÿ ìîæíà ïîâòîðèòè é äëÿ ôóíêö³¿ sin(m). Òàêèì ÷èíîì, 
ïîäàþ÷è øâèäê³ñòü ÷àñòèíîê íà ïîâåðõí³ öèë³íäðà ó âèãëÿä³ ðÿäó çà ôóíê-
ö³ÿìè cos(m) i sin(m), m = 0,1,2, …, ìîæíà é êóòîâó çàëåæí³ñòü çîâí³ø-
íüîãî ïîëÿ çàïèñàòè ó âèãëÿä³ ðÿäó Ôóð’º çà cos(m) ³ sin(m). Çãàäàºìî, 
ùî äëÿ ñôåðè öå çðîáèòè íåìîæëèâî (äèâ. ïàðàãðàô 7.7). Çàçíà÷èìî, ùî ðîç-
â’ÿçîê p  áóäå çàëåæàòè â³ä m.

Íàäàë³ ââàæàòèìåìî, ùî øâèäê³ñòü íà ïîâåðõí³ öèë³íäðà ñèìåòðè÷íà 
ùîäî íàïðÿìêó  = 0. Òîä³ ðÿä Ôóð’º, ÿê ðÿä äëÿ ïàðíî¿ ôóíêö³¿, ñêëàäà-
òèìåòüñÿ ç ôóíêö³é cos(m). Öå ïðèïóùåííÿ íå çì³íèòü çàãàëüíîñò³ íàøèõ 
ì³ðêóâàíü, àëå äåùî ñïðîñòèòü çàïèñ îòðèìóâàíèõ ôîðìóë.

Ðîçãëÿíåìî çàëåæí³ñòü f(z). Îñê³ëüêè ³íòåðâàë çì³íè êîîðäèíàòè z
íåñê³í÷åííèé, òî òóò ñë³ä âèêîðèñòîâóâàòè çàïèñ ó âèãëÿä³ ³íòåãðàëà Ôóð’º:

     exp ,f z g i z d  





 

     1
exp .

2
g f z i z dz 

 




                         

(7.112)

Îòæå, ïðîáíèì ðîçâ’ÿçêîì çà êîîðäèíàòîþ z áóäå exp(–iz), à áóäü-ÿêèé
ðîçïîä³ë øâèäêîñò³ ïî ïîâåðõí³ öèë³íäðà âçäîâæ êîîðäèíàòè z ìîæíà ïî-
äàòè ó âèãëÿä³ ³íòåãðàëà Ôóð’º (7.112). 

Ï³äñòàâèìî ðîçâ’ÿçîê      , , , expp r z p r i z     ó ð³âíÿííÿ (7.109). 

Çíîâó íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî exp(–iz) ìîæíà ñêîðîòèòè. Çðîçóì³ëî, 
ùî ðîçâ’ÿçîê p çàëåæàòèìå â³ä . Òàêèì ÷èíîì, ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê ìîæ-
íà çàïèñàòè òàê:

     , , ( , ) exp cos ,mp r z F r i z m                    (7.113)

à ïîâíèé ðîçâ’ÿçîê ìàòèìå âèãëÿä

       
0

, ,  , exp cos .m
m

p r z F r i z m d    
 




            (7.114)

Ïîáóäîâàíèé ðîçâ’ÿçîê (7.114) ïîâèíåí çàäîâîëüíÿòè ãðàíè÷í³ óìîâè 
(7.110), ïðè÷îìó éîãî îäåðæàíî áåç ðîçâ’ÿçàííÿ ð³âíÿííÿ (7.109), à íà îñ-
íîâ³ âèêîðèñòàííÿ ëèøå ãåîìåòð³¿ çàäà÷³. Çàëèøèëîñÿ âèçíà÷èòè ôóíêö³¿ 
Fm(,r).

Ï³äñòàâèâøè ðîçâ’ÿçîê (7.113) ó (7.109), îäåðæèìî äëÿ ôóíêö³¿ Fm(,r) 
òàêå çâè÷àéíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ:

   
2

2 2
2

,1
, 0m

m

dF rd m
r k F r

r dr dr r


 

   
      
  

,

àáî
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2 2

2 2
2 2

, ,1
, 0.m m

m

d F r dF r m
k F r

r drdr r

 
 

 
     

 
      (7.115)

Öå ð³âíÿííÿ íàçèâàºòüñÿ ð³âíÿííÿ Áåññåëÿ é çóñòð³÷àºòüñÿ ïðè âèâ÷åíí³ êî-
ëèâàííÿ êðóãëèõ ìåìáðàí (äèâ. ïàðàãðàô 3.12). Ð³âíÿííÿ (7.115) äëÿ êîæ-
íîãî çíà÷åííÿ m ìàº äâà ë³í³éíî-íåçàëåæíèõ ðîçâ’ÿçêè:

   2 2 2 2( , ) ( ) ( ) .m m m m mF r A J k r B N k r              (7.116)

Ïðîòå òàêèé ðîçâ’ÿçîê íå â³äïîâ³äàº ô³çè÷í³é ñèòóàö³¿. Öå ñòàº çðîçóì³ëèì, 
ÿêùî çàïèñàòè àñèìïòîòó ôóíêö³é Áåññåëÿ òà Íåéìàíà ó âèïàäêó âåëèêîãî 
çíà÷åííÿ àðãóìåíòó, ùî âèçíà÷àº çâóêîâå ïîëå íà âåëèêèõ â³äñòàíÿõ r :

2 2 1
( ) cos ,

4n
x

n
J x x

x




   
 

2 2 1
( ) sin .

4n
x

n
N x x

x




   
 

                     
(7.117)

ßê áà÷èìî, pîçâ’ÿçîê (7.116) âèçíà÷àº ñòîÿ÷ó õâèëþ, â ÿê³é íåìàº ïåðåíå-
ñåííÿ åíåðã³¿. Òîìó, ùîá çàäîâîëüíèòè óìîâè âèïðîì³íþâàííÿ, òîáòî
îäåðæàòè õâèëþ, ùî ïðÿìóº â íåñê³í÷åíí³ñòü â³ä âèïðîì³íþâà÷à, ñë³ä ì³æ
ñòàëèìè â (7.116) âñòàíîâèòè òàêèé çâ’ÿçîê: Bm() = iAm(). Îäåðæàíó 
ôóíêö³þ íàçèâàþòü ôóíêö³ºþ Õàíêåëÿ ïåðøîãî ðîäó ïîðÿäêó m, òîáòî

       2 2 2 2,m m m mF r A J k r iN k r            

     1 2 2 .m mA H k r                             (7.118)

Âèá³ð ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ ñòàëèìè Bm() = –iAm() îáóìîâëþº ôóíêö³þ
Õàíêåëÿ äðóãîãî ðîäó:

2 2 2 2( , ) ( ) ( ) ( )m m m mF r A J k r iN k r            

(2) 2 2( ) ( ),m mA H k r                            (7.119)

ùî âèçíà÷àº á³æó÷ó õâèëþ, ÿêà íå â³äïîâ³äàº óìîâ³ çàäà÷³. Öå ñòàº íàî÷íèì 
ïðè ðîçãëÿäàíí³ àñèìïòîòèêè ôóíêö³¿ Õàíêåëÿ. Òàê, äëÿ ðîçâ’ÿçêó (7.118) 
çà óìîâè r   çã³äíî ç ôîðìóëàìè (7.117) ìàºìî õâèëþ, ùî ïðÿìóº â 
íåñê³í÷åíí³ñòü:

     2 2

2 2

2
, exp 2 1 .

4m mF r A i k r i m
k r

  
 

      
  

    (7.120)

                                        
 Õàíêåëü (Hankel) Ãåðìàí (1839—1873) — í³ìåöüêèé ìàòåìàòèê.
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ßê áà÷èìî ç (7.120), ó ðàç³ âåëèêèõ â³äñòàíåé r ðîçá³æíà öèë³íäðè÷íà õâèëÿ 
ç³ çðîñòàííÿì r, ÿê ³ ñôåðè÷íà, çìåíøóºòüñÿ çà àìïë³òóäîþ, àëå äåùî 
ïîâ³ëüí³øå. Öå ïîÿñíþºòüñÿ ïîâ³ëüí³øèì ïîð³âíÿíî ç³ ñôåðè÷íîþ õâèëåþ 
ïîøèðåííÿì öèë³íäðè÷íî¿ õâèë³: ïëîùà ¿¿ ôðîíòó çá³ëüøóºòüñÿ ïðîïîð-
ö³éíî â³äñòàí³ r, òîä³ ÿê ïëîùà ñôåðè ïðîïîðö³éíà r 2.

Îòæå, ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê (7.113) áóäå òàêèì:

         1 2 2 exp cos .m mA H k r i z m                      (7.121)

Ó äàëüíüîìó ïîë³ (r  ) ç óðàõóâàííÿì (7.120) â³í ìàº âèãëÿä

     2 2

2 2

2
exp 2 1 cos .

4mA i k r i z i m m
k r

   
 

      
  

    (7.122)

Öÿ ôîðìóëà º, î÷åâèäíî, çðîçóì³ëîþ. Âîíà âêàçóº íà òå, ùî õâèëüîâèé 
âåêòîð k ìàº ïðîåêö³þ íà â³ñü Oz ó âèãëÿä³ , à â ðàä³àëüíîìó íàïðÿìêó —

ïðîåêö³þ 2 2k   . Ïðè öüîìó â ðàä³àëüíîìó íàïðÿìêó àìïë³òóäà òèñ-

êó çìåíøóºòüñÿ ÿê 1/ r . Ôóíêö³ÿ cos(m) âèçíà÷àº çàëåæí³ñòü çâóêîâîãî 

ïîëÿ â³ä êóòà . Âåêòîð k âêàçóº íà íàïðÿìîê ðóõó ôðîíòó õâèë³, ÿêèé, â 
çàãàëüíîìó âèïàäêó, âèÿâëÿºòüñÿ íàõèëåíèì ï³ä äåÿêèì êóòîì äî òâ³ðíî¿ 
öèë³íäðà. Óçàãàë³ õâèëüîâå ÷èñëî, ÿê â³äîìî, âêàçóº íà øâèäê³ñòü çì³íè ôà-
çè õâèë³ âçäîâæ ïðîñòîðîâî¿ êîîðäèíàòè. ßêùî  = 0, ùî â³äïîâ³äàº â³äñóò-
íîñò³ çì³íè çâóêîâîãî ïîëÿ âçäîâæ êîîðäèíàòè z, òî âåêòîð k íàïðÿìëåíèé 
óçäîâæ ðàä³àëüíîãî íàïðÿìêó ³ ôðîíò õâèë³, ùî óòâîðþºòüñÿ ó ïðîñòîð³, 
ÿâëÿº ñîáîþ öèë³íäðè÷íó ïîâåðõíþ, òâ³ðíà ÿêî¿ ïàðàëåëüíà îñ³ Oz. ßêùî 
çáóäæåííÿ íà ïîâåðõí³ öèë³íäðà òàêå, ùî âåëè÷èíà  ïðÿìóº äî õâèëüîâîãî 
÷èñëà ó ïðîñòîð³ k = /c, òî îòðèìóºìî á³æó÷ó õâèëþ âçäîâæ ïîâåðõí³ 
öèë³íäðà ç ôðîíòîì ïåðïåíäèêóëÿðíèì äî ïîâåðõí³ öèë³íäðà.

ßêùî 2 > k2, òî ó (7.122) áóäåìî ìàòè ìíîæíèê 2 2exp( )k r   , 
ÿêèé îïèñóº åêñïîíåíö³àëüíå çãàñàííÿ âçäîâæ êîîðäèíàòè r. Òàêà ñèòó-
àö³ÿ â³äïîâ³äàº íåîäíîð³äí³é õâèë³, ùî ïîøèðþºòüñÿ âçäîâæ òâ³ðíî¿ ïî-
âåðõí³ öèë³íäðà. ßêùî ïîäàòè ñòàëó ïîøèðåííÿ  ó âèãëÿä³ 2  
( — äîâæèíà õâèë³ çáóðåííÿ òèïó exp(–iz) yçäîâæ îñ³ Oz íà ïîâåðõí³ 
öèë³íäðà), à k = 2/ ( — äîâæèíà çâóêîâî¿ õâèë³ â ñåðåäîâèù³), òî ç 
óìîâè, äå  > k, ìàºìî íåð³âí³ñòü    . Òîìó ïðè âèêîíàíí³ óìîâè 
 > k êàæóòü, ùî ñêëàäîâ³ òèïó exp(iz) ç âèñîêèì ñòóïåíåì çì³íè ïîëÿ 
(    ) íà ïîâåðõí³ öèë³íäðà íå ñòâîðþþòü âèïðîì³íþâàííÿ çâóêîâîãî 
ïîëÿ. Àáî, ³íàêøå, äð³áíà ñòðóêòóðà íà ïîâåðõí³ âèïðîì³íþâà÷à íå ïåðå-
äàºòüñÿ â äàëüíº ïîëå.

Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê (7.114) º ñóìîþ íåñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³ ÷àñòèííèõ 
ðîçâ’ÿçê³â (7.121):

           1 2 2

0

, , exp cos .m m
m

p r z A H k r i z m d     
 




          (7.123)
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Âèðàç (7.123) â³äïîâ³äàº ñóêóïíîñò³ òàêèõ õâèëüîâèõ ðóõ³â: óçäîâæ êîîðäè-
íàòè  — ñòîÿ÷à õâèëÿ, âçäîâæ z — á³æó÷à õâèëÿ, óçäîâæ r — á³æó÷à àáî 
íåîäíîð³äíà õâèëÿ.

Íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè Am() ìîæíà âèçíà÷èòè ç ãðàíè÷íî¿ óìîâè (7.110). 
Äëÿ öüîãî ïîäàìî çàäàíó ôóíêö³þ V(z,) ó âèãëÿä³, àíàëîã³÷íîìó ïîäàííþ 
çâóêîâîãî ïîëÿ âèïðîì³íþâà÷à (7.123), òîáòî ó âèãëÿä³ ðÿäó Ôóð’º çà êóòîì 
 òà ³íòåãðàëà Ôóð’º çà êîîðäèíàòîþ z. Îòæå, çàïèøåìî

 
0

, ( )cos( ),m
m

V z V z m 



                           (7.124)

äå      
2

0

1
, cos ,

2m
m

V z V z m d


  


 
1,      0,  

0,5,  0.m

m

m



  

Ðàçîì ç öèì,  Vm(z) 

ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ³íòåãðàëà Ôóð’º:

   ( ) exp ,m mV z g i z d  





                         (7.125)

äå 

   1
( ) exp .

2m mg V z i z dz 
 




 

Ç óðàõóâàííÿì (7.124) òà (7.125) ãðàíè÷íà óìîâà (7.110) íàáóäå âèãëÿäó

       
0

1
, exp cos .m

mr R

p
V z g i z m d

i r
    

  






  

         (7.126)

Ï³äñòàâèâøè (7.123) â (7.126), îäåðæèìî òàêå ñï³ââ³äíîøåííÿ:

   2 2 (1) 2 2

0

1
( ) exp cos( )m m

m

A k H k R i z m
i

    
  




     

 
0

( ) exp cos( ).m
m

g i z m  
 




  

Òóò    1 2 2
mH k r   — ïîõ³äíà ôóíêö³¿ Õàíêåëÿ çà àðãóìåíòîì 2 2( )k r  .

Çâ³äñè    12 2 2 21
( ) ( )m m mA k H k R g

i
   


    , àáî

   12 2 2 2

( )
( ) .m

m

m

i g
A

k H k R

 


 


  
                      (7.127)

Òåïåð ïîëå âèïðîì³íþâàííÿ öèë³íäðà âèçíà÷åíî ïîâí³ñòþ. 
Ðîçãëÿíåìî îêðåì³ âèïàäêè. Íåõàé ïðè ïîäàëüøîìó âèêëàäåíí³ â ãðà-

íè÷í³é óìîâ³ (7.110) øâèäê³ñòü ÷àñòèíîê ïîâåðõí³ öèë³íäðà íå çàëåæèòü â³ä 
êîîðäèíàòè z, òîáòî V(z,) = V(). Âðàõîâóþ÷è öå ïðèïóùåííÿ ³ â³äêèäàþ-
÷è ³íòåãðóâàííÿ çà , ïåðåïèñóºìî (7.123) òà (7.124) ó âèãëÿä³
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 (1)

0

( , ) cos( ),m m
m

p z A H kr m 



                        (7.128)

0

( ) cos( ).m
m

V V m 



                              (7.129)

Çíîâó ðîçïèñàâøè óìîâó (7.110), îòðèìàºìî (çðîá³òü ñàìîñò³éíî):

       1 1
,m m

m

m m

i V V
A i c

kH kR H kR


 

 
                    (7.130)

äå
2

0

1
( )cos( )

2m
m

V V m d


  


  .                      (7.131)

Òîä³ ôîðìóëà (7.128) ìàòèìå âèãëÿä

   
 

(1)

(1)
0

, cos( ).m
m

m
m

H kr
p r i c V m

H kR
  







               (7.132)

Íåõàé àìïë³òóäà øâèäêîñò³ êîëèâàíü òî÷îê öèë³íäðà ñòàëà, òîáòî 
V() = 0. Òîä³ ó íåñê³í÷åíí³é ñóì³ (7.132) çàëèøàºòüñÿ îäèí äîäàíîê:

(1) (1)
(1) 0 0

0 0 0 0 (1)(1)
10

( ) ( )
( ) ( ) ,

( )( )

H kr H kr
p r A H kr i c i c

H kRH kR
      


      (7.133)

òóò âèêîðèñòàíî ñï³ââ³äíîøåííÿ (1) (1)
0 1( ) ( )H kR H kR   . Íà âåëèêèõ â³äñòà-

íÿõ â³ä öèë³íäðà kr >> 1 çàñòîñóâàâøè àñèìïòîòè÷íå ïîäàííÿ ôóíêö³¿ Õàí-
êåëÿ, îäåðæèìî

 
   

40

1
0

2
.

i kr
p r i c e

krH kR






  
 


                  (7.134)

Òàêå äæåðåëî íàçèâàþòü ïóëüñóþ÷èì öèë³íäðîì, à õâèëþ, ùî ñòâîðþºòüñÿ 
íèì, — öèë³íäðè÷íîþ õâèëåþ íóëüîâîãî ïîðÿäêó, àáî ïðîñòî öèë³íäðè÷íîþ. 
Ôðîíò õâèë³ ÿâëÿº ñîáîþ öèë³íäðè÷íó ïîâåðõíþ. 

Àìïë³òóäà øâèäêîñò³ òà ïèòîìèé àêóñòè÷íèé îï³ð ñåðåäîâèùà öèë³íä-
ðè÷íî¿ õâèë³ â³äïîâ³äíî ñòàíîâëÿòü

   
   

1
0

0 1
0

1
,r

H krp
i r H kR

 



  

                         (7.135)

   
   

1
0

1
0

.
r

H krp
i c

H kr
 


 


                            (7.136)
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Ðèñ. 7.21. Ãðàô³êè çàëåæíîñò³ ïèòîìîãî
àêóñòè÷íîãî îïîðó öèë³íäðè÷íî¿ õâèë³
â³ä õâèëüîâî¿ â³äñòàí³ kr :

à — 1 —  



,
c

2 —  



Re

,
c

3 —



 Im

c
;

á — arg

Ãðàô³êè ä³éñíî¿ òà óÿâíî¿ ÷àñòèí 
ïèòîìîãî àêóñòè÷íîãî îïîðó òà éîãî
àðãóìåíòó äëÿ öèë³íäðè÷íî¿ õâèë³ 
íàâåäåí³ íà ðèñ. 7.21. ßê áà÷èìî, 
öèë³íäðè÷íà õâèëÿ çà ñâî¿ìè âëà-
ñòèâîñòÿìè ïîä³áíà äî ñôåðè÷íî¿ (äèâ. ðèñ. 7.5); ì³æ íèìè ³ñíóþòü ëèøå 
ê³ëüê³ñí³ â³äì³ííîñò³. Íà äîñèòü âåëèêèõ õâèëüîâèõ â³äñòàíÿõ öèë³íäðè÷íà 
õâèëÿ ïåðåòâîðþºòüñÿ íà ëîêàëüíî-ïëîñêó. Ïðè÷èíè öüîãî ÿâèùà òàê³ ñàì³, 
ùî ³ äëÿ ñôåðè÷íî¿ õâèë³. 

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ðàä³óñ öèë³íäðà ìàëèé ïîð³âíÿíî ç äîâæèíîþ
çâóêîâî¿ õâèë³ (kR << 1). Òîä³ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè àñèìïòîòè÷íå ïî-
äàííÿ öèë³íäðè÷íèõ ôóíêö³é çà ìàëèõ çíà÷åíü àðãóìåíòó (kR << 1) [49]:

       1
1 1 1

2 2
.

2
kR i i

H kR J kR iN kR
kR kR 

               (7.137)

Çã³äíî ç (7.133) çà óìîâ kR << 1 òà kr >> 1 çàïèñóºìî:

  0

2
exp .

2 4
p r ckR ikr i

kr
  


   
 

                 (7.138)

ßê áà÷èìî, çâóêîâèé òèñê, ùî âèïðîì³íþºòüñÿ öèë³íäðîì ç ìàëèì õâèëüî-
âèì ðîçì³ðîì ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó, ïðîïîðö³éíèé âåëè÷èí³ kR. Îòæå, ìà-
ëèé ïîð³âíÿíî ç äîâæèíîþ õâèë³ öèë³íäð º íååôåêòèâíèì âèïðîì³íþâà-
÷åì. Öå ìîæíà äîâåñòè, îá÷èñëèâøè îï³ð âèïðîì³íþâàííÿ ïóëüñóþ÷îãî 
öèë³íäðà. Âèçíà÷èìî öåé îï³ð íà îäèíèöþ ïëîù³ ïîâåðõí³ öèë³íäðà (òîáòî 
ïèòîìèé îï³ð âèïðîì³íþâàííÿ), çàñòîñîâóþ÷è (7.136). Çàïèøåìî â³äíî-
øåííÿ çâóêîâîãî òèñêó íà ïîâåðõí³ öèë³íäðà äî êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ ó 
âèãëÿä³

       
   

   
   

1
0 0 0 0

â 1
0 1 11

p r R H kR J kR iN kR
Z i c i c

J kR iN kRH kR
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i c
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.
J kR N kR J kR N kR

i
J kR N kR


 

 
                   (7.139)
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ßê íàñë³äîê çíàéäåìî ä³éñíó é óÿâíó ñêëàäîâ³ îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ

ïóëüñóþ÷îãî öèë³íäðà      0 0 0
â â âRe ImZ Z i Z        , âèêîðèñòàâøè ñï³ââ³ä-

íîøåíÿ [49] 0 1 1 0

2
( ) ( ) ( ) ( )J kR N kR J kR N kR

kR
   . Îòæå,

 

   
0

â 2 2
1 1

2
Re ,Z c

kR J kR N kR




  

     

         
   

0 0 1 0 1
â 2 2

1 1

Im .
J kR J kR N kR N kR

Z c
J kR N kR




 


         (7.140)

Çà ìàëèõ çíà÷åíü kR (kR << 1) ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà ôóíêö³é Áåññåëÿ 
òà Íåéìàíà [49]:

 0 1,J kR   1 ,
2

kR
J kR     0

2
ln ,N kR kR


  1

2
.N kR

kR
    (7.141)

Âðàõîâóþ÷è ö³ ñï³ââ³äíîøåííÿ, (7.140) ìîæíà çàïèñàòè òàê:

 0
âRe ,

2
kR

Z c




   0
âIm lnZ ckR kR  (kR << 1).                   (7.142)

Ç ôîðìóë (7.142) âèïëèâàº, ùî çà óìîâè kR << 1 âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü
(0) (0)
â âIm ReZ Z    . Òàêèì ÷èíîì, ðåàêòèâíà ñêëàäîâà îïîðó âèïðîì³íþâàí-

íÿ äëÿ ìàëèõ öèë³íäð³â ïåðåâèùóº àêòèâíó ñêëàäîâó, ùî â³äïîâ³äàº ñëàáê³é
åôåêòèâíîñò³ âèïðîì³íþâà÷à.

Çà âåëèêèõ çíà÷åíü õâèëüîâîãî ðîçì³ðó (kR) >> 1 ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ 
àñèìïòîòè÷íèìè ôîðìóëàìè ôóíêö³é Áåññåëÿ òà Íåéìàíà (7.117):

2
( ) cos ,

2 4n

n
J kR kR

kR
 


    
 

   

2
( ) sin ,

2 4n

n
N kR kR

kR
 


    
 

                       (7.143)

(1) 2
( ) exp .

2 4n

n
H kR ikR i i

kR
 


    
 

Òîä³ ç (7.140) (ïåðåêîíàéòåñÿ â öüîìó ñàìîñò³éíî) çà óìîâè kR >> 1 îòðè-

ìàºìî      0 0
â âRe , Im 0.Z c Z   Öå îçíà÷àº, ùî çà óìîâè (kR) >> 1 îï³ð 

âèïðîì³íþâàííÿ öèë³íäðè÷íî¿ ïîâåðõí³, ðîçðàõîâàíèé íà îäèíèöþ ïëîù³, 
çá³ãàºòüñÿ ç ïèòîìèì îïîðîì âèïðîì³íþâàííÿ ïëîñêîãî äèñêà â íåñê³í-
÷åíí³é òðóá³. 

Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí âàæëèâèé îêðåìèé âèïàäîê. Ïðèïóñòèìî, ùî öè-
ë³íäð êîëèâàºòüñÿ íàâêîëî ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ÿê òâåðäå ò³ëî ç³ øâèä-
ê³ñòþ 0 exp( )i t  . Òàêå äæåðåëî íàçèâàþòü îñöèëþþ÷èì öèë³íäðîì. Òîä³ 
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íîðìàëüíà ñêëàäîâà êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ íà ïîâåðõí³ öèë³íäðà â òî÷ö³ ç 
êîîðäèíàòîþ   âèçíà÷àòèìåòüñÿ âèðàçîì 0 cosr   . Çâóêîâèé òèñê, ùî 
âèïðîì³íþºòüñÿ îñöèëþþ÷èì öèë³íäðîì, ìîæíà îá÷èñëèòè çà (7.132), çà-
ëèøèâøè â íåñê³í÷åíí³é ñóì³ îäèí ÷ëåí ç íîìåðîì m = 1:

(1)
1

0 (1)
1

( )
( , ) cos .

( )

H kr
p r i c

H kR
   


                    (7.144)

ßê áà÷èìî, ä³àãðàìà ñïðÿìîâàíîñò³ îñöèëþþ÷îãî öèë³íäðà â³äïîâ³äàº ñïðÿ-
ìîâàíîñò³ äèïîëÿ cos , òîáòî îñöèëþþ÷èé öèë³íäð âèïðîì³íþº öèë³íä-

ðè÷íó õâèëþ ïåðøîãî ïîðÿäêó.
Ó äàëüí³é çîí³ çà óìîâè kr >> 1 (äèâ. (7.143)), ç (7.144) îäåðæóºìî

0

(1)
1

cos 2
( , ) exp .

4( )

c
p r ikr i

kRH kr

   


     
             (7.145)

Çà ìàëèõ çíà÷åíü (kR) << 1 ïîõ³äíó ôóíêö³¿ Õàíêåëÿ çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 
[49]:

(1) (1) (1)
(1) 0 2 2
1 2

( ) ( ) ( ) 2
( ) ,

2 2 ( )
H kr H kR H kR i

H kR
kR

         (7.146)

òîä³ (7.145) çîáðàçèìî òàê:

   2 0

2
, cos exp .

2 4
i

p r c kR ikR i
kr

    


    
 

       (7.147)

Ïîð³âíþþ÷è ôîðìóëè (7.147) ³ (7.138), áà÷èìî, ùî îñöèëþþ÷èé öè-
ë³íäð ìàëèõ õâèëüîâèõ ðîçì³ð³â º ùå ìåíø åôåêòèâíèì âèïðîì³íþâà÷åì 
çâóêó, í³æ ïóëüñóþ÷èé öèë³íäð, îñê³ëüêè äëÿ ïóëüñóþ÷îãî öèë³íäðà p  (kR),
à äëÿ îñöèëþþ÷îãî p  (kR)2 ïðè (kR) << 1. Òîìó â óñ³õ ñòðóííèõ ³íñòðó-
ìåíòàõ çâóê ñòâîðþº íå ñòðóíà, à êîðïóñ ³íñòðóìåíòà, äî ÿêîãî âîíà ïðè-
êð³ïëåíà.

Ó ïîäàëüøîìó äëÿ ïîçíà÷åííÿ êîëèâàíü ïîâåðõí³ öèë³íäðà, ùî îïèñó-
þòüñÿ ôîðìóëàìè òèïó

cos( )n nV n  , n = 0,1,2,…,                    (7.148)

çàñòîñîâóâàòèìåìî òåðì³í “ìîäà êîëèâàíü”. Ðîçãëÿíåìî äåÿê³ âëàñòèâîñò³ 
öèë³íäðè÷íèõ õâèëü âèùèõ ïîðÿäê³â, ùî ïîðîäæóþòüñÿ ð³çíîìàí³òíèìè 
ìîäàìè êîëèâàíü ïîâåðõí³ öèë³íäðà. Çíàéäåìî òèñê ³ êîëèâàëüíó øâèä-
ê³ñòü ó öèë³íäðè÷í³é õâèë³ n-ãî ïîðÿäêó (ïðè öüîìó â íåñê³í÷åíí³é ñóì³ 
(7.132) çàëèøàºòüñÿ îäèí n-é ÷ëåí):

 
   

   1

1

cos
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n n
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i cV n
p H kr
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                      (7.149)
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1
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                (7.150)
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Ðèñ. 7.22. Õàðàêòåðèñòèêà      
ñïðÿìîâàíîñò³ âèïðîì³íþâà÷³â 
n-ãî ïîðÿäêó

Òîä³ ïèòîìèé àêóñòè÷íèé îï³ð 

 

   
   

1

1
.nn

n
r n n

H krp
i c

H kr
 


 


                        (7.151)

ßê ³ äëÿ âèïàäêó öèë³íäðè÷íî¿ õâèë³ íóëüîâîãî ïîðÿäêó, n çàëåæèòü ëèøå 
â³ä kr ³ íå çàëåæèòü â³ä . Çà äîâ³ëüíîãî çàêîíó ðóõó ïîâåðõí³ öèë³íäðà 
õâèëÿ íå ìàº òàêèõ âëàñòèâîñòåé.

Ó ðàç³ kr >> 1 êîæíà ç õâèëü âèùèõ ïîðÿäê³â çìåíøóºòüñÿ çà àìïë³-
òóäîþ òàê ñàìî, ÿê ³ öèë³íäðè÷íà õâèëÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó, àëå íà â³äì³íó 
â³ä íå¿, àìïë³òóäà êîëèâàíü ó ð³çíèõ òî÷êàõ ôðîíòó õâèë³ íå ñòàëà: âîíà çà-
ëåæèòü â³ä . Òàêèì ÷èíîì, öèë³íäðè÷í³ âèïðîì³íþâà÷³ âèùèõ ïîðÿäê³â 
ìàþòü ñïðÿìîâàí³ñòü, ïðè÷îìó õàðàêòåðèñòèêà ñïðÿìîâàíîñò³ âèïðîì³íþ-
âà÷à n-ãî ïîðÿäêó äîð³âíþº  cos n  ³, ÿê áà÷èìî, íå çàëåæèòü â³ä ðàä³óñà 

âèïðîì³íþâà÷à. Ïðèêëàäè ä³àãðàì ñïðÿìîâàíîñò³ âèïðîì³íþâà÷³â ð³çíèõ 
ïîðÿäê³â íàâåäåí³ íà ðèñ. 7.22.

Ïåðåéäåìî äî ïèòàííÿ ïðî åôåêòèâí³ñòü öèë³íäðè÷íîãî âèïðîì³íþâà÷à 
n-ãî ïîðÿäêó. Ïîòóæí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ â³äð³çêîì öèë³íäðà âèñîòîþ h
çíàéäåìî ÿê ³íòåãðàë â³ä ³íòåíñèâíîñò³ çà ïîâåðõíåþ öèë³íäðà. Çàïèøåìî 
³íòåíñèâí³ñòü çâóêó öèë³íäðè÷íî¿ õâèë³ n-ãî ïîðÿäêó íà ïîâåðõí³ âèïðîì³-
íþâà÷à (äèâ. (7.148) ³ (7.151)):

       
2

21 1
Re Re cos Re .

2 2 2
n

n n n n n n nr R r R r R

V
I p n      

  
      (7.152)

Âðàõîâóþ÷è (7.151)—(7.152), ìîæíà âèçíà÷èòè ïîòóæí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ 
n-þ ìîäîþ êîëèâàíü öèë³íäðà:

   
   

12 2

1
0 0

Re ,
2

h
nn

n n nr R
n

H kRV
P I Rdzd cS i

H kR



  


 
  

  
            (7.153)

äå S = 2Rh — ïëîùà ä³ëÿíêè öèë³íäðà âèñîòîþ h, 0 = 1, n = 0,5 çà óìîâè 
n > 0.

Äëÿ öèë³íäðè÷íîãî äæåðåëà íóëüîâîãî ïîðÿäêó n = 0 (ïóëüñóþ÷èé 
öèë³íäð) ïèòîìèé àêóñòè÷íèé îï³ð íà ïîâåðõí³ öèë³íäðà (äèâ. (7.136)) 
âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ 

 
   
   

1
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0 1
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r R
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i c
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                         (7.154)
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òîä³ îï³ð âèïðîì³íþâàííÿ ä³ëÿíêè öèë³íäðà ç ïëîùåþ S = 2Rh äëÿ öè-
ë³íäðè÷íî¿ õâèë³ íóëüîâîãî ïîðÿäêó çàïèñóºìî òàê:

 (0)
â 0Re .

r R
Z S 


                             (7.155)

Áåðó÷è äî óâàãè (7.154) ³ (7.155), îäåðæóºìî âèðàç äëÿ ïîòóæíîñò³ Ð0

   
в

2 2
00 0

0 0Re Re .
2 2r R

V V
P S Z


                    (7.156)

Òîä³ àíàëîã³÷íî ó ôîðìóë³ (7.153) âåëè÷èíà 

   
   

   
1

â1
Re Re Renn

n n nr R

n

H kR
cS i Z S

H kR
   



 
   

  
         (7.157)

ãðàº ðîëü àêòèâíî¿ ñêëàäîâî¿ îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ öèë³íäðè÷íîãî âè-
ïðîì³íþâà÷à n-ãî ïîðÿäêó, à Vn — àìïë³òóäè êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ ïî-
âåðõí³ âèïðîì³íþâà÷à. Âåëè÷èíà  n r R




âèçíà÷àº ïèòîìèé àêóñòè÷íèé îï³ð 

öèë³íäðè÷íî¿ õâèë³ n -ãî ïîðÿäêó íà ïîâåðõí³ âèïðîì³íþâà÷à.
Ãðàô³êè  Re n c   i  Im n c   (çà óìîâè r = R) öèë³íäðè÷íèõ âèïðî-

ì³íþâà÷³â ð³çíèõ ïîðÿäê³â íàâåäåí³ íà ðèñ. 7.23. Ïîð³âíÿâøè ãðàô³êè, ä³é-
øëè âèñíîâêó, ùî ïðè çá³ëüøåíí³ ïîðÿäêó öèë³íäðè÷íîãî âèïðîì³íþâà÷à 
éîãî åôåêòèâí³ñòü çìåíøóºòüñÿ. Îñòàííº ïîÿñíþºòüñÿ òèì, ùî âèïðîì³íþ-
âà÷³ âñ³õ ïîðÿäê³â, êð³ì íóëüîâîãî, ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñóêóïí³ñòü ïðîòè-
ôàçíèõ âèïðîì³íþâà÷³â, ðîçä³ëåíèõ âóçëîâèìè ë³í³ÿìè, ÿê³ âçàºìíî ïî-
ñëàáëþþòü îäèí îäíîãî. Âçàºìíèé âïëèâ ïðîòèôàçíèõ äæåðåë òèì ñèëüí³øèé, 
÷èì áëèæ÷å âîíè îäíå äî îäíîãî, à ïðè çá³ëüøåíí³ ïîðÿäêó âèïðîì³íþâà-
÷à â³äñòàíü ì³æ òî÷êàìè ñïó÷óâàííÿ êîëèâàíü ïîâåðõí³ çìåíøóºòüñÿ.

Âåëè÷èíà kR = R/(/2) äîð³âíþº ÷èñëó ï³âõâèëü, ùî âêëàäàþòüñÿ íà 
ïîëîâèí³ êîëà öèë³íäðà. Îñê³ëüêè âåëè÷èíà n âèçíà÷àº ê³ëüê³ñòü âóçëî-

âèõ ë³í³é íà ïîâåðõí³ öèë³íäðà, òî 
2

kR R
n n




  äîð³âíþº â³äñòàí³ ì³æ 

âóçëîâèìè ë³í³ÿìè, âèðàæåíèìè â îäèíèöÿõ, êðàòíèõ ïîëîâèí³ äîâæèíè 
õâèë³ . Çà óìîâè kR < n àáî R/n < /2 â³äñòàíü ì³æ öèìè âóçëîâèìè 
ë³í³ÿìè ìåíøà í³æ /2. Ó òàê³é ñèòóàö³¿ (äèâ. ïàðàãðàô 7.7 ³ 7.11) ìàºìî 
ñèëüíó âçàºìîä³þ ïðîòèôàçíèõ õâèëü. Òîìó çà óìîâè kR < n ä³éñíà ÷àñ-
òèíà îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ çìåíøóºòüñÿ ïðàêòè÷íî äî íóëÿ (äèâ. 
ðèñ. 7.23, à), ùî â³äïîâ³äàº òàê çâàíîìó àêóñòè÷íîìó êîðîòêîìó çàìè-
êàííþ. 

Ó ðàç³ kR = n â³äñòàíü ì³æ âóçëîâèìè ë³í³ÿìè, âèì³ðÿíà íà ïîâåðõí³ 
öèë³íäðà, äîð³âíþº ïîëîâèí³ äîâæèíè çâóêîâî¿ õâèë³. Ñèòóàö³þ kR = n ìîæ-
íà âèçíà÷èòè ÿê ïðîñòîðîâèé ðåçîíàíñ. Ïðè öüîìó îï³ð âèïðîì³íþâàííÿ 
äîñÿãàº ìàêñèìóìó ³, ùî âàæëèâî çàçíà÷èòè, ìàêñèìóìó äîñÿãàþòü àêòèâíà 
òà ðåàêòèâíà ñêëàäîâ³ îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ. Ç³ çá³ëüøåííÿì n âèñîòà öèõ 
ìàêñèìóì³â çðîñòàº, ùî ïîâ’ÿçàíî ç³ çá³ëüøåííÿì ka = n. Ïðîòå îäíî÷àñíå 
çá³ëüøåííÿ àêòèâíî¿ òà ðåàêòèâíî¿ ÷àñòèí îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ n-¿ ìî-
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Ðèñ. 7.23. Çàëåæíîñò³   Re /n c  ³    Im /n c  íà ïîâåðõí³ öèë³íäðè÷íîãî âèïðîì³íþâà-

÷à n-ãî ïîðÿäêó â³ä õâèëüîâîãî ðàä³óñà öèë³íäðà kR

äè ñòâîðþº çðîçóì³ë³ ñêëàäíîñò³ äëÿ åôåêòèâíîãî âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó. Ó 
ðàç³ kR > n îï³ð âèïðîì³íþâàííÿ àñèìïòîòè÷íî íàáëèæàºòüñÿ äî c.

Ç óðàõóâàííÿì (7.157) ôîðìóëà (7.153) äëÿ ïîòóæíîñò³ âèïðîì³íþâà÷à 
n -ãî ïîðÿäêó íàáóâàº âèãëÿäó

 
2

âRe .
2

nn
n

V
P Z                                   (7.158)

Ðîçãëÿíåìî âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó ïðè äîâ³ëüí³é çàëåæíîñò³ êîëèâàëü-
íî¿ øâèäêîñò³ â³ä êóòà . Çíîâó âèêîðèñòàºìî âèðàç (7.152) äëÿ ³íòåíñèâ-
íîñò³ çâóêó ³, ïðî³íòåãðóâàâøè éîãî çà ïîâåðõíåþ öèë³íäðà âèñîòîþ h, 
çíàéäåìî ïîòóæí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ. Êîëèâàííÿ ïîâåðõí³ öèë³íäðà, ùî 
çàäàíà ôóíêö³ºþ V(), ïîäàìî çà äîïîìîãîþ ðÿäó Ôóð’º ñóêóïí³ñòþ ìîä 
êîëèâàíü òèïó cos(n). Êîæíà ìîäà êîëèâàíü âèïðîì³íþº öèë³íäðè÷íó 
õâèëþ â³äïîâ³äíîãî ïîðÿäêó. ßê íàñë³äîê, ìàºìî ôîðìóëè äëÿ òèñêó íà ïî-
âåðõí³ âèïðîì³íþâà÷à (çã³äíî ç (7.149) òà (7.151))

   
0

cosn n r R
n

p V n 





                           (7.159)

³ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³

 
0

cos .r n
n

V n 



                               (7.160)

Ï³äñòàâèìî (7.159) òà (7.160) â (7.152) é ïðî³íòåãðóºìî çà ïîâåðõíåþ:

       
22

*
â

0 0 00 0

1
Re cos cos Re ,

2 2

H
nn

n m n
n m nr R

V
P V V dz R n m d Z



   
  

  
      (7.161)

äå   âRe nZ  âèçíà÷èëè çà (7.157).

Îòæå, àêóñòè÷íà ïîòóæí³ñòü çà äîâ³ëüíîãî õàðàêòåðó ðóõó ïîâåðõí³ öè-
ë³íäðà º ñóìîþ ïîòóæíîñòåé âèïðîì³íþâàííÿ îêðåìèìè ìîäàìè êîëèâàíü 
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ïîâåðõí³. Îñê³ëüêè åíåðã³ÿ êîëèâàíü ñàìîãî âèïðîì³íþâà÷à ðîçïîä³ëåíà ì³æ 
îêðåìèìè ìîäàìè, à åôåêòèâí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ òèì íèæ÷à, ÷èì âèùèé 
ïîðÿäîê ìîäè, òî çàãàëüíà åôåêòèâí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó öèë³íäðîì 
áóäå òèì á³ëüøà, ÷èì âèùà ïèòîìà âàãà íèæ÷èõ ìîä êîëèâàíü (çîêðåìà,
íóëüîâî¿ ìîäè). Îï³ð âèïðîì³íþâàííÿ öèë³íäðè÷íîãî âèïðîì³íþâà÷à áóäü-
ÿêîãî ïîðÿäêó çá³ëüøóºòüñÿ ç³ çðîñòàííÿì ÷àñòîòè, òîáòî kR = R/c. Òîìó 
çàãàëüíà åôåêòèâí³ñòü çðîñòàº ïðè çá³ëüøåíí³ â³äíîøåííÿ ðàä³óñà öèë³íäðà 
äî äîâæèíè õâèë³.

Ñïðÿìîâàí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ òàêîæ âèçíà÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì 
ì³æ ìîäàìè êîëèâàíü. Àìïë³òóäó òèñêó â äàëüí³é çîí³ íà â³äñòàí³ r â³ä îñ³ 
öèë³íäðà ç óðàõóâàííÿì àñèìïòîòèêè ôóíêö³¿ Õàíêåëÿ âèçíà÷àþòü òàê 
(äèâ. (7.143), (7.149)):

   
   

 
1

0 0

cos2
, exp 2 1 .

4
n

n
n n

n

V n
p r p c ikr i n

kr H kR

 
 

 

         
      (7.162)

Öÿ ôîðìóëà (7.162) ÿâëÿº ñîáîþ ðÿä Ôóð’º. Çðîçóì³ëî, ùî äîáèðàþ÷è íà-
ëåæíèì ÷èíîì êîåô³ö³ºíòè öüîãî ðÿäó (à âîíè çàëåæàòü â³ä Vn, òîáòî â³ä 
ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ ìîäàìè êîëèâàíü), ìîæíà ðåàë³çóâàòè ïðàêòè÷íî áóäü-
ÿêó õàðàêòåðèñòèêó ñïðÿìîâàíîñò³ ó ïëîùèí³ êóòà  (íàâ³òü çà ìàëîãî kR). 
Ïðîòå äëÿ îäåðæàííÿ ãîñòðî¿ ñïðÿìîâàíîñò³ íåîáõ³äíî çá³ëüøèòè ïèòîìó 
âàãó ìîä âèùèõ ïîðÿäê³â, ³, îòæå, çá³ëüøåííÿ ñïðÿìîâàíîñò³ â³äáóâàºòüñÿ 
çà ðàõóíîê çíèæåííÿ åôåêòèâíîñò³ âèïðîì³íþâàííÿ.

7.12.2. Ñôåðè÷íèé âèïðîì³íþâà÷

Âèçíà÷èìî çâóêîâå ïîëå ñôåðè÷íîãî âèïðîì³íþâà÷à (ðèñ. 7.24)
ðàä³óñîì a çà óìîâè, ùî àìïë³òóäà ðàä³àëüíî¿ êîìïîíåíòè øâèäêîñò³ ÷àñ-
òèíîê ïîâåðõí³ ñôåðè çàäàíà ôóíêö³ºþ V(,). Çíàéäåìî ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿí-
íÿ Ãåëüìãîëüöà äëÿ ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàò (r,,) [31, 41, 52]:

2
2 2 2

2 2

1 1
sin 0

sin sin
p p p

r k r p
r r


    

                    
       (7.163)

ó âèãëÿä³ äîáóòêó

( , , ) ( ) ( ) ( ).p r R r                           (7.164)

Ï³äñòàâèâøè (7.164) ó (7.163) òà ïîä³ëèâøè íà R, ðîçêëàäåìî (7.163) íà 
òðè äîäàíêè:

2
2 2 2

2 2

1 1 1 1 1
sin 0.

sin sin
d dR d d d

r k r
R dr dr d d d


    

                  
   (7.165)

Ïåðøèé äîäàíîê çàëåæèòü ëèøå â³ä r, à äâà ³íøèõ äîäàíêè çàëåæàòü â³ä 
êóòîâèõ êîîðäèíàò, ³ ïðè öüîìó ¿õ ñóìà äîð³âíþº íóëþ. Ó öüîìó ðàç³ ïåð-
øèé äîäàíîê ³ ñóìà äðóãîãî òà òðåòüîãî äîäàíê³â äîð³âíþþòü ò³é ñàì³é ñòà-
ë³é, àëå âçÿò³é ç ïðîòèëåæíèìè çíàêàìè. Íåõàé ïåðøèé äîäàíîê äîð³âíþº
2, à ñóìà äðóãîãî òà òðåòüîãî –2. Òîä³
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Ðèñ. 7.24. Ïðèêëàä ñôåðè÷íîãî âèïðîì³íþâà÷à

 2 2 2 2 0.
d dR

r k r R
dr dr

     
 

      (7.166)

Ïîìíîæèâøè äðóãó ð³âí³ñòü íà sin2, çàïè-
øåìî:

   
 

         
2 21

sin sin sin
d d
d d




 


2

2

1
0

d
d

.           (7.167)

Ó (7.167) çì³íí³  òà  âèÿâèëèñÿ ðîçä³ëåíèìè ì³æ ïåðøèì ³ äðóãèì äî-
äàíêàìè. Àíàëîã³÷íî, ââîäÿ÷è íîâó ñòàëó 2, îäåðæóºìî

2
2

2 0,
d
d





                                  (7.168)

 2 2 2sin sin sin 0.
d d
d d

    
 

      
 

               (7.169)

Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (7.168) îïèñóº çàëåæí³ñòü òèñêó çâóêîâîãî ïîëÿ â³ä àçè-
ìóòàëüíîãî êóòà . Â³äîìî, ùî ðîçâ’ÿçîê (7.168) ìàº âèãëÿä

1 2( ) cos( ) sin( ).A A                            (7.170)

Òóò ç’ÿâëÿºòüñÿ ìîæëèâ³ñòü âèçíà÷èòè íåâ³äîìó ñòàëó . Ä³éñíî, çàëåæí³ñòü 
() ìàº áóòè, î÷åâèäíî, ïåð³îäè÷íîþ ç ïåð³îäîì 2, îñê³ëüêè, çðîáèâøè 
îáõ³ä íàâêîëî ñôåðè (òîáòî çì³íèâøè  íà 2), ïîòðàïèìî ó âèõ³äíó òî÷êó 
ïðîñòîðó, à îòæå, ìàºìî îäåðæàòè òàêå ñàìå çíà÷åííÿ òèñêó. Ç öüîãî âèï-
ëèâàº, ùî ñòàëà  — öå áóäü-ÿêå ö³ëå ÷èñëî:

 = m, m = 0,1,2,…                               (7.171)

ßê ³ äëÿ öèë³íäðè÷íîãî âèïðîì³íþâà÷à, ïðèïóñòèìî, ùî çâóêîâå ïîëå ñè-
ìåòðè÷íå â³äíîñíî íàïðÿìêó  = 0, òîáòî ôóíêö³ÿ () — ïàðíà. Òîä³ ó 
(7.170) ñë³ä âçÿòè À2 = 0.

Çà äîïîìîãîþ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü çâîäèìî (7.169) äî âèãëÿäó
2 2

2
2 2

+ctg 0
sin

d d m
dd

 
 

         
   

,                    (7.172)

³ âèçíà÷èìî (7.172) ÿê ð³âíÿííÿ äëÿ ïðèºäíàíèõ ôóíêö³é Ëåæàíäðà, ùî 
âèâ÷åí³ ó ìàòåìàòèö³ äîñèòü äîáðå [49, 52]. Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî çàëåæíî â³ä âå-
ëè÷èíè  ðîçâ’ÿçîê (7.172) ìîæå ìàòè àáî íå ìàòè îñîáëèâó òî÷êó. Îñê³ëü-
êè ç ô³çè÷íî¿ òî÷êè çîðó çàëåæí³ñòü çâóêîâîãî ïîëÿ â³ä êóòà  íå ïîâèííà 

                                        
 Ëåæàíäð (Legendre) Àäð³àí Ìàð³ (1752—1833) — ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê.
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ïðÿìóâàòè äî íåñê³í÷åííîñò³ çà áóäü-ÿêîãî , òî ñë³ä ñïèíèòèñÿ íà òàêèõ 
çíà÷åííÿõ ñòàëî¿ 2, ÿêèì â³äïîâ³äàþòü ðîçâ’ÿçêè áåç îñîáëèâî¿ òî÷êè. 
Ðîçâ’ÿçîê áóäå çàäîâ³ëüíèì, ÿêùî âçÿòè 2 = n(n + 1), äå n = 0,1,2,… Òîä³ 
ð³âíÿííÿ (7.172) íàáåðå âèãëÿäó

2 2

2 2
+ ctg ( 1) 0.

sin
m

n n
 

               
              (7.173)

Éîãî ðîçâ’ÿçîê, ùî â³äïîâ³äàº ïåâíèì çíà÷åííÿì ñòàëèõ m òà n, ïîçíà÷à-
þòü ( )m

nP  i íàçèâàþòü ïðèºäíàíîþ ôóíêö³ºþ Ëåæàíäðà ïåðøîãî ðîäó ñòóïåíÿ 

n òà ïîðÿäêó m. Ôóíêö³¿ ( )( )m
nP   âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç åëåìåíòàðí³ òðèãîíî-

ìåòðè÷í³ ôóíêö³¿ çà äîïîìîãîþ ïðîñòîãî, àëå ãðîì³çäêîãî àëãîðèòìó:

 ( ) 2 2 ( )
(1 ) ,

m
m m n

n m

d P x
P x x

dx
                           (7.174)

äå (0)( ) ( )n nP x P x — òàê çâàí³ ïîë³íîìè Ëåæàíäðà, x = cos. Òðè ïîñë³äîâíèõ 
ïîë³íîìè Ëåæàíäðà çâ’ÿçàí³ ì³æ ñîáîþ ðåêóðåíòíèì ñï³ââ³äíîøåííÿì:

  1 11 ( ) (2 1) ( ) ( ) 0,n n nn P x n xP x nP x                     (7.175)

à ñàì³ ïîë³íîìè Ëåæàíäðà âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷í³ ôóíêö³¿

         
2 1 !! 2 3 !! 1

cos 2 cos 2 cos 2
(2 )!! (2 2)!! 2n

n n
P n n

n n
  

 
      

   
2 5 !! 1 3

2 cos 4
(2 4) !! 2 4

n
n

n


 
      

                 (7.176)

Íàïðèêëàä, äëÿ ê³ëüêîõ ïåðøèõ íîìåð³â n çàïèøåìî òàê³ ïîë³íîìè:

P0(cos) = 1,

P1(cos) = cos,

   2 cos 3cos 2 1 4,P     

   3 cos 5cos 3 3cos 8.P                           (7.177)

Îñê³ëüêè Pn(x) — ïîë³íîì ñòóïåíÿ n, òî äèôåðåíö³þþ÷è çà (7.174), ìàºìî 
íóëü ïðè m > n. Òàêèì ÷èíîì, ( )( ) 0m

nP x  , ÿêùî m > n. Ôóíêö³¿ ( )( )m
nP 

ìàþòü îäíó äóæå âàæëèâó äëÿ ïîäàëüøîãî âëàñòèâ³ñòü, à ñàìå:

( ) ( )

0

( ) ( ) sin ,m m
n n nm nnP P d N



                           (7.178)

äå 
 
 

!2
,

2 1 !nm

n m
N

n n m




 
1,      ,

0,      .
nn

n n

n n
 

  


ßê áà÷èìî, (7.178) â³äîáðàæàº âëàñòèâ³ñòü îðòîãîíàëüíîñò³ ôóíêö³é ( )( )m
nP  .
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Ïîíÿòòÿ îðòîãîíàëüíîñò³ çàñòîñîâóºòüñÿ äëÿ ôóíêö³é áóäü-ÿêî¿ ê³ëüêîñ-
ò³ çì³ííèõ. Ðîçãëÿíåìî äâ³ ôóíêö³¿: ( )( ) cos( )m

nP m   òà ( )( ) cos( )m
nP m 
  . Óò-

âîðèìî äîáóòîê öèõ ôóíêö³é ÿê ³íòåãðàë çà ïîâåðõíåþ ñôåðè ðàä³óñîì 
r = 1:

           
2

0 0

cos cos sinm m
n nP P m m d d

 

      
   

           
2

0 0

cos cos sin 2 ,m m
n n mm nm nnm m d P P d N

 

        
         

(7.179)

äå 

1,            0,

0,5,         0,

0,            ,
mm

m m

m m

m m

 

 
   
 

   
1, ,

0, .nn

n n

n n
 


  

Îòæå, ìàºìî ñèñòåìó îðòîãîíàëüíèõ ôóíêö³é. Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî ïîä³áíî 
äî òîãî, ÿê ç òðüîõ îðòîãîíàëüíèõ âåêòîð³â (ï³äñóìîâóþ÷è ¿õ ó íåîáõ³äí³é 
ïðîïîðö³¿) ìîæíà ïîáóäóâàòè áóäü-ÿêèé ³íøèé ïðîñòîðîâèé âåêòîð, òàê ³ ç 
íåñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³ îðòîãîíàëüíèõ ôóíêö³é âèãëÿäó ( )( ) cos( )m

nP m   ìîæ-

íà ïîáóäóâàòè áóäü-ÿêó (ç íåñóòòºâèìè îáìåæåííÿìè) çàëåæí³ñòü ( , )F  

íà ³íòåðâàë³  = (0,) òà  = (0,2). Ãîâîðÿòü, ùî ñèñòåìà ôóíêö³é ( )( )m
nP 

 cos( )m  ìàº âëàñòèâ³ñòü ïîâíîòè. ²íøèìè ñëîâàìè, áóäü-ÿêó çàëåæí³ñòü 

F(,), ùî çàäàíà íà îäèíè÷í³é ñôåð³, ìîæíà óÿâèòè ó âèãëÿä³ ðÿäó Ôóð’º 
çà ôóíêö³ÿìè ( )( ) cos( )m

nP m  . Ñàìå äî òàêîãî ðÿäó (óçàãàëüíåíîãî ðÿäó 
Ôóð’º) ïðèâîäèòü ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³. Ä³éñíî, ï³äñòàâëÿþ÷è â (7.164) ÷àñ-
òèíí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü (7.166), (7.168), (7.169), ùî â³äïîâ³äàþòü êîíêðåò-
íèì n òà m, ³ ï³äñóìîâóþ÷è çà n òà m, îäåðæóºìî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê 
ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà ó âèãëÿä³

( )

0 0

( , , ) ( ) cos( ) ( ),m
nm n n

n m

p r A P m R r   
 

 
              (7.180)

äå Rn(r) — ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (7.166); Anm — íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºí-
òè. Äëÿ òîãî ùîá çíàéòè êîåô³ö³ºíòè Anm, âèêîðèñòàºìî ãðàíè÷íó óìîâó

1
( , ).

r a

p
V

i r
 

 





                           (7.181)

Ï³äñòàâèìî (7.180) â (7.181)

( )

0 0

1
( )cos( ) ( ) ( , ).m

nm n n
n m

A P m R a V
i

   
  

 
               (7.182)

Ðîçêëàäåìî V(,) â ðÿä Ôóð’º çà îðòîãîíàëüíèìè ôóíêö³ÿìè ( )( ) cos( )m
nP m  :

( )

0 0

( , ) ( ) cos( ).m
nm n

n m

V V P m   
 

 
                     (7.183)
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Ðèñ. 7.25. Ãðàô³êè ïîë³íîì³â Ëåæàíäðà (0)( ),nP  n = 0,1,2,3 

Ïðèð³âíþþ÷è êîåô³ö³ºíòè ðÿä³â (7.182) òà (7.183), 
âèçíà÷àºìî êîåô³ö³ºíòè Anm ÷åðåç â³äîì³ êîåô³-
ö³ºíòè Vnm:

.
( )
nm

nm
n

V
A i

R a



                 (7.184)

Çà äîïîìîãîþ ðÿäó (7.183) äîâ³ëüí³ êîëèâàííÿ 
ïîâåðõí³ ñôåðè ïîäàí³ ó âèãëÿä³ ñóìè 
íåñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³ êîëèâàíü ñïåö³àëüíîãî âèãëÿäó — òàê çâàí³ ìîäè. 
Ðîçãëÿíåìî äåòàëüí³øå, ùî ÿâëÿþòü ñîáîþ îêðåì³ ìîäè êîëèâàíü. Çà óìî-
âè m = 0 êîëèâàííÿ íå çàëåæàòü â³ä àçèìóòàëüíîãî êóòà , à ¿õ çàëåæí³ñòü 
â³ä  âèçíà÷àºòüñÿ ïîë³íîìàìè Ëåæàíäðà (ðèñ. 7.25). 

Ç ðèñ. 7.25 âèäíî, ùî ìîäà ç ³íäåêñàìè 00 â³äïîâ³äàº ïóëüñóþ÷³é ñôåð³ 
(V = const), à ìîäà 01 — îñöèëþþ÷³é ñôåð³ (V = cos). Äëÿ âñ³õ ³íøèõ 
ìîä — 0n — ñôåðà âèÿâëÿºòüñÿ ðîçïîä³ëåíîþ n âóçëîâèìè ë³í³ÿìè (âîíè 
ïðîõîäÿòü ïî ïàðàëåëÿõ), íà ä³ëÿíêè, ùî êîëèâàþòüñÿ ïðîòèôàçíî â³äíîñ-
íî íàéáëèæ÷èõ ñóñ³ä³â. Íà ðèñ. 7.26, à, ö³ ê³ëüöåâ³ çîíè âèä³ëåí³ á³ëèìè ³ 
ñ³ðèìè ñìóãàìè. Çà óìîâè m > 0 ìîäè nm çíîâó õàðàêòåðèçóþòüñÿ n âóçëî-
âèìè ë³í³ÿìè, ùî éäóòü óçäîâæ ïàðàëåëåé, àëå êð³ì òîãî, ìíîæíèêîì
cos(m) îáóìîâëåíî êîëèâàííÿ ïîâåðõí³ ñôåðè, ùî ìàþòü õàðàêòåð ñòîÿ-
÷èõ õâèëü óçäîâæ ïàðàëåëåé. Ó öüîìó ðàç³ âóçëîâ³ ë³í³¿ ïðîõîäÿòü ÿê ïî ïà-
ðàëåëÿõ, òàê ³ ìåðèä³àíàõ (ðèñ. 7.26, á).

Êîæíà ìîäà êîëèâàíü ïîâåðõí³ ñôåðè âèïðîì³íþº ñôåðè÷íó õâèëþ 
â³äïîâ³äíîãî ïîðÿäêó. Ðîçãëÿíåìî âëàñòèâîñò³ îäí³º¿ ç òàêèõ õâèëü. Ââàæàþ-

Ðèñ. 7.26. Ïðèêëàä ìîä êîëèâàíü ïîâåðõí³ ñôåðè: à — n > 0, m = 0; á — n > 0, m > 0
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÷è, ùî êîëèâàííÿ ïîâåðõí³ ñôåðè ìàþòü õàðàêòåð ñòîÿ÷èõ ñôåðè÷íèõ õâèëü, 
îäåðæóºìî

( )( , , ) ( ) cos( ) ( ).
( )

mnm
nm n n

n

V
p r i P m R r

R a
    


             (7.185)

Ç (7.185) âèïëèâàº, ùî àìïë³òóäà íà ñôåðè÷íîìó ôðîíò³ õâèë³, ùî âè-
ïðîì³íþºòüñÿ ìîäîþ nm, çàëåæèòü â³ä êóò³â  òà , ïðè÷îìó îäíàêîâî äëÿ 
áóäü-ÿêîãî ðàä³óñà ôðîíòó r. Ïîêëàâøè äëÿ íàî÷íîñò³ m = 0, ìîæíà çàçíà-
÷èòè, ùî ï³ñëÿ (0)

0 ( ) 1P    òà (0)
1 ( ) cosP   , ùî â³äïîâ³äàº ïóëüñóþ÷³é òà 

îñöèëþþ÷³é ñôåðàì, éäóòü äîñèòü ñêëàäí³ ôóíêö³¿ (0)( )nP  , n > 1, ÿê³ âè-
çíà÷àþòü êîëèâàííÿ ïîâåðõí³ ñôåðè, ùî ïîâòîðþº ñåáå â çîâí³øíüîìó 
ïðîñòîð³. 

Çì³íà àìïë³òóäè âçäîâæ ïðîìåíÿ ,  îäíàêîâà äëÿ âñ³õ íàïðÿìê³â ³ âè-
çíà÷àºòüñÿ ôóíêö³ºþ Rn(r) — ðîçâ’ÿçêîì (7.166). Íàãàäàºìî, ùî õàðàêòåð 
çì³íè àìïë³òóäè õâèë³ ç â³äñòàííþ çàëåæèòü ëèøå â³ä ³íäåêñó n. Ðîçãëÿíåìî 
ð³âíÿííÿ (7.166), â ÿêîìó 2 ñë³ä çàì³íèòè íà n(n + 1). Ï³ñëÿ äèôåðåíö³þ-
âàííÿ çà r ä³ñòàíåìî

2
2

2 2

2 ( 1)
+ 0.

d R dR n n
k R

r drdr r
    

 
                  (7.186)

ßêáè íå áóëî êîåô³ö³ºíòà 2 ïðè 
1 dR
r dr

, òî öå ð³âíÿííÿ ìîæíà áóëî á ââàæà-

òè ð³âíÿííÿì Áåññåëÿ (äèâ. (7.115) çà óìîâè  = 0). Ñïðîáóºìî çâåñòè 
(7.186) äî ð³âíÿííÿ Áåññåëÿ çà äîïîìîãîþ ï³äñòàíîâêè /R u r . Íåâàæêî 
ïåðåêîíàòèñÿ, ùî òàê ìîæíà ä³éñíî îäåðæàòè ð³âíÿííÿ Áåññåëÿ â³äíîñíî 
ôóíêö³¿ u:

 22
2

2 2

1 21
0.

n nd u du
k u

r drdr r

 
    
 
 

               (7.187)

Äî òàêî¿ ï³äñòàíîâêè ñïîíóêàþòü íàñòóïí³ ì³ðêóâàííÿ: ÿêùî u(r) — ðîç-
â’ÿçîê Áåññåëÿ, òî, éìîâ³ðíî, u(r) çìåíøóâàòèìåòüñÿ ç â³äñòàííþ ÿê 1 r

(äèâ. (7.120)). Àëå ñôåðè÷í³ õâèë³ ìàþòü çìåíøóâàòèñÿ ÿê 1 r , îòæå, íå-

îáõ³äíî ïîä³ëèòè u íà r .

Ðîçâ’ÿçêàìè (7.187) º ôóíêö³¿ Õàíêåëÿ ç íàï³âö³ëèì ³íäåêñîì: (1)
1 2( )nH kr  òà 

(2)
1 2( )nH kr  ³, îòæå, ðîçâ’ÿçêàìè (7.186) º ôóíêö³¿

       11
1
2

,
2n

n
h kr H kr

kr



        22

1
2

,
2n

n
h kr H kr

kr



        (7.188)

ÿê³ íàçèâàþòü ñôåðè÷íèìè ôóíêö³ÿìè Õàíêåëÿ. Çà âåëèêèõ çíà÷åíü kr >> 1 
ìàºìî
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     1 1 1
exp exp ,

2n

n
h kr i t i t ikr i

kr
  

      
 

     2 1 1
exp exp .

2n

n
h kr i t i t ikr i

kr
  

      
 

           (7.189)

Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷³ âèïðîì³íþâàííÿ â³äïîâ³äàþòü ñôåðè÷í³ ôóíêö³¿ Õàí-
êåëÿ ïåðøîãî ðîäó, ÿê³ îïèñóþòü ðîçá³æí³ õâèë³. Ç óðàõóâàííÿì öüîãî, õâè-
ëÿ òèñêó, ùî âèïðîì³íþºòüñÿ ìîäîþ nm, âèçíà÷àºòüñÿ âèðàçîì

( ) (1)

(1)
( , , ) ( ) cos( ) ( ).

( )
mnm

nm n n

n

V
p r i c P m h kr

h ka
    


             (7.190)

Ïðè ïðîâåäåíí³ ïðàêòè÷íèõ ðîçðàõóíê³â ñë³ä âçÿòè äî óâàãè, ùî äëÿ 
âñ³õ çàçíà÷åíèõ âèùå ñïåö³àëüíèõ ôóíêö³é (Áåññåëÿ, Õàíêåëÿ ³ ò. ä.) º 
åôåêòèâí³ ñòàíäàðòí³ ïðîãðàìè îá÷èñëåííÿ íà ÅÎÌ. 

Çíàéäåìî ðàä³àëüíó ñêëàäîâó êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ ³ ïèòîìèé àêó-
ñòè÷íèé îï³ð ó ñôåðè÷í³é õâèë³ nm:

( ) (1)

(1)

1
( )cos( ) ( ),

( )
mnm nm

nm n n

n

p V
P m h kr

i r h ka
  


  
 

          (7.191)

(1)

(1)

( )
.

( )
nm n

nm
nm n

p ih kr
c

h kr
 


 


                             (7.192)

Àêóñòè÷íó ïîòóæí³ñòü, ùî âèïðîì³íþºòüñÿ ìîäîþ nm, âèçíà÷àºìî, ³íòåãðó-
þ÷è ³íòåíñèâí³ñòü çà ïîâåðõíåþ ñôåðè:

 
 

*1
Re

2nm nm nm r a
S

P p dS


   
2

2 Re
2
nm

nm r a

V
a 




    
2

22 ( )

0 0

cos sinm
nm d P d

 

         


2

Re ,
2 2
nm

nm nm mr a

V S
N    (7.193)

òóò 0 = 1, m = 0,5 çà óìîâè m > 0; S = 4a2 — ïëîùà ñôåðè. ßê ³ äëÿ öè-
ë³íäðà ìîæíà ñêàçàòè, ùî îï³ð âèïðîì³íþâàííÿ ñôåðè÷íîãî âèïðîì³íþâà-
÷à òèïó nm ñòàíîâèòü  ( )

â / 2nm
nm nm mr a

Z SN 


 , äå ïèòîìèé àêóñòè÷íèé îï³ð

ñôåðè÷íî¿ õâèë³ nm íà ïîâåðõí³ ñôåðè (r = a) âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ

 
(1)

(1)

( )
.

( )
n

nm r a
n

ih ka
c

h ka
 





                            (7.194)

Íà ðèñ. 7.27 íàâåäåíî çàëåæíîñò³  Re nm c   òà  Im nm c   â³ä ka. Êðè-

â³ äóæå ïîä³áí³ äî àíàëîã³÷íèõ êðèâèõ äëÿ öèë³íäðà (äèâ. ðèñ. 7.23).
Àíàë³ç, ïðîâåäåíèé ïðè ðîçãëÿä³ ðèñ. 7.23, ä³éñíèé ³ äëÿ ñôåðè. Âêàæåìî 
ëèøå  íà  íàÿâí³ñòü  ìàêñèìóìó  çà óìîâè ka  n, çìåíøåííÿ îïîðó âèïðî-
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Ðèñ. 7.27. Çàëåæíîñò³   Re /nm c  ³    Im /nm c  íà ïîâåðõí³ ñôåðè÷íîãî âèïðîì³íþâà-

÷à n0 â³ä õâèëüîâîãî ðàä³óñà ka

ì³íþâàííÿ çà óìîâè ka < n òà íà éîãî àñèìïòîòè÷íå íàáëèæåííÿ äî c çà 
óìîâè ka > n.

ßê ïðèêëàä, ùî õàðàêòåðèçóº åôåêòèâí³ñòü çáóðåííÿ ð³çíîìàí³òíèõ 
ñôåðè÷íèõ õâèëü òèïó nm çàëåæíî â³ä ðàä³óñà ñôåðè, ðîçãëÿíåìî ðîáîòó ñôå-
ðè÷íîãî âèïðîì³íþâà÷à, ÿêùî ôóíêö³ÿ V(,), ùî âèçíà÷àº êîëèâàëüíó 
øâèäê³ñòü íà ïîâåðõí³ ñôåðè, íå çàëåæèòü â³ä êóòà , òîáòî V(,)  V(), ³ 
º â³ñåñèìåòðè÷íîþ â³äíîñíî íàïðÿìêó  = 0. Òîä³ ó (7.180) ñë³ä ïîêëàñòè 
m = 0, ³ ïîëå âèïðîì³íþâàííÿ ñôåðè ó öüîìó ðàç³ íàáóäå âèãëÿäó

  (1)

0

( , ) ( ).n n n
n

p r A P h kr 




                          (7.195)

Äëÿ ïîøóêó àìïë³òóäíèõ êîåô³ö³ºíò³â An çàñòîñîâóºìî ãðàíè÷íó óìîâó íà 

ïîâåðõí³ ñôåðè:    ,1

r a

p r
V

i r











, çâ³äêè

  (1)

0

1
( ) ( ).n n n

n

V A P h ka
i c

 






                       (7.196)

Îá÷èñëåííÿ êîåô³ö³ºíò³â An äàº çìîãó âèçíà÷èòè çâóêîâå ïîëå p (r,) ó ñå-
ðåäîâèù³, ùî îòî÷óº ñôåðó. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâ³ñòü îðòîãîíàëüíîñò³ 
(7.178) çà óìîâè m = 0, ç (7.196) çíàõîäèìî

(1)
0

2 1 1
= ( ) ( ) sin .

2 ( )
n n

n

n
A i c V P d

h ka



    
                  (7.197)

Óñï³õ îá÷èñëåííÿ çâóêîâîãî ïîëÿ çàëåæèòü â³ä çá³æíîñò³ ðÿäó (7.195). Êî-
åô³ö³ºíòè ðÿäó An âèçíà÷àþòüñÿ ïîõ³äíîþ ñôåðè÷íî¿ ôóíêö³¿ Õàíêåëÿ òà 

³íòåãðàëîì â³ä ôóíêö³¿ V() (äèâ. (7.197)). Äëÿ ìîäóëÿ (1) ( )nh ka  ñïðàâåäëèâ³ 
òàê³ àñèìïòîòè÷í³ îö³íêè [49]: ÿêùî ka << n, òî
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 (1)

2

1
( ) 1 3 5 ... (2 1)( 1) ;n nh ka n n

ka


                    (7.198)

ÿêùî ka >> n, òî

 
(1) 1

( ) .nh ka
ka

                                (7.199)

Çã³äíî ç öèìè îö³íêàìè ìîæíà çðîáèòè íàñòóïí³ âèñíîâêè:
1) ÿêùî ka ìàëå, òî çá³æí³ñòü ðÿäó (7.195) îáóìîâëþºòüñÿ ìîäóëåì 

ôóíêö³¿ (1) ( )nh ka ; ÿêùî ka äóæå ìàëå, òî ôàêòè÷íî âñå âèçíà÷àº ïåðøèé ÷ëåí 

ðÿäó, òîáòî äóæå ìàëå äæåðåëî ó äàëüíüîìó ïîë³ ñòâîðþº íåñïðÿìîâàíå âè-
ïðîì³íþâàííÿ (³íàêøå, òîíêà ñòðóêòóðà ðîçïîä³ëó êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ 
íà ïîâåðõí³ ñôåðè íå ïåðåäàºòüñÿ ó çîâí³øí³é ïðîñò³ð);

2) çà âåëèêèõ ka (ka >> n) âåëè÷èíà (1) ( )nh ka  íå â³ä³ãðàº âèð³øàëüíî¿ 

ðîë³, îñê³ëüêè äëÿ ð³çíèõ n  âîíà ïðàêòè÷íî îäíàêîâà. Òóò çá³æí³ñòü ðÿäó 
âèçíà÷àºòüñÿ ³íòåãðàëîì ó (7.197) ³ çàëåæèòü â³ä ôóíêö³¿ V(). Ó öüîìó ðàç³ 
áàãàòî ìîä êîëèâàíü ïîâåðõí³ ñôåðè ïåðåäàþòüñÿ â äàëüíº ïîëå âèïðî-
ì³íþâàííÿ.

Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî òàêó ñèòóàö³þ. Íåõàé ôóíêö³ÿ V(), ùî âèçíà-
÷àº àìïë³òóäó øâèäêîñò³ íà ïîâåðõí³ ñôåðè, ìàº âèãëÿä

  0,              0 ,

0,                0 .
V

  


 
  

 
 

                (7.200)

Òîä³, çã³äíî ç (7.197) êîåô³ö³ºíòè ðÿäó ñòàíîâëÿòü

0

(1)
0

(2 1)
( ) sin .

2 ( )
n n

n

n
A i c P d

h ka


   


 

                   (7.201)

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê äóæå ìàëîãî, ïðàêòè÷íî òî÷êîâîãî äæåðåëà, íà ïî-
âåðõí³ ñôåðè: òîáòî ìàºìî   0. Òîä³ ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî Pn()  1, à 

³íòåãðàë 
2 2

0

sin 1 cos( ) 1 1 ...
2 2

d
    

   
        

 
 . Îòæå,

2
0

(1)

(2 1)
.

4 ( )
n

n

n
A i c

h ka

 



 


                          (7.202)

Ï³äñòàâèâøè (7.202) â (7.195), çàïèøåìî êîìïëåêñíó àìïë³òóäó òèñêó çâó-
êîâîãî ïîëÿ:

2
(1)

0 (1)
0

2 1
( , ) ( ) ( ).

4 ( )
n n

n n

n
p r i c P h kr

h ka

   




 
 


              (7.203)

Âèçíà÷èìî ³íòåíñèâí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ äóæå ìàëîãî äæåðåëà íà ïî-
âåðõí³ ñôåðè. Ó äàëüíüîìó ïîë³ âèïðîì³íþâà÷à ³íòåíñèâí³ñòü çâóêó ìîæíà 
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âèçíà÷èòè çà ôîðìóëîþ
2

.
2 2r

p pp
I

c c 



                                 (7.204)

Ï³äñòàâèâøè (7.203) â (7.204), ìàºìî

2 4
0

32r

c
I

  


                
        

1 1

1 10 0

2 1 2 1 cos cos
.

n m n m

n m
n m

m n P P h kr h kr

h ka h ka

 



 

   

 
  (7.205)

Äëÿ äàëüíüî¿ çîíè (çà âåëèêèõ çíà÷åíü kr) ñë³ä âèêîðèñòîâóâàòè àñèìïòî-

òèêó ñôåðè÷íèõ ôóíêö³é Õàíêåëÿ    1
nh kr . Çã³äíî ç (7.189)

2 4 2
0

2 ( ),
32r

c a
I F

r
  




                           (7.206)

äå

 
   
        

     2
1 10 0

2 1 2 11
( ) cos cos exp .

2n m
n m

n m

m n
F P P i m n

ka h ka h ka

  
 


 

       
  (7.207)

²íòåãðóþ÷è (7.206) çà ñôåðîþ ðàä³óñîì r, çíàõîäèìî ïîòóæí³ñòü âèïðîì³-
íþâàííÿ; ïðè öüîìó âèêîðèñòîâóºìî âëàñòèâ³ñòü îðòîãîíàëüíîñò³ ôóíêö³é
Pn(cos) (äèâ. (7.178)):

4
2
0 2 2

(1)0

2 1
.

8 ( )n
n

n
P c

k h ka

  


 



                            (7.208)

ßê âèïëèâàº ç (7.208), òî÷êîâå äæåðåëî íà ïîâåðõí³ ñôåðè ïîðîäæóº 
äóæå áàãàòî ìîä ó çîâí³øíüîìó ïðîñòîð³. Ïðîòå ¿õ ïîøèðåííÿ ó äàëüíþ 
çîíó âèïðîì³íþâà÷à ³ âíåñîê ó çàãàëüíó ïîòóæí³ñòü Ð çàëåæàòü â³ä õâèëüî-

âîãî ðîçì³ðó ñôåðè. Öÿ çàëåæí³ñòü âèçíà÷àºòüñÿ ìîäóëåì ôóíêö³¿ (1) ( )nh ka .

Çã³äíî ç àñèìïòîòè÷íèìè îö³íêàìè (7.198), (7.199) çà ìàëîãî ka âíåñîê 
ó ïîòóæí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ âèçíà÷àþòü ïåðø³ ìîäè êîëèâàíü ñôåðè, à 
çà äóæå ìàëîãî ka äîì³íóþ÷îþ º íóëüîâà ìîäà. Ó ðàç³ âåëèêèõ ka (ka >> n) 
³ âèù³ ìîäè ðîáëÿòü âíåñîê ó ïîòóæí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ. Ó ö³é ñèòóàö³¿ 
ìîæíà ñêàçàòè, ùî áàãàòî ìîä êîëèâàíü ïîâåðõí³ ñôåðè ïåðåäàþòüñÿ â 
äàëüíº ïîëå âèïðîì³íþâàííÿ.

Íà ðèñ. 7.28 çîáðàæåíî êðèâ³ ôóíêö³é F() (äèâ. (7.207)), çà ÿêèìè âè-
çíà÷åíî çàëåæí³ñòü ³íòåíñèâíîñò³ â³ä êóòà  äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü õâèëüîâîãî 
ðîçì³ðó ñôåðè ka. ßñíî âèäíî ïîñòóïîâèé ïåðåõ³ä â³ä ð³âíîì³ðíîãî âè-
ïðîì³íþâàííÿ â óñ³ íàïðÿìêè çà íèçüêèõ ÷àñòîò (ìàëå ka) äî ð³çêîãî 
çá³ëüøåííÿ âèïðîì³íþâàííÿ â äåÿêèõ íàïðÿìêàõ çà âèñîêèõ ÷àñòîò (âåëèêå 
ka). Îòæå, ìàëà ïîð³âíÿíî ç äîâæèíîþ õâèë³ ñôåðà íå âïëèâàº íà âèïðî-
ì³íþâàííÿ òî÷êîâîãî äæåðåëà. Ïðè çðîñòàíí³ ka çðîñòàº ê³ëüê³ñòü ñôåðè÷-
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íèõ õâèëü òèïó n0 ó äàëüí³é çîí³
âèïðîì³íþâà÷à; ¿õ ³íòåðôåðåíö³ÿ ³
ïðèçâîäèòü äî íåð³âíîì³ðíî¿ êóòî-
âî¿ çàëåæíîñò³ ³íòåíñèâíîñò³ çâóêó. 
Çàçíà÷èìî, ùî ç³ çá³ëüøåííÿì ka
çðîñòàº ³íòåíñèâí³ñòü ó íàïðÿìêó 
 = 0, ³ çà äóæå âåëèêèõ ka ðîáîòà 
òî÷êîâîãî äæåðåëà íà ïîâåðõí³ ñôå-
ðè íàãàäóº ñèòóàö³þ, êîëè âîíî 
ðîçì³ùåíå íà æîðñòê³é ïîâåðõí³. 
Ìîæíà ñêàçàòè, ùî çà âåëèêèõ ka
÷àñòèíà ïðîñòîðó ïåðåáóâàº â îá-
ëàñò³ “ò³í³” ³ íå îõîïëåíà õâèëüî-
âèì ïðîöåñîì.

Òàêèì ÷èíîì, ó ðàç³ äîâ³ëüíîãî 
ðîçïîä³ëó øâèäêîñò³ êîëèâàíü íà 
ïîâåðõí³ ñôåðè V(,) ¿¿ ðóõ ìîæå 
áóòè ïîäàíèé ñóìîþ ìîä êîëè-
âàíü, à ïîòóæí³ñòü âèïðîì³íþâàí-
íÿ äîð³âíþº ñóì³ ïîòóæíîñòåé âè-
ïðîì³íþâàííÿ îêðåìèìè ìîäàìè. 
Çàçíà÷èìî, ùî åôåêòèâí³ñòü âè-
ïðîì³íþâàííÿ ìîä âèùèõ ïîðÿä-
ê³â òèì ìåíøà, ÷èì âèùèé ïîðÿäîê ìîäè, îñê³ëüêè ìîäà nm ä³ëèòü ïî-
âåðõíþ ñôåðè íà 2nm ä³ëÿíîê, ùî âèïðîì³íþþòü ó ïðîòèôàçí³. Çìåíøåí-
íÿ ïëîù³ êîæíî¿ ä³ëÿíêè ³ ¿õ çáëèæåííÿ (ïî ì³ð³ çá³ëüøåííÿ ê³ëüêîñò³ 
ä³ëÿíîê) ïðèâîäÿòü äî çìåíøåííÿ åôåêòèâíîñò³ âèïðîì³íþâàííÿ ñôåðè÷-
íîãî äæåðåëà. Òîìó öÿ åôåêòèâí³ñòü òèì âèùà, ÷èì á³ëüøà ïèòîìà âàãà 
ìîä íèæ÷èõ ïîðÿäê³â ó çàãàëüí³é åíåðã³¿ êîëèâàíü ïîâåðõí³ ñôåðè.

Ðîçãëÿíåìî ñïðÿìîâàí³ âëàñòèâîñò³ ñôåðè÷íîãî âèïðîì³íþâà÷à. Õàðàê-
òåðèñòèêà ñïðÿìîâàíîñò³ ïîðÿäêó nm, ÿê âèïëèâàº ç (7.190), âèçíà÷àºòüñÿ íåçà-
ëåæíî â³ä õâèëüîâîãî ðàä³óñà ñôåðè çã³äíî ç ôîðìóëîþ ( )(cos )cos( ) .m

nP m 

Íåçàëåæí³ñòü õàðàêòåðèñòèêè ñïðÿìîâàíîñò³ âèïðîì³íþâà÷à ïîðÿäêó nm
â³ä ÷àñòîòè º õàðàêòåðíîþ îñîáëèâ³ñòþ ñôåðè÷íèõ âèïðîì³íþâà÷³â (àëå 
öå ñïðàâåäëèâî ëèøå äëÿ ñôåðè, äåôîðìîâàíî¿ ïåâíèì ÷èíîì — çã³äíî ç 
ìîäîþ nm). Çà óìîâè m = 0 óíàñë³äîê òîãî, ùî çáóäæåííÿ ïîâåðõí³ ñôå-
ðè ñèìåòðè÷íå â³äíîñíî îñ³  = 0, õàðàêòåðèñòèêà ñïðÿìîâàíîñò³ çàëå-
æèòü ëèøå â³ä êóòà . Äåÿê³ ïðèêëàäè ö³º¿ çàëåæíîñò³ íàâåäåí³ íà ðèñ. 
7.25. ßê áà÷èìî, ÷èì á³ëüøèé ³íäåêñ n, òèì ãîñòð³øà ñïðÿìîâàí³ñòü. Ó 
ðàç³, ÿêùî m > 0, ìíîæíèê cos(m) îáóìîâëþº ñïðÿìîâàí³ñòü ³ â ïëî-
ùèí³ çì³íè êóòà . Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó õàðàêòåðèñòèêà ñïðÿìîâàíîñò³ 
âèçíà÷àºòüñÿ àáñîëþòíèì çíà÷åííÿì óçàãàëüíåíîãî ðÿäó Ôóð’º (7.180), 
êîåô³ö³ºíòè ÿêîãî ïðîïîðö³éí³ Vnm (äèâ. (7.184)). Òóò ñïîñòåð³ãàºòüñÿ òà-
êà ñàìà çàêîíîì³ðí³ñòü, ùî ³ äëÿ öèë³íäðè÷íîãî âèïðîì³íþâà÷à: äîáè-
ðàþ÷è êîåô³ö³ºíòè ðÿäó, îäåðæóºìî äîñèòü ãîñòðó ñïðÿìîâàí³ñòü. Àëå, 
îñê³ëüêè  äëÿ  öüîãî  äîâåäåòüñÿ  çá³ëüøèòè åíåðã³þ âèùèõ ìîä êîëèâàíü, òî

Ðèñ. 7.28. Ãðàô³ê ôóíêö³¿ F()



Îñíîâè àêóñòèêè

348

çàãîñòðåííÿ ñïðÿìîâàíîñò³ âèïðîì³íþâàííÿ áóäå çâ’ÿçàíå ç³ çíèæåííÿì 
åôåêòèâíîñò³.

Ïðîïîíóºìî ÷èòà÷åâ³ ñàìîñò³éíî ïîáóäóâàòè õàðàêòåðèñòèêè ñïðÿìîâà-
íîñò³ ñôåðè÷íèõ âèïðîì³íþâà÷³â çà òàêîãî ðîçïîä³ëó êîëèâàëüíî¿ øâèä-
êîñò³ íà éîãî ïîâåðõí³:

       0 1 2 3( , ) ( ) 0,5 cos cos cos cosV V P P P P           .

       0 1 2 3( , ) ( ) cos cos cos 2 cosV V P P P P           .

     0 1 2( , ) ( ) cos 3 cos 2 cosV V P P P         .

Íåõàé õâèëüîâèé ðîçì³ð âèïðîì³íþâà÷à ñòàíîâèòü ka = 10. Ïåðåêîíàéòåñÿ, 
ùî òàê³ âèïðîì³íþâà÷³ ìàòèìóòü îäíîá³÷íó ñïðÿìîâàí³ñòü (íà â³äì³íó â³ä 
õàðàêòåðèñòèê, çîáðàæåíèõ íà ðèñ. 7.25).

7.13. Çàäà÷³

7.1. Âèçíà÷òå êîåô³ö³ºíòè îñüîâî¿ êîíöåíòðàö³¿ âèïðîì³íþâà-
÷à, ÿêùî éîãî õàðàêòåðèñòèêà ñïðÿìîâàíîñò³ îïèñóºòüñÿ âèðàçîì

 1 3 cos
;

1 3
R

 


   
 

1, 0,30 ,

0,05, 30 ,180 ;
R






   
  

  cosR   .

Ïîáóäóéòå ãðàô³êè íàâåäåíèõ õàðàêòåðèñòèê ñïðÿìîâàíîñò³.
Â³äïîâ³äü: 3,7; 15; 3.

7.2. Âèçíà÷òå àìïë³òóäó çì³ùåííÿ ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè ðàä³óñîì 5 ñì ó 
ïîâ³òð³, ÿêùî íà â³äñòàí³ 10 ì âîíà ñòâîðþº çâóêîâèé òèñê 0,2 Ïà. ×àñòîòà 
ïóëüñàö³é ñôåðè 200 Ãö.

Â³äïîâ³äü: 5  10–3 ì.

7.3. Âèçíà÷òå êîåô³ö³ºíò îñüîâî¿ êîíöåíòðàö³¿ äæåðåëà, ùî ñòâîðþº íà 
â³äñòàí³ 30 ì â îñüîâîìó íàïðÿìêó òàêèé ñàìèé òèñê, ÿê îäíàêîâå ç íèì çà 
ïîòóæí³ñòþ ñïðÿìîâàíå äæåðåëî íà â³äñòàí³ 6 ì.

Â³äïîâ³äü: 25.

7.4. Ïîáóäóéòå õàðàêòåðèñòèêó ñïðÿìîâàíîñò³ àêóñòè÷íî¿ ñèñòåìè, ùî 
ñêëàäàºòüñÿ ç òðüîõ òî÷êîâèõ äæåðåë, ÿê³ ïðàöþþòü ó ôàç³, ÿêùî ïðîäóê-
òèâí³ñòü ñåðåäíüîãî ç íèõ ó äâà ðàçè âèùà í³æ ïðîäóêòèâí³ñòü á³÷íèõ. ×àñ-
òîòà âèïðîì³íþâàííÿ äîð³âíþº 1000 Ãö, â³äñòàíü ì³æ äæåðåëàìè — 15 ñì. 
Ñåðåäîâèùå — ïîâ³òðÿ.

7.5. Ïîáóäóéòå õàðàêòåðèñòèêó ñïðÿìîâàíîñò³ àêóñòè÷íèõ ñèñòåì 
(ðèñ. 7.29) ïðè d = 1 ì òà f = 500 Ãö (ñåðå-
äîâèùå — ïîâ³òðÿ).

7.6. Âèçíà÷òå õàðàêòåðèñòèêó ñïðÿìî-
âàíîñò³ äâîõ òî÷êîâèõ äæåðåë, ùî ïðàöþ-
þòü ó ïðîòèôàç³, ÿêùî â³äíîøåííÿ â³äñòàí³ 
ì³æ íèìè äî äîâæèíè âèïðîì³íþâàëüíî¿ 
õâèë³ äîð³âíþº 1,7.

Ðèñ. 7.29. Äî çàäà÷³ 7.5
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7.7. Âèçíà÷òå íàïðÿìîê, óçäîâæ ÿêîãî çâóêîâèé òèñê äîð³âíþº íóëþ, â 
ïîë³, ùî ñòâîðþºòüñÿ òðüîìà òî÷êîâèìè ñèíôàçíèìè äæåðåëàìè, â³äñòàíü 
ì³æ ÿêèìè /2 ( — äîâæèíà õâèë³).

Â³äïîâ³äü: 42, 138, 222, 318.

7.8. Ñôåðè÷íå äæåðåëî çâóêó ìàëèõ ðîçì³ð³â ïðàöþº ó ïîâ³òð³. Îá-
÷èñë³òü çñóâ ôàç ì³æ àêóñòè÷íèì òèñêîì ³ êîëèâàëüíîþ øâèäê³ñòþ íà ÷àñ-
òîòàõ 10, 100 ³ 1000 Ãö íà â³äñòàí³ 0,2 ì â³ä öåíòðà äæåðåëà çâóêó. Âèçíà÷òå 
ïèòîìèé àêóñòè÷íèé îï³ð äëÿ öèõ ñàìèõ ÷àñòîò.

Â³äïîâ³äü: 87, 69, 14, ñ(1,4  10–5 – ³ 3,8  10–2), ñ (0,14 – ³ 0,38), 
ñ (0,93 – ³ 0,25).

7.9. Ïóëüñóþ÷à ñôåðà ðàä³óñîì 0,05 ì ñòâîðþº àìïë³òóäó çâóêîâîãî òèñ-
êó 0,0415 Í/ì2 íà â³äñòàí³ 48,5 ì. Âèçíà÷òå øâèäê³ñòü ÷àñòèíîê íà ïî-
âåðõí³ ñôåðè ïðè ÷àñòîò³ 250, 2000, 8000 Ãö. Øâèäê³ñòü çâóêó 343 ì/ñ.

Â³äïîâ³äü: 0,5 ì/ñ, 6  10–2 ì/ñ, 1,6  10–2 ì/ñ.

7.10. Òî÷êîâå äæåðåëî ðîçì³ùåíî íà â³äñòàí³ l  â³ä àáñîëþòíî æîðñòêî¿ 

ïëîùèíè. Ïîáóäóéòå ä³àãðàìó ñïðÿìîâàíîñò³ äæåðåëà, ÿêùî l  , l = /4, 
l = /2, l = , l = 3/2, l = 2,  — äîâæèíà çâóêîâî¿ õâèë³.

7.11. Çíàéä³òü ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 7.12, ââàæàþ÷è, ùî ïëîùèíà º àáñîëþò-
íî ì’ÿêîþ.

7.12. Ïîáóäóéòå ä³àãðàìó ñïðÿìîâàíîñò³ ñèñòåìè, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ 
ìîíîïîë³â; â³äñòàíü ì³æ íèìè äîð³âíþº äîâæèí³ çâóêîâî¿ õâèë³, à ð³çíèöÿ 
ôàç êîëèâàíü ì³æ ïåðøèì ³ äðóãèì ìîíîïîëÿìè — 0, /4, /2, , 3/2.

7.13. Óçäîâæ ïðÿìî¿ ë³í³¿ íà îäíàêîâ³é â³äñòàí³ d îäèí â³ä îäíîãî 
ðîçì³ùåíî N ñèíôàçíèõ ìîíîïîë³â. Âèçíà÷òå ä³àãðàìó ñïðÿìîâàíîñò³ äæå-
ðåëà çâóêó.

Â³äïîâ³äü:  
sin sin

sin sin

N d

R
d

N

 

 


 
 
 
 
 
 

, êóò  â³äðàõîâóºòüñÿ â³ä íîðìàë³ äî 

ë³í³¿ ðîçì³ùåííÿ ìîíîïîë³â,  — äîâæèíà õâèë³.

7.14. Ïîêàæ³òü, ùî, äëÿ òîãî ùîá ãîëîâíèé ïåëþñòîê ä³àãðàìè ñïðÿìî-
âàíîñò³ ë³í³éíîãî ëàíöþæêà ñèíôàçíèõ ìîíîïîë³â áóâ íàïðàâëåíèé âçäîâæ 
ë³í³¿ ¿õ ðîçì³ùåííÿ, â³äñòàíü ì³æ ìîíîïîëÿìè ïîâèííà äîð³âíþâàòè äîâ-
æèí³ õâèë³. 

7.15. Âèçíà÷òå ïîòóæí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó îñöèëþþ÷îþ ñôåðîþ 
ðàä³óñîì 1 ñì ó ïîâ³òð³ íà ÷àñòîò³ 100 Ãö ç àìïë³òóäîþ çì³ùåííÿ 1 ìì. ßê 
çì³íèòüñÿ ïîòóæí³ñòü, ÿêùî êîëèâàííÿ â³äáóâàòèìóòüñÿ ó âîä³?

Â³äïîâ³äü: 10–9 Âò, çá³ëüøèòüñÿ ïðèáëèçíî â 10 ðàç³â.

7.16. Äæåðåëî ñôåðè÷íî¿ õâèë³ âèïðîì³íþº ñèãíàë, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç 
âåëèêî¿ ê³ëüêîñò³ ñèíóñî¿ä ç ÷àñòîòàìè, ùî ëåæàòü ó ä³àïàçîí³ 50…500 Ãö. 
Àìïë³òóäè òèñêó íà äåÿê³é â³äñòàí³ îäíàêîâ³ äëÿ âñ³õ ÷àñòîò. Çà äîïîìîãîþ 
äâîõ ì³êðîôîí³â, ðîçì³ùåíèõ íà â³äñòàí³ 0,1 ì â³ä öåíòðà õâèë³, çä³éñíþ-
ºòüñÿ çàïèñ çâóêó íà ìàãí³òíó ñòð³÷êó. Íàïðóãà íà âèõîä³ îäíîãî ç ì³êðî-
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ôîí³â ïðîïîðö³éíà òèñêó (ì³êðîôîí òèñêó), íà âèõîä³ ³íøîãî — øâèäêîñò³ 
÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà (ì³êðîôîí ãðàä³ºíòà òèñêó). ×è áóäå ïîì³òíà ð³çíèöÿ 
ì³æ äâîìà çàïèñàìè ïðè ¿õ ïðîñëóõîâóâàíí³ çà îäíàêîâèõ óìîâ? ßêó ðîëü 
â³ä³ãðàº â³äñòàíü, íà ÿê³é áóëè âñòàíîâëåí³ ì³êðîôîíè?

7.17. Âèçíà÷òå ïîâíó ïîòóæí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ ïóëüñóþ÷îþ ñôåðîþ 
ðàä³óñîì 1 ñì, ÿêà êîëèâàºòüñÿ â ïîâ³òð³ àáî ó âîä³ ç àìïë³òóäîþ 1 ìì íà 
÷àñòîò³ 100 Ãö.

Â³äïîâ³äü: 3,7  10–5 Âò; 6,5  10–3 Âò.

7.18. Ðîçðàõóéòå àêòèâíó ñêëàäîâó ïèòîìîãî ³ìïåäàíñó âèïðîì³íþâàííÿ
f ³ ïðèºäíàíó ìàñó ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè ðàä³óñîì à, ÿêà êîëèâàºòüñÿ â ïîâ³òð³ 
ç ÷àñòîòîþ. Ðîçãëÿíóòè äâà âèïàäêè: à) à = 0,25 ì, f = 100 Ãö, á) à = 1 ì, 
f = 400 Ãö.

Â³äïîâ³äü: à) 79 êã/(ì2 ñ), 0,27 êã/ì2, á) 420 êã/(ì2 ñ), 0,022 êã/ì2.

7.19. Ñôåðè÷íà îáîëîíêà ðàä³óñîì à ³ ìàñîþ Ì âèêîíóº ïóëüñóþ÷èé 
ðóõ ï³ä ä³ºþ íîðìàëüíî¿ ãàðìîí³÷íî¿ ñèëè F0exp(–it), ùî ð³âíîì³ðíî ðîç-
ïîä³ëåíà ïî ïîâåðõí³. Ðóõó îáîëîíêè ïðîòèä³º ñèëà òåðòÿ, ÿêà ïðîïîðö³éíà 
øâèäêîñò³ ðóõó ç êîåô³ö³ºíòîì òåðòÿ R. Çàïèø³òü ð³âíÿííÿ ðóõó äëÿ 
ðàä³àëüíî¿ øâèäêîñò³ îáîëîíêè. Ðîçðàõóâàòè ÊÊÄ öüîãî âèïðîì³íþâà÷à: 
  = P/PF, äå Ð — àêóñòè÷íà ïîòóæí³ñòü, PF — ïîòóæí³ñòü äæåðåëà, ÿêå 
ñòâîðþº ñèëó F. Ãóñòèíà ñåðåäîâèùà , øâèäê³ñòü çâóêó ñ.

Â³äïîâ³äü: 0 exp( ) ,M R F i t pS      ð — òèñê, S — ïëîùà ïîâåðõí³ 

îáîëîíêè; ,
R
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2
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cS

ka
 


.k

c


  Ðåçóëüòàò ïîêàçóº, ùî íà 

íèçüêèõ ÷àñòîòàõ (ka  0)   0 — ïðîöåñ âèïðîì³íþâàííÿ íå åôåêòèâ-
íèé. Íà âèñîêèõ ÷àñòîòàõ (ka  ) ìàºìî âèðàç  = cS/(R + cS), ÿêèé 
ñïðàâåäëèâèé äëÿ äèñêà ó òðóá³ ç ïëîùåþ ïåðåð³çó S. ßêùî óòðàò íà òåðòÿ 
íåìàº (R = 0), òî  = 1.

7.20. Âàæêèé ïëîñêèé äèñê ìàñîþ m ³ ïëîùåþ S, çàêð³ïëåíèé íà ïðó-
æèí³ æîðñòêîñò³ Ê, âèêîíóº â³ëüí³ êâàç³ãàðìîí³÷í³ êîëèâàííÿ íà âõîä³ â 
ãàçîíàïîâíåíó òðóáó òîãî æ ïåðåð³çó (ðèñ. 7.1). Ïðè öüîìó äèñê âè-
ïðîì³íþº ïëîñêó çâóêîâó á³æó÷ó õâèëþ, âçäîâæ îñ³ Îõ. Íà äèñê âïëèâàº 
â’ÿçêå òåðòÿ, ñèëà ÿêîãî ïðîïîðö³éíà øâèäêîñò³ ç êîåô³ö³ºíòîì òåðòÿ R. ßê 
ïðîöåñ âèïðîì³íþâàííÿ âïëèâàº íà âëàñíó ÷àñòîòó ³ çãàñàííÿ êîëèâàíü?

Â³äïîâ³äü: êîìïëåêñíà ÷àñòîòà êîëèâàíü äèñêà ñòàíîâèòü
2

2 2
R cS K R cS
i

m m m
 


       

 
.

Âèðàç âèçíà÷àº çãàñàþ÷³ êîëèâàííÿ. Íàâ³òü êîëè òåðòÿ íåìàº (R = 0), 
êîëèâàííÿ áóäóòü çãàñàòè çàâäÿêè âòðàòàì íà âèïðîì³íþâàííÿ. ¯õ àìï-
ë³òóäà A(t) = A exp(–cSt/(2m)).

Âëàñíà ÷àñòîòà (ä³éñíà ÷àñòèíà âèðàçó) óíàñë³äîê âèïðîì³íþâàííÿ çâó-
êó çìåíøóºòüñÿ. Çàçíà÷èìî, ùî ³ìïåäàíñ âèïðîì³íþâàííÿ Zâ = ñS º ä³éñ-
íîþ âåëè÷èíîþ. Òîìó ïðèºäíàíà ìàñà äèñêà, ùî âèïðîì³íþº ïëîñêó õâè-
ëþ, äîð³âíþº íóëþ.
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Р О З Д І Л  8

ÐÎÇÑ²ÞÂÀÍÍß ÇÂÓÊÓ

Êàê áóäòî âíóòðåííîñòü ñîáîðà —
Ïðîñòîð çåìëè, è ÷ðåç îêíî
Äàëåêèé îòãîëîñîê õîðà
Ìíå ñëûøàòü èíîãäà äàíî.

Á.Ë. Ïàñòåðíàê

8.1. Çàñòîñóâàííÿ òåðì³í³â “äèôðàêö³ÿ”
³ “ðîçñ³þâàííÿ”

Ïðè âçàºìîä³¿ àêóñòè÷íî¿ õâèë³ ç íåîäíîð³äíîñòÿìè ñåðåäîâè-
ùà àáî ç ïåðåøêîäàìè õâèëüîâå ïîëå â ò³é ÷è ³íø³é ì³ð³ çì³-
íþºòüñÿ. Ó ðîçä³ë³ 5 ìè ðîçãëÿäàëè çàäà÷ó ïðî ïàä³ííÿ ïëîñêî¿ 
õâèë³ íà ìåæó ïîä³ëó äâîõ ñåðåäîâèù. Óíàñë³äîê âçàºìîä³¿ õâèë³ 
ç ìåæåþ ïîä³ëó ç’ÿâëÿºòüñÿ â³äáèòà ³ ïðîíèêíà ïëîñê³ õâèë³. 
Òóò áóäå éòè ìîâà ïðî âçàºìîä³þ çâóêó ç ò³ëàìè ñê³í÷åííèõ 
ðîçì³ð³â àáî ç ò³ëàìè, ó ÿêèõ õî÷à á îäèí ³ç õàðàêòåðíèõ ðîçì³-
ð³â º ñê³í÷åíèé. Áåðó÷è äî óâàãè âåëèêó ð³çíîìàí³òí³ñòü òàêèõ 
àêóñòè÷íèõ ñèòóàö³é, çàçíà÷àºìî, ùî âçàºìîä³ÿ ïàäàþ÷î¿ õâèë³ 
³ ïåðåøêîäè, âçàãàë³, âïëèâàº íà ôîðìó õâèë³, íàïðÿìîê ïî-
øèðåííÿ ³ ðîçïîä³ë àìïë³òóä óçäîâæ ôðîíòó. Â³äïîâ³äí³ ÿâèùà 
ïðèéíÿòî íàçèâàòè äèôðàêö³ºþ (â³ä ëàòèíñüêîãî ñëîâà diffrac-
tus — ðîçëîìàíèé), àáî ðîçñ³þâàííÿì çâóêó, ïðè÷îìó â ñó÷àñí³é 
òðàêòîâö³ îáèäâà ö³ òåðì³íè ô³çè÷íî åêâ³âàëåíòí³. Ïåðåâàæíå 
âèêîðèñòàííÿ â ð³çíèõ ñèòóàö³ÿõ òîãî ÷è ³íøîãî òåðì³íó îáó-
ìîâëåíî ñêîð³øå ³ñòîðè÷íèìè àáî ìîâíèìè òðàäèö³ÿìè, í³æ 
ô³çè÷íèìè ïðè÷èíàìè. Òàê, òðàäèö³éíî ïðèéíÿòî âèêîðèñòî-
âóâàòè ñëîâî äèôðàêö³ÿ, êîëè ìîâà çàõîäèòü ïðî âçàºìîä³þ 
õâèëü ç ïåðåøêîäàìè âåëèêèõ õâèëüîâèõ ðîçì³ð³â àáî ç åêðà-
íàìè, ÿê³ ìàþòü îòâîðè (äèôðàêö³ÿ íà îòâîð³). ² íàâïàêè, ó 
âèïàäêó ìàëèõ ïåðåøêîä á³ëüø øèðîêî âèêîðèñòîâóºòüñÿ òåð-
ì³í ðîçñ³þâàííÿ (ðîçñ³þâàííÿ íà ÷àñòèíêàõ, áóëüáàøêàõ). Îò-
æå, ï³äêðåñëèìî ùå ðàç, ùî ïðèíöèïîâî¿ ð³çíèö³ ì³æ öèìè 
äâîìà ïîíÿòòÿìè íå ³ñíóº.

ßâèùå ðîçñ³þâàííÿ çâóêó â³ä³ãðàº äóæå âàæëèâó ðîëü â àêóñ-
òèö³. (Òå ñàìå ìîæíà ñêàçàòè ³ ïðî åëåêòðîäèíàì³êó òà ³íø³ 
ô³çè÷í³ íàóêè.) Íà öüîìó ÿâèù³ ´ðóíòóºòüñÿ áàãàòî ïðàêòè÷-
íèõ çàñòîñóâàíü àêóñòè÷íèõ õâèëü: ã³äðîëîêàö³ÿ, ïðèëàäè íå-
ðóéí³âíîãî êîíòðîëþ, ìåäè÷í³ ñêàíåðè, çîíäóâàííÿ àòìîñôå-
ðè ³ îêåàíó, çâóêîáà÷åííÿ òîùî.
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Ç âåëèêî¿ ê³ëüêîñò³ çàäà÷ òåîð³¿ ðîçñ³þâàííÿ ó öüîìó ðîçä³ë³ ìè ðîçãëÿ-
íåìî ëèøå äåê³ëüêà, àëå ÿê³ º áàçîâèìè ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè â òåîð³¿ 
ðîçñ³þâàííÿ çâóêó. Òàê³ çàäà÷³, ç îäíîãî áîêó, äîçâîëÿþòü îòðèìàòè àíàë³òè÷-
íèé ðîçâ’ÿçîê, à ç ³íøîãî — ôîðìóþòü ïðàâèëüíå óÿâëåííÿ ïðî çàãàëüí³ 
âëàñòèâîñò³ ïîë³â ðîçñ³þâàííÿ ðåàëüíèõ îá’ºêò³â.

8.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³ ïðî ðîçñ³þâàííÿ.
Õàðàêòåðèñòèêè ÿâèùà ðîçñ³þâàííÿ çâóêó

Íåõàé â îäíîð³äíîìó ñåðåäîâèù³, ÿêå õàðàêòåðèçóºòüñÿ ãóñòè-
íîþ  ³ øâèäê³ñòþ çâóêó ñ, ïîøèðþºòüñÿ ãàðìîí³÷íà õâèëÿ ÷àñòîòîþ 
(íàäàë³ ÷àñîâèé ìíîæíèê exp(–it) íå ïèøåìî). Áóäåìî íàçèâàòè ¿¿ ïàäàþ-
÷îþ õâèëåþ ³ ïîçíà÷àòè ¿¿ êîìïëåêñíó àìïë³òóäó òèñêó p0(r). Ïðè íàÿâíîñò³ 
â ñåðåäîâèù³ ïåðåøêîäè äî ïàäàþ÷î¿ õâèë³ äîäàºòüñÿ õâèëÿ, ÿêó íàçèâàþòü 
ðîçñ³ÿíîþ õâèëåþ. ¯¿ àìïë³òóäó òèñêó ïîçíà÷èìî ps(r). Ñóìà p0(r) + ps(r) = p(r) 
âèçíà÷àº çâóêîâå ïîëå â ñåðåäîâèù³ çà íàÿâíîñò³ ïåðåøêîäè. ßê ïåðåøêîäà 
â çàäà÷àõ, ÿê³ áóäóòü íàâåäåí³ íèæ÷å, ìîæå âèñòóïèòè: ³äåàëüíî æîðñòêà 
ïåðåøêîäà, ³äåàëüíî ì’ÿêà ïåðåøêîäà àáî ïåðåøêîäà, ÿêà çàïîâíåíà ñåðå-
äîâèùåì ãóñòèíîþ 1 ç øâèäê³ñòþ çâóêó ñ1. Ïðîíèêíó õâèëþ â ñåðåäîâèùå 
îñòàííüîãî òèïó ïîçíà÷èìî p1(r).

Îòæå, ïîñòàíîâêà çàäà÷³ ïðî ðîçñ³ÿííÿ çâóêó ìàº âèãëÿä. Àìïë³òóäà òèñ-
êó â ñåðåäîâèù³ çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà

2 0,p k p    .k c                               (8.1)

Îñê³ëüêè ps(r) = p(r) – p0(r), à ïàäàþ÷à õâèëÿ p0(r) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ 
Ãåëüìãîëüöà, òî ³ äëÿ ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ ìàºìî

2 0,s sp k p    .k c                               (8.2)

Çðîçóì³ëî, ùî ðîçñ³ÿíà õâèëÿ ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè óìîâó âèïðîì³íþâàííÿ, 
òîáòî âèçíà÷àòè á³æó÷ó õâèëþ, ÿêà ïðÿìóº â³ä ïåðåøêîäè ó íåñê³í÷åíí³ñòü. 
Íà ìåæ³ ïåðåøêîäè ïîâèíí³ âèêîíóâàòèñü â³äïîâ³äí³ ãðàíè÷í³ óìîâè:

1) äëÿ ³äåàëüíî æîðñòêî¿ ïåðåøêîäè íà ¿¿ ïîâåðõí³ íîðìàëüíà ñêëàäîâà 
øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà äîð³âíþº íóëþ:

 01
0;sp p

i n
 




                                 (8.3)

2) äëÿ ³äåàëüíî ì’ÿêî¿ ïåðåøêîäè íà ¿¿ ïîâåðõí³ òèñê äîð³âíþº íóëþ:

0 0;sp p                                        (8.4)

3) äëÿ ïåðåøêîäè ç ïàðàìåòðàìè 1 ³ ñ1 ìàºìî ð³âí³ñòü òèñê³â ³ íîðìàëü-
íèõ ñêëàäîâèõ øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê íà ïîâåðõí³ ïåðåøêîäè:

0 1,sp p p 
 0 1

1

1 1
.sp p p

i n i n 
  


 

                  (8.5)

Ó öüîìó âèïàäêó ïðîíèêíà õâèëÿ êð³çü ïåðåøêîäó çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ Ãåëü-
ìãîëüöà:
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2
1 1 1 0,p k p    1 1 .k c                             (8.6)

Íàâåäåìî äåê³ëüêà çàãàëüíèõ ì³ðêóâàíü, ÿê³ õàðàêòåðèçóþòü ïðèðîäó ðîç-
ñ³þâàííÿ çâóêó. Ïîëå, ðîçñ³ÿíå ïåðåøêîäîþ, çàëåæèòü íå ò³ëüêè â³ä âëà-
ñòèâîñòåé ñàìî¿ ïåðåøêîäè, à é â³ä òèïó ïàäàþ÷î¿ õâèë³. Áóäåìî ðîçðàõîâó-
âàòè ðîçñ³þâàííÿ äëÿ ïàäàþ÷î¿ ïëîñêî¿ ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³. Ðîçñ³þâàííÿ íà 
äàí³é ïåðåøêîä³ çàëåæèòü â³ä ¿¿ ôîðìè ³ ðîçì³ð³â, â³ä ñòèñëèâîñò³ òà ãóñòè-
íè ðå÷îâèíè ïåðåøêîäè ³ íå çàëåæèòü â³ä ³íøèõ ¿¿ õàðàêòåðèñòèê. ßêùî 
ñòèñëèâ³ñòü ³ ãóñòèíà òàê³ æ ñàì³, ÿê ó ñåðåäîâèùà, òî ïåðåøêîäà íå ñïðè-
÷èíÿòèìå ðîçñ³þâàííÿ, ÿêèìè á íå áóëè ¿¿ ôîðìà ³ ðîçì³ðè.

Ïðèðîäà âèíèêíåííÿ ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ ïîâ’ÿçàíà ç òèì, ùî ïåðåøêîäà 
ðóõàºòüñÿ â çâóêîâîìó ïîë³ íå òàê, ÿê ðóõàëîñÿ á ñåðåäîâèùå â³äïîâ³äíîãî 
îá’ºìó çà â³äñóòíîñò³ ïåðåøêîäè. Ðîçñ³ÿíà õâèëÿ ³ º ïîëå, ÿêå ñòâîðþºòüñÿ 
öèì äîäàòêîâèì ðóõîì. Àëå òàêå æ ïîëå áóäå óòâîðþâàòèñÿ, ÿêùî öÿ ïå-
ðåøêîäà âèêîíóâàòèìå òàêèé äîäàòêîâèé ðóõ ó ñåðåäîâèù³, äå ïàäàþ÷à 
õâèëÿ â³äñóòíÿ. Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷ó ïðî ðîçñ³þâàííÿ çâóêó ïåðåøêîäîþ 
ìîæíà çâåñòè äî çàäà÷³ ïðî âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó ó ñåðåäîâèù³, äå ïàäàþ÷à 
õâèëÿ â³äñóòíÿ. Öå ö³êàâå ñïîñòåðåæåííÿ ìè, áåçóìîâíî, áóäåìî âèêîðèñòî-
âóâàòè ³ íàäàë³.

Òåïåð âèçíà÷èìî õàðàêòåðèñòèêè, ÿêèìè îïèñóºòüñÿ ÿâèùå ðîçñ³þâàí-
íÿ çâóêó. Ïðè öüîìó íàé÷àñò³øå ö³êàâëÿòüñÿ ïàðàìåòðàìè äàëüíüîãî ïîëÿ 
â³ä ïåðåøêîäè (r  ), äå ðîçñ³ÿíå ïîëå ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ñôåðè÷íî¿ 
õâèë³, ÿêà ïîøèðþºòüñÿ (äèâ. ôîðìóëó (7.64) ³ êîìåíòàð äî íå¿ ). Ó âèïàäêó 
ïëîñêî¿ çàäà÷³, äå ïàðàìåòðè ïîëÿ íå çàëåæàòü â³ä êîîðäèíàòè z , àíàëîãîì 
ñôåðè÷íî¿ õâèë³ áóäå öèë³íäðè÷íà. Ö³êàâèìè òàêîæ º äàí³ ïðî ðîçïîä³ë 
çâóêîâîãî ïîëÿ íà ïîâåðõí³ ³ ïîáëèçó ïåðåøêîäè.

Äëÿ îïèñóâàííÿ ÿâèùà ðîçñ³þâàííÿ ââåäåìî íîâó õàðàêòåðèñòèêó, ÿêà 
íîñèòü íàçâó ïîâíèé ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ. Öÿ âåëè÷èíà s âèçíà÷àºòüñÿ ÿê 
â³äíîøåííÿ ïîòóæíîñò³ ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ Ps äî ³íòåíñèâíîñò³ ïàäàþ÷î¿ ïëîñ-
êî¿ õâèë³ I0:

0 0 ( )

1s
s s

S

P
I dS

I I
    ,                               (8.7)

äå Is — ³íòåíñèâí³ñòü ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³; ³íòåãðóâàííÿ â ôîðìóë³ (8.7) ïðîâîäèòü-
ñÿ çà ñôåðè÷íîþ ïîâåðõíåþ S = 4r 2 ðàä³óñîì r, ÿêà îòî÷óº ïåðåøêîäó (ðèñ. 
8.1, à). Îäèíèöÿ âèì³ðó s — êâàäðàòíèé ìåòð. Çã³äíî ç âèçíà÷åííÿì âåëè÷èíà 
ïîâíîãî ïåðåð³çó ðîçñ³þâàííÿ äîð³âíþº äåÿê³é ïëîù³ íà ïîâåðõí³ ôðîíòó ïà-
äàþ÷î¿ ïëîñêî¿ õâèë³, ïîòóæí³ñòü çâóêîâîãî ïîëÿ íà ÿê³é äîð³âíþº ïîòóæíîñò³, 
ÿêó ìàº ðîçñ³ÿíà ïåðåøêîäîþ õâèëÿ. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó âåëè÷èíà s çàëå-
æèòü â³ä íàïðÿìêó ïàä³ííÿ ïëîñêî¿ õâèë³ (0, 0), òîáòî s  s (0, 0).

Äóæå âàæëèâîþ ïðàêòè÷íîþ çàäà÷åþ º âèçíà÷åííÿ ³íòåíñèâíîñò³ ðîç-
ñ³ÿíî¿ õâèë³ ó çàäàíîìó íàïðÿìêó (, ), íàïðèêëàä ó íàïðÿìêó, ïðîòèëåæ-
íîìó äî íàïðÿìêó ïàäàþ÷î¿ ïëîñêî¿ õâèë³. Äëÿ òàêîãî àíàë³çó ââîäèòüñÿ 
ïîíÿòòÿ ïîçèö³éíîãî ïåðåð³çó ðîçñ³þâàííÿ  (, ). Äëÿ éîãî âèçíà÷åííÿ ââå-
äåìî â ðîçãëÿä ô³êòèâíèé íåñïðÿìîâàíèé âèïðîì³íþâà÷, ÿêèé ñòâîðþº 
ñôåðè÷íó õâèëþ ç ³íòåíñèâí³ñòþ, ùî äîð³âíþº ³íòåíñèâíîñò³ ðîçñ³ÿíî¿ õâè-
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               Ðèñ. 8.1. Ïðèêëàä ïåðåøêîäè â ïîë³ ïàäàþ÷î¿ õâèë³

ë³ â çàäàíîìó íàïðÿìêó Is (, ). Ïîòóæí³ñòü òàêîãî âèì³ðþâà÷à ñòàíîâèòü 
4r 2Is (, ). Áåðó÷è â³äíîøåííÿ ö³º¿ ïîòóæíîñò³ äî ³íòåíñèâíîñò³ ïàäàþ÷î¿ 
õâèë³ I0, âèçíà÷àºìî ïîçèö³éíèé ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ (ðèñ. 8.1, á), òîáòî

2

0

4 ( , )
( , ) .sr I

I
  

                                      (8.8)

Çðîçóì³ëî, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó âåëè÷èíà  (, ) áóäå çàëåæàòè â³ä 
íàïðÿìêó (0, 0) ïàä³ííÿ ïëîñêî¿ õâèë³, òîáòî  (, ; 0, 0).

Ó çàäà÷àõ ëîêàö³¿ äóæå âàæëèâîþ º âåëè÷èíà ïåðåð³çó çâîðîòíîãî ðîçñ³þ-
âàííÿ L, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ ïîçèö³éíèì ïåðåð³çîì ðîçñ³þâàííÿ  (, ) ó 
âèïàäêó, êîëè ö³êàâîþ º ³íòåíñèâí³ñòü ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ ó íàïðÿìêó, ïðîòè-
ëåæíîìó äî ïàä³ííÿ ïëîñêî¿ õâèë³.

8.3. Ðîçñ³þâàííÿ ïëîñêî¿ õâèë³ ³äåàëüíîþ
ïåðåøêîäîþ âåëèêèõ õâèëüîâèõ ðîçì³ð³â

Ðîçñ³þâàííÿ çíà÷íîþ ì³ðîþ çàëåæèòü â³ä ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ 
äîâæèíàìè ïàäàþ÷èõ õâèëü ³ ðîçì³ðàìè ïåðåøêîä. Çíàéòè ðîçñ³þâàííÿ äëÿ 
äîâ³ëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü ì³æ ðîçì³ðàìè ïåðåøêîäè ³ äîâæèíîþ õâèë³ íå 
âäàºòüñÿ. Äëÿ ïåðåøêîä, ìåíøèõ í³æ äîâæèíà õâèë³, ìîæíà âèçíà÷èòè çà-
ãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê. ßêùî ðîçì³ðè ïåðåøêîäè âåëèê³ ïîð³âíÿíî ç äîâæèíîþ 
õâèë³ ³ ïîâåðõíÿ ïåðåøêîäè äîñèòü ãëàäêà, òîáòî ¿¿ ðàä³óñè êðèâèçíè òàêîæ 
á³ëüø³ í³æ äîâæèíà õâèë³, òî çíàéòè ðîçñ³ÿíå ïîëå ìîæíà çà äîïîìîãîþ 
ïðîìåíåâèõ çîáðàæåíü. Íàãàäàºìî, ùî ïðîì³íü öå ë³í³ÿ, ÿêà ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà äî ôðîíòó õâèë³, âçäîâæ ÿêî¿ ïîøèðþºòüñÿ ¿¿ ôðîíò. Àëå òàê³ çîáðà-
æåííÿ ìîæíà çàñòîñóâàòè ò³ëüêè äî ³äåàëüíî ì’ÿêî¿ ³ ³äåàëüíî æîðñòêî¿ ïå-
ðåøêîä. Ìîæå ñêëàñòèñÿ âðàæåííÿ, ùî ìîäåë³ ³äåàëüíî æîðñòêî¿ òà ³äåàëüíî 
ì’ÿêî¿ ïåðåøêîä º ãðàíè÷íèìè âèïàäêàìè ³ ìîæóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äëÿ 
îö³íîê ÿê ãðàíèö³, ì³æ ÿêèìè çíàõîäÿòüñÿ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷ äëÿ ðåàëüíèõ ïå-
ðåøêîä. Ïðîòå öå íå òàê. Ð³÷ ó òîìó, ùî ïðè âçàºìîä³¿ ðåàëüíî¿ ïåðåøêîäè
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Ðèñ. 8.2. Ïðèêëàä ðîçñ³þâàííÿ ïëîñêî¿ õâè-
ë³ ³äåàëüíîþ ïåðåøêîäîþ âåëèêèõ õâèëüî-
âèõ ðîçì³ð³â

ç õâèëåþ âèíèêàþòü íîâ³ ÿâèùà. Íàïðèêëàä, äëÿ ïåðåøêîä ó âèãëÿä³ ïëà-
ñòèíêè àáî îáîëîíêè íà ¿¿ ïîâåðõí³ áóäå çáóäæóâàòèñÿ çãèíàëüíà õâèëÿ; 
àáî ïðè íàÿâíîñò³ âòðàò ó ìàòåð³àë³ ïåðåøêîäè âèíèêàº ïîò³ê åíåðã³¿, ÿêèé 
íàïðàâëåíî âñåðåäèíó ïåðåøêîäè. Òàê³ ïîòîêè åíåðã³¿ â³äñóòí³ äëÿ ³äåàëü-
íèõ ïåðåøêîä.

Ïîâåðíåìîñü äî ³äåàëüíî¿ ïåðåøêîäè âåëèêîãî õâèëüîâîãî ðîçì³ðó, äå 
ìîæëèâå çàñòîñóâàííÿ ïðîìåíåâèõ çîáðàæåíü. Ó öüîìó âèïàäêó ìîæíà ââà-
æàòè îêðåì³ ä³ëÿíêè ïîâåðõí³ ïåðåøêîäè ëîêàëüíî-ïëîñêèìè ³ çíàõîäèòè 
â³äáèòòÿ â³ä íèõ çà çàêîíîì ð³âíîñò³ êóò³â ïàäàþ÷îãî ³ â³äáèòîãî ïðîìåí³â. 
Ïîçàäó ïåðåøêîäè óòâîðþºòüñÿ ò³íü, ïåðåð³ç ÿêî¿ äîð³âíþº ïîïåðå÷íîìó 
ïåðåð³çó ïåðåøêîäè (ðèñ. 8.2, à). Ïîëå ïåðåä ïåðåøêîäîþ º ñóìîþ ïàäàþ-
÷î¿ õâèë³ ³ ðîçñ³þâàíî¿ õâèë³, ÿêà ïðÿìóº âçäîâæ ïðîìåí³â, îòðèìàíèõ 
çã³äíî ç çàêîíîì ïðî ð³âí³ñòü êóòà ïàä³ííÿ ³ â³äáèòòÿ. Ïîëå ïîçàäó ò³ëà äî-
ð³âíþº íóëþ (ìè íå áåðåìî äî óâàãè äèôðàêö³éí³ ÿâèùà, òîáòî ïðîíèê-
íåííÿ õâèë³ â îáëàñòü ãåîìåòðè÷íî¿ ò³í³). Òàêèì ÷èíîì, ðîçñ³ÿíå ïîëå 
óòâîðåíî ïîçà çîíîþ ò³í³ â³äáèòîþ õâèëåþ, à â îáëàñò³ ò³í³ âîíî äîð³âíþº 
ïàäàþ÷³é õâèë³, âçÿò³é ç ïðîòèëåæíèì çíàêîì, îñê³ëüêè â ñóì³ ç ïàäàþ÷îþ 
õâèëåþ äàº íóëü.

Âèçíà÷èìî ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ äëÿ ³äåàëüíî¿ ïåðåøêîäè âåëèêîãî 
õâèëüîâîãî ðîçì³ðó (ðèñ. 8.2, à). Ïîò³ê ïîòóæíîñò³ ïàäàþ÷î¿ õâèë³ íà ïå-
ðåøêîäó äîð³âíþº äîáóòêó I0Sï, äå Sï — ïëîùà ïåðåð³çó ïåðåøêîäè, ùî 
çàñâ³÷óºòüñÿ ïàäàþ÷îþ õâèëåþ. Î÷åâèäíî â³äáèòà õâèëÿ ñïðè÷èíÿº ïîò³ê 
ïîòóæíîñò³, ÿêèé äîð³âíþº ïîòîêó ïàäàþ÷î¿ õâèë³ íà ïåðåøêîäó (ðèñ. 8.2, à). 
Òàêèé ñàìèé ïîò³ê ïîòóæíîñò³ ñïðè÷èíèòü ðîçñ³þâàíå ïîëå â îáëàñò³ ò³í³, 
îñê³ëüêè â³í çà ìîäóëåì äîð³âíþº ïîòîêó ïàäàþ÷î¿ õâèë³, à çà ôàçîþ ïðî-
òèëåæíèé äî íå¿. Ïàäàþ÷à õâèëÿ, çðîçóì³ëî, ïðèñóòíÿ ó âñüîìó ñåðåäîâèù³, 
ùî îáóìîâëåíî âèðàçîì äëÿ çàãàëüíîãî ïîëÿ íàâêîëî ïåðåøêîäè p = p0 + ps. 
Ò³ëüêè ó öüîìó âèïàäêó ïîëå çà ïåðåøêîäîþ áóäå äîð³âíþâàòè íóëþ, ùî 
çóìîâëåíî ñóòî ïðîìåíåâèìè óÿâëåííÿìè ïðî âçàºìîä³þ çâóêîâî¿ õâèë³ ³ 
ïåðåøêîäè. Òîä³ ïîâíèé ïîò³ê ïîòóæíîñò³ ðîçñ³þâàíîãî ïîëÿ êð³çü äîâ³ëü-
íó çàìêíóòó ïîâåðõíþ, ÿêà îòî÷óº ïåðåøêîäó, äîð³âíþº ïîäâîºíîìó ïà-
äàþ÷îìó ïîòîêó ïîòóæíîñò³ íà ïåðåøêîäó.
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Îòæå, ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ çã³äíî ç âèçíà÷åííÿì (8.7) ñòàíîâèòü

ï2 .s S                                           (8.9)

Çðîçóì³ëî, ùî ïðîòèð³÷÷ÿ ç çàêîíîì çáåðåæåííÿ åíåðã³¿ íåìàº, àäæå ïîçà 
ïåðåøêîäîþ åíåðã³ÿ ñóìàðíîãî ïîëÿ äîð³âíþº íóëþ ³ ïîòóæí³ñòü çâ³äñè íå 
ïåðåíîñèòüñÿ í³ ïàäàþ÷îþ, í³ ðîçñ³ÿíîþ õâèëåþ; ïåðåíîñèòüñÿ åíåðã³ÿ ò³ëü-
êè âçäîâæ â³äáèòèõ ïðîìåí³â ³ ð³âíî â òàê³é ê³ëüêîñò³, â ÿê³é ïðèíîñèòü ¿¿ 
äî ïåðåøêîäè ïàäàþ÷à õâèëÿ.

Ç íàâåäåíèõ ì³ðêóâàíü çðîçóì³ëî, ùî ðîçñ³þâàííÿ çâóêó ïåðåøêîäîþ 
âåëèêèõ õâèëüîâèõ ðîçì³ð³â çàëåæàòü â³ä îð³ºíòàö³¿ ò³ëà â³äíîñíî ïàäàþ÷î¿ 
õâèë³ ³ íå çàëåæèòü â³ä äîâæèíè õâèë³. Íàïðèêëàä, íà ðèñ. 8.2, á ïîêàçàíî 
ïàä³ííÿ ïëîñêî¿ õâèë³ íà ³äåàëüíî æîðñòêó ïëîñêó ïîâåðõíþ ïëîùåþ S. Òóò 
ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ ñòàíîâèòü s = 2Scos, äå  — êóò ïàä³ííÿ õâèë³ íà 
æîðñòêó ïîâåðõíþ.

Òàêèì ÷èíîì, ïîêè äîâæèíà õâèë³ ìàëà ïîð³âíÿío ç õàðàêòåðíèìè ïà-
ðàìåòðàìè ò³ëà, ïîò³ê ïîòóæíîñò³ ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ äîð³âíþº ïîäâîºíîìó ïî-
òîêó ïîòóæíîñò³ ïàäàþ÷î¿ õâèë³ íà ïåðåøêîäó, à â³äïîâ³äíî, ïåðåð³ç ðîçñ³þ-
âàííÿ äîð³âíþº ïîäâîºí³é ïëîù³ ïðîåêö³¿ ïåðåð³çó ïåðåøêîäè íà ïëîùèíó 
ïåðïåíäèêóëÿðíó äî ïðîìåí³â ïàäàþ÷î¿ õâèë³ (ðèñ. 8.2).

8.4. Ðîçñ³þâàííÿ ïëîñêî¿ õâèë³ ïåðåøêîäîþ
ìàëèõ õâèëüîâèõ ðîçì³ð³â

Ó ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàô³ áóëî ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ðîçñ³þâàííÿ 
çâóêó ïåðåøêîäîþ âåëèêîãî õâèëüîâîãî ðîçì³ðó. Òåïåð çâåðíåìîñÿ äî âè-
ïàäêó ðîçñ³þâàííÿ ãàðìîí³÷íî¿ çâóêîâî¿ õâèë³ ÷àñòîòîþ  ïåðåøêîäîþ ìà-
ëîãî õâèëüîâîãî ðîçì³ðó. Ïðè öüîìó áóäåìî ââàæàòè, ùî ìàëà ïåðåøêîäà 
îá’ºìó  ìàº òó ñàìó ãóñòèíó , ùî é ñåðåäîâèùå, ÿêå ¿¿ îòî÷óº, àëå ñòèñ-
ëèâ³ñòü ïåðåøêîäè  1 â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ñòèñëèâîñò³ ñåðåäîâèùà . Çðî-
çóì³ëî, ùî ïðè öüîìó ì³ðè ñòèñíåííÿ ïåðåøêîäè ³ â³äïîâ³äíîãî åëåìåíòà 
ñåðåäîâèùà ð³çíÿòüñÿ.

Îñê³ëüêè ïåðåøêîäà ìàëà, òî ìîæíà ââàæàòè, ùî âîíà çíàõîäèòüñÿ â 
îäíîð³äíîìó ïîë³ òèñêó ïàäàþ÷î¿ õâèë³ íà ïåðåøêîäó. Òîä³ çã³äíî ç ð³â-

íÿííÿì ñòàíó (4.18), 1

11 1

1 1
p

 
 


  


~ , äå ð — òèñê ó ïàäàþ÷³é õâèë³ ó 

ì³ñö³ çíàõîäæåííÿ ïåðåøêîäè. Çâ³äñè ìàºìî ïðèð³ñò îá’ºìó ïåðåøêîäè 
 = –1ð; â³äïîâ³äíèé ïðèð³ñò äëÿ åëåìåíòà ñåðåäîâèùà â îá’ºì³ ïåðåø-
êîäè ñòàíîâèòü ð.

Îòæå, ïåðåøêîäà ñòâîðþº äîäàòêîâèé ïðèð³ñò îá’ºìó: U = ( – 1)p, à 
çíà÷èòü, ïåðåøêîäà ïîâîäèòü ñåáå ÿê ïóëüñóþ÷å ò³ëî, â ÿêîãî îá’ºì çì³íþ-
ºòüñÿ çà ãàðìîí³÷íèì çàêîíîì

U(t) = ( – 1)pexp(–it).                           (8.10)

Çâ³äñè îá’ºìíà øâèäê³ñòü ïåðåøêîäè ñòàíîâèòü

 1

( )
( ) ( ) exp

dU t
V t i p i t

dt
        ,                (8.11)
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à ¿¿ àìïë³òóäà —

0 1( ) .V i p                                       (8.12)

Òàêèì ÷èíîì, ïîëå, ðîçñ³ÿíå ïåðåøêîäîþ, çá³ãàºòüñÿ ç ïîëåì, ÿêå óòâî-
ðþº ìîíîïîëü ç ïðîäóêòèâí³ñòþ, âèçíà÷åíîþ çà ôîðìóëîþ (8.12). Çãàäàéìî 
(äèâ. ïàðàãðàô 7.5), ùî óñÿêå ò³ëî ìàëèõ õâèëüîâèõ ðîçì³ð³â, ÿêå âèêîíóº 
ïóëüñóþ÷èé ðóõ º ôàêòè÷íî òî÷êîâèì äæåðåëîì.

Òîä³ êîìïëåêñíó àìïë³òóäó òèñêó ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ (äèâ. (7.31) ç óðàõó-
âàííÿì (8.10)) ìîæíà âèçíà÷èòè çà ôîðìóëîþ

   20
1

exp
exp ( ) ,

4 4s

ikrV
p i ikr p

r r
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c


 ,   (8.13)

àáî, îñê³ëüêè 21/( )c  , ìàºìî

 2 1
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                    (8.14)

Òóò r — â³äñòàíü â³ä ïåðåøêîäè äî òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ. Çðîçóì³ëî, ùî 
òîòîæí³ñòü ì³æ ïîëåì, ðîçñ³ÿíèì ìàëîþ ïåðåøêîäîþ, ³ ïîëåì ìîíîïîëÿ 
âèìàãàº, ùîá â³äñòàíü r áóëà çíà÷íî á³ëüøîþ, í³æ ðîçì³ðè ïåðåøêîäè.

Ïîòóæí³ñòü õâèë³ ðîçñ³þâàííÿ (äèâ. ôîðìóëó (7.29)) ñòàíîâèòü
2 22
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   (8.15)

Öÿ ïîòóæí³ñòü âèÿâëÿºòüñÿ ïðîïîðö³éíîþ õâèëüîâîìó ÷èñëó (àáî ÷àñòîò³) ó 
÷åòâåðòîìó ñòåïåí³, òîáòî ðîçñ³ÿííÿ øâèäêî çðîñòàº ç³ çá³ëüøåííÿì ÷àñòî-
òè çâóêó. Ïðè öüîìó ôîðìà ³ îð³ºíòàö³ÿ ò³ëà â³äíîñíî ïàäàþ÷î¿ õâèë³, íà 
â³äì³íó â³ä ðîçñ³ÿííÿ íà âåëèê³é ïåðåøêîä³, íåñóòòºâ³. Ðîçñ³þâàííÿ âèçíà-
÷àºòüñÿ ò³ëüêè òèñêîì ïàäàþ÷î¿ õâèë³, îá’ºìîì ò³ëà ³ ð³çíèöåþ ì³æ ñòèñ-
ëèâ³ñòþ ò³ëà ³ ñåðåäîâèùà.

Çã³äíî ç âèçíà÷åííÿì (8.7) ï³äðàõóºìî ïîâíèé ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ äà-
íî¿ ìàëî¿ ïåðåøêîäè:
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           (8.16)

Íàïðèêëàä, äëÿ ïåðåøêîäè ó âèãëÿä³ ñôåðè ðàä³óñîì a ( 34 3,a 
1ka  ) ìàºìî

2

2 4 14
( ) 1 .

9s a ka


 


 
  

 
                           (8.17)

ßêùî ñôåðà íåñòèñëèâà 1( 0)  , òîáòî ³äåàëüíî æîðñòêà, òî

 424
.

9s a ka                                  (8.18)
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ßê áà÷èìî, ïîâíèé ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ º äóæå ìàëèì ïîð³âíÿíî ç ïî-
ïåðå÷íèì ïåðåð³çîì à2 ñàìî¿ ñôåðè: ¿õ â³äíîøåííÿ òåæ ìàëå: 4(ka)4/9.
Ñï³ââ³äíîøåííÿ òàêîãî ïîðÿäêó ³ñíóº ³ äëÿ ïåðåøêîäè ³íøî¿ ôîðìè ³ ïðè 
ñòèñëèâîñò³, ùî íå äîð³âíþº íóëþ. ª âàæëèâèé âèíÿòîê, ïðî ÿêèé ìîâà 
áóäå éòè íèæ÷å.

Ìè ðîçãëÿíóëè ðîçñ³þâàííÿ çâóêó ìàëîþ ïåðåøêîäîþ, ÿêà â³äð³çíÿºòü-
ñÿ â³ä ñåðåäîâèùà ò³ëüêè ñòèñëèâ³ñòþ. Ëîã³÷íî áóëî á ðîçãëÿíóòè ³íøó ñè-
òóàö³þ, êîëè ìàëà ïåðåøêîäà ³ ñåðåäîâèùå ðîçð³çíÿþòüñÿ ò³ëüêè ãóñòèíîþ. 
Àëå àíàë³ç òàêî¿ ñèòóàö³¿ íå ïðîñòèé, òîìó îáãîâîðèìî ò³ëüêè éîãî ðåçóëü-
òàòè [20, ñ. 358—363]. Îòæå, ì³ðà ñòèñíåííÿ òàêî¿ ïåðåøêîäè òàêà ñàìà, ÿê 
³ â ñåðåäîâèù³, ùî éîãî îòî÷óº, òîìó âîíî íå óòâîðþº ìîíîïîëüíîãî ðîç-
ñ³þâàííÿ. Àëå øâèäê³ñòü ïåðåøêîäè â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê 
ñåðåäîâèùà, ÿê³ çíàõîäÿòüñÿ ïîðó÷. ßêùî ãóñòèíà ïåðåøêîäè 1 á³ëüøà, í³æ 
ãóñòèíà ñåðåäîâèùà , òî ðóõ ïåðåøêîäè â³äñòàº â³ä ðóõó ÷àñòèíîê ñåðåäî-
âèùà; ÿêùî ¿¿ ãóñòèíà ìåíøà, í³æ ñåðåäîâèùà, òî ïåðåøêîäà âèïåðåäæàº 
÷àñòèíêè. ßê íàñë³äîê, ïåðåøêîäà ïåðåì³ùóºòüñÿ â³äíîñíî ñåðåäîâèùà ³ 
òîìó ñòâîðþº â ñåðåäîâèù³ âèïðîì³íåííÿ äèïîëüíîãî òèïó. Öå âèïðîì³-
íåííÿ ³ º ïîëå, ÿêå ðîçñ³þºòüñÿ äàíîþ ïåðåøêîäîþ. Çðîçóì³ëî, ùî ðîçñ³ÿ-
íå ïîëå áóäå ìàòè ñïðÿìîâàí³ñòü äèïîëÿ, àëå, ùî äëÿ íàñ á³ëüø âàæëèâî, 
ðîçñ³ÿíà ïîòóæí³ñòü, ÿê ³ ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ïðîïîðö³éíà ÷àñòîò³ ó 
÷åòâåðòîìó ñòåïåí³.

Î÷åâèäíî, äîâ³ëüíà ìàëà ïåðåøêîäà, ç ãóñòèíîþ ³ ñòèñëèâ³ñòþ, â³äì³í-
íîþ â³ä ïàðàìåòð³â íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà, ñïðè÷èíÿº îäíî÷àñíî ³ 
ìîíîïîëüíå, ³ äèïîëüíå ðîçñ³þâàííÿ, òîìó òèñê â ðîçñ³ÿí³é õâèë³ áóäå 
äîð³âíþâàòè ñóì³ òèñê³â ìîíîïîëüíîãî ðîçñ³þâàííÿ ðìîí ³ äèïîëüíîãî ðäèï

îêðåìî. Ö³êàâî çàçíà÷èòè, ùî ³ ïîâíèé ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ äîâ³ëüíî¿ ìà-
ëî¿ ïåðåøêîäè âèçíà÷àºòüñÿ ñóìîþ ïåðåð³ç³â ìîíîïîëüíîãî ³ äèïîëüíîãî 
ðîçñ³þâàííÿ îêðåìî. Ä³éñíî, ïîëå ìîíîïîëÿ ñôåðè÷íî-ñèìåòðè÷íå, à ïîëå 
äèïîëÿ çì³íþº çíàê ïðè çì³í³ íàïðÿìêó íà ïðîòèëåæíèé, àäæå îñöèëþþ÷å 
ò³ëî ñòâîðþº â îäíîìó íàïðÿìêó õâèëþ ñòèñíåííÿ, à â ïðîòèëåæíîìó —
õâèëþ ðîçòèñíåííÿ. Òîìó â ñèìåòðè÷íèõ â³äíîñíî ïåðåøêîäè òî÷êàõ òèñê 
â ðîçñ³ÿíîìó ïîë³ ñòàíîâèòèìå â³äïîâ³äíî ðìîí + ðäèï ³ ðìîí – ðäèï. Òîä³ 
ï³äñóìóâàâøè ³íòåíñèâíîñò³ ðîçñ³ÿíîãî ïîëÿ ó äâîõ ïðîòèëåæíèõ íàïðÿì-

êàõ, îòðèìàºìî 

22
äèïìîí pp

ñ ñ 
 . Îòæå, ó âèðàç³ äëÿ ïîòóæíîñò³ ðîçñ³þâàííÿ 

ñêëàäîâ³ ç äîáóòêîì òèñê³â ðìîí ³ ðäèï ìàòèìóòü ð³çí³ çíàêè ³ ¿¿ ñóìà äîð³â-
íþâàòèìå íóëþ, òàê ùî çàëèøàòüñÿ ò³ëüêè êâàäðàòè òèñê³â, ùî â³äïîâ³äà-
þòü îáîì òèïàì ðîçñ³þâàííÿ îêðåìî. Òîìó ïîâíèé ïåðåð³ç ðîçñ³ÿííÿ — öå
ñóìà ïåðåð³ç³â ðîçñ³þâàííÿ ìîíîïîëüíîãî ³ äèïîëüíîãî òèï³â.
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8.5. Ðîçñ³þâàííÿ ïëîñêî¿ õâèë³ íà ³äåàëüíîìó
íåñê³í÷åííîìó êðóãîâîìó öèë³íäð³

Ðîçñ³þâàííÿ çâóêó íà ³äåàëüíîìó íåñê³í÷åííîìó êðóãîâîìó 
öèë³íäð³ º íàéïðîñò³øîþ äèôðàêö³éíîþ çàäà÷åþ, ÿêà äîïóñêàº çíàõîäæåí-
íÿ òî÷íîãî ðîçâ’ÿçêó. Êð³ì òîãî, çàäà÷àìè, ÿê³ ìàþòü òî÷í³ ðîçâ’ÿçêè, º çà-
äà÷³ ðîçñ³þâàííÿ çâóêó íà ñôåð³, åë³ïñî¿ä³ òà íà ³íøèõ ò³ëàõ, ïîâåðõí³ ÿêèõ 
ÿâëÿþòü ñîáîþ êîîðäèíàòí³ ïîâåðõí³ â³äïîâ³äíèõ êðèâîë³í³éíèõ ñèñòåì êî-
îðäèíàò. Ñàìå â òàêèõ âèïàäêàõ ìîæëèâå çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ðîçïîä³ëó 
çì³ííèõ (äèâ. ïàðàãðàô 7.12). Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî ê³ëüê³ñòü çàäà÷, ÿê³ 
ìàþòü òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê îáìåæåíà, ¿õ çíà÷óù³ñòü âàæêî ïåðåîö³íèòè. Öå 
îáóìîâëåíî òèì, ùî çàçíà÷åí³ ðîçâ’ÿçêè íå ò³ëüêè âèêîðèñòîâóþòüñÿ â 
êîíêðåòíèõ ðîçðàõóíêàõ, à é âèñòóïàþòü ÿê åòàëîíí³ çàäà÷³ ïðè ïåðåâ³ðö³ ³ 
ðîçðîáö³ ð³çíèõ íàáëèæåíèõ ìåòîä³â äîñë³äæåííÿ äèôðàêö³éíèõ çàäà÷.

8.5.1. Ïîñòàíîâêà ³ ïîáóäîâà ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³

Îòæå, íåõàé íà ³äåàëüíèé öèë³íäð ðàä³óñîì à íåñê³í÷åííî¿ äîâ-
æèíè ïåðïåíäèêóëÿðíî äî îñ³ öèë³íäðà ïàäàº ïëîñêà ãàðìîí³÷íà õâèëÿ 
÷àñòîòîþ  (ðèñ. 8.3). Ñåðåäîâèùå, ÿêå îòî÷óº öèë³íäð, õàðàêòåðèçóºòüñÿ 
ãóñòèíîþ  ³ øâèäê³ñòþ çâóêó ñ. Ââåäåìî öèë³íäðè÷íó ñèñòåìó êîîðäèíàò 
(r, z, ) ç ïî÷àòêîì ó òî÷ö³ Î, ÿêà ëåæèòü íà îñ³ öèë³íäðà. Øëÿõ, ÿêèé 
ïðîõîäèòü ôðîíò ïëîñêî¿ õâèë³ âèçíà÷àºòüñÿ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì âåêòîð³â 
nr, äå n — îäèíè÷íèé âåêòîð (|n | = 1) íîðìàë³ äî ïîâåðõí³ ôðîíòó õâèë³, à 
r — ðàä³óñ-âåêòîð â³ä ïî÷àòêó êîîðäèíàò O äî òî÷êè íà ïîâåðõí³ ôðîíòó. 
Çðîçóì³ëî, ùî nr = rcos (r = |r|,  — êóò ì³æ n ³ r). Òîä³ ïàäàþ÷à õâèëÿ ç 
îäèíè÷íîþ àìïë³òóäîþ òèñêó ìàº òàêèé âèãëÿä (ðèñ. 8.3): p0(r, , t) =
= exp(–it + ikr) = exp(–it + ikrcos), äå k = kr — õâèëüîâèé âåêòîð, k = /c. 
Â³äïîâ³äíó êîìïëåêñíó àìïë³òóäó òèñêó ìîæíà ïîäàòè òàê:

   0( , ) exp exp cos .p r i ikr  kr                      (8.19)

Âèíèêàº ïèòàííÿ, ÿê çàïèñàòè ðîçñ³ÿíå ïîëå, ÿêå óòâîðþºòüñÿ ïðè âçàº-
ìîä³¿ ïàäàþ÷î¿ õâèë³ ³ öèë³íäðà. Çàâäÿêè ðîçì³ðêîâóâàííÿì, íàâåäåíèì ó 
ïàðàãðàô³ 8.2, ä³éøëè âèñíîâêó, çã³äíî ç ÿêèì çàäà÷ó ðîçñ³þâàííÿ ìîæíà 
çâåñòè äî çàäà÷³ âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó. À îòæå, âçÿâøè äî óâàãè, ùî äàíà 
çàäà÷à ñèìåòðè÷íà â³äíîñíî íàïðÿìêó ïàäàþ÷î¿ õâèë³, ìîæåìî âèêîðèñòàòè 
âèðàç (7.128), ÿêèé âèçíà÷àº ïîëå 
âèïðîì³íþâàííÿ öèë³íäðà ç äîâ³-
ëüíèì (ñèìåòðè÷íèì â³äíîñíî íà-
ïðÿìêó  = 0) ðîçïîä³ëîì øâèä-
êîñò³ ÷àñòèíîê íà éîãî ïîâåðõí³:

(1)

0

( , ) ( ) cos( ).s n n
n

p r A H kr n 




  (8.20)

Ðèñ. 8.3. Ïðèêëàä ïàäàþ÷î¿ ïëîñêî¿ õâèë³ 
íà öèë³íäð
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Òèñê çàãàëüíîãî ïîëÿ âèçíà÷àºòüñÿ ñóìîþ ïîë³â (8.19) ³ (8.20):

  (1)

0

( , ) exp cos ( )cos( ).n n
n

p r ikr A H kr n  




              (8.21)

Ñòàë³ Àn ìîæíà çíàéòè ç ãðàíè÷íî¿ óìîâè íà ïîâåðõí³ öèë³íäðà. Äëÿ àêó-
ñòè÷íî æîðñòêîãî öèë³íäðà ðàä³àëüíà øâèäê³ñòü íà éîãî ïîâåðõí³ äîð³âíþº 
íóëþ, òîáòî

1
0,

r a

p
i r 





                                (8.22)

à äëÿ àêóñòè÷íî ì’ÿêîãî öèë³íäðà òèñê äîð³âíþº íóëþ:

0.
r a

p

                                    (8.23)

Ïåðåä òèì, ÿê ðîçïèñàòè ãðàíè÷í³ óìîâè, ðîçêëàäåìî ïëîñêó õâèëþ (8.19) 
â ðÿä çà ôóíêö³ÿìè Áåññåëÿ. Äëÿ öüîãî çàïèøåìî ðÿä Ôóð’º äëÿ ôóíêö³¿ 
(8.19) (áåðó÷è äî óâàãè ñèìåòð³þ çàäà÷³, áóäóºìî ðÿä ò³ëüêè çà ôóíêö³ÿìè 
êîñèíóñà):

 
0

exp cos ( )cos( ),n
n

ikr f kr n 




 

äå fn(kr) — íåâ³äîì³ ôóíêö³¿. Ïîìíîæèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè îñòàííüî¿ ð³âíîñò³ 
íà cos(m) òà ïðî³íòåãðóºìî íà ³íòåðâàë³ [0,2]; òîä³ âíàñë³äîê îðòîãîíàëü-
íîñò³ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é îäåðæèìî

2

0

( ) exp( cos )cos( ) ,
2

m
m kr ikr m df


  


  0,1,2,...,m       (8.24)

äå 0 = 1; m = 2 ïðè m > 0. Â³äïîâ³äíî äî [49, 52] ³íòåãðàë ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ 
äîð³âíþº 2imJm(kr). ßê íàñë³äîê, îòðèìàºìî

 
0

exp cos ( )cos( ).n
nn

n

ikr i kr nJ  




                  (8.25)

Òîä³ òèñê çàãàëüíîãî ïîëÿ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³

 (1)

0

( , ) ( ) ( ) cos( ).n
n n n n

n

p r i J kr A H kr n  




            (8.26)

Íàâåäåìî ôîðìóëè äëÿ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ r çàãàëüíîãî ïîëÿ:

(1)

0

1 1
[ ( ) ( )]cos( ).n

r n n nn
n

p
i kr A H kr nJ

i r i c
  

 





   
        (8.27)

ßêùî âèêîíóºòüñÿ ãðàíè÷íà óìîâà (8.22), òî ç (8.27) îäåðæèìî òîòîæí³ñòü

(1)[ ( ) ( )]cos( ) 0,n
nn n ni ka A H ka nJ                   (8.28)

ÿêà ñïðàâåäëèâà ïðè
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(1)

( )
.

( )
n n

n n

n

kaJA i
H ka




 


                               (8.29)

Ó âèïàäêó ãðàíè÷íî¿ óìîâè (8.23) ìàºìî

(1)

( )
.

( )
n n

n n
n

kaJA i
H ka

                                  (8.30)

Ï³äñòàâëÿþ÷è (8.29) àáî (8.30) â (8.26) ³ (8.27), îòðèìóºìî âèðàçè äëÿ ïîâ-
íîãî ïîëÿ øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê ³ òèñêó:

(1)

0

1
[ ( ) ( )]cos( ),  n

r n n n n
n

i J kr B H kr n
i c

  






                (8.31)

(1)

0

[ ( ) ( )]cos( ),  n
n n n n

n

p i J kr B H kr n 




                  (8.32)

äå êîåô³ö³ºíòè Bn:
äëÿ àêóñòè÷íî æîðñòêîãî öèë³íäðà

(1)

( )
,

( )
n

n

n

J ka
B

H ka





                               (8.33)

äëÿ àêóñòè÷íî ì’ÿêîãî öèë³íäðà

(1)

( )
.

( )
n

n
n

J ka
B

H ka
                                (8.34)

Îêðåìî çàïèøåìî ôîðìóëè äëÿ ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³:

(1)

0

1
( )cos( ),n

nrs n n
n

i H kr nB
i c

  






                   (8.35)

(1)

0

( ) cos( ).n
n ns n

n

p i kr nB H 




                     (8.36)

Ïîáóäîâàíèé ðîçâ’ÿçîê ïîäàíî ó âèãëÿä³ íåñê³í÷åííèõ ðÿä³â. Òîìó, ïðè-
ðîäíî, âèíèêàº ïèòàííÿ: ÿê âèêîðèñòîâóâàòè ¿õ ó ïðàêòè÷íèõ ðîçðàõóíêàõ. 
Àíàë³ç ôóíêö³é Áåññåëÿ, ÿê³ âèçíà÷àþòü çàïèñàí³ âèùå ðÿäè, ïîêàçóº, ùî 
ïðè n > (kr) ðÿäè ïî÷èíàþòü çá³ãàòèñÿ. Äëÿ ïðàêòè÷íèõ ðîçðàõóíê³â äîñ-
òàòíüî îáìåæèòèñÿ ê³ëüê³ñòþ ÷ëåí³â ðÿäó N = (1,5—2) (kr) [60, ñ. 172]. Ó 
âèïàäêó öèë³íäðà âåëèêîãî õâèëüîâîãî ðàä³óñà (ka) >> 1 ³ñíóþòü ìåòîäè, 
ùî äîçâîëÿþòü âèêîíàòè íàáëèæåíå ï³äñóìóâàííÿ ðÿä³â çà ôóíêö³ÿìè Áåñ-
ñåëÿ, îäíèì ç ÿêèõ º ïåðåòâîðåííÿ Âàòñîíà [60, ñ. 173—186].

                                        
 Âàòñîí (Watson) Äæîðäæ Íåâ³ë (1886—1965) — àíãë³éñüêèé ìàòåìàòèê.
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8.5.2. Çâóêîâå ïîëå íà ïîâåðõí³ ³ ïîáëèçó öèë³íäðà

Ïðè âèçíà÷åíí³ ïîëÿ íà ïîâåðõí³ öèë³íäðà ñë³ä ó ôîðìóëàõ 
(8.31), (8.32) ïîêëàñòè r = a. Çðîçóì³ëî, ùî íà ïîâåðõí³ æîðñòêîãî öèë³íäðà 
íóëþ äîð³âíþº ðàä³àëüíà øâèäê³ñòü, à íà ïîâåðõí³ ì’ÿêîãî öèë³íäðà —
òèñê. Çã³äíî ç âëàñòèâîñòÿìè ôóíêö³é Áåññåëÿ ìàºìî òàêå ñï³ââ³äíîøåííÿ 
[49, 52]:

(1) (1) 2
( ) ( ) ( ) ( ) .n n n nJ ka H ka J ka H ka

ka
                  (8.37)

Âèêîðèñòàííÿ ôîðìóëè (8.37) äîçâîëÿº çàïèñàòè òèñê íà ïîâåðõí³ æîðñò-
êîãî öèë³íäðà òàê:
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                        (8.38)

à ðàä³àëüíó øâèäê³ñòü íà ïîâåðõí³ ì’ÿêîãî öèë³íäðà ó âèãëÿä³

(1)
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1 2 cos( )
.

( )   
n

r n
n n

n
i

i c ka H ka


 

 





                      (8.39)

Íà ðèñ. 8.4, à íàâåäåí³ ãðàô³êè íîðìîâàíî¿ ùîäî àìïë³òóäè ïàäàþ÷î¿ 
ïëîñêî¿ õâèë³ àìïë³òóäè òèñêó íà ïîâåðõí³ æîðñòêîãî öèë³íäðà, à íà 
ðèñ. 8.4, á — â³äïîâ³äí³ ãðàô³êè äëÿ íîðìîâàíî¿ àìïë³òóäè ðàä³àëüíî¿ 
øâèäêîñò³ íà ïîâåðõí³ ì’ÿêîãî öèë³íäðà. Ïàðàìåòðîì êðèâèõ º õâèëüîâèé 
ðàä³óñ öèë³íäðà ka. Íàãàäàºìî, ùî ïëîñêà õâèëÿ ïàäàº íà öèë³íäð óçäîâæ 
äîäàòíîãî íàïðÿìêó îñ³ Îõ (ðèñ. 8.3).

Ðèñ. 8.4. Êðèâ³ äëÿ íîðìîâàíèõ çíà÷åíü òèñêó íà ïîâåðõí³ æîðñòêîãî öèë³íäðà (à) ³ øâèä-
êîñò³ íà ïîâåðõí³ ì’ÿêîãî öèë³íäðà (á)
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Ðîçãëÿíåìî æîðñòêèé öèë³íäð. ßê áà÷èìî, ç³ çðîñòàííÿì âåëè÷èíè ka
íà “îñâ³òëåí³é” ñòîðîí³ öèë³íäðà àìïë³òóäà òèñêó ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëÿºòü-
ñÿ ³ ïðÿìóº äî ïîäâîºíî¿ àìïë³òóäè ïàäàþ÷î¿ õâèë³, ùî â³äïîâ³äàº ïàä³ííþ 
ïëîñêî¿ õâèë³ íà íåñê³í÷åííó ïëîñêó æîðñòêó ïîâåðõíþ. Ïðè öüîìó íà 
ïðîòèëåæí³é ÷àñòèí³ öèë³íäðà ìàºìî “àêóñòè÷íó ò³íü” ç õàðàêòåðíèìè îñ-
öèëÿö³ÿìè òèñêó íà ïîâåðõí³ öèë³íäðà, ùî çóìîâëåíî äèôðàêö³éíèìè õâè-
ëÿìè, ÿê³ îáõîäÿòü öèë³íäð ç ð³çíèõ áîê³â. Çàçíà÷èìî, ùî ÿêèõ áè âåëèêèõ, 
àëå ñê³í÷åííèõ, ðîçì³ð³â íå ìàâ ðàä³óñ öèë³íäðà, ïîëå íà éîãî ïîâåðõí³ â 
çîí³ ò³í³ íå äîð³âíþº íóëþ. Çðîçóì³ëî, ùî ïðè çá³ëüøåíí³ ðàä³óñà àìïë³òó-
äà ïîëÿ áóäå çìåíøóâàòèñÿ. Ïðè çìåíøåíí³ õâèëüîâîãî ðàä³óñà öèë³íäðà 
òèñê íà ïîâåðõí³ ñòàº á³ëüø ð³âíîì³ðíèì ³ ïðè ka << 1 ïðàêòè÷íî 
äîð³âíþº àìïë³òóä³ òèñêó ïàäàþ÷î¿ õâèë³. Ó öüîìó íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, 
çâåðíóâøèñü äî ôîðìóëè (8.38).

Çã³äíî ç âëàñòèâîñòÿìè ôóíêö³é Áåññåëÿ ìàºìî òàê³ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
[49, 52]:

(1) (1) (1)
1 12 ( ) ( ),n n nH H ka H ka 

  

(1) (1) (1)
1( ) ( ) ( ),n n n

n
H ka H ka H ka

ka
   

1
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( 1) 2
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J ka

n
      

ïðè   ( ) 0,ka                         (8.40)
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ïðè  ( ) 0, 0,ka n 

òóò ( )n — ãàììà-ôóíêö³ÿ. Îòæå, ïðè ( ) 0ka   ó ðÿä³ (8.38) ìîæíà çàëèøè-

òè ò³ëüêè ïåðøèé ÷ëåí ( (0) 1)  :

(1)(1)
10 0

2 2
1.

( )( )

p
kaH kap kaH ka 

  


Òàêèé ðåçóëüòàò âêàçóº íà òå, ùî æîðñòêèé öèë³íäð ìàëîãî õâèëüîâîãî ðà-
ä³óñà ïðàêòè÷íî íå çì³íþº ïîëå ïàäàþ÷î¿ õâèë³, à îòæå, ñòâîðþº ñëàáêå 
ðîçñ³ÿíå ïîëå.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ì’ÿêèé öèë³íäð. Òóò ïðè âåëèêîìó õâèëüîâîìó ðàä³ó-
ñ³ öèë³íäðà íà éîãî “îñâ³òëåí³é” ñòîðîí³ øâèäê³ñòü ïðÿìóº äî ïîäâîºíîãî 
çíà÷åííÿ â³äíîñíî¿ øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê â ïàäàþ÷³é õâèë³, ùî â³äïîâ³äàº 
ïàä³ííþ ïëîñêî¿ õâèë³ íà ïëîñêó íåñê³í÷åííî ì’ÿêó ïîâåðõíþ. Ó çîí³ ò³í³ 
øâèäê³ñòü íà ïîâåðõí³ öèë³íäðà çìåíøóºòüñÿ äîñèòü ïëàâíî ³ âåëè÷èíà îñ-
öèëÿö³é çíà÷íî ìåíøà, í³æ äëÿ æîðñòêîãî öèë³íäðà. Íåçâè÷íî ïîâîäÿòü 
ñåáå êðèâ³ ïðè çìåíøåíí³ âåëè÷èíè ka. ßê áà÷èìî, ïðè çìåíøåíí³ âåëè-
÷èíè ka çíà÷åííÿ øâèäêîñò³ íà ïîâåðõí³ öèë³íäðà âèð³âíþºòüñÿ ³ çðîñòàº. 
Çà àíàëîã³ºþ äî àíàë³çó ôîðìóëè (8.38) ïðîàíàë³çóºìî (8.39) äëÿ øâèäêîñò³ 
íà ïîâåðõí³ ì’ÿêîãî öèë³íäðà ïðè ka  0. Òóò ìàºìî
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Ðèñ. 8.5. Ä³àãðàìè (ïðàâîðó÷) òà ãðàô³êè (ë³âîðó÷) äëÿ ïîëÿ íîðìîâàíî¿ àìïë³òóäè òèñêó 
ïîáëèçó æîðñòêîãî (à) ³ ì’ÿêîãî (á) öèë³íäð³â:
à/ = 0,9; 1 —  = 180 ; 2 —  = 0 

(1) 0
0 0

2 1 1
lim .

2 ln( )( ) ln( )

r

ka
r ka kakaH ka ka ka 




    
v
v

Îòæå, ïðè ka  0 êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü íà ïîâåðõí³ ì’ÿêîãî öèë³íäðà íå 
çàëåæèòü â³ä êóòà  ³ ïðÿìóº äî íåñê³í÷åííîñò³. Ô³çè÷íèé çì³ñò öüîãî ðå-
çóëüòàòó ñâ³ä÷èòü ïðî òå, ùî çà áóäü-ÿêîãî ìàëîãî ðàä³óñà ì’ÿêèé öèë³íäð
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ñòâîðþº ðîçñ³ÿíå ïîëå. Öå º äóæå ö³êàâèì ñïîñòåðåæåííÿì. Çðîçóì³ëî, ùî
ñàìå çíà÷åííÿ íåñê³í÷åííîñò³ íå º ô³çè÷íèì ðåçóëüòàòîì. Öåé ðåçóëüòàò 
îáóìîâëåíî ñàìîþ íåô³çè÷íîþ ìîäåëëþ — öèë³íäðîì íåñê³í÷åííî¿ äîâ-
æèíè. ßêáè ìè ðîçâ’ÿçóâàëè çàäà÷ó ïðî ðîçñ³þâàííÿ çâóêó íà öèë³íäð³ 
ñê³í÷åííî¿ äîâæèíè, òî ïèòàííÿ ïðî íåñê³í÷åíí³ñòü íå âèíèêëî á. Ïðîòå 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ òàêî¿ çàäà÷³ º çíà÷íî ñêëàäí³øèì.

Ðîçãëÿíåìî ñòðóêòóðó çâóêîâîãî ïîëÿ ïîáëèçó öèë³íäðà. Ä³àãðàìè íà 
ðèñ. 8.5 â³äîáðàæàþòü íîðìîâàíó (ùîäî àìïë³òóäè òèñêó â ïàäàþ÷³é ïëîñ-
ê³é õâèë³) àìïë³òóäó òèñêó ïîâíîãî ïîëÿ ïîáëèçó öèë³íäðà. Ãðàô³êè á³ëÿ 
ä³àãðàì âèçíà÷àþòü çì³íó íîðìîâàíî¿ àìïë³òóäè òèñêó âçäîâæ ïðîìåí³â  = 
= 0 (çîíà ò³í³ — êðèâà 2) ³  = 180 (íàïðÿì ïàäàþ÷î¿ ïëîñêî¿ õâèë³ íà öè-
ë³íäð — êðèâà 1). Çì³íà â³äò³íê³â íà ä³àãðàìàõ â³ä ÷îðíîãî äî á³ëîãî êîëüî-
ðó â³äïîâ³äàº çì³í³ àìïë³òóäè òèñêó íàâêîëî öèë³íäðà. Ïðè öüîìó ÷îðíèé 
êîë³ð â³äïîâ³äàº ì³í³ìàëüí³é, à á³ëèé — ìàêñèìàëüí³é àìïë³òóä³ òèñêó â 
ìåæàõ íàâêîëî öèë³íäðà, äå ïðîâåäåíî ðîçðàõóíêè.

ßê áà÷èìî, íà îñâ³òëåí³é ïîâåðõí³ æîðñòêîãî öèë³íäðà äîñèòü âåëèêîãî 
õâèëüîâîãî ðàä³óñà (ðèñ. 8.5, à, à/ = 0,9;  — äîâæèíà çâóêîâî¿ õâèë³) ìàºìî 
âóçüêó ñìóãó á³ëîãî êîëüîðó, ùî â³äïîâ³äàº àìïë³òóä³ òèñêó íà ïîâåðõí³ 
îñâ³òëåíî¿ ÷àñòèíè öèë³íäðà, ÿêà ïðèáëèçíî äîð³âíþº ïîäâîºí³é àìïë³òóä³ 
ïàäàþ÷î¿ õâèë³. Ïîâåðõíþ â³äïîâ³äíîãî ì’ÿêîãî öèë³íäðà (ðèñ. 8.5, á, à/ =
= 0,9) îõîïëþº ÷îðíà ñìóãà, îñê³ëüêè òèñê íà éîãî ïîâåðõí³ äîð³âíþº íóëþ. 
Ë³âîðó÷ â³ä öèë³íäðà, âíàñë³äîê ³íòåðôåðåíö³¿ ïàäàþ÷î¿ ³ ðîçñ³ÿíî¿ õâèëü, 
â³äáóâàþòüñÿ îñöèëÿö³¿ çâóêîâîãî ïîëÿ íàâêîëî àìïë³òóäè òèñêó â ïàäàþ÷³é 
õâèë³. Çàçíà÷èìî, ùî ïåð³îä ïðîñòîðîâèõ îñöèëÿö³é õâèëü º íàéìåíøèì óç-
äîâæ ïðîìåíÿ  = 180, òîáòî ïåðåä öèë³íäðîì. Ó ïåðåð³ç³ ï³ä ³íøèìè êóòà-
ìè ïðîñòîðîâèé ïåð³îä îñöèëÿö³é çá³ëüøóºòüñÿ. Ïðàâîðó÷ â³ä öèë³íäðà, â 
çîí³ ò³í³, òèñê ïëàâíî çðîñòàº ïî ì³ð³ â³ääàëåííÿ â³ä öèë³íäðà, àñèìïòîòè÷íî 
íàáëèæóþ÷èñü äî àìïë³òóäè ïàäàþ÷î¿ õâèë³. Ä³éñíî, ó âèðàç³ (8.32) ïåðøà 
ñóìà âèçíà÷àº ïàäàþ÷ó ïëîñêó õâèëþ (äèâ. ôîðìóëó (8.25)), à äðóãà ñóìà —
ðîçñ³ÿíå ïîëå ÿê ñóïåðïîçèö³þ öèë³íäðè÷íèõ õâèëü, àìïë³òóäà ÿêèõ ïðè 

kr    çìåíøóºòüñÿ çà çàêîíîì 1 kr  (äèâ. äàë³ (8.41)).

8.6. Ðîçñ³ÿíå ïîëå íà âåëèê³é õâèëüîâ³é â³äñòàí³
â³ä öèë³íäðà

Ïåðåïèøåìî ôîðìóëè (8.35), (8.36) äëÿ ðàä³àëüíî¿ øâèäêîñò³ ³ 
òèñêó â ðîçñ³ÿí³é õâèë³ íà âåëèê³é õâèëüîâ³é â³äñòàí³ kr â³ä öèë³íäðà. Äëÿ 
öüîãî áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè àñèìïòîòè÷íå ïîäàííÿ ôóíêö³¿ Õàíêåëÿ ïðè 
kr   [49, 52]:

(1) 2
( ) exp (2 1) .

4nH kr ikr i n
kr




    
 

                (8.41)

Îñê³ëüêè kr  , òî ïîõ³äíà äëÿ ôóíêö³¿ Õàíêåëÿ çà àðãóìåíòîì kr ìîæå 
áóòè âèçíà÷åíà çà íàáëèæåíîþ ôîðìóëîþ

(1) 2
( ) exp (2 1) .

4nH kr i ikr i n
kr




     
 

                (8.42)
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Îòæå, (8.35) ³ (8.36) ïðè kr   íàáóäóòü âèãëÿäó (âèêîðèñòîâóºìî ð³âí³ñòü 
in = exp(in/2)):

0

1 2
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              (8.43)
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               (8.44)

²íòåíñèâí³ñòü ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ ìîæíà îá÷èñëèòè òàê:

* *
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Re( ) cos( )cos( ).
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I p B B n m
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         (8.45)

Âçÿâøè äî óâàãè, ùî ³íòåíñèâí³ñòü ïëîñêî¿ ïàäàþ÷î¿ õâèë³ (8.19), ó ÿêî¿ 
àìïë³òóäà òèñêó äîð³âíþº îäèíèö³, ñòàíîâèòü

0

1
,

2
I

c
                                     (8.46)

çàïèøåìî ³íòåíñèâí³ñòü ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ (8.45) ó âèãëÿä³
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               (8.47)

Çíàþ÷è çàëåæí³ñòü Is(), ìîæíà âèçíà÷èòè ïîçèö³éíèé ïåðåð³ç ðîçñ³þ-
âàííÿ (). Äëÿ öüîãî àíàëîã³÷íî ïðîñòîðîâîìó âèïàäêó (äèâ. ôîðìóëó (8.8)), 
ñë³ä ââåñòè â ðîçãëÿä ô³êòèâíèé íåñïðÿìîâàíèé öèë³íäðè÷íèé âèïðîì³íþ-
âà÷ ç ³íòåíñèâí³ñòþ, ÿêà äîð³âíþº ³íòåíñèâíîñò³ Is() ó çàäàíîìó íàïðÿìêó 
. Ïîòóæí³ñòü òàêîãî âèïðîì³íþâà÷à äëÿ îäèíè÷íî¿ äîâæèíè ôðîíòó öè-
ë³íäðè÷íî¿ õâèë³ ñòàíîâèòü 2rIs(). Òàêèì ÷èíîì, ïîçèö³éíèé ïåðåð³ç 
ðîçñ³þâàííÿ, ç óðàõóâàííÿì (8.47) âèçíà÷èòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

*

0 00
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( ) cos( ) cos( ).s
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          (8.48)

Çàïèøåìî ôîðìóëó (8.48) ó áåçðîçì³ðíîìó âèãëÿä³. Äëÿ öüîãî ïîä³ëèìî 
(8.48) íà ïëîùó ïîâåðõí³ öèë³íäðà, ÿêà “çàñâ³÷óºòüñÿ” ïàäàþ÷îþ ïëîñêîþ 
õâèëåþ. Ó ðîçðàõóíêó íà îäèíèöþ äîâæèíè òâ³ðíî¿ öèë³íäðà öÿ âåëè÷èíà 
ñòàíîâèòü à. Îòæå, ìàºìî
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              (8.49)

Íà ðèñ. 8.6 ïîêàçàíèé ïîçèö³éíèé ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ ïðè â³äïîâ³äíèõ 
çíà÷åííÿõ õâèëüîâîãî ðàä³óñà öèë³íäðà ka. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ðîçñ³þ-
âàííÿ çâóêó öèë³íäðîì íà íèçüêèõ ÷àñòîòàõ, òîáòî ïðè ka < 1. Ó íàøèõ 
ðîçðàõóíêàõ öå â³äïîâ³äàº ka  0,3. Ñë³ä çâåðíóòè óâàãó, ç îäíîãî áîêó, íà 
õàðàêòåð êðèâî¿, à ç ³íøîãî — íà âåëè÷èíó ïîçèö³éíîãî ïåðåð³çó ðîç-
ñ³þâàííÿ. ßê áà÷èìî, ó âèïàäêó ì’ÿêîãî öèë³íäða (ðèñ. 8.6, á, ka  0,3) ä³à-
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Ðèñ. 8.6. Çàëåæíîñò³ ()/à ïðè ð³çíèõ çíà÷åííÿõ õâèëüîâîãî ðàä³óñà öèë³íäðà:
à — æîðñòêèé öèë³íäð; á — ì’ÿêèé öèë³íäð

ãðàìà ðîçñ³þâàííÿ ïîä³áíà äî êðóãîâî¿, ùî õàðàêòåðíî äëÿ ìîíîïîëüíîãî 
ðîçñ³þâàííÿ, à äëÿ æîðñòêîãî öèë³íäðà (ðèñ. 8.6, à, ka  0,3) — íà êàðä³î¿-
äó, ùî óòâîðþºòüñÿ ÿê ñóïåðïîçèö³ÿ ìîíîïîëüíîãî ³ äèïîëüíîãî ðîçñ³þ-
âàíü, îñê³ëüêè ñïðÿìîâàíà â îñíîâíîìó ó á³ê ïàäàþ÷î¿ õâèë³. Ìîíîïîëüíå 
ðîçñ³þâàííÿ ìàëîþ ïåðåøêîäîþ, ÿê âæå çàçíà÷àëîñÿ, îáóìîâëåíî ò³ëüêè 
ð³çíèöåþ ñòèñëèâîñòåé ïåðåøêîäè ³ ñåðåäîâèùà. Äëÿ æîðñòêîãî öèë³íäðà 
ñòèñëèâ³ñòü äîð³âíþº íóëþ. Äèïîëüíå ðîçñ³þâàííÿ ïîâ’ÿçàíå ç òàêîþ ïå-
ðåøêîäîþ, ÿêà â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ñåðåäîâèùà ò³ëüêè ãóñòèíîþ. Öåé ðåçóëü-
òàò ìîæíà ïðîêîìåíòóâàòè íàñòóïíèìè ô³çè÷íèìè ì³ðêóâàííÿìè. Ó çâó-
êîâ³é õâèë³ â³äáóâàþòüñÿ ïðîöåñè ñòèñíåííÿ ³ çì³ùåííÿ ÷àñòèíîê ñåðåäî-
âèùà. Ìàëà ïåðåøêîäà â çâóêîâîìó ïîë³, ïî ñóò³ ìàëà ÷àñòèíêà, ó âèãëÿä³ 
æîðñòêîãî öèë³íäðà çì³íþº õàðàêòåð ñòèñíåííÿ ³ çì³ùåííÿ ÷àñòèíîê ñåðå-
äîâèùà ïîáëèçó öèë³íäðà. Öå îáóìîâëþº âèíèêíåííÿ ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³, òà-
êî¿, ùî íà ïîâåðõí³ öèë³íäðà ìàþòü âèêîíóâàòèñÿ ãðàíè÷í³ óìîâè: ðàä³àëüíà 
øâèäê³ñòü äîð³âíþº íóëþ. Òàêèì ÷èíîì, çì³íà õàðàêòåðó ñòèñíåííÿ ïðè-
çâîäèòü äî ìîíîïîëüíîãî ðîçñ³þâàííÿ, à çì³íà õàðàêòåðó ðóõó ÷àñòèíîê ñå-
ðåäîâèùà äî äèïîëüíîãî ðîçñ³þâàííÿ, ïðè÷îìó âíåñîê îáîõ òèï³â ðîçñ³þ-
âàííÿ âèÿâëÿºòüñÿ ïðèáëèçíî îäíàêîâèì, ó ÷îìó íå âàæêî ïåðåêîíàòèñÿ.

Âèêîðèñòàºìî ôîðìóëè (8.44) òèñêó â ðîçñ³ÿí³é õâèë³ æîðñòêèì öèë³íä-
ðîì ³ âèçíà÷èìî àñèìïòîòè÷íó ïîâåä³íêó êîåô³ö³ºíò³â Bn (ôîðìóëà (8.33) 
ïðè ka  0). Îòæå, çàñòîñîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (8.40), îòðèìóºìî
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(8.50)
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Êîåô³ö³ºíòè Bn ïðè n > 1 ìàþòü ïîðÿäîê ìàëèçíè âèùèé, í³æ (ka)2

(ïåðåêîíàéòåñÿ â öüîìó ñàìîñò³éíî). ßê íàñë³äîê, íîðìîâàíó àìïë³òóäó 
òèñêó ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ â³ä æîðñòêîãî öèë³íäðà ïðè (ka) << 1 i (kr) >> 1 ìîæ-
íà âèçíà÷èòè çà ôîðìóëîþ
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                        (8.51)

ßê áà÷èìî, ïåðøèé äîäàíîê â (8.51) âèçíà÷àº ìîíîïîëüíå ðîçñ³þâàííÿ, à
äðóãèé äîäàíîê — äèïîëüíå ðîçñ³þâàííÿ. Çàïèøåìî â³äïîâ³äíó íîðìîâàíó 
³íòåíñèâí³ñòü

2 4 4 4
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Ðîçãëÿíåìî ì’ÿêèé öèë³íäð ìàëèõ õâèëüîâèõ ðîçì³ð³â. Òóò àñèìïòîòèêà 
êîåô³ö³ºíò³â Bn (ôîðìóëà (8.34)) ïðè ka  0 ìàº âèãëÿä

0
0 (1)

0

( )
;
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J ka
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kaH ka


                             (8.53)

êîåô³ö³ºíòè Bn ïðè n > 0 ïðîïîðö³éí³ (ka)2n ³, îòæå, ïðè (ka) << 1  áóäóòü 
çíà÷íî ìåíøèìè, í³æ êîåô³ö³ºíòè Â0 (ïåðåêîíàéòåñÿ ó öüîìó).

Òàêèì ÷èíîì, çàëèøàþ÷è ïåðøèé ÷ëåí ðÿäó (8.44), ìîæíà çàïèñàòè òà-
êèé âèðàç äëÿ íîðìîâàíî¿ àìïë³òóäè òèñêó ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ â³ä ì’ÿêîãî 
öèë³íäðà ïðè (ka) << 1 ³ (kr) >> 1:

0

2 1
,

2 ln( ) 2 ln( )
sp

p kr ka kr ka
 


                     (8.54)

ÿêà íå çàëåæèòü â³ä êóòà  ³ º ðîçñ³þâàííÿì ìîíîïîëüíîãî òèïó. ßê íà-
ñë³äîê, äèïîëüíå ðîçñ³þâàííÿ äëÿ ì’ÿêîãî öèë³íäðà ïðè (ka) << 1 çíà÷íî 
ìåíøå, í³æ ðîçñ³þâàííÿ ìîíîïîëüíîãî òèïó.

Äàë³ áóäåìî ðîçãëÿäàòè ÷èñëîâ³ çíà÷åííÿ ()/à ïðè ka < 1. ßê âèäíî 
ç ãðàô³ê³â (ðèñ. 8.6, ka  0,3), ó âèïàäêó ì’ÿêîãî öèë³íäða çíà÷åííÿ ()/à
çíà÷íî ïåðåâèùóþòü â³äïîâ³äí³ çíà÷åííÿ äëÿ æîðñòêîãî öèë³íäðà. Çã³äíî ç 
ôîðìóëàìè (8.51) ³ (8.54), ÿê³ ñïðàâåäëèâ³ äëÿ (ka) << 1, âåëè÷èíà s/à äëÿ 
æîðñòêîãî öèë³íäðà ïðÿìóº äî íóëÿ ïðè ka  0, à ó âèïàäêó ì’ÿêîãî 
öèë³íäðà — ()/à  . Ïðèðîäà íåñê³í÷åííîñò³ âæå îáãîâîðþâàëàñÿ ïðè 
àíàë³ç³ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ íà ïîâåðõí³ ì’ÿêîãî öèë³íäðà ³ çðîçóì³ëî, 
ùî ó âèïàäêó öèë³íäðà ñê³í÷åííî¿ äîâæèíè ö³º¿ íåñê³í÷åííîñò³ íå áóäå. Ó 
öüîìó ðàç³ ä³éøëè âèñíîâêó: ÿêùî ó âèïàäêó æîðñòêîãî öèë³íäðà ðîçñ³ÿíå 
ïîëå çìåíøóºòüñÿ äî íóëÿ ïðè ka = 2a/  0, òî ó âèïàäêó ì’ÿêîãî 
öèë³íäða ðîçñ³ÿíå ïîëå áóäå ìàòè ñê³í÷åííå çíà÷åííÿ çà áóäü-ÿêîãî ìàëîãî 
ðîçì³ðó õâèëüîâîãî ðàä³óñà ka.

Ïðè çá³ëüøåíí³ õâèëüîâîãî ðàä³óñà öèë³íäðà (ka) âèãëÿä ä³àãðàì ïîñòó-
ïîâî óñêëàäíþºòüñÿ (ðèñ. 8.6). Ç’ÿâëÿºòüñÿ õàðàêòåðíà îñîáëèâ³ñòü âèñîêèõ 
÷àñòîò: ðîçñ³þâàííÿ âïåðåä, ó íàïðÿìêó ïàäàþ÷î¿ õâèë³, ÿêå á³ëüøå, í³æ 
ðîçñ³þâàííÿ â ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó. Ôîðìóºòüñÿ, òàê çâàíèé ò³íüîâèé 
ïåëþñòîê õàðàêòåðèñòèêè. Ç³ çðîñòàííÿì ka ä³àãðàìà ôàêòè÷íî ðîçä³ëÿºòüñÿ 
íà äâ³ ÷àñòèíè: ïåðøà ç íèõ âèçíà÷àº ðîçñ³þâàííÿ ó á³ê ïàäàþ÷î¿ õâèë³, à 
äðóãà — ôîðìóº ò³íüîâèé ïåëþñòîê.



Ðîçä³ë 8. Ðîçñ³þâàííÿ çâóêó

369

Îòæå, êàðòèíà ðîçñ³þâàííÿ çâóêó öèë³íäðîì ç³ çðîñòàííÿì âåëè÷èíè ka
ó çàãàëüíîìó ìàº òàêèé âèãëÿä. Îäíà ÷àñòèíà åíåðã³¿ ðîçñ³þºòüñÿ ó á³ê ïà-
äàþ÷î¿ õâèë³. Ïðè âåëèêèõ ka êóò â³äáèòòÿ çâóêó â³ä ïîâåðõí³ öèë³íäða
â³äïîâ³äàº çàêîíàì ãåîìåòðè÷íî¿ àêóñòèêè. Äðóãà ÷àñòèíà åíåðã³¿ ñòâîðþº 
ò³íüîâó õâèëþ. Ôàçà ö³º¿ õâèë³ ïðîòèëåæíà ôàç³ ïàäàþ÷î¿ õâèë³, à àìïë³òó-
äè îáîõ õâèëü âèÿâëÿþòüñÿ îäíàêîâèìè. Ó ïîë³ çà öèë³íäðîì, âèçíà÷åíîìó 
ñóïåðïîçèö³ºþ öèõ õâèëü, óòâîðþºòüñÿ çîíà ò³í³. Öå ä³éñíî òàê, àäæå çã³äíî 
ç ïîñòàíîâêîþ çàäà÷³ (äèâ. ôîðìóëó (8.22)) ïàäàþ÷à ïëîñêà õâèëÿ ³ñíóº â 
ïðîñòîð³ âñþäè ³ òîìó ðîçñ³ÿíå ïîëå ïîâèííî ìàòè ñàìå òàê³ âëàñòèâîñò³.

Ïðè ïîäàëüøîìó çá³ëüøåíí³ õâèëüîâîãî ðàä³óñà ka ðîçä³ëåííÿ ðîçñ³ÿíî¿ 
õâèë³ íà â³äáèòó ³ ò³íüîâó âèÿâëÿºòüñÿ äåäàë³ ñèëüí³øå. Ó ãðàíè÷íîìó âè-
ïàäêó, êîëè ka ñòàº äóæå âåëèêèì, ò³íüîâèé ïåëþñòîê ìàº ìàëèé êóò ðîç-
êðèòòÿ, ÿêèé ïðÿìóº äî íóëÿ. Ôàêòè÷íî ìàºìî âèïàäîê ðîçñ³þâàííÿ çâóêó 
íà ïåðåøêîä³ âåëèêèêîãî õâèëüîâîãî ðîçì³ðó, äå âçàºìîä³ÿ çâóêó ç ïåðåø-
êîäîþ äîáðå îïèñóºòüñÿ íà îñíîâ³ ïðîìåíåâèõ óÿâëåíü (ðèñ. 8.2). Òîìó 
çðîçóì³ëî, ùî ïðè ka >> 1 íàâ³òü ïðè ìàëîìó â³äõèëåíí³ â³ä ìàêñèìóìó 
ò³íüîâîãî ïåëþñòêà ìè ïîïàäàºìî â çîíó “îñâ³òëåíó” ïàäàþ÷îþ õâèëåþ. 
Íåîáìåæåíå çðîñòàííÿ ìàêñèìóìó ò³íüîâîãî ïåëþñòêà íå ïîâèííî äèâóâà-
òè. Ð³÷ ó òîìó, ùî, ç îäíîãî áîêó, ³ñíóº ïàäàþ÷à ïëîñêà õâèëÿ, â ÿêî¿ àìï-
ë³òóäà íå çàëåæèòü â³ä â³äñòàí³, à ç ³íøîãî — ðîçñ³ÿíà öèë³íäðè÷íà õâèëÿ, â 
ÿêî¿ Is  1/r. Ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî òî÷êà ñïîñòåðåæåííÿ íàëåæèòü äàëü-
íüîìó ïîëþ (kr  ), ñòàº çðîçóì³ëèì ïîÿñíåííÿ ö³º¿ îñîáëèâîñò³.

Âèùå éøëà ìîâà ïðî ò³íüîâèé ïåëþñòîê ïðè çðîñòàíí³ õâèëüîâîãî 
ðîçì³ðó ka. Ðîçãëÿíåìî òåïåð, ÿêèé õàðàêòåð ìàº ðîçñ³þâàííÿ çâóêó ó íà-
ïðÿìêó, ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó ïàäàþ÷î¿ õâèë³, ç³ çá³ëüøåííÿì ka. ßê 
áà÷èìî (ðèñ. 8.6), ó îêîë³ êóòà  = 180 ç³ çðîñòàííÿì ka êðèâ³, îñöèëþþ-
÷è, ñêóï÷óþòüñÿ íàâêîëî îäèíèö³. Ô³çè÷íî öåé ðåçóëüòàò ³ëþñòðóº çðî-
çóì³ëó ñèòóàö³þ: â³ä ³äåàëüíî¿ ïåðåøêîäè âåëèêîãî õâèëüîâîãî ðîçì³ðó êî-
åô³ö³ºíò â³äáèòòÿ ó ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó äîð³âíþº îäèíèö³.

Òåïåð âèçíà÷èìî ïîâíó ïîòóæí³ñòü ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³, ÿêà ïðèïàäàº íà 
îäèíèöþ äîâæèíè öèë³íäðà. Äëÿ öüîãî ïðî³íòåãðóºìî ôóíêö³þ (8.47) çà 
ïëîùèíîþ öèë³íäðà ðàä³óñîì r ³ âèñîòîþ îäèíè÷íî¿ äîâæèíè:
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Òîä³ ïîâíèé ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ öèë³íäðà çà âèçíà÷åííÿì (8.7) ñòàíîâèòü
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Ïîâíèé ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ öèë³íäðà ìîæå áóòè ÿê á³ëüøèì, òàê ³ ìåí-
øèì çà ãåîìåòðè÷íèé ïåðåð³ç 2à. Ùîá â öüîìó ïåðåêîíàòèñÿ, ïðîâåäåìî 
àíàë³ç ñèòóàö³¿ ó âèïàäêó, êîëè ka >> 1, ³ êîëè ka << 1.

Äëÿ õâèëü, ÿê³ ìàþòü âåëèêó äîâæèíó (ka << 1) ó âèïàäêó æîðñòêîãî 
öèë³íäðà, âèêîðèñòîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (8.50), â ðÿä³ (8.56) ìîæíà óò-
ðèìàòè ò³ëüêè äâà ïåðøèõ ÷ëåíà:
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a ka
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                    (8.57)

Îòæå, íà íèçüêèõ ÷àñòîòàõ çã³äíî ç (8.52) ³ (8.57) â³äíîñíà ³íòåíñèâí³ñòü 
ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ çàëåæèòü â³ä êóòà  çà çàêîíîì (1 – 2 ños)2, à ïîâíèé ïå-
ðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ æîðñòêîãî öèë³íäðà çíà÷íî ìåíøèé, í³æ éîãî ä³àìåòð.

Äëÿ ì’ÿêîãî öèë³íäðà ç ìàëèì õâèëüîâèì ðàä³óñîì (ka << 1) ñèòóàö³ÿ 
³íøà. Ä³éñíî, çã³äíî ç îö³íêîþ (8.53) â öüîìó âèïàäêó â ðÿä³ (8.56) äîñòàò-
íüî óòðèìóâàòè ò³ëüêè ïåðøèé ÷ëåí:
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 ). Îòæå, ðîçñ³ÿíà õâèëÿ äëÿ ìàëîãî ì’ÿêî-

ãî öèë³íäðà (ka << 1) ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíà çà âñ³ìà íàïðÿìêàìè, ³ ïîâíèé 
ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ çíà÷íî á³ëüøèé, í³æ ãåîìåòðè÷íèé ïåðåð³ç öèë³íäðà.

Àíàë³ç àñèìïòîòè÷íî¿ ïîâåä³íêè êîåô³ö³ºíò³â Bn ó ôîðìóë³ (8.56) ïðè 
ka >> 1 ïîêàçóº [31, ñ. 295—296], ùî íà âèñîêèõ ÷àñòîòàõ ïåðåð³ç ðîçñ³þ-
âàííÿ ÿê äëÿ ì’ÿêîãî, òàê ³ äëÿ æîðñòêîãî öèë³íäð³â äîð³âíþº ïîäâîºíîìó 
ãåîìåòðè÷íîìó ïåðåð³çó, òîáòî  = 4à. Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò ïîâí³ñòþ çá³ãà-
ºòüñÿ ç çàãàëüíèì àíàë³çîì ðîçñ³þâàííÿ ïëîñêî¿ õâèë³ íà âèïóêëèõ ò³ëàõ 
âåëèêîãî õâèëüîâîãî ðîçì³ðó (äèâ. ôîðìóëó (8.9)).

Íà ðèñ. 8.7 íàâåäåí³ ÷èñëîâ³ ðîçðàõóíêè âåëè÷èíè s /2a çà òî÷íîþ
ôîðìóëîþ (8.56). ßê áà÷èìî, ÿêùî ka >> 1, òî äëÿ îáîõ öèë³íäð³â âåëè÷èíà 

s /2a  2; ÿêùî ka << 1, òî âåëè-
÷èíà s /2a ïðÿìóº äî íóëÿ äëÿ 
æîðñòêîãî öèë³íäðà ³ çðîñòàº ó 
âèïàäêó ì’ÿêîãî öèë³íäðà. Ùå ðàç 
çàçíà÷èìî, ùî öå íåîáìåæåíå çá³ëü-
øåííÿ âåëè÷èíè s ïðè ka  0 ïî-
â’ÿçàíå ç íåñê³í÷åííîþ  äîâæèíîþ 
öèë³íäðà. ßêáè ìè çìîãëè âèçíà-
÷èòè ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ äëÿ öè-
ë³íäðà ñê³í÷åííî¿ äîâæèíè, òî òà-
êîãî ðåçóëüòàòó, ÿêèé ìàº íå ô³çè÷-
íèé çì³ñò, íå ³ñíóâàëî á.

Ðèñ. 8.7. Çàëåæí³ñòü ïîâíîãî ïåðåð³çó ðîç-
ñ³þâàííÿ ³äåàëüíîãî öèë³íäðà ³ ³äåàëüíî¿ 
ñôåðè â³ä õâèëüîâîãî ðàä³óñà ka:
1 — æîðñòêèé öèë³íäð; 2 — ì’ÿêèé öèë³íäð; 
3 — æîðñòêà ñôåðà; 4 — ì’ÿêà ñôåðà
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8.7. Ðîçñ³þâàííÿ ïëîñêî¿ õâèë³ íà ³äåàëüí³é ñôåð³

Âíåñåìî â îäíîð³äíå ñåðåäîâèùå, äå ïîøèðþºòüñÿ ïëîñêà 
õâèëÿ, ò³ëî ñôåðè÷íî¿ ôîðìè. ßê íàñë³äîê öüîãî ç’ÿâëÿºòüñÿ ðîçñ³ÿíà õâè-
ëÿ. Ïîâíå ïîëå, ÿêå óòâîðåíî ñóïåðïîçèö³ºþ ïëîñêî¿ ³ ðîçñ³ÿíî¿ õâèëü, ïî-
âèííî çàäîâîëüíÿòè ãðàíè÷í³ óìîâè íà ïîâåðõí³ ñôåðè. Îñê³ëüêè çàäà÷ó 
ðîçñ³þâàííÿ çâóêó ìîæíà çâåñòè äî çàäà÷³ âèïðîì³íþâàííÿ, òî öå ìîæíà 
ñôîðìóëþâàòè òàê: ðîçñ³ÿíå ïîëå ñòâîðþºòüñÿ óíàñë³äîê äåÿêîãî ðîçïîä³ëó 
òèñêó (ó âèïàäêó æîðñòêî¿ õâèë³) àáî íîðìàëüíî¿ øâèäêîñò³ (ì’ÿêà ñôåðà) 
íà ïîâåðõí³ ñôåðè; öåé ðîçïîä³ë º òàêèì, ùî ðàçîì ç ïîëåì ïàäàþ÷î¿ 
ïëîñêî¿ õâèë³ ìàº çàäîâîëüíèòè â³äïîâ³äí³ ãðàíè÷í³ óìîâè. Âðàõîâóþ÷è çà-
çíà÷åíå, ÿê ³ ó âèïàäêó öèë³íäðà, ðîçãëÿäàòèìåìî çàäà÷ó âèïðîì³íþâàííÿ 
çâóêó ñôåðîþ ç äîâ³ëüíèì ðîçïîä³ëîì øâèäêîñò³ íà ¿¿ ïîâåðõí³ (ïàðàãðàô 7.12).

Çàäà÷ó ñë³ä ðîçâ’ÿçóâàòè â ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ (r, , ). Íå îáìå-
æóþ÷è çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó, ìîæíà ââàæàòè, ùî ïëîñêà õâèëÿ ð0 ïîøè-
ðþºòüñÿ âçäîâæ äîäàòíîãî íàïðÿìêó îñ³ Oz (ðèñ. 8.8). Ó òàê³é ñèòóàö³¿ ïîëå 
ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ íå çàëåæèòü â³ä êóòà , ùî äîçâîëÿº âèçíà÷èòè àìïë³òóäó 
òèñêó ðîçñ³ÿíîãî ïîëÿ ó âèãëÿä³ (äèâ. ôîðìóëó (7.195)):

(1)

0

( ) ( ).s n n n
n

p A P h kr




                                (8.59)

Àìïë³òóäó òèñêó ïàäàþ÷î¿ õâèë³ (ðèñ. 8.8) çàïèøåìî òàê:

 0 exp cos .p ikr                                 (8.60)

Òîä³ ïîâíå ïîëå ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ

  (1)
0

0

exp cos ( ) ( ).s n n n
n

p p p ikr A P h kr 




              (8.61)

Íàãàäàºìî, ùî ( )nP  — öå ïîë³íîìè Ëåæàíäðà, à (1) (1)
1
2

( ) ( )
2n

n
h kr H kr

kr



 —

ñôåðè÷í³ ôóíêö³¿ Õàííåëÿ ïåðøîãî ðîäó.
Ùîá ìàòè ìîæëèâ³ñòü, ïðè òèõ ÷è ³íøèõ ãðàíè÷íèõ óìîâàõ, âèçíà÷èòè 

êîåô³ö³ºíòè An â (8.61), ñë³ä ðîçêëàñòè ïëîñêó õâèëþ â ðÿä çà ïîë³íîìàìè 
Ëåæàíäðà Pn(). Îòæå, çàïèøåìî

 
0

exp cos ( ) ( ),n n
n

ikr f kr P 




  (8.62)

äå fn(kr) — íåâ³äîì³ ôóíêö³¿. ßê 
â³äîìî, ïîë³íîìè Ëåæàíäðà îðòî-
ãîíàëüí³ íà â³äð³çêó  = [0, ]. Òî-
ìó  äëÿ âèçíà÷åííÿ fn(kr)  ïîìíî-

Ðèñ. 8.8. Ïðèêëàä ïàäàþ÷î¿ ïëîñêî¿ õâèë³ 
íà ñôåðó
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æèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (8.62) íà Pm() ³ ïðî³íòåãðóºìî çà êóòîì 
â³ä 0 äî . Îñê³ëüêè

   
0

0,            ,
sin 2

,    ,
2 1

m n

m n
P P d

m n
n



   


 
 

                   (8.63)

òî  
0

2 1
( ) exp cos ( ) sin .

2n n

n
f kr ikr P d



   


   Çã³äíî ç [49] ìàºìî òàêå çíà-

÷åííÿ ³íòåãðàëà:

1
2

2 1
( ) 2 ( ) (2 1) ( ),

2 2
n n

n n
n

n
f kr i J kr n i j kr

kr





              (8.64)

äå 1
2

( ) ( )
2n

n
j kr J kr

kr



 — ñôåðè÷í³ ôóíêö³¿ Áåññåëÿ. Ï³äñòàâëÿþ÷è (8.64) 

â ðÿä (8.62), îòðèìóºìî

 
0

exp cos (2 1) ( ) ( ).n
n n

n

ikr n i j kr P 




                 (8.65)

Ç óðàõóâàííÿì (8.65) âèðàç (8.61) äëÿ êîìïëåêñíî¿ àìïë³òóäè òèñêó ïîâíîãî 
ïîëÿ ìàòèìå âèãëÿä

(1)

0

(2 1) ( ) ( ) ( ).n
n n n n

n

p n i j kr A h kr P 




                   (8.66)

Êîåô³ö³ºíòè nA  â (8.66) âèçíà÷àþòüñÿ ç ãðàíè÷íèõ óìîâ. Ó âèïàäêó ì’ÿêî¿ 

ñôåðè, äå íà ïîâåðõí³ âèêîíóºòüñÿ óìîâà ( , ) 0p r a   , íåîáõ³äí³ òàê³ ð³â-

íîñò³: (1)(2 1) ( ) ( )n
n n nn i j ka A h ka   , 0,1,2,...n  , çâ³äñè

(1)

( )
(2 1) .

( )
n n

n
n

j ka
A n i

h ka
                            (8.67)

Àíàëîã³÷íî äëÿ æîðñòêî¿ ñôåðè ç ãðàíè÷íîþ óìîâîþ   0
r a

p r


    ìàºìî 

òàêèé íàá³ð êîåô³ö³ºíò³â:

(1)

( )
(2 1) ,

( )
n n

n

n

j ka
A n i

h ka


  


                         (8.68)

äå çàì³ñòü ôóíêö³é ( )nj kr  ³ (1)( )nh kr  ïðèñóòí³ ¿õ ïåðø³ ïîõ³äí³ ïðè r a .

Îòæå, ï³äñòàâëÿþ÷è (8.67) ³ (8.68) â (8.66), îòðèìóºìî òàê³ âèðàçè äëÿ 
ïîâíîãî ïîëÿ íàâêîëî ì’ÿêî¿ ³ æîðñòêî¿ ñôåð:

(1)
ì (1)

0

( )
(2 1) ( ) ( ) ( ).

( )
n n

n n n
n n

j ka
p n i j kr h kr P

h ka






 
   

 
           (8.69)
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Ðèñ. 8.9. Ä³àãðàìè ðîçïîä³ëó (ïðàâîðó÷), ãðàô³êè (ë³âîðó÷) äëÿ íîðìîâàíî¿ àìïë³òóäè 
òèñêó ïîáëèçó æîðñòêî¿ ñôåðè:
à/ = 0,9; 1 —  = 180; 2 —  = 0

(1)
æ (1)

0

( )
(2 1) ( ) ( ) ( ).

( )

n n
n n n

n
n

j ka
p n i j kr h kr P

h ka






 
   

  
            (8.70)

Çàïèøåìî òàêîæ îêðåìî ôîðìóëè äëÿ ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³:

(1)

0

(2 1) ( ) ( ),n
s n n n

n

p n i C h kr P 




                        (8.71)

äå êîåô³ö³ºíòè Ñn âèçíà÷àþòüñÿ òàê:
äëÿ ì’ÿêî¿ ñôåðè

(1)

( )
,

( )
n

n
n

j ka
C

h ka
                                    (8.72)

äëÿ æîðñòêî¿ ñôåðè

(1)

( )
.

( )
n

n

n

j ka
C

h ka





                                   (8.73)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ö³ ôîðìóëè, ìîæíà, ÿê öå áóëî çðîáëåíî ó âèïàäêó ç 
öèë³íäðîì, ðîçâ’ÿçóâàòè ð³çí³ çàäà÷³, ùî âèíèêëè óíàñë³äîê ðîçñ³þâàííÿ 
çâóêó íà ñôåð³. Íàïðèêëàä, íà ðèñ. 8.9 ïîêàçàíî ðîçïîä³ë íîðìîâàíî¿ (ùî-
äî àìïë³òóäè â ïàäàþ÷³é ïëîñê³é õâèë³) àìïë³òóäè òèñêó íàâêîëî ³äåàëüíî 
æîðñòêî¿ ñôåðè. Òóò ö³êàâî çàçíà÷èòè, ÿêùî äëÿ öèë³íäðà (ðèñ. 8.5, à) ó 
òî÷ö³, ïðîòèëåæí³é íàïðÿìêó ïàä³ííÿ õâèë³ ( = 0) ñïîñòåð³ãàºìî óòâîðåí-
íÿ ò³íüîâî¿ çîíè, òî â àíàëîã³÷í³é ñèòóàö³¿ äëÿ ñôåðè (ðèñ. 8.9,  = 0) ìàºìî 
òèñê áëèçüêèé çà çíà÷åííÿì äî òèñêó â ïàäàþ÷³é õâèë³, òîáòî ò³íü “îñâ³ò-
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ëþºòüñÿ”. Öå òàê çâàíà ïëÿìà Ïóàññîíà. Òàêà îñîáëèâ³ñòü ïîÿñíþºòüñÿ 
òèì, ùî â îáëàñò³ ãåîìåòðè÷íî¿ ò³í³ íà ï³âïðÿì³é  = 0 çá³ãàþòüñÿ ìàþ÷è 
îäíàêîâó ôàçó äèôðàêö³éí³ õâèë³ â³ä óñ³õ òî÷îê åêâàòîðà ñôåðè, à ó âèïàä-
êó öèë³íäðà — ò³ëüêè â³ä äâîõ òî÷îê éîãî ïðîô³ëþ. Çðîçóì³ëî, ùî â îáëàñò³ 
ãåîìåòðè÷íî¿ ò³í³ äëÿ êóò³â   0 òàêà ñèíôàçí³ñòü ïîðóøóºòüñÿ. Íàÿâí³ñòü 
ïëÿìè Ïóàññîíà ñïîñòåð³ãàòèìåòüñÿ ïðè ðîçñ³þâàíí³ õâèë³ ³ íà ³íøèõ ò³ëàõ, 
íàïðèêëàä ïðè îñüîâîìó ïàä³íí³ õâèë³ íà äèñê. 

Äåòàëüí³øå ðîçãëÿíåìî òàêó âàæëèâó õàðàêòåðèñòèêó, ÿê ïîâíèé ïå-
ðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ. Ðåêîìåíäóºìî ÷èòà÷åâ³ ñàìîñò³éíî (ó ïîâí³é àíàëîã³¿ ç 
öèë³íäðîì) ïðîâåñòè òàêó ïîñë³äîâí³ñòü âèêëàäîê. Ñïî÷àòêó, ìàþ÷è òèñê 
ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ (8.71), ñë³ä çàïèñàòè âèðàç äëÿ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ rs. 
Äàë³, âèêîðèñòàâøè àñèìïòîòèêó ñôåðè÷íî¿ ôóíêö³¿ Õàíêåëÿ ïðè kr  
(äèâ. ôîðìóëó (8.41)):

 (1) (1)
1
2

2 1
( ) ( ) exp 1 ,

2n
n kr

h kr H kr ikr i n
kr kr


  

     
 

       (8.74)

ïîòð³áíî çàïèñàòè âèðàçè äëÿ òèñêó ps ³ øâèäêîñò³ rs ó äàëüíüîìó ïîë³ ïðè 
kr  . Ïîò³ì îòðèìàòè òàêèé âèðàç äëÿ ³íòåíñèâíîñò³ ðîçñ³þâàíîãî ïîëÿ 
íà âåëèê³é õâèëüîâ³é â³äñòàí³ â³ä ñôåðè:

*0
2

0 0

(2 1)(2 1) ( ) ( )
( )s n n n m

n m

I
I n m C C P P

kr
 

 

 

    ,             (8.75)

äå ³íòåíñèâí³ñòü ïëîñêî¿ õâèë³ I0 âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ (8.46). Òåïåð ìî-
æåìî âèçíà÷èòè ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ:

2
2

0 0

00

sins
s

s

I r d d
P

II

 

  
  

 
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâ³ñòü îðòîãîíàëüíîñò³ ïîë³íîì³â Ëåæàíäðà (8.63), îò-
ðèìóºìî îñòàòî÷íèé ðåçóëüòàò:

2
2

2
0

4
(2 1)

( )s n
n

a
n C

ka








  ,                        (8.76)

àáî ó áåçðîçì³ðíîìó âèãëÿä³:

2

2 2
0

4
(2 1) .

( )
s

n
n

n C
a ka







                        (8.77)

Äóæå ö³êàâèì º âèïàäîê ñôåðè ìàëîãî õâèëüîâîãî ðàä³óñà (ka << 1). Çðî-
áèìî ïåðåòâîðåííÿ ó ôîðìóë³ (8.76) íà îñíîâ³ àñèìïòîòè÷íèõ ñï³ââ³äíî-
øåíü ïðè ka  0 äëÿ ôóíêö³é nj ³ (1)

nh [49, 52]:

                                        
 Ïóàññîí (Poisson) Ñ³ìåîí Äåí³ (1781—1840) — ôðàíöóçüêèé ìåõàí³ê, ô³çèê ³ ìàòå-

ìàòèê.
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1
( ) ( ) ,

1 3 5...(2 1)
n

nka j ka
n

 
  

0,1,2,...,n               (8.78)

1 (1)( ) ( ) 1 3 5...(2 1),n
nka h ka i n                           (8.79)

³ ôîðìóë äëÿ ïîõ³äíî¿

 
(1)

(1) (1) (1)
1

( )
( ) ( ),

( )
n

n n n

dh ka n
h ka h ka h ka

d ka ka 
                  (8.80)

     (1) (1) (1)
1 12 .n n nh ka h ka h ka 

                          (8.81)

Òîä³ äëÿ ì’ÿêî¿ ñôåðè êîåô³ö³ºíòè ðÿäó (8.76) ìàþòü òàê³ íàáëèæåí³ çíà-
÷åííÿ:

0
0 (1)

0

( ) 1
,

1( )
j ka

C ka
kah ka

  

2 1

0(1)

( ) ( )
,

2 1( )

n
n

n
n

j ka ka
Ñ C

nh ka



 

 0.n                  

(8.82)

Îòæå, äëÿ ì’ÿêî¿ ñôåðè ïðè (ka) << 1 â ðÿä³ (8.76) ìîæíà çàëèøèòè ò³ëüêè 
ïåðøèé ÷ëåí; òîä³

24s a                                       (8.83)

³ º ðîçñ³þâàííÿ ìîíîïîëüíîãî òèïó, ÿê ³ äëÿ âèïàäêó ìàëîãî ì’ÿêîãî öè-
ë³íäðà. Àëå äëÿ ñôåðè, ÿê ò³ëà ñê³í÷åííèõ ðîçì³ð³â, âåëè÷èíà s íå ïðÿìóº 
äî íåñê³í÷åííîñò³, ÿê öå õàðàêòåðíî äëÿ öèë³íäðà íåñê³í÷åííî¿ äîâæèíè.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð æîðñòêó ñôåðó ïðè (ka) << 1. Â³äïîâ³äí³ íàáëèæåí³ 
çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â Cn ìàþòü âèãëÿä

3
0 1

0 (1)(1)
10

( ) ( ) ( )
,

3( )( )

j ka j ka ka
C

h kah ka


  



2

31 2
1

1 (1) (1) (1)
1 1 2 2 3

1 ( )
( ) ( )( ) ( )3 3 5 ,

1 1 3 6( ) ( ) ( )
( ) ( )

ka ka
j ka j kaj ka kaka kaC

h ka h ka h ka
ka ka ka ka

     
  



          (8.84)

1 1
(1) (1)(1)

1 1

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

n n n
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n nn

j ka j ka j ka
Ñ

h ka h kah ka
 

 

 
  

    






 
 


2 1

1
0 1(1)

1

( ) ( )
, , 1.

2 1 ! 2 1 !( )

n
n

n

j ka ka
C C n

n nh ka

ßê ³ ó âèïàäêó ìàëîãî æîðñòêîãî öèë³íäða, â ðÿä³ (8.76) ñë³ä óòðèìàòè äâà 
ïåðøèõ ÷ëåíà:

2 6
2 4

2

4 3 ( ) 7
1 ( ) .

4 9 9( )s

a ka
a ka

ka
     

 
                    (8.85)
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Öå îáóìîâëþº, ÿê ³ äëÿ ìàëîãî æîðñòîêîãî öèë³íäðà, ä³àãðàìó ðîçñ³þâàííÿ 
ïîä³áíó äî êàðä³î¿äè.

ßê áà÷èìî, ïîâíèé ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ ìàëî¿ ì’ÿêî¿ ñôåðè â ÷îòèðè 
ðàçè á³ëüøèé í³æ ïëîùà ïåðåð³çó ñôåðè, òîä³ ÿê ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ ìàëî¿ 
æîðñòêî¿ ñôåðè ó áàãàòî ðàç³â ìåíøèé, í³æ ãåîìåòðè÷íèé ïåðåð³ç. Çã³äíî ç 
(8.85) ïîâíèé ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ æîðñòêî¿ ñôåðè ïðîïîðö³éíèé ÷àñòîò³ ó 
÷åòâåðòîìó ñòåïåí³, ùî îáóìîâëþº ïîñèëåííÿ ðîçñ³þâàííÿ â îáëàñò³ âèñî-
êèõ ÷àñòîò.

Ïðè ðîçñ³þâàíí³ êîðîòêèõ õâèëü (ka >> 1) (â àíàëîã³¿ âèïàäêó ç öèë³íä-
ðîì) ÿê äëÿ ì’ÿêî¿, òàê ³ äëÿ æîðñòêî¿ ñôåðè ìàºìî ïîâíèé ïåðåð³ç ðîç-
ñ³ÿííÿ:

22 .s a                                        (8.86)

Ðîçðàõóíêè âåëè÷èíè s /a2 çà òî÷íîþ ôîðìóëîþ (8.77) íàâåäåí³ íà 
ðèñ. 8.7.

Çàçíà÷èìî, ùî ïîâíèé ïåðåð³ç ðîçñ³ÿííÿ äëÿ ì’ÿêî¿ ñôåðè íà íèçüêèõ 
÷àñòîòàõ ó äâà ðàçè á³ëüøèé, í³æ íà âèñîêèõ (ôîðìóëè (8.83) ³ (8.86)). Öå 
ìîæíà ïîÿñíèòè òèì, ùî ïðè íèçüêèõ ÷àñòîòàõ ïàäàþ÷à çâóêîâà õâèëÿ 
çáóäæóº êîëèâàííÿ, ÿê³ ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåí³ íà ïîâåðõí³ ñôåðè òàê, ùî 
íà ïåðåòâîðåííÿ ïîòóæíîñò³ ïëîñêî¿ õâèë³ ó ïîòóæí³ñòü ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ âè-
êîðèñòîâóºòüñÿ ïëîùà, ÿêà äîð³âíþº ïëîù³ ïîâåðõí³ ñôåðè. Íà âèñîêèõ 
÷àñòîòàõ ðîçñ³ÿíà ïîòóæí³ñòü âèíèêàº óíàñë³äîê íåð³âíîì³ðíîãî çáóäæåííÿ 
ñôåðè÷íî¿ ïîâåðõí³ ïëîñêîþ õâèëåþ. Òîìó ðîçñ³ÿíà õâèëÿ ðîçä³ëÿºòüñÿ íà 
äâ³ — â³äáèòó ³ ò³íüîâó õâèë³; äëÿ êîæíî¿ ç íèõ ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ äîð³â-
íþº ïîïåðå÷íîìó ïåðåð³çó ñôåðè.

8.8. Ðîçñ³þâàííÿ ïëîñêî¿ õâèë³
íà çâóêîïðîíèêí³é ñôåð³

Íåõàé â ñåðåäîâèùå ç ïàðàìåòðàìè  ³ ñ âíåñåíà ñôåðè÷íà ïå-
ðåøêîäà ðàä³óñîì à. Ñôåðà íàïîâíåíà ñåðåäîâèùåì ç ïàðàìåòðàìè 1 ³ ñ1.
Áåðó÷è äî óâàãè äîñâ³ä îòðèìàííÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ðîçñ³þâàííÿ ïëîñêî¿ 
õâèë³ íà ³äåàëüí³é ñôåð³, ìîæíà äîñèòü øâèäêî ðîçâ’ÿçàòè ³ çàäà÷ó ðîçñ³þ-
âàííÿ ïëîñêî¿ õâèë³ íà òàê³é ñôåðè÷í³é ïåðåøêîä³.

Ïîëå ïëîñêî¿ õâèë³ âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (8.65), à ðîçñ³ÿíå ïîëå 
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ (8.71). Âèä³ëåííÿ ìíîæíèêà (2n + 1)in í³÷îãî íå 
çì³íþº ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ çàäà÷³, àäæå âñå áóäå ñêîðåãîâàíî ïðè âèçíà÷åíí³ 
êîåô³ö³ºíò³â Cn, àëå ïðè öüîìó ìè ìàºìî çìîãó âèêîðèñòàòè ôîðìóëó (8.76) 
äëÿ ïåðåð³çó ðîçñ³þâàííÿ. Îòæå, çâóêîâå ïîëå ïîçà ñôåðîþ ìàº âèãëÿä

(1)
0

0
(2 1) ( ) ( ) ( ).n

s n n n n
n

p p p n i j kr C h kr P 



                   (8.87)

Íà â³äì³íó â³ä ³äåàëüíî¿ ñôåðè â äàíîìó âèïàäêó çâóê ïðîíèêàº âñåðåäèíó 
ñôåðè÷íî¿ ïåðåøêîäè. Ïîëå âñåðåäèí³ ñôåðè çàïèøåìî òàê:

1 1
0

(2 1) ( ) ( ).n
n n n

n

p n i D j k r P 




                         (8.88)
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Çíîâó çàçíà÷èìî, ùî âèä³ëåííÿ ìíîæíèêà (2n + 1)in ïðîâîäèòüñÿ ò³ëüêè çà-
ðàäè óí³ô³êàö³¿ ðîçâ’ÿçêó. Çàçíà÷èìî, ùî k = /c, k1 = /c1. Ïîëå p1 áóäóºòüñÿ 
ò³ëüêè ç óðàõóâàííÿì ôóíêö³¿ jn(k1r), ñôåðè÷í³ ôóíêö³¿ Íåéìàíà yn(k1r) äî 
óâàãè íå áåðóòüñÿ îñê³ëüêè ïðè r  0 âîíè ïðÿìóþòü äî –  (çãàäàéòå, ïî-
ä³áíà ñèòóàö³ÿ ñêëàëàñÿ ïðè âèâ÷åíí³ êîëèâàíü êðóãîâî¿ ìåìáðàíè).

Íà ïîâåðõí³ ñôåðè ïîâèíí³ âèêîíóâàòèñÿ óìîâè ñïðÿæåííÿ ïîë³â íàâ-
êîëî ³ âñåðåäèí³ ñôåðè:

0 1,sp p p  ,r a

0 1

1

1 1
,sp p p

i r r i r 
        

.r a                      (8.89)

Ï³äñòàâèâøè (8.87) ³ (8.88) â ñèñòåìó (8.89), îäåðæèìî òàê³ ð³âíîñò³:
(1)

1( ) ( ) ( ),n n n n nj ka C h ka D j k a  0,1,2,...,n                (8.90)

(1)
1

1 1

1 1
( ) ( ) ( ).n n n n nj ka C h ka D j k a

c c 
      

                 (8.91)

Ïîä³ëèâøè (8.90) íà (8.91), çàïèøåìî
(1)

1 1 1

(1)
1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n n n n

n n n n

j ka C h ka c j k a
cj ka C h ka j k a







  
.

Çâ³äñè øóêàí³ êîåô³ö³ºíòè nC  ñòàíîâëÿòü

1 1 1

1
(1)(1)

1 1 1
(1)

1

( ) ( )
1

( )( ) ( )
.

( )( ) ( )
1

( )( )

n n

nn n
n

nn n

nn

c j k a j ka
c j kaj k a j ka

C
h kac j k a h ka

c h kaj k a


















                (8.92)

Òîä³ êîåô³ö³ºíòè Dn âèçíà÷àþòüñÿ ç ð³âíÿííÿ (8.90) àáî (8.91). Îòæå, 
ðîçâ’ÿçîê çíàéäåíî. Â³í äàº ìîæëèâ³ñòü îá÷èñëèòè çâóêîâå ïîëå íàâêîëî ³ 
âñåðåäèí³ ñôåðè. 

Íàïðèêëàä, íà ðèñ. 8.10 ïîêàçàíî ðîçïîä³ë íîðìîâàíî¿ (äî àìïë³òóäè 
ïàäàþ÷î¿ ïëîñêî¿ õâèë³) àìïë³òóäè òèñêó íàâêîëî ³ âñåðåäèí³ ñôåðè. Îòî-
÷óþ÷èì ñåðåäîâèùåì º âîäà ( = 103 êã/ì3, ñ = 1,5  103 ì/ñ), ïàðàìåòðè 
ñôåðè:  1 = 1,1  103 êã/ì3, ñ1 = 0,95  103 ì/ñ, à/ = 0,9 ( — äîâæèíà õâèë³ 
â ñåðåäîâèù³). Ãðàô³êè ³ëþñòðóþòü ðîçïîä³ë àìïë³òóäè òèñêó âçäîâæ ïðî-
ìåí³â  = 180 (z/a < 0) i  = 0 (z/a > 0). Íà ãðàô³êó ìîæíà áà÷èòè äîñèòü 
ð³çêèé ìàêñèìóì òèñêó, ÿêèé â³äïîâ³äàº á³ë³é ïëÿì³ íà êàðò³ ðîçïîä³ëó 
àìïë³òóäè òèñêó. Îòæå, ïðè ïåâíèì ÷èíîì ï³ä³áðàíèõ ïàðàìåòðàõ, ìè 
ìàºìî ð³äèííó ñôåðè÷íó ë³íçó.

Ðîçãëÿíåìî ö³êàâèé âèïàäîê ñôåðè ìàëîãî õâèëüîâîãî ðîçì³ðó, òîáòî 
ka << 1 ³ k1a << 1. Äëÿ öüîãî çã³äíî ç ôîðìóëàìè (8.78)—(8.81) çíàéäåìî 
àñèìïòîòèêó êîåô³ö³ºíò³â Cn ïðè ka << 1 ³ k1a << 1. Íåõàé n = 0:
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0 1 0 1

1 1 10 1

( ) ( ) 3
,

( )( )

j k a j k a
j k a k aj k a

   


0 1

0

( ) ( )
,

( ) ( ) 3

j ka j ka ka
j ka j ka


   

(1) (1)
0 1
(1) (1)
0 0

( ) ( ) 1
,

( ) ( )
h ka h ka

kah ka h ka


   

 
0
(1)
0

( ) 1
,

/( )
j ka

ika
i kah ka

 


òîä³
2

1 1 1 1 1
2

31
0

21 1 1 1 1
2

1 1

3
1 1 1

3
( ) ,

3 1 1
1 1 3 ( ) 3

( )

c ka c
c k a c

C ika i ka i ka
c c ka

ka
c k a ka c k a ka

  
  
  
  

  
  

  
 (8.93)

äå 2
1 1 1c  — ïðóæí³ñòü ðå÷îâèíè ñôåðè, 2c  — ïðóæí³ñòü ñåðåäîâè-

ùà íàâêîëî ñôåðè. Íåõàé n = 1:

1 1 1 1
12

1 1 1
1 1 2 1

1 1 1

( ) ( ) 1
( ),

1( ) ( ) 31( ) ( )
( ) 3 5( )

j k a j k a
k a

j k a k aj k a j k a
k a k a k a

  
  



(1) (1) 2
0 1 2

(1) (1) 3
0 1 1 1

( ) ( ) ( )1 1 1 3 ( ) 2
, ,

( ) ( ) ( ) ( ) 1

j ka h ka h ka ka
j ka ka ka ka kah ka h k a ka

 
      



2 3
1
(1)
1

( ) ( ) ( )
,

3 ( ) 3( )
j ka ka ka ka

i
ih ka


 

 

òîä³

Ðèñ. 8.10. Ä³àãðàìè ðîçïîä³ëó (ïðàâîðó÷) ³
ãðàô³êè (ë³âîðó÷) äëÿ íîðìîâàíî¿ àìïë³òó-
äè òèñêó ïîçà ñôåðîþ ³ âñåðåäèí³ ñôåðè:
 = 103 êã/ì3, ñ = 1,5  103 ì/ñ, 1 = 1,1  103 êã/ì3, 
ñ1 = 0,95  103 ì/ñ, à/ = 0,9
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11 1 1
3 3

1
1 1 1

1

11
( ) ( )

.
2 3 31 1 2

c k a
ka kapc kaC i i

c
k a

pc ka




 


 
 

   
              (8.94)

Íåõàé n > 1, ïðîâîäÿ÷è àíàëîã³÷í³ âèêëàäêè, íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

1

1

( ) ( )
( )( )

n n

nn

j k a j ka
j kaj k a





 ³ 

(1)
1

(1)

1

( ) ( )
( )( )

n n

nn

j k a h ka
h kaj k a





 ìàþòü âåëè÷èíó ïîðÿäêó 1k a

ka
, òîä³ ÿê 

â³äíîøåííÿ (1)

( )
( )

n

n

j ka
h ka

 2 1( ) nka  . Îòæå, ñàìå öå â³äíîøåííÿ áóäå âèçíà÷àòè 

ïîðÿäîê âåëè÷èíè êîåô³ö³ºíò³â Cn. Ä³éñíî, ÿêùî êîåô³ö³ºíòè C0 ³ C1 ìàþòü 
ïîðÿäîê (ka)3, òî C2 âæå ìàº ïîðÿäîê (ka)5.

Òàêèì ÷èíîì, ó âèïàäêó äîâ³ëüíî¿ ïåðåøêîäè ìàëîãî õâèëüîâîãî ðîçì³-
ðó â ðÿä³ (8.71) äëÿ ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ ps äîñòàòíüî çàëèøèòè ëèøå ïåðøèõ äâà 
÷ëåíè, òîáòî

 (1) (1)
0 0 1 1( ) 3 ( ) cos .sp C h kr iC h kr                       (8.95)

Ó äàëüíüîìó ïîë³ äå kr >> 1 çã³äíî ç àñèìïòîòè÷íèìè ôîðìóëàìè (8.74) âè-
ðàç (8.95) ìàòèìå âèãëÿä

   0 13 cos exp .s

i
p C C ikr

kr
                        (8.96)

Îòæå, äîâ³ëüíà ñôåðà ìàëîãî õâèëüîâîãî ðîçì³ðó ñòâîðþº îäíî÷àñíî ³ ìî-
íîïîëüíå, ³ äèïîëüíå ðîçñ³þâàííÿ. Òàêèì ÷èíîì, ³íøèìè ñêëàäîâèìè ðîç-
ñ³ÿíîãî ïîëÿ ìîæíà íåõòóâàòè. Âçàãàë³ íàâåäåíèé ðåçóëüòàò ä³éñíèé äëÿ 
ìàëî¿ ïåðåøêîäè äîâ³ëüíî¿ ôîðìè.

Ï³äñòàâëÿþ÷è â (8.96) àñèìïòîòè÷í³ ôîðìóëè äëÿ êîåô³ö³ºíò³â C0 ³ C1

ìàëî¿ ñôåðè, îòðèìóºìî òàêó ôîðìóëó äëÿ ðîçñ³ÿíîãî ïîëÿ:

  31 1
2

11

exp 1 / 1 /
cos ( ) .

1 2 /( ) 3 /s

ikr
p ka

kr ka
    

  
  

    
         (8.97)

Âçÿâøè äî óâàãè, ùî çâè÷àéíî (ka)2 << 31 /, (8.97) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó 
âèãëÿä³

  31 1

1 1

exp 1 / 1 /
cos ( ) .

3 / 1 2 /s

ikr
p ka

kr
    
   

  
   

            (8.98)

Íåð³âí³ñòü (ka)2 << 31 / íå âèêîíóºòüñÿ ò³ëüêè äëÿ ñôåðè, ùî ïîä³áíà çà 
ñâî¿ìè âëàñòèâîñòÿìè äî ì’ÿêî¿, ó ÿêî¿ çíà÷åííÿ ïðóæíîñò³ 1 äóæå ìàëå. 
Ôîðìóëà (8.98) âïåðøå îòðèìàíà Ðåëåºì.

                                        
 Ðåëåé (Rayleigh) Ñòðåòò Äæîí Ó¿ëüÿì (1842—1919) — àíãë³éñüêèé ô³çèê, ëàóðåàò 

Íîáåë³âñüêî¿ ïðåì³¿ (1904).
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (8.76) ó âèïàäêó ðîçñ³ÿíîãî ïîëÿ ó âèãëÿä³ 
(8.97) ³ (8.98), îòðèìóºìî òàê³ çíà÷åííÿ äëÿ ïîâíîãî ïåðåð³çó ðîçñ³þâàííÿ:

2 2

2 41 1
2

11

1 / 1 /1
4 ( ) ,

3 1 2 /( ) 3 /s a ka
ka

   
 

  

     
         

        (8.99)

2 2

2 41 1

1 1

1 / 1 /1
4 ( ) .

3 / 3 1 2 /s a ka
   

 
   

     
          

          (8.100)

Îòæå, îñíîâíèìè âëàñòèâîñòÿìè ðîçñ³þâàííÿ çâóêó ìàëîþ ñôåðîþ (ka, 
k1a << 1;  òà âçàãàë³ ïåðåøêîäàìè ìàëèõ õâèëüîâèõ ðîçì³ð³â ïðè äîâ³ëüí³é 
ôîðì³ ïîâåðõí³) ÿâëÿþòüñÿ:

 íàÿâí³ñòü ìîíîïîëüíî¿ ³ äèïîëüíî¿ ñêëàäîâèõ ó ðîçñ³ÿíîìó ïîë³: ÿêùî 
ïåðåøêîäà â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ñåðåäîâèùà ò³ëüêè ñòèñëèâ³ñòþ (1 = ), òî 
ìàºìî ðîçñ³þâàííÿ ìîíîïîëüíîãî òèïó, à ÿêùî ò³ëüêè ãóñòèíîþ (1 = ), 
òî — äèïîëüíîãî òèïó;

 ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ ïðîïîðö³éíèé ÷àñòîò³ ó ÷åòâåðòîìó ñòåïåí³, ùî 
îáóìîâëþº çá³ëüøåííÿ ðîçñ³þâàëüíî¿ çäàòíîñò³ ïåðåøêîäè ç³ çðîñòàííÿì 
÷àñòîòè. Òàêó îñîáëèâ³ñòü ðîçñ³þâàííÿ çâóêó íà ìàëèõ ïåðåøêîäàõ íàçèâà-
þòü ðåëåºâñüêèì ðîçñ³ÿííÿì (íà ÷åñòü Ðåëåÿ, ÿêèé â³äêðèâ öåé çàêîí ó 1898 ð.).

Íàâåäåí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äîçâîëÿþòü çàïèñàòè îòðèìàí³ ðàí³øå ôîðìó-
ëè äëÿ ïîâíîãî ïåðåð³çó ðîçñ³þâàííÿ æîðñòêî¿ ³ ì’ÿêî¿ ñôåð. Ä³éñíî, ó âè-
ïàäêó ìàëî¿ æîðñòêîñò³ íåðóõîìî¿ ñôåðè ìàºìî 1 /    ³ 1 /  ; òîìó 
ç ôîðìóëè (8.100) îòðèìóºìî çíà÷åííÿ s, ÿêå óçãîäæóºòüñÿ ç (8.85):

2 4 2 41 1 1 7
4 ( ) ( ) ;

9 3 4 9s a ka a ka       
 

               (8.101)

ó âèïàäêó ìàëî¿ ì’ÿêîñò³ ñôåðè ìàºìî 1 /   0 ³ 1 /  0, òîìó ç ôîðìó-
ëè (8.99) îòðèìóºìî çíà÷åííÿ s, ùî çá³ãàºòüñÿ ç (8.83):

2 4 2
4

1 1
4 ( ) 4 .

3( )s a ka a
ka

   
   

 
                  (8.102)

Ï³äñòàâëÿþ÷è ó ôîðìóëó (8.96) àñèìòîòè÷í³ çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â Ñ0 ³ 
Ñ1 ïðè ka << 1, íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìàëà ì’ÿêà ñôåðà ìàº íåñïðÿ-
ìîâàíå ðîçñ³þâàííÿ (ìîíîïîëüíèé òèï), à ìàëà æîðñòêà íåðóõîìà ñôåðà 
ñòâîðþº ñïðÿìîâàíå ðîçñ³ÿíå ïîëå, ÿêå âèçíà÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì:

sp 
3

1 cos .
2

                                (8.103)

Íà çàâåðøåííÿ íàâåäåìî òàê³ ì³ðêóâàííÿ ùîäî ÷àñòîòíî¿ çàëåæíîñò³ 
ïåðåð³çó ðîçñ³þâàííÿ â ôîðìóëàõ (8.99) ³ (8.100), ç ÿêèõ âèò³êàº ñóòòºâå 
çá³ëüøåííÿ ðîçñ³þâàëüíî¿ çäàòíîñò³ ìàëî¿ ñôåðè ç³ çðîñòàííÿì ÷àñòîòè. Ðå-
ëåé ó 1898 ð. ó ñâî¿é ôóíäàìåíòàëüí³é ïðàö³ [50, ò. 2, ñ.153] ïèñàâ: “ßêùî 
ïåðâèííèé çâóê º ñêëàäíîþ ìóçè÷íîþ íîòîþ, òî ð³çí³ ¿¿ ñêëàäîâ³ òîíè 
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ðîçñ³þþòüñÿ â íåîäíàêîâ³é ïðîïîðö³¿. Îêòàâà, íàïðèêëàä, ó ø³ñòíàäöÿòü 
ðàç³â ñèëüí³øà ïîð³âíÿíî ç îñíîâíèì òîíîì ó âòîðèííîìó çâóö³, í³æ öå 
áóëî â ïåðâèííîìó. Íåâàæêî, òàêèì ÷èíîì, çðîçóì³òè, ÿêèì ÷èíîì åõî, 
â³äîáðàæåíå â³ä òàêî¿ ïåðåøêîäè, ÿê ãðóïà äåðåâ, ìîæå ñòàòè ï³äâèùåíèì 
íà îêòàâó”. (Ï³ä îêòàâîþ ðîçóì³ºòüñÿ òîí ç ÷àñòîòîþ ó äâà ðàçè á³ëüøîþ, 
í³æ ÷àñòîòà îñíîâíîãî òîíó.) 

Ïîä³áíå ÿâèùå ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ³ ïðè ðîçñ³þâàíí³ ñâ³òëà íà ìàëèõ ôëóê-
òóàö³ÿõ ãóñòèíè ïîâ³òðÿ. Õàðàêòåðíèé ðîçì³ð íåîäíîð³äíîñò³ ãóñòèíè çàëå-
æèòü â³ä òåìïåðàòóðè. Äëÿ øàð³â àòìîñôåðè, äå â³äáóâàºòüñÿ ðîçñ³þâàííÿ 
ñâ³òëà, ðîçì³ðè òàêèõ íåîäíîð³äíîñòåé âèÿâëÿþòüñÿ íàáàãàòî ìåíøèìè çà 
äîâæèíó õâèë³ ñâ³òëà, ÿêå ìè ìîæåìî áà÷èòè, àëå çíà÷íî á³ëüøèìè çà ðîç-
ì³ð ìîëåêóë ãàç³â, ÿê³ âõîäÿòü äî ñêëàäó ïîâ³òðÿ. Òîìó ðîçñ³þâàííÿ âèíè-
êàº ñàìå íà íèõ, à íå íà ìîëåêóëàõ, ÿê öå ïðèïóñêàâ Ðåëåé.

Â³äíîøåííÿ äîâæèíè õâèë³ ÷åðâîíîãî äî äîâæèíè õâèë³ ñèíüîãî ñâ³òëà 
ïðèáëèçíî ñòàíîâèòü 1,44. Ï³äíîñÿ÷è öå ÷èñëî äî ÷åòâåðòîãî ñòåïåíÿ, îòðè-
ìóºìî ïðèáëèçíî 4,3. Òàêèì ÷èíîì, çã³äíî ç çàêîíîì Ðåëåÿ ³íòåíñèâí³ñòü 
ñèíüîãî ñâ³òëà, ÿêå ðîçñ³ÿíå â àòìîñôåð³, â ÷îòèðè ðàçè ïåðåâèùóº ³íòåíñèâ-
í³ñòü ÷åðâîíîãî ñâ³òëà. ² òîìó ó øàð³ ïîâ³òðÿ, âèñîòîþ â äåñÿòêè ê³ëîìåòð³â, 
â çíà÷í³é ì³ð³ äîì³íóþòü ñèí³é ³ áëàêèòíèé êîëüîðè. À òå ñîíÿ÷íå ñâ³òëî, 
ÿêå ïðîõîäèòü êð³çü øàð àòìîñôåðè, ïðè öüîìó âèÿâëÿºòüñÿ çá³äíåíå íà êî-
ðîòêîõâèëüîâó ÷àñòèíó ñâîãî ñïåêòðà. Òîìó ñîíöå, ÿêå ìè áà÷èìî â ïðîíèê-
íèõ êð³çü àòìîñôåðó ïðîìåíÿõ, íàáóâàº ñëàáêîãî æîâòîãî â³äò³íêó. Öåé â³ä-
ò³íîê ïîñèëþºòüñÿ, â³í ñòàº îðàíæåâèì ³ ÷åðâîíèì ³ç çàõîäîì ñîíöÿ, êîëè 
ñîíÿ÷íèì ïðîìåíÿì íåîáõ³äíî ïðîéòè á³ëüøèé øëÿõ â àòìîñôåð³.

² âñå îäíî ìè áà÷èìî íåáî ñèí³ì, à íå ô³îëåòîâèì, õî÷à çàêîí Ðåëåÿ 
ïðîãíîçóº äîì³íóâàííÿ ô³îëåòîâîãî êîëüîðó. Öÿ ðîçá³æí³ñòü îáóìîâëåíà
äâîìà ïðè÷èíàìè: â ñïåêòð³ ñîíÿ÷íîãî ñâ³òëà ô³îëåòîâèõ ïðîìåí³â çíà÷íî 
ìåíøå, í³æ ñèí³õ; ÷óòëèâ³ñòü îêà ëþäèíè çàëåæèòü â³ä äîâæèíè õâèë³ ñâ³ò-
ëà: íà ô³îëåòîâ³ ïðîìåí³ îêî ðåàãóº çíà÷íî ñëàáøå, í³æ íà ñèíüî-çåëåí³.

Âèíèêàº ïèòàííÿ, à ÷îìó æ òîä³ íà áëàêèòíîìó íåá³ ìè áà÷èìî á³ë³ 
õìàðè. Ð³÷ ó òîìó, ùî á³ë³ õìàðè ñêëàäàþòüñÿ ç ìàëåíüêèõ êðàïåëü âîäè àáî 
êðèñòàëèê³â ëüîäó, ðîçì³ðè ÿêèõ çíà÷íî á³ëüø³ çà äîâæèíó õâèëü ñâ³òëà, 
ÿêå ìè ìîæåìî áà÷èòè. Òîìó ïðè ðîçñ³þâàíí³ ñîíÿ÷íîãî ñâ³òëà íà ÷àñòèí-
êàõ, ÿê³ óòâîðþþòü õìàðè, çàêîí Ðåëåÿ íå ñïðàâäæóºòüñÿ. Ðîçñ³þâàííÿ ñâ³òëà 
âñ³õ äîâæèí õâèëü â öüîìó âèïàäêó â³äáóâàºòüñÿ ïðèáëèçíî ç îäíàêîâîþ 
³íòåíñèâí³ñòþ, ³ õìàðè ñïðèéìàþòüñÿ á³ëèìè.

Ïðîïîíóºìî ÷èòà÷àì ïðîâåñòè òàêèé äîñë³ä [24, ñ. 339]. Íàëèéòå â 
ñêëÿíèé ïîñóä âîäó ³ ñïðÿìóéòå íà ïîñóäèíó çáîêó ïðîì³íü ñâ³òëà â³ä êè-
øåíüêîâîãî ë³õòàðÿ. Ïîäèâ³òüñÿ íà ñâ³òëî, ÿêå ðîçñ³ÿíå ï³ä êóòîì 90 , ³ íà 
ë³õòàð êð³çü ïîñóäèíó ç âîäîþ. Äîäàéòå äî âîäè ê³ëüêà êðàïåëü ìîëîêà ³ ïå-
ðåì³øàéòå. Ïðîäîâæóéòå äèâèòèñÿ, ïîñòóïîâî äîäàþ÷è ùå ìîëîêà. Çâåð-
í³òü óâàãó íà áëàêèòíèé â³äò³íîê ðîçñ³ÿíîãî ñâ³òëà ³ íà æîâòóâàòèé àáî ÷åð-
âîíèé â³äò³íîê ó ñâ³òëà, ÿêå ïðîéøëî êð³çü ïîñóäèíó. Ïîÿñí³òü öå ÿâèùå. 
ßêùî äîäàòè ùå ìîëîêà, òî áëàêèòíèé â³äò³íîê ðîçñ³ÿíîãî ñâ³òëà çíèêíå. Ðîç-
ñ³ÿíå ñâ³òëî áóäå ìàéæå á³ëèì, à óÿâíèé “çàõ³ä” áóäå ñòàâàòè äåäàë³ ÷åðâî-
í³øèì. Ïîÿñí³òü öå. Ê³íåöü ê³íöåì âîäà â ïîñóäèí³ ñòàíå íàñò³ëüêè êàëà-
ìóòíîþ, ùî ìè íå çìîæåìî áà÷èòè êð³çü ¿¿ òîâùó ëàìïî÷êó ë³õòàðÿ; ðîçñ³ÿ-
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íå ñâ³òëî ñòàíå á³ëèì, ³ ìè íå áóäåìî áà÷èòè ïðîì³íü ñâ³òëà. “Ïîâ³òðÿ” ïå-
ðåòâîðèòüñÿ íà “á³ëó õìàðó”.

Ðîçñ³þâàííÿ ñâ³òëà ³ çâóêó, ïî ñóò³, âèçíà÷àþòüñÿ çà îäíàêîâèìè çàêîíà-
ìè. Õî÷à òå, ùî äîâæèíà ñâ³òëîâî¿ õâèë³ ó âèäèìîìó ä³àïàçîí³ ÷àñòîò ìàº 
ïîðÿäîê 5  10–5 ñì îáóìîâëþº çíà÷íó ð³çíèöþ ó ðîçñ³þâàíí³ ñâ³òëà ³ çâóêó ó 
âîä³. Íà â³äì³íó â³ä ïîâ³òðÿ, äå ôëóêòóö³¿ êîíöåíòðàö³é ìîëåêóë íå ò³ëüêè 
ìîæëèâ³, à é ïîñò³éíî âèíèêàþòü çàâäÿêè òåïëîâîìó ðóõó ìîëåêóë, ìîëåêóëè 
âîäè “äîòèêàþòüñÿ” ³ òîìó ðîçì³ùåí³ â ñåðåäîâèù³ äîñèòü ð³âíîì³ðíî. Ðîç-
ñ³þâàííÿ õâèëü â³äáóâàºòüñÿ íà ìàëåíüêèõ òâåðäèõ ÷àñòèíêàõ, ÿê³ çíàõîäÿòü-
ñÿ â ïðèðîäíîìó âîäíîìó ñåðåäîâèù³. Çâè÷àéíî ö³ ÷àñòèíêè çíà÷íî ïåðå-
âèùóþòü çà ðîçì³ðîì äîâæèíó ñâ³òîâî¿ õâèë³, òîìó ìàéæå äëÿ âñ³õ òâåðäèõ 
÷àñòèíîê â ìîð³ ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ äëÿ ñâ³òëà âèçíà÷àºòüñÿ ¿õ ãåîìåòðè÷-
íèì ïåðåð³çîì (ôîðìóëà (8.86)). Ò³ ñàì³ ÷àñòèíêè âèÿâëÿþòüñÿ çíà÷íî ìåí-
øèìè, í³æ äîâæèíà çâóêîâî¿ õâèë³ â ìîð³ (çâè÷àéíî 1ñì ³ á³ëüøå), ³ òîìó çâóê 
íà íèõ çàçíàº ðåëåºâñüêîãî ðîçñ³þâàííÿ (ôîðìóëà (8.99)). Öèì ïîÿñíþºòüñÿ 
òîé ôàêò, ùî äëÿ ñâ³òëà ìîðñüêà âîäà êàëàìóòíà, à äëÿ çâóêó ïðîçîðà.

8.9. Ðîçñ³þâàííÿ çâóêó ãàçîâîþ áóëüáàøêîþ
â ð³äèí³

Òóò ðîçãëÿíåìî ðîçñ³þâàííÿ íà ïåðåøêîäàõ, ÿê³, íå çâàæàþ÷è 
íà ìàë³ ðîçì³ðè ïîð³âíÿíî ç äîâæèíîþ çâóêîâî¿ õâèë³ (ka << 1), ïðè â³äïî-
â³äíèõ ÷àñòîòàõ çâóêîâî¿ õâèë³ ìàþòü âèñîêó åôåêòèâí³ñòü ðîçñ³þâàííÿ. Ùå 
ðàç ï³äêðåñëèìî, ùî ìîâà éäå ñàìå ïðî ìàëó ïåðåøêîäó. Ïðèðîäà öüîãî 
àíîìàëüíîãî ðîçñ³þâàííÿ ïîâ’ÿçàíà ç ðåçîíàíñíèìè ÿâèùàìè. Ö³êàâèì ³ 
âàæëèâèì äëÿ ïðàêòèêè ïðèêëàäîì òàêî¿ ïåðåøêîäè º ãàçîâà áóëüáàøêà â 
ð³äèí³. Áóëüáàøêà — ïåðåøêîäà, ÿêà ìàº çíà÷íî ìåíø³ ãóñòèíó ³ ïðóæ-
í³ñòü, í³æ ð³äèíà, ùî ¿¿ îòî÷óº. Ôàêòè÷íî áóëüáàøêó ó âîä³ ìîæíà ââàæàòè 
áåçìàñîâîþ ïðóæíîþ ñôåðîþ.

Íåõàé íà ãàçîâó áóëüáàøêó ðàä³óñîì à, ÿêà çíàõîäèòüñÿ â ð³äèí³ ãóñòè-
íîþ , ç øâèäê³ñòþ çâóêó ñ, ïàäàº ïëîñêà ãàðìîí³÷íà õâèëÿ ÷àñòîòîþ  (ðèñ. 
8.8). ×àñòîòà çâóêó òàêà, ùî âèêîíóºòüñÿ óìîâà ka << 1. Áóäåìî ââàæàòè, 
íåõòóþ÷è ïðè öüîìó â’ÿçê³ñòþ ³ òåïëîïðîâ³äí³ñòþ, ùî ãàç âñåðåäèí³ áóëü-
áàøêè îïèñóºòüñÿ ë³íåàðèçîâàíèì àä³àáàòè÷íèì ð³âíÿííÿì ñòàíó (4.16):

б б б
2 ,p c                                       (8.104)

äå ðá — çâóêîâèé òèñê; á — çì³ííà ãóñòèíà; ñá — øâèäê³ñòü çâóêó äëÿ ãàçó, 
ÿêèé çàïîâíþº áóëüáàøêó.

Âèðàçèìî òèñê ðá ÷åðåç êîëèâàëüíó øâèäê³ñòü á íîðìàëüíèõ çì³ùåíü 
ïîâåðõí³ áóëüáàøêè. Îñê³ëüêè

б

б0

,
dV
V




   òî б б0 ,
dV
V

                        (8.105)

äå á0 — ñåðåäíÿ ãóñòèíà ãàçó; V — îá’ºì áóëüáàøêè; dV — çì³íà îá’ºìó, 
ÿêà â³äïîâ³äàº á. Ïåðåïèøåìî (8.105), âðàõóâàâøè ôîðìóëè äëÿ îá’ºìó 
ñôåðè V = 4a3/3 ³, â³äïîâ³äíî, dV = 4a2da:
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б б03 .
da
a

                                    (8.106)

Ï³äñòàâèâøè (8.106) â (8.104) ³ ïðîäèôåðåíö³þâàâøè öå ð³âíÿííÿ çà ÷àñîì, 
ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî dpá/dt = –ipá, à da/dt = á º êîëèâàëüíîþ 
øâèäê³ñòþ íîðìàëüíèõ çì³ùåíü ïîâåðõí³ áóëüáàøêè, îòðèìàºìî øóêàíå 
ñï³ââ³äíîøåííÿ:

б б б
б б б

2
03 3

,
c

p i i
a a

 
 

 
                          (8.107)

äå б б б
2

0c  — ïðóæí³ñòü ãàçó â áóëüáàøö³.
Ïîëå ðîçñ³ÿíî¿ áóëüáàøêîþ õâèë³ ps ìàº âèãëÿä ðÿäó (7.195):

(1)

0

( ) ( ).s n n n
n

p C h kr P 




                             (8.108)

Ïðè ka << 1 ìîæíà îáìåæèòèñÿ ïåðøèì äîäàíêîì, ÿêèé â³äïîâ³äàº çíà-
÷åííþ n = 0. Òîä³, áåðó÷è äî óâàãè çíà÷åííÿ P0 = 1 ³ àñèìïòîòèêó (ïðè 

kr >> 1) ôóíêö³¿ 
 (1)

0

exp
( ) ,

ikr
h kr i

kr
   ðîçñ³ÿíå ïîëå ìîæíà ïîäàòè ó 

âèãëÿä³

 
0

exp
,s

ikr
p iC

kr
                               (8.109)

äå Ñ0 â³äïîâ³äàº ìîíîïîëüíîìó ðîçñ³ÿííþ. Òî÷í³øå, çàïèñóþ÷è ps ñë³ä áóëî 
á äîäàòè ùå ÷ëåí, ùî â³äïîâ³äàº n = 1, ÿêèé îïèñóº äèïîëüíå ðîçñ³þâàííÿ, 
ùî çàëåæèòü â³ä êóòà çà çàêîíîì P1() = cos. ßê âæå çàçíà÷àëîñÿ, äëÿ 
äîâ³ëüíî¿ ïåðåøêîäè ïðè ka << 1, âíåñêè õâèëü ç n = 0 i n = 1, ÿê³ âèçíà-
÷àþòü äàëüíº ïîëå ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³, âçàãàë³, áëèçüê³ çà âåëè÷èíîþ. Àëå ó 
âèïàäêó ðîçñ³þâàííÿ íà áóëüáàøö³, ÿê ïðàêòè÷íî áåçìàñîâ³é ïåðåøêîä³ ç 
âèñîêîþ ñòèñëèâ³ñòþ, ìîíîïîëüíå ðîçñ³þâàííÿ âèÿâëÿºòüñÿ çíà÷íî ñèëüí³-
øèì í³æ äèïîëüíå [20, ñ. 363].

Íà ïîâåðõí³ áóëüáàøêè òèñê ³ ðàä³àëüíà ñêëàäîâà øâèäêîñò³ ïîâèíí³ 
áóòè íåïåðåðâíèìè, òîáòî

б0 ,sp p p  ,r a                               (8.110)

б
01

,sp p
i r r




      
.r a                          (8.111)

Îñê³ëüêè ðîçì³ð áóëüáàøêè áåðåòüñÿ ìàëèì ïîð³âíÿíî ç äîâæèíîþ 
õâèë³, òî òèñê ïàäàþ÷î¿ õâèë³ íà ïîâåðõí³ áóëüáàøêè ìîæíà âçÿòè îäíàêî-
âèì íà âñ³é ïîâåðõí³ áóëüáàøêè. Ïðè öüîìó äîïóùåíí³, âåëè÷èíîþ ðàä³-
àëüíî¿ ñêëàäîâî¿ øâèäêîñò³ â ïàäàþ÷³é õâèë³ r 0, ÿêà ïðîïîðö³éíà p0/r, â 
(8.111) ìîæíà íåõòóâàòè. Òîä³, âðàõóâàâøè, ùî àìïë³òóäà òèñêó ïàäàþ÷î¿ 
ïëîñêî¿ õâèë³ äîð³âíþº îäèíèö³, à òàêîæ ôîðìóëè (8.107) ³ (8.109), ïîäàìî 
ñèñòåìó (8.110), (8.111) òàê:
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(8.112)

äå á0 — àìïë³òóäà êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ ïîâåðõí³ áóëüáàøêè. Ðîçêëàäåìî 
exp(ika) ó ðÿä Òåéëîðà çà ñòåïåíÿìè ka ³, âçÿâøè äî óâàãè, ùî ka << 1, çà-
ïèøåìî â ðÿä³ ò³ëüêè ïåðø³ äâà ÷ëåíè:

 exp 1 .ika ika                                (8.113)

Ï³äñòàâëÿþ÷è (8.113) â ñèñòåìó (8.112) ³ íåõòóþ÷è ÷ëåíàìè (ka)2 ïîð³âíÿíî 
ç îäèíèöåþ, îòðèìóºìî ôîðìóëó äëÿ êîåô³ö³ºíòà Ñ0, ÿêèé âèçíà÷àº àìïë³-
òóäó ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³:

0 2
0
2

,

1

ika
C
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                           (8.114)

äå
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2

0
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  б б б

2
0 .c                  (8.115)

Çà ñâîºþ ñòðóêòóðîþ ôîðìóëà (8.115) ïîä³áíà äî âèðàçó (2.45) äëÿ àìïë³òóäè 
êîëèâàíü â ñèñòåì³ ç îäíèì ñòóïåíåì â³ëüíîñò³ ï³ä ä³ºþ ãàðìîí³÷íî¿ ñèëè.

ßê áà÷èìî, àìïë³òóäà ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ ìàº ðåçîíàíñíèé õàðàêòåð. Âîíà 
ïðèéìàº ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ïðè  = 0; îòæå, 0 — âëàñíà ÷àñòîòà 
áóëüáàøêè. Ïðè öüîìó âåëè÷èíà Q = 1/(ka) âèçíà÷àº äîáðîòí³ñòü áóëüáàø-
êè ÿê îñöèëÿòîðà ³ õàðàêòåðèçóº çãàñàííÿ éîãî êîëèâàíü, ÿêå îáóìîâëåíå 
âèïðîì³íþâàííÿì àêóñòè÷íèõ õâèëü óíàñë³äîê ïóëüñàö³é áóëüáàøêè — öå 
äîáðå íàì â³äîìå ðàä³àö³éíå äåìïô³ðóâàííÿ.

Ôîðìóëà äëÿ ðåçîíàíñíî¿ ÷àñòîòè (8.115) ìàº ïðîñòèé ô³çè÷íèé çì³ñò, 
îñê³ëüêè ïóëüñóþ÷ó áóëüáàøêó ìîæíà ïîäàòè ÿê ñèñòåìó ç åêâ³âàëåíòíîþ 
ïðóæí³ñòþ å ³ åêâ³âàëåíòíîþ ìàñîþ me. Ä³éñíî, ÿêùî ïîìíîæèòè ÷èñåëü-
íèê ³ çíàìåííèê ó ôîðìóë³ (8.115) íà 4à, òî íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî 
åêâ³âàëåíòíà ìàñà

e
3 34

4 3
3

m a a       
 

                        (8.116)

äîð³âíþº ïîòðîºí³é ìàñ³ ð³äèíè â îá’ºì³, ÿêèé âèòèñíóëà áóëüáàøêà.
Åêâ³âàëåíòíó ïðóæí³ñòü âèçíà÷èìî ÿê â³äíîøåííÿ çàãàëüíî¿ ñòèñêíî¿ ñè-

ëè 4à2ðá, ùî ä³º íà áóëüáàøêó, äî àáñîëþòíî¿ âåëè÷èíè çì³íè ðàä³óñà ñôå-
ðè |a|. Ïåðåêîíàºìîñü â òîìó, ùî åêâ³âàëåíòíà ïðóæí³ñòü ïðè öüîìó ñòà-
íîâèòü ñàìå âåëè÷èíó

e б б б
2

04 3 4 3 ,a a c                                 (8.117)
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Ä³éñíî, ïîìíîæèâøè ð³âíÿííÿ ñòàíó (äèâ. (4.18)) б б б3 ,
V a

p
V a

 
    íà 

24 a  (òóò 34 / 3V a ), îòðèìàºìî 2
á á4 (4 3 )a p a a    .

Òàêèì ÷èíîì, ôîðìóëó (8.115) ç óðàõóâàííÿì (8.116) ³ (8.117) ìîæíà çà-
ïèñàòè ó âèãëÿä³ êëàñè÷íîãî âèðàçó äëÿ ðåçîíàíñíî¿ ÷àñòîòè ìåõàí³÷íîãî 
îñöèëÿòîðà:

e

e
0 .

m
                                      (8.118)

Îòæå, ðåçîíàíñí³ âëàñòèâîñò³ áóëüáàøêè ï³ä ä³ºþ çâóêîâèõ õâèëü ó ä³à-
ïàçîí³ ÷àñòîò, äå ka << 1, âèçíà÷àþòüñÿ ïðóæí³ñòþ ãàçó, ùî çàïîâíþº áóëü-
áàøêó, ³ ïðèºäíàíîþ ìàñîþ, ÿêà äîð³âíþº ïîòðîºí³é ìàñ³ ð³äèíè â îá’ºì³, 
ÿêèé âèòèñêàº áóëüáàøêà.

Çã³äíî ç ôîðìóëàìè (8.116)—(8.118) äëÿ ïîâ³òðÿíî¿ áóëüáàøêè ó âîä³ 
(á³ëÿ ïîâåðõí³ âîäè), ìàºìî òàêå ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ ðåçîíàíñíîãî ðàä³óñà 
áóëüáàøêè: àð  3,3/f0, ì, f0 = 0/(2). Íàïðèêëàä, äëÿ ÷àñòîòè 1 êÃö äîâæè-
íà õâèë³ ó âîä³ ñòàíîâèòü 1,5 ì, ðåçîíàíñíèé ðàä³óñ áóëüáàøêè — 0,33 ñì; 
äëÿ ÷àñòîòè 50 êÃö äîâæèíà õâèë³ ó âîä³ — 3 ñì, à ðåçîíàíñíèé ðàä³óñ 
ïîâ³òðÿíî¿ áóëüáàøêè — âñüîãî 0,006 ñì.

Ïðîàíàë³çóºìî ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ áóëüáàøêè ïðè ð³çíèõ ñï³ââ³äíî-
øåííÿõ ì³æ ÷àñòîòîþ ïàäàþ÷î¿ õâèë³  ³ ðåçîíàíñíîþ ÷àñòîòîþ áóëüáàøêè 
0. Ó öüîìó âèïàäêó ôîðìóëà (8.76) äëÿ ïîâíîãî ïåðåð³çó ðîçñ³þâàííÿ ìà-
òèìå âèãëÿä

2

0
2

4
.s

C

k


                                  (8.119)

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê  << 0. Ïðè öüîìó çã³äíî ç (8.114) 0C 

2 2
0ika   ³ ïîâíèé ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ ñòàíîâèòü 

22

2 2
0

4
s

ka
k
 




 
  

 
. Âðàõî-

âóþ÷è ôîðìóëó (8.115) äëÿ 0, îòðèìóºìî òàêèé âèðàç äëÿ ïîâíîãî ïåðåð³çó 
ðîçñ³þâàííÿ

б

2

2 44
( ) ,

9s a ka


 


 
  

 
                         (8.120)

äå  = ñ 2 — ïðóæí³ñòü ð³äèíè. Îñê³ëüêè  >> á, òî âåëè÷èíà s çà ôîðìó-
ëîþ (8.120) áóäå çíà÷íî á³ëüøîþ, í³æ â³äïîâ³äíèé ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ äëÿ 

æîðñòêî¿ ñôåðè 2 47
( ) .

9s a ka   Çàçíà÷èìî, ùî ñàìà ìîæëèâ³ñòü ç³ñòàâëåííÿ 

ïåðåð³çó ðîçñ³þâàííÿ áóëüáàøêè ïðè  << 0 ç ïåðåð³çîì ðîçñ³þâàííÿ äëÿ 
³äåàëüíî æîðñòêî¿ ñôåðè îáóìîâëåíà òèì, ùî ó äàíîìó âèïàäêó ïîâåä³íêà 
áóëüáàøêè âèçíà÷àºòüñÿ ïðóæí³ñòþ, à âïëèâ ïðèºäíàíî¿ ìàñè â³äíîñíî ìà-
ëèé. Ç ³íøîãî áîêó, ³äåàëüíî æîðñòê³ ò³ëà ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ò³ëà ç íåñ-
ê³í÷åííî âåëèêîþ ïðóæí³ñòþ, òîáòî ñ íåñê³í÷åííî ìàëîþ ñòèñëèâ³ñòþ.
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê  >> 0 (çâ³ñíî ïðè ka << 1). Òóò C0  –ika ³, 
â³äïîâ³äíî,

24 .s a                                      (8.121)

Öå çíà÷åííÿ s çá³ãàºòüñÿ ç ïåðåð³çîì ðîçñ³þâàííÿ ³äåëüíî ì’ÿêî¿ ñôåðè s =
= 4a2. Ïîâåä³íêà áóëüáàøêè ïðè öüîìó âèçíà÷àºòüñÿ ïðèºäíàíîþ ìàñîþ.

Ïåðåéäåìî äî ðåçîíàíñíî¿ îáëàñò³, äå  = 0, òóò Ñ0 = –1, à äëÿ ïåðåð³çó 
ðîçñ³þâàííÿ îòðèìàºìî âèðàç

2 2

2 2

4 4
,

( )s

à

k ka

  



                               (8.122)

ùî äîð³âíþº ïëîù³ êðóãà ðàä³óñîì /. Öåé ïåðåð³ç ó 4/(ka)2 á³ëüøèé, í³æ 
ãåîìåòðè÷íèé ïåðåð³ç à2 áóëüáàøêè ³ â 36(ka)–6/7 á³ëüøèé, í³æ ïåðåð³ç 
ðîçñ³þâàííÿ ³äåàëüíî æîðñòêî¿ ñôåðè.

Íàâåäåí³ ðîçðàõóíêè ïîêàçóþòü, ùî íàÿâí³ñòü íàâ³òü íåâåëèêî¿ ê³ëüêîñ-
ò³ ðåçîíàíñíèõ áóëüáàøîê íà øëÿõó çâóêîâî¿ õâèë³ â ñåðåäîâèù³ ïîâèííî 
ïðèâîäèòè äî çíà÷íîãî ðîçñ³þâàííÿ çâóêó. Çàçíà÷èìî, ùî ïðè â³äì³ííîñò³ 
÷àñòîòè ïàäàþ÷î¿ õâèë³ â³ä ðåçîíàíñíî¿ ÷àñòîòè áóëüáàøêè åôåêòèâí³ñòü 
îñòàííüî¿ ÿê ðîçñ³þâà÷à ð³çêî çìåíøóºòüñÿ.

Îòæå, ÿêùî ó âîä³ (íàïðèêëàä, â ìîð³) º áóëüáàøêè ð³çíèõ ðîçì³ð³â, òî 
ðîçñ³þâàííÿ íà äàí³é ÷àñòîò³  ïðàêòè÷íî ïîâí³ñòþ âèçíà÷àºòüñÿ áóëüáàø-
êàìè “ðåçîíàíñíîãî ðîçì³ðó”. Áóëüáàøêè â ìîð³ ñïîñòåð³ãàþòüñÿ á³ëÿ ïî-
âåðõí³ âîäè, êóäè âîíè ïîïàäàþòü óíàñë³äîê ¿¿ ðóõó; íà ãëèáèí³ ìîðÿ (ãëè-
áîêîâîäí³ ðîçñ³þâàëüí³ øàðè), äå âîíè âèä³ëÿþòüñÿ ì³êðîîðãàí³çìàìè. ²í-
øèì ïðèêëàäîì º ïëàâàëüí³ ïóõèð³ ðèá, ÿê³ òåæ ïîâîäÿòü ñåáå ÿê áóëüáàø-
êè ó âîä³. Ìîæíà, çì³íþþ÷è ÷àñòîòó çîíäóâàëüíîãî ñèãíàëó, âèÿâëÿòè çà 
ìàêñèìóìîì ðîçñ³ÿíîãî ñèãíàëó ñàìå ò³ âèäè ðèá, ðîçì³ðè ïëàâàëüíèõ ïó-
õèð³â ÿêèõ â³äïîâ³äàþòü ðåçîíàíñó íà ÷àñòîò³ çîíäóâàëüíîãî ñèãíàëó [20, ñ. 367].

Ñë³ä ìàòè íà óâàç³, ùî íàâåäåíà íàìè âëàñòèâ³ñòü ðîçñ³þâàííÿ ðåçîíàí-
ñíèõ áóëüáàøîê çíà÷íî ïåðåá³ëüøåíà. Ð³÷ ó òîìó, ùî ìè íåõòóâàëè âïëè-
âîì äèñèïàòèâíèõ óòðàò åíåðã³¿ ÷åðåç â’ÿçê³ñòü ³ òåïëîïðîâ³äí³ñòü, ÿê³ ïðè-
ñóòí³ ó ðåàëüíîìó ñåðåäîâèù³. Ö³ ÷èííèêè ó âèïàäêó ðåçîíàíñíèõ áóëüáà-
øîê äóæå ñóòòºâ³ óíàñë³äîê ñèëüíî¿ êîíöåíòðàö³¿ åíåðã³¿ çâóêîâîãî ïîëÿ 
íàâêîëî áóëüáàøêè. Â’ÿçê³ñòü òà ³íø³ ÷èííèêè óòðàò ìåõàí³÷íî¿ åíåðã³¿ ïðè-
âîäÿòü äî ïîÿâè â³äïîâ³äíîãî óÿâíîãî äîäàíêà â çíàìåííèêó âèðàçó (8.114) 
äëÿ àìïë³òóäè Ñ0. Öåé äîäàíîê, ÿê ³ äîäàíîê –ika, ÿêèé â³äïîâ³äàº çà âè-
ïðîì³íþâàííÿ, â³ä³ãðàº ñóòòºâó ðîëü ïîáëèçó ðåçîíàíñíèõ ÷àñòîò, òîáòî 
ñàìå çà óìîâ ñèëüíîãî ðîçñ³þâàííÿ. Òàêèì ÷èíîì, íà ïðàêòèö³ ðîçñ³þâàí-
íÿ ðåçîíàíñíèìè áóëüáàøêàìè º çíà÷íèì, àëå íå íà ñò³ëüêè, ÿê çà òåîð³ºþ, 
ùî íå âðàõîâóº óòðàòè ìåõàí³÷íî¿ åíåðã³¿.

Îòæå, ðåçîíàíñí³ áóëüáàøêè íå ò³ëüêè ðîçñ³þþòü, à é ïîãëèíàþòü åíåð-
ã³þ ïàäàþ÷î¿ çâóêîâî¿ õâèë³, ³ âíàñë³äîê âåëèêî¿ àìïë³òóäè êîëèâàíü ðîá-
ëÿòü öå äîñèòü åôåêòèâíî. Òàêîãî ïîãëèíàííÿ, íàïðèêëàä, äîñèòü ùîá çâóê 
÷îêàííÿ áîêàë³â, ó ÿêèõ íàëèòî øàìïàíñüêå àáî ãàçîâàíà âîäà, áóâ íå 
äçâ³íêèì. Ó öüîìó âèïàäêó ñàìå áóëüáàøêè âèÿâëÿþòüñÿ ïîãëèíà÷àìè çâóêó, 
àäæå ÿêáè íå ³ñíóâàëî ïîãëèíàííÿ, à ò³ëüêè îäíå ðîçñ³þâàííÿ, òî àêóñòè÷íà 
åíåðã³ÿ çàëèøàëàñÿ á â áîêàë³, ³ éîãî äçâ³í íå ñòàâ áè ñëàáê³øèì [20, ñ. 367].
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8.10. Çàäà÷³

8.1. Âèçíà÷òå ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ õâèë³ ÷àñòîòîþ 300 Ãö, ÿêà 
ïîøèðþºòüñÿ ó ïîâ³òð³, íà êðàïë³ òóìàíó ðàä³óñîì 20 ìêì.

Â³äïîâ³äü: õâèëüîâèé ðàä³óñ êðàïë³ ka << 1. Òîìó çã³äíî ç ôîðìóëîþ 
(8.17) ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ   10–25 ì2. Â òîé æå ÷àñ ïðè ðîçñ³þâàíí³ ñâ³òëà 
íà êðàïë³ ìàºìî   2a2  10–9 ì2. Öå ïîÿñíþº äîáðó àêóñòè÷íó ïðîçîð³ñòü 
ãóñòîãî òóìàíó.

8.2. Îö³í³òü ðåçîíàíñíèé ðàä³óñ ïîâ³òðÿíî¿ áóëüáàøêè, ùî çíàõîäèòüñÿ 
ó âîä³ ïîáëèçó ¿¿ ïîâåðõí³, äëÿ ÷àñòîòè 100 êÃö.

Â³äïîâ³äü: çã³äíî ç îö³íî÷íîþ ôîðìóëîþ àf0  3,3 Ãö/ì âèçíà÷àºìî øó-
êàíèé ðàä³óñ: a  33 ìêì.

8.3. Ïîð³âíÿéòå ïîâí³ ïåðåð³çè ðîçñ³þâàííÿ ï³ùèíêè (E1 = 5  1010 H/ì2, 
1 = 2,5  103 êã/ì3), ïîâ³òðÿíî¿ áóëüáàøêè (c1 = 330 ì/ñ, 1 = 1 êã/ì3 ) ³ ìà-
ëîãî æîðñòêîãî ò³ëà. Ïåðåøêîäè çíàõîäÿòüñÿ ó âîä³ (c = 1,5  103 ì/ñ, 
 = 103 êã/ì3); ðàä³óñ óñ³õ ïåðåøêîä îäíàêîâèé ³ ñòàíîâèòü a = 10 ìêì, 
ïðè÷îìó ka << 1.

Â³äïîâ³äü: â³äíîøåííÿ ïåðåð³çó ðîçñ³þâàííÿ ïîâ³òðÿíî¿ áóëüáàøêè ³ 
æîðñòêîãî ò³ëà äî ïåðåð³çó ðîçñ³þâàííÿ ï³ùèíêè äîð³âíþº ïðèáëèçíî 
4  108 ³ 1,6.

8.4. Çã³äíî ç óìîâîþ çàäà÷³ 8.3, ïîáóäóéòå ãðàô³ê çàëåæíîñò³ õàðàêòåðè-
ñòèêè ñïðÿìîâàíîñò³ äëÿ ï³ùèíêè, ïîâ³òðÿíî¿ áóëüáàøêè ³ æîðñòêî¿ ñôåðè.

8.5. Âèçíà÷òå ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ êðèëÿ íà ÷àñòîò³ 30 êÃö, ÿêùî 
â³äíîøåííÿ ãóñòèíè éîãî ò³ëà ³ âîäè ñòàíîâèòü 1/ = 1,03, à â³äïîâ³äíå 
â³äíîøåííÿ ïðóæíîñòåé — 1/ = 0,93. Åêâ³âàëåíòíèé ðàä³óñ äîð³âíþº 6 ìì. 
(Åêâ³âàëåíòíèé ðàä³óñ — öå ðàä³óñ ñôåðè, îá’ºì ÿêî¿ äîð³âíþº îá’ºìó êðèëÿ.)

Â³äïîâ³äü: s /(a2)  8,5  10–4.

8.6. Âèçíà÷òå ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ åíôàóç³¿äè òèõîîêåàíñüêî¿ (êðèëå-
ïîä³áíèé îðãàí³çì) íà ÷àñòîò³ 12 ³ 30 êÃö. Ðàä³óñ åêâ³âàëåíòíî¿ ñôåðè
äîð³âíþº 4,15 ìì, 1/ = 1,03; 1/ = 1,15.

Â³äïîâ³äü: s /(a2)  1,5  10–4; 5,7  10–4.

8.7. Ó øàð³ âîäè á³ëÿ ïîâåðõí³ ìîðÿ øèðîêîñìóãîâèé çâóêîâèé ñèãíàë 
ðîçñ³þºòüñÿ â îñíîâíîìó íà ÷àñòîò³ 5 êÃö. Ââàæàþ÷è, ùî îñíîâíèé ðîçñ³þ-
âà÷ — öå íàïîâíåíèé ïîâ³òðÿì ïëàâàëüíèé ïóõèð ðèáè, âèçíà÷òå éîãî ðàä³óñ.

Â³äïîâ³äü: 0,66 ìì.

8.8. Óëüòðàçâóêîâèé ëîêàòîð äåëüô³íà íà ÷àñòîò³ 80 êÃö ñòâîðþº ïî-
òóæí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ Ð = 0,1 Âò. Êîåô³ö³ºíò îñüîâî¿ êîíöåíòðàö³¿ ñòà-
íîâèòü  = 50. Âèçíà÷òå â³äñòàíü L, íà ÿê³é äåëüô³í çìîæå âèÿâèòè òâåðäó 
ìåòàëåâó êóëüêó ðàä³óñîì 0,5 ñì, ÿêùî àìïë³òóäà ñèãíàëó â³ä êóëüêè ïî-
âèííà áóòè íå ìåíøà í³æ 0,002 Ïà.

Â³äïîâ³äü: ïðèáëèçíî 60 ì.
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Ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äåëüòà-ôóíêöèè, ñòîëü âàæíî, ÷òî 
îíî èìååò ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå — ôóíêöèÿ Ãðèíà. Çàáàâíî 
òî, ÷òî àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê Ãðèí, èìåíåì êîòîðîãî íàçâà-
íà ôóíêöèÿ, æèë â XIX â. è, åñòåñòâåííî, íå çíàë î äåëüòà-
ôóíêöèè. Íî òîëüêî ââåäåíèå äåëüòà-ôóíêöèè ïîçâîëèëî ÿñ-
íî è êðàòêî îáúÿñíèòü ñóòü ôóíêöèè Ãðèíà [, ñ. 461—462].

9.1. Êàíîí³÷í³ ³ íåêàíîí³÷í³ îáëàñò³ ³ñíóâàííÿ
çâóêîâîãî ïîëÿ

ßê òåïåð çðîçóì³ëî, àíàë³ç áàãàòüîõ àêóñòè÷íèõ ñèòóàö³é ìîæ-
ëèâî çä³éñíèòè â ìåæàõ ìîäåë³, ÿêà ïðèâîäèòü äî ïîøóêó ðîç-
â’ÿçêó ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà ïðè âèçíà÷åíèõ ãðàíè÷íèõ óìî-
âàõ íà ò³ëàõ, ðîçì³ùåíèõ â ñåðåäîâèù³. Äëÿ ñàìîãî ð³âíÿííÿ 
Ãåëüìãîëüöà ìåòîäîì â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ ïîáóäîâàí³ ÷àñ-
òèíí³ ðîçâ’ÿçêè â ð³çíèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ó íàø³é ïðàö³ 
öå çðîáëåíî â äåêàðòîâ³é, öèë³íäðè÷í³é ³ ñôåðè÷í³é ñèñòåìàõ 
êîîðäèíàò. Çãàäàéìî, ùî ïîëå âèïðîì³íþâàííÿ ñôåðè ìîæíà 
çàïèñàòè ó âèãëÿä³ p(r,,) = R(r)()(). Îáëàñò³ ³ñíóâàííÿ
çâóêîâîãî ïîëÿ, ÿê³ äîçâîëÿþòü áåçïîñåðåäíüî çàñòîñóâàòè ìå-
òîä â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ, íàçèâàþòü êàíîí³÷íèìè (â³ä ãðåöü-
êîãî ñëîâà  — ïàëèöÿ, ïåðåíîñíî — ïðàâèëî, íîðìà). 
Äëÿ öèõ îáëàñòåé ôîðìà âèïðîì³íþâàëüíîãî àáî ðîçñ³þâàëü-
íîãî ò³ëà çá³ãàºòüñÿ ç êîîðäèíàòíîþ ïîâåðõíåþ â³äïîâ³äíî¿ 
ñèñòåìè êîîðäèíàò. Òàê³ ò³ëà íàçèâàþòü êàíîí³÷íèìè — öå, íà-
ïðèêëàä, ñôåðà â ñôåðè÷í³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò, íåñê³í÷åííèé 
öèë³íäð ó öèë³íäðè÷í³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò. ßê âæå çàçíà÷àëî-
ñÿ (äèâ. âñòóï äî ïàðàãðàôà 7.12), ³ñíóº 11 ñèñòåì, äëÿ ÿêèõ 
ïîøóê ÷àñòèííîãî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà ìîæíà âè-
êîíàòè ìåòîäîì â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ, àëå íå âñ³ âîíè äîáðå 
äîñë³äæåí³ ìàòåìàòèêàìè ³ ìàþòü åôåêòèâí³ àëãîðèòìè ðîçðà-
õóíêó. Ïðîòå ÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè, ùî ç’ÿâëÿþòüñÿ ïðè âèêîðè-
ñòàíí³ âêàçàíèõ âèùå òðüîõ ñèñòåì êîîðäèíàò, äîáðå âèâ÷åí³ ³ 
øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ â ïðàêòè÷íèõ ðîçðàõóíêàõ.

Äëÿ ðîçâ’ÿçêó àêóñòè÷íèõ çàäà÷, çôîðìóëüîâàíèõ äëÿ êà-
íîí³÷íèõ îáëàñòåé, ðåàë³çóºòüñÿ ºäèíèé ï³äõ³ä, ÿêèé øèðîêî

                                        
 Çåëüäîâè÷ ß.Á., ßãëîì È.Ì. Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà äëÿ íà÷èíàþùèõ 

ôèçèêîâ è òåõíèêîâ. — Ì.: Íàóêà, 1982. — 510 ñ.
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âèêîðèñòîâóºòüñÿ â áàãàòüîõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè. Éîãî ñóòü ïî-
ëÿãàº ó òîìó, ùî äëÿ îáëàñò³ ³ñíóâàííÿ çâóêîâîãî ïîëÿ, íà îñíîâ³ âèáîðó 
â³äïîâ³äíèõ ÷àñòèííèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà, áóäóºòüñÿ òàêà ¿õ 
ñóêóïí³ñòü, ÿêà º äîñèòü äîâ³ëüíîþ äëÿ òîãî, ùîá çàäîâîëüíèòè âèçíà÷åí³ 
ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ òèñêó àáî êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ íà ïîâåðõí³, ùî îá-
ìåæóº îáëàñòü ³ñíóâàííÿ çâóêîâîãî ïîëÿ. Íàïðèêëàä, çãàäàºìî çàäà÷ó ðîç-
ñ³þâàííÿ çâóêó íà ñôåð³ àáî öèë³íäð³. Òóò ðîçñ³ÿíå ïîëå øóêàëè ó âèãëÿä³ 
íåñê³í÷åííîãî ðÿäó çà â³äïîâ³äíèìè ÷àñòèííèìè ðîçâ’ÿçêàìè ç äîâ³ëüíèìè 
êîåô³ö³ºíòàìè. Ñàìå âèá³ð öèõ êîåô³ö³ºíò³â ³ äîçâîëèâ çàäîâîëüíèòè ãðà-
íè÷í³ óìîâè íà ïîâåðõí³ ò³ë ðîçñ³þâàííÿ (ñôåðà àáî öèë³íäð). Îäíàê êîëî 
çàäà÷, ÿê³ ìîæíà ðîçãëÿíóòè òàêèì ÷èíîì, äîñèòü îáìåæåíå.

Çðîçóì³ëî, ùî ïðèêëàä³â íåêàíîí³÷íèõ îáëàñòåé ìîæíà íàâåñòè áåçë³÷. 
Ìåõàí³çìè ñòâîðåííÿ òàêèõ îáëàñòåé ìîæíà óìîâíî ðîçä³ëèòè íà ïðèðîäí³ 
³ ³íæåíåðí³. Îòæå, ç çàäà÷àìè âèïðîì³íþâàííÿ ³ ðîçñ³þâàííÿ çâóêó â íåêà-
íîí³÷íèõ îáëàñòÿõ äîñë³äíèê ìàº ñïðàâó áóêâàëüíî íà êîæíîìó êðîö³. Âçÿâ-
øè äî óâàãè àêòóàëüí³ñòü òàêèõ çàäà÷, ðîçãëÿíåìî â äåâ’ÿòîìó ³ äåñÿòîìó 
ðîçä³ëàõ ìåòîäè, ÿê³ äîçâîëÿòü åôåêòèâíî äîñë³äæóâàòè çâóêîâ³ ïîëÿ â ñêëàä-
íèõ (íåêàíîí³÷íèõ) îáëàñòÿõ.

Íà ïî÷àòêó öüîãî ðîçä³ëó ïîäàìî îñíîâí³ â³äîìîñò³ ïðî äåëüòà-ôóíêö³þ 
Ä³ðàêà, ÿêà øèðîêî çàñòîñîâóºòüñÿ ïðè ìàòåìàòè÷íîìó äîñë³äæåíí³ ð³çíèõ 
ô³çè÷íèõ ÿâèù.

9.2. Äåëüòà-ôóíêö³ÿ Ä³ðàêà

Äîñë³äæóþ÷è çàäà÷³ êâàíòîâî¿ ìåõàí³êè, Ä³ðàê* ó 1929 ð. óâ³â ó 
âèêîðèñòàííÿ íîâó ôóíêö³þ, ÿêó ïîçíà÷èâ  (õ) (÷èòàºòüñÿ: äåëüòà-ôóíêö³ÿ
àáî äåëüòà-ôóíêö³ÿ Ä³ðàêà). Öÿ ôóíêö³ÿ âèçíà÷àºòüñÿ òàêèìè ñï³ââ³äíî-
øåííÿìè [52, 60]:

 
, ÿêùî 0,

0, ÿêùî 0,

x
x

x


 
  

  1.x dx




                 (9.1)

Âèÿâèëîñÿ, ùî çà äîïîìîãîþ äåëüòà-ôóíêö³¿ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íà 
ìàòåìàòè÷í³é ìîâ³ òàê³ ³äåàë³çîâàí³ ïîíÿòòÿ, ÿê ãóñòèíà ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè, 
ìèòòºâèé ³ìïóëüñ, ãóñòèíà òî÷êîâîãî çàðÿäó ³ ò. ï. Ó ïåðøîìó ðîçä³ë³ çà-
çíà÷àëîñÿ, ùî ïðè ïîáóäîâ³ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ô³çè÷íèõ ÿâèù äîâî-
äèòüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè ð³çí³ ìàòåìàòè÷í³ àáñòðàêö³¿, òàê³, ÿê òî÷êà, ë³í³ÿ, 
ïëîùèíà. Íàïðèêëàä, ìè ãîâîðèìî ïðî ìàñó, ÿêà çîñåðåäæåíà â äàí³é 
òî÷ö³ ïðîñòîðó, ïðî ñèëó, ùî ä³º ó äàíèé ìîìåíò ÷àñó, ïðî òî÷êîâå äæåðå-
ëî òîãî ÷è ³íøîãî ô³çè÷íîãî ïîëÿ ³ ò. ï., õî÷à ðîçóì³ºìî, ùî áóäü-ÿêà ìàñà 
ìàº ïåâíèé îá’ºì, áóäü-ÿêà ñèëà ä³º ïåâíèé ïðîì³æîê ÷àñó, à áóäü-ÿêå 
äæåðåëî ïîëÿ ìàº ïåâí³ ðîçì³ðè. 

Ùîá êðàùå çðîçóì³òè ñóòü ïèòàííÿ, ïðèïóñòèìî, ùî íà ò³ëî ïðîòÿãîì 
ïåâíîãî  ïðîì³æêó  ÷àñó  2 ä³º ñòàëà  ñèëà, ÿêó ïîçíà÷èìî ÿê (t) (ðèñ. 9.1).

                                        
* Ä³ðàê (Dirac) Ïîëü Àäð³ºí Ìîð³ñ (1902—1984) — àíãë³éñüêèé ô³çèê-òåîðåòèê, ëàó-

ðåàò Íîáåë³âñüêî¿ ïðåì³¿ (1933). 



Îñíîâè àêóñòèêè

390

Íåõàé çà öåé ÷àñ ò³ëî îòðèìóº ³ìïóëüñ, ùî äîð³âíþº
îäèíèö³, òîáòî

( ) 1.t dt




                         (9.2)

Îñê³ëüêè ñèëà (t) äîð³âíþº íóëþ ïîçà ïðîì³æêîì 
÷àñó [–, ], à íà öüîìó â³äð³çêó ñòàëà, òî 2(t) = 1, 
çâ³äêè

 
1

, ,
2

0, àáî .

t
t

t t


 
 

 

    
   

                     (9.3)

ßêùî òåïåð ñïðÿìóâàòè  äî íóëÿ, òî áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñèëó, ùî ä³º íà äó-
æå ìàëîìó ïðîì³æêó ÷àñó. Ïðè öüîìó àìïë³òóäà ñèëè áóäå ïðÿìóâàòè äî 
íåñê³í÷åííîñò³. Ãðàíè÷íî 

0
) lim ( )t t

 


   îòðèìàºìî ôóíêö³þ, ùî äîð³âíþº 

íóëþ óñþäè, îêð³ì òî÷êè t = 0, à â òî÷ö³ t = 0 âîíà äîð³âíþº íåñê³í÷åííî-
ñò³, òîáòî ïðèõîäèìî äî ñï³ââ³äíîøåíü (9.1), ÿê³ âèçíà÷àþòü äåëüòà-ôóíêö³þ.

Çðîçóì³ëî, ùî äåëüòà-ôóíêö³ÿ íå º ôóíêö³ºþ ó çâè÷àéíîìó ðîçóì³íí³. 
Àäæå ð³âí³ñòü íóëþ ôóíêö³¿ â óñ³õ òî÷êàõ, îêð³ì îäí³º¿, äå âîíà äîð³âíþº 
íåñê³í÷åííîñò³, ³ îäíî÷àñíî ð³âí³ñòü ³íòåãðàëà â³ä ö³º¿ ôóíêö³¿ îäèíèö³ ñó-
ïåðå÷àòü îäíå îäíîìó â ìåæàõ ìàòåìàòèêè, ÿêó ìîæíà íàçâàòè êëàñè÷íîþ. 
Ïðîòå Ä³ðàê òà ³íø³ ô³çèêè ïðîòÿãîì áàãàòüîõ ðîê³â â³ëüíî ³ ïðîäóêòèâíî
âèêîðèñòîâóâàëè äåëüòà-ôóíêö³¿, íå âèçíà÷àþ÷è ñòðîãî ö³ äèâí³ ìàòåìà-
òè÷í³ îá’ºêòè. Ç ÷àñîì ìàòåìàòè÷íó òåîð³þ íåçâè÷àéíèõ ôóíêö³é, ïîä³áíèõ 
ôóíêö³¿ (õ), ÿê³ ñüîãîäí³ íàçèâàþòü óçàãàëüíåíèìè ôóíêö³ÿìè, ïîáóäóâàëè 
Ñîáîëºâ* ³ Øâàðö**. Çàçíà÷èìî, ùî äåëüòà-ôóíêö³ÿ Ä³ðàêà ÿâëÿº ñîáîþ ÿñ-
êðàâèé ïðèêëàä ìàòåìàòè÷íî¿ ³íòó¿ö³¿ ô³çèêà, ÿêà âèïåðåäèëà ð³âåíü ìàòå-
ìàòèêè ñâîãî ÷àñó.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî ïðèêëàäó (ðèñ. 9.1), ïðèðîäíî íàâåñòè òàêå ô³çè÷íå 
òâåðäæåííÿ: ê³ëüê³ñòü ðóõó, ùî íàäàíà ò³ëó ìèòòºâîþ ñèëîþ  (t), òîáòî

³íòåãðàë ) 1t dt




  , º ãðàíèöåþ ê³ëüêîñò³ ðóõó, ùî îòðèìóº ò³ëî óíàñë³äîê 

ä³¿ ðîçïîä³ëåíî¿ ó ÷àñ³ ñèëè (t), êîëè ÷àñ ¿¿ ä³¿ ïðÿìóº äî íóëÿ, òîáòî, êîëè 
  0. Òîä³

( ) lim ( ) 1.t dt t dt
 

 


 

  0
                         (9.4)

Îòæå, êîëè êàæóòü, ùî ³íòåãðàë (9.1) â³ä äåëüòà-ôóíêö³¿ äîð³âíþº îäèíèö³, 
òî öåé ³íòåãðàë ñë³ä ðîçóì³òè ÿê ãðàíèöþ â³äïîâ³äíèõ çâè÷àéíèõ ³íòåãðàë³â 
â³ä  (t)-ôóíêö³é ïðè   +0.

                                        
* Ñîáîëºâ Ñåðã³é Ëüâîâè÷ (1908—1989) — ðîñ³éñüêèé ìàòåìàòèê, àêàäåì³ê ÀÍ ÑÐÑÐ 

(1939 ð.).
** Øâàðö (Schwarz) Ëîðàí (1915—2002) — ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê.

Ðèñ. 9.1. Ãðàô³ê ôóíêö³¿ 
(t)
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Âèêîíàºìî óçàãàëüíåííÿ ôîðìóëè (9.4). Íåõàé (õ) — äåÿêà íåïåðåðâíà 
ôóíêö³ÿ, òîä³ âèêîíóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ [52, 60]:

( ) ( ) lim ( ) ( ) (0).x x dx t x dx
    

 


 

  0
                  (9.5)

Ôîðìóëà (9.5) îçíà÷àº, ùî ãðàíèöåþ ïîñë³äîâíîñò³ çàçíà÷åíèõ ³íòåãðàë³â º 
ôóíêö³îíàë (à íå ôóíêö³ÿ!), ÿêèé ñòàâèòü ó â³äïîâ³äí³ñòü êîæí³é íåïåðåðâ-
í³é ôóíêö³¿ (õ) ÷èñëî (0) — ¿¿ çíà÷åííÿ â òî÷ö³ x = 0. Öåé ôóíêö³îíàë ³ º 
â³äîìà äåëüòà-ôóíêö³ÿ Ä³ðàêà. Ó ìàòåìàòè÷íèõ âèêëàäêàõ çíà÷åííÿ ôóíê-
ö³îíàëà  íà ôóíêö³¿ , òîáòî ÷èñëî (0), ïîçíà÷àþòü òàêèì ÷èíîì:

(,) = (0).                                      (9.6)

Ðîëü âèðàçó ) ( )x x dx   òóò âèêîíóº âåëè÷èíà (,) — çíà÷åííÿ ôóíêö³î-

íàëà  íà ôóíêö³¿ . Íàïðèêëàä, ÿêùî ôóíêö³ÿ (õ)  1, òî (,1) = 1.
Ï³äñóìîâóþ÷è ì³ðêóâàííÿ ùîäî ââåäåííÿ äåëüòà-ôóíêö³¿, ï³äêðåñëþºìî 

îñîáëèâ³ñòü ¿¿ âèêîðèñòàííÿ â ô³çè÷íèõ çàäà÷àõ: “îïèñóâàííÿ áóäü-ÿêîãî 
âïëèâó, òîáòî ÿêî¿ñü ñê³í÷åííî¿ ôóíêö³¿ (õ), çà äîïîìîãîþ äåëüòà-ôóíêö³¿ 
ìîæëèâî ³ äîö³ëüíî ñàìå òîä³, êîëè äåòàëüíà ôîðìà âïëèâó, òîáòî ³ñòèííà 
çàëåæí³ñòü éîãî â³ä õ, íåñóòòºâà, à âàæëèâèé ëèøå ³íòåãðàë” [*, ñ. 442].

Çàïèøåìî äåÿê³ îñíîâí³ ôîðìóëè äëÿ äåëüòà-ôóíêö³¿ [52, 60]:
1. Âèçíà÷åííÿ äåëüòà-ôóíêö³¿:

  





  ( ) ( ) ( ).x a x dx a                              (9.7)

2. Ïîõ³äíà â³ä äåëüòà-ôóíêö³¿:

  





   ( ) ( )( ) ( ) ( 1) ( ).n n nx a x dx a                      (9.8)

3. Ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º äëÿ äåëüòà-ôóíêö³¿:

 
 

 

 
   

1
( )exp( ) 1, exp( ) ( ).

2
x ixy dx ixy dx y           (9.9)

4. Ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì (õ) ôóíêö³þ Õåâ³ñàéäà** (ðèñ. 9.2):

1, 0,
( )

0, 0.

x
x

x



  

                                  (9.10)

Òîä³ ñïðàâåäëèâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ

1, 0,
( ) ( )

0, 0,

x x
x y dy

x
 




   
                            (9.11)

                                        
* Çåëüäîâè÷ ß.Á., ßãëîì Ì. Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà äëÿ íà÷èíàþùèõ ôèçèêîâ è òåõíè-

êîâ. — Ì.: Íàóêà, 1982. — 512 ñ.
** Õåâ³ñàéä (Heaviside) Îë³âåð (1850—1925) — àíãë³éñüêèé ô³çèê ³ ³íæåíåð.
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( )
( ).

d x
x

dx
                    (9.12)

Ùå ðàç ï³äêðåñëèìî, ùî -ôóíêö³ÿ íå º çâè-
÷àéíà ôóíêö³ÿ, òîìó ãîâîðèòè ïðî ¿¿ çíà÷åííÿ â 
îêðåìèõ òî÷êàõ íå º ëîã³÷íî ñòðîãèì, àäæå âîíà íå 
âèçíà÷åíà ÿê ôóíêö³ÿ òî÷êè. Òîìó âèñëîâëþâàííÿ, 
ùî äåëüòà-ôóíêö³ÿ óñþäè íà ÷èñëîâ³é îñ³ äîð³âíþº 
íóëþ, îêð³ì òî÷êè õ = 0, äå âîíà äîð³âíþº +, º ìîæ-
ëèâèì ÿê çðó÷íèé çàñ³á ïðè â³äïîâ³äíèõ ì³ðêóâàí-

íÿõ. Ñë³ä ïàì’ÿòàòè, ùî äåëüòà-ôóíêö³ÿ — öå ïîíÿòòÿ ³íøî¿ ïðèðîäè. Âîíà 
âèçíà÷åíà íå ÿê ôóíêö³ÿ (õ), à ÿê ³íòåãðàë (9.4). Öå ïîâ’ÿçàíî ç òèì, ùî 
äëÿ ðÿäó ô³çè÷íèõ çàäà÷ áåçïîñåðåäí³é ô³çè÷íèé çì³ñò ìàþòü ñàìå 
³íòåãðàëè â³ä äåÿêèõ ôóíêö³é.

Òåïåð âèçíà÷èìî òðèâèì³ðíó äåëüòà-ôóíêö³þ:

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ),x x y y z z       r r                      (9.13)

ÿêà ìàº àíàëîã³÷í³ âëàñòèâîñò³ ó òðèâèì³ðíîìó ïðîñòîð³:

0
0

0

1, ÿêùî âñåðåäèí³ ,
( )

0, ÿêùî ïîçà ,V

V
dV

V



  




r
r r

r
              (9.14)

0 0
0

0

( ), ÿêùî âñåðåäèí³ ,
( ) ( )

0,         ÿêùî ïîçà ,V

f V
f dV

V



  




r r
r r r

r            (9.15)

òóò V — äåÿêà îáëàñòü ïðîñòîðó.
Çàïèøåìî òàêîæ âèðàçè äëÿ äåëüòà-ôóíêö³¿ â öèë³íäðè÷í³é ³ ñôåðè÷í³é 

ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ó öèë³íäðè÷í³é ñèñòåì³ (r,, z):

                0 0 0 0

1
.r r z z

r
r r                 (9.16)

Ó ñôåðè÷í³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò (r, ,  ):

       


    0 0 0 02

1
( ) ( ) ( ) ( ).

sin
r r

r
r r                 (9.17)

Âèðàçè (9.16) ³ (9.17) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó íîðìóâàííÿ (9.14), îñê³ëüêè â
öèë³íäðè÷í³é ³ ñôåðè÷í³é ñèñòåìàõ êîîðäèíàò åëåìåíòàðíèé îá’ºì 
â³äïîâ³äíî äîð³âíþº dV = rdrddz ³ dV = r2 sindrdd.

9.3. Íåîäíîð³äíå õâèëüîâå ð³âíÿííÿ

Äîñ³ ìè ìàëè ñïðàâó ç îäíîð³äíèì õâèëüîâèì ð³âíÿííÿì:


   



2

2 2

1 ( , )
( , ) 0,

p t
p t

c t
r

r                              (9.18)

òîáòî ç ð³âíÿííÿì ç íóëüîâîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ. Öå îçíà÷àº, ùî çîâí³øí³ 

Ðèñ. 9.2. Âèãëÿä ôóíêö³¿ 
Õåâ³ñàéäà
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ñèëè â ñåðåäîâèù³ â³äñóòí³ ³ í³ â îäí³é òî÷ö³ ïðîñòîðó íåìà äæåðåëà, ç ÿêî-
ãî á ð³äèíà íàäõîäèëà ó ñåðåäîâèùå.

Íåõàé òåïåð â ñåðåäîâèù³ º äæåðåëî, éîãî ìîäåëü îáãîâîðèìî äåùî ï³ç-
í³øå. Âèâåäåìî õâèëüîâå ð³âíÿííÿ çà íàÿâíîñò³ äæåðåëà â ñåðåäîâèù³. Äëÿ 
öüîãî ïîâåðíåìîñÿ äî ð³âíÿííÿ íåïåðåðâíîñò³ (ï. 4.1.3). Î÷åâèäíî, ùî â 
ôîðìóë³ (4.9) äëÿ ïðèðîñòó ìàñè â åëåìåíòàðí³é êîì³ðö³ ñåðåäîâèùà 
(ðèñ. 4.1) ñë³ä ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ äîäàòè ìàñó ð³äèíè äæ, êã  ì–3  ñ–1, ÿêà 
íàäõîäèòü â³ä äæåðåëà çà îäèíèöþ ÷àñó íà îäèíèöþ îá’ºìó:

m = [äæ – div(v)]dxdydzdt.                         (9.19)

Ïðèð³âíþþ÷è (4.8) ³ (9.19) ³ ïðîâîäÿ÷è ë³íåàðèçàö³þ, îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ 
íåïåðåðâíîñò³ ó òàêîìó âèãëÿä³:


 


 


~

äæ div .
t 0 v                                 (9.20)

Äèôåðåíö³þþ÷è (9.20) çà ÷àñîì t ³ âèêîðèñòîâóþ÷è ð³âíÿííÿ ñòàíó (4.16) 
òà ð³âíÿííÿ ðóõó (4.7), îäåðæóºìî íåîäíîð³äíå õâèëüîâå ð³âíÿííÿ äëÿ òèñêó:

2
äæ

2 2

( , )1 ( , )
( , ) .

tp t
p t

tc t


   



rr
r                      (9.21)

Âèçíà÷èìî ïîõ³äíó äæ ( , )
( , )

t
q t

t





r

r  ÿê ïðîäóêòèâí³ñòü äæåðåëà, òîä³ (9.21) 

ïåðåïèøåìî ó âèãëÿä³
2

2 2

1 ( , )
( , ) ( , ).

p t
p t q t

c t


   

r

r r                        (9.22)

Äëÿ ãàðìîí³÷íîãî äæåðåëà q(r,t) = q(r)exp(–it) ìàòèìåìî â³äïîâ³äíå íåîä-
íîð³äíå ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà:

p(r) + k2p(r) = –q(r).                           (9.23)

Íàäàë³ ðîçãëÿäàòèìóòüñÿ ãàðìîí³÷í³ ïðîöåñè, òîìó ìíîæíèêè exp(–it) íå 
áóäåìî ïèñàòè. 

Òåïåð çðîáèìî âàæëèâå çàóâàæåííÿ. Âèÿâëÿºòüñÿ íåîäíîð³äíå õâèëüîâå 
ð³âíÿííÿ ìîæíà îòðèìàòè íå ò³ëüêè ó âèïàäêó, êîëè äæåðåëîì çâóêó º 
âèò³êàííÿ—ñò³êàííÿ ðå÷îâèíè, à é êîëè çâóê âèïðîì³íþºòüñÿ äåÿêîþ êî-
ëèâíîþ ïîâåðõíåþ. Íåõàé ìàºìî îäíîð³äíå ð³âíÿííÿ

p + k2p = 0                                    (9.24)

ç íåîäíîð³äíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè, òîáòî âèíèêëà ñèòóàö³ÿ, êîëè íà äå-
ÿê³é ïîâåðõí³ S ïîòð³áíî âèçíà÷èòè òèñê àáî êîëèâàëüíó øâèäê³ñòü:

 ( )Sp F S

àáî

 1
.

S

p
F S

i n





                               (9.25)
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Ïîäàìî øóêàíèé ðîçâ’ÿçîê ó âèãëÿä³ ñóìè òèñê³â:

p = p1 + p2,                                    (9.26)

ïðè÷îìó ÿê ð2 âèáåðåìî ôóíêö³þ, ùî çàäîâîëüíÿº ïåðøó àáî äðóãó óìîâó 
(9.25) íà ïîâåðõí³ S, àëå íå îäíîð³äíå ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà: p2 + k2p2  0. 
Íåõàé, íàïðèêëàä, ìàºìî  2 S

p F S . Î÷åâèäíî, ùî ïðè òàêîìó âèáîð³ ð2

ôóíêö³ÿ ð1 çàäîâîëüíÿº îäíîð³äíó ãðàíè÷íó óìîâó 2 0
S

p  (òîáòî äëÿ ð1 ïî-

âåðõíÿ S º àêóñòè÷íî ì’ÿêîþ).
Ï³äñòàâèìî (9.26) â îäíîð³äíå ð³âíÿííÿ (9.24):

p1 + k2p1 = – (p2 + k2p2).                            (9.27)

ßêùî ïðàâó ÷àñòèíó (9.27) ïîçíà÷èìî q, òî îòðèìàºìî íåîäíîð³äíå ð³âíÿí-
íÿ Ãåëüìãîëüöà â³äíîñíî ôóíêö³¿ ð1, ùî çàäîâîëüíÿº îäíîð³äíó ãðàíè÷íó 
óìîâó 2 0

S
p .

Ô³çè÷íèé çì³ñò òàêîãî ïåðåòâîðåííÿ ïîëÿãàº ó òîìó, ùî ðåçóëüòàòè âè-
ïðîì³íþâàííÿ çâóêó ïîâåðõíåþ çàâæäè ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ çâóêîâîãî 
ïîëÿ, ÿêå óòâîðþºòüñÿ äæåðåëàìè, ðîçì³ùåíèìè ó ïðîñòîð³ çà íàÿâíîñò³ 
àáñîëþòíî æîðñòêèõ àáî àáñîëþòíî ì’ÿêèõ ìåæ.

9.4. Ôóíêö³ÿ Ãð³íà äëÿ ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà.
Â³ëüíèé ïðîñò³ð

Âèçíà÷èìîñÿ ç ìîäåëëþ äæåðåëà. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ðîçì³ðè 
äæåðåëà íàñò³ëüêè ìàë³, ùî äæåðåëî, ïðàêòè÷íî, ñêîíöåíòðîâàíî â òî÷ö³. 
Îñê³ëüêè ïðîäóêòèâí³ñòü òàêîãî äæåðåëà ñê³í÷åííà, à îá’ºì, ùî çàéìàº 
äæåðåëî ïðàêòè÷íî äîð³âíþº íóëþ, òî äëÿ îïèñóâàííÿ òàêîãî äæåðåëà ÿê-
ðàç ³ òðåáà âèêîðèñòîâóâàòè äåëüòà-ôóíêö³þ, òîáòî q(r) = Q(r – r0). Òóò 
âåêòîð r0 âèçíà÷àº êîîðäèíàòè äæåðåëà, âåêòîð r — êîîðäèíàòè äîâ³ëüíî¿ 
òî÷êè çâóêîâîãî ïîëÿ, Q — ïðîäóêòèâí³ñòü äæåðåëà. Ôóíêö³ÿ, ÿêà îïèñóº 
çâóêîâå ïîëå, ùî óòâîðþºòüñÿ òî÷êîâèì äæåðåëîì, íàçèâàºòüñÿ ôóíêö³ÿ 
Ãð³íà*. ßêùî ìîâà éäå ïðî â³ëüíèé ïðîñò³ð, òî ìàºòüñÿ íà óâàç³ ôóíêö³ÿ 
Ãð³íà äëÿ â³ëüíîãî ïðîñòîðó.

Îòæå, íåõàé Q = 1, äëÿ ôóíêö³¿ Ãð³íà âèêîðèñòàºìî ïîçíà÷åííÿ G(r,r0). 
Òîä³ öÿ ôóíêö³ÿ çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (äèâ. (9.23)):

     2
0 0 0, , , .G k G    r r r r r r                          (9.28)

Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (9.28) äëÿ â³ëüíîãî ïðîñòîðó ìàº âèãëÿä [25, ñ. 23—25]:

 0
0

0

exp ( )
( , ) .

4

ik
G








r r
r r

r r
                      (9.29) 

Ôóíêö³ÿ (9.29) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (9.28) äëÿ âñ³õ òî÷îê r  r0; ó öüîìó 
íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ï³äñòàâëÿþ÷è (9.29) â ð³âíÿííÿ (9.28). Ìîæíà ïîêà-

                                        
* Ãð³í (Green) Äæîðäæ (1793—1841) — àíãë³éñüêèé ìàòåìàòèê ³ ô³çèê.
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çàòè [60, ñ. 69], ùî ³ ïðè r = r0 ôóíêö³ÿ G(r,r0) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (9.28). 
Âçàãàë³, áóäü-ÿêà ôóíêö³ÿ Ãð³íà G(r,r0) ÿê çà â³äñóòíîñò³ ìåæ, òàê ³ çà ¿õ íà-
ÿâíîñò³ ç áóäü-ÿêèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (9.28).

ßê áà÷èìî ôóíêö³ÿ Ãð³íà äëÿ â³ëüíîãî ïðîñòîðó (9.29) ÿâëÿº ñîáîþ ïî-
ëå òî÷êîâîãî äæåðåëà (äèâ. ïàðàãðàô 7.5), ùî ðîçì³ùåíî â òî÷ö³ r0, òèñê 
âèçíà÷àºòüñÿ â òî÷ö³ r. Âîíà â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ôîðìóëè (7.31) ò³ëüêè ìíîæ-
íèêîì (–iV0).

Çã³äíî ç (9.29) ôóíêö³ÿ Ãð³íà â³ëüíîãî ïðîñòîðó ïðè r  r0 ìàº îñîá-
ëèâ³ñòü òèïó


 0

1 1
,

rr r
r  r0,                                   (9.30)

ùî òàêîæ õàðàêòåðíà äëÿ áóäü-ÿêî¿ ôóíêö³¿ Ãð³íà ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà. 
Î÷åâèäíî öåé ôàêò íå º íåñïîä³âàíèì, àäæå ÿê ìîäåëü äæåðåëà ìàºìî òî÷-
êîâå äæåðåëî, ùî îáóìîâëþº âèêîðèñòàííÿ äåëüòà-ôóíêö³¿. Êð³ì òîãî, 
îñê³ëüêè öÿ îñîáëèâ³ñòü íå çàëåæèòü â³ä õâèëüîâîãî ÷èñëà k, òî âîíà ³ñíóº ³ 
ïðè k = 0, òîáòî äëÿ ôóíêö³¿ Ãð³íà ð³âíÿííÿ Ëàïëàñà [52].

Äëÿ â³ëüíîãî ïðîñòîðó ó äâîâèì³ðíîìó âèïàäêó ôóíêö³ÿ Ãð³íà âèçíà-
÷àºòüñÿ âèðàçîì

 (1)
0 0( , ) ( ),

4
i

G H krr r 0 ,r  r r                         (9.31)

äå (1)
0 ( )H kr — ôóíêö³ÿ Õàíêåëÿ ïåðøîãî ðîäó íóëüîâîãî ïîðÿäêó. Âèðàç 

(9.31) õàðàêòåðèçóº öèë³íäðè÷íó õâèëþ, ùî âèïðîì³íþºòüñÿ íåñê³í÷åííî 
äîâãîþ ë³í³ºþ ³ â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ïîëÿ ïóëüñóþ÷îãî öèë³íäðà (7.133) ò³ëüêè 
ìíîæíèêîì. Ïðè âåëèêèõ õâèëüîâèõ â³äñòàíÿõ kr â³ä äæåðåëà ïîëå, ùî âè-
çíà÷àºòüñÿ âèðàçîì (9.31), ïîâîäèòü ñåáå ÿê ðîçá³æíà õâèëÿ, àìïë³òóäà ÿêî¿ 
çìåíøóºòüñÿ çà çàêîíîì 1 r  (äèâ. (7.134)). Ïðè ìàëèõ kr ôóíêö³ÿ Ãð³íà 
(9.31) ìàº îñîáëèâ³ñòü òèïó ln(kr) (äèâ. (7.141)).

Äëÿ â³ëüíîãî ïðîñòîðó â îäíîâèì³ðíîìó âèïàäêó ôóíêö³þ Ãð³íà ìîæíà 
çàïèñàòè òàê:

 0 0( , ) exp ,
2
i

G x x ik x x
k

                           (9.32)

òîáòî âîíà ÿâëÿº ñîáîþ á³æó÷ó ïëîñêó õâèëþ.
Â³äçíà÷èìî ùå îäíó âëàñòèâ³ñòü ôóíêö³¿ Ãð³íà. Âîíà º ñèìåòðè÷íîþ 

ôóíêö³ºþ ñâî¿õ àðãóìåíò³â, òîáòî G(r,r0) = G(r0,r). Öÿ âëàñòèâ³ñòü ÿâëÿº ñî-
áîþ çì³ñò òàê çâàíîãî ïðèíöèïó âçàºìíîñò³. Äëÿ ôóíêö³¿ Ãð³íà â³ëüíîãî 
ïðîñòîðó (9.29) öå î÷åâèäíî, ïðîòå òàêà âëàñòèâ³ñòü ïðèòàìàííà áóäü-ÿê³é 
ôóíêö³¿ Ãð³íà (òîáòî äëÿ ôóíêö³¿ Ãð³íà íåîäíîð³äíîãî ñåðåäîâèùà, àáî ñå-
ðåäîâèùà â ÿêîìó ðîçì³ùåí³ ïðóæí³ ò³ëà, ³ öå ìîæíà äîâåñòè (äèâ. ïàðà-
ãðàô 9.13)). Ô³çè÷íî ð³âí³ñòü G(r,r0) = G(r0,r) îçíà÷àº, ùî ïîëå, ÿêå ñòâî-
ðþºòüñÿ â òî÷ö³ r òî÷êîâèì äæåðåëîì, ùî çíàõîäèòüñÿ â òî÷ö³ r0, òî÷íî 
äîð³âíþº ïîëþ, ÿêå ñòâîðþºòüñÿ â òî÷ö³ r0 òî÷êîâèì äæåðåëîì, ùî ðîçòà-
øîâàíå â òî÷ö³ r.
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9.5. Ïðèíöèï Ãþéãåíñà. Óìîâà âèïðîì³íþâàííÿ
Çîììåðôåëüäà

Ó XVII ñòîë³òò³ Ãþéãåíñ* ñôîðìóëþâàâ ïðèíöèï, çã³äíî ç ÿêèì 
êîæíà òî÷êà ôðîíòó ðîçá³æíî¿ õâèë³, º äæåðåëîì ñôåðè÷íèõ õâèëü, ÿê³ 
ôîðìóþòü ðåçóëüòóþ÷å õâèëüîâå ïîëå. Ñòðîãå ôîðìóëþâàííÿ ïðèíöèïó 
Ãþéãåíñà çíà÷íî â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ïî÷àòêîâîãî ôîðìóëþâàííÿ. Âîíî äàíå 
Ãåëüìãîëüöåì äëÿ ãàðìîí³÷íèõ ïðîöåñ³â ³ ðîçâèíóòî ïîò³ì Ê³ðãîôîì äëÿ 
ïðîöåñ³â ç äîâ³ëüíîþ ÷àñîâîþ çàëåæí³ñòþ.

Âèâåäåííÿ ïðèíöèïó Ãþéãåíñà áàçóºòüñÿ íà â³äîì³é ç ìàòåìàòèêè [8,52] 
ôîðìóë³ Ãð³íà:

             .
V S

G p
p G G p dV p G dS

n n
                 (9.33)

Òóò n — âåêòîð çîâí³øíüî¿ îäèíè÷íî¿ íîðìàë³ äî ïîâåðõí³ S, ùî îòî÷óº 
îá’ºì V (ðèñ. 9.3); p ³ G — äîâ³ëüí³ äîñòàòíüî ãëàäê³ ôóíêö³¿;  — îïåðàòîð 
Ëàïëàñà. Ñï³ââ³äíîøåííÿ (9.33) âèçíà÷àº çâ’ÿçîê, ÿêèé ïîäàíî â ³íòåãðàëü-
í³é ôîðì³, ì³æ çíà÷åííÿìè ôóíêö³é p ³ G âñåðåäèí³ äåÿêîãî îá’ºìó V ³ ¿õ 
çíà÷åííÿìè íà ïîâåðõí³ S, ùî îòî÷óº îá’ºì V.

Íåõàé ôóíêö³ÿ p(r) º ïîëåì òèñêó â äîâ³ëüí³é òî÷ö³ r îá’ºìó V ³ çàäî-
âîëüíÿº ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà:

p(r) + k2p(r) = –q(r0),                             (9.34) 

äå ôóíêö³ÿ q(r0) âèçíà÷àº êîîðäèíàòè r0 ³ ïðîäóêòèâí³ñòü àêóñòè÷íî ïðîçî-
ðèõ îá’ºìíèõ äæåðåë, ùî ðîçì³ùàþòüñÿ â îá’ºì³ V (ðèñ. 9.3). Çâóêîâå ïîëå 
G(r,r0) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (9.28), òîáòî ÿâëÿº ñîáîþ ôóíêö³þ Ãð³íà äëÿ 
â³ëüíîãî ïðîñòîðó (9.29). ßêùî âèðàçèòè âåëè÷èíè p ³ G çà äîïîìîãîþ 
ð³âíÿíü (9.34), (9.28) ³ ï³äñòàâèòè ö³ âèðàçè â (9.33) (çðîá³òü ñàìîñò³éíî), òî 
îòðèìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ, ÿêå âèçíà÷àº ìàòåìàòè÷íå ôîðìóëþâàííÿ ïðèí-
öèïó Ãþéãåíñà äëÿ ïîëÿ âñåðåäèí³ îáëàñò³ V:

       ( ) ( )
0 0( ) ( )

0 0

,
,

S S

S S

S

G p
p G dS

n n

  
   
   


r r r

r r r             (9.35)


   
 0 0

( ), ,
( ) ( , )

0, .V

p V
q G dV

V

r r
r r r

r

Òóò âèðàç r  V îçíà÷àº òå, ùî òî÷êà r çíàõîäèòüñÿ âñåðåäèí³ îá’ºìó V, à 
³íäåêñ S äëÿ âåêòîðà ( )

0
Sr  ï³äêðåñëþº òîé ôàêò, ùî ìîâà éäå ïðî òî÷êó íà 

ïîâåðõí³ S.
Ñï³ââ³äíîøåííÿ (9.35) ïîêàçóº, ùî ïîëå â îáëàñò³ V âèçíà÷àºòüñÿ äæåðå-

ëàìè çâóêó, ÿê³ çíàõîäÿòüñÿ âñåðåäèí³ ö³º¿ îáëàñò³ ³ îïèñóþòüñÿ ôóíêö³ºþ q(r0), 
à  òàêîæ  çíà÷åííÿìè òèñêó  ( )

0
Sp r  ³  éîãî íîðìàëüíî¿ ïîõ³äíî¿   ( )Sp nr0

                                        
* Ãþéãåíñ (Huygens) Õð³ñò³àí (1629—1695) — ãîëëàíäñüêèé ìåõàí³ê, ô³çèê, ìàòåìà-

òèê ³ àñòðîíîì.
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òîáòî êîëèâàëüíîþ øâèäê³ñòþ,  àäæå  n 

1 p
i n





 íà ïîâåðõí³ S, ùî îáìåæóº îá’ºì 

V (ðèñ. 9.3). Çíà÷åííÿ p ³ n íà ïîâåðõí³ S
çàëåæàòü ÿê â³ä ôóíêö³¿ q(r0), òàê ³ â³ä ïîëÿ 
çîâí³øí³õ äæåðåë, ùî çíàõîäÿòüñÿ ïîçà 
îá’ºìîì V.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè íåîá-
õ³äíî âèçíà÷èòè ïîëå çà îáëàñòþ V. Îòî-
÷èìî îáëàñòü V íåñê³í÷åííî â³ääàëåíîþ 
ïîâåðõíåþ ñôåðè  ³ âèêîíàºìî ðîçð³ç L, ùî ç’ºäíóâàòèìå ïîâåðõí³ S ³ 
(ðèñ. 9.4). Òîä³ äî îáëàñò³, ùî îáìåæåíà ïîâåðõíÿìè S,  ³ ðîçð³çîì L (ïî-
çíà÷èìî ¿¿ V, çîâí³øí³ ùîäî îáëàñò³ V äæåðåëà çâóêó çíàõîäÿòüñÿ â îáëàñò³ 
V), ìîæíà çàñòîñóâàòè ñï³ââ³äíîøåííÿ (9.35). ²íòåãðàë çà ðîçð³çîì L
äîð³âíþº íóëþ óíàñë³äîê ïðîòèëåæíî íàïðÿìëåíèõ íîðìàëåé íà ñòîðîíàõ 
ðîçð³çó. Ç óðàõóâàííÿì ô³çè÷íèõ óÿâëåíü ³íòåãðàë íà íåñê³í÷åííî â³ääàëå-
í³é ïîâåðõí³  äëÿ îáìåæåíèõ ó ïðîñòîð³ äæåðåë òàêîæ ïîâèíåí äîð³âíþ-
âàòè íóëþ. ßê íàñë³äîê, ñï³ââ³äíîøåííÿ, ÿêå âèçíà÷àº ïðèíöèï Ãþéãåíñà 
äëÿ çîâí³øíüî¿ îáëàñò³, íàáóâàº âèãëÿäó 

       ( ) ( )
0 0( ) ( )

0 0

,
,

S S

S S

S

G p
p G dS

n n

  
   
   


r r r

r r r             (9.36)

0 0

( ), ,
( ) ( , )

0, .V

p V
q G dV

V

   


r r
r r r

r

Òóò òàêîæ íîðìàëü n íà ïîâåðõí³ S ÿâëÿºòüñÿ çîâí³øíüîþ ùîäî îáëàñò³ ( ó 
äàíîìó ðàç³ öå V), â ÿê³é âèçíà÷àºòüñÿ çâóêîâå ïîëå.

Çóïèíèìîñÿ äåòàëüí³øå íà ïèòàíí³ ïðî òå, ùî ³íòåãðàë çà ïîâåðõíåþ  
 äîð³âíþº íóëþ. ßêùî â ñåðåäîâèù³ â³äáóâàºòüñÿ ïîãëèíàííÿ çâóêîâî¿ 
åíåðã³¿, òî â³äïîâ³äü íà öå ïèòàííÿ î÷åâèäíà. Çðîçóì³ëî, ùî ó âèïàäêó 

³äåàëüíîãî ñåðåäîâèùà, äå ïîãëèíàííÿ çâóêó
â³äñóòíº, ôóíêö³ÿ ( )p r  ïîâèííà çàäîâîëü-
íÿòè äåÿêó óìîâó. Âèçíà÷èìî ¿¿. Î÷åâèä-
íî, íà çíà÷íî â³ääàëåí³é ñôåðè÷í³é 
ïîâåðõí³ âèêîíóþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ

,
n r
 


 

exp( )
.

4
G G ikr

ik
n r r

 
 

 
   (9.37)

Áåðó÷è äî óâàãè (9.37), çàïèñóºìî ³íòåãðàë 
çà ïîâåðõíåþ  ó âèãëÿä³

Ðèñ. 9.4. Ïðèêëàä âèçíà÷åííÿ ïðèíöèïó Ãþéãåíñà 
äëÿ çîâí³øíüî¿ îáëàñò³

Ðèñ. 9.3. Ïðèêëàä âèçíà÷åííÿ ïðè-
íöèïó Ãþéãåíñà äëÿ âíóòð³øíüî¿ 
îáëàñò³
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4
2

0

exp( )
,

4
G p ikr p

p G d ikp r d
n n r r





                                (9.38)

äå d = r2d, d — ò³ëåñíèé êóò, ùî ñòÿãóº ïîâåðõíþ d. Î÷åâèäíî, 
³íòåãðàë (9.38) äîð³âíþº íóëþ, ÿêùî âèêîíóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ

lim 0,
r

p
r ikp

r

       
                            (9.39)

ÿêå íàçèâàþòü óìîâîþ âèïðîì³íþâàííÿ Çîììåðôåëüäà*. Íåâàæêî ïåðåêîíàòè-
ñÿ, ùî ñôåðè÷íà ðîçá³æíà õâèëÿ exp(ikr)/r çàäîâîëüíÿº óìîâó (9.39). Öå 
ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî ïðè r   áóäü-ÿêå ïîëå ó òðèâèì³ðíîìó ïðîñòîð³, 
óòâîðåíîìó äæåðåëàìè, ÿê³ ðîçì³ùåí³ â îáìåæåí³é îáëàñò³, ïîâèííî ìàòè 
õàðàêòåð ðîçá³æíî¿ ñôåðè÷íî¿ õâèë³ (ó ðîçä³ë³ 7 ìè ê³ëüêà ðàç³â ïðèõîäèëè 
äî òàêîãî âèñíîâêó, âèâ÷àþ÷è ïîëå êîíêðåòíîãî äæåðåëà çâóêó, íàïðèêëàä, 
äèâ. ôîðìóëó (7.64)). Òîìó óìîâó âèïðîì³íþâàííÿ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè 
òàê: çâóêîâå ïîëå íà âåëèêèõ â³äñòàíÿõ â³ä äæåðåëà ïîâèííî ÿâëÿòè ñîáîþ 
ðîçá³æíó ñôåðè÷íó õâèëþ, òîáòî 

   exp
( , , ) ,

ikr
p r A

r
     ïðè r  .               (9.39à)

Ìíîæíèê A(,) â³äïîâ³äàº ä³àãðàì³ ñïðÿìîâàíîãî äæåðåëà. Íåâàæêî ïåðå-
êîíàòèñü, ùî õâèë³, ÿê³ ïðèõîäÿòü ç íåñê³í÷åííîñò³ òèïó exp(–ikr)/r íå çà-
äîâîëüíÿþòü óìîâó (9.39) ³ òîìó ïîâèíí³ áóòè â³äêèíóò³ â õîä³ ðîçâ’ÿçêó 
çàäà÷³ ïðî âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó. Çðîçóì³ëî, ùî ïðè ê³íöåâîìó r çàëåæ-
í³ñòü p(r,,) ìîæå áóòè á³ëüø ñêëàäíîþ.

Ó äâîâèì³ðíîìó âèïàäêó óìîâó âèïðîì³íþâàííÿ Çîììåðôåëüäà ìîæíà 
çàïèñàòè ó âèãëÿä³

lim 0.
x

p
r ikp

r

       
                           (9.40)

Öå ñï³ââ³äíîøåííÿ çàäîâîëüíÿþòü ðîçá³æí³ öèë³íäðè÷í³ õâèë³, ÿê³ ñòâî-
ðþþòüñÿ òî÷êîâèì (ë³í³éíèì) äæåðåëîì ³ âèçíà÷àþòüñÿ ôóíêö³ºþ Õàííåëÿ 
ïåðøîãî ðîäó (1)

0 ( )H kr . Ïðè r   ôóíêö³ÿ (1)
0 ( )H kr  ïðÿìóº äî ôóíêö³¿ 

 exp( )C ikr r (C — ñòàëà; ï³äñòàâòå öå àñèìïòîòè÷íå ïîäàííÿ ôóíêö³¿ 

(1)
0 ( )H kr  ó (9.40) ³ ïåðåêîíàéòåñÿ ó òîìó, ùî óìîâà âèïðîì³íþâàííÿ âèêî-

íóºòüñÿ).
Äëÿ îäíîâèì³ðíîãî âèïàäêó, íàïðèêëàä, äëÿ ïëîñêî¿ õâèë³, ùî ïîøè-

ðþºòüñÿ ó òðóá³, ðîçøèðåííÿ ôðîíòó õâèë³ â³äñóòíº. Òîìó, ÿêùî â öüîìó º 
ïîòðåáà, ñë³ä ïðèïóñòèòè íàÿâí³ñòü ó ñåðåäîâèù³ õî÷à á ìàëîãî ïîãëèíàí-
íÿ, òîáòî ââàæàòè õâèëüîâå ÷èñëî êîìïëåêñíîþ âåëè÷èíîþ ,k k ik  

0,k    òîä³ äëÿ á³æó÷î¿ ïëîñêî¿ õâèë³ ìàºìî lim exp( ) 0.
r

ikr




                                        
* Çîììåðôåëüä (Sommerfeld) Àðíîëüä Éîãàíí Â³ëüãåëüì (1868—1951) — í³ìåöüêèé 

ô³çèê ³ ìàòåìàòèê.
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Ó äåÿêèõ àêóñòè÷íèõ ñèòóàö³ÿõ âèíèêàº íåîáõ³äí³ñòü âèêîðèñòîâóâàòè 
ïîíÿòòÿ êîìïëåêñíîãî õâèëüîâîãî ÷èñëà ,k k ik    ùî ìîäåëþº âòðàòè 
åíåðã³¿ ïðè ïîøèðåíí³ çâóêó â ³äåàëüíîìó ñåðåäîâèù³ (äèâ. ïàðàãðàô 5.3). 
Ïðè öüîìó âñþ çàäà÷ó äèôðàêö³¿ ñïî÷àòêó ðîçâ’ÿçóþòü ïðè 0,k    ùî âè-
çíà÷àº óìîâó â³äñóòíîñò³ ïîëÿ íà íåñê³í÷åííîñò³ lim 0

r
p


 , à ïîò³ì çä³éñ-

íþþòü ãðàíè÷íèé ïåðåõ³ä 0k   .

9.6. Ô³çè÷íèé àíàë³ç ìàòåìàòè÷íîãî ôîðìóëþâàííÿ
ïðèíöèïó Ãþéãåíñà

Íà ïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî çîâí³øí³ äæåðåëà â³äñóòí³. Òîä³ 
â³ääàëÿþ÷è ìåæó S (ðèñ. 9.3) íà íåñê³í÷åíí³ñòü, ç ôîðìóëè (9.35) îòðè-
ìóºìî âèðàç 

0 0( ) ( , ) ( ) ,
V

p G q dV r r r r                              (9.41)

ÿêèé âèçíà÷àº çâóêîâå ïîëå ó â³ëüíîìó ïðîñòîð³ äëÿ äîâ³ëüíî¿ ôóíêö³¿ äæå-
ðåë q(r0). Îòæå, çíàþ÷è ôóíêö³þ Ãð³íà, òîáòî çâóêîâå ïîëå åëåìåíòàðíîãî 
äæåðåëà, ìîæíà çà äîïîìîãîþ ³íòåãðàëà (9.41) âèçíà÷èòè çâóêîâå ïîëå, ùî 
ñòâîðþºòüñÿ ñèñòåìîþ äæåðåë, ÿê³ ðîçïîä³ëåí³ ó ïðîñòîð³.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ñèòóàö³þ, êîëè äæåðåëà ó ïðîñòîð³, äå âèçíà÷àºòüñÿ 
ïîëå, â³äñóòí³, òîáòî q(r0) = 0. Òîä³, ÿêùî âèáðàòè íîðìàëü n íà ïîâåðõí³ S
ÿê çîâí³øíþ ùîäî îáëàñò³, äå âèçíà÷àºòüñÿ çâóêîâå ïîëå, òî îòðèìàºìî 
ºäèíó ôîðìóëó äëÿ âèçíà÷åííÿ ïîëÿ ÿê äëÿ âíóòð³øíüî¿ (ðèñ. 9.3), òàê ³ 
çîâí³øíüî¿ îáëàñò³ (ðèñ. 9.4), òîáòî çã³äíî ç (9.35) ³ (9.36) ìàºìî

       ( ) ( )
0 0( ) ( )

0 0

,
( ) , .

S S

S S

S

G p
p p G dS

n n

  
   
   


r r r
r r r r          (9.42)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç äëÿ ôóíêö³¿ Ãð³íà â³ëüíîãî ïðîñòîðó (9.29), ïåðåïè-
ñóºìî ôîðìóëó (9.42) ó âèãëÿä³

       
) =



       
       


( ) ( )( )
0 00( )

0 ( ) ( )
0 0

exp exp1
( .

4

S SS

S

S S
S

ik ikp
p p dS

n n

r r r rr
r r

r r r r
  (9.43)

Âèðàç (9.43) íàçèâàþòü òàêîæ ôîðìóëîþ Ê³ðõãîôà* àáî ³íòåãðàëîì Ê³ðõãîôà. 
Íàãàäàºìî, ùî = ( )

0
S rr r  º â³äñòàíü ì³æ áóäü-ÿêîþ òî÷êîþ ïðîñòîðó r ³ 

òî÷êîþ ( )
0
Sr  íà ïîâåðõí³ S.

Îòæå, ³íòåãðàë Ê³ðõãîôà (9.43) äîçâîëÿº ðîçðàõóâàòè ïîëå ó áóäü-ÿê³é 
òî÷ö³ ïðîñòîðó, äå â³äñóòí³ äæåðåëà ³ ðîçñ³þâàëüíèé çâóê ò³ëà, ÿêùî â³äîì³ 
òèñê  ( )

0
Sp r  ³ éîãî íîðìàëüíà ïîõ³äíà  ( )

0
Sp n r  (òîáòî êîëèâàëüíà øâèä-

ê³ñòü) íà ïîâåðõí³ S.

                                        
* Ê³ðõãîô (Kirchhoff) Ãóñòàâ Ðîáåðò (1824—1887) — í³ìåöüêèé ô³çèê ³ ìåõàí³ê.
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ßêùî çãàäàòè, ùî ïîõ³äíà 
exp( )ikr

n r
  
   

 âèçíà÷àº ïîëå äèïîëüíîãî äæå-

ðåëà (äèâ. ôîðìóëó (7.84)), òî ö³êàâîþ ñòàº òàêà ³íòåðïðåòàö³ÿ ôîðìóëè 
Ê³ðõãîôà: ïîëå âñåðåäèí³ àáî ïîçà óÿâíî âèä³ëåíîþ ïîâåðõíåþ S çîáðà-
æóºòüñÿ ó âèãëÿä³ ñóêóïíîñò³ ïîë³â òî÷êîâèõ äæåðåë, âèçíà÷åíèõ íà S ç ïî-
âåðõíåâîþ ãóñòèíîþ   ( )

0
Sp nr , ³ ïîë³â äèïîëüíèõ äæåðåë — ç ïîâåðõíå-

âîþ ãóñòèíîþ  ( )
0
Sp r .

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî â³äîì³ òèñê ³ êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü íà ïîâåðõí³ S, 
òî çàäà÷à ðîçðàõóíêó çâîäèòüñÿ äî ñóòî ìàòåìàòè÷íî¿ ïðîáëåìè îá÷èñëåííÿ 
³íòåãðàëà (9.43), à ìåòà ô³çè÷íîãî â³äòâîðåííÿ ïîëÿ çà ³íôîðìàö³ºþ ïðî 
íüîãî, ùî çàô³êñîâàíà íà ïîâåðõí³ S, ìîæå áóòè äîñÿãíóòà, ÿêùî ðîçì³ñòè-
òè â³äïîâ³äí³ âèïðîì³íþâà÷³ íà ö³é ïîâåðõí³. Îñòàííº ì³ðêóâàííÿ ìàº äî-
ñèòü ö³êàâ³ íàñë³äêè. ßê â³äîìî, îäí³ºþ ç âàæëèâèõ ïðîáëåì íà ïðàêòèö³ º 
ïðîáëåìà áîðîòüáè ç øóìîì. ßêùî äæåðåëà, ùî ñòâîðþþòü øóì, îòî÷èòè 
ïîâåðõíåþ S ³ ðîçòàøóâàòè íà í³é çãàäàí³ âèùå ââ³ìêíåí³ ó ïðîòèôàç³ äî-
ïîì³æí³ äæåðåëà çâóêó, òî ìîæíà êîìïåíñóâàòè øóì ó çîâí³øíüîìó ïðî-
ñòîð³. Â³äïîâ³äíà òåîð³ÿ, ùî º ï³ä´ðóíòÿì àêòèâíèõ ìåòîä³â áîðîòüáè ç øó-
ìîì, áóëà ðîçðîáëåíà Ìàëþæèíöåì*.

Íà çàâåðøåííÿ ïàðàãðàôà çðîáèìî âàæëèâå çàóâàæåííÿ. Ð³÷ ó òîìó, ùî 
³íòåãðàë Ê³ðõãîôà íå º ðîçâ’ÿçêîì ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ â çàãàëüíîìó âèãëÿä³, 
àäæå íåìîæëèâî äîâ³ëüíî çàäàòè çíà÷åííÿ  ( )

0
Sp r  ³  ( )

0
Sp n r  íà äåÿê³é 

ïîâåðõí³ S. Íàïðèêëàä, ÿêùî íà S çàäàíî çíà÷åííÿ  ( )
0
Sp n r , òî çíà÷åí-

íÿ òèñêó  ( )
0
Sp r  íà ö³é ïîâåðõí³ ìîæíà îòðèìàòè ò³ëüêè óíàñë³äîê ñòðîãîãî 

ðîçâ’ÿçàííÿ äàíî¿ õâèëüîâî¿ çàäà÷³. Ïðîòå ÿêùî òàêèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ  ( )
0
Sp r

áóäå îòðèìàíî, òî ïîëå p(r) ìîæíà âèçíà÷èòè íå âèêîðèñòîâóþ÷è (9.43).
Òàêèì ÷èíîì, ³íòåãðàë Ê³ðõãîôà º ïåðåâèçíà÷åíèì. Ôàêòè÷íî öå 

³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ, â ÿêîìó íåâ³äîìà ôóíêö³ÿ âõîäèòü ÿê ó ïðàâó, òàê ³ 
ë³âó ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ. Ïðîòå ³íòåãðàë Ê³ðõãîôà º âàæëèâèì íå ò³ëüêè ç 
ïðèíöèïîâî¿ òî÷êè çîðó (â òåîð³¿ éîãî çíà÷åííÿ âàæêî ïåðåîö³íèòè), à é 
äëÿ ðîçâ’ÿçêó ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ ó òàêèõ âèïàäêàõ:

1) äëÿ òî÷íîãî âèçíà÷åííÿ ïîëÿ p(r) çà óìîâè, ùî ³íòåãðàë Ê³ðõãîôà 
ìîæå áóòè çâåäåíî äî âèãëÿäó, äå çàëèøàºòüñÿ çàëåæí³ñòü p(r) ò³ëüêè àáî 
â³ä  ( )

0
Sp r , àáî â³ä  ( )

0
Sp n r  íà ïîâåðõí³ S (äèâ. íèæ÷å ïàðàãðàô 9.9);

2) äëÿ ïðèáëèçíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷, êîëè ìîæíà ç ô³çè÷íèõ ì³ðêóâàíü 
âèçíà÷èòè çíà÷åííÿ  ( )

0
Sp r  ³  ( )

0
Sp n r  íà ïîâåðõí³ S (íàïðèêëàä, ìåòîä 

äèôðàêö³¿ Ê³ðõãîôà (äèâ. íèæ÷å)).

                                        
* Ìàëþæèíåöü Ãåîðã³é Äàíèëîâè÷ (1910—1969) — ðîñ³éñüêèé ô³çèê.
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9.7. Ìåòîä Ê³ðõãîôà âèçíà÷åííÿ ïîëÿ
ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³

Íåõàé íà ò³ëî ç æîðñòêîþ ïîâåðõíåþ S ïàäàº ãàðìîí³÷íà ñôå-
ðè÷íà õâèëÿ, ùî ñòâîðþºòüñÿ òî÷êîâèì äæåðåëîì, ðîçòàøîâàíèì ó òî÷ö³ 
M0. Òðåáà çíàéòè â³äáèòå ïîëå ó äîâ³ëüí³é òî÷ö³ ïðîñòîðó, ÿêó ïîçíà÷èìî 
Ì. Òî÷êà Î ïîçíà÷àº ïî÷àòîê ñèñòåìè êîîðäèíàò (ðèñ. 9.5).

Ïîâíå ïîëå, ùî ³ñíóº ó çîâí³øíüîìó ïðîñòîð³, ñêëàäàºòüñÿ ³ç ïàäàþ÷î¿ 
õâèë³ ç â³äîìèì òèñêîì (÷àñîâèé ìíîæíèê exp(–it) ïèñàòè íå áóäåìî):

 


 0

0

0

exp1
,

4
M

M

ikr
p

r
                               (9.44)

äå â³äñòàíü 
0 0

| |M Mr  r  â³äðàõîâóºòüñÿ â³ä òî÷êè Ì0, à àìïë³òóäà ïðèéíÿòà çà 

îäèíèöþ, ³ â³äáèòîãî ïîëÿ ð1. ¯õ ñóìà çàäîâîëüíÿº íà S óìîâó æîðñòêî¿ ïî-
âåðõí³, ÿêà âèìàãàº ùîá íîðìàëüíà äî ïîâåðõí³ êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü 
äîð³âíþâàëà íóëþ:

0 11
0.

S

p p
i n n

      
                             (9.45)

Äëÿ îá÷èñëåííÿ â³äáèòîãî ïîëÿ ðîçãëÿíåìî ôîðìóëó Ê³ðõãîôà (9.43), 
ïðèéíÿâøè çà S  ô³çè÷íó ïîâåðõíþ â³äáèâíîãî ò³ëà. Òî÷êà ñïîñòåðåæåííÿ 
Ì âèçíà÷àºòüñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà r, â³äñòàíü rM ì³æ òî÷êîþ ñïîñòåðå-
æåííÿ M ³ òî÷êîþ íà ïîâåðõí³ S ïîâ’ÿçàíà ç âåêòîðîì ( )

0
S

M  r rr  (äèâ. 

ðèñ. 9.5), | |M Mr  r . Âèêîíàâøè äèôåðåíö³þâàííÿ, îäåðæèìî

exp( ) 1 exp( )
.M M M M

M M M

ikr ikr ikr r
n r r r n

   
     

            (9.46)

Çã³äíî ç ðèñ. 9.5 ïîõ³äíà rM/n = cos, äå  — êóò ì³æ íîðìàëëþ n äî ïî-
âåðõí³ S ³ íàïðÿìêîì âåêòîðà rM íà òî÷êó ñïîñòåðåæåííÿ M. Áóäåìî ââàæà-
òè, ùî òî÷êà ñïîñòåðåæåííÿ M ðîçòàøîâàíà íà â³äñòàí³, äîñèòü âåëèê³é
ïîð³âíÿíî ³ç äîâæèíîþ õâèë³. Òîä³ krM >> 1 ³ ôîðìóëà (9.46) ñïðîùóºòüñÿ:

exp( ) exp( )
cos .M M

M M

ikr ikr
ik

n r r


 
   

  (9.46à)

Ç óðàõóâàííÿì (9.46à) ôîðìóëà Ê³ðõãîôà 
íàáóâàº òàêîãî âèãëÿäó:

   
) 



 
    
  


( )
1 0( )

1 1 0

1
( cos

4

S

S

S

p
p ik p

n

r
r r

 


exp
,M

M

ikr
dS

r
           (9.47)

äå  ( )
1 0

Sp r âèçíà÷àº òèñê ó â³äáèò³é õâèë³ íà Ðèñ. 9.5. Ïðèêëàä âèçíà÷åííÿ ðîç-
ñ³ÿíî¿ õâèë³ ìåòîäîì Ê³ðõãîôà
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Ðèñ. 9.6. Ðîçì³ùåííÿ òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ íà ïî-
âåðõí³ S

ïîâåðõí³ S ³ éîãî ïîõ³äíó  ( )
1 0

Sp n r

(ôàêòè÷íî êîëèâàëüíó øâèäê³ñòü); çàçíà÷è-
ìî, ùî òóò çíàê ïåðåä ³íòåãðàëîì íà â³äì³íó 
â³ä (9.43) çì³íèâñÿ íà ïðîòèëåæíèé, ùî îáó-
ìîâëåíî çì³íîþ íàïðÿìêó íîðìàë³ (íà ðèñ.
9.5 âîíà º âíóòð³øíüîþ â³äíîñíî îáëàñò³, â 
ÿê³é âèçíà÷àºòüñÿ çâóêîâå ïîëå).

ßê áà÷èìî, ùîá âèçíà÷èòè òèñê ó òî÷ö³ 
ñïîñòåðåæåííÿ Ì, òðåáà çíàòè íîðìàëüíó êîìïîíåíòó êîëèâàëüíî¿ øâèä-
êîñò³ ³ òèñê íà ïîâåðõí³ S, ùî â³äïîâ³äàþòü â³äáèòîìó ïîëþ. Ùîäî 

 ( )
1 0

Sp n r , òî ¿¿ ìîæíà çíàéòè, âèõîäÿ÷è ³ç óìîâè (9.45), àëå àêóñòè÷íèé 

òèñê  ( )
1 0

Sp r  íå º â³äîìèì. Îòæå, ôîðìóëà Ê³ðõãîôà íå º ôîðìóëîþ ïðÿìî-

ãî îá÷èñëåííÿ. Ñïðîáóºìî âèð³øèòè öþ ïðîáëåìó; äëÿ öüîãî ïåðåì³ñòèâ-
øè òî÷êó Ì íà ïîâåðõíþ ò³ëà S (ðèñ. 9.6), çàïèøåìî

       ( ) ( )( )
01 0( ) ( )

1 1 0 ( ) ( )
0

exp1
cos .

4

S SS

S S

S S
S

ikp
p ik p dS

n




  
   
   


r rr
r r

r r
    (9.48)

Ñï³ââ³äíîøåííÿ (9.48) ì³ñòèòü ó ñîá³ íåâ³äîìó ôóíêö³þ: ÿê ó ë³â³é, òàê ³ â 
ïðàâ³é ñâî¿é ÷àñòèí³ ï³ä ñèìâîëîì ³íòåãðàëà. Îòæå, (9.48) º ³íòåãðàëüíå 
ð³âíÿííÿ â³äíîñíî ôóíêö³¿  ( )

1 0
Sp r  (äî ðå÷³, öå äîñèòü ñêëàäíå ð³âíÿííÿ, 

îñê³ëüêè ïðè ³íòåãðóâàíí³ çíàéäåòüñÿ òàêà òî÷êà íà ïîâåðõí³, äå ( )S r
( )
0 0,S r  ³ ï³ä³íòåãðàëüíà ôóíêö³ÿ âíàñë³äîê öüîãî ïðÿìóº äî íåñê³í÷å-

íîñò³). ßêáè ðîçâ’ÿçîê öüîãî ð³âíÿííÿ óñå-òàêè âäàëîñÿ á çíàéòè, òî ïîò³ì 
ìîæíà áóëî á çàñòîñóâàòè ôîðìóëó Ê³ðõãîôà ÿê ôîðìóëó äëÿ ïðÿìîãî îá-
÷èñëåííÿ. 

Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à ðîçâ’ÿçóºòüñÿ ó äâà åòàïè. Íà ïåðøîìó åòàï³ 
ðîçâ’ÿçóþòü ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (9.48) ³ âèçíà÷àþòü çâóêîâèé òèñê íà ïî-
âåðõí³ S, íà äðóãîìó — çà ôîðìóëîþ (9.47) îá÷èñëþþòü ïîëå ó ïðîñòîð³. 
Òàêèé ï³äõ³ä äî ðîçâ’ÿçêó ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³, ÿêèé íàçèâàþòü ìåòîäîì ãðà-
íè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, îñòàíí³ì ÷àñîì ³íòåíñèâíî ðîçâèâàþòü. Íåçâà-
æàþ÷è íà òå, ùî îòðèìàíå ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ â çàãàëüíîìó âèïàäêó 
ìîæíà ðîçâ’ÿçàòè ò³ëüêè ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè, çíèæåííÿ ðîçì³ðíîñò³ çàäà÷³ 
çà ðàõóíîê ïåðåõîäó â³ä îá’ºìíîãî ³íòåãðàëà äî ³íòåãðàëà çà ïîâåðõíåþ 
ïðèâîäèòü äî çíà÷íîãî ñïðîùåííÿ ÷èñëîâèõ ðîçðàõóíê³â. Ó öüîìó ³ ïîëÿãàº 
ãîëîâíà ïåðåâàãà ìåòîäó. (Ïðî îñîáëèâîñò³ ïðàêòè÷íî¿ ðåàë³çàö³¿ ìåòîäó 
ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ÷èòà÷ ìîæå ä³çíàòèñÿ ç ïðàö³ [61].)

Ïðîòå ùå ðàç ï³äêðåñëèìî, ùî òàêèé ï³äõ³ä º íåïðîñòîþ çàäà÷åþ, îñîá-
ëèâî äëÿ ò³ë âåëèêèõ ðîçì³ð³â íàâ³òü çà óìîâè çàñòîñóâàííÿ ìåòîä³â ñó÷àñ-
íî¿ îá÷èñëþâàëüíî¿ ìàòåìàòèêè ³ çàñîá³â îá÷èñëþâàëüíî¿ òåõí³êè. Òîìó, 
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ñâîãî ÷àñó, Ê³ðõãîô çàïðîïîíóâàâ îá÷èñëþâàòè ³íòåãðàë, ÿêèé ñòî¿òü ó 
ïðàâ³é ÷àñòèí³ (9.47), íå òî÷íî, à íàáëèæåíî.

Ïðè öüîìó îñíîâíà éîãî ³äåÿ ïîëÿãàëà ó òîìó, ùîá çíàéòè íàáëèæåíå 
çíà÷åííÿ â³äáèòîãî ïîëÿ íà ïîâåðõí³ ÷åðåç â³äîìó ïàäàþ÷ó õâèëþ. Çàïðî-
ïîíîâàíèé ìåòîä áàçóºòüñÿ íà òàê çâàíîìó íàáëèæåíí³ Ê³ðõãîôà, ÿêå ìîæå 
áóòè çàñòîñîâàíî çà óìîâè, ùî â³äáèâíå ò³ëî ìàº âåëèê³ (ïîð³âíÿíî ç äîâ-
æèíîþ õâèë³) ðîçì³ðè ³ äîñèòü ãëàäêó ïîâåðõíþ. Âåëèê³ ðîçì³ðè äîçâîëÿ-
þòü ðîçä³ëèòè âñþ ïîâåðõíþ íà äâ³ ÷àñòèíè: “îñâ³òëåíó” ³ “ò³íüîâó” (â³ä-
íîñíî ÿê äæåðåëà, òàê ³ òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ). Òå, ÿê â³äîêðåìëþºòüñÿ “îñ-
â³òëåíà” ÷àñòèíà, ÿêó ìè ïîçíà÷èìî S, ïîêàçàíî íà ðèñ. 9.5. Ðàí³øå âæå çà-
çíà÷àëîñÿ, ùî ôîðìóëà Ê³ðõãîôà ïîäàº ðîçñ³ÿíå ïîëå p1(r) ÿê ñóêóïí³ñòü 
ïîë³â, âèïðîì³íåíèõ ô³êòèâíèìè (â³ä ëàòèíñüêîãî ñëîâà fictio — âèãàäêà) 
òî÷êîâèìè äæåðåëàìè (ìîíîïîëÿìè ³ äèïîëÿìè), ðîçòàøîâàíèìè íà ïî-
âåðõí³ S. Çà âåëèêèõ õâèëüîâèõ ðîçì³ð³â ò³ëà âíåñêîì ô³êòèâíèõ äæåðåë, 
ÿê³ ðîçòàøîâàí³ íà “ò³íüîâ³é” ÷àñòèí³ ïîâåðõí³, áóäåìî íåõòóâàòè, òîáòî


1 0,

S S
p

 





11

0.
S S

p

i n
                      (9.49)

Äîñòàòíÿ ãëàäê³ñòü ïîâåðõí³ ïðè ¿¿ âåëèêèõ õâèëüîâèõ ðîçì³ðàõ äîçâîëÿº 
ðîçãëÿäàòè â³äáèòòÿ íà êîæí³é ëîêàëüí³é ä³ëÿíö³ ïîâåðõí³ ÿê â³äáèòòÿ â³ä 
ïëîùèíè, äîòè÷íî¿ äî â³äïîâ³äíî¿ òî÷êè ö³º¿ ä³ëÿíêè. Ïðîòå â³äîìî, ùî 
ïðè â³äáèòò³ â³ä æîðñòêî¿ ïëîùèíè àêóñòè÷íèé òèñê â³äáèòî¿ õâèë³ äî-
ð³âíþº àêóñòè÷íîìó òèñêó ïàäàþ÷î¿ õâèë³. Îòæå, (ç óðàõóâàííÿì òàêîæ 
óìîâè (9.45)) íåõàé íà “îñâ³òëåí³é” ÷àñòèí³ ïîâåðõí³ âèêîíóþòüñÿ ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ

1 0 ,
S S

p p  1 01 1
.

S S

p p

i n i n  

 
 

 
                  (9.50)

Ð³âíÿííÿ (9.49), (9.50) äàþòü ìàòåìàòè÷íå ôîðìóëþâàííÿ ùîäî íàáëèæåí-
íÿ Ê³ðõãîôà. Îñê³ëüêè ïàðàìåòðè ïàäàþ÷î¿ õâèë³ â³äîì³, òî ôîðìóëà Ê³ðõ-
ãîôà (9.47) ïåðåòâîðþºòüñÿ íà ôîðìóëó, ïðèäàòíó äëÿ ïðÿìîãî îá÷èñëåííÿ 
â³äáèòîãî ïîëÿ.

Áåðó÷è äî óâàãè (9.49), (9.50), ìîæåìî çíàéòè çâóêîâèé òèñê â³äáèòîãî 
ïîëÿ ³ éîãî íîðìàëüíó ïîõ³äíó íà ïîâåðõí³ S (ïðè âèçíà÷åíí³ ïîõ³äíî¿ âè-
êîðèñòîâóºìî ôîðìóëó (9.46à), àäæå çà óìîâîþ ìàºìî krM >> 1):

 


0

0

1

exp1
= ,

4
M

S
M

ikr
p

r
                              (9.51)

 0

0

1
0

exp
( cos ).

4
M

S M

ikrp ik
n r





 


                      (9.52)

Çíàê “ì³íóñ” ó ôîðìóë³ (9.52) îáóìîâëåíî òèì, ùî ïðè 0 = 0 âåêòîðè 
0Mr  ³ 

n ìàþòü ïðîòèëåæí³ íàïðÿìêè (ðèñ. 9.5). Ç óðàõóâàííÿì öüîãî ôîðìóëà 
(9.47) íàáóâàº òàêîãî âèãëÿäó:
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  0

0

1 02

exp
( ) (cos cos ) .

(4 )

M M

M MS

ik r rik
p dS

r r
 

 


 r             (9.53)

Òóò rM, 
0Mr — â³äñòàí³ â³ä òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ ³ â³ä äæåðåëà äî òî÷êè, ùî 

îáá³ãàº ïîâåðõíþ ïðè ³íòåãðóâàíí³;  ³ 0 — êóòè ì³æ íîðìàëëþ â ö³é òî÷ö³ 
íà ïîâåðõí³ ³ íàïðÿìêàìè íà òî÷êó ñïîñòåðåæåííÿ ³ äæåðåëî.

ßêùî òî÷êà ñïîñòåðåæåííÿ ³ äæåðåëî ñóì³ùåí³, ÿê öå ÷àñòî áóâàº ïðè 
ëîêàö³¿, òî  = 0 ³ 0M Mr r r  , ³ ôîðìóëà (9.53) äåùî ñïðîùóºòüñÿ:


 

 1 2 2

exp(2 )
( ) 2cos .

(4 ) S

ik ikr
p dS

r
r                        (9.54)

9.8. Â³äáèòòÿ çâóêó â³ä ïëîñêîãî äèñêà.
Óÿâëåííÿ ïðî çîíè Ôðåíåëÿ

Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ñèòóàö³þ, êîëè â³äáèâíà ïîâåðõíÿ ÿâ-
ëÿº ñîáîþ ïëîñêèé êðóãëèé äèñê ðàä³óñîì à. Ó öåíòð³ äèñêà ðîçì³ñòèìî 
ïî÷àòîê (òî÷êà Î) öèë³íäðè÷íî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò (R, , z) (ðèñ. 9.7). Íå-
õàé òî÷êà âèïðîì³íþâàííÿ ³ òî÷êà ñïîñòåðåæåííÿ ñóì³ùåí³ — öå òî÷êà Ì, 
ÿêà ðîçì³ùåíà íà îñ³ Oz íà â³äñòàí³ z â³ä ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Óíàñë³äîê ñè-
ìåòð³¿ çàäà÷³ ÿê åëåìåíòàðíó ä³ëÿíêó â³äáèòòÿ ìîæíà âçÿòè òîíêå ê³ëüöå, 
éîãî ïëîùà dS = 2RdR. Êð³ì òîãî, çã³äíî ç ðèñ. 9.7 cos ó ôîðìóë³ (9.54) 
ñòàíîâèòü cos = z/r, òîìó (9.54) çàïèøåìî ó òàêîìó âèãëÿä³:


 1 3

0

exp( 2 )
( ) ,

4

aikz i kr
p M RdR

r
                          (9.55)

äå
2 2 .r z R 

Çðîáèìî çàì³íó çì³ííî¿ R íà r. Çã³äíî ç ñï³ââ³äíîøåííÿì r2 = z2 + R2

ìàºìî rdr = RdR. Òîä³ â³ä ³íòåãðàëà 
(9.55) ïåðåõîäèìî äî òàêîãî ³íòåã-
ðàëà:


 

max

1 2

exp( 2 )
( ) ,

4

r

z

kz i kr
p M i dr

r
 (9.56)

äå

 2 2
max .r z a

Ðèñ. 9.7. Ïðèêëàä ðîçðàõóíêó ïîëÿ ðîçñ³-
þâàííÿ ñôåðè÷íî¿ õâèë³ íà ïëîñêîìó 
äèñêó
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Ðèñ. 9.8. Ïðèêëàä âèçíà÷åííÿ àìïë³òóäè òèñêó ó òî÷ö³ 
Ì çà äîïîìîãîþ âåêòîðíî¿ ä³àãðàìè

Íå âèêëèêàº ñóìí³â³â, ùî ³íòåãðàë (9.56) 
ìîæíà îá÷èñëèòè, ñêëàâøè â³äïîâ³äíó ïðîãðà-
ìó äëÿ ÅÎÌ. Ïðîòå ìè êðàùå çðîçóì³ºìî çàêî-
íîì³ðíîñò³ â³äáèòòÿ, ÿêùî ïðîàíàë³çóºìî ïðî-
öåñ îá÷èñëåííÿ òàê, ÿê öå ðîáèëè, êîëè í³õòî 
íå ìàâ óÿâëåííÿ ïðî êîìï’þòåð, íàäàþ÷è ïðîöå-
ñó îá÷èñëåííÿ ïåâíîãî ô³çè÷íîãî çì³ñòó. Ôîðìóëà 
(9.56) ïîäàº â³äáèòå ïîëå ÿê êîíòèíóàëüíó ñóìó áåç-
ë³÷³ åëåìåíòàðíèõ ãàðìîí³÷íèõ ñèãíàë³â (ïðîñò³-
øå — ñèíóñî¿ä) ç àìïë³òóäàìè, ïðîïîðö³éíèìè dr/r2 ³ ôàçàìè 2kr (òóò ÷èòà÷åâ³ ñë³ä 
ïðèãàäàòè ïðî â³äêèíóòèé íàìè åêñïîíåíö³éíèé ìíîæíèê exp(–it), çà íà-
ÿâíîñò³ ÿêîãî òåçà ïðî ñèíóñî¿äè ñòàº çðîçóì³ëîþ). Ö³ ñèãíàëè âèïðîì³íþ-
þòüñÿ ô³êòèâíèìè äæåðåëàìè, êîæíå ç ÿêèõ ìàº ôîðìó åëåìåíòàðíîãî òîíêîãî 
ê³ëüöÿ (äèâ. ðèñ. 9.7).

Îñê³ëüêè â³äñòàíü â³ä êîæíîãî ç ê³ëåöü äî òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ ð³çíà, 
òî ö³ ñèãíàëè çì³ùåí³ â³äíîñíî îäèí îäíîãî çà ôàçîþ ³ ðåçóëüòàò, ÿê ñóìà 
ñèãíàë³â, çàëåæèòü â³ä öèõ ôàçîâèõ çñóâ³â. Â³çüìåìî çà ïåðøèé ñèãíàë òîé, 
ùî âèïðîì³íþºòüñÿ åëåìåíòàðíèì äæåðåëîì, ÿêå çíàõîäèòüñÿ ó öåíòð³ 
äèñêà. Éîãî ôàçó 2kz â³çüìåìî çà îïîðíó. Ïåðåõîäÿ÷è â³ä îäíîãî åëåìåí-
òàðíîãî ê³ëüöåâîãî äæåðåëà äî ³íøîãî, áà÷èìî, ùî éîãî ôàçà çì³íþºòüñÿ 
íà 2kdr. Îñê³ëüêè áóëà çàñòîñîâàíà êîìïëåêñíà ôîðìà çàïèñó ãàðìîí³ê, òî 
êîæí³é ç íèõ â³äïîâ³äàº êîìïëåêñíå ÷èñëî (òàê çâàíà êîìïëåêñíà àìï-
ë³òóäà), à éîìó — âåêòîð íà êîìïëåêñí³é ïëîùèí³. Äîâæèíà öüîãî âåêòîðà 
º ðåàëüíà àìïë³òóäà ñèíóñî¿äè, à íàõèë äî ãîðèçîíòàë³ — ¿¿ ôàçà. Àìïë³òóä³ 
ñóìàðíî¿ ñèíóñî¿äè â³äïîâ³äàº äîâæèíà ñóìàðíîãî âåêòîðà. Îòæå, ðåçóëüòà-
òîì ³íòåãðóâàííÿ º ðåçóëüòàò ³íòåðôåðåíö³¿ åëåìåíòàðíèõ ãàðìîí³÷íèõ ñèã-
íàë³â ³ éîãî ìîæíà ïðî³ëþñòðóâàòè âåêòîðíîþ ä³àãðàìîþ (íàïðèêëàä, 
ðèñ. 9.8).

Ïåðøèé ç åëåìåíòàðíèõ ñèãíàë³â, ÿêèé ñòâîðþºòüñÿ öåíòðàëüíèì ô³êòèâíèì 
äæåðåëîì çîáðàæóºòüñÿ ãîðèçîíòàëüíèì âåêòîðîì ó íèæí³é ÷àñòèí³ ä³à-
ãðàìè. Äëÿ öüîãî ñèãíàëó çì³ùåííÿ ôàçè õâèë³ íà øëÿõó â³ä Ì äî Î i â³ä Î
äî Ì ñòàíîâèòü 0 = 2kz = 2(2/)z. Âåêòîðè, ùî â³äïîâ³äàþòü ñèãíàëàì â³ä 
ê³ëåöü ç ïîñë³äîâíî çðîñòàþ÷èìè ðàä³óñàìè, äîáóäîâóþòüñÿ îäèí äî îäíîãî, ¿õ íà-
õèë ïîñòóïîâî çì³íþºòüñÿ â³äïîâ³äíî äî çì³íè ôàçè â³äíîñíî ïåðøîãî ñèãíàëó. 
Áà÷èìî, ùî àìïë³òóäà ñóìàðíîãî âåêòîðà çðîñòàº (âåêòîð 1) ïðè äîäàâàíí³ 
ñèãíàë³â îäèí äî îäíîãî àæ äîòè, ïîêè ôàçà îñòàííüîãî ñèãíàëó íå áóäå 
äîð³âíþâàòè 180 (âåêòîð 2) â³äíîñíî ïåðøîãî. Ïðè äîäàâàíí³ íàñòóïíèõ 
ñèãíàë³â àìïë³òóäà ñóìè ïî÷èíàº çìåíøóâàòèñü (âåêòîð 3). Îòæå, íà ïîâåðõí³ 
äèñêà ìîæíà â³äîêðåìèòè çîíó (êðóã, ðàä³óñ ÿêîãî ïîçíà÷èìî R1), óñåðåäèí³ 
ÿêî¿ çíàõîäÿòüñÿ ô³êòèâí³ äæåðåëà, ñèãíàëè â³ä ÿêèõ ùå ï³äñèëþþòü îäèí îäíî-
ãî. Öÿ çîíà íàçèâàºòüñÿ ïåðøîþ çîíîþ Ôðåíåëÿ*. Òóò çì³ùåííÿ ôàçè õâèë³ íà 

                                        
* Ôðåíåëü (Fresnel) Îãþñòåí Æàí (1788—1827) — ôðàíöóçüêèé ³íæåíåð, ô³çèê ³ ìà-

òåìàòèê.
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øëÿõó â³ä Ì äî çîâí³øíüî¿ ìåæ³ ïåðøî¿ çîíè Ôðåíåëÿ i íàçàä äî òî÷êè Ì
äîð³âíþº 1 = 2k(z + /4) = 2kz +  = 0 + . Ïðîñóâàþ÷èñü ïî äèñêó äàë³ â³ä 
éîãî öåíòðà, çíàõîäèìî ô³êòèâí³ äæåðåëà, ñèãíàëè â³ä ÿêèõ òåæ ï³äñèëþþòü 
îäèí îäíîãî, àëå ïîñëàáëþþòü ñèãíàëè â³ä äæåðåë ó ïåðø³é çîí³ Ôðåíåëÿ. 
Ö³ äæåðåëà çíàõîäÿòüñÿ ó ìåæàõ ê³ëüöÿ ç ðàä³óñàìè R1 ³ R2, äå ðàä³óñó R2

â³äïîâ³äàº åëåìåíòàðíå äæåðåëî, ñèãíàë â³ä ÿêîãî çì³ùåíèé çà ôàçîþ íà 2
â³äíîñíî ñèãíàëó â³ä öåíòðàëüíîãî äæåðåëà, 2 = 2k(z + 2/4) = 2kz + 2 = 
= 0 + 2 = 1 + . Ê³ëüöå ç ðàä³óñàìè 1R  ³ 2R  óòâîðþº äðóãó çîíó Ôðåíåëÿ. Çà 
òàêèì æå ïðèíöèïîì â³äîêðåìëþþòüñÿ òðåòÿ ³ âñ³ ³íø³ çîíè Ôðåíåëÿ. Ïðè 
öüîìó âñ³ íåïàðí³ çîíè ï³äñèëþþòü ñèãíàë â³ä ïåðøî¿ çîíè, à âñ³ ïàðí³ éîãî 
ïîñëàáëþþòü. Òàêèì ÷èíîì, ê³ëüê³ñòü íàÿâíèõ çîí Ôðåíåëÿ, ùî âì³ñòèëèñÿ 
íà â³äáèâíîìó äèñêó, âïëèâàº íà àìïë³òóäó â³äáèòîãî ñèãíàëó. Çðîçóì³ëî, ùî 
çá³ëüøåííÿ ðîçì³ðó â³äáèâíîãî äèñêà íå çàâæäè ïðèçâîäèòü äî çðîñòàííÿ 
àìïë³òóäè â³äáèòîãî ñèãíàëó, ÿê íà öå ìîæíà áóëî ÷åêàòè.

Ðàä³óñ n-î¿ çîíè Ôðåíåëÿ ìîæíà çíàéòè ³ç óìîâè

2k(rn – z) = n àáî  2 24
,nR z z n





  

çâ³äêè

2
2 .

4 2 8n

n n n
R z z z

            
   

                   (9.57)

Íàãàäàºìî, ùî íàáëèæåííÿ Ê³ðõãîôà ìîæíà çàñòîñóâàòè, êîëè ðàä³óñ äèñêà 
a >> . ßêùî z >> n/8, òî ôîðìóëà (9.57) íàáóâàº âèãëÿäó

,
2n

nz
R


 .

n
z





                           (9.57à)

Ðàä³óñ ïåðøî¿ çîíè Ôðåíåëÿ º âàæëèâèì ìàñøòàáîì â àêóñòèö³. Äëÿ çàäà÷³ 
â³äáèòòÿ, ÿêó ìè çàðàç ðîçãëÿäàºìî, â³í ñòàíîâèòü

1 ,
2
z

R


 .z





                          (9.58)

Îòæå, ïðè çá³ëüøåíí³ â³äñòàí³ z (òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ) â³ä äæåðå-
ëà äî â³äáèâíîãî äèñêà ðàä³óñè âñ³õ ôðåíåëåâèõ çîí çðîñòàþòü ³ â³äïîâ³äíî 
äî öüîãî ¿õ ê³ëüê³ñòü íà äèñêó çìåíøóºòüñÿ (çðîçóì³ëî, ùî Rn  a). Òàêîãî 
ðîäó ñïîñòåðåæåííÿ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ÿê³ñíîãî àíàë³çó çàëåæ-
íîñò³ àìïë³òóäè åõî-ñèãíàëó â³ä ð³çíèõ ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòð³â ñèòóàö³¿. 
Íèæ÷å íàâåäåìî ïðèêëàä òàêîãî àíàë³çó.

Çàô³êñóºìî â³äñòàíü z ³ áóäåìî çì³íþâàòè ðàä³óñ äèñêà a. Íà ðèñ. 9.9 
íàâåäåíî ðåçóëüòàò îá÷èñëåííÿ àìïë³òóäè åõî-ñèãíàëó øëÿõîì ÷èñëîâîãî 
³íòåãðóâàííÿ çà ôîðìóëîþ (9.56). Â³äñòàíü ³ ðàä³óñ äèñêà íîðìîâàí³ çà äîâ-
æèíîþ õâèë³, à àìïë³òóäà — çà ¿¿ ìàêñèìàëüíèì çíà÷åííÿì. Ïðîàíàë³çóºìî 
öåé ðåçóëüòàò.

Ïðè äîñèòü ìàëèõ ðàä³óñàõ íà ïîâåðõí³ äèñêà âì³ùóºòüñÿ ò³ëüêè ÷àñòè-
íà ïåðøî¿ çîíè Ôðåíåëÿ. Òîìó ïðè çá³ëüøåíí³ ðàä³óñà äîäàþòüñÿ ô³êòèâí³
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äæåðåëà, ùî ïîñèëþþòü åõî-ñèã-
íàë. Çðîñòàííÿ àìïë³òóäè ñïî-
ñòåð³ãàºòüñÿ àæ äîòè, ïîêè íà äèñ-
êó íå âì³ñòèòüñÿ âñÿ ïåðøà çîíà 
Ôðåíåëÿ. Ïðè ïîäàëüøîìó çðî-
ñòàíí³ ðàä³óñà íà äèñêó ç’ÿâëÿºòü-
ñÿ äðóãà çîíà Ôðåíåëÿ. Ô³êòèâí³ 
äæåðåëà, ðîçòàøîâàí³ â í³é, º ïðî-
òèôàçíèìè äî òèõ, ùî çíàõîäÿòüñÿ 
ó ïåðø³é çîí³ ³ ïîñëàáëþþòü åõî-
ñèãíàë. Ïîñëàáëåííÿ áóäå íàéâ³ä-
÷óòí³øèì, êîëè íà äèñêó âì³ñòÿòüñÿ 
äâ³ çîíè Ôðåíåëÿ, à ïîò³ì ïî÷-
íåòüñÿ çá³ëüøåííÿ àìïë³òóäè åõî-
ñèãíàëó çà ðàõóíîê äæåðåë ç òðå-
òüî¿ çîíè ³ òàê äàë³. Âèíèêàº ïè-
òàííÿ, ÷èì æå âñå ñê³í÷èòüñÿ, ÿê-
ùî çá³ëüøóâàòè ðàä³óñ äî íåñê³í-
÷åííîñò³. Â³äïîâ³äü íà íüîãî îäåð-
æàòè íå òàê âàæêî, îñê³ëüêè ïîëå, 
â³äáèòå â³ä íåñê³í÷åííî¿ æîðñòêî¿ 
ïëîùèíè, ìîæíà îá÷èñëèòè ÿê ïî-
ëå óÿâíîãî äæåðåëà, ùî ðîçòàøî-
âàíå çà åêðàíîì ñèìåòðè÷íî äî 
ðåàëüíîãî äæåðåëà (îòæå, íà â³ä-
ñòàí³ 2z â³ä òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ). 
Ä³éñíî, íàâåäåíèé íà ðèñ. 9.10 
ãðàô³ê çàëåæíîñò³ àìïë³òóäè åõî-
ñèãíàëó â³ä ðàä³óñà äèñêà, ðîçðà-
õîâàíèé äëÿ äîñèòü ìàëî¿ â³äñòàí³, 
ïîêàçóº, ùî àìïë³òóäà çá³ãàºòüñÿ 
ñàìå äî òàêî¿ ãðàíèö³.

Ðîçãëÿíåìî ³íøó ñèòóàö³þ: çà-
ô³êñóºìî ðàä³óñ äèñêà ³ áóäåìî â³ä-
äàëÿòè äæåðåëî (³, çðîçóì³ëî, òî÷-
êó ñïîñòåðåæåííÿ) â³ä â³äáèâíîãî 
åêðàíà. Ñïî÷àòêó íà ïîâåðõí³ äèñ-
êà âì³ùóºòüñÿ áàãàòî çîí Ôðåíå-
ëÿ, à ïîò³ì, ¿õ ê³ëüê³ñòü çìåíøó-
ºòüñÿ, îñê³ëüêè ¿õ ðàä³óñè çàëåæàòü â³ä äèñòàíö³¿ (äèâ. (9.57)). Ïîâòîðèâøè 
ïîïåðåäí³ ì³ðêóâàííÿ, ëåãêî çðîçóì³òè, ùî àìïë³òóäà åõî-ñèãíàëó ïîâèííà 
îñöèëþâàòè ïðè çì³í³ äèñòàíö³¿. Öå ï³äòâåðäæóþòü ³ ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â 
(ðèñ. 9.11).

ßê áà÷èìî, îêð³ì îñöèëÿö³é â³äáóâàºòüñÿ ãåíåðàëüíå çìåíøåííÿ 
àìïë³òóäè. Âîíî ïîÿñíþºòüñÿ òèì, ùî àìïë³òóäà êîæíîãî ô³êòèâíîãî äæå-
ðåëà çìåíøóºòüñÿ ç³ çðîñòàííÿì â³äñòàí³ äî â³äáèâíîãî åêðàíà. Ç ò³º¿ 
â³äñòàí³, äå ðîçì³ð ïåðøî¿ çîíè Ôðåíåëÿ âæå ïåðåâèùóº ðîçì³ð äèñêà, îñ-

Ðèñ. 9.9. Çàëåæí³ñòü íîðìîâàíî¿ âåëè÷èíè 
àìïë³òóäè òèñêó ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ â³ä ðàä³óñà 
äèñêà à/ íà â³äñòàí³ z/ = 500

Ðèñ. 9.10. Çàëåæí³ñòü íîðìîâàíî¿ âåëè÷èíè 
àìïë³òóäè òèñêó ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ â³ä ðàä³óñà 
äèñêà à/ íà â³äñòàí³ z/ = 5

Ðèñ. 9.11. Çàëåæí³ñòü íîðìîâàíî¿ âåëè÷èíè 
àìïë³òóäè òèñêó ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ â³ä â³äñòàí³ 
äî òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ z/ äëÿ äèñêà 
ðàä³óñîì a/ = 5
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öèëÿö³¿ çíèêàþòü ³ ïî÷èíàºòüñÿ ìîíîòîííå çìåíøåííÿ àìïë³òóäè çà çàêî-
íîì, îáåðíåíèì êâàäðàòó äèñòàíö³¿. Òîä³ êàæóòü, ùî òî÷êà ñïîñòåðåæåííÿ 
âæå çíàõîäèòüñÿ â äàëüí³é çîí³ â³äáèâà÷à.

Ïîâåðíåìîñÿ äî ôîðìóëè (9.54). ßêùî â³äáèâà÷ óñå-òàêè º äîñèòü ìà-
ëèì ùîäî ïåðøî¿ çîíè Ôðåíåëÿ, òî âñ³ ô³êòèâí³ äæåðåëà, ùî ðîçòàøîâàí³ 
íà íüîìó, ìîæíà ââàæàòè ñèíôàçíèìè ³ âèêîíàòè çàì³íó ï³ä ñèìâîëîì 
³íòåãðàëà: r  z ³ ños   1. Òîä³ òèñê ó òî÷ö³ ñïîñòåðåæåííÿ M âèçíà÷èòüñÿ 
íàáëèæåíîþ ð³âí³ñòþ:


1 2 2

2 exp(2 )
( )

(4 )

ik S ikz
p M

z
.                              (9.59)

Ç ôîðìóëè (9.59) áà÷èìî, ùî â³äáèòà õâèëÿ ó öüîìó âèïàäêó º ñôåðè÷íîþ 
õâèëåþ, îñê³ëüêè ¿¿ àìïë³òóäà çìåíøóºòüñÿ îáåðíåíî äî z íà øëÿõó â³ä 
â³äáèâà÷à äî òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ. Áåðó÷è äî óâàãè, ùî íà øëÿõó â³ä âè-
ïðîì³íþâà÷à äî â³äáèâà÷à âîíà òàêîæ çìåíøóâàëàñü îáåðíåíî äî z, â ôîð-
ìóë³ ìàºìî 1/z2. Âàæëèâî òàêîæ, ùî àìïë³òóäà â³äáèòîãî ñèãíàëó â öüîìó 
ðàç³ ïðîïîðö³éíà ïëîù³ â³äáèâà÷à S. Îòæå, çà àìïë³òóäîþ ìîæíà îòðèìàòè 
óÿâëåííÿ ïðî ðîçì³ðè â³äáèâà÷à.

Íà çàâåðøåííÿ ïàðàãðàôà çàóâàæèìî, ùî íàø³ ì³ðêóâàííÿ ùîäî ðîë³ 
çîí Ôðåíåëÿ ïðè àíàë³ç³ â³äáèòòÿ ñèãíàë³â çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ àíàë³çó çàäà÷ 
âèïðîì³íþâàííÿ ³ ðîçñ³þâàííÿ çâóêó íà ïåðåøêîäàõ òà îòâîðàõ æîðñòêîãî 
åêðàíà.

9.9. Ôóíêö³ÿ Ãð³íà äëÿ ï³âïðîñòîðó

Ïîâåðíåìîñÿ äî ìàòåìàòè÷íîãî âèðàçó äëÿ ïðèíöèïó Ãþéãåí-
ñà (9.43) (ââàæàºìî, ùî îá’ºìí³ äæåðåëà â³äñóòí³, òîáòî q(r0)  0). Íàãà-
äàºìî, ùî äîñ³ ìè íå íàêëàäàëè í³ÿêèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ôóíêö³þ Ãð³íà 

0( , )SG r r( ) , îñê³ëüêè âîíà âèçíà÷åíà äëÿ â³ëüíîãî ïðîñòîðó. ßê íàñë³äîê, 
³íòåãðàë Ê³ðõãîôà äîçâîëÿº îá÷èñëèòè ïîëå ó áóäü-ÿê³é òî÷ö³ ïðîñòîðó, 
ÿêùî â³äîì³ òèñê ³ éîãî íîðìàëüíà ïîõ³äíà íà äåÿê³é ïîâåðõí³ S . Ôàêòè÷-
íî òðåáà âæå ìàòè ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³, òîìó ãîâîðÿòü ïðî (9.43) ÿê ïðî ïåðå-
âèçíà÷åíå ð³âíÿííÿ.

Íåîáõ³äíîñò³ îäíî÷àñíîãî çàäàííÿ òèñêó ³ éîãî íîðìàëüíî¿ ïîõ³äíî¿ 
ìîæíà óíèêíóòè, ÿêùî ïîáóäóâàòè ôóíêö³þ Ãð³íà äëÿ ð³âíÿííÿ Ãåëüì-
ãîëüöà òàêèì ÷èíîì, ùîá âîíà áóëà ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (9.28), çàäîâîëü-
íÿëà óìîâó âèïðîì³íþâàííÿ ³, îêð³ì öüîãî, çàäîâîëüíÿëà îäíó ç ãðàíè÷íèõ 
óìîâ íà ïîâåðõí³ S:

1) 0,
S

G
n





 2) 0.

S
G                                (9.60)

Ó öüîìó ðàç³ â³äïîâ³äí³ ÷ëåíè â ³íòåãðàë³ (9.42) äîð³âíþþòü íóëþ. Öå ïðè-
âîäèòü äî òîãî, ùî ÿêùî 0

S
G  , òî íà ïîâåðõí³ S òðåáà çàäàòè ò³ëüêè òèñê 

 ( )
0
Sp r , à êîëè 0

S

G
n





, òî — ïîõ³äíó  ( )

0 .Sp n r
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Ðèñ. 9.12. Ïðèêëàä âèçíà÷åí-
íÿ ôóíêö³¿ Ãð³íà äëÿ ï³âïðî-
ñòîðó

Ïðîòå ïîáóäîâà ôóíê-
ö³é Ãð³íà, ÿê³ çàäîâîëü-
íÿþòü ãðàíè÷í³ óìîâè 1
àáî 2  â (9.60), â³äîìà ò³ëü-
êè äëÿ çàäà÷ ç äîñèòü ïðî-
ñòîþ ãåîìåòð³ºþ. Çðîçó-
ì³ëî, ùî ôóíêö³ÿ Ãð³íà âèçíà÷àºòüñÿ ò³ëüêè ïîâåðõíåþ S ³ âëàñòèâîñòÿìè 
ñåðåäîâèùà, òîìó ìîæíà ãîâîðèòè ïðî ôóíêö³þ Ãð³íà äëÿ ï³âïðîñòîðó, 
ñôåðè, öèë³íäðà ³ ò.ï.

Âèçíà÷èìî ôóíêö³þ Ãð³íà äëÿ ï³âïðîñòîðó, ÿê ñèòóàö³¿ íàéá³ëüø ïðî-
ñòî¿, àëå äóæå âàæëèâî¿. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ôóíêö³þ Ãð³íà äëÿ ï³âïðîñòîðó 
ç æîðñòêîþ ìåæåþ, òîáòî êîëè âèêîíóºòüñÿ óìîâà 1  â (9.60). Ñóì³ñòèìî 
æîðñòêó ìåæó S ç ïëîùèíîþ z = 0 (ðèñ. 9.12). ßê âæå çíàºìî, ô³çè÷íèé 
åôåêò, ùî îáóìîâëåíèé âïëèâîì ³äåàëüíî¿ ìåæ³ íà çâóêîâå ïîëå äæåðåëà, º 
åêâ³âàëåíòíèì ä³¿ äåÿêîãî äîäàòêîâîãî äæåðåëà. Öå äæåðåëî âèáèðàþòü òà-
êèì ÷èíîì, ùîá ñóìà ïîë³â ä³éñíîãî ³ äîäàòêîâîãî äæåðåë, ÿê³ ðîçì³ùåí³ â 
íåñê³í÷åííîìó ïðîñòîð³, äîð³âíþâàëà ïîëþ ä³éñíîãî äæåðåëà ó âèõ³äí³é 
îáëàñò³ çà íàÿâíîñò³ ìåæ³.

Îòæå, ÿêùî â òî÷ö³ 0r  ðîçì³ùåíå òî÷êîâå äæåðåëî, òî â äàíîìó âèïàäêó 

äîäàòêîâå äæåðåëî ñë³ä ðîçì³ñòèòè â òî÷ö³ 0r , ÿêà ñèìåòðè÷íà â³äíîñíî 
ïëîùèíè z = 0 (ðèñ. 9.12). Ïðè öüîìó äîäàòêîâå äæåðåëî ïîâèííî ìàòè òà-
êó ñàìó ïðîäóêòèâí³ñòü, ÿê ³ ä³éñíå äæåðåëî, ³ ïðàöþâàòè ç íèì ñèíôàçíî. 
Î÷åâèäíî, ùî â òàê³é ñèòóàö³¿ íîðìàëüíà ñêëàäîâà øâèäêîñò³ íà ïëîùèí³ 
z = 0 äîð³âíþº íóëþ, òîáòî óìîâà 1  â (9.60) âèêîíóºòüñÿ.

Îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ Ãð³íà äëÿ â³ëüíîãî ïðîñòîðó âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ 
(9.29), ôóíêö³ÿ Ãð³íà äëÿ ï³âïðîñòîðó ç æîðñòêîþ ìåæåþ ìàòèìå âèãëÿä

   
 

 
 

 
0 0

0
0 0

exp exp
( , ) .

4 4

ik ik
G

r r r r
r r

r r r r
                    (9.61)

ßêùî òî÷êîâå äæåðåëî r0 ñïðÿìóâàòè íà ïîâåðõíþ S (ðèñ. 9.12), òî ìàòè-
ìåìî ( )

0 0 0
S

S S
 r r r  ³ ôóíêö³þ Ãð³íà ìîæíà çàïèñàòè òàê:

   ( )
0( )

0 ( )
0

exp
, .

2

S

S

S

ik
G








r r
r r

r r
                          (9.62)

Íàâåäåìî ôóíêö³þ Ãð³íà äëÿ ï³âïðîñòîðó ç àêóñòè÷íîþ ì’ÿêîþ ìåæåþ S

     0 0( )
0

0

exp exp
, ,

4 4
S

ik ik
G

 

 
 

 

r r r r
r r

r r r r
               (9.63)

òîáòî ìàºìî ñèìåòðè÷íó â³äíîñíî ìåæ³ S ïðîòèôàçíó ïàðó òî÷êîâèõ äæå-
ðåë. Çðîçóì³ëî, ùî â òàêîìó ðàç³ òèñê íà ìåæ³ S äîð³âíþº íóëþ, òîáòî âè-
êîíóºòüñÿ óìîâà 2 â (9.60).
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Ðèñ. 9.13. Ïðèêëàä âèçíà÷åííÿ ³íòåãðàëà Ðåëåÿ

Çàñòîñóºìî ôîðìóëó (9.61) ïðè çíàõîä-
æåíí³ ðîçâ’ÿçêó âàæëèâî¿ çàäà÷³ ïðî âèçíà-
÷åííÿ ïîëÿ âèïðîì³íþâàííÿ äèñêà, ùî êî-
ëèâàºòüñÿ â àêóñòè÷íî æîðñòêîìó åêðàí³. 
Ïîâåðõíÿ åêðàíó çá³ãàºòüñÿ ç ïëîùèíîþ 
õÎó (ðèñ. 9.13).

Íåõàé êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü ïëîñêî-
ãî äèñêà S ñòàíîâèòü    ( ) ( )

0 0 0,S S
n t  r r

exp( )i t  . Òîä³ íà âñ³é ïîâåðõí³ z = 0 âè-
êîíóþòüñÿ òàê³ ãðàíè÷í³ óìîâè:

     
( ) ( )
0 0 ( )

0 0

1 1
,

S S

S
p p

i n i z


 

 
  

 

r r
r                    (9.64)

екран екран

0.
p p
n z
 

  
 

                             (9.65)

Îòî÷èìî îáëàñòü ³ñíóâàííÿ çâóêîâîãî ïîëÿ ïîâåðõíåþ, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç 
ïëîùèíè z = 0 ³ íåñê³í÷åííî¿ ï³âñôåðè  (ðèñ. 9.13). Îòæå, òî÷êà ñïîñòå-
ðåæåííÿ r çíàõîäèòüñÿ âñåðåäèí³ ö³º¿ îáëàñò³: òèñê â í³é çã³äíî ç (9.42) ³ 
(9.62) âèçíà÷àºòüñÿ çà ñï³ââ³äíîøåííÿì 

   ( ) ( )
0 0

( )
0

exp1
( ) ,

2

S S

S
S

ik p
p dS

n

 



r r r

r
r r

                  (9.66)

äå ³íòåãðóâàííÿ âèêîíóºòüñÿ çà ïîâåðõíåþ äèñêà S. ßêùî âçÿòè äî óâàãè, 

ùî 
   

( )
0 ( )

0 0

1
S

S
p

i z









r
r , ³ çì³íèòè íàïðÿìîê íîðìàë³ n äî ïîâåðõí³ S òàê, 

ùîá â³í çá³ãàâñÿ ç íàïðÿìêîì îñ³ Oz, òî (9.66) ïðèéìå âèãëÿä 

    



 


( )
0 ( )

0 0( )
0

exp
( ) .

2

S

S

S
S

iki
p dS

r r
r r

r r
               (9.67)

Ôîðìóëà (9.66) ìàº ïðîñòèé ô³çè÷íèé çì³ñò ³ â³äîáðàæàº â ìàòåìàòè÷í³é 
ôîðì³ ïðèíöèï Ãþéãåíñà äëÿ ïëîñêèõ äæåðåë, ÿê³ ðîçì³ùåí³ â íåñê³í-
÷åííîìó ïëîñêîìó æîðñòêîìó åêðàí³. ¯¿ ñóòü ïîëÿãàº ó òîìó, ùî òàêå ïîëå 
ÿâëÿº ñîáîþ ñóïåðïîçèö³þ ïîë³â òî÷êîâèõ äæåðåë, ùî ðîçì³ùåí³ íà ïîâåð-
õí³ äèñêà ³ âèïðîì³íþþòü ó ï³âïðîñò³ð. Âèðàç (9.66) (àáî (9.67)) íàçèâàþòü 
³íòåãðàëîì Ðåëåÿ.

Ó âèïàäêó äâîâèì³ðíî¿ îáëàñò³ ïðè âèâåäåí³ âèðàçó äëÿ ³íòåãðàëà Ðåëåÿ 
ñë³ä âèêîðèñòàòè ôóíêö³þ Ãð³íà â³ëüíîãî ïðîñòîðó (9.31) äëÿ ë³í³éíîãî 
äæåðåëà. Òîä³ ôóíêö³ÿ Ãð³íà äëÿ ï³âïðîñòîðó ç æîðñòêîþ ìåæåþ (äèâ. 
ðèñ. 9.12) ìàº âèãëÿä
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     (1) (1)
0 0 0 0 0, .

4 4
i i

G H k H k    r r r r r r

Ïîâòîðþþ÷è ì³ðêóâàííÿ, íàâåäåí³ âèùå ïðè âèâåäåíí³ ôîðìóëè (9.67), îò-
ðèìóºìî ïîä³áíèé âèðàç äëÿ äâîâèì³ðíîãî ïðîñòîðó (çðîá³òü ñàìîñò³éíî):

         1
0 0 0 0 .

2
S S

S

p H k dS


 r r rr                   (9.68)

Ïîçíà÷èìî êîîðäèíàòè âåêòîð³â, ùî âèçíà÷àþòü òî÷êó ñïîñòåðåæåííÿ ó 

ïðîñòîð³ ³ íà ïëîùèí³ z = 0, â³äïîâ³äíî   ,x zr i    0 0 ,0
S xr  (íàãàäàéìî, 

ùî ó âèïàäêó äâîâèì³ðíî¿ îáëàñò³, êîëè ãîâîðÿòü ïðî ïëîñêó çàäà÷ó, ïîëå 

íå çàëåæèòü â³ä êîîðäèíàòè ó, ðèñ. 9.12). Òîä³    2 2
0 0
S x x z   r r , ³ ôîð-

ìóëó (9.68) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿä³

        21 2
0 0 0 0 0, .

2
p x z x H k x x z dx








             (9.68à)

9.10. Âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó äèñêîì
â àêóñòè÷íî æîðñòêîìó åêðàí³

Âèïðîì³íþâà÷ ó âèãëÿä³ äèñêà º äóæå âàæëèâîþ ìîäåëëþ äëÿ 
ðåàëüíèõ âèïðîì³íþâà÷³â çâóêó. Öÿ ìîäåëü äîçâîëÿº âèâ÷èòè äåÿê³ îñíîâí³ 
çàêîíîì³ðíîñò³ ðîáîòè ðåàëüíèõ âèïðîì³íþâà÷³â (åëåêòðîäèíàì³÷íèé ãó÷-
íîìîâåöü, ï’ºçî- ³ ìàãí³òîñòðèêö³éí³ ïåðåòâîðþâà÷³). Çðîçóì³ëî, ùî çâóêî-
âå ïîëå áóäå çàëåæàòè â³ä óìîâ, â ÿêèõ êîëèâàºòüñÿ äèñê. Íàéïðîñò³øîþ º 
ñèòóàö³ÿ, ðîçãëÿíóòà ó ðîçä³ë³ 5 — öå êîëèâàííÿ äèñêà â íåñê³í÷åíí³é òðóá³ 
³ç æîðñòêèìè ñò³íêàìè, êîëè äèñê ñòâîðþº ïëîñêó õâèëþ. Çàäà÷³ êîëèâàí-
íÿ äèñêà ó â³ëüíîìó ïðîñòîð³, â íåñê³í÷åííîìó åêðàí³, åêðàí³ ñê³í÷åííèõ 
ðîçì³ð³â, ó äåÿêîìó çàìêíåíîìó àáî íåçàìêíåíîìó îá’ºì³ º ö³êàâèìè ³ âàæ-
ëèâèìè äëÿ àêóñòèêà. Öåé ïåðåë³ê âèçíà÷àº äîñèòü ñêëàäí³ â òåîðåòè÷íîìó 
ïëàí³ çàäà÷³, àëå îäíó ç íèõ ìè ðîçãëÿíåìî. Ìîâà éäå ïðî êîëèâàííÿ äèñêà 
â íåñê³í÷åííîìó æîðñòêîìó åêðàí³. Íàÿâí³ñòü íåñê³í÷åííîãî åêðàíà âèê-
ëþ÷àº âçàºìîä³þ õâèëü, ÿê³ ñòâîðþþòüñÿ äèñêîì â îáîõ ï³âïðîñòîðàõ. Öå 
ä³éñíî ñïðîùóº çàäà÷ó ³ äàº çìîãó âèçíà÷èòè ïîëå äèñêà áåç âïëèâó ö³º¿ 
âçàºìîä³¿. Çà â³äñóòíîñò³ åêðàíà àáî íàÿâíîñò³ åêðàíà ñê³í÷åííèõ ðîçì³ð³â 
ìàº ³ñíóâàòè âçàºìîä³ÿ, ïðî õàðàêòåð ÿêî¿ íà ÿê³ñíîìó ð³âí³ ìîâà éøëà ó 
ê³íö³ ïàðàãðàôà 7.8.

9.10.1. Ïîëå íà îñ³ âèïðîì³íþâà÷à

Îòæå, íåõàé êðóãëèé ïëîñêèé äèñê ðàä³óñîì à êîëèâàºòüñÿ çà 
ãàðìîí³÷íèì çàêîíîì ç ÷àñòîòîþ  â íåñê³í÷åííîìó æîðñòêîìó åêðàí³ 
(ðèñ. 9.14). Ðîçì³ñòèìî â öåíòð³ äèñêà ïî÷àòîê öèë³íäðè÷íî¿ (R,,z) ñèñòå-
ìè êîîðäèíàò. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ñïðîùåíó ñèòóàö³þ, à ñàìå: âèçíà÷èìî 
ïîëå íà îñ³ âèïðîì³íþâà÷à (â³ñü Oz).
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Ðèñ. 9.14. Ïðèêëàä ðîçðàõóíêó ïîëÿ íà 
îñ³ êðóãëîãî äèñêà

Çã³äíî ç ïîïåðåäí³ì ïàðàãðà-
ôîì òèñê ó áóäü-ÿê³é òî÷ö³ ïðî-
ñòîðó âèçíà÷àºòüñÿ ³íòåãðàëîì Ðå-
ëåÿ (9.67). Íåõàé àìïë³òóäà êîëè-
âàëüíî¿ øâèäêîñò³ íà ïîâåðõí³ 
äèñêà S ìàº îäíàêîâ³ çíà÷åííÿ 0, 
òîáòî  ( )

0 0 0
S r . Óíàñë³äîê ñè-

ìåòð³¿ çàäà÷³, àäæå òî÷êà ñïîñòå-
ðåæåííÿ ðîçì³ùåíà íà îñ³ Oz, åëåìåíòàðíèì âèïðîì³íþâà÷åì ïîâåðõí³ 
äèñêà ñë³ä ââàæàòè ê³ëüöå ðàä³óñîì ( )

0
SR  r  ³ øèðèíîþ dR, òîä³ ïëîùèíà 

ê³ëüöÿ ñòàíîâèòü dS = 2RdR. Íà ðèñ. 9.14 âèäíî, ùî â³äñòàíü rM ì³æ òî÷-
êàìè öüîãî ê³ëüöÿ ³ òî÷êîþ ñïîñòåðåæåííÿ M, ÿêà ô³ãóðóº â ³íòåãðàë³ (9.67),

äîð³âíþº ( ) 2 2
0
S

M R z   r r r , äå z — êîîðäèíàòà òî÷êè M âçäîâæ îñ³ 

Oz. Ç óðàõóâàííÿì öèõ çàóâàæåíü ³íòåãðàë (9.67) áóäå ìàòè âèãëÿä

 2 2

0

2 2

exp
( ) 2 .

2

a ik R z
p z i RdR

R z


 




 



0

                   (9.69)

Ïðîâîäÿ÷è çàì³íó R2 + z2 = 2 ³ áåðó÷è äî óâàãè ð³âí³ñòü k = /c, îòðèìóºìî

     
2 2

2 2
0 0( ) exp exp exp

a z

z

p z ik c ik d c ik a z ikz     


         

   2 2 2 2
02 exp sin .

2 2
ik k

i c a z z a z z                
          (9.70)

Ïðîàíàë³çóºìî õàðàêòåðí³ îñîáëèâîñò³ ïîëÿ â³äïîâ³äíî äî âèðàçó (9.70). 
Î÷åâèäíî, ùî ñï³ââ³äíîøåííÿ

 2 2 ( 1)
2
k

a z z m     àáî  2 2 ( 1) ,a z z m     m = 1,2,3,…   (9.71)

äîçâîëÿº âèçíà÷èòè çíà÷åííÿ z, ïðè ÿêèõ àìïë³òóäà òèñêó p(z) äîð³âíþº 
íóëþ. Àíàëîã³÷íî âèçíà÷àþòüñÿ ïîëîæåííÿ ìàêñèìóì³â àìïë³òóäè òèñêó
p(z):

 2 2 (2 1),
2 2
k

a z z n


   

àáî

 2 2 (2 1) ,
2

a z z n


                              (9.72)

n = 1,2,3,…
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Çðîçóì³ëî, ùî òàêà íåð³âíîì³ðí³ñòü çâóêîâîãî ïîëÿ âçäîâæ îñ³ Oz, ïîä³áíî 
äî çàäà÷³ ïðî ðîçñ³þâàííÿ çâóêó íà äèñêó (äèâ. ïàðàãðàô 9.8), îáóìîâëåíà 
ðîçì³ùåííÿì íà ïîâåðõí³ S äèñêà çîí Ôðåíåëÿ. ßê áà÷èìî, íóë³ òèñêó 
âçäîâæ îñ³ Oz â³äïîâ³äàþòü ïàðíîìó ÷èñëó çîí Ôðåíåëÿ, ùî ðîçì³ùóþòüñÿ 
íà âèïðîì³íþâà÷³, à ìàêñèìóìè — íåïàðíîìó ÷èñëó çîí Ôðåíåëÿ.

Âèçíà÷èìî êîîðäèíàòó z1 íàéá³ëüø â³ääàëåíîãî ìàêñèìóìó (ïðè n = 1). 

Çã³äíî ç (9.72) ï³äíåñåìî âèðàç 2 2
1 1 2a z z     äî êâàäðàòà ³ îòðèìàºìî 

øóêàíó â³äñòàíü z1:




 
2

1 .
4

a
z                                      (9.73)

ßêùî âçÿòè a >> , ùî º äóæå ö³êàâèì äëÿ ïðàêòèêè, òî îòðèìàºìî òàêå 
ñï³ââ³äíîøåííÿ:




2

1 .
a

z                                       (9.74)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ÿê ïîâîäèòü ñåáå ïîëå ïðè z >> a2/. Äëÿ öüîãî ðîçêëà-

äåìî 2 2a z  ç (9.70) â ðÿä Òåéëîðà ³ îáìåæèìîñÿ äâîìà ÷ëåíàìè ðÿäó 

(àäæå z >> a): 
2 2

2 2 1 .
2

a a
a z z z

z z
      
 

 Òîä³ 

 
2 2

2 2sin sin .
2 4 4
k ka ka

a z z
z z

          

ßê íàñë³äîê, çà óìîâ z >> a ³ z >> a2/ îòðèìàºìî

0( ) exp( ),
2
V

p z i ikz
z




                             (9.75)

äå V0 = a20 — îá’ºìíà øâèäê³ñòü äèñêà. Òàêèì ÷èíîì, íà âåëèêèõ 
â³äñòàíÿõ ïîëå âçäîâæ îñ³ äèñêà ÿâëÿº ñîáîþ ñôåðè÷íó ðîçá³æíó õâèëþ ³ 
â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ïîëÿ ìîíîïîëÿ (äèâ. ôîðìóëó (7.31)) ò³ëüêè ìíîæíèêîì 
2 , ÿêèé ç’ÿâëÿºòüñÿ óíàñë³äîê òîãî, ùî çâóê ó äàíîìó âèïàäêó âèïðîì³íþ-
ºòüñÿ ó ï³âïðîñò³ð.

Íàïðèêëàä, íà ðèñ. 9.15 çîáðàæåíî íîðìîâàíó çàëåæí³ñòü p(z/)/(c0)
ïðè õâèëüîâîìó ðàä³óñ³ a/ = 4. ßê áà÷èìî, ïðè z/ < z1/  a2/2 ïîëå ìàº 
ñêëàäíó îñöèëþþ÷ó ñòðóêòóðó, ïðè÷îìó ïåð³îä îñöèëÿö³é çìåíøóºòüñÿ ïðè 
íàáëèæåíí³ äî ïîâåðõí³ ïîðøíÿ. Ç³ çá³ëüøåííÿì z âåëè÷èíà p ïðîõîäèòü 
êð³çü íóë³ ³ ìàêñèìóìè, çíà÷åííÿ 2c0 ÿêèõ ó äâà ðàçè á³ëüøå, í³æ ó ïëî-
ñê³é õâèë³. Öþ îáëàñòü çíà÷åíü z  íàçèâàþòü áëèæíüîþ çîíîþ âèïðîì³íþ-
âà÷à, àáî çîíîþ Ôðåíåëÿ. Îñê³ëüêè âèçíà÷åííÿ ïðîòÿæíîñò³ áëèæíüî¿ çîíè 
º â çíà÷í³é ì³ð³ äîâ³ëüíèì, òî, çâè÷àéíî, çà ¿¿ ìåæó ïðèéìàþòü á³ëüøå çíà-
÷åííÿ, à ñàìå: 4a2/.

Çàçíà÷èìî, ùî êîëè ðàä³óñ äèñêà ïðÿìóº äî íåñê³í÷åííîñò³, òî íå â³ä-
áóâàºòüñÿ ïåðåõîäó äî ñèòóàö³¿ êîëèâàííÿ íåñê³í÷åííî¿ ïëîùèíè, ÿêà âè-



Îñíîâè àêóñòèêè

414

Ðèñ. 9.15. Çàëåæí³ñòü àìïë³òóäè òèñêó íà 
îñ³ äèñêà â³ä â³äñòàí³ z/ ïðè a/ = 4

ïðîì³íþº ïëîñêó õâèëþ (p = 
= c0 = const). Ïðîñòîðîâ³ îñöè-
ëÿö³¿ ïîáëèçó äèñêà ïðè ka   íå 
çãëàäæóþòüñÿ, à ¿õ ÷àñòîòà, íàâïà-
êè, çá³ëüøóºòüñÿ. Öå ïîÿñíþºòüñÿ 
âïëèâîì ð³çêîãî êðàþ äèñêà, äå 
øâèäê³ñòü çìåíøóºòüñÿ ñòðèáêîì 

â³ä 0 äî 0. Çà ðåàëüíèõ óìîâ, îñöèëÿö³¿ çãëàäæóþòüñÿ âíàñë³äîê äåìï-
ô³ðóâàííÿ àáî íàÿâíîñò³ ê³íöåâî¿ ïåðåõ³äíî¿ îáëàñò³ á³ëÿ êðàþ äèñêà.

Òàêèì ÷èíîì, äî â³äñòàí³ z1 çâóêîâå ïîëå íà îñ³ âèì³ðþâà÷à õàðàêòåðè-
çóºòüñÿ ñèëüíîþ ³íòåðôåðåíö³ºþ, ÿêà îáóìîâëåíà âçàºìíèì ïîñëàáëåííÿì 
³ ï³äñèëåííÿì âíåñê³â â³ä ð³çíèõ çîí Ôðåíåëÿ. Ïðè z > z1 íà ïîâåðõí³ äèñêà 
ðîçì³ùóºòüñÿ ò³ëüêè ÷àñòèíà ïåðøî¿ çîíè Ôðåíåëÿ. Îñê³ëüêè ³íøèõ çîí 
íåìàº, òî ³íòåðôåðåíö³ÿ â³äñóòíÿ, ³ ïðè ïîäàëüøîìó çá³ëüøåíí³ â³äñòàí³ 
çâóêîâèé òèñê çìåíøóºòüñÿ òàê, ÿê ó ñôåðè÷í³é õâèë³ (äèâ. ôîðìóëó (9.75)).
Ö³ ì³ðêóâàííÿ âêàçóþòü íà òå, ùî ïðè âèì³ðþâàíí³ ÷àñòîòíèõ õàðàêòåðè-
ñòèê âèïðîì³íþâà÷³â (íàïðèêëàä, ãó÷íîìîâöÿ) ñë³ä áóòè îáåðåæíèì, îñîá-
ëèâî â ä³àïàçîí³ âèñîêèõ ÷àñòîò, êîëè ³íòåðôåðåíö³éíå ïîëå ïðîñòÿãàºòüñÿ 
íà äîñèòü çíà÷í³ â³äñòàí³ â³ä ãó÷íîìîâöÿ.

Áëèæíº ïîëå äèñêà ìîæíà îá÷èñëèòè çà äîïîìîãîþ ³íòåãðàëà Ðåëåÿ 
(9.68), ÿêèé çàñòîñîâíèé äëÿ áóäü-ÿêèõ òî÷îê ñåðåäîâèùà. Ïðîòå, ÿêùî 
òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ íå ëåæàòü íà îñ³, òî ïðîâåäåííÿ îá÷èñëåíü íåïðîñòà 
ñïðàâà [41, 48, 59]. Çàäà÷ó îá÷èñëåííÿ áëèæíüîãî ïîëÿ äèñêà ðîçãëÿíåìî 
íèæ÷å, ïðè öüîìó íà áàç³ ìåòîäó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé ïîáóäóºìî äîñèòü 
åôåêòèâíèé àëãîðèòì ðîçðàõóíêó. 

9.10.2. Äàëüíº ïîëå

Òóò ðîçãëÿíåìî á³ëüø ïðîñòó çàäà÷ó — çàäà÷ó ïðî âèçíà÷åííÿ 
ïîëÿ â äàëüí³é çîí³. Îáì³ðêóºìî, ÿê³ çì³íè ñë³ä çðîáèòè â ðèñ. 9.14, ùîá 
â³í â³äïîâ³äàâ äîñë³äæåííþ äàëüíüîãî ïîëÿ. Ïî-ïåðøå, îñê³ëüêè òî÷êà 
ñïîñòåðåæåííÿ ÿâëÿº ñîáîþ áóäü-ÿêó òî÷êó ïðîñòîðó, òî â³äïîâ³äíà ñè-
ìåòð³ÿ, ÿê íà ðèñ. 9.14, â³äñóòíÿ, à îòæå, åëåìåíòàðíèì äæåðåëîì º òî÷êîâå 
äæåðåëî íà ïîâåðõí³ S äèñêà; ïëîùà åëåìåíòàðíîãî äæåðåëà dS = RdRd. 
Ïî-äðóãå, òî÷êà ñïîñòåðåæåííÿ çíàõîäèòüñÿ ó äàëüíüîìó ïîë³, òîìó (äèâ. 
ïàðàãðàô 7.6) ïðîìåí³, âçäîâæ ÿêèõ ïîøèðþþòüñÿ õâèë³ â³ä ñóêóïíîñò³ 
òî÷êîâèõ äæåðåë íà ïîâåðõí³ S äèñêà, ñë³ä ïðîâîäèòè ïàðàëåëüíèìè. Çà-
çíà÷åí³ ì³ðêóâàííÿ â³äîáðàæåí³ íà ðèñ. 9.16; òóò ïîêàçàíî äâà ïðîìåí³, ÿê³ 
ïðîâåäåí³ â³ä äâîõ òî÷êîâèõ äæåðåë.

Ïîâåðíåìîñÿ äî ³íòåãðàëà Ðåëåÿ (9.68). Çàïèøåìî â³äñòàíü ( )
0
Sr r  â³ä 

åëåìåíòàðíîãî äæåðåëà íà äèñêó (òî÷êè Î íà ðèñ. 9.16) äî òî÷êè ñïîñòå-
ðåæåííÿ Ì, ÿêà çíàõîäèòüñÿ íà íåñê³í÷åííîñò³, ó âèãëÿä³ ( )

0
S r   r r , äå  

r = r — äîâæèíà ïðîìåíÿ ON â³ä åëåìåíòàðíîãî äæåðåëà, ùî ðîçì³ùåíî 
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â öåíòð³ äèñêà (òî÷êà Î íà ðèñ. 9.16);  — ð³çíèöÿ õîäó ïðîìåíÿ ON ³ áóäü-
ÿêîãî ³íøîãî (íà ðèñ. 9.16 öå ïðîì³íü ON). Òîä³, áåðó÷è äî óâàãè, ùî 

 ( )
0 0 0

S r , à òàêîæ ïàì’ÿòàþ÷è, ùî äëÿ äàëüíüîãî ïîëÿ çì³íà àìïë³òóäè 

òèñêó äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòàðíîãî äæåðåëà íà ïîâåðõí³ S äèñêà âèçíà-
÷àºòüñÿ íàáëèæåíî, ÿê 1/r, ïåðåïèøåìî ôîðìóëó (9.68) ó âèãëÿä³ 

0 exp( )
( ) exp( ) .

2 S

i ikr
p ik dS

r





  r                    (9.76)

Òåïåð âèçíà÷èìî ð³çíèöþ õîäó ïðîìåí³â   ÷åðåç êóòè íàïðÿìêó íà òî÷êó 
ñïîñòåðåæåííÿ Ì ³ êîîðäèíàòè åëåìåíòàðíèõ äæåðåë íà äèñêó. Î÷åâèäíî, 
ùî óíàñë³äîê îñüîâî¿ ñèìåòð³¿ äèñêà ïîëå òèñêó áóäå çàëåæàòè ò³ëüêè â³ä 
êóòà  (ðèñ. 9.16). Ââåäåìî íà ïëîùèí³ äèñêà ïîëÿðíó ñèñòåìó êîîðäèíàò 
( ( )

0
SR  r , ). Îñê³ëüêè ïîëå âèïðîì³íþâàííÿ äèñêà çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä 

êóòà , òî ðîçì³ñòèìî îïîðíèé ïðîì³íü ON, íàïðèêëàä, â ïëîùèí³ xOz. 
Òîä³ ð³çíèöÿ õîäó  ïðîìåí³â ON ³ ON áóäå äîð³âíþâàòè â³äð³çêó OA, àäæå 
OB  xOz i BA  ON çã³äíî ç ïîáóäîâîþ. Çâ³äñè  = OA = R sincos, à 
dS = RdRd. Ï³äñòàâèìî ö³ âèðàçè â (9.76), îäåðæèìî

 
2

0

0 0

exp( )
( ) exp sin cos .

2

ai ikr
p r RdR ikR d

r


  


             (9.77)

Âèêîðèñòîâóþ÷è â³äîìå ñï³ââ³äíîøåííÿ [49]: 
2

0
0

exp( cos 2 ( )ib d J b


     , 

äå J0(b) — ôóíêö³ÿ Áåññåëÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó, â³ä (9.77) ïåðåõîäèìî äî 
âèðàçó

   0 0
0

exp( )
( ) ( sin ) ,

Rikr
p r i J kR RdR

r

ÿêèé âèçíà÷àº ñóìó âíåñê³â åëåìåíòàðíèõ ê³ëåöü ðàä³óñîì R ³ øèðèíîþ dR. 
Âðàõîâóþ÷è äàë³ ³íøó â³äîìó âëàñòèâ³ñòü áåññåëåâèõ ôóíêö³é [49]: 0( )J b bdb 

1( )bJ b  (J1(b) — ôóíêö³ÿ Áåññåëÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó), ï³ñëÿ íåñêëàäíèõ ïå-
ðåòâîðåíü îòðèìóºìî îñòàòî÷íó ôîðìóëó

0 12 ( sin )exp( )
( ) ,

2 sin
V J kaikr

p r i
r ka




 
     

 (9.78)

äå V0 = a20. Ïðè  = 0, òîáòî, êîëè äëÿ 
ïîëÿ íà îñ³ âèðàç ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ ó 
ôîðìóë³ (9.78) äîð³âíþº îäèíèö³, öÿ ôîð-
ìóëà ïåðåõîäèòü â îòðèìàíó ðàí³øå (9.75). 
Ïðè çíà÷åííÿõ êóòà , â³äì³ííèõ â³ä íóëÿ,

Ðèñ. 9.16. Ïðèêëàä âèçíà÷åííÿ äàëüíüîãî ïîëÿ
äèñêà
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àìïë³òóäà òèñêó îñèëþþ÷è çìåí-
øóºòüñÿ. Õàðàêòåð îñöèëÿö³é àìï-
ë³òóäè òèñêó âèçíà÷àºòüñÿ ôóíê-
ö³ºþ 2J1()/,  = ka sin, a õàðàê-
òåðèñòèêà ñïðÿìîâàíîñò³ ìîäóëåì
R() = 2J1()/.

Ãðàô³ê ôóíêö³¿ 2J1()/ íàâå-
äåíî íà ðèñ. 9.17. Ìàêñèìóì ïðè 
 = 0 â³äïîâ³äàº ãîëîâíîìó ìàêñè-
ìóìó õàðàêòåðèñòèêè ñïðÿìîâàíî-
ñò³ â îñüîâîìó íàïðÿìêó ( = 0). 
Çíà÷åííÿ 1  3,83, 3  7,02, 5 
 10,17,… äàþòü ìîæëèâ³ñòü âè-

çíà÷èòè êóò 1 òà ³íø³ íàïðÿìêè 3,5,… íóëüîâèõ çíà÷åíü ä³àãðàìè ñïðÿ-
ìîâàíîñò³: sin1  0,61/a, sin3  1,11/a,  5sin 1,62 ,...a  Ïîëîæåííÿ 

äîäàòêîâèõ ìàêñèìóì³â âèçíà÷àþòüñÿ çà çíà÷åííÿìè àðãóìåíò³â 2  5,14, 
4  8,42, 6  11,62, …, òîä³ ìàêñèìóìè äîð³âíþþòü: R(2)  0,13, R(4) 
 0,065, R(6)  0,04, … 

Ïðîñòîðîâà õàðàêòåðèñòèêà ñïðÿìîâàíîñò³ äèñêà ÿâëÿº ñîáîþ ïîâåðõíþ 
ò³ëà îáåðòàííÿ õàðàêòåðèñòèêè ñïðÿìîâàíîñò³ R() íàâêîëî îñ³ Oz. Çðî-
çóì³ëî, ùî ñïðÿìîâàí³ âëàñòèâîñò³ äèñêà (³ âçàãàë³ áóäü-ÿêîãî äæåðåëà) 
ñóòòºâî çàëåæàòü â³ä õâèëüîâîãî ðàä³óñà ka = 2a/. Öþ çàëåæí³ñòü ìîæíà 
äîñë³äèòè çà äîïîìîãîþ ãðàô³êà íà ðèñ. 9.17. Ðåêîìåíäóºìî ÷èòà÷åâ³ ñà-
ìîñò³éíî íàïèñàòè ïðîãðàìó äëÿ ÅÎÌ, ùî äàñòü ìîæëèâ³ñòü ïîáóäóâàòè 
õàðàêòåðèñòèêó ñïðÿìîâàíîñò³ äèñêà â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ:

   



 12 sin

sin

J ka
R

ka
                             (9.79)

³ ïðîâåñòè â³äïîâ³äí³ äîñë³äæåííÿ.
Íà çàâåðøåííÿ íàâåäåìî ïðîñòó ãðàô³÷íó ïîáóäîâó, ÿêà ³ëþñòðóº ðîç-

ïîä³ë ó ïðîñòîð³ îñíîâíî¿ ÷àñòêè åíåðã³¿, ùî âèïðîì³íþºòüñÿ ïîðøíåì. ßê 
âæå çàçíà÷àëè, íàéáëèæ÷èé äî îñ³ äèñêà (íàïðÿì  = 0) íóëü â õàðàêòåðèñ-
òèö³ ñïðÿìîâàíîñò³ ³ñíóº ïðè sin1 = 0,61/a. ßêùî äîâæèíà õâèë³  << a, 
òî 1  0,61/à. Òåïåð âèçíà÷èìî êóò 0,7, ïðè ÿêîìó òèñê â³äíîñíî îñüîâîãî 
íàïðÿìêó çìåíøóºòüñÿ äî ð³âíÿ 1 2 0,7 , òîáòî ïîòóæí³ñòü çìåíøóºòüñÿ 

ó 2 ðàçè. Ç ðèñ. 9.17 ìàºìî sin0,7  0,25/a, çâ³äêè 0,7  /4a.
Íà ðèñ. 9.18 íàâåäåíà òàêà ãðàô³÷íà ïîáóäîâà: â³ä êðà¿â äèñêà ïðîâåäå-

íî ïàðàëåëüíî îñ³ äâà â³äð³çêè äîâæèíîþ 4à2/ (ïðîòÿæí³ñòü áëèæíüî¿ çî-
íè); ÷åðåç ¿õ ê³íö³ ³ öåíòð äèñêà ïðîâåäåíî äâà ïðîìåí³. Êóò , ùî óòâî-
ðþþòü ö³ ïðÿì³ ç â³ññþ Oz, î÷åâèäíî, âèçíà÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì 

2tg
4(4 )

a
aa



  . Ïðè a >>  òàíãåíñ ìîæíà çàì³íèòè éîãî àðãóìåíòîì, 

îòæå,   /4a = 0,7, òîáòî ìàºìî êóòè, ÿê³ âèçíà÷àþòü çìåíøåííÿ ³íòåí-
ñèâíîñò³ çâóêó â 2 ðàçè. Íà ðèñ. 9.18 ãðàô³÷íî çîáðàæåíà îáëàñòü, â ÿê³é çî-

Ðèñ. 9.17. Ãðàô³ê ôóíêö³¿ 2J1()/
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Ðèñ. 9.18. Ïðèêëàä ïîáóäîâè 
êàðòèíè ïîëÿ äèñêà

ñåðåäæóºòüñÿ îñíîâíà ÷à-
ñòêà åíåðã³¿, ùî âèïðîì³-
íþºòüñÿ äèñêîì. Çàçíà÷è-
ìî, ùî â ñòðóêòóð³ áëèæ-
íüîãî ïîëÿ, ÿêå áóäåìî äî-
ñë³äæóâàòè íèæ÷å, åíåð-
ã³ÿ ïðàêòè÷íî íå ðîçá³ãàºòüñÿ. Äàë³ â³ä áëèæíüî¿ çîíè çâóêîâå ïîëå ïîñòó-
ïîâî íàáóâàº âèãëÿäó ñôåðè÷íî¿ ðîçá³æíî¿ õâèë³ (íàãàäàºìî, ùî òàêà 
ÿê³ñíà êàðòèíà ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ïðè çíà÷íèõ õâèëüîâèõ ðîçì³ðàõ äèñêà).

9.10.3. Îï³ð âèïðîì³íþâàííÿ 

ßê ìè çíàºìî, îï³ð âèïðîì³íþâàííÿ (äèâ. ôîðìóëó (7.16)) º 
âàæëèâîþ ³íòåãðàëüíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ âèïðîì³íþâàííÿ, ÿêà ó âèãëÿä³ 
îäíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà äàº ìîæëèâ³ñòü îö³íèòè âëàñòèâîñò³ âèïðîì³-
íþâà÷à ùîäî ñòâîðåííÿ ïîòîêó çâóêîâî¿ åíåðã³¿ â³ä ïîâåðõí³ êîëèâíîãî ò³ëà 
â ñåðåäîâèù³.

Âèçíà÷èìî îï³ð âèïðîì³íþâàííÿ êðóãëîãî äèñêà ó æîðñòêîìó åêðàí³, 
ÿêèé êîëèâàºòüñÿ çà ãàðìîí³÷íèì çàêîíîì  = 0exp(–it). Äëÿ ðîçâ’ÿçêó 
çàäà÷³ íåîáõ³äíî çíàòè ðîçïîä³ë òèñêó íà ïîâåðõí³ äèñêà, àäæå ñèëó ðåàêö³¿ 
ñåðåäîâèùà ìîæíà âèçíà÷èòè, ïðî³íòåãðóâàâøè òèñê çà ïîâåðõíåþ äèñêà 

S
S

F p dS  .

Îñê³ëüêè ôîðìóëà (9.68) âèçíà÷àº òèñê ó áóäü-ÿê³é òî÷ö³ ïðîñòîðó, ó 
òîìó ÷èñë³ ³ íà ïîâåðõí³ âèïðîì³íþâà÷à, òî

 0
exp

,
2S

S

ikri
p dS

r



                              (9.80)

äå r — â³äñòàíü ì³æ ïàðîþ òî÷îê íà ïîâåðõí³ S, îäíà ç ÿêèõ âèïðîì³íþº, à 
äðóãà — º òî÷êîþ ñïîñòåðåæåííÿ (ðèñ. 9.19). Îòæå, çã³äíî ç âèçíà÷åííÿì 
ìàºìî òàêó ôîðìóëó äëÿ îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ äèñêà â íåñê³í÷åííîìó 
æîðñòêîìó åêðàí³:

 0
â

exp
.

2 S S

ikri
Z dSdS

r




                          (9.81)

Ïîäàëüø³ ðîçðàõóíêè çâîäÿòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàëà (9.81). Öÿ çàäà÷à 
áóëà ðîçâ’ÿçàíà Ðåëåºì. Ââåäåìî íà ïîâåðõí³ äèñêà ïîëÿðí³ êîîðäèíàòè 
r1, ³ ðîçãëÿíåìî äåÿêèé åëåìåíò dS éîãî ïîâåðõí³, ùî çíàõîäèòüñÿ íà 
â³äñòàí³ r1 â³ä éîãî öåíòðà Î (ðèñ. 9.19). Âèçíà÷èìî ñèëó ðåàêö³¿ ñåðåäîâè-
ùà, ÿêà ä³º íà âíóòð³øíþ ùîäî åëåìåíòà dS ÷àñòèíó ïîâåðõí³ äèñêà (êðóã 
ðàä³óñîì r1), îáóìîâëåíó âèïðîì³íþâàííÿì ò³ëüêè öüîãî åëåìåíòà:

 
1

0
1

exp
,

2 S

ikri dS
dF dS

r



                         (9.82)
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Ðèñ. 9.19. Ïðèêëàä îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàëà 
(9.81)

äå S1 — êðóã ðàä³óñîì r1. Çàçíà÷è-
ìî, ùî âèðàç (9.82) âèçíà÷àº òàêîæ 
³ ñèëó, ÿêà ä³º íà åëåìåíò dS, îáó-
ìîâëåíó âèïðîì³íþâàííÿì êðóãà ðà-
ä³óñîì r1. Ïîäâîþþ÷è âèðàç (9.82), 
îòðèìóºìî ñóìàðíó ñèëó 2dF. ßê-
ùî òåïåð ðîçãëÿíóòè ð³çí³ åëåìåí-
òè ïîâåðõí³ äèñêà ³ â³äïîâ³äí³ ¿ì 
êðóãè òà ñêëàñòè âñ³ ñèëè 2dF, òî 
òàêèì ÷èíîì ìè âðàõóºìî âïëèâ 
êîæíîãî åëåìåíòà ïîâåðõí³ íà âñ³ 
³íø³ òî÷êè äèñêà.

Ïåðåéäåìî äî îá÷èñëþâàííÿ ³íòåãðàëà (9.82). Ââåäåìî ùå îäíó ñèñòåìó 
ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò r,, öåíòð ÿêî¿ ñóì³ñòèìî ç ðîçãëÿäóâàíèì (âèïðî-
ì³íþâàëüíèì) åëåìåíòîì ïîâåðõí³ dS. Ïðè ³íòåãðóâàíí³ çà S1 êîîðäèíàòà 
çì³íþºòüñÿ â³ä –/2 äî +/2, à êîîðäèíàòà r (óçäîâæ ïðîìåíÿ  = const) —
â³ä 0  äî 2r1cos. Ïëîùà åëåìåíòà ïîâåðõí³ âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ dS1 = 
= rdrd. Îòæå,

 12 cos2
0

2 0

exp
2

r ikrdS
dF i d rdr

r






 

 

   

 
2

0 1
0

2
1 exp 2 cos .c dS i kr d



   


 
   

 
                     (9.83)

²íòåãðàë ó ôîðìóë³ (9.83) º òàáëè÷íèì: 
/ 2

1 0 1
0

2
cos(2 cos ) (2 )kr d J kr



 


 , 

/ 2

1 0 1
0

2
sin(2 cos ) (2 )kr d kr



 


 S , îòæå,

2dF = c0dS(1 – J0(2kr1) – iS0(2kr1)),                  (9.84)

äå J0(2kr1) ³ S0(2kr1) — ôóíêö³¿ Áåññåëÿ ³ Ñòðóâå* íóëüîâîãî ïîðÿäêó.
Òåïåð äîäàìî âñ³ ñèëè 2dF, ïðè÷îìó â òàê³é ïîñë³äîâíîñò³: ñïî÷àòêó

ï³äñóìóºìî âñ³ åëåìåíòè, ùî ëåæàòü íà êîë³ ðàä³óñîì r1 (òîíêå ê³ëüöå, ðèñ. 
9.19), à ïîò³ì — âíåñêè âñ³õ òàêèõ ê³ëåöü, òîáòî

   
2

0 0 1 0 1 1 1
0 0

1 2 2 .
a

F c J kr i kr r dr d


        S             (9.85)

²íòåãðóâàííÿ çà êóòîì  çâîäèòüñÿ äî ìíîæåííÿ íà 2, à ïðè îá÷èñëåíí³ 
³íòåãðàëà çà r1 âèêîðèñòàºìî äîâ³äêîâó ìàòåìàòè÷íó ë³òåðàòóðó [49]:

 0 1
0

( ) ,J z zdz J


   0 1
0

( ) .z zdz


 S S                   (9.86)

                                        
* Ñòðóâå Âàñèëü ßêîâè÷ (1793—1864) — ðîñ³éñüêèé àñòðîíîì ³ ãåîäåçèñò.
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Ðèñ. 9.20. Çàëåæíîñò³ êîåô³ö³ºíò³â R (à) ³ X (á) â³ä õâèëüîâîãî ðàä³óñà ka: 
ñóö³ëüí³ êðèâ³ — äëÿ äèñêà íà åêðàí³; øòðèõîâ³ — äëÿ ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè

Ç óðàõóâàííÿì (9.85) ï³ñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìàºìî îñòàòî÷íó 
ôîðìóëó äëÿ îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ

Zâ = cS(R – iX), S = a2,                         (9.87)

äå

 12 2
1 ,

2

J ka
R

ka
 

 12 2
.

2

ka
X

ka

S

                     (9.88)

Ãðàô³êè êîåô³ö³ºíò³â R ³ X, ÿê³ âèçíà÷àþòü àêòèâíó ³ ðåàêòèâíó ñêëàäîâ³
îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ, íàâåäåí³ íà ðèñ. 9.20. Ïîð³âíþþ÷è êðèâ³ äëÿ äèñêà 
³ ñôåðè, çàçíà÷àºìî, ùî âîíè ïîä³áí³, îñîáëèâî íà ïî÷àòêîâèõ ä³ëÿíêàõ. 
Öå ï³äòâåðäæóº ³ àíàë³ç ôîðìóë (9.88) ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ ka. Ä³éñíî, ðÿ-
äè äëÿ ôóíêö³é J1(2ka) ³ S1(2ka) ìàþòü âèãëÿä

       2 4 6

1 2 1 ... ,
1 !2 ! 2 !3 ! 3 ! 4 !

ka ka ka
J ka ka

 
     

  
                (9.89)

       2 4 6

1 2 2 2 2 2 2

2 2 22
2 ... ,

1 3 1 3 5 1 3 5 7

ka ka ka
ka



 
    

       
S            (9.90)

òîä³ ôîðìóëè (9.88) çàïèøåìî òàê:

     2 2 4

1 ... ,
2 6 72

ka ka ka
R

 
    

  
                        (9.91)

   2 2
2 28

1 ... .
3 15 525

ka kaka
X



 
    

  
                       (9.92)



Îñíîâè àêóñòèêè

420

Îáìåæóþ÷èñü ìîëîäøèìè ñòåïåíÿìè ðîçêëàäó, îòðèìóºìî

 2
,

2

ka
R 

8
.

3
ka

X


                                   (9.93)

ßê áà÷èìî, ïðè ìàëèõ ka, ÿê ³ ó âèïàäêó ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè, àêòèâíà êîì-
ïîíåíòà îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ ïðîïîðö³éíà ÷àñòîò³ â êâàäðàò³ (õâèëüîâî-
ìó ðàä³óñó ka â êâàäðàò³), à ðåàêòèâíà — ïðÿìî ïðîïîðö³éíà ÷àñòîò³. Öåé 
çá³ã íå âèïàäêîâèé. Ð³÷ ó òîìó, ùî ïðè à <<  äèñê â íåñê³í÷åííîìó åêðàí³ 
ÿâëÿº ñîáîþ òî÷êîâå äæåðåëî ³, â³äïîâ³äíî, âèïðîì³íþº ñôåðè÷íó õâèëþ (à 
ñàìå òèï õâèë³ âèçíà÷àº îï³ð âèïðîì³íþâàííÿ).

Ç³ çðîñòàííÿì õâèëüîâîãî ðîçì³ðó ka âèÿâëÿºòüñÿ ùå îäíà çàêîíîì³ð-
í³ñòü, ÿêó ìè âæå ñïîñòåð³ãàëè ó âèïàäêó ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè: àêòèâíà êîì-
ïîíåíòà îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ ïðÿìóº äî ñâîãî ìàêñèìóìó, ùî äîð³âíþº 
îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ äèñêà ó òðóá³ (cS), à ðåàêòèâíà êîìïîíåíòà — äî 
íóëÿ (ðèñ. 9.20).

Êîìïëåêñíèé õàðàêòåð îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ ïîÿñíþºòüñÿ ç òèõ æå 
ì³ðêóâàíü, ùî ³ ó âèïàäêó ïóëüñóþ÷î¿ ñôåðè: ä³éñíà ÷àñòèíà ïîâ’ÿçàíà ç 
óòðàòàìè åíåðã³¿ íà âèïðîì³íþâàííÿ, à â³ä’ºìíà óÿâíà ÷àñòèíà ÿâëÿº ñîáîþ 
³íåðö³éíèé îï³ð ïðèºäíàíî¿ ìàñè. ²ç ôîðìóë (9.87), (9.88) íåâàæêî îòðèìà-

òè, ùî  ïð 12
2

a
M S ka

k


 . Çà óìîâè ka << 1, áåðó÷è äî óâàãè ôîðìóëè 

(9.93), ìàºìî Mïð  8à3/3. Ïðè çá³ëüøåíí³ õâèëüîâîãî ðàä³óñà ka äèñêà 
ïðèºäíàíà ìàñà Ìïð çìåíøóºòüñÿ.

9.11. Ôóíêö³ÿ Ãð³íà äëÿ êëèíà

Çàäà÷à ïðî ðîçñ³þâàííÿ õâèë³ íà êëèí³ º äóæå âàæëèâîþ, àäæå 
ç ¿¿ ðîçâ’ÿçêîì ïîâ’ÿçàíî áàãàòî óÿâëåíü ïðî õâèëüîâ³ ïðîöåñè â àêóñòèö³, 
îïòèö³ ³ ðàä³îô³çèö³. ¯¿ âñåá³÷íèé àíàë³ç ìîæíà çíàéòè ó ïðàöÿõ [57, 61]. 
Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê äèôðàêö³¿ öèë³íäðè÷íî¿ õâèë³ íà êëèí³.

9.11.1. Ðîçñ³þâàííÿ öèë³íäðè÷íî¿ çâóêîâî¿ õâèë³
íà êëèí³

Îòæå, ìàºìî äâîâèì³ðíó çàäà÷ó ðîçñ³þâàííÿ öèë³íäðè÷íî¿ 
õâèë³ íà êëèí³ (ðèñ. 9.21). Õâèëÿ óòâîðþºòüñÿ òî÷êîâèì äæåðåëîì ó âèãëÿä³
íåñê³í÷åííî äîâãî¿ ë³í³¿, ÿêà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè ðèñóíêà ³ ïàðà-
ëåëüíà ðåáðó êëèíà. Ðîçì³ñòèìî öåíòð Î ïîëÿðíî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò (r,) 
íà âåðøèí³ êëèíà, éîãî çîâí³øí³é êóò äîð³âíþº , òîä³ íà ìåæàõ êëèíà 
ìàºìî  = 0, r = [0,) ³  = , r = [0,). Äæåðåëî çíàõîäèòüñÿ â òî÷ö³ Ì0 ç 
êîîðäèíàòàìè âåêòîðà r0 = {r0,0}, à òî÷êà ñïîñòåðåæåííÿ M âèçíà÷àºòüñÿ 
âåêòîðîì r = {r,}, îòæå, â³äñòàíü ì³æ òî÷êàìè Ì0 ³ Ì âèçíà÷àºòüñÿ òàê: 
r0 – r = R.

Ôóíêö³ÿ Ãð³íà äëÿ â³ëüíîãî ïðîñòîðó ó äâîâèì³ðíîìó âèïàäêó:

    (1)
0 0 0,

4
i

G H kr r r r                            (9.94)
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Ðèñ. 9.21. Ïðèêëàä äâîâèì³ðíî¿ çàäà÷³ ðîç-
ñ³þâàííÿ öèë³íäðè÷íî¿ õâèë³ íà êëèí³

çàäîâîëüíÿº íåîäíîð³äíå ð³âíÿííÿ 
Ãåëüìãîëüöà:

      
    02

0 0, ,
r r

G k G
r

r r r r

                   0 ,           (9.95)

äå îïåðàòîð Ëàïëàñà â ïîëÿðíèõ 
êîîðäèíàòàõ ìàº âèãëÿä

2 2

2 2 2

1 1
.

r rr r 
  

   
 

                              (9.96)

Çàçíà÷èìî, ùî îïåðàòîð Ëàïëàñà ä³º íà ôóíêö³þ G ïî êîîðäèíàòàõ òî÷êè 
ñïîñòåðåæåííÿ r,, à íå ïî êîîðäèíàòàõ äæåðåëà r0,0.

Íåîáõ³äíî ïîáóäóâàòè ôóíêö³þ Ãð³íà äëÿ ð³âíÿííÿ (9.95), ÿêà çàäî-
âîëüíÿº ãðàíè÷í³ óìîâè íà ìåæàõ êëèíà  = 0 ³  = . Âèêîíàºìî íåîáõ³äí³ 
âèêëàäêè, ÿê öå çðîáëåíî ó ïðàö³ [61]. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó îäíîð³äíå 
ð³âíÿííÿ, ùî â³äïîâ³äàº ð³âíÿííþ (9.95), â³äíîñíî äåÿêî¿ ôóíêö³¿ F(r,):

2 2
2

2 2

1
0.

F F F
k F

r rr 
  

   
 

                       (9.97)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ, áóäåìî øóêàòè ðîçâ’ÿçîê ó 
âèãëÿä³ F(r,) = R(r)(). Âèêîíóþ÷è âæå çíàéîì³ íàì ïåðåòâîðåííÿ, çàïè-
ñóºìî (9.97) òàê: 

2 2 2
2 2

2 2

( ) ( ) ( ) 1
.

( ) ( ) ( )
r d R r r dR r d

k r
R r R r drdr d





   


          (9.98)

Ë³âà ÷àñòèíà çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä r, ïðàâà — ò³ëüêè â³ä , òîìó êîæíà ç íèõ 
ìîæå äîð³âíþâàòè ëèøå ñòàë³é âåëè÷èí³. Ïîçíà÷èâøè ¿¿ ÷åðåç v2, îäåðæèìî 
äâà ð³âíÿííÿ:

2 2
2

2 2

( ) 1 ( )
( ) 0,

d R r dR r v
k R r

r drdr r

 
    

 
                (9.99)

2
2

2 ( ) 0.
d

v
d





                                 (9.100)

Ð³âíÿííÿ (9.99) ìè ðîçãëÿäàëè, êîëè äîñë³äæóâàëè öèë³íäðè÷íèé âèïðî-
ì³íþâà÷ (äèâ. (7.115)). Éîãî ðîçâ’ÿçîê âèçíà÷àºòüñÿ öèë³íäðè÷íèìè ôóíê-
ö³ÿìè J(kr) ³ (1)( )vH kr ; ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (9.100) º òðèãîíîìåòðè÷í³ ôóíê-

ö³¿ cos() ³ sin(). Ó çàäà÷³ ïðî âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó öèë³íäðîì ïàðà-
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ìåòð v áóâ ö³ëèì ÷èñëîì, ùî âèçíà÷àëîñÿ óìîâîþ îäíîçíà÷íîñò³ ïîëÿ ïðè 
îáõîä³ íàâêîëî öèë³íäðà. Ó êëèíîâèäí³é îáëàñò³ ïîëå âèçíà÷àºòüñÿ â îá-
ëàñò³ çì³íè êóòà  â³ä 0 äî , òîìó v ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ïîâèííî áóòè 
íåö³ëèì.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó êëèí ç àêóñòè÷íî æîðñòêèìè ìåæàìè. Ãðàíè÷í³ 
óìîâè íà ìåæàõ êëèíà º òàê³:

0

0,
p
n 





0.

p
n  





                             (9.101)

Îñê³ëüêè äèôåðåíö³þâàííÿ çà íîðìàëëþ åêâ³âàëåíòíå äèôåðåíö³þâàííþ çà 
äîáóòêîì r ïðè ñòàëîìó r ³ çì³ííîìó , òî ãðàíè÷í³ óìîâè (9.101) ìàòè-
ìóòü âèãëÿä

0,
 





0.

  





                           (9.102)

Çàïèøåìî ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (9.100) ó âèãëÿä³ () = A cos(v) + B sin(v). 
²ç ãðàíè÷íèõ óìîâ (9.102) ïðè  = 0 ìàºìî B = 0, à ïðè  =  îòðèìàºìî

,m

m
v




 m = 0,1,2,…                          (9.103)

Öèë³íäðè÷í³ ôóíêö³¿ ñë³ä âèáðàòè íà îñíîâ³ òàêèõ ì³ðêóâàíü. Ïðè r > r0

ïîëå ïîâèííî ñêëàäàòèñÿ ò³ëüêè ç ðîçá³æíèõ õâèëü (1)( )
mv

H kr . Ïðè r < r0 ìî-

æóòü áóòè ÿê ðîçá³æí³, òàê ³ çá³æí³ äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò õâèë³. Àëå â áóäü-
ÿê³é òî÷ö³ (îêð³ì òî÷êè, â ÿê³é ðîçì³ùåíî äæåðåëî) ïîëå ïîâèííî áóòè 
ñê³í÷åííèì. Òîìó ³ â òî÷ö³ r = 0, äå ðîçì³ùåíî ïî÷àòîê êîîðäèíàò, çíà÷åí-
íÿ òèñêó ìàº áóòè ñê³í÷åííèì. Çâ³äñè ïðè r < r0 çàëåæí³ñòü ïîëÿ â³ä 
â³äñòàí³ ïîâèííà âèçíà÷àòèñÿ ôóíêö³ºþ ( )

mv
J kr .

Òàêèì ÷èíîì, ïîëå òèñêó ìîæå áóòè çàïèñàíî ó âèãëÿä³ ñóì, ÿê³ ñêëà-
äàþòüñÿ ³ç äîäàíê³â òàêîãî òèïó:

( ) cos( ),
mm v ma J kr v   ÿêùî r < r0,

(1)( ) cos(
mm v mb H kr v    ÿêùî r > r0.                     (9.104)

Çðîçóì³ëî, ùî ïîëå òèñêó ïîâèííî áóòè íåïåðåðâíèì ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç 
êîëî r = r0. Äëÿ òîãî ùîá âèêîíóâàëàñÿ öÿ óìîâà, ïðèð³âíÿºìî âèðàçè 
(9.104) ïðè r = r0, òîä³ áóäåìî ìàòè 

(1)
0 0( ) ( ).

m mm v m va J kr b H kr                           (9.105)

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ 0( )
mm m vc b J kr , ÿêå äîçâîëèòü çàïèñàòè ïîëå ó á³ëüø 

çðó÷íîìó äëÿ íàñ âèãëÿä³. Óðàõîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (9.105), îòðèìóºìî 
(1)

0( )
mm m va c H kr . ßê íàñë³äîê, âèðàçè (9.104) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿä³
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(1)( ) ( ) cos( ),
m mm v v mc J kr H kr  0  ÿêùî r < r0,              (9.106)

(1)
0( ) ( ) cos( ),

m mm v v mc J kr H kr    ÿêùî r > r0.             (9.106a)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ [57, 61] äëÿ â³äñòàíåé r ³ r0, ôîðìóëè (9.106), 
(9.106a) ìîæíà ïîäàòè â ºäèíîìó âèãëÿä³

(1)( ) ( ) cos( ),
m mm v v mc J kr H kr v                          (9.107)

äå r ³ r — íàéìåíøà ³ íàéá³ëüøà ç â³äñòàíåé r ³ r0.
Òàêèì ÷èíîì, ôóíêö³þ Ãð³íà äëÿ çîâí³øíüî¿ îáëàñò³ àêóñòè÷íî æîðñò-

êîãî êëèíà ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê ñóìó ðÿäó:




 


  (1)
0

0

( , ) ( ) ( )cos( ).
m mm v v m

m

G c J kr H kr vr r                 (9.108)

Äëÿ òîãî ùîá âèçíà÷èòè êîåô³ö³ºíòè cm, ñë³ä ï³äñòàâèòè (9.108) ó ð³âíÿííÿ 
(9.95) ³ ïîêëàñòè r = r0, òîáòî r r< >  ³  = 0. Çðîçóì³ëî, ùî áåçïîñåðåäíÿ 
ï³äñòàíîâêà íå ïðèâîäèòü äî ìåòè, îñê³ëüêè â òî÷ö³ r = r0 ïîëå ìàº îñîá-
ëèâ³ñòü. Çàïèøåìî äëÿ ñêîðî÷åííÿ ïîäàëüøèõ ïåðåòâîðåíü âèðàç (9.108) ó 
âèãëÿä³








   
 

0
0

( , ) ( ) cos .m
m

m
G A rr r                         (9.109)

Ðîçêëàäåìî äåëüòà-ôóíêö³þ ( – 0) â ðÿä Ôóðüº çà ôóíêö³ÿìè cos(m/):

0
0

( ) cos .m
m

m
d

  






    
 

                         (9.110)

Ïîìíîæèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè (9.110) íà cos(n/) ³ ïðî³íòåãðóºìî â ìåæàõ 
â³ä 0 äî . Âðàõîâóþ÷è, ùî

0

,       ÿêùî 0,

cos cos 2,   ÿêùî 0,

0,       ÿêùî ,

m n
m n

d m n

m n




   
 

 
         

     
            (9.111)

îòðèìóºìî

0
0

0

1
( ) cos cos ,m

m

mm    
  





       
   

                 (9.112)

äå 0 = 1 ³ m = 2 ïðè m > 0. Ï³äñòàâëÿþ÷è âèðàçè (9.109), (9.112) ó ð³âíÿííÿ 
(9.95), îäåðæóºìî

2 2
2 0 0

2 2

( ) ( ) ( )1
( ) ( ) cosm m m m

m m

d A r dA r v r r m
A r k A r

r dr rdr r
  

 
        

 
,

àáî

 2 2 2 0
0

( ) ( )
( ) cos .m m m

m

dA r A r md
r k r v r r

dr dr r
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Ïðî³íòåãðóºìî ë³âó ³ ïðàâó ÷àñòèíè öüîãî ð³âíÿííÿ íà äåÿêîìó ïðîì³æêó 
(r1, r2), âñåðåäèí³ ÿêîãî çíàõîäèòüñÿ òî÷êà r0: 

   
 

            
2 2

11

2 2 2 0( ) ( )
cos .

r r
m m m

m
rr

dA r A r m
r k r v dr

dr r

Ï³äñòàâëÿþ÷è âåðõíþ ³ íèæíþ ãðàíèö³, ñë³ä âèêîðèñòîâóâàòè â³äïîâ³äíî 
âèðàçè (9.106) ³ (9.106à). Ñòÿãóþ÷è ïðîì³æîê ³íòåãðóâàííÿ äî òî÷êè r0, îò-
ðèìóºìî, ùî äðóãèé äîäàíîê ó ë³â³é ÷àñòèí³ äîð³âíþº íóëþ, à ÷ëåíè, ùî 
çàëèøàþòüñÿ, çàäîâîëüíÿþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ

(1) (1) 0
0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) cos .

m m m m

m
m v v v v

m
c kr J kr H kr J kr H kr

 
 

          

Çã³äíî ç âëàñòèâ³ñòþ öèë³íäðè÷íèõ ôóíêö³é [49] âèðàç ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ 
äîð³âíþº 2i/kr0. Òîä³ âèçíà÷àþ÷è cm ³ ï³äñòàâëÿþ÷è éîãî çíà÷åííÿ â 
(9.108), îäåðæóºìî øóêàíó ôóíêö³þ Ãð³íà äëÿ êëèíà ç àêóñòè÷íî æîðñòêè-
ìè ìåæàìè:

(1)
0 0

0

( , ) ( ) ( )cos( )cos( ).
2 m mm v v m m

m

i
G J kr H kr v v


  







 r r < >        (9.113)

Íàãàäàºìî, ùî vm = m/a. Äëÿ êëèíà ç àêóñòè÷íî ì’ÿêèìè ìåæàìè ïðè 
ãðàíè÷íèõ ìåæàõ 0| 0p     ³ | 0p     âèêîíóþ÷è àíàëîã³÷í³ ä³¿ (çðîá³òü ñà-

ìîñò³éíî), ìàºìî


 







  (1)
0 0

1

( , ) ( ) ( ) sin( ) sin( ).
m mv v m m

m

i
G J kr H kr v vr r < >         (9.114)

Çàçíà÷èìî, ùî, ÿê ³ ïîâèííî áóòè, ôóíêö³¿ Ãð³íà (9.113) ³ (9.114) º ñè-
ìåòðè÷íèìè â³äíîñíî êîîðäèíàò (r,) ³ (r0,0), îòæå, âîíè çàäîâîëüíÿþòü 
ïðèíöèï âçàºìíîñò³.

9.11.2. Ðîçñ³þâàííÿ ïëîñêî¿ çâóêîâî¿ õâèë³
íà êëèí³

Íàÿâí³ñòü ôóíêö³é Ãð³íà äëÿ êëèíà äîçâîëÿº ðîçãëÿíóòè çàäà-
÷ó ïðî ðîçñ³þâàííÿ ïëîñêî¿ õâèë³ íà êëèí³. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ öüîãî ñë³ä 
ïåðåì³ñòèòè ë³í³éíå äæåðåëî ïîäàë³ â³ä íüîãî. Îòæå, ñïðÿìóºìî â ôîðìó-
ëàõ (9.113), (9.114) âåëè÷èíó kr>  äî íåñê³í÷åííîñò³ ³ ñêîðèñòàºìîñÿ àñèì-

ïòîòè÷íèì ïîäàííÿì ôóíêö³¿ Õàíêåëÿ ïðè 0 1kr kr > :

(1)
0 0

0

2
( ) exp .

2 4m

m
v

i i
H kr ikr

kr
  


    
 

                (9.115)

Òàêèì ÷èíîì, ìàºìî ë³í³éíå äæåðåëî íà âåëèê³é õâèëüîâ³é â³äñòàí³ â³ä 
êëèíà, òîáòî ìîæíà ââàæàòè, ùî íà êëèí íàá³ãàº õâèëÿ ³ç ïëîñêèì ôðîí-
òîì. Êð³ì öüîãî, ïðîíîðìóºìî çâóêîâèé òèñê äî òèñêó íà ðåáð³, ÿêèé ñòâî-
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ðþº òî÷êîâå (ë³í³éíå) äæåðåëî ó â³ëüíîìó ïðîñòîð³. Ñêîðèñòàºìîñÿ äëÿ 
öüîãî ôóíêö³ºþ Ãð³íà (9.80), äå ïîêëàäåìî r = 0, kr0 >> 1. Òîä³




   
 

0 0
0

2
(0, ) exp .

4 4
i i

G ikr
kr

r                      (9.116)

Ïîä³ëèâøè âèðàçè (9.113) ³ (9.114) íà ïðàâó ÷àñòèíó (9.116) ³ ñêîðèñòàâ-
øèñü àñèìïòîòèêîþ (9.115), çàïèøåìî ïîâíå çâóêîâå ïîëå òèñêó, ùî âè-
íèêàº óíàñë³äîê ðîçñ³þâàííÿ ïëîñêî¿ çâóêîâî¿ õâèë³ îäèíè÷íî¿ àìïë³òóäè:

äëÿ àêóñòè÷íî æîðñòêîãî êëèíà:


  







   
 

 0
1

2
exp ( )cos( ) cos( ),

2 m

m
m v m m

m

iv
p J kr v v            (9.117)

äëÿ àêóñòè÷íî ì’ÿêîãî êëèíà:


 







   
 

 0
1

4
exp ( ) sin( )sin( ).

2 m

m
v m m

m

iv
p J kr v v     (9.118)

Îòæå, ôîðìóëè (9.117) ³ (9.118) âèçíà÷àþòü äèôðàêö³þ ïëîñêî¿ õâèë³ òèïó

p0 = exp(–ikr) = exp[–ikr cos( – 0],                   (9.119)

ôðîíò ÿêî¿ ïàðàëåëüíèé ðåáðó êëèíà, à íàïðÿì ïàä³ííÿ, ùî âèçíà÷àºòüñÿ
õâèëüîâèì âåêòîðîì k(k = k), ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî ðåáðà êëèíà;  r = 
= {r,} — ïîëÿðí³ êîîðäèíàòè äîâ³ëüíî¿ òî÷êè M çâóêîâîãî ïîëÿ; 0 — êóò
ïàä³ííÿ ïëîñêî¿ õâèë³. 

9.11.3. Óìîâà íà ðåáð³

Ó çàäà÷³ ïðî ðîçñ³þâàííÿ õâèë³ íà êëèí³ º ñóòòºâà îñîáëèâ³ñòü, 
ÿêà â³äñóòíÿ â ðîçãëÿíóòèõ âèùå çàäà÷àõ äèôðàêö³¿ õâèë³ íà öèë³íäð³ àáî
ñôåð³, à ñàìå: íàÿâí³ñòü ðåáðà (ãîñòðîãî çëàìó) íà ïîâåðõí³ ò³ëà, ùî ðîç-
ñ³þº çâóê. Ð³÷ ó òîìó, ùî íàÿâí³ñòü ðåáðà öå íå ïðîñòî çì³íà ãåîìåòð³¿ ò³ëà, 
âîíà ïðèçâîäèòü äî ñïåöèô³÷íî¿ ïîâåä³íêè çâóêîâîãî ïîëÿ ïîáëèçó ðåáðà.

Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ ó öüîìó, ðîçãëÿíåìî õàðàêòåð çì³íè ïîëÿ ïîáëèçó 
ðåáðà, òîáòî ïðè kr  0. Áåðó÷è äî óâàãè, ùî ïðè kr  0 àñèìïòîòèêà 
ôóíêö³é Áåññåëÿ âèçíà÷àºòüñÿ ÿê ( )

mv
J kr  ( ) mkr  , âèðàçè (9.117) ³ (9.118) 

ìîæíà çàïèñàòè â³äïîâ³äíî ó âèãëÿä³

ж( )
0

1

( ) cos ,m
m

m
m

p A A kr


 







    
 

                  (9.120)

м( )

1

( ) sin ,m
m

m
m

p B kr

 







   
 

                       (9.121)

äå (äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó) Am ³ Bm — âåëè÷èíè, ùî íå çàëåæàòü â³ä r ³ . 
ßê áà÷èìî, òèñê ïîáëèçó ðåáðà âèçíà÷àºòüñÿ äåÿêîþ ñê³í÷åííîþ âåëè-
÷èíîþ.
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Âèçíà÷èìî ðàä³àëüíó r ³ êóòîâó  ñêëàäîâ³ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ ïî-
áëèçó ðåáðà êëèíà ç æîðñòêèìè ìåæàìè:

ж( )
(æ)

1

11
( ) cos ,r m

m

m
mp

Ñ kr
i r


 










       
               (9.122)

ж
(æ)

( )

1

11
( ) sin .m

m

m
mp

C kr
i r


 




 





       
                (9.123)

Ó âèïàäêó êîëè    (äâîãðàííèé êóò), âñ³ äîäàíêè â ðÿäàõ (9.122) òà 
(9.123) º ñê³í÷åííèìè, à îòæå, îñîáëèâîñòåé êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ ïîáëè-
çó ðåáðà íå âèíèêàº. Ñèòóàö³ÿ çì³íþºòüñÿ ÿêùî  > . Ó öüîìó ðàç³ ïåðø³ 
äîäàíêè â çàçíà÷åíèõ ðÿäàõ ïðè kr  0 ïðÿìóþòü äî íåñê³í÷åííîñò³. Òàêèì 
÷èíîì, ÿêùî  > , òî òèñê ³ ñêëàäîâ³ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ ïîáëèçó ðåá-
ðà æîðñòêîãî êëèíà âèçíà÷àþòüñÿ òàê:

ж

 


    
 

( )
0 1( ) cos ,p A A kr                          (9.124)

ж

 




    
 

( )
1

1
( ) cos ,r Ñ kr                             (9.125)

ж( )
1

1
( ) sin .C kr


 


    

 
                             (9.126)

Ïðè kr  0 êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü ïðÿìóº äî íåñê³í÷åííîñò³, ïðè÷îìó 
íàéá³ëüøà øâèäê³ñòü áóäå ó âèïàäêó  = 2, òîáòî â îêîë³ ï³âïëîùèíè. Ó 
òàêîìó ðàç³ ïðè íàáëèæåíí³ äî ðåáðà øâèäê³ñòü çðîñòàº ïðîïîðö³éíî 

1
2( )kr


. ßêùî  = 3/2, òî çðîñòàííÿ øâèäêîñò³ âèçíà÷àºòüñÿ ìíîæíèêîì 

1
3( )kr


. Äëÿ êëèíà ç ì’ÿêèìè ìåæàìè õàðàêòåð îñîáëèâîñò³ êîëèâàëüíî¿ 

øâèäêîñò³ ïîáëèçó ðåáðà áóäå òàêèì ñàìèì, ÿê ³ ó âèïàäêó êëèíà ç æîðñò-
êèìè ìåæàìè (ïåðåêîíàéòåñÿ ó öüîìó ñàìîñò³éíî). 

Ïîÿâà íåñê³í÷åííèõ âåëè÷èí êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ â îêîë³ ðåáðà êëè-
íà, ÿêèé îòî÷óº ³äåàëüíå ñåðåäîâèùå, çóìîâëåíå òèì, ùî ïîâåðõí³ êëèíà 
ìè ñïðèéìàºìî íà îñíîâ³ óÿâëåíü åâêë³äîâî¿ ãåîìåòð³¿ (òàêèõ ÿê òî÷êà, 
ë³í³ÿ, ïëîùèíà). Çðîçóì³ëî, ùî â ðåàëüíîìó ñåðåäîâèù³ òàê³ íåñê³í÷åíí³ 
âåëè÷èíè â³äñóòí³, àäæå, ïî-ïåðøå, ðåàëüíå ðåáðî öå íå ë³í³ÿ, ³, ïî-äðóãå, 
äëÿ ðåàëüíîãî ñåðåäîâèùà õàðàêòåðíà â’ÿçê³ñòü.

Ôîðìóëè (9.124)—(9.126) âèçíà÷àþòü ïîëå òèñêó ³ êîëèâàëüíî¿ øâèä-
êîñò³ ïîáëèçó ðåáðà êëèíà â ³äåàëüíîìó ñåðåäîâèù³, òîáòî äàþòü ñèëîâó ³ 
ê³íåìàòè÷íó êàðòèíè. Âèíèêàº ïðèðîäíå ïèòàííÿ: ÿê òàê³ îñîáëèâîñò³ ïîëÿ 
âïëèâàþòü íà åíåðãåòè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ ïîáëèçó ðåáðà. Äëÿ â³äïî-
â³ä³ íà íüîãî îö³íèìî çíà÷åííÿ åíåðã³¿ â îêîë³ ðåáðà ³ ïîòîêó ïîòóæíîñò³ 
êð³çü ïîâåðõíþ, ùî îòî÷óº ðåáðî.

Äëÿ îö³íêè åíåðã³¿, ùî íàêîïè÷óºòüñÿ â äåÿêîìó îá’ºì³ V, â îêîë³ ðåáðà 

ñë³ä âèçíà÷èòè õàðàêòåð ³íòåãðàë³â 
2

p dV  ³ 
2

,dV  äå åëåìåíòàðíèé 
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îá’ºì (äëÿ ïëîñêî¿ çàäà÷³) dV = rdrd. Çã³äíî ç (9.124)—(9.126) äëÿ ãóñòèíè 
åíåðã³¿ âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü

2
,p dV  

2
dV                            (9.127)

ïðè áóäü-ÿêîìó êóò³ êëèíà  <   2. Öå îçíà÷àº, ùî â ñê³í÷åíí³é îáëàñò³ 
íàâêîëî ðåáðà íàêîïè÷óºòüñÿ ñê³í÷åííà åíåðã³ÿ.

Òåïåð âèçíà÷èìî ðàä³àëüíèé ïîò³ê ïîòóæíîñò³ êð³çü öèë³íäðè÷íó ïî-
âåðõíþ ìàëîãî ðàä³óñà r, ùî îòî÷óº ðåáðî êëèíà, òîáòî ñë³ä äîñë³äèòè äî-
áóòîê rIr, äå Ir — ³íòåíñèâí³ñòü â ðàä³àëüíîìó íàïðÿìêó. Íåâàæêî ïåðåêî-
íàòèñÿ, ùî

   * *

0 0

1
lim lim 0.

4r r rr r
rI r p p 

 
                      (9.128)

Ô³çè÷íî óìîâà (9.128) îçíà÷àº, ùî ðåáðî íå âèïðîì³íþº åíåðã³þ. Óìîâà 
(9.128) º íàñë³äêîì âèêîíàííÿ óìîâè (9.127).

Ïåðåêîíàºìîñÿ ó òîìó, ùî óìîâè, ïðîòèëåæí³ óìîâàì (9.127), (9.128), 
âèêîíóþòüñÿ äëÿ òî÷êîâîãî äæåðåëà (äëÿ ïëîñêî¿ çàäà÷³ öå ë³í³éíå äæåðå-
ëî). Äëÿ ïîëÿ ë³í³éíîãî äæåðåëà òèñê âèçíà÷àºòüñÿ ôóíêö³ºþ Õàíêåëÿ 
íóëüîâîãî ïîðÿäêó, òîáòî ð   (1)

0H kr , à ðàä³àëüíà øâèäê³ñòü â îêîë³ äæå-

ðåëà r   (1)
1H kr . Îñê³ëüêè îñîáëèâ³ñòþ ôóíêö³é Õàíêåëÿ ïðè r  0 º 

 (1)
0H kr  lnr ³  (1)

1H kr  1/r, à åëåìåíò îá’ºìó äëÿ ïëîñêî¿ çàäà÷³ 

dV = rdrd, òî çðîçóì³ëî, ùî ãóñòèíà åíåðã³¿ íàâêîëî òî÷êîâîãî äæåðåëà 
íå³íòåãðîâíà, òîáòî

 2 2
.rp dV                                (9.129)

Â³äïîâ³äíî, ïîò³ê åíåðã³¿ ÷åðåç ïîâåðõíþ, ùî îòî÷óº äæåðåëî, çàäîâîëüíÿº 
óìîâó  

0
lim 0rr

rI


 .

Çàçíà÷èìî, ùî åíåðãåòè÷í³ óìîâè (9.127) ³ â³äïîâ³äí³ ¿ì ñï³ââ³äíîøåííÿ 
(9.124)—(9.126) íàçèâàþòüñÿ óìîâàìè Ìåéêñíåðà (Meixner).

Íà çàâåðøåííÿ ïàðàãðàôó çðîáèìî òàê³ óçàãàëüíåííÿ. Îòðèìàí³ ðåçóëü-
òàòè äîçâîëÿþòü ñôîðìóëþâàòè óìîâó íà ðåáð³ â çàäà÷àõ âèïðîì³íþâàííÿ ³ 
ðîçñ³þâàííÿ çâóêó. ¯¿ ñóòü ó òîìó, ùî äëÿ ìîäåë³ ³äåàëüíî ñòèñëî¿ ð³äèíè 
çâóêîâå ïîëå â îêîë³ ðåáåð (ïðè  > ) ïîâèííî ìàòè ëîêàëüí³ îñîáëèâîñò³ 
ó ïîë³ øâèäêîñò³. Âåëè÷èíà êóòà  êëèíà âèçíà÷àº øâèäê³ñòü íàïðàâëåííÿ 
ñêëàäîâèõ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ äî íåñê³í÷åííîñò³ ³ ¿õ êóòîâó çàëåæí³ñòü 
â îêîë³ ðåáðà (äèâ. (9.124)—(9.126)). Ö³ îñîáëèâîñò³ ìîæíà âèçíà÷èòè íåçà-
ëåæíî â³ä ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ äëÿ îáëàñò³ ç ðåáðàìè ³, 
âçàãàë³, ìîæíà ââàæàòè â³äîìèìè. Ï³äêðåñëèìî, ùî âèçíà÷åííÿ óìîâ íà 
ðåáð³ — öå âèçíà÷åííÿ íå ò³ëüêè õàðàêòåðó îñîáëèâîñò³, à é — êóòîâî¿ çà-
ëåæíîñò³ ïîëÿ ïîáëèçó ðåáðà. Ö³ àïð³îðí³ çíàííÿ äîçâîëÿþòü ñóòòºâî 
ï³äâèùèòè åôåêòèâí³ñòü ÷èñëîâîãî àëãîðèòìó ðîçâ’ÿçêó ãðàíè÷íèõ çàäà÷ 
äëÿ îáëàñòåé ç ðåáðàìè (äèâ. íèæ÷å ïàðàãðàô 10.2).
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9.12. Ïðèíöèï âçàºìíîñò³

Äëÿ ôóíêö³¿ Ãð³íà â³ëüíîãî ïðîñòîðó º ä³éñíîþ âëàñòèâ³ñòü 
G(r,r0) = G(r0,r), îñê³ëüêè ¿¿ çàëåæí³ñòü â³ä êîîðäèíàò âåêòîð³â r  ³ 0r  âèçíà-

÷àºòüñÿ ÷åðåç ìîäóëü ¿õ ð³çíèö³, òîáòî G(r,r0) = G(r – r0) (äèâ. ôîðìóëó 
(9.29)). ßê âèÿâëÿºòüñÿ, ñï³ââ³äíîøåííÿ 

G(r,r0) = G(r0,r)                                  (9.130)

ìàº çàãàëüíèé õàðàêòåð â àêóñòèö³ ³ º ìàòåìàòè÷íèì ôîðìóëþâàííÿì òàê 
çâàíîãî ïðèíöèïó âçàºìíîñò³. Óïåðøå íà ³ñíóâàííÿ ïðèíöèïó âçàºìíîñò³ â 
àêóñòèö³ âêàçàâ Ãåëüìãîëüö, à äåùî ï³çí³øå Ðåëåé óçàãàëüíèâ ö³ â³äîìîñò³ ³ 
îòðèìàâ çàãàëüíèé ïðèíöèï âçàºìíîñò³, ÿêèé ïîâ’ÿçóº ð³çí³ òèïè çîâí³øí³õ 
âïëèâ³â íà ë³í³éíó äèíàì³÷íó ñèñòåìó ç åôåêòàìè öèõ âïëèâ³â. 

Íàïðèêëàä, ïîêàæåìî, ùî ôîðìóëà (9.130) ñïðàâäæóºòüñÿ ó âèïàäêó 
íàÿâíîñò³ â ïðîñòîð³ ò³ë, ïîâåðõí³ ÿêèõ º àáî ³äåàëüíèìè (òîáòî àêóñòè÷íî 
æîðñòêèìè ÷è àêóñòè÷íî ì’ÿêèìè), àáî ³ìïåäàíñíèìè (äèâ. ïàðàãðàô 5.7). 

Ðîçãëÿíåìî ïîëå â äåÿê³é òî÷ö³ r ñåðåäîâèùà, ÿêå óòâîðþºòüñÿ òî÷êî-
âèì äæåðåëîì, ùî ðîçì³ùåíå â òî÷ö³ r0: G(r,r0). Äëÿ çîâí³øí³õ ò³ë öå ïîëå, 
î÷åâèäíî, çàäîâ³ëüíÿº íåîäíîð³äíå ð³âíÿííÿ:

     2
0 0 0, , .G k G     r r r r r r                     (9.131)

Àíàëîã³÷íî ââîäèìî ó ðîçãëÿä ïîëå, ÿêå óòâîðþºòüñÿ â ò³é ñàì³é òî÷ö³ òî÷-
êîâèì äæåðåëîì, ðîçì³ùåíèì â òî÷ö³ r1 : G(r,r1), ùî çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ

G(r,r1) + k2G(r,r1) = –(r – r1).                      (9.132)

Ïîìíîæèâøè (9.131) íà G(r,r1), à (9.132) íà G(r,r0) ³ â³äíÿâøè äðóãå 
ñï³ââ³äíîøåííÿ â³ä ïåðøîãî, îäåðæèìî

G(r,r1)G(r,r0) – G(r,r0)G(r,r1) = –(r – r0)G(r,r1) + (r – r1)G(r,r0).   (9.133)

Ïðî³íòåãðóºìî ð³âí³ñòü (9.133) çà îá’ºìîì, ÿêèé îáìåæåíî ïîâåðõíåþ ò³ë 
,S  íåñê³í÷åííî â³ääàëåíîþ ïîâåðõíåþ  ³ ðîçð³çàìè L (ðèñ. 9.22). Çà äîïî-

ìîãîþ ôîðìóëè Ãð³íà (9.33) çâåäåìî ³íòåãðóâàííÿ çà îá’ºìîì äî ³íòåãðó-
âàííÿ çà çàçíà÷åíîþ îòî÷óþ÷îþ ïîâåðõíåþ. Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâ³ñòü ³íòå-
ãðàë³â â³ä äåëüòà-ôóíêö³é (9.15), îòðèìóºìî

           
 

  
      

 0 1
1 0 0 1 1 0

, ,
, , , , .

S L

G G
G G dS G G

n n

r r r r
r r r r r r r r    (9.134)

²íòåãðàë çà ïîâåðõíåþ  â (9.134) äîð³âíþº íóëþ âíàñë³äîê óìîâè âè-
ïðîì³íþâàííÿ, à ³íòåãðàëè âçäîâæ áåðåã³â ðîçð³çó L äîð³âíþþòü íóëþ 
³ç-çà ïðîòèëåæíîãî íàïðÿìêó íîðìàëåé äî íèõ. ²íòåãðàëè çà ïîâåðõíåþ 
ò³ëà S òàêîæ ïåðåòâîðþþòüñÿ íà íóëü óíàñë³äîê çàçíà÷åíèõ âèùå ãðà-
íè÷íèõ óìîâ.

Îòæå, ñïðàâåäëèâ³ñòü ð³âíîñò³ (9.130) äîâåäåíà. Öå ñï³ââ³äíîøåííÿ îç-
íà÷àº, ùî êîëè òî÷êîâå äæåðåëî, ÿêå ðîçì³ùåíå â òî÷ö³ r0, ñòâîðþº äåÿêèé 
òèñê ó òî÷ö³ r1, òî ïðè ïåðåì³ùåíí³ éîãî â òî÷êó r1 âîíî áóäå ñòâîðþâàòè 
òàêèé ñàìèé òèñê â òî÷ö³ r0.
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Ðèñ. 9.22. Ïðèêëàä âèçíà÷åííÿ ïðèíöèïó âçàºì-
íîñò³

Ïðèíöèï âçàºìíîñò³ âèêîðèñòîâóºòüñÿ 
ïðè ïîáóäîâ³ ðîçâ’ÿçêó àêóñòè÷íèõ çàäà÷, 
ÿêùî òàêà çì³íà ðîçì³ùåííÿ äæåðåëà ³ òî÷-
êè ñïîñòåðåæåííÿ ñïðîùóº ïðàêòè÷í³ ðîç-
ðàõóíêè. Îñîáëèâå çíà÷åííÿ â³í ìàº ïðè 
âèêîðèñòàíí³ â³äïîâ³äíèõ ìåòîä³â âèì³íþ-
âàííÿ àêóñòè÷íèõ âåëè÷èí (äèâ. ðîçä³ë 13).

9.13. Îá÷èñëþâàííÿ çâóêîâèõ ïîë³â ïëîñêèõ
âèïðîì³íþâà÷³â çà äîïîìîãîþ ³íòåãðàëà Ôóð’º

Ôîðìóëè (9.68), ÿê³ äàþòü çìîãó ðîçðàõóâàòè çâóêîâå ïîëå 
ïëîñêîãî âèïðîì³íþâà÷à, îòðèìàí³ íà îñíîâ³ ³íòåãðàëà Ê³ðõãîôà. Àëå äëÿ 
ö³º¿ ìåòè ìîæíà çàñòîñóâàòè ³íøèé ñïîñ³á, ùî áàçóºòüñÿ íà ³íòåãðàëüíîìó 
ïåðåòâîðåíí³ Ôóð’º. Ðîçãëÿíåìî çàðàäè ñïðîùåííÿ âèêëàäîê äâîâèì³ðíèé 
âèïàäîê.

Ó ïàðàãðàô³ 5.10 áóëî ðîçãëÿíóòî äîáóäîâó ó ïðîñòîð³ á³æó÷î¿ õâèë³ 
çã³äíî ç âèçíà÷åíèì íà äåÿê³é ïëîùèí³ ðîçïîä³ëîì òèñêó àáî êîëèâàëüíî¿ 
øâèäêîñò³. Âèêîðèñòàºìî öå äëÿ ðîçâ’ÿçêó ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³. Ñïî÷àòêó 
çãàäàéìî ÿê öå ðîáèòüñÿ.

Íåõàé íà ïëîùèí³ z = 0 ìàºìî ðîçïîä³ë êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³, ÿêèé 
ÿâëÿº ñîáîþ á³æó÷ó õâèëþ âçäîâæ íàïðÿìêó îñ³ Ox (ðèñ. 9.23) (÷àñîâèé 
ìíîæíèê exp(–it) íå ïèøåìî):

(x,) = exp(ix),                               (9.135)

äå  — ñòàëà ïîøèðåííÿ õâèë³. Ó òàêîìó ðàç³ òèñê ó ï³âïðîñòîð³ z > 0 ìàº 
âèãëÿä

   2 2

2 2
, exp ,p x z i x k z

k

  


     
               (9.136)

äå k = /c. Ó öüîìó íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâ³ðêîþ. 
Ä³éñíî ôóíêö³ÿ (9.153) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà p + k2p = 0 ³ 
ãðàíè÷íó óìîâó

 
0

1
, .

z

p
x

i z
 

 





                 (9.137)

Ó âèïàäêó êîëè  < k, âèðàç (9.136) âèçíà÷àº 
á³æó÷ó ïëîñêó õâèëþ ç õâèëüîâèì âåêòîðîì k

   2 2, k . ßêùî  > k, òî çâ³ñíî ìàºìî íå-

Ðèñ. 9.23. Ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º
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îäíîð³äíó õâèëþ. ßêùî òåïåð äîâ³ëüíèé ðîçïîä³ë êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ 
(õ) ïîäàòè ÿê ñóïåðïîçèö³þ õâèëü òèïó (9.135) ç ð³çíèìè ñòàëèìè ïîøè-
ðåííÿ , òî çàãàëüíå ïîëå ìîæíà áóäå çàïèñàòè ó âèãëÿä³ ³íòåãðàëà â³ä 
ôóíêö³¿ (9.136) çà .

Îòæå, íåõàé äëÿ ôóíêö³¿ (õ) ìàºìî ïàðó ïåðåòâîðåíü Ôóð’º (ìè ââåëè 
çì³ííó õ, ùîá íå ïåðåïëóòàòè êîîðäèíàòè òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ ³ êîîðäè-
íàòè òî÷êè íà ïëîùèí³, çà ÿêîþ âèêîíóºòüñÿ ³íòåãðóâàííÿ):

     exp ,x V i x d   




                          (9.138)

     1
exp .

2
V x i x dx  







                       (9.139)

Òîä³ ïîëå òèñêó â ï³âïðîñòîð³ z > 0 ìàòèìå âèãëÿä

     2 2

2 2
, exp .

V
p x z i x k z d

k


   







     
          (9.140)

Ìîæíà âñòàíîâèòè çâ’ÿçîê ì³æ ïåðåòâîðåííÿì (9.140) ³ ³íòåãðàëîì Ðå-
ëåÿ (9.68à) äëÿ äâîâèì³ðíî¿ îáëàñò³. Ï³äñòàâèâøè (9.139) â (9.140) òà óðàõó-
âàâøè, ùî ³íòåãðàë çà  (äèâ. [60, ñ. 33]) ìàº âèãëÿä

       
2 2

21 2
02 2

exp
,

i x x i k z
d H k x x z

k

 
 







  
  




îòðèìàºìî ôîðìóëó

       21 2
0, ,

2
p x z x H k x x z dx

 




      
             (9.141)

ÿêà çá³ãàºòüñÿ ç âèðàçîì (9.68).
Ïîâåðíåìîñÿ äî ôîðìóëè (9.140). Çàïèøåìî ¿¿ ³íàêøå, âèêîðèñòàâøè 

çàì³íó

 = k sin, 2 2 cos .k k                        (9.142)

Âèðàç (9.140) ÿâëÿº ñîáîþ ñóêóïí³ñòü îäíîð³äíèõ ( < k) ³ íåîäíîð³äíèõ 
( > k) ïëîñêèõ õâèëü. Çðîçóì³ëî, ùî çàì³íà (9.142) íå ïîâèííà çì³íèòè 
õàðàêòåð çîáðàæåííÿ çâóêîâîãî ïîëÿ, òîáòî ìàº çáåðåãòè â íàÿâíîñò³ âñ³ ö³ 
õâèë³. Öüîãî ìîæíà äîñÿãòè, ÿêùî âèêîíàòè ³íòåãðóâàííÿ íà êîìïëåêñí³é 
ïëîùèí³ ïàðàìåòðà  = Re  + iIm. Îòæå, ôîðìóëà (9.140) ìàòèìå âèãëÿä

Г

( , ) ( ) exp( sin cos ) ,p x z V ikx ikz d                  (9.143)

äå Ã —  êîíòóð ³íòåãðóâàííÿ (ðèñ. 9.24).
Ðåêîìåíäóºìî ÷èòà÷åâ³ ñàìîñò³éíî, ðîçïèñóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ sin ³ 

cos, äå  = Re + iIm, ïåðåêîíàòèñÿ ó òîìó, ùî ä³ëÿíêà êîíòóðó Ã íà îñ³
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àáñöèñ (â³ä –/2 äî /2) â³äïîâ³äàº îäíîð³äíèì
ïëîñêèì õâèëÿì, ÿê³ ïîøèðþþòüñÿ â ï³âïðî-
ñòîð³ z > 0 ï³ä êóòîì  äî îñ³ Oz. Ö³ õâèë³ õà-
ðàêòåðèçóþòüñÿ õâèëüîâèì âåêòîðîì k = {k sin, 
k cos}. Íàâïàêè, ä³ëÿíêè êîíòóðó Ã, ÿê³ ïàðà-
ëåëüí³ îñ³ îðäèíàò, âèçíà÷àþòü íåîäíîð³äí³ 
õâèë³. Ö³ õâèë³ ïðÿìóþòü óçäîâæ îñ³ Îõ ç³ ñòà-
ëîþ ïîøèðåííÿ kch(Im), à âçäîâæ îñ³ Oz ¿õ 
àìïë³òóäà çìåíøóºòüñÿ çà åêñïîíåíö³àëüíèì 
çàêîíîì exp(–kzsh(Im)), z  0. Ïðè÷îìó ë³âà 
ã³ëêà êîíòóðó Г  â³äïîâ³äàº íåîäíîð³äíèì õâè-
ëÿì, ÿê³ ïîøèðþþòüñÿ ó â³ä’ºìíîìó íàïðÿìêó 
îñ³ Îõ, à ïðàâà — ó äîäàòíîìó íàïðÿìêó.

Ââ³âøè ïîëÿðí³ êîîðäèíàòè r,  ç öåíòðîì â òî÷ö³ O (ðèñ. 9.23), îäåðæè-
ìî ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ äåêàðòîâèìè ³ ïîëÿðíèìè êîîðäèíàòàìè: x = r sin, 
z = r cos, ç óðàõóâàííÿì ÿêèõ âèðàç (9.143) ìàòèìå âèãëÿä

      
Г

, exp cos .p r V ikr d                      (9.144)

Îòæå, ôîðìóëà (9.143) àáî (9.144) âèçíà÷àº ïîëå òèñêó ó ï³âïðîñòîð³ 
z > 0, ÿêå ÿâëÿº ñîáîþ ñóïåðïîçèö³þ îäíîð³äíèõ ³ íåîäíîð³äíèõ õâèëü. 
ßêùî íàñ ö³êàâèòü äàëüíº ïîëå, òî çðîçóì³ëî, ùî äîñòàòíüî âðàõîâóâàòè 
ò³ëüêè îäíîð³äí³ õâèë³. Ó òàêîìó ðàç³ ôîðìóëà (9.144) ñïðîñòèòüñÿ, àäæå 
³íòåãðóâàííÿ ñë³ä âèêîíóâàòè ò³ëüêè äëÿ ä³éñíîãî ïàðàìåòðà  íà ³íòåðâàë³ 
â³ä –/2 äî /2, òîáòî 

      
2

2

, exp cos .p r V ikr d




     


                 (9.145)

Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî äàëüíº ïîëå âèïðîì³íþâà÷à ç ðîçïîä³ëîì êîëè-
âàëüíî¿ øâèäêîñò³:

  0, ,

0, ,

x a
x

x a




  


                                (9.146)

òîáòî ìàºìî îäíàêîâó àìïë³òóäó êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ íà ñìóç³ øèðèíîþ 
2à (ðèñ. 9.23). Çã³äíî ç ïåðåòâîðåííÿì (9.139) âèçíà÷èìî ñïåêòðàëüíó ôóíê-
ö³þ V(), ÿêà õàðàêòåðèçóº àìïë³òóäó á³æó÷èõ ïëîñêèõ õâèëü. Îòæå, ï³äñòà-
âëÿþ÷è (9.146) â (9.139), îòðèìóºìî

   0
sin aa

V
a




 
                                  (9.147)

àáî, âðàõîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ  = k sin, ìàºìî

   0 sin sin
.

sin

kaa
V

ka




 
                            (9.148)

Ðèñ. 9.24. Êîíòóð ³íòåãðó-
âàííÿ
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Ï³äñòàâëÿþ÷è (9.148) â (9.145), îäåðæóºìî âèðàç äëÿ äàëüíüîãî ïîëÿ ïëîñ-
êîãî âèïðîì³íþâà÷à ç ðîçïîä³ëîì êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ (9.146):

      
2

0

2

sin sin
, exp cos .

sin

kaa
p r ikr d

ka





    
 

         (9.149)

Ïîì³ðêóºìî íàä ôîðìóëîþ (9.149). Äëÿ äàëüíüîãî ïîëÿ âåëè÷èíà õâèëüîâî¿ 
â³äñòàí³ äî òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ kr >> 1, êð³ì òîãî, r >> a (r,  — êîîðäè-
íàòè òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ). Ï³ä³íòåãðàëüíà ôóíêö³ÿ ³íòåãðàëà (9.149) º äî-

áóòêîì äâîõ ôóíêö³é. Ïåðøà ç íèõ 
 sin sin

sin

ka

ka




 çì³íþºòüñÿ íà ³íòåðâàë³ ³í-

òåãðóâàííÿ äîñèòü ïîâ³ëüíî, à äðóãà exp(ikr cos( – )) çà ðàõóíîê âåëèêîãî 
÷èñëà kr øâèäêî îñöèëþº. Öå ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî ³íòåãðàëè òàêîãî òè-
ïó íàâ³òü çà íàÿâíîñò³ ñó÷àñíî¿ ÅÎÌ îá÷èñëèòè ïðàêòè÷íî äóæå ñêëàäíî.

Îáì³ðêóºìî ìîæëèâ³ñòü îá÷èñëåííÿ ïîä³áíèõ ³íòåãðàë³â, ùî ìàþòü òà-
êèé çàãàëüíèé âèãëÿä:

    
2

1

exp ,I f iq d




                               (9.150)

äå f() — ôóíêö³ÿ, ÿêà ïîâ³ëüíî çì³íþºòüñÿ íà â³äð³çêó [1,2]; () — ôà-
çîâà ôóíêö³ÿ; q — âåëèêå ÷èñëî. Îñê³ëüêè q º âåëèêå ÷èñëî, òî, î÷åâèäíî, 
äîòè, ïîêè óìîâà ð³âíîñò³ íóëþ ïîõ³äíî¿ â³ä ôàçîâî¿ ôóíêö³¿: () = 0, íå 
âèêîíóºòüñÿ, âíåñêè â I â³ä ñóì³æíèõ ä³ëÿíîê  áóäóòü ïðàêòè÷íî êîìïåí-
ñóâàòè îäèí îäíîãî âíàñë³äîê øâèäêî îñöèëþþ÷îãî õàðàêòåðó exp(iq()). Òà-
êèì ÷èíîì, âåñü ³íòåãðàë çâîäèòüñÿ äî âíåñê³â â³ä îêîë³â òî÷îê, â ÿêèõ 
() = 0. Ö³ òî÷êè íàçèâàþòüñÿ òî÷êàìè ñòàö³îíàðíî¿ ôàçè, à ìåòîä, çà ÿêèì
îá÷èñëþþòü ³íòåãðàë (9.150), íàçèâàþòü ìåòîäîì ñòàö³îíàðíî¿ ôàçè. Öåé 
ìåòîä íàëåæèòü äî êëàñó àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîä³â îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàë³â [60].

Îòæå, çã³äíî ç ìåòîäîì ñòàö³îíàðíî¿ ôàçè [60, ñ. 55] íàáëèæåíå çíà÷åí-
íÿ ³íòåãðàëà (ãîëîâíèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè) (9.150) âèçíà÷àºòüñÿ âèðàçîì

 
 

 0
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2
exp ,

4
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I iq i

q

   
 

   
 

                  (9.151)

äå 0 — êîð³íü ð³âíÿííÿ () = 0. Ïîáëèçó ñòàö³îíàðíî¿ òî÷êè 0 ôàçà () 
çì³íþºòüñÿ íàéá³ëüø ïîâ³ëüíî. Çíàê ïîêàçíèêà åêñïîíåíòè çá³ãàºòüñÿ ç³ 
çíàêîì äðóãî¿ ïîõ³äíî¿ (0).

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ââàæàòè ³íòåãðàë (9.150) ñóïåðïîçèö³ºþ êîëèâàíü, 
òî áà÷èìî, ùî âåëè÷èíà I ïðîïîðö³éíà àìïë³òóä³ f(0), ÿêà îá÷èñëåíà â 
òî÷ö³ ñòàö³îíàðíî¿ ôàçè, à ôàçà ðåçóëüòóþ÷îãî êîëèâàííÿ âèçíà÷àºòüñÿ ôà-
çîþ òàêîæ â ñòàö³îíàðí³é òî÷ö³. Îêð³ì òîãî, ó âèðàç (9.151) âõîäèòü âåëè-
÷èíà (0), ùî â³äïîâ³äàº êðèâèçí³ ôàçîâî¿ ôóíêö³¿ â ñòàö³îíàðí³é òî÷ö³. 
Îòæå, ÷èì ïîâ³ëüí³øå çì³íþºòüñÿ ôàçà () ïîáëèçó ñòàö³îíàðíî¿ òî÷êè 
(òîáòî ÷èì ìåíøà âåëè÷èíà  0  ), òèì á³ëüøà ä³ëÿíêà ³íòåãðóâàííÿ 

íàâêîëî òî÷êè 0, äëÿ ÿêî¿ q()  const.
Ïîâåðíåìîñÿ äî íàøî¿ çàäà÷³ ³ îá÷èñëèìî ³íòåãðàë (9.149). ßê íàñë³äîê 

ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (cos( – )) = 0, íà ³íòåðâàë³   (–/2, /2) ìàºìî îäíó
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ñòàö³îíàðíó òî÷êó 0 = . Äðóãà ïîõ³äíà â³ä ôàçîâî¿ ôóíêö³¿ â ñòàö³îíàðí³é 
òî÷ö³ äîð³âíþº –1. Òàêèì ÷èíîì, çã³äíî ç ìåòîäîì ñòàö³îíàðíî¿ ôàçè 
³íòåãðàë (9.149) âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ

     
0

sin sin exp 42
, .

sin

ka ikr
p r a

ka kr

 
 

 


             (9.152)

Çâ³äñè ìàºìî âèðàç äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñïðÿìîâàíîñò³ ñìóãè øèðèíîþ 2à
³ç ð³âíîì³ðíèì ðîçïîä³ëîì øâèäêîñò³ (0 = const) íà ¿¿ ïîâåðõí³:

   
 

 , sin sin
.

, 0 sin

p r ka
R

p r ka

 


 
 


                     (9.153)

ßêùî ka << 1, òîáòî õàðàêòåðíèé õâèëüîâèé ðîçì³ð ñìóãè ìàëèé, òî R() 
 1, òîáòî äæåðåëî º íåñïðÿìîâàíèì. Ïðè öüîìó ñìóãà âèïðîì³íþº öè-
ë³íäðè÷íó õâèëþ  exp ikr kr . Ç³ çðîñòàííÿì âåëè÷èíè ka ç’ÿâëÿþòüñÿ ïå-

ëþñòêè â ä³àãðàì³ ñïðÿìîâàíîñò³. Ïðîïîíóºìî ÷èòà÷ó çà äîïîìîãîþ ÅÎÌ 
ïîáóäóâàòè ðÿä ãðàô³ê³â ôóíêö³¿ R() ïðè ð³çíèõ âåëè÷èíàõ ka.

9.14. Çàäà÷³

9.1. Ïåðåêîíàéòåñÿ ó òîìó, ùî ñôåðè÷íà ðîçá³æíà õâèëÿ çàäî-
âîëüíÿº óìîâè âèïðîì³íþâàííÿ (9.39), à öèë³íäðè÷íà ðîçá³æíà õâèëÿ —
óìîâó (9.40).

9.2. Çà äîïîìîãîþ ÅÎÌ äîñë³äèòè õàðàêòåðèñòèêè ñïðÿìîâàíîñò³ äèñêà 
íà åêðàí³ çàëåæíî â³ä õâèëüîâîãî ðàä³óñà äèñêà.

9.3. Êðóãëèé äèñê íà íåñê³í÷åííîìó åêðàí³ âèïðîì³íþº çâóê ó 
ïîâ³òðÿíèé ï³âïðîñò³ð. Ðàä³óñ äèñêà äîð³âíþº 0,15 ì, à ÷àñòîòà êîëèâàíü —
330 Ãö. ßêîþ ïîâèííà áóòè àìïë³òóäà øâèäêîñò³ äèñêà, ùîá â³í âèïðî-
ì³íþâàâ 0,5 Âò àêóñòè÷íî¿ ïîòóæíîñò³?

Â³äïîâ³äü: ïðèáëèçíî 0,31 ì/ñ.

9.4. Êðóãëèé äèñê ä³àìåòðîì 0,3 ì êîëèâàºòüñÿ â íåñê³í÷åííîìó åêðàí³ 
ç ÷àñòîòîþ 3000 Ãö. Ïîáóäóéòå õàðàêòåðèñòèêó ñïðÿìîâàíîñò³ äèñêà. Íà 
ÿê³é ÷àñòîò³ àìïë³òóäà òèñêó â äàëüíüîìó ïîë³ âçäîâæ åêðàíà äîð³âíþº ïî-
ëîâèí³ â³ä ¿¿ çíà÷åííÿ íà îñ³ äèñêà. Ñåðåäîâèùå ïîâ³òðÿ.

Â³äïîâ³äü: ïðèáëèçíî 400 Ãö. 

9.5. Âèçíà÷òå ðàä³óñ ïåðøî¿ çîíè Ôðåíåëÿ äëÿ ã³äðîëîêàòîðà, ùî ïðà-
öþº íà ÷àñòîò³ 45 êÃö ïðè ãëèáèí³ îêåàíó 3200 ì.

Â³äïîâ³äü: ïðèáëèçíî 10 ì.

9.6. Çâóê ÷àñòîòîþ 1 êÃö ïðîõîäèòü êð³çü êðóãëèé îòâ³ð ä³àìåòðîì 1 ì â 
åêðàí³. Âèçíà÷òå ðîçì³ð çîíè ÷óòíîñò³ (ðàä³óñ öåíòðàëüíî¿ äèôðàêö³éíî¿ 
ïëÿìè) íà â³äñòàí³ 10 ì â³ä åêðàíà. Ñåðåäîâèùå — ïîâ³òðÿ.

Â³äïîâ³äü: ïðèáëèçíî 4,5 ì.

9.7. Âèçíà÷òå õàðàêòåð ïîâåä³íêè çâóêîâîãî ïîëÿ â îêîë³ ðåáðà êëèíà ç 
àêóñòè÷íî ì’ÿêèìè ìåæàìè.
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ÌÅÒÎÄ ×ÀÑÒÊÎÂÈÕ ÎÁËÀÑÒÅÉ
Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÀÊÓÑÒÈÊÈ

Ñîí — ýòî ëîñêóòíîå îäåÿëî.
È.Ì. Ñå÷åíîâ*

Çà åï³ãðàô äî ðîçä³ëó âçÿòî âèñë³â ².Ì. Ñå÷åíîâà, ÿêèé îáðàç-
íî ïîð³âíþº ñîí ç “ëîñêóòíûì îäåÿëîì”, òîáòî “êëàïòèêîâîþ 
êîâäðîþ”, ïîÿñíþþ÷è äóìêó ïðî òå, ùî ñîí ôàêòè÷íî ÿâëÿº 
ñîáîþ “íåáûâàëîå ñî÷åòàíèå áûëîãî”, òîáòî “íåçâè÷àéíå ïî-
ºäíàííÿ êîëèøíüîãî”. Ìè íå äàðìà íàâåëè ö³ äóìêè. Ð³÷ ó 
òîìó, ùî ìåòîä, ïðî ÿêèé ³òèìå ìîâà â äàíîìó ðîçä³ë³ ´ðóíòó-
ºòüñÿ, ïî ñóò³, íà ïðèíöèï³ “êëàïòèêîâî¿ êîâäðè”, àäæå ïðè 
éîãî çàñòîñóâàíí³ âñÿ ñêëàäíà (íåêàíîí³÷íà, äèâ. ïàðàãðàô 9.1)
îáëàñòü ³ñíóâàííÿ çâóêîâîãî ïîëÿ ðîçä³ëÿºòüñÿ íà á³ëüø ïðîñò³ 
îáëàñò³. Ïðîñò³ ó òîìó ñåíñ³, ùî ó êîæí³é òàê³é îáëàñò³ º ìîæ-
ëèâ³ñòü çàïèñàòè çâóêîâå ïîëå ó âèãëÿä³ ñóìè â³äîìèõ ÷àñòèí-
íèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà. Íàäàë³ îêðåì³ (÷àñòêîâ³) 
îáëàñò³ “çøèâàþòü” â ºäèíó îáëàñòü ³ñíóâàííÿ çâóêîâîãî ïîëÿ. 
Çðîçóì³ëî, ùî öÿ ïðîöåäóðà âèìàãàº âèêîíàííÿ ïåâíèõ ãðà-
íè÷íèõ óìîâ íà ìåæàõ ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé. Òàêèì ÷èíîì, âñþ 
îáëàñòü ³ñíóâàííÿ çâóêîâîãî ïîëÿ çîáðàæóºìî ó âèãëÿä³ “êëàï-
òèêîâî¿ êîâäðè”, àëå íà â³äì³íó â³ä ñíó, ÿêèé äîñèòü ÷àñòî, ÿâ-
ëÿº ñîáîþ íåçâè÷àéíå ïîºäíàííÿ ð³çíèõ ïîä³é, ïîáóäîâàíà òà-
êèì ÷èíîì ñòðóêòóðà çâóêîâîãî ïîëÿ º òî÷íèì ðîçâ’ÿçêîì çà-
äà÷³ ïðî ïîøèðåííÿ çâóêó â ñêëàäí³é îáëàñò³.

Ôàêòè÷íî, ìè äóæå êîðîòêî âèêëàëè ³äåþ ìåòîäó ÷àñòêî-
âèõ îáëàñòåé. Òåõí³êó òà îñîáëèâîñò³ çàñòîñóâàííÿ öüîãî ìåòî-
äó êðàùå óñâ³äîìëþâàòè, äîñë³äæóþ÷è êîíêðåòíó ô³çè÷íó çà-
äà÷ó. Íàäàë³ áóäåìî ðîçãëÿäàòè ê³ëüêà àêóñòè÷íèõ çàäà÷, ÿê³, ç 
îäíîãî áîêó, ³ëþñòðóþòü ñàì ìåòîä, à, ç ³íøîãî — ìàþòü ðîç-
â’ÿçêè ç ö³êàâèìè ô³çè÷íèìè åôåêòàìè.

10.1. Îñíîâí³ ïîëîæåííÿ ìåòîäó ÷àñòêîâèõ
îáëàñòåé

²äåÿ ðîçïîä³ëó îáëàñò³ ³ñíóâàííÿ çâóêîâîãî ïîëÿ íà ï³äîáëàñò³ 
íàì âæå çíàéîìà. Ä³éñíî, çãàäàéòå çàäà÷ó ïðî ïàä³ííÿ ïëîñêî¿ 
õâèë³ íà ìåæó ïîä³ëó äâîõ ñåðåäîâèù (äèâ. ïàðàãðàô 5.5). Òóò 
óâåñü â³ëüíèé ïðîñò³ð ³ñíóâàííÿ çâóêîâîãî ïîëÿ áóëî ðîçä³ëåíî

                                        
* Ñå÷åíîâ ²âàí Ìèõàéëîâè÷ (1829—1905) — ðîñ³éñüêèé â÷åíèé, çàñ-

íîâíèê ðîñ³éñüêî¿ ô³ç³îëîã³÷íî¿ øêîëè.
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íà äâà ï³âïðîñòîðè. Â îäíîìó ï³âïðîñòîð³ 
ïîëå áóëî ïîäàíî ÿê ñóìó ïàäàþ÷î¿ ³ â³äáè-
òî¿ â³ä ìåæ³ õâèëü, à â äðóãîìó — ÿê ïðî-
íèêíó õâèëþ. “Çøèâàííÿ” öèõ çâóêîâèõ ïî-
ë³â ïðîâîäèëîñÿ çàâäÿêè óìîâàì ñïðÿæåí-
íÿ ïîë³â, òîáòî ð³âíîñò³ òèñêó ³ íîðìàëüíèõ 
ñêëàäîâèõ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ íà ìåæ³ 
ïîä³ëó. Îòæå, âèêîíàâøè ïðîöåäóðó “çøè-
âàííÿ” ïîë³â, ùî äîçâîëèëî âèçíà÷èòè êî-
åô³ö³ºíòè â³äáèòòÿ ³ ïðîíèêíåííÿ, ìè îòðèìàëè äëÿ äàíî¿ çàäà÷³ òî÷íå çî-
áðàæåííÿ ïîëÿ â óñüîìó ïðîñòîð³, õî÷à â êîæíîìó ç ï³âïðîñòîð³â ìàºìî ñâ³é 
âèðàç äëÿ çâóêîâîãî ïîëÿ.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ìåòîä ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé. Îñíîâí³ ³äå¿ ïðî³ëþñòðóº-
ìî, äîñë³äæóþ÷è äîñèòü ïðîñòó çàäà÷ó ïðî ïîøèðåííÿ çâóêó â ñêëàäåíîìó 
íåñê³í÷åííîìó ïëîñêîìó õâèëåâîä³, ÿêèé çàïîâíåíî ³äåàëüíîþ ð³äèíîþ ãóñ-
òèíîþ , ç øâèäê³ñòþ çâóêó c. Ãåîìåòð³ÿ çàäà÷³ ïîäàíà íà ðèñ. 10.1. Ïîâåðõí³ 
õâèëåâîäó º àêóñòè÷íî æîðñòêèìè, à ðîçì³ðè éîãî ñêëàäîâèõ äîð³âíþþòü 
â³äïîâ³äíî h1 ³ h2.

Íåõàé ë³âîðó÷ â õâèëåâîä³ ïîøèðþºòüñÿ ãàðìîí³÷íà ïëîñêà õâèëÿ (÷à-
ñîâèé ìíîæíèê  exp i t  íå ïèøåìî) ç êîìïëåêñíîþ àìïë³òóäîþ òèñêó:

 0 exp ,p ikx .k c                            (10.1)

Ñóòî ãåîìåòðè÷íî âñþ îáëàñòü ³ñíóâàííÿ çâóêîâîãî ïîëÿ ïðèðîäíî ðîçä³-
ëèòè íà äâ³ îáëàñò³: I ³ II, â³äð³çêîì 0,x  10 z h  . Ïðîòå çíà÷íî âàæ-
ëèâ³øå, ùî òàêå ðîçáèòòÿ êîíñòðóêòèâíå ç òî÷êè çîðó ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó 
çàäà÷³ â ö³ëîìó.

Òåïåð ïîâåðíåìîñü äî ïàðàãðàôà 5.13 ³ íàãàäàºìî ÿê çàïèñóâàëîñÿ 
äîâ³ëüíå ãàðìîí³÷íå ïîëå â ïëîñêîìó õâèëåâîä³. Öåé çàïèñ ÿâëÿâ ñîáîþ 
ñóïåðïîçèö³þ íîðìàëüíèõ õâèëü ç â³äïîâ³äíî ï³ä³áðàíèìè êîåô³ö³ºíòàìè 
(äèâ. ôîðìóëó (5.207)). Çíîâó ðîçãëÿíåìî ðèñ. 10.1. Âèä³ëèâøè îáëàñò³ I ³ 
II, ìè óÿâèëè ñêëàäåíèé íåñê³í÷åííèé õâèëåâ³ä ÿê êîìïîçèö³þ äâîõ ïëî-
ñêèõ íàï³âíåñê³í÷åííèõ õâèëåâîä³â. Î÷åâèäíî, ùî ïðè ïàä³íí³ ïëîñêî¿ 
õâèë³ p0 íà ìåæó ïîä³ëó îáëàñòåé I ³ II óòâîðþºòüñÿ â³äáèòà õâèëÿ p1 ³ ïðî-
íèêíà õâèëÿ p2 â îáëàñòü II. Òåïåð çðîçóì³ëî ÿê çàïèñàòè ïîëÿ p1 ³ p2. Õâè-
ëþ p2 ïîäàìî ÿê ñóïåðïîçèö³þ íîðìàëüíèõ õâèëü ïëîñêîãî õâèëåâîäó ç õà-
ðàêòåðíèì ðîçì³ðîì h2, òîáòî ïîëå â îáëàñò³ II ìàòèìå âèãëÿä 
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              (10.3)

Âèðàç (10.2) ìîæíà íàçâàòè çàãàëüíèì çîáðàæåííÿì çâóêîâîãî ïîëÿ â íà-
ï³âíåñê³í÷åííîìó õâèëåâîä³ II. Ñëîâî “çàãàëüíå” ï³äêðåñëþº òîé ôàêò, ùî 

Ðèñ. 10.1. Ïðèêëàä ñêëàäåíîãî õâè-
ëåâîäó
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ôîðìà çîáðàæåííÿ ïîëÿ (10.2) íå çì³íèòüñÿ çà áóäü-ÿêèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ 
íà ïîâåðõí³ x = 0. Àíàëîã³÷íà êîíñòðóêö³ÿ ìîæå áóòè ïîáóäîâàíà ³ äëÿ ë³âî¿ 
÷àñòèíè õâèëåâîäó. Ïàäàþ÷à õâèëÿ (10.1) º çàäàíîþ, à äëÿ â³äáèòîãî ïîëÿ 
î÷åâèäíèì çàãàëüíèì çîáðàæåííÿì áóäå âèãëÿä

   1
10

, exp cos ,n n
n

n
p x z A i x z

h
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              (10.5)

Òàêèì ÷èíîì, ìè ïîáóäóâàëè çàãàëüíå çâóêîâå ïîëå â óñüîìó õâèëåâîä³. 
Ó íàâåäåíèõ âèðàçàõ ì³ñòÿòüñÿ äâ³ ïîñë³äîâíîñò³ äîâ³ëüíèõ âåëè÷èí An i Bn. 
Çàâäÿêè ¿õ âèáîðó ìîæíà òî÷íî âèêîíàòè óìîâè ñïðÿæåííÿ çâóêîâèõ ïîë³â 
íà ìåæ³ ïîä³ëó îáëàñòåé I ³ II: 

II I,p p x = 0,   10, ,z h                       (10.6)

I
1II

1 2




        

1
, 0, [0, ],1

0, 0, [ , ].

p
x z hp

i x
i x

x z h h

            (10.7)

Íàãàäàºìî, ùî I 0 1p p p  , à II 2p p . Îá´ðóíòóâàííÿ òàêîãî òâåðäæåííÿ, 
î÷åâèäíî âèò³êàº ³ç çàãàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ðÿä³â Ôóð’º, àäæå ñóêóïí³ñòü 
ôóíêö³é  2cos , 0,1,2,...,n z h n   ³  1cos , 0,1,2,...,n z h n   óòâîðþº ïîâ-

íó ³ îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó ôóíêö³¿ â³äïîâ³äíî íà â³äð³çêàõ [0, h2] ³ [0, h1].
Íàâåäåí³ ì³ðêóâàííÿ íàî÷íî ðîçêðèâàþòü çì³ñò âàæëèâîãî äëÿ ìåòîäó 

÷àñòêîâèõ îáëàñòåé ïîíÿòòÿ — çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³. Îòæå, 
ñóêóïí³ñòü ÷àñòèííèõ ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåìè (àáî îäíîãî) äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ íàçèâàºòüñÿ çàãàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì ãðàíè÷íî¿ 
çàäà÷³ äëÿ äàíî¿ îáëàñò³, ÿêùî îäåðæàíèé ðîçâ’ÿçîê äàº ìîæëèâ³ñòü çàäî-
âîëüíèòè äîâ³ëüí³ ãðàíè÷í³ óìîâè íà ¿¿ ìåæ³.

Ï³äñòàâèâøè (10.1)—(10.3) â óìîâè (10.6), (10.7), îòðèìàºìî òàêó ôóíê-
ö³îíàëüíó ñèñòåìó ð³âíÿíü:

1
2 10 0

cos 1 cos , [0, ],n n
n n

n n
B z A z z h

h h
  

 

   
     

   
              (10.8)
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0, [ , ].

n n
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n
k A z z hn

B z h
h

z h h

      (10.9)

Ôóíêö³îíàëüíó ñèñòåìó (10.8), (10.9) ìîæíà ïåðåòâîðèòè â àëãåáðà¿÷íó çàâ-
äÿêè âëàñòèâîñò³ îðòîãîíàëüíèõ ñèñòåì ôóíêö³é  1cos n z h  ³  2cos n z h .
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Îòæå, ïîìíîæèìî ð³âíÿííÿ (10.8) íà  1cos , 0,1,2,...,n z h n   ³ ïðî³íòå-

ãðóºìî éîãî ë³âó ³ ïðàâó ÷àñòèíè íà â³äð³çêó [0, h1]. Â³äïîâ³äíî ð³âíÿííÿ 
(10.9) ïîìíîæèìî íà  2cos , 0,1,2,...,n z h n   ³ ïðî³íòåãðóºìî íà â³äð³çêó  

[0, h2]. Ïðè ³íòåãðóâàíí³ âèêîðèñòóºìî âëàñòèâ³ñòü îðòîãîíàëüíîñò³ â³äïî-
â³äíîãî íàáîðó ôóíêö³é:

0

1, 0,

cos cos 0,5, 0,

0, ,

h

mn

m n
m n

z z dz h h m n
h h

m n

  
 

          
     

        (10.10)

äå h = h1 àáî h = h2. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìàºìî íåñê³í÷åííó ñèñòåìó ë³í³éíèõ 
àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü:
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          (10.11)
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²íòåãðàëè (10.12) ëåãêî îá÷èñëþþòüñÿ [9]. Îòæå, ïîñòàâëåíà çàäà÷à çâåëàñü 
äî ðîçâ’ÿçêó íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî 
íåâ³äîìèõ Am ³ Bm, m = 0,1,2,3,… ¯õ çíàííÿ äîçâîëÿº îá÷èñëèòè ïîëå â îá-
ëàñòÿõ I ³ II. Òàêà ñõåìà ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó º òèïîâîþ äëÿ ìåòîäà ³ çàñòî-
ñîâóºòüñÿ  ó âñ³õ çàäà÷àõ, ÿê³ áóäóòü ðîçãëÿíóò³ íèæ÷å. Ó çâ’ÿçêó ç öèì, ñë³ä 
íàâåñòè äåÿê³ çàãàëüí³ ì³ðêóâàííÿ ùîäî íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì ð³âíÿíü, ÿê³ 
ç’ÿâëÿþòüñÿ ïðè ïîáóäîâ³ ðîçâ’ÿçêó êîíêðåòíî¿ çàäà÷³. 

10.2. Äåÿê³ â³äîìîñò³ ïðî ðîçâ’ÿçîê íåñê³í÷åííèõ
ñèñòåì ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü

Çàïèøåìî ñèñòåìó ð³âíÿíü äëÿ äâîõ ïîñë³äîâíîñòåé íåâ³äîìèõ 
ó çàãàëüíîìó âèãëÿä³:

(1) (2) (2) (1)

1

,m mn n m
n

x a x b




  1,2,...m  ,

(1) (1) (2) (2)

1

,mn n m m
n

a x x b




  1,2,...m  ,                    (10.13)

äå (1)
mx  ³ (2)

mx , 1,2,...,m  — øóêàí³ âåëè÷èíè; (1)
mna , (2)

mna , (1)
mb , (2)

mb — çàäàí³ 
ñòàë³ âåëè÷èíè. Ñèñòåìà (10.13) íàëåæèòü äî òàê çâàíèõ ñèñòåì äðóãîãî ðî-
äó. Ó çàäà÷àõ äàíîãî ðîçä³ëó, äå âèêîðèñòîâóºòüñÿ ìåòîä ÷àñòêîâèõ îáëàñ-
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òåé, ñèñòåìà ð³âíÿíü äðóãîãî ðîäó óòâîðþºòüñÿ âíàñë³äîê çàñòîñóâàííÿ âëà-
ñòèâîñò³ îðòîãîíàëüíîñò³ â³äïîâ³äíèõ íàáîð³â ôóíêö³é. Ó ìàòðèö³ êîåô³ö³-
ºíò³â ñèñòåì ð³âíÿíü äðóãîãî ðîäó âèä³ëÿºòüñÿ õàðàêòåðíà ä³àãîíàëü. Òàê, â 
ñèñòåì³ (10.13) äëÿ äâîõ ïîñë³äîâíîñòåé íåâ³äîìèõ ìàºìî òàêó ìàòðèöþ êîå-
ô³ö³ºíò³â:

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 12 13

21 22 23

31 32 33

(2) (2) (2)

(2) (2) (2)

(2) (2) (2)

. . . . . . . .

. . . . . . . .

. . . . . . . .

(1) (1) (1)

(1) (1) (1)

(1) (1) (1)

. . . .

. . . . .

. . . . .

1 0 0 ... ...

0 1 0 ... ...

0 0 1 ... ...

... 1 0 0 ...

... 0 1 0 ...

... 0 0 1 ...

a a a

a a a

a a a

a a a

a a a

a a a
. . . .

. . .

. . .

.

ßêáè âëàñòèâ³ñòü îðòîãîíàëüíîñò³ (íàïðèêëàä, (10.10)) íå ñïðàâäæóâàëàñÿ, 
òî àëãåáðà¿çàö³ÿ ñèñòåìè ôóíêö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü ïðèâåëà á äî ñèñòåìè 
ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ðîäó, çàãàëüíèé âèãëÿä ÿêî¿ òàêèé:

(1) (1) (2) (2) (1)

1 1

, 1,2,...,mn n mn n m
n n

c x a x b m
 

 

   

(1) (1) (2) (2) (2)

1 1

, 1,2,...mn n mn n m
n n

a x c x b m
 

 

                     
(10.14)

Ç îá÷èñëþâàëüíî¿ òî÷êè çîðó òàêà ñèòóàö³ÿ íåáàæàíà, îñê³ëüêè ôîðìóëþ-
âàííÿ ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³ ó âèãëÿä³ íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåá-
ðà¿÷íèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ðîäó ìîæå âèÿâèòèñÿ íåêîðåêòíîþ, òîáòî ïðàê-
òè÷íî âèêëþ÷àºòüñÿ ìîæëèâ³ñòü ïðîâåäåííÿ ñèñòåìàòè÷íèõ ÷èñëîâèõ ðîç-
ðàõóíê³â. Íàéá³ëüø çàãàëüíèì ïðîÿâîì íåêîðåêòíîñò³ ñèñòåì ð³âíÿíü ïåð-
øîãî ðîäó º íåñòàá³ëüí³ñòü ðåçóëüòàò³â ¿õ ðîçâ’ÿçêó ïðè íåçíà÷í³é çì³í³ 
çîâí³øí³õ ïàðàìåòð³â çàäà÷³ àáî ïîðÿäêó ñèñòåìè ïðè ¿¿ ðåäóêö³¿ (äèâ. íèæ÷å).

Îòæå, îòðèìàííÿ ñèñòåìè ð³âíÿíü äðóãîãî ðîäó äóæå âàæëèâå äëÿ ïîáóäî-
âè ðîçâ’ÿçêó ìåòîäîì ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé. Ïîâåðíåìîñÿ äî ñèñòåìè (10.13). 
ßêùî ñóìà ìîäóë³â êîåô³ö³ºíò³â ó êîæíîìó ðÿäêó ìåíøà çà îäèíèöþ, òîá-

òî (1)

1

1mn
n

a




 , (2)

1

1mn
n

a




 , m = 1,2,…, òî òàêà ñèñòåìà íàçèâàºòüñÿ ðåãóëÿðíîþ

[60, ñ. 101]. Ðîçâ’ÿçîê ðåãóëÿðíèõ ñèñòåì ìîæíà âèêîíàòè ìåòîäîì ðåäóêö³¿. 
Ñóòü ìåòîäó ðåäóêö³¿ ïîëÿãàº ó íàñòóïíîìó. Çíàõîäèòüñÿ ðîçâ’ÿçîê ñê³í-
÷åííî¿ ñèñòåìè äåÿêîãî ô³êñîâàíîãî ïîðÿäêó N1 + N2:

2
(1) (2) (2) (1)

1
1

, 1,2,..., ,
N

m mn n m
n

x a x b m N


  

1
(2) (1) (1) (2)

2
1

, 1,2,..., .
N

m mn n m
n

x a x b m N


                    
(10.15)
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Çâ³äñè îäåðæóºìî ðîçâ’ÿçîê (1)
nx , 11,2,...n N  ³ (2)

nx , 21,2,...n N , ùî º 
ïåðøèì íàáëèæåííÿì.

Äàë³ ïî÷èíàºìî çá³ëüøóâàòè ïîðÿäîê ñèñòåìè ð³âíÿíü 1 2N N  ³ îòðè-
ìóºìî äðóãå íàáëèæåííÿ. Ïðîöåäóðó ðîçâ’ÿçêó íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè ð³â-
íÿíü ìîæíà ââàæàòè çàê³í÷åíîþ, êîëè ç äîñòàòíüîþ äëÿ ïðàêòèêè òî÷í³ñ-
òþ çíà÷åííÿ (1)

nx  ³ (2)
nx , ùî çíàéäåí³ äëÿ äåÿêîãî íàáëèæåííÿ, çá³ãàþòüñÿ ç 

ïîïåðåäí³ì íàáëèæåííÿì.
×àñò³øå íà ïðàêòèö³ íåîáõ³äíî îá÷èñëþâàòè ó ê³íöåâîìó ï³äñóìêó íå 

ñàì³ âåëè÷èíè (1)
nx  ³ (2)

nx , à íåñê³í÷åíí³ ðÿäè 
1

n n
n

c x



 , nc — â³äîì³ êîåô³-

ö³ºíòè. Òå ñàìå òðåáà ðîáèòè â çàäà÷³, ÿêó ðîçãëÿäàºìî. Òóò êîåô³ö³ºíòè An

i Bm ïîòð³áí³ íàì, ùîá çà äîïîìîãîþ ðÿä³â (10.2) ³ (10.4) âèçíà÷èòè òèñê â 
îáëàñòÿõ I ³ II (ðèñ. 10.1). Ó òàêîìó ðàç³ ñë³ä âèçíà÷èòè òàêó ê³ëüê³ñòü âåëè-

÷èí xn, ùîá çàáåçïå÷èòè çá³æí³ñòü ðÿäó 
1

n n
n

c x



 .

Óìîâà ðåãóëÿðíîñò³ º äîñòàòíüîþ äëÿ ðîçâ’ÿçêó íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì 
ð³âíÿíü ìåòîäîì ðåäóêö³¿. Ïðîòå ³ñíóþòü ³ ñëàáê³ø³ óìîâè, ÿê³ òåæ äàþòü 
çìîãó çíàõîäèòè ðîçâ’ÿçîê íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì ìåòîäîì ðåäóêö³¿. ßê ïðà-
âèëî, ùîäî çá³æíîñò³ ðÿä³â äîñòàòíüî âèìîãè [60, ñ. 103]:

2

1 1

,mn
m n

a
 

 

  2

1

.m
m

b




                       (10.16)

Ñë³ä çðîáèòè ñóòòºâå çàóâàæåííÿ: óìîâà ðåãóëÿðíîñò³ äëÿ íåñê³í÷åííèõ 
ñèñòåì ð³âíÿíü º äîñòàòíüîþ, àëå íå íåîáõ³äíîþ. Òîìó, ÿêùî öÿ óìîâà íå 
âèêîíóºòüñÿ àáî ïðîâåäåííÿ òàêîãî àíàë³çó óñêëàäíåíå âíàñë³äîê íåïðîñòî-
ãî âèãëÿäó ìàòðèö³ êîåô³ö³ºíò³â ñèñòåìè ð³âíÿíü, òî ïèòàííÿ ïðî ìîæ-
ëèâ³ñòü ðîçâ’ÿçêó òàêèõ ñèñòåì ìåòîäîì ðåäóêö³¿ âèçíà÷àºòüñÿ â ïðîöåñ³ 
÷èñëîâîãî åêñïåðèìåíòó, òîáòî ìåòîäîì ðåäóêö³¿ ïðè ïîñòóïîâîìó çá³ëü-
øåíí³ ïîðÿäêó ñèñòåìè. Ñèñòåìà ìàòèìå ðîçâ’ÿçîê, ÿêùî â õîä³ åêñïåðè-
ìåíòó ìàºìî:

 óìîâè ñïðÿæåííÿ âèêîíóþòüñÿ ç íåîáõ³äíîþ òî÷í³ñòþ;
 ñïîñòåð³ãàºòüñÿ çá³æí³ñòü îòðèìàíîãî ðîçâ’ÿçêó ïðè çá³ëüøåíí³ ïî-

ðÿäêó ñèñòåìè ð³âíÿíü â ïðîöåñ³ ðåäóêö³¿;
 âèêîíóºòüñÿ çàêîí çáåðåæåííÿ åíåðã³¿.
Íàÿâí³ñòü ñó÷àñíèõ ÅÎÌ äîçâîëÿº óñï³øíî ïðîâîäèòè ÷èñëîâèé åêñïåðè-

ìåíò, òîìó â³í øèðîêî çàñòîñîâóºòüñÿ â ñó÷àñí³é ïðàêòèö³ ðîçâ’ÿçêó íåñê³í-
÷åííèõ ñèñòåì ð³âíÿíü. Íàäàë³ ìè òàêîæ éîãî áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè.

10.3. Âèêîðèñòàííÿ óìîâè íà ðåáð³
ïðè çàñòîñóâàíí³  ìåòîäó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé

Íàÿâí³ñòü ñòðóêòóðíèõ åëåìåíò³â ó âèãëÿä³ êëèíà àáî êîíóñà º 
äîñèòü òèïîâîþ ñèòóàö³ºþ äëÿ ð³çíèõ ìîäåëåé, ÿê³ â³äòâîðþþòü ðåàëüí³ 
ðîçñ³þâàëüí³ àáî âèïðîì³íþâàëüí³ çâóêè ò³ëà. ßê ìè çíàºìî (äèâ. ï. 9.11.3),
â îêîë³ òàêèõ åëåìåíò³â ñïîñòåð³ãàºòüñÿ îñîáëèâ³ñòü çâóêîâîãî ïîëÿ, ÿêà âè-
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çíà÷àºòüñÿ óìîâàìè Ìåéêñíåðà (äèâ. (9.124)—(9.126)), òîáòî õàðàêòåð ïîëÿ 
ïîáëèçó ðåáðà àïð³îð³ íàì â³äîìèé. Ó çâ’ÿçêó ç öèì âèíèêàº ïèòàííÿ: ÿê 
çì³íèòüñÿ åôåêòèâí³ñòü ÷èñëîâîãî àëãîðèòìà ðîçâ’ÿçêó êîíêðåòíî¿ çàäà÷³, 
ïîáóäîâàíîãî çà ìåòîäîì ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé, ÿêùî âðàõóâàòè ïåâíèì ÷è-
íîì îñîáëèâ³ñòü çâóêîâîãî ïîëÿ ïîáëèçó ðåáåð.

Ó ïîøóêó â³äïîâ³ä³ íà ïîñòàâëåíå ïèòàííÿ ðîçãëÿíåìî êîíêðåòíó çàäà-
÷ó; âèñíîâêè, ÿê³ çðîáèìî ïðè ¿¿ àíàë³ç³, ìàòèìóòü çàãàëüíèé õàðàêòåð. Ïî-
âåðíåìîñÿ äî çàäà÷³ ïðî ïîøèðåííÿ ïëîñêî¿ õâèë³ â ñêëàäåíîìó  ïëîñêîìó 
õâèëåâîä³ (ðèñ. 10.1). Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé  âèçíà÷åííÿ  
ïîëÿ â õâèëåâîä³ áóëî çâåäåíî äî ðîçâ’ÿçêó íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè (10.11) 
ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ðîäó. Äî òàêèõ ñèñòåì ìîæíà çàñòî-
ñóâàòè ìåòîä ðåäóêö³¿ ³ â õîä³ ÷èñëîâîãî åêñïåðèìåíòó âèçíà÷èòè  íà-
ÿâí³ñòü ðîçâ’ÿçêó.

Çíîâó øóêàºìî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî ñêëàäåíèé õâèëåâîä (ðèñ. 10.1), àëå 
ïðè öüîìó áóäåìî âðàõîâóâàòè îñîáëèâîñò³ çâóêîâîãî ïîëÿ ïîáëèçó ðåáðà 
[15]. Ââåäåìî ïîëÿðí³ êîîðäèíàòè r,  ç ïî÷àòêîì â òî÷ö³ x = 0, z = h1

(ðèñ. 10.1). Çã³äíî ç óìîâîþ Ìåéêñíåðà (9.124)—(9.126) ïðè çîâí³øíüîìó 
êóò³ êëèíà 2    íà ðèñ. 10.1 çâóêîâå  ïîëå òèñêó ³ ñêëàäîâèõ êîëèâàëü-
íî¿ øâèäêîñò³ â îêîë³ êóòà âèçíà÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè

1 2

2
3 2

3
( ) cos ,p c c kr     

 
                           (10.17)

3

1
3 2

3
( ) cos ,r c kr 

    
 

                             (10.18)

4

1
3 2

3
( ) sin ,c kr 

    
 

                            (10.19)

äå 1 2 3 4, , ,c c c c — âåëè÷èíè, ùî íå çàëåæàòü â³ä r i . Â îêîë³ ðåáðà òèñê çà-
ëèøàºòüñÿ ñê³í÷åííîþ âåëè÷èíîþ, ó òîé ÷àñ ÿê êîìïîíåíòè øâèäêîñò³ 
ïðÿìóþòü äî íåñê³í÷åííîñò³ ó âèãëÿä³ 1 3( )kr  . Öþ îñîáëèâ³ñòü çâóêîâîãî 
ïîëÿ ïîáëèçó ðåáðà ìè îáãîâîðþâàëè â ï. 9.11.3.

Ïîâåðíåìîñü äî ôîðìóë (10.2) ³ (10.4), ùî âèçíà÷àþòü ðîçêëàäàííÿ 
ïîëÿ òèñêó â îáëàñòÿõ I ³ II. Âîíè ÿâëÿþòü ñîáîþ ðÿäè Ôóð’º, ÿê³ ó áóäü-
ÿêîìó ïåðåð³ç³ x = const âèçíà÷àþòü ðîçêëàäàííÿ ïîëÿ òèñêó çà îðòîãî-
íàëüíîþ ñèñòåìîþ ôóíêö³¿  1cos n z h  àáî  2cos n z h . Äëÿ âèçíà÷åííÿ 

íåâ³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â An i Bn ñë³ä ðîçïèñàòè óìîâè ñïðÿæåííÿ (10.6), 
(10.7). Îòæå, çàïèøåìî ïîëå òèñêó ³ éîãî ïîõ³äíî¿ çà êîîðäèíàòîþ x â ïå-
ðåð³ç³ x = 0:

1
1

0 0
0

( ) 1 cos ,x n
n

n z
p p A

h





 
    

 
                      (10.20)
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                            (10.21)
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            (10.23)

Âçàãàë³ îïåðàö³ÿ  äèôåðåíö³þâàííÿ ïîã³ðøóº çá³æí³ñòü ðÿä³â Ôóð’º, îñ-
ê³ëüêè ïðè âåëèêèõ íîìåðàõ n ìàºìî ïðîïîðö³éí³ñòü (äèâ. (10.3), (10.5)): 

n n  , n n  . Ôóíêö³ÿ, ùî âèçíà÷àº ïîëå òèñêó â ïåðåð³ç³ x = 0 º íåïåðåðâ-
íîþ ³ ñê³í÷åííîþ, òîìó ¿¿ ðÿä Ôóð’º (10.20) àáî (10.21) çá³ãàºòüñÿ ð³â-
íîì³ðíî íà â³äð³çêó [0,h1] àáî [0,h2].

Äëÿ øâèäêîñò³ ñïðàâåäëèâà ³íøà ñèòóàö³ÿ. Òóò â îêîë³ ðåáðà ìàºìî 
îñîáëèâ³ñòü (äèâ. (10.18), (10.19)). Áåçóìîâíî, ¿¿ íàÿâí³ñòü ïîã³ðøóº 
çá³æí³ñòü ðÿä³â (10.22), (10.23). Ùîá ¿¿ ïîêðàùèòè ñïðîáóºìî âèêîðèñòàòè 
íàø³ çíàííÿ ïðî õàðàêòåð êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ â îêîë³ ðåáðà. Çã³äíî ç 
(10.19) ïðè 2  , ïîáëèçó ðåáðà â ïåðåð³ç³ x = 0 ñêëàäîâà êîëèâàëüíî¿ 
øâèäêîñò³ âçäîâæ îñ³ Ox ìàº âèãëÿä

   1

1 1
3 3, 0, .

2 xr Cr x z C h z
  

        
 

          (10.24)

Âçàãàë³, çáåð³ãàþ÷è õàðàêòåð îñîáëèâîñò³ ó âèãëÿä³ ïîêàçíèêà ñòåïåíÿ –1/3, 
ìîæíà äîñèòü äîâ³ëüíî âèáèðàòè âèãëÿä ôóíêö³¿, îáóìîâëåíèé çðó÷í³ñòþ 
ï³ä ÷àñ ïðîâåäåííÿ ðîçðàõóíê³â. Îòæå, â äàíí³é çàäà÷³ çàì³ñòü (10.24) çàïè-
ñóºìî âèðàç

   1

1
2 2 30, .x x z a h z


                             (10.25)

Äàë³, ó ôîðìóë³ (10.22) äîäàìî ³ â³äí³ìåìî (10.25), òîáòî

 

   1
1 1

0 1
1 1

=0 2 2 2 23 30

cos ,n n

x

p p n z a a
ik i A i

x h
h z h z






 
    

          


n

  (10.26)

äå a — äåÿêà íåâ³äîìà ñòàëà. Çàïèøåìî ðÿä Ôóð’º äëÿ ôóíêö³¿ (10.25) çà 
îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ ôóíêö³é  1cos /n z h :

  1
1

1
02 2 3

1
cos ,n

n

n z
C

h
h z





 
  

 
                         (10.27)

äå êîåô³ö³ºíòè ðÿäó ìàþòü âèãëÿä

0 2 / 3
1

1 Ã(2 3)Ã(1 2)
,

Ã(7 6)2
C

h
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 1
1

1 6

1
2 62 2

Ã , 0.
3n

h
C J n n

h n





       
  

                (10.28)

Òóò Ã() — ãàììà-ôóíêö³ÿ; 1/6( )J n — ôóíêö³ÿ Áåññåëÿ ïîðÿäêó 1/6. Äëÿ 
âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â Ñn áóëî âèêîðèñòàíî ³íòåãðàë [15, ñ. 69]:

 
 

 
1
6

11 / 32 2
0 6

cos 2 2
Ã ,

2 3
d J

   
 

 

       
   

  0, 0 .          (10.29)

Òîä³ (10.26) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿä³

 0 1

1 10 00

( )
cos cos .n n n n

n nx

p p n z n z
ik i A aC ia C

x h h
 

 

 

    
          

     (10.30)

Òåïåð çðîáèìî âàæëèâå çàóâàæåííÿ. ßê â³äîìî [8], àñèìïòîòè÷íà ïîâåä³íêà 
êîåô³ö³ºíò³â Ôóð’º (ïðè n  ) äåÿêî¿ ôóíêö³¿ âèçíà÷àºòüñÿ îñîáëèâîñòÿ-
ìè ö³º¿ ôóíêö³¿ ³ ¿¿ ïîõ³äíèõ. Îñê³ëüêè îñîáëèâ³ñòü ôóíêö³¿ (10.22) òàêà ñà-
ìà, ÿê ó ôóíêö³¿ (10.25), òî àñèìïòîòè÷íà ïîâåä³íêà êîåô³ö³ºíò³â Ôóð’º 
îáîõ ôóíêö³é áóäå îäíàêîâà. Îòæå, ïðè äîñèòü âåëèêèõ íîìåðàõ ìàòèìåìî 
ð³âí³ñòü (äèâ. (10.30)) n n nA aC   ïðè n > M, äå M — äåÿêå ö³ëå ÷èñëî. Ç 
óðàõóâàííÿì öüîãî çàì³ñòü (10.30) çàïèñóºìî

0 1

1 10 00

( )
cos cos

M M

n n n
n nx

p p n z n z
ik i A ia C

x h h
 

 

    
          

      (10.31)

1 1 10 0 1

cos cos cos .
M

n n n n
n n n M

n z n z n z
ia C ik i A ia C

h h h
  

 

   

     
        

     
  

Áåðó÷è äî óâàãè àñèìïòîòèêó ôóíêö³¿ Áåññåëÿ [49, 52]:

2
( ) cos ,

2 4v

v
J

  


    
 

                (10.32)

³ ôîðìóëó (10.28), íåâàæêî âèçíà÷èòè, ùî àñèìïòîòèêà êîåô³ö³ºíò³â Cn ïðè 
n > M âèçíà÷àºòüñÿ òàê: 2 / 3

nC n , à çã³äíî ç ñï³ââ³äíîøåííÿì n n nA aC 

àñèìïòîòèêà êîåô³ö³ºíò³â An ñòàíîâèòü 5 / 3
nA n  (äèâ. (10.5)). Çðîçóì³ëî, ùî 

ðÿäè Ôóð’º äëÿ òèñêó â îêîë³ ðåáðà çá³ãàþòüñÿ äîáðå, à äëÿ øâèäêîñò³ 
çíà÷íî ã³ðøå.

Îñê³ëüêè ïðè n > M êîåô³ö³ºíòè An âèçíà÷àþòüñÿ íàáëèæåíîþ ð³âí³ñòþ 

n n nA aC   ³ ââàæàþòüñÿ â³äîìèìè ç òî÷í³ñòþ äî íåâ³äîìî¿ ïîêè ñòàëî¿ a, 
òî ïîëå òèñêó â ïåðåð³ç³ x = 0 ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³

0 1
1 1

0
0 1

( ) 1 cos cos .
M

n
nx

n n M n

Cn z n z
p p A a

h h
 






  

   
      

   
          (10.33)
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Àíàëîã³÷í³ âèêëàäêè ìîæíà ïðîâåñòè äëÿ ïîõ³äíî¿ òèñêó (10.23), ïàì’ÿ-
òàþ÷è, ùî òóò âèêîðèñòîâóºòüñÿ ñèñòåìà îðòîãîíàëüíèõ ôóíêö³é:  2cos n z h ,  

0,1,2...n   Îòæå, îòðèìàºìî (çðîá³òü ñàìîñò³éíî):

 

 

1
2 2

1 2

 




  



    
     

       

 
0 1

0

cos cos , 0, ,

0, , ,

N

n n n
n n N

x

n z n z
i B ib D z hp h h

x
z h h

(10.34)

äå b — íåâ³äîìà ïîêè ñòàëà; N — äåÿêå ö³ëå ÷èñëî, êîåô³ö³ºíòè

1 2 1
1

2 26

1
62 2

,
3n

hh n h
D J

h n h



         

    
n > 0.             (10.35)

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ òèñêó p2 ìàòèìåìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 

2
2 2

0
0 1

cos cos .
N

n
nx

n n N n

Dn z n z
p B b

h h
 






  

   
    

   
             (10.36)

Îòæå, ï³äñòàâëÿþ÷è (10.31), (10.33), (10.35), (10.36) â óìîâè ñïðÿæåííÿ 
(10.6), (10.7) ³ ïðîâîäÿ÷è àëãåáðà¿çàö³þ ôóíêö³îíàëüíî¿ ñèñòåìè, ÿê öå áóëî 
çðîáëåíî â³äíîñíî ñèñòåìè (10.8), (10.9), îòðèìóºìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåá-
ðà¿÷íèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî íåâ³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â 1 2, ,..., , ,MA A A a 1 2, ,..., ,NB B B b :

  B B1
1

( ) ( )
0 0

0 1

1 , 1,2,. . . , ,
2

N
n

m m n mn mn m
n n N n

Dh
A B P b P h m M 





  

      

B B1
1

( ) ( )
0

0 1

, 1,
2

N
m n

n mn mn m
n n Nm n

C Dh
a B P b P h m M

 



  

      

A A A2( ) ( ) ( )
0 0

0 1

(1 ) , 1,2,..., ,
2
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n n mn n mn m m m m
n n M

h
A P a C P B kP m N  



  

     
(10.37)

A A A2( ) ( ) ( )
0

0 1

, 1.
2

M

n n mn n mn m m
n n M

h
A P a C P D b kP m N



  

     

Ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (10.37) äàº ìîæëèâ³ñòü âèçíà÷èòè íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê 
çàäà÷³. Äàë³ ñë³ä çá³ëüøèòè ÷èñëà N ³ M íà îäèíèöþ ³ çíîâó ïðîâåñòè ðîç-
ðàõóíîê ³ ò.ä. Ïîñë³äîâíó ïðîöåäóðó ðîçðàõóíê³â ìîæíà ïðèïèíèòè, ÿê öå 
çàçâè÷àé ðîáèòüñÿ, êîëè áóäå äîñÿãíóòà ñòàá³ëüí³ñòü ðåçóëüòàò³â, ùî âèçíà-
÷àºòüñÿ çã³äíî ç äåÿêèì êðèòåð³ºì. ßêùî íåñê³í÷åíí³ ñóìè â (10.37) íå 
âäàºòüñÿ îá÷èñëèòè àíàë³òè÷íî, òî âîíè çàì³íþþòüñÿ íà ñê³í÷åíí³ ç äîñèòü 
âåëèêîþ ê³ëüê³ñòþ äîäàíê³â.

Â³äïîâ³äíà ðåäóêö³ÿ ñèñòåìè (10.11) ïðèâîäèòü ¿¿ äî âèãëÿäó

  B1
1

( )
0 0

0

1 ,
2

N

m m n mn m
n

h
A B P h 



    0,1,..., ,m M

A A2( ) ( )
0 0

0

(1 ) ,
2

M

n n mn m m m m
n

h
A P B kP  



   0,1,..., .m N       
(10.38)
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Îñíîâíà ð³çíèöÿ ïðîöåäóðè ïîøóêó ðîçâ’ÿçêó, ùî ïðèâåëà äî ñèñòåìè 
ð³âíÿíü (10.37), ³ ðîçâ’ÿçêó çã³äíî ç ñèñòåìîþ (10.38) ïîëÿãàº â òîìó, ùî 
ïðè ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè (10.37), ùî ñêëàäàºòüñÿ ç M + N + 2 ð³âíÿíü, ìè íå 
â³äêèäàºìî íåñê³í÷åíí³ “õâîñòè” öèõ ð³âíÿíü (äèâ. (10.11)), à çàâäÿêè âè-
êîðèñòàííþ óìîâè íà ðåáð³ âðàõîâóºìî âçàºìîâïëèâ âñ³õ íåâ³äîìèõ âåëè-
÷èí. Òîìó ìîæíà î÷³êóâàòè, ùî òàêèé àëãîðèòì äàñòü êðàù³ ðåçóëüòàòè, 
àí³æ ïðîñòà ðåäóêö³ÿ ñèñòåìè (10.38).

Òàêèì ÷èíîì, ïðîâåäåìî ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç. Äëÿ ðîçâ’ÿçêó ó âèãëÿä³ 
ðÿä³â (10.2) ³ (10.4) õàðàêòåðíèì º òå, ùî âîíè òîòîæíî çàäîâîëüíÿþòü 
ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà ³ ãðàíè÷í³ óìîâè íà ïîâåðõí³ õâèëåâîäó (z = 0, z = h1

ïðè 0x  ; z = 0 ³ z = h2 ïðè 0x  ) ïðè áóäü-ÿê³é ê³ëüêîñò³ ÷ëåí³â, ÿê³ óò-
ðèìóþòüñÿ â ðÿäàõ (10.2), (10.4). Òîìó, îáìåæóþ÷èñü ñê³í÷åííèì ÷èñëîì 
íåâ³äîìèõ ïðè ïåðåõîä³ â³ä íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè äî ñê³í÷åííî¿, ìè ïðèõî-
äèìî äî íàáëèæåíîãî âèêîíàííÿ ñàìå óìîâ ñïðÿæåííÿ çâóêîâèõ ïîë³â íà 
ìåæ³ ïîä³ëó x = 0 ì³æ ÷àñòêîâèìè îáëàñòÿìè  I ³ II. Çðîçóì³ëî, ùî öå çà-
ãàëüíà ñèòóàö³ÿ äëÿ ìåòîäó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé. 

Îñê³ëüêè òèñê ³ êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü ïîäàí³ ÿê êîìïëåêñí³ ÷èñëà, òî 
ìîæëèâ³ ê³ëüêà âàð³àíò³â ¿õ ïîð³âíÿííÿ íà ìåæ³ ïîä³ëó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé:

1) ä³éñíî¿ ³ óÿâíî¿ ÷àñòèí êîìïëåêñíèõ ÷èñåë;
2) ìîäóëÿ ³ àðãóìåíòà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, òîáòî àìïë³òóäè ³ ôàçè òèñêó 

àáî êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³;
3) ìîäóëÿ ð³çíèö³ òèñêó àáî êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³, ùî â³äïîâ³äàº âè-

çíà÷åííþ â³äñòàí³ ì³æ òî÷êàìè íà êîìïëåêñí³é ïëîùèí³.
Âèáåðåìî òðåò³é âàð³àíò. Îòæå, áóäåìî äîñë³äæóâàòè â³äíîñí³ â³äõèëåí-

íÿ íà ìåæ³ ïîä³ëó îáëàñòåé I ³ II   10, 0, :x z h 

I II

0

,p

p p

p



 I II

0

x x

x


 





                       (10.39)

³ íà àêóñòè÷íî æîðñòê³é ïîâåðõí³   1 20, , :x z h h 

II

0

,x

x






                                       (10.40)

äå 0 i 0xp  — àìïë³òóäè òèñêó ³ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ â ïàäàþ÷³é õâèë³ 

(10.1). ßê ïðèêëàä, íà ðèñ. 10.2 ïîêàçàí³ ðîçðàõóíêè â³äõèëåííÿ  äëÿ õâè-
ëåâîäó ðîçì³ðàìè h1 /  = 0,9; h2 /  = 1,9 äëÿ ð³çíèõ ñèñòåì (êðèâà 1 â³ä-
ïîâ³äàº ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè (10.37), êðèâà 2 — (10.38)). Çíà÷åííÿ â³äõèëåííÿ 
îá÷èñëþâàëîñÿ â 400  òî÷êàõ íà â³äð³çêó [0,h2]. ßê áà÷èìî, ñïîñòåð³ãàºòüñÿ 
çíà÷íå çìåíøåííÿ çíà÷åííÿ  ïðè óðàõóâàíí³ óìîâè íà ðåáð³. Îêðåìî ñë³ä 
çàçíà÷èòè ñóòòºâå çìåíøåííÿ â³äõèëåííÿ  â îáëàñò³ êóòîâî¿ òî÷êè x = 0, 
z = h1 ³ öå íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî ê³ëüê³ñòü óðàõîâàíèõ ìîä çíà÷íà N = 
= M = 63. Çã³äíî ç âèáðàíèìè ðîçì³ðàìè õâèëåâîäó ë³âîðó÷ â³ä ìåæ³ ìàºìî 
äâ³ îäíîð³äí³ ìîäè, à ïðàâîðó÷ — ÷îòèðè, âñ³ ³íø³ — íåîäíîð³äí³. Öå 
ñâ³ä÷èòü ïðî òå, ùî ïîáëèçó ì³ñöÿ ð³çêî¿ çì³íè ïëîù³ ïåðåð³çó õâèëåâîäó â 
çâóêîâîìó ïîë³ ñóòòºâó ðîëü â³ä³ãðàþòü íåîäíîð³äí³ õâèë³. Îòæå, âðàõóâàííÿ
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Ðèñ.  10.2. Ä³àãðàìè â³äõèëåííÿ  íà ìåæ³ x = 0, z = [0,h2]: 
h1 /  = 0,9; h2 /  = 1,9; M = N = 63, êðèâà 1 — ñèñòåìà (10.37), êðèâà 2 — ñèñòåìà (10.38)

äàíèõ ïðî àñèìïòîòè÷í³ âëàñòèâîñò³ êîåô³ö³ºíò³â çáóðåííÿ íåîäíîð³äíèõ 
ìîä äîçâîëÿº çíà÷íî ðîçøèðèòè ìîæëèâîñò³ äîñë³äæåííÿ ïîëÿ â òî÷êàõ 
ïîáëèçó ðåáðà.

Çðîáèìî ùå îäíå âàæëèâå çàóâàæåííÿ. ßêùî íå ö³êàâèòèñÿ ïîëåì áåç-
ïîñåðåäíüî ïîáëèçó ðåáðà, òî âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó ïðîñòî¿ ðåäóêö³¿ (â 
íàø³é çàäà÷³ öå ñèñòåìà ð³âíÿíü (10.38)) ö³ëêîì âèïðàâäàíå, àäæå äëÿ îáîõ 
âèïàäê³â (ñèñòåìè (10.37) ³ (10.38)) ïîäàë³ â³ä ðåáðà ðîçâ’ÿçêè ç ãðàô³÷íîþ 
òî÷í³ñòþ çá³ãàþòüñÿ. Öå êîðèñíå ñïîñòåðåæåííÿ òðåáà óðàõîâóâàòè, ùîá, 
íå óñêëàäíþþ÷è ðîçðàõóíêîâó ñõåìó çàäà÷³, îòðèìàòè ðåçóëüòàò çíà÷íî 
ïðîñò³øèìè ñïîñîáàìè. Íàäàë³ ñàìå òàê ìè ³ áóäåìî ðîáèòè, âèêîðèñòîâó-
þ÷è ìåòîä ïðîñòî¿ ðåäóêö³¿ ç îáîâ’ÿçêîâèì êîíòðîëåì çíà÷åííÿ â³äõèëåííÿ 
ïðè âèêîíàíí³ óìîâ ñïðÿæåííÿ çâóêîâèõ ïîë³â, çá³æíîñò³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ³ 
ïåðåâ³ðêè âèêîíàííÿ çàêîíó çáåðåæåííÿ åíåðã³¿.

10.4. Âèêîðèñòàííÿ ð³çíèõ ñèñòåì êîîðäèíàò
â ìåòîä³ ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé

Ì³ðêóâàííÿ, ÿê³ íàâåäåí³ â ïàðàãðàô³ 10.1, äîñèòü íàî÷íî ïîÿñ-
íþþòü ïðîöåäóðó ïîáóäîâè çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó â ìåòîä³ ÷àñòêîâèõ îáëàñ-
òåé. Ïîäàëüøèì ðîçâèòêîì ìåòîäó º âèêîðèñòàííÿ îäíî÷àñíî ð³çíèõ ñèñòåì 
êîîðäèíàò ïðè ïîáóäîâ³ çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³. ßê ïðèêëàä, 
ÿêèé ³ëþñòðóº òàêó ìîæëèâ³ñòü, ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî âèçíà÷åííÿ âëàñíèõ 
÷àñòîò ñê³í÷åííî¿ îáëàñò³, çàïîâíåíî¿ àêóñòè÷íèì ñåðåäîâèùåì. Íåõàé òà-
êîþ îáëàñòþ º ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê ÎÀÂ ç æîðñòêèìè ìåæàìè ÎÀ, ÀÂ,
ÎÂ (ðèñ. 10.3). Ðîçì³ðè ñòîð³í òàê³: OA = a, AB = b, OB = c. Ïðÿìîêóòíèé 
òðèêóòíèê òóò ðîçãëÿäàºòüñÿ ò³ëüêè äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó ïîëÿ. Ó çàãàëüíî-
ìó âèïàäêó í³ÿêèõ îáìåæåíü íà ôîðìó òðèêóòíèêà íå íàêëàäàºòüñÿ.
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Òåïåð çãàäàºìî, ÿê áóëî ðîçâ’ÿçàíî çà-
äà÷ó ïðî íîðìàëüí³ õâèë³ ïëîñêîãî õâèëå-
âîäó (äèâ. ï. 5.11.2). Ìè øóêàëè ðîçâ’ÿçîê 
çà äîïîìîãîþ â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ. Òà-
êèé ï³äõ³ä äîçâîëèâ îòðèìàòè ðîçâ’ÿçîê ó 
âèãëÿä³ ðÿäó òèïó (10.2). Âçàãàë³ ïðîöåäóðà 
â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ ïðèâîäèòü äî ôîð-
ìè ðîçâ’ÿçêó, ÿêà çðó÷íà ³ äëÿ ô³çè÷íîãî 
ïîÿñíåííÿ, ³ â ÷èñëîâèõ ðîçðàõóíêàõ, òîìó 
ìè çàâæäè íàìàãàëèñÿ ¿¿ âèêîðèñòîâóâàòè. 
Ïðîòå ïðîöåäóðà ä³éñíî ïðèâîäèòü äî 
óñï³õó, ÿêùî ìåæ³ îáëàñò³ çá³ãàþòüñÿ ç êî-

îðäèíàòíèìè ïîâåðõíÿìè âèáðàíî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Íàãàäàºìî, ùî êî-
îðäèíàòí³ ïîâåðõí³ — öå ïîâåðõí³, íà ÿêèõ îäíà êîîðäèíàòà ñòàëà, à äâ³ 
³íø³ çì³íí³. Â³äïîâ³äíî, íà ïëîùèí³ êîîðäèíàòíà ë³í³ÿ — öå ë³í³ÿ, äëÿ ÿêî¿ 
îäíà ç êîîðäèíàò ñòàëà, à ³íøà çì³ííà. Íàïðèêëàä, òàê áóëî äëÿ ïëîñêîãî 
õâèëåâîäó â äåêàðòîâ³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò, â çàäà÷³ ïðî âèïðîì³íþâàííÿ 
çâóêó ñôåðîþ, äå âèêîðèñòîâóâàëàñÿ ñôåðè÷íà ñèñòåìà êîîðäèíàò ³ ò.ï.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî çàäà÷³ ïðî òðèêóòíó îáëàñòü (ðèñ. 10.3), ñë³ä çàçíà÷è-
òè, ùî ñòîðîíè òðèêóòíèêà OA i AB çá³ãàþòüñÿ ç êîîðäèíàòíèìè ë³í³ÿìè 
ñèñòåìè êîîðäèíàò xOy, à ñòîðîíè OB í³. Òîìó ââåäåìî ùå îäíó ñèñòåìó 
êîîðäèíàò x1Oy1, ùî ïîâåðíóòà â³äíîñíî ñèñòåìè xOy íà êóò  (ðèñ. 10.3). 
Ó ñèñòåì³ êîîðäèíàò x1Oy1 ñòîðîíà OB çá³ãàºòüñÿ ç êîîðäèíàòíîþ ë³í³ºþ 
(â³ñü Oy1).

Íàøà ìåòà ïîáóäóâàòè çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³, òîáòî âè-
çíà÷èòè çâóêîâå ïîëå â òàêîìó âèãëÿä³, ùîá ìàòè ìîæëèâ³ñòü çàäîâîëüíèòè 
ãðàíè÷í³ óìîâè íà êîæí³é ³ç ñòîð³í òðèêóòíèêà OAB. Òàêî¿ ìåòè ìîæíà äî-
ñÿãòè, ÿêùî çîáðàçèòè ïîëå òèñêó ó âèãëÿä³ òðüîõ ðÿä³â Ôóð’º, à ñàìå,
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Ðèñ. 10.3. Ïðèêëàä òðèêóòíî¿ îá-
ëàñò³
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Ñïðîáóºìî çðîçóì³òè, ÷îìó ðîçâ’ÿçîê (10.41) ìîæíà íàçâàòè çàãàëüíèì. 
Ð³÷ ó òîìó, ùî òóò âèä³ëåí³ ðÿäè Ôóð’º çà êîæíîþ ³ç ñòîð³í òðèêóòíèêà, 
íàÿâí³ñòü ÿêèõ çàáåçïå÷óº çàãàëüí³ñòü ðîçâ’ÿçêó (10.41) ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³. 
Ïåðåêîíàºìîñÿ ó öüîìó. Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ãðàíè÷íó óìîâó íà ñòî-
ðîí³ OA. Îñê³ëüêè ñòîðîíè òðèêóòíèêà âèáðàí³ àêóñòè÷íî æîðñòêèìè, òî 
íà ñòîðîí³ OA âèêîíóºòüñÿ óìîâà 

0
p
y





 ïðè ,0 ,x a  0.y                (10.43)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè ïåðåòâîðåííÿ äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò [8]:
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                           (10.44)

ï³äñòàâëÿºìî (10.41) â ãðàíè÷íó óìîâó (10.43) ³ îòðèìóºìî â³äïîâ³äíå 
ôóíêö³îíàëüíå ð³âíÿííÿ. Íàäàë³, âèêîðèñòîâóþ÷è îðòîãîíàëüí³ñòü ñèñòåìè 
ôóíêö³é  cos ,n x a 0,1,2,...,n   íà â³äð³çêó  , 0 ,a  ïðèõîäèìî äî íåñê³í-

÷åííî¿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ðîäó:

0

0,m n mn
n

A C a




  0,1,2...m                    (10.45)

Âèðàçè äëÿ â³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â amn çàïèñóâàòè íå áóäåìî. 
Ð³âíÿííÿ òèïó (10.45) ñïðàâäæäóºòüñÿ ³ ïðè ðîçãëÿä³ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà 

ñòîðîí³ AB, à ñàìå, êîëè

0
p
x





ïðè ,x a   0, .y b                (10.46)

Çàïèñóþ÷è öþ óìîâó ³ âèêîðèñòîâóþ÷è îðòîãîíàëüí³ñòü ñèñòåìè ôóíêö³é 
 cos , 0,1,2,...,n y b n   ïðèõîäèìî äî òàêî¿ íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè àëãåá-

ðà¿÷íèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ðîäó:
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  m = 0,1,2…                   (10.47)

Íàðåøò³, ïðè ðåàë³çàö³¿ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ã³ïîòåíóç³:

1

0
p
x



 1ïðè 0,x   1 0, ,y c              (10.48)

ñêîðèñòàºìîñÿ îðòîãîíàëüí³ñòþ ñèñòåìè ôóíêö³é  1cos , 0,1,2...,n y c n 

íà â³äð³çêó  1 0,y c . Öå ïðèâîäèòü äî â³äïîâ³äíî¿ íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè 

àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ðîäó:

(1) (2)
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0,m m mn m mn
n n
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    m = 0,1,2,3…,         (10.49) 

êîåô³ö³ºíòè ñèñòåì (1) (2), ,mn mn mnb d d  òàêîæ ìîæíà âèçíà÷èòè â ÿâíîìó âèãëÿä³.
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Îòæå, ñóêóïí³ñòü òðüîõ îäíîð³äíèõ çâ’ÿçàíèõ íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì 
(10.45), (10.47), (10.49) âèçíà÷àº âèìîãè, ÿê³ íàêëàäàþòü ãðàíè÷í³ óìîâè 
(10.43), (10.46), (10.48) íà êîåô³ö³ºíòè An, Bn, Cn ðÿä³â Ôóð’º ó ðîçâ’ÿçêó 
(10.41). Ïðèð³âíþþ÷è íóëþ âèçíà÷íèê ö³º¿ ñèñòåìè, îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ 
äëÿ âèçíà÷åííÿ âëàñíèõ ÷àñòîò òðèêóòíî¿ îáëàñò³, çàïîâíåíî¿ àêóñòè÷íèì 
ñåðåäîâèùåì.

Ïîâåðíåìîñÿ äî âèðàçó äëÿ òèñêó (10.41). Òóò êîæíèé äîäàíîê â ðÿäàõ º 
íîðìàëüíîþ õâèëåþ â³äïîâ³äíîãî ïëîñêîãî õâèëåâîäó ç æîðñòêèìè ìåæà-
ìè. Íàïðèêëàä, ÷ëåí    cos expn nA n x a i y  — öå n-òà íîðìàëüíà õâèëÿ 

ïëîñêîãî õâèëåâîäó ç õàðàêòåðíèì ðîçì³ðîì a. ßêùî k n a , òî õâèëÿ 

îäíîð³äíà, à ÿêùî k n a , òî — íåîäíîð³äíà (äèâ. (10.42)). Îòæå, ïåðøèé 
ðÿä Ôóð’º ó ôîðìóë³ (10.41) âèçíà÷àº ñóêóïí³ñòü íîðìàëüíèõ õâèëü òàêîãî 
õâèëåâîäó, ùî ïîøèðþþòüñÿ ó äîäàòíîìó íàïðÿìêó îñ³ Ox â³ä ìåæ³ 

[ ,0], 0x a y   . Ï³äêðåñëèìî, ùî âàæëèâî ïðàâèëüíî âèáðàòè çíàê ó ïî-
êàçíèêó åêñïîíåíò âèðàçó (10.41): öåé çíàê ïîâèíåí âèçíà÷àòè íåîäíîð³äí³ 
õâèë³, â ÿêèõ àìïë³òóäà çìåíøóºòüñÿ â³ä ìåæ³ âñåðåäèíó òðèêóòíî¿ îáëàñò³ 
âçäîâæ â³äïîâ³äíî¿ êîîðäèíàòè.

Íàâåäåíà ïîáóäîâà ðîçâ’ÿçêó äîçâîëÿº çâåðíóòè óâàãó ùå íà îäèí àñ-
ïåêò ìåòîäó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé. Ñàì õàðàêòåð ì³ðêóâàíü, ùî ïðèâîäèòü äî 
çîáðàæåííÿ øóêàíîãî òèñêó çâóêîâîãî ïîëÿ ó âèãëÿä³ (10.41), âêàçóº íà íå-
îäíîçíà÷í³ñòü ôîðìè ðîçâ’ÿçêó. Íàïðèêëàä, ïåðøèé ðÿä Ôóð’º â (10.41) 
çáåðåæå âëàñòèâîñò³ ïîâíîòè, ÿêùî â íüîìó ñèñòåìó ôóíêö³é  cos ,n x a

0,1,2,...n  , çàì³íèòè íà  sin , 0,1,2,...n x a n  I òà, ³ ³íøà ñèñòåìà ôóíê-

ö³é º ïîâíîþ ³ îðòîãîíàëüíîþ íà â³äð³çêó  ,0x a  . Çðîçóì³ëî, ùî ïåðøà 

á³ëüø ïðèäàòíà äëÿ çàäîâ³ëüíîñò³ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà æîðñòêèõ ìåæàõ. Ó 
âèïàäêó æ àêóñòè÷íî ì’ÿêèõ ñòîð³í (íóëüîâèì äëÿ íèõ º òèñê) ïåðåâàãó 
ñë³ä â³ääàòè ³íø³é ñèñòåì³.

Ìîæëèâ³ñòü âàð³àö³¿ ôîðìè ðîçâ’ÿçêó ïðè çáåðåæåíí³ çàãàëüíîãî õàðàê-
òåðó, áåçóìîâíî, âèçíà÷àº ãíó÷ê³ñòü ìåòîäó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé. Ó ê³íö³ 
öüîãî ïàðàãðàôà ùå ðàç çâåðíåìî óâàãó íà âàæëèâó â³äì³íí³ñòü çà ñóòòþ 
çàäà÷ äëÿ ñêëàäåíîãî õâèëåâîäó (ðèñ. 10.1), ç îäíîãî áîêó, ³ äëÿ òðèêóòíî¿ 
îáëàñò³ (ðèñ. 10.3), ç ³íøîãî. ßêùî â ïåðø³é çàäà÷³ ìåæîâà ïîâåðõíÿ îá-
ëàñò³ ³ñíóâàííÿ çâóêîâîãî ïîëÿ îïèñóâàëàñÿ ÷àñòèíàìè êîîðäèíàòíèõ ïî-
âåðõîíü îäí³º¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò, òî â çàäà÷³ äëÿ òðèêóòíî¿ îáëàñò³ öå âæå 
íå òàê. Òàêèì ÷èíîì, ñàìà ìîæëèâ³ñòü ïðàö³ îäíî÷àñíî â ð³çíèõ ñèñòåìàõ 
êîîðäèíàò ñóòòºâî ðîçøèðþº êîëî çàäà÷ àêóñòèêè, ÿê³ ïðèïóñêàþòü ïîáóäîâó 
àíàë³òè÷íîãî ðîçâ’ÿçêó.

10.5. Äîïîâíåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ

Ó ïðîäîâæåííÿ ïîïåðåäíüîãî ïàðàãðàôà îïèøåìî ñïîñ³á, 
ÿêèé òàêîæ ñóòòºâî ðîçøèðþº ìîæëèâîñò³ ìåòîäó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé ïðè 
äîñë³äæåíí³ çâóêîâèõ ïîë³â â ñêëàäíèõ (íåêàíîí³÷íèõ) îáëàñòÿõ. Ð³÷ ó òî-
ìó, ùî âèíèêàþòü ñèòóàö³¿, êîëè ïðè âèêîðèñòàíí³ íàâ³òü ÿâíî ïîâíèõ 
ðîçâ’ÿçê³â ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ ìîæóòü âèíèêíóòè òðóäíîù³ ïðè ïåðåòâîðåíí³
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ôóíêö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü â àëãåáðà¿÷í³. Îñü 
òóò âèíèêàº ñïåöèô³÷íà çàäà÷à ïðîäîâæåííÿ 
ãðàíè÷íèõ óìîâ ç ô³çè÷íî çàäàíî¿ ìåæ³ íà 
äåÿêó íå³ñíóþ÷ó ä³ëÿíêó. Ïåðåä òèì ÿê îïè-
ñàòè ñïîñ³á ïîäîëàííÿ òàêèõ òðóäíîù³â, 
íàâåäåìî äåÿê³ ìàòåìàòè÷í³ â³äîìîñò³.

Çã³äíî ç òåîðåìîþ Ä³ð³õëå [8], ÿêùî 
ôóíêö³ÿ Ô (õ), ùî çàäàíà íà â³äð³çêó [–a,a] 
³ º íà íüîìó êóñêîâî-íåïåðåðâíîþ, êóñêî-
âî-ìîíîòîííîþ ³ îáìåæåíîþ, òî ¿¿ òðèãî-
íîìåòðè÷íèé ðÿä Ôóð’º çá³ãàºòüñÿ ó âñ³õ 
òî÷êàõ â³äð³çêó [–a,a]. Ïðè öüîìó, ÿêùî
S (x) — ñóììà òðèãîíîìåòðè÷íîãî ðÿäó Ôóð’º ôóíêö³¿ Ô(õ), òî â óñ³õ òî÷-
êàõ íåïåðåðâíîñò³ ö³º¿ ôóíêö³¿ S(x) = Ô(õ), à â óñ³õ òî÷êàõ ðîçðèâó ïåðøîãî 
ðîäó      0 0 / 2S x x x         (òóò  0x   ³  0x  — ë³â³ ³ ïðàâ³ 

ãðàíèö³ Ô(õ) â òî÷ö³ x). Îòæå,  S a       0 0 2S a a a          , òîá-

òî â òåîðåì³ Ä³ð³õëå ê³íö³ â³äð³çêà [–a,a] â³ä³ãðàþòü îñîáëèâó ðîëü, ÿêà 
ïîä³áíà äî ðîë³ òî÷îê ðîçðèâó.

Íåõàé íà â³äð³çêó [–a,a] ìàºìî ôóíêö³þ Ô (õ) (áóäåìî, äëÿ ñïðîùåííÿ, 
ââàæàòè ¿¿ ïàðíîþ). Òîä³ âîíà ìîæå áóòè çîáðàæåíà ó âèãëÿä³ ðÿäó Ôóð’º çà 
ïîâíîþ ³ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ ôóíêö³é  cos ,n x a 0,1,2,...n  :
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                               (10.50)

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî ìè ìàºìî ñèñòåìó ôóíêö³é  cos ,n x l 0,1,2,...n  ,

ÿêà º ïîâíîþ ³ îðòîãîíàëüíîþ íà â³äð³çêó [–l,l], ïðè÷îìó l a . Ïîñòàâèìî 
ïèòàííÿ: ÿê ìîæíà çîáðàçèòè ôóíêö³þ Ô (õ) ó âèãëÿä³ ðÿäó Ôóð’º çà ñèñ-
òåìîþ ôóíêö³é  cos ,n x l 0,1,2,...n  . Çðîçóì³ëî, ùî öÿ ñèñòåìà òðèãî-

íîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é íå º îðòîãîíàëüíîþ íà â³äð³çêó [–a,a]. Òîìó, ùîá 
ìàòè ìîæëèâ³ñòü çàïèñàòè ðÿä Ôóð’º äëÿ Ô (õ) çà ñèñòåìîþ  cos ,n x l

0,1,2,... ,n   ñë³ä äîâèçíà÷èòè ôóíêö³þ Ô (õ) íà âåñü â³äð³çîê [–l,l], íà 

ðèñ. 10.4 öå ïîêàçàíî ãðàô³÷íî.
Òåïåð ìîæëèâî çàïèñàòè ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ ðÿäó Ôóð’º:
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,  ÿêùî   ,
cos

,  ÿêùî   ,
n

n

x x an x
A

l x a x l








         
               (10.51)

äå (x) — äîâ³ëüíà ôóíêö³ÿ. Íà îñíîâ³ âëàñòèâîñò³ ïîâíîòè ³ îðòîãîíàëü-
íîñò³ ñèñòåìè ôóíêö³é  cos ,n x l 0,1,2,...n   íà â³äð³çêó x l  êîå-

ô³ö³ºíòè nA  ëåãêî âèçíà÷àþòüñÿ.

                                        
 Ä³ð³õëå (Dirichlet) Ïåòåð Ãóñòàâ Ëåæåí (1805—1859) — í³ìåöüêèé ìàòåìàòèê.

Ðèñ. 10.4. Ôóíêö³ÿ Ô (õ) ³ ¿¿ ïðî-
äîâæåííÿ (x)
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Ðèñ. 10.5. Ïðèêëàä âèïðîì³íþâàëüíî¿    
ñèñòåìè ç äâîõ öèë³íäð³â: 
à — öèë³íäðè ïåðåòèíàþòüñÿ; á — öèë³íäðè íå 
òîðêàþòüñÿ îäèí îäíîãî

Îòæå, ìàºìî î÷åâèäíå òâåðä-
æåííÿ: ÿêùî ôóíêö³¿ Ô(õ) ³ (x) çà-
äîâîëüíÿþòü òåîðåìó Ä³ð³õëå (óìî-
âè Ä³ð³õëå), òî ðÿäè (10.50) ³ (10.51) 
íà â³äð³çêó [–a,a] çá³ãàþòüñÿ çà 
âèêëþ÷åííÿì, ìîæëèâî, ê³íö³â â³ä-
ð³çêà x a  . Çðîçóì³ëî, ùî öå çà-
ëåæèòü â³ä òîãî, ÿêå ïðîäîâæåííÿ 
(x) äëÿ ôóíêö³¿ Ô(x) ìè âèáðàëè.

Ðîçãëÿíåìî ³äåþ äîïîâíåííÿ 
ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ïðèêëàä³ çàäà÷³ 
ïðî âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó ñêëàäíîþ 
(íåêàíîí³÷íîþ) ïîâåðõíåþ. Ìîâà 
éäå ïðî ïëîñêó çàäà÷ó, â ÿê³é ìàº-
ìî äâà ïåðåòèííèõ öèë³íäðà ç ïà-
ðàëåëüíèìè â³ñÿìè. Äëÿ ïðîñòîòè 
â³çüìåìî äâà öèë³íäðà ç îäíàêîâèì 
ðàä³óñîì à (ðèñ. 10.5, à).

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ñèòóàö³þ, 
êîëè öèë³íäðè íå òîðêàþòüñÿ îäèí 
îäíîãî (ðèñ. 10.5, á). Òàêà çàäà÷à 
äîáðå âèâ÷åíà [60, ñ. 139—142]. Âè-

çíà÷èìî äâ³ ïîëÿðí³ ñèñòåìè êîîðäèíàò 1 1 1rO  ³ 2 2 2r O  ç öåíòðàìè O1 ³ O2 íà 
îñÿõ öèë³íäð³â. Çã³äíî ç ï. 7.12.1 ïîëå òèñêó îêðåìî îäíîãî öèë³íäðà, íà-
ïðèêëàä ïåðøîãî (ë³âîðó÷), îïèñóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì (7.128), ùî ÿâëÿº 
ñîáîþ ñóïåðïîçèö³þ öèë³íäðè÷íèõ õâèëü:

         1 1 1 1 1
1 1

0

, cos ,n n
n

p r A H kr n 




                     (10.52à)

(ââàæàºìî, ùî ôóíêö³ÿ ïàðíà â³äíîñíî êóòîâî¿ êîîðäèíàòè, òîìó ìîæíà 
âèêîðèñòîâóâàòè ò³ëüêè ôóíêö³¿ êîñèíóñà). Òóò êîåô³ö³ºíòè (1)

nA âèçíà÷à-
þòüñÿ ³ç ãðàíè÷íî¿ óìîâè íà ïîâåðõí³ ïåðøîãî öèë³íäðà. Öÿ óìîâà ïîëÿãàº 
ó âèçíà÷åíí³ ðàä³àëüíî¿ øâèäêîñò³ íà ïîâåðõí³ öèë³íäðà, òîáòî

     1 1 1
1 1 1

1

,1
, 0,2 .

p r a
V

i r


  


 

 


              (10.52á)

Îòæå, ï³äñòàâëÿþ÷è (10.52à) â (10.52á) ³ âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâ³ñòü îðòî-
ãîíàëüíîñò³ ñèñòåìè ôóíêö³é  1cos , 1,2,...,n n   íà â³äð³çêó  0,2 ,  âèçíà-

÷àºìî êîåô³ö³ºíòè (1).nA  Àíàëîã³÷íî, ÿêùî ó ïðîñòîð³ ìàºìî ò³ëüêè äðóãèé 
öèë³íäð (ïðàâîðó÷), òî éîãî ïîëå òèñêó ìàº âèãëÿä
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         2 2 2 2 2
2 1

0

, cos ,n n
n

p r A H kr n 




                     (10.53à)

äå êîåô³ö³ºíòè (2)
nA  âèçíà÷àþòüñÿ ç óìîâè

   2 2 2
2 2

2

,1
,

p r a
V

i r





 




 2 0,2                 (10.53á)

çàâäÿêè îðòîãîíàëüíîñò³ ñèñòåìè ôóíêö³é  2cos , 0,1,2,...n n  , íà â³ä-

ð³çêó  0,2 .

Òåïåð ïîâåðíåìîñÿ äî çàäà÷³ âèïðîì³íþâàííÿ äâîõ öèë³íäð³â, ÿê³ íå 
òîðêàþòüñÿ îäèí îäíîãî (ðèñ. 10.5, á). Òóò ïîð³âíÿíî ç îäíèì öèë³íäðîì 
ñèòóàö³ÿ óñêëàäíþºòüñÿ. Ð³÷ ó òîìó, ùî çâóêîâå ïîëå â òî÷ö³ ñïîñòåðåæåí-
íÿ M ñêëàäàºòüñÿ ç³ çâóêîâèõ ïîë³â, ÿê³ âèïðîì³íþº êîæíèé öèë³íäð, ïðè-
÷îìó âèïðîì³íþâàííÿ êîæíîãî ç öèë³íäð³â ïîâèííî áóòè âèçíà÷åíå ç óðà-
õóâàííÿì áàãàòîðàçîâîãî ðîçñ³þâàííÿ çâóêó íà öèë³íäðàõ. Òîìó ïîëå òèñêó 
ïàðè öèë³íäð³â âèçíà÷èìî ÿê ñóìó òèñê³â p1 ³ p2, òîáòî

               1 2 1 1 2 2
1 1 2 1

0 0

cos cos ,n n n n
n n

p p p A H kr n A H kr n 
 

 

              (10.54)

äå êîåô³ö³ºíòè  1
nA  ³  2

nA  ñë³ä âèáèðàòè òàêèìè, ùîá îäíî÷àñíî çàäîâîëüíè-
òè ãðàíè÷í³ óìîâè íà ïîâåðõíÿõ îáîõ öèë³íäð³â:

íà ïîâåðõí³ ïåðøîãî öèë³íäðà:

   1 2
1 1

1

1
,

p p
V

i r



 




r1 = a,  1 0,2  ,               (10.55)

íà ïîâåðõí³ äðóãîãî öèë³íäðà:

   1 2
2 2

2

1
,

p p
V

i r



 


 2 ,r a  2 0,2 .                 (10.56)

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî â (10.54) õâèë³ çàïèñàí³ â ð³çíèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò, 
ÿê³ çâ’ÿçàí³ ç öåíòðàìè êîæíîãî ç öèë³íäð³â. Òîìó, ùîá ìîæíà áóëî âèêîíàòè 
äèôåðåíö³þâàííÿ ³ çàäîâîëüíèòè ãðàíè÷íó óìîâó (10.55) íà ïîâåðõí³ ïåðøî-
ãî öèë³íäðà, íåîáõ³äíî çàïèñàòè õâèë³, ÿê³ âèïðîì³íþþòüñÿ äðóãèì öèë³í-
äðîì â ñèñòåì³ êîîðäèíàò r1O11 ç öåíòðîì â òî÷ö³ O1. Àíàëîã³÷íå çàóâàæåííÿ 
ìàºìî â³äíîñíî ãðàíè÷íî¿ óìîâè (10.56) íà ïîâåðõí³ äðóãîãî öèë³íäðà.

Ïåðåíåñåííÿ ïî÷àòêó â³äë³êó â òî÷êó O1 àáî O2 ìîæíà âèêîíàòè, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è òåîðåìó äîäàâàííÿ äëÿ öèë³íäðè÷íèõ ôóíêö³é [49, 60, ]. Çã³äíî ç 
ö³ºþ òåîðåìîþ ìàºìî [49, ñ. 184]:

               1 1
1 1 2 2 2cos 1 cos , ,

q
n n q q

q

H kr n H kd J kr q d r 





  

               1 1
2 2 1 1 1cos 1 cos , ,

n
n n q q

q

H kr n H kd J kr q d r 





     
(10.57)

                                        
 Åðîôååíêî Â.Ò. Òåîðåìû ñëîæåíèÿ. — Ìèíñê: Íàóêà è òåõíèêà, 1989. — 225 ñ.
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äå (r1,1) ³ (r2,2) — êîîðäèíàòè òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ M ó â³äïîâ³äíèõ ñèñ-
òåìàõ êîîðäèíàò (ðèñ. 10.5).

Íàäàë³, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó äîäàâàííÿ äëÿ öèë³íäðè÷íèõ ôóíêö³é, 
ï³äñòàâëÿºìî (10.54) â óìîâè (10.55), (10.56) ³ îòðèìóºìî ïàðó ôóíêö³îíàëü-
íèõ ð³âíÿíü. Àëãåáðà¿çàö³ÿ ïåðøîãî ç íèõ ïðîâîäèòüñÿ çàâäÿêè îðòîãîíàëü-
íîñò³ ñèñòåìè ôóíêö³é  1cos , 0,1,2,...,n n  íà â³äð³çêó  0,2 , à äðóãî-

ãî — çàâäÿêè ñèñòåì³ ôóíêö³é  2cos , 0,1,2,...n n  , ÿêà òàêîæ îðòîãîíàëü-

íà íà â³äð³çêó  0,2 . Òàêèì ÷èíîì, îòðèìàºìî íåñê³í÷åííó ñèñòåìó ë³í³é-

íèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ðîäó:

       1 2 2 1

0

,m n mn m
n

A A a b




  0,1,2,...,m 

     1 2 2(1)

0

,n mn m m
n

A a A b




       0,1,2,...,m                  
(10.58)

äå (1)
mna , (2)

mna , (1)
mb , (2)

mb — êîåô³ö³ºíòè, ÿê³ îá÷èñëþþòüñÿ; ¿¿ ðîçâ’ÿçîê ìîæíà 
îòðèìàòè çàâäÿêè ðåäóêö³¿ íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ñèòóàö³þ, êîëè öèë³íäðè ïåðåòèíàþòüñÿ (ðèñ. 10.5, à). 
Òóò ãðàíè÷í³ óìîâè íà øòðèõîâèõ ä³ëÿíêàõ ê³ë íå âèçíà÷åí³, îñê³ëüêè ö³ 
ä³ëÿíêè âçàãàë³ íå º ô³çè÷íèìè ìåæàìè îáëàñò³. Îòæå, ôóíêö³¿ V1(1) ³ V2(2)
íå áóäóòü âèçíà÷åí³ íà ïîâíèõ êîëàõ, òîìó ñêîðèñòàòèñÿ îðòîãîíàëüí³ñòþ 
ñèñòåì ôóíêö³é cos(n1) ³ cos(n2) íå ìàº ìîæëèâîñò³. Àëãåáðà¿çàö³ÿ ôóíê-
ö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü çà òàêèõ óìîâ ïðèâåäå äî ïîÿâè ñèñòåìè àëãåáðà¿÷íèõ 
ð³âíÿíü ïåðøîãî ðîäó âèãëÿäó (10.14), ùî, ÿê âæå çàçíà÷àëîñÿ âèùå, º íå-
áàæàíîþ ñèòóàö³ºþ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ³äåþ ïðîäîâæåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ, çàïèñóºìî ãðà-
íè÷íó óìîâó äëÿ ë³âîãî öèë³íäðà (ðèñ. 10.5, à) òàê:

 

   

1
1 1 1 1 0

1

1 2
1 1 1 1 0

1

1
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1
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i

p
f r a
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p p
V r a

r

  


  



  



 
  



            (10.59)

äå ôóíêö³ÿ f1(1) âèçíà÷àº äîïîâíåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ äëÿ ðîçâ’ÿçêó p1 íà 
íåô³çè÷í³é ä³ëÿíö³ ïîâåðõí³ ë³âîãî öèë³íäðà. Àíàëîã³÷íå ñï³ââ³äíîøåííÿ 
ìàºìî çàïèñàòè äëÿ ïîâåðõí³ ïðàâîãî öèë³íäðà:

   1 2
2 2

2

1
,

p p
V

i r



 


 2 2 0, ,r a     

 2
2 2

2

1
,

p
f

i r








       2 2 0, ,r a                    
(10.60)

äå ôóíêö³ÿ f2(2) âèçíà÷àº äîïîâíåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ äëÿ ðîçâ’ÿçêó p2 íà 
íåô³çè÷í³é ä³ëÿíö³ ïðàâîãî öèë³íäðà.

Òåïåð ìè îòðèìàëè ìîæëèâ³ñòü ñêîðèñòàòèñÿ îðòîãîíàëüí³ñòþ ñèñòåì 
ôóíêö³é cos(n1) ³ cos(n2) íà â³äð³çêó  0,2  ³ ïåðåâåñòè çàâäÿêè öüîìó ôóíê-
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Ðèñ. 10.6. Íîðìîâàí³ êðèâ³ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ ³ òèñêó íà ïîâåðõí³ âèïðîì³íþâà÷à:

   1 1 2 2 0à f f    ;    1 1 2 2 0á f f V    .

ö³îíàëüíó ñèñòåìó ð³âíÿíü (10.59), (10.60) â íåñê³í÷åííó ñèñòåìó àëãåá-
ðà¿÷íèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ðîäó âèãëÿäó (10.58).

Íèæ÷å íàâåäåí³ äåÿê³ ðîçðàõóíêè äëÿ âèïðîì³íþâàëüíî¿ ñèñòåìè 
(ðèñ. 10.5, à) ïðè õâèëüîâîìó ðîçì³ð³ ðàä³óñà öèë³íäð³â 1,2a    ³ õâèëüî-

â³é â³äñòàí³ ì³æ îñÿìè öèë³íäð³â 1,8d   . Ïðè òàêèõ ðîçì³ðàõ êóò 41,4  
0 . 

Íà âèïðîì³íþâàëüíèõ ïîâåðõíÿõ çàäàíî ð³âíîì³ðíèé ðîçïîä³ë êîëèâàëüíî¿ 
øâèäêîñò³     1 1 2 2 0V V V   . Ïðè ïðîâåäåíí³ ðîçðàõóíê³â â íåñê³í÷åí-

íèõ ðÿäàõ óòðèìóâàëîñÿ ïî 20 êîåô³ö³ºíò³â (1)
nA  ³ (2)

nA . Íà ðèñ. 10.6 ïîäàí³ 
ðîçðàõóíêè êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ ³ òèñêó íà ïîâåðõí³ âèïðîì³íþâà÷à, ÿê³ 
íîðìîâàí³ â³äïîâ³äíî äî V0 ³ cV0. Ïðè öüîìó, ðèñ. 10.6, à â³äïîâ³äàº ñèòó-
àö³¿, êîëè íà øòðèõîâèõ ä³ëÿíêàõ öèë³íäðè÷íèõ ïîâåðõîíü çàäàºòüñÿ íóëüîâà 
øâèäê³ñòü, à ðèñ. 10.6, á — òà ñàìà, ÿê ³ íà àêòèâí³é ÷àñòèí³ ìåæ³, òîáòî V0.

ßê áà÷èìî, íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà âñþ ïîâåðõíþ 
öèë³íäð³â (ðèñ. 10.6, á) ñóòòºâî ïîë³ïøóº çá³æí³ñòü ìåòîäó ðåäóêö³¿ ïðè 
çíàõîäæåíí³ ðîçâ’ÿçêó íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì ð³âíÿíü ³ îá÷èñëåíí³ õàðàêòå-
ðèñòèê ïîëÿ. Ó öüîìó âèïàäêó ïðè çàçíà÷åí³é ê³ëüêîñò³ óòðèìàíèõ êî-
åô³ö³ºíò³â (1)

nA  ³ (2)
nA  îäåðæàíî ïðàêòè÷íî òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³. Ïðè 

âèçíà÷åíí³ íà ïðîäîâæåíí³ ìåæ íóëüîâèõ çíà÷åíü êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ 
(ðèñ. 10.6, à) çá³æí³ñòü, ÿê öå çàâæäè áóâàº ïðè ï³äñóìîâóâàíí³ ðÿä³â 
Ôóð’º, ïîã³ðøóºòüñÿ. Ñóòòºâà â³äì³íí³ñòü ì³æ êðèâèìè íà ðèñ. 10.6, à, á
ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ëèøå ó çîí³ ïîáëèçó òî÷îê ïåðåòèíó öèë³íäð³â (òóò  0

41,4  ). Ïðîòå ÷èñëîâèé åêñïåðèìåíò ïîêàçóº, ùî ïðè çá³ëüøåíí³ ê³ëü-

êîñò³ âðàõîâàíèõ êîåô³ö³ºíò³â (1)
nA  ³ (2)

nA  îö³íêè õàðàêòåðèñòèê áëèæíüîãî ³ 
äàëüíüîãî ïîë³â íàáëèæóþòüñÿ îäíà äî îäíî¿.

Òóò ñë³ä çðîáèòè âàæëèâå çàóâàæåííÿ. Ð³÷ ó òîìó, ùî ïðîäîâæåííÿ ãðà-
íè÷íèõ óìîâ íà íåô³çè÷íó ïîâåðõíþ ë³âîãî öèë³íäðà íàâåäåíî ò³ëüêè äëÿ 
ðîçâ’ÿçêó p1, à äîïîâíåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà íåô³çè÷íó ïîâåðõíþ ïðàâîãî 
öèë³íäðà — ò³ëüêè äëÿ ðîçâ’ÿçêó p2. Çðîçóì³ëî, âêàçàòè ÿêèì ïîâèíåí áóòè 
âèá³ð ôóíêö³é f1(1) ³ f2(2), ùî âèçíà÷àþòü ïðîäîâæåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà
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íåô³çè÷í³ ä³ëÿíêè ìåæ³, íåìîæëèâî. Òà âñå æ òàêè, ´ðóíòóþ÷èñü íà ì³ðêó-
âàííÿõ, ÿê³ õàðàêòåðí³ äëÿ êîíêðåòíî¿ çàäà÷³, ñë³ä ïðàãíóòè äî çìåíøåííÿ ðîç-
ðèâó ôóíêö³¿ â òî÷ö³, äå ñòèêóþòüñÿ ãðàíè÷í³ óìîâè íà ô³çè÷í³é ³ íåô³çè÷-
í³é ä³ëÿíêàõ ïîâåðõí³ ò³ëà. Çàçíà÷èìî ùå ðàç, ùî ðåçóëüòàò íà ðèñ. 10.6, á
âèÿâèâñÿ äóæå âäàëèì.

Ï³äñóìîâóþ÷è, ìîæíà ñêàçàòè, ùî áàãàòî ïðàêòè÷íèõ îá÷èñëåíü ³ ñòðî-
ãèé àíàë³ç äåÿêèõ ïðîñòèõ çàäà÷ [14] ïðèâîäÿòü äî íåçâè÷àéíîãî, íà ïåð-
øèé ïîãëÿä, âèñíîâêó, à ñàìå, îñòàòî÷í³ ê³ëüê³ñí³ îö³íêè õàðàêòåðèñòèê 
ïîëÿ íå çàëåæàòü â³ä âèáîðó ôóíêö³é, ÿê³ äîïîâíþþòü ãðàíè÷í³ óìîâè íà íåô³-
çè÷í³é ä³ëÿíö³ ìåæ (â ðîçãëÿíóò³é çàäà÷³ öå  f1 (1) ³ f2 (2)). Îòæå, îïèñàíèé 
ñïîñ³á ïîêðàùåííÿ âëàñòèâîñòåé íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì, ÿê³ îòðèìàí³ ï³ä 
÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³, º ä³éñíî êîíñòðóêòèâíèì ³, òàêèì ÷èíîì, ðîçøèðþº 
ìîæëèâîñò³ ìåòîäó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé.

Ðîçãëÿíóòèé âèùå ìàòåð³àë äàº çàãàëüíó õàðàêòåðèñòèêó ìåòîäó ÷àñòêî-
âèõ îáëàñòåé ³ ðîçêðèâàº éîãî ìîæëèâîñò³. Íàñòóïí³ ïàðàãðàôè ïðèñâÿ÷åí³ 
ïîáóäîâ³ íà áàç³ ìåòîäó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé ðîçâ’ÿçêó ö³êàâèõ, ³ â òîé æå 
÷àñ âàæëèâèõ äëÿ ïðàêòèêè ñâî¿ìè ðåçóëüòàòàìè, ãðàíè÷íèõ çàäà÷ àêóñòèêè.

10.6. Ïîøèðåííÿ çâóêó â íåðåãóëÿðíèõ
õâèëåâîäàõ

Ñëîâî ðåãóëÿðíèé ïîõîäèòü â³ä ëàòèíñüêîãî ñëîâà regularis, òîá-
òî ð³âíîì³ðíèé, ïðàâèëüíî¿ ôîðìè. Òàêèì õâèëåâîäîì º ïëîñêèé õâèëåâ³ä, 
ÿêèé ìè äîñë³äæóâàëè â ïàðàãðàô³ 5.11, àáî õâèëåâ³ä ó âèãëÿä³ òðóáè ñòàëî-
ãî ïåðåð³çó. Òåïåð éòèìå ìîâà ïðî õâèëåâîäè, â ÿêèõ ¿õ ðåãóëÿðí³ñòü ïî-
ðóøóºòüñÿ, ïðè÷îìó çì³íà â³äïîâ³äíèõ õàðàêòåðèñòèê õâèëåâîäó â³äáóâàºòüñÿ 
íå ïîñòóïîâî, à, íàâïàêè, ð³çêî (íàïðèêëàä, ñêëàäåíèé õâèëåâ³ä, äèâ. ðèñ. 10.1).
Íåîäíîð³äí³ õâèëåâîäè òàêîãî òèïó çíàõîäÿòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ â àêó-
ñòè÷íèõ ³ ðàä³îåëåêòðîííèõ ïðèñòðîÿõ. Çðîçóì³ëî, ùî ¿õ äîñë³äæåííÿ çíà÷-
íî ñêëàäí³øå, í³æ ðåãóëÿðíèõ õâèëåâîä³â.

10.6.1. Ïîøèðåííÿ çâóêó ó õâèëåâîä³ ç âèãèíîì

Íà ðèñ. 10.7, à—â çîáðàæåíî ïëîñêîïàðàëåëüíèé õâèëåâ³ä ç 
âèãèíîì, çàïîâíåíèé ³äåàëüíèì ñåðåäîâèùåì ãóñòèíîþ , ç³ øâèäê³ñòþ 
çâóêó c. Õàðàêòåðí³ ðîçì³ðè õâèëåâîäó äî ³ ï³ñëÿ âèãèíó ñòàíîâëÿòü h1 ³ h2

â³äïîâ³äíî. Âåëè÷èíà âèãèíó õàðàêòåðèçóºòüñÿ êóòîì , ùî ìîæå áóòè ãîñ-
òðèì, ïðÿìèì ³ òóïèì. Ïîâåðõí³ õâèëåâîäó ââàæàºìî àêóñòè÷íî æîðñòêè-
ìè, òîä³ ïîõ³äíà â³ä òèñêó çà íîðìàëëþ íà öèõ ïîâåðõíÿõ äîð³âíþº íóëþ:

0.
S

p
n





            (10.61)

Ðîçä³ëèìî âñþ îáëàñòü ³ñíóâàííÿ çâó-
êîâîãî ïîëÿ íà ÷àñòêîâ³ îáëàñò³. Äëÿ öüî-
ãî, ç êóòîâî¿ òî÷êè, ùî óòâîðåíà âåðõí³ìè 
ìåæàìè õâèëåâîäó, îïóñòèìî ïåðïåíäèêó-
ëÿðè íà íèæí³ ìåæ³. Îòæå, îòðèìàºìî òðè
îáëàñò³. ßê ïîêàçàíî íà ðèñ. 10.7, à, ââåäå-
ìî äâ³ äåêàðòîâ³ êîîðäèíàòè xOy ³ xOy ç 
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çàãàëüíèì öåíòðîì â òî÷ö³ O. Íåõàé ë³âîðó÷ íà âèãèí ïàäàº îäíà ç ìîä îáëàñ-
ò³ I (äèâ. ïàðàãðàô 5.11):

      0
1

, cos exp ,q
q

q y
p x y ik x l

h
 

  
 

               (10.62)

äå q — íîìåð ïàäàþ÷î¿ íà âèãèí³ ìîäè (÷àñîâèé ìíîæíèê  exp i t  íå ïè-

øåìî). Âíàñë³äîê ¿¿ âçàºìîä³¿ ç âèãèíîì óòâîðþºòüñÿ â³äáèòà õâèëÿ ³ õâèëÿ 
ïðîíèêíà â îáëàñòü II. Â³äáèòó õâèëþ çîáðàçèìî ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ 
ìîä îáëàñò³ I. Òîä³ â ñèñòåì³ êîîðäèíàòè xOy, òèñê çâóêîâîãî ïîëÿ â îáëàñ-
ò³ I çàïèøåìî ó âèãëÿä³

    I
1

, cos exp q

q y
p x y ik x l

h
 

   
 

  
1





 
  

 


0

cos exp ,n n
n

n y
A ik x l

h
 (10.63)

äå

   

   

22
1 1

2 2
1 1

/ , ÿêùî / , ,

/ , ÿêùî / , 0,1,2,...
n

k n h k n h k
ck

i n h k k n h n


 

 

   
 

   

 (10.64)

Âèðàç (10.63) º çàãàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà äëÿ îáëàñò³ I, 
òîáòî éîãî ôîðìà íå çì³íèòüñÿ çà áóäü-ÿêèõ óìîâ íà ìåæ³ ïîä³ëó îáëàñòåé 
I ³ III.

Àíàëîã³÷íî äëÿ ñèñòåìè êîîðäèíàò xOy çàïèøåìî ïîëå òèñêó â îáëàñò³ 
II, ùî âèçíà÷àº ïðîíèêíó õâèëþ êð³çü âèãèí:

    II
20

, cos exp ,n n
n

n y
p x y B i x l

h
 





 
     

 
            (10.65)

äå
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           (10.66)

Ïîáóäóºìî ðîçâ’ÿçîê äëÿ îáëàñò³ III:

Ðèñ. 10.7. Ïðèêëàä ïëîñ-
êîãî õâèëåâîäó ç âèãè-
íîì:
à — êóò âèãèíó ãîñòðèé; 
á — ïðÿìèé; â — òóïèé
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     III
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         (10.67) 

äå
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(10.68)

Ðîçâ’ÿçîê äëÿ îáëàñò³ III º çàãàëüíèì. Ä³éñíî, âèðàç (10.67) ñêëàäàºòüñÿ 
ç ÷îòèðüîõ ðÿä³â Ôóð’º ç äîâ³ëüíèìè êîåô³ö³ºíòàìè, ùî äàº çìîãó âèêîíà-
òè óìîâè ñïðÿæåííÿ ïîë³â íà ìåæàõ ïîä³ëó îáëàñòåé I ³ III, II ³ III, à òàêîæ 
ãðàíè÷í³ óìîâè íà àêóñòè÷íî æîðñòêèõ ìåæàõ îáëàñò³ III. Ïðè öüîìó ïåðøà 
ñóìà ó ôîðìóë³ (10.67) çà ðàõóíîê ïîâíîòè ñèñòåìè ôóíêö³é  1cos n x h , 

n = 0,1,2,…, íà â³äð³çêó y = [0,h1] ãàðàíòóº âèêîíàííÿ óìîâ ñïðÿæåííÿ çâó-
êîâèõ îáëàñòåé íà ìåæ³ ïîä³ëó îáëàñòåé I ³ III. Äðóãà ñóìà çà ðàõóíîê ïîâ-
íîòè ñèñòåìè ôóíêö³é  2cos n y h  , n = 0,1,2,…, íà â³äð³çêó y = [0,h2] çàáåç-

ïå÷óº âèêîíàííÿ óìîâ ñïðÿæåííÿ çâóêîâèõ ïîë³â íà ìåæ³ ïîä³ëó îáëàñòåé 
II ³ III. Òðåòÿ ñóìà çàáåçïå÷óº âèêîíàííÿ ãðàíè÷íî¿ óìîâè íà æîðñòê³é ïî-
âåðõí³  ,0x l  , y = 0, a ÷åòâåðòà — íà æîðñòê³é ïîâåðõí³  0, ,x l  y = 0.

Çâåðí³òü óâàãó íà çíàê ïîêàçíèêà åêñïîíåíò ó ôîðìóë³ (10.67). Â³í 
âèáèðàºòüñÿ òàêèì, ùîá õâèë³ ïîøèðþâàëèñÿ âçäîâæ â³äïîâ³äíî¿ îñ³ âñåðå-
äèíó îáëàñò³ III. Ó öüîìó ðàç³ àìïë³òóäà òèñêó â íåîäíîð³äíèõ õâèëÿõ áóäå 
çìåíøóâàòèñÿ â³ä ìåæ³ âãëèá îáëàñò³ III.

Óìîâè ñïðÿæåííÿ íà ìåæàõ âèçíà÷åíèõ îáëàñòåé ³ ãðàíè÷í³ óìîâè íà 
æîðñòêèõ ïîâåðõíÿõ îáëàñò³ III ìàþòü âèãëÿä

I III

I III
,

p p
x lp p

x x

 
    

   
 10, ,y h   

II III

II III
,

p p
x lp p

x x

 
    

    
 20, ,y h 

III 0,
p
y





 ,0 ,x l  y = 0,                       

(10.69)

III 0,
p
y





 0, ,x l  y = 0.   
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Ï³äñòàíîâêà âèðàç³â (10.63), (10.67) â óìîâè (10.69) ç óðàõóâàííÿì ôîðìóë, 
ùî âèçíà÷àþòü çâ’ÿçîê ì³æ ñèñòåìàìè êîîðäèíàò xOy, xOy:

cos sin ,

sin cos ,

x x y

y x y

 
 

  
   

cos sin ,

sin cos ,

x x y

y x y

 
 

  
    

   (10.70)

ïðèâîäèòü äî ñèñòåìè ôóíêö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü. Âèêîðèñòàííÿ âëàñòèâîñò³ 
îðòîãîíàëüíîñò³ ñèñòåìè ôóíêö³é  1cos n y h , 0,1,2,...,n   íà â³äð³çêó [0,h1], 

ñèñòåìè ôóíêö³é  2cos n y h  , 0,1,2,...,n   íà â³äð³çêó [0,h2], ñèñòåìè ôóíêö³é

 cos n x l , n = 0,1,2,…, íà â³äð³çêó  ,0x l  , ñèñòåìè ôóíêö³é cos( )n x l  ,

n = 0,1,2,…, íà â³äð³çêó  0,x l   äàº çìîãó ïðîâåñòè àëãåáðà¿çàö³þ ôóíê-

ö³îíàëüíî¿ ñèñòåìè. Âíàñë³äîê öüîãî îòðèìàºìî íåñê³í÷åííó ñèñòåìó ë³-
í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ðîäó â³äíîñíî íåâ³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â 
An, Bn, Cn, Dn, En, Fn. Âèêîíàéòå ïåðåòâîðåííÿ ñàìîñò³éíî. 

Îòðèìàíèé ðîçâ’ÿçîê äîçâîëÿº ïðîâåñòè àíàë³ç çâóêîâîãî ïîëÿ â õâèëå-
âîä³. Âàæëèâå çíà÷åííÿ ìàþòü åíåðãåòè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ïðîíèêíåííÿ 
çâóêîâî¿ õâèë³ êð³çü âèãèí õâèëåâîäó. Ïðèðîäíî âèçíà÷èòè êîåô³ö³ºíòè 
ïðîíèêíåííÿ W (q) ÿê â³äíîøåííÿ ñåðåäíüîãî ïîòîêó ïîòóæíîñò³ õâèë³ â 
îáëàñò³ II äî ñåðåäíüîãî ïîòîêó ïîòóæíîñò³ q-¿ ìîäè, ùî ïàäàº íà âèãèí³ â 
îáëàñò³ I:
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0( )
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                   (10.71)

äå * — çíàê êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ. Íàãàäàºìî, ùî çã³äíî ç (4.59) ï³ä 
çíàêîì ³íòåãðàëà ç òî÷í³ñòþ äî ñòàëîãî ìíîæíèêà  1 4  çàïèñàíà ³íòåí-

ñèâí³ñòü. Ï³ñëÿ ³íòåãðóâàííÿ çà ïåðåð³çîì õâèëåâîäó âèçíà÷àºìî ñåðåäí³é 
ïîò³ê ïîòóæíîñò³. Ï³äñòàâëÿþ÷è âèðàçè (10.62) ³ (10.65) â (10.71) ³ ïðîâîäÿ-
÷è â³äïîâ³äí³ ïåðåòâîðåííÿ, îòðèìóºìî ôîðìóëó äëÿ êîåô³ö³ºíòà ïðîíèê-
íåííÿ q-¿ ìîäè êð³çü âèãèí õâèëåâîäó:

2
( ) ( )

0
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q q
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n

W W


                                  (10.72)

äå 
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 0 = 1, 

1
,

2n  n > 0.          (10.73)

Çã³äíî ç âèðàçàìè (10.72) ³ (10.73) êîåô³ö³ºíò ïðîíèêíåííÿ W (q) ïîäàíî 
ó âèãëÿä³ ñóìè åíåðãåòè÷íèõ êîåô³ö³ºíò³â çáóðåííÿ Wn

(q) ìîä îáëàñò³ II, 
àáî, ³íàêøå, âèðàç (10.72) ìîæíà ââàæàòè ñóìîþ êîåô³ö³ºíò³â òðàíñôîð-
ìàö³¿ q-¿ ìîäè îáëàñò³ I ó ìîäè îáëàñò³ II. Çã³äíî ç (10.73) ÷èñëî äîäàíê³â
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Ðèñ. 10.8. ×àñòîòí³ çàëåæíîñò³ åíåðãå-
òè÷íîãî êîåô³ö³ºíòà ïðîíèêíåííÿ (0)

nW

ïðè 1 2h h h  :

1 —  = 5; 2 —  = 45; 3 —  = 65; 4 —  = 90

N2 ó ôîðìóë³ (10.72) äîð³âíþº 
ê³ëüêîñò³ îäíîð³äíèõ (òîáòî ïîøè-
ðþâàíèõ) íîðìàëüíèõ õâèëü îá-
ëàñò³ II (äëÿ íèõ  Re 0n  ).

Àíàëîã³÷íî, êîåô³ö³ºíò â³äáèò-
òÿ V (q), ÿêèé âèçíà÷àºòüñÿ ÿê â³ä-
íîøåííÿ ñåðåäíüîãî ïîòîêó ïîòóæ-

íîñò³ ó â³äáèò³é õâèë³ äî ñåðåäíüîãî ïîòîêó ïîòóæíîñò³ q-¿ ìîäè, ùî ïàäàº 
íà âèãèí â îáëàñò³ I, ïîäàíî ó âèãëÿä³
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               (10.74)

Çã³äíî ç çàêîíîì çáåðåæåííÿ åíåðã³¿ âèò³êàº íåîáõ³äí³ñòü âèêîíàííÿ óìî-
âè V (q) + W (q) = 1. 

Ðîçâ’ÿçîê íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü ìîæíà îòðèìàòè 
çàâäÿêè ïðîöåñó ðåäóêö³¿. Ê³ëüê³ñòü ð³âíÿíü â ðåäóêö³éí³é ñèñòåì³ âèçíà-
÷àºòüñÿ õâèëüîâèìè ðîçì³ðàìè â³äïîâ³äíèõ îáëàñòåé õâèëåâîäó 1 2, , ,h h l l 
(ðèñ. 10.7). Ó ðîçðàõóíêàõ ê³ëüê³ñòü âðàõîâàíèõ ìîä, ùî âèçíà÷àº ïîðÿäîê 
ñèñòåìè ð³âíÿíü, ì³ñòèòü ó ñîá³ âñ³ îäíîð³äí³ õâèë³ òà ê³ëüêà (òðè-÷îòèðè, 
ùî ÿê âèÿâëÿºòüñÿ ö³ëêîì äîñòàòíüî) íåîäíîð³äíèõ. Çà òàêèõ óìîâ çàêîí 
çáåðåæåííÿ åíåðã³¿ âèêîíóºòüñÿ ç òî÷í³ñòþ, íå ã³ðøîþ í³æ 0,1 %.

Íà ðèñ. 10.8 ïîêàçàí³ ÷àñòîòí³ õàðàêòåðèñòèêè êîåô³ö³ºíòà ïðîíèêíåí-
íÿ (0)

nW  íóëüîâî¿ ìîäè (q = 0) îáëàñò³ I ïðè ð³çíèõ êóòàõ âèãèíó.  Õàðàê-
òåðí³ ðîçì³ðè îáëàñòåé I ³ II ïðèéìàëèñÿ ð³âíèìè, òîáòî h1 = h2 = h. ßê áà-
÷èìî, äëÿ êóò³â âèãèíó 90    ñïîñòåð³ãàºòüñÿ çìåíøåííÿ êîåô³ö³ºíòà 
ïðîíèêíåííÿ ç³ çá³ëüøåííÿì êóòà âèãèíó , ùî º ô³çè÷íî çðîçóì³ëèì ðå-
çóëüòàòîì.

Ïðè âåëè÷èí³ h  , íåçàëåæíî â³ä êóòà âèãèíó õâèëåâîäó , êîåô³-
ö³ºíò ïðîíèêíåííÿ W (0) äîð³âíþº îäèíèö³, ùî â³äïîâ³äàº ïîøèðåííþ çâó-
êó â “äóæå âóçüê³é òðóá³. Ó òàê³é òðóá³ õâèëÿ ïîøèðþºòüñÿ, íå äèâëÿ÷èñü 
íà âèãèíè, òàê, í³áèòî òðóáà âèòÿãíóòà â ïðÿìó ë³í³þ” [20, ñ. 168, 202]. 
Çâåðòàº íà ñåáå óâàãó íàÿâí³ñòü ïðîâàë³â â õàðàêòåðèñòèêàõ, êîëè h  êðàòíå 

2 , à ïðè êóò³  = 90 â öèõ âèïàäêàõ îòðèìóºìî íóëüîâ³ çíà÷åííÿ êîåô³-

ö³ºíòà ïðîíèêíåííÿ W (0). Ïðè 0,5h    äëÿ âñ³õ êóò³â âèãèíó ìàºìî W (0) = 0.
Ùîá çðîçóì³òè õàðàêòåð êðèâèõ íà ðèñ. 10.8 ðîçãëÿíåìî ðèñ. 10.9, äå 

íàâåäåí³ ÷àñòîòí³ çàëåæíîñò³ êîåô³ö³ºíò³â çáóðåííÿ ìîä (0)
nW  îáëàñò³ II ïðè 

ïàä³íí³ íà âèãèí â îáëàñò³ I íóëüîâî¿ ìîäè (q = 0). Íàãàäàºìî, ùî íóëüîâà 
ìîäà â îäíîð³äíîìó õâèëåâîä³ ç æîðñòêèìè ìåæàìè ïîøèðþºòüñÿ çà áóäü-
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ÿêîãî õâèëüîâîãî ðîçì³ðó õâèëåâîäó, â òîé ÷àñ ÿê ìîäà ç íîìåðîì n > 0 
çã³äíî ç (10.66) º òàêîþ, ùî ïîøèðþºòüñÿ ò³ëüêè ïðè âèêîíàíí³ óìîâè 

2k n h  àáî 2 2h n k n   . Ó öüîìó ðàç³ ñåðåäí³é ïîò³ê ïîòóæíîñò³ â 
äàí³é ìîä³ íå äîð³âíþº íóëþ. Íà ðèñ. 10.9, à ïîêàçàíî êðèâ³, ùî â³äïîâ³-
äàþòü âèãèíó ï³ä êóòîì  = 65, íà ðèñ. 10.9, á —  = 90 ïðè h1 = h2 = h. 
ßêùî õâèëüîâèé ðîçì³ð 0,5h   , òî â îáëàñò³ II ïîøèðþºòüñÿ ò³ëüêè 

íóëüîâà ìîäà (êðèâà 0n  ) ³ âîíà âèçíà÷àº ïðîíèêíåííÿ íóëüîâî¿ ìîäè 
îáëàñò³ I êð³çü âèãèí. Ñèòóàö³ÿ çì³íþºòüñÿ, ÿêùî h/ > 0,5. Öå íàî÷íî 
³ëþñòðóº ðèñ. 10.8. Òàê, ïðè êóò³ âèãèíó  = 65 (ðèñ. 10.9, à) ïðè h/ > 0,5 
çáóðþºòüñÿ îäíîð³äíà ïåðøà ìîäà (êðèâà n = 1), ÿêà çà åíåðã³ºþ çíà÷íî 
ïåðåâèùóº íóëüîâó, à ïðè h/ > 1 äîì³íóº äðóãà ìîäà (êðèâà n = 2) ³ äàë³, ç³ 
çá³ëüøåííÿì h/, äîì³íóþòü ïî ÷åðç³ ìîäè ç âèùèìè íîìåðàìè.

Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà êàçàòè ïðî òðàíñôîðìàö³þ åíåðã³¿ íóëüîâî¿ ìîäè 
îáëàñò³ I â ìîäè îáëàñò³ II ç íîìåðàìè 0n  . Àíàë³çóþ÷è ãðàô³êè íà 
ðèñ. 10.8 (òóò 90   ), ñë³ä çàçíà÷èòè çìåíøåííÿ åôåêòèâíîñò³ çáóðåííÿ 
ìîä îáëàñò³ II, êîëè h êðàòíå /2, à îòæå, — ³ çìåíøåííÿ êîåô³ö³ºíòà ïðî-
íèêíåííÿ íóëüîâî¿ ìîäè îáëàñò³ I êð³çü âèãèí (ðèñ. 10.8). ßêùî  = 90
(ðèñ. 10.9, á), äå âåëè÷èíà h êðàòíà /2, êîåô³ö³ºíòè çáóðåííÿ ìîä (à çâ³äñè 
³ êîåô³ö³ºíò ïðîíèêíåííÿ) äîð³âíþþòü íóëþ, òîáòî ìàºìî åôåêò “çàïèðàí-
íÿ” õâèëåâîäó.

Ïîä³áíà ñèòóàö³ÿ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ â õâèëåâîä³ ïðè íåð³âíèõ, àëå êðàò-
íèõ, ðîçì³ðàõ h1 ³ h2. Íà ðèñ. 10.10 ïîêàçàí³ ÷àñòîòí³ çàëåæíîñò³ 
êîåô³ö³ºíò³â çáóðåííÿ Wn

(0) íîðìàëüíèõ õâèëü îáëàñò³ II ïðè h2 = h1/2 êóò 
âèãèíó  = 90. Ïðè óìîâ³ 1 2,h h   îòðèìàíèé ðåçóëüòàò äîáðå çá³ãàºòüñÿ ç 
òåîð³ºþ îäíîìîäîâîãî õâèëåâîäó, äëÿ ÿêîãî åíåðãåòè÷íèé êîåô³ö³ºíò ïðî-
íèêíåííÿ íóëüîâî¿ ìîäè ñòàíîâèòü (äèâ. çàäà÷ó 10.1) [41, ñ. 157—160]:

Ðèñ. 10.9. ×àñòîòí³ çàëåæíîñò³ åíåðãåòè÷íèõ êîåô³ö³ºíò³â çáóðåííÿ ìîä îáëàñò³  (0)
nW

ïðè  1 2h h h : 

à —  = 65; á —  = 90
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(0) 2 1
2

2 1

4
.

(1 )
h h

W
h h




      (10.75)

Òàê, ïðè h2/h1 = 0,5 çã³äíî ç ôîð-
ìóëîþ (10.75) ìàºìî (0) 0,89W  , 
ùî çá³ãàºòüñÿ ç ãðàô³÷íèìè äàíè-
ìè íà ðèñ. 10.10.

Àíàë³ç íàâåäåíèõ âèùå ãðàô³-
ê³â äëÿ õâèëåâîä³â ç êðàòíèìè âå-
ëè÷èíàìè h1 ³ h2 äîçâîëÿº çðîáèòè 
ö³êàâèé âèñíîâîê, ÿêèé ïîëÿãàº ó 
òîìó, ùî çíèæåííÿ (à äëÿ êóòà âè-
ãèíó  = 90 “çàïèðàííÿ” õâèëåâî-
äó) ïîâ’ÿçàíå ç ìîìåíòîì çàðîä-
æåííÿ ÷åðãîâî¿ ìîäè õâèëåâîäó. 
ßêùî õàðàêòåðí³ ðîçì³ðè õâèëåâî-
äó íå êðàòí³ / 2 , òî ñèòóàö³ÿ çì³-
íþºòüñÿ. Íà ðèñ. 10.11 ïîêàçàí³ 
÷àñòîòí³ çàëåæíîñò³ âåëè÷èí (0)

nW

ÿê ôóíêö³¿ h1/ ïðè ô³êñîâàíîìó 
ðîçì³ð³ h2/ = 1,2,  = 90, q = 0. 
Âåëè÷èíà h2/ = 1,2 äîçâîëÿº ³ñ-
íóâàòè òðüîì îäíîð³äíèì ìîäàì 
îáëàñò³ II. ßê íàñë³äîê, êîåô³ö³-
ºíòè ïðîíèêíåííÿ íóëüîâî¿ ìîäè 
êð³çü âèãèí íå ì³ñòèòü ó ñîá³ íó-
ë³â, õî÷à ïðè h1, êðàòíîìó / 2 , 
êîåô³ö³ºíò çáóðåííÿ íóëüîâî¿ ìî-
äè îáëàñò³ II (0)

0W  äîð³âíþº íóëþ.
Íà ðèñ. 10.12 ïîäàí³ ÷àñòîòí³ 

çàëåæíîñò³ êîåô³ö³ºíò³â (2)
nW  ïðè 

ïàä³íí³ íà âèãèí äðóãî¿ ìîäè îá-
ëàñò³ I( 2)q  . Òóò ðîçì³ð h1/ = 1,2 
çàëèøàâñÿ ñòàëèì, à çì³íþâàâñÿ
õâèëüîâèé ðîçì³ð îáëàñò³ II h2/; 
êóò âèãèíó  = 90. ßê áà÷èìî, êî-
ëè âåëè÷èíà h2 â îáëàñò³ II áóëà 
íåäîñòàòíÿ äëÿ âèíèêíåííÿ îäíî-
ð³äíî¿ äðóãî¿ ìîäè, òî äðóãà ìîäà 
îáëàñò³   òðàíñôîðìóâàëàñÿ â íóëüî-

Ðèñ. 10.12. ×àñòîòí³ çàëåæíîñò³ åíåðãå-
òè÷íèõ êîåô³ö³ºíò³â çáóðåííÿ ìîä îáëàñ-
ò³ II (2)

nW  ïðè  1 / 1,2h ,  = 90

Ðèñ. 10.10. ×àñòîòí³ çàëåæíîñò³ åíåðãåòè÷-
íèõ êîåô³ö³ºíò³â çáóðåííÿ ìîä îáëàñò³ II

(0)
nW  ïðè 2 1 2h h ,  = 90

Ðèñ. 10.11. ×àñòîòí³ çàëåæíîñò³ åíåðãåòè÷-
íèõ êîåô³ö³ºíò³â çáóðåííÿ ìîä îáëàñò³ II

(0)
nW  ïðè h2 = 1,2,  = 90
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Ðèñ. 10.13. ×àñòîòí³ çàëåæíîñò³ åíåð-
ãåòè÷íîãî êîåô³ö³ºíòà ïðîíèêíåííÿ W(0)

ïðè h1 = h2 = h:
1 — 0 = 125; 2 — 0 = 145

âó, à ïîò³ì â ïåðøó ³ äàë³, ç³ çðî-
ñòàííÿì âåëè÷èí h2/, â çâóêîâå 
ïîëå íîðìàëüíèõ õâèëü, ùî ïîøè-
ðþþòüñÿ, çàñòîñîâóþòüñÿ ìîäè ç 
á³ëüøèìè íîìåðàìè. Îòæå, ìîæ-
ëèâà òðàíñôîðìàö³ÿ åíåðã³¿ â³ä âè-
ùî¿ ìîäè äî íèæ÷î¿.

Äëÿ õâèëåâîä³â ç êóòîì âèãèíó
 > 90 ÷àñòîòíà çàëåæí³ñòü 
êîåô³ö³ºíòà ïðîíèêíåííÿ W (0) ïî-
âîäèòü ñåáå ³íàêøå, àí³æ äëÿ êóò³â 

90   . Íàïðèêëàä, íà ðèñ. 10.13 
ïîêàçàí³ òàê³ õàðàêòåðèñòèêè äëÿ 
êóòà  = 125 (êðèâà 1) ³  = 145
(êðèâà 2) ïðè h1 = h2 = h. Ìîæíà 
çàçíà÷èòè äâ³ îñîáëèâîñò³ â ÷àñòîòí³é õàðàêòåðèñòèö³ W (0). Ïåðøà îñîá-
ëèâ³ñòü ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ïðè h/ < 0,5, êîëè ïîøèðþºòüñÿ ò³ëüêè íóëüîâà ìî-
äà, òîä³ ìàºìî ãëèáîê³ “ïðîâàëè” êðèâèõ, ³ çâóê ìàéæå íå ïðîíèêàº; äðóãà —
ïðè h/ > 0,5, êîëè âèãèí õâèëåâîäó ñòàº ïðàêòè÷íî çâóêîïðîíèêíèì, ùî 
ïðèðîäíî âèçíà÷àºòüñÿ ñóïåðïîçèö³ºþ çáóðþâàíèõ ìîä ç íîìåðàìè n > 0.

Íà çàê³í÷åííÿ àíàë³çó ÷èñëîâèõ ðîçðàõóíê³â, ìîæíà ñêàçàòè, ùî çà äî-
ïîìîìîãîþ õâèëåâîäó ³ç âèãèíîì ìîæíà åôåêòèâíî çì³íþâàòè ñòðóêòóðó 
çâóêîâîãî ïîëÿ. Ìîæëèâà òðàíñôîðìàö³ÿ åíåðã³¿ íèæ÷î¿ ìîäè ó âèùó, ³ íàâ-
ïàêè. Î÷åâèäíî, ùî õâèëåâ³ä ç âèãèíîì — öå ìàáóòü ñàìèé ïðîñòèé
ïðèñòð³é, ÿêèé äîçâîëÿº òàêå ïåðåòâîðåííÿ åíåðã³¿ ç âèñîêîþ åôåêòèâí³ñ-
òþ. Ïðèêëàäîì ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ öüîãî ïðèñòðîþ º òðàíñôîðìàö³ÿ 
åíåðã³¿ íóëüîâî¿ ìîäè â á³ëüø âèñîê³ ìîäè, ùî äîçâîëÿº ñòâîðèòè óìîâè 
åôåêòèâíîãî ïîãëèíàííÿ çâóêó â õâèëåâîä³ ç ïîãëèíàëüíèìè ìåæàìè. ²í-
øèì ïðàêòè÷íèì çàñòîñóâàííÿì åôåêòó òðàíñôîðìàö³¿ ìîæå áóòè ìîæ-
ëèâ³ñòü çì³íè õàðàêòåðèñòèêè ñïðÿìîâàíîñò³ â³äêðèòîãî ê³íöÿ õâèëåâîäó ç 
âèãèíîì. (Ñïðîáóéòå ïîÿñíèòè ô³çè÷íèé ìåõàí³çì ó öèõ äâîõ ïðèêëàäàõ.)

10.6.2. Ïîøèðåííÿ çâóêó ó õâèëåâîä³
ç â³äãàëóæåííÿì

Íà ðèñ. 10.14 çîáðàæåíî ïëîñêîïàðàëåëüíèé õâèëåâ³ä, ÿêèé 
ìàº âåðòèêàëüíå â³äãàëóæåííÿ. Êóò ì³æ â³äãàëóæåííÿì ³ õâèëåâîäîì ñòàíî-
âèòü 90. Õàðàêòåðí³ ðîçì³ðè õâèëåâîäó ç â³äãàëóæåííÿì âèçíà÷àþòüñÿ âå-
ëè÷èíàìè â³äïîâ³äíî h1 ³ h2. Ìåæ³ õâèëåâîäó — àêóñòè÷íî æîðñòê³. Ââåäåìî 
ñèñòåìó êîîðäèíàò xOy ³ ðîçä³ëèìî âåñü ïðîñò³ð õâèëåâîäó íà ÷îòèðè îá-
ëàñò³ (ðèñ. 10.14).

Íåõàé ë³âîðó÷ íà çîíó â³äãàëóæåííÿ ïàäàº îäíà ç ìîä îáëàñò³ I ó âèã-
ëÿä³ (10.62). Ïðîïîíóºìî ñàìîñò³éíî çàïèñàòè ïîëÿ òèñêó ó âèä³ëåíèõ ÷àñò-
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êîâèõ îáëàñòÿõ ³ ïîáóäóâàòè ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 
ïðî ïîøèðåííÿ çâóêîâî¿ õâèë³ ó õâèëåâîä³ ç 
â³äãàëóæåííÿì. Îòðèìàíèé ðîçâ’ÿçîê äîçâîëèòü 
âèçíà÷èòè åíåðãåòè÷í³ êîåô³ö³ºíòè â³äáèòòÿ V (q)

(ôîðìóëà (10.74)), ïðîíèêíåííÿ â îáëàñòü II 
îñíîâíîãî õâèëåâîäó:
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   (10.76)

³ ïðîíèêíåííÿ ó â³äãàëóæåííÿ (îáëàñòü III):
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               (10.77)

Ó ôîðìóëàõ (10.76), (10.77) âåëè÷èíè N2 ³ N3 âèçíà÷àþòü ê³ëüê³ñòü îä-
íîð³äíèõ ìîä â îáëàñòÿõ II ³ III, à Bn ³ Cn — â³äïîâ³äí³ àìïë³òóäí³ êî-
åô³ö³ºíòè. Çã³äíî ç çàêîíîì çáåðåæåííÿ åíåðã³¿ ìàºìî òàêó ð³âí³ñòü: 

 ( ) ( )q qV W ( ) 1q
yW  .

Ðîçãëÿíåìî äåÿê³ ÷èñëîâ³ ðîçðàõóíêè, ÿê³ ³ëþñòðóþòü îñîáëèâîñò³ ïîøè-
ðåííÿ çâóêó â õâèëåâîä³ ç â³äãàëóæåííÿì. Íà ðèñ. 10.15 ïîêàçàí³ ÷àñòîòí³ õà-
ðàêòåðèñòèêè êîåô³ö³ºíò³â W (0) (êðèâà 1) ³ (0)

yW (êðèâà 2) ÿê ôóíêö³¿ õâèëåâîãî 

ðîçì³ðó h1/ äëÿ äâîõ âàð³àíò³â: h2 = h1/2 (ðèñ. 10.15, à) ³ h2 = h1 (ðèñ. 10.15, á).

Ñïî÷àòêó ïåðåêîíàºìîñÿ, ùî çíà÷åííÿ W (0) ³ Wó
(0) ïðè 1 2,h h   íà 

ðèñ. 10.15 çá³ãàþòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè òåîð³¿ îäíîìîäîâîãî õâèëåâîäó. Çã³äíî 
ç ö³ºþ òåîð³ºþ äëÿ åíåðãåòè÷íèõ êîåô³ö³ºíò³â ïðîíèêíåííÿ ìàºìî òàê³ ôîð-
ìóëè (äèâ. çàäà÷ó 10.4) [41, ñ. 171, 178]:

2

(0)

2 1

2
;

2
W

h h

 
   

2

(0) 2

2 1 1

2
.

2y

h
W

h h h

 
   

              (10.78)

Îá÷èñëþþ÷è çà ôîðìóëàìè (10.78), îäåðæóºìî íàñòóïí³ ðåçóëüòàòè: ïðè h2 =
= h1/2 

(0) 0,64,W  (0)
yW 

= 0,32  ïðè h2 = h1 
(0)W 

(0)
yW   0,44. Ïîð³âíþþ-

÷è ö³ äàíí³ ç ãðàô³êàìè íà

Ðèñ. 10.15. ×àñòîòí³ çàëåæ-
íîñò³ åíåðãåòè÷íèõ êîåô³ö³ºí-
ò³â ïðîíèêíåííÿ W (0) (êðèâà

1) ³ (0)
yW  (êðèâà 2):

2 1 2 12;à h h á h h   

Ðèñ. 10.14. Ïðèêëàä õâèëåâî-
äó ç â³äãàëóæåííÿì
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Ðèñ. 10.16. ×àñòîòí³ çàëåæíîñ-
ò³ åíåðãåòè÷íèõ êîåô³ö³ºíò³â 
çáóðåííÿ ìîä (h1 = h2):
à — â îáëàñò³ II; á — â îáëàñò³ III

ðèñ. 10.15, çàçíà÷àºìî äîá-
ðèé çá³ã ðåçóëüòàò³â.

Àíàë³ç ãðàô³ê³â íà 
ðèñ. 10.15 äîçâîëÿº çðîáè-
òè âèñíîâîê, ùî ç³ çá³ëü-
øåííÿì ÷àñòîòè íóëüîâî¿ 
ìîäè îáëàñò³ I, ÿêà ïàäàº 
íà çîíó â³äãàëóæåííÿ, ñïîñòåð³ãàºòüñÿ çðîñòàííÿ êîåô³ö³ºíòà W (0) ³ çìåí-
øåííÿ Wó

(0). Çàçíà÷èìî, ùî ïðè 2 0,5h    ó âèïàäêó, êîëè h1 êðàòíà /2, 
íóëüîâà ìîäà ó â³äãàëóæåííÿ íå ïðîíèêàº (âîíî “çàïåðòå”), à ïîâí³ñòþ, áåç 
â³äáèòòÿ, ïðîíèêàº ó îáëàñòü II. Ñèòóàö³ÿ çì³íþºòüñÿ, ÿêùî h2/ > 0,5. 
Î÷åâèäíî, ÿê ³ äëÿ õâèëåâîäó ç  âèãèíîì, öå ïîâ’ÿçàíî ç çàðîäæåííÿì ìîä 
îáëàñò³ III ç íîìåðàìè n > 0. ßê ³ëþñòðàö³ÿ íà ðèñ. 10.16 ïîêàçàíà ìîäîâà 
ñòðóêòóðà ïîëÿ îáëàñò³ II (ðèñ. 10.16, à) ³ îáëàñò³ III (ðèñ. 10.16, á) ïðè h1 = 
= h2. Áà÷èìî, ÿêùî â îáëàñò³ II äîì³íóº íóëüîâà ìîäà ( 0n  ), òî ó â³äãà-
ëóæåíí³ ïðè 2 0,5h    äîì³íóº ïåðøà ìîäà, à ïðè 2 1h   — äðóãà ìîäà 
îáëàñò³ III. Òàêèì ÷èíîì, ñïîñòåð³ãàºòüñÿ òðàíñôîðìàö³ÿ åíåðã³¿ íóëüîâî¿ 
ìîäè îáëàñò³ I â á³ëüø âèñîê³ ìîäè îáëàñò³ III. Ìîäîâà ñòðóêòóðà îáëàñò³ II 
âèçíà÷àºòüñÿ ïëîñêîþ õâèëåþ (n = 0).

Íà ðèñ. 10.17 ïîêàçàí³ ÷àñòîòí³ çàëåæíîñò³ êîåô³ö³ºíò³â W (1) ³ Wó
(1), êî-

ëè íà â³äãàëóæåííÿ ïàäàº ïåðøà ìîäà ( 1)q  ; h1 = h2 = h. Çàçíà÷èìî, ùî ó âè-

ïàäêó, êîëè 0,9h  , á³ëüøà ÷àñòèíà åíåðã³¿ ïðîíèêàº ó â³äãàëóæåííÿ
(Wó

(1) > W (1)). ²ç çá³ëüøåííÿì ÷àñ-
òîòè ñïîñòåð³ãàºòüñÿ çá³ëüøåííÿ
êîåô³ö³ºíòà W (1) ³ çìåíøåííÿ (1)

yW

ç õàðàêòåðíèìè ï³äéîìàìè ³ ñïà-
äàìè â çîí³ “êðèòè÷íèõ” ÷àñòîò, ÿê³
â³äïîâ³äàþòü çàðîäæåííþ ÷åðãîâî¿
ìîäè õâèëåâîäó. ßê ³ ó âèïàäêó íà 
ðèñ. 10.16, ç³ çá³ëüøåííÿì õâèëüîâî-
ãî ðîçì³ðó õâèëåâîäó, íà âèçíà÷åíîìó
÷àñòîòíîìó ³íòåðâàë³, äîì³íóº ÷åðãî-
âà ìîäà îáëàñò³ III. Ìîäîâà ñòðóêòó-
ðà îáëàñò³ II âèçíà÷àºòüñÿ ïåðøîþ 
íîðìàëüíîþ õâèëåþ.

Ðèñ. 10.17. ×àñòîòí³ çàëåæíîñò³ êîåô³ö³-
ºíò³â W (1) (êðèâà 1) ³ Wó

(1) (êðèâà 2) ïðè 

1 2h h h 
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10.6.3. Ïðîíèêíåííÿ çâóêó êð³çü îáëàñòü ñïðÿæåííÿ
ïëîñêîãî ³ êëèíóâàòîãî õâèëåâîä³â

 Çàäà÷à ïðîíèêíåííÿ õâèë³ êð³çü îáëàñòü ñòèêó ïëîñêîãî ³ êëè-
íóâàòîãî õâèëåâîä³â (ðèñ. 10.18) íåîäíîðàçîâî äîñë³äæóâàëàñÿ ñïåö³àë³ñ-
òàìè ç ãàëóç³ àêóñòèêè ³ åëåêòðîäèíàì³êè. Ïðè öüîìó á³ëüøà ÷àñòèíà ïðàöü 
ïðèñâÿ÷åíà îêðåìîìó âèïàäêó: âèïðîì³íþâàííþ ³ç õâèëåâîäó ç ïëîñêèì 
ôëàíöåì (ðèñ. 10.18, á). Ïîáóäóºìî ðîçâ’ÿçîê ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³ çà 

óìîâîþ äîâ³ëüíîãî êóòà ðîçõèëó 
êëèíîâóâàòîãî õâèëåâîäó.

Îòæå, ìàºìî ïëîñêèé õâèëåâ³ä ç 
õàðàêòåðíèì ðîçì³ðîì 2h, ÿêèé ìå-
æóº ç êëèíóâàòèì õâèëåâîäîì ç 
êóòîì ðîçõèëó 20 (ðèñ. 10.18, à—
â): êóò ðîçõèëó ìîæå áóòè ãîñòðèì, 
ïðÿìèì àáî òóïèì. Õâèëåâîäíà 
ñòðóêòóðà çàïîâíåíà ³äåàëüíèì ñå-
ðåäîâèùåì ãóñòèíîþ , ç³ øâèäê³-
ñòþ çâóêó c. Ïîâåðõí³ õâèëåâîäó º 
àêóñòè÷íî æîðñòê³.

Çã³äíî ç ðèñ. 10.18, à ââîäèìî 
äåêàðòîâó xOy ³ ïîëÿðíó rO  ñèñ-
òåìè êîîðäèíàò ³ç çàãàëüíèì öåí-
òðîì O. Âñÿ îáëàñòü ³ñíóâàííÿ 
çâóêîâîãî ïîëÿ ïðèðîäíî ä³ëèòüñÿ 
íà ÷àñòêîâ³ îáëàñò³: I — ïëîñêèé 
íàï³âíåñê³í÷åííèé õâèëåâ³ä 0,x x

;y h  III — êëèíóâàòèé õâèëåâ³ä 

0 0,r r    ; II — ïåðåõ³äíà îá-

ëàñòü — öå ÷àñòèíà êðóãà ðàä³óñà r0.
Íåõàé ë³âîðó÷ â îáëàñò³ I íà çî-

íó ñïðÿæåííÿ ïëîñêîãî ³ êëèíóâà-
òîãî õâèëåâîä³â ïàäàº îäíà ç ìîä 
ïëîñêîãî õâèëåâîäó. Âíàñë³äîê ¿¿ 
âçàºìîä³¿ ç çîíîþ ñïðÿæåííÿ óòâî-
ðþþòüñÿ â³äáèòà ³ ïðîíèêíà õâèë³ 
â îáëàñòü III. Â³äïîâ³äíî äî ìåòîäó 
÷àñòêîâèõ îáëàñòåé ñë³ä çàïèñàòè 
âèðàçè äëÿ çâóêîâèõ ïîë³â â îáëàñ-
òÿõ I—III. Êîæíå ç öèõ âèðàç³â ïî-
âèííî ìàòè çàãàëüíèé õàðàêòåð, ÿêèé

Ðèñ. 10.18. Ïðèêëàä õâèëåâîäíî¿ ñòðóê-
òóðè:
à — êóò ðîçõèëó ãîñòðèé; á — ïðÿìèé; â —
òóïèé

à

á

â
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äîçâîëÿº âèêîíàòè áóäü-ÿê³ ãðàíè÷í³ óìîâè íà ìåæàõ ïîä³ëó ÷àñòêîâèõ îá-
ëàñòåé. Äëÿ îáëàñò³ I òàêèé âèðàç ì³ñòèòü ó ñîá³ ïàäàþ÷ó õâèëþ ³ ïîâíó 
ñóêóïí³ñòü îäíîð³äíèõ ³ íåîäíîð³äíèõ â³äáèòèõ õâèëü: 

    I 0( , ) cos expq qp x y y ik x x     0
0

cos( ) exp ,n n n
n

A y ik x x




    (10.79)

äå q — íîìåð ïàäàþ÷î¿ ìîäè, à âåëè÷èíè n âèçíà÷àºòüñÿ çã³äíî ç óìîâîþ 

I 0p y    ïðè y h   íà æîðñòêèõ ïîâåðõíÿõ ïëîñêîãî õâèëåâîäó, à ñàìå,

,n

n
h


 
2 2

2 2

, ÿêùî ,

, ÿêùî , .

n n
n

n n

k k
k

i k k k c

 

  

   
   

    (10.80)

Ñóêóïí³ñòü äîâ³ëüíèõ êîåô³ö³ºíò³â An äîçâîëÿº âèêîíàòè ãðàíè÷í³ óìîâè íà 
ìåæ³ ïîä³ëó îáëàñòåé I ³ II. 

Óÿâèìî çîáðàæåííÿ çâóêîâîãî ïîëÿ â êëèíóâàòîìó õâèëåâîä³ (îáëàñòü 
III). Ïðèðîäíî, ïîä³áíî äî ïëîñêîãî õâèëåâîäó, ñë³ä çàïèñàòè ñóêóïí³ñòü 
íîðìàëüíèõ õâèëü êëèíóâàòîãî õâèëåâîäó. Õî÷à ùå íå éøëà ìîâà ïðî ìîäè 
êëèíóâàòîãî õâèëåâîäó, ïðîòå óÿâèòè ÿêèé âîíè ìàþòü âèãëÿä íå ñêëàäíî. 
Ïîâåðíåìîñÿ äî ï. 7.12.1, äå áóëî ðîçãëÿíóòî âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó öè-
ë³íäðîì. ßêùî ìàºìî ïëîñêó çàäà÷ó, òîáòî êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü ïîâåðõí³ 
öèë³íäðà çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä êóòà, òî ïîëå âèçíà÷àºòüñÿ ñóïåðïîçèö³ºþ 
öèë³íäðè÷íèõ õâèëü (äèâ. (7.128)):

     (1)

0

, cos .n n
n

p r B H kr n 




                      (10.81)

Âèãëÿä êóòîâèõ ôóíêö³é cos( )n ô³çè÷íî çðîçóì³ëèé, îñê³ëüêè îá³éøîâøè 
íàâêîëî öèë³íäðà ïî äåÿêîìó êîëó, ïîòðàïëÿºìî ó òó ñàìó òî÷êó çâóêîâîãî 
ïîëÿ, ïðè öüîìó êóò çì³íþºòüñÿ íà âåëè÷èíó 2, à òèñê ó ôîðìóë³ (10.81) 
çàëèøàºòüñÿ íå çì³ííèì. Òåïåð óÿâ³òü ñîá³, ùî äî ïîâåðõí³ öèë³íäðà ïðè-
êëàäåí³ äâ³ ïëîùèíè, ÿê³ óòâîðþþòü êëèíóâàòèé õâèëåâ³ä ç êóòîì ðîçõèëó 
20 (íà ðèñ. 10.18, à ÷àñòèíîþ ïîâåðõí³ óÿâíîãî öèë³íäðà º êðèâîë³í³éíà 
ìåæà îáëàñò³ II). Î÷åâèäíî, ùî â òàê³é ñèòóàö³¿ ôîðìóëà (10.81) íå ñïðàâä-
æóºòüñÿ. ¯¿ òðåáà òðîõè ñêîðåêòóâàòè çã³äíî ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè íà æîð-
ñòêèõ ìåæàõ êëèíóâàòîãî õâèëåâîäó, áåðó÷è äî óâàãè, ùî ïîõ³äíà çà íîð-
ìàëëþ íà ïîâåðõíÿõ êëèíóâàòîãî õâèëåâîäó ÿâëÿº ñîáîþ ïîõ³äíó çà êóòîì 
ïðè ñòàëîìó r (ðèñ. 10.18). Îòæå, ïîëå â îáëàñò³ III çàïèøåìî ó âèãëÿä³

   1
III

0

, cos( ),
nn n

n

p r B H  




                          (10.82)

äå, çã³äíî ç ãðàíè÷íîþ óìîâîþ III 0p     ïðè 0    íà ïîâåðõíÿõ êëè-

íóâàòîãî õâèëåâîäó, çíàõîäèìî, ùî 0n n   . Ðàä³àëüí³ ôóíêö³¿  1

n
H  (kr) 

(ôóíêö³¿ Õàíêåëÿ ïåðøîãî ðîäó) âèáðàí³ â³äïîâ³äíî äî óìîâ âèïðîì³íþ-
âàííÿ. Ïîñë³äîâí³ñòü äîâ³ëüíèõ êîåô³ö³ºíò³â Bn âèçíà÷àºòüñÿ ãðàíè÷íèìè 
óìîâàìè íà ìåæ³ ïîä³ëó îáëàñòåé II ³ III.
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Òåïåð ïîáóäóºìî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ îáëàñò³ II. ßê ïîáà÷èìî, òóò 
ìàºìî â³äì³íí³ñòü êóò³â ðîçõèëó 0  90 (ðèñ. 10.18, à, á) â³ä 0 > 90
(ðèñ. 10.18, â). Òîìó ñïî÷àòêó ðîçãëÿäàºìî âèïàäîê, êîëè 0  90.

Íà ìåæ³ ïîä³ëó îáëàñòåé I ³ II  0 , | |x x y h   ïîâíîþ ³ îðòîãîíàëüíîþ 

º ñèñòåìè ôóíêö³é  cos , 0,1,2,...ny n   Íà ìåæ³ ïîä³ëó îáëàñòåé II ³ III

0( ,r r 0| | )   òàê³ ñàì³ âëàñòèâîñò³ ìàº ñèñòåìà ôóíêö³é  cos ,n 

0,1,2,....n   Îòæå, ïîëå òèñêó â îáëàñò³ II ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 

    (1) (2)
II II II 0

0

cos expn n n
n

p p p D y ik x x




    

0

cos( ) ( ).
nn n

n

C J kr 




                              (10.83)

Çàçíà÷èìî, ùî çíàê ïîêàçíèêà åêñïîíåíò ó ïåðø³é ñóì³ âèáðàíî òàêèì, ùîá
àìïë³òóäà íåîäíîð³äíèõ õâèëü çìåíøóâàëàñÿ âñåðåäèí³ îáëàñò³ II. Ó äðóã³é 
ñóì³ çà ðàä³àëüíó ôóíêö³þ âçÿòî ôóíêö³þ Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó 

n
J (kr). 

Ñåðåä ÷àñòèííèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Áåññåëÿ (7.115) äîö³ëüíî âèêîðèñòî-
âóâàòè ñàìå ¿õ, àäæå, îáëàñòü II ìàº ñê³í÷åíí³ ðîçì³ðè, à ôóíêö³¿ 

n
J (kr) 

âèçíà÷àþòü ñòîÿ÷ó õâèëþ ³ íå ìàþòü îñîáëèâîñòåé ïðè kr  0 (äèâ. àñèì-
ïòîòèêó (8.40)).

Óìîâè ñïðÿæåííÿ íà ìåæàõ ïîä³ëó îáëàñòåé I, II, III (ðèñ. 10.18, à, á) 
ìàþòü âèãëÿä

I II

0I II
, | | ,

p p
x x y hp p

x x

 
    

   

II III

0 0II III
, | | .

p p
r rp p

r r

 
 

    
   

                         
(10.84)

Ï³äñòàâëÿþ÷è ðîçâ’ÿçêè (10.79), (10.82), (10.83) â óìîâè (10.84) ³ âðàõîâóþ-
÷è ôîðìóëè, ÿê³ âèçíà÷àþòü çâ’ÿçîê ì³æ äåêàðòîâîþ ³ ïîëÿðíîþ ñèñòåìàìè 
êîîðäèíàò, ïðèõîäèìî äî ñèñòåìè ôóíêö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü. Âèêîðèñòàííÿ 
âëàñòèâîñò³ îðòîãîíàëüíîñò³ ñèñòåì ôóíêö³é  cos , 0,1,2,...,ny n   äëÿ 

ïåðøèõ äâîõ ð³âíÿíü ñèñòåìè (10.84) ³ ñèñòåìè ôóíêö³é  cos ,n  n 

0,1,2,...,  äëÿ òðåòüîãî ³ ÷åòâåðòîãî ð³âíÿíü, äàº ìîæëèâ³ñòü ïðîâåñòè àëãå-
áðà¿çàö³þ ôóíêö³îíàëüíî¿ ñèñòåìè. ßê íàñë³äîê, óòâîðþºòüñÿ íåñê³í÷åííà 
ñèñòåìà àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ðîäó â³äíîñíî øóêàíèõ êîåô³ö³ºíò³â 
An, Bn, Cn, Dn (âèãëÿä ñèñòåìè äîñèòü ãðîì³çäêèé, òîìó éîãî íå íàâîäèìî, 
àëå, ïðè áàæàíí³, òàêó ñèñòåìó ìîæíà îòðèìàòè äîñèòü ëåãêî).

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè 0 > 90 (ðèñ. 10.18, â). Òîä³ öåíòð ïî-
ëÿðíî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò (òî÷êà O) çì³ùàºòüñÿ âñåðåäèíó îáëàñò³ II. Îò-
æå, êóòîâ³ ôóíêö³¿ ó âèðàçó pII

(2) (äèâ. (10.83)) ïîâèíí³ áóòè ïåð³îäè÷íèìè ç 
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ïåð³îäîì 2, ùî â³äïîâ³äàº ïîâíîìó îáõîäó íàâêîëî òî÷êè O. Çðîçóì³ëî, 
ùî òàêó óìîâó íå çàäîâîëüíÿº ñèñòåìà ôóíêö³é  cos , 0,1,2,...n n   , ó ðîç-

â’ÿçêó pII
(2). Òîìó ¿¿ ñë³ä çàì³íèòè íà ñèñòåìó ôóíêö³é  cos , 0,1,2,...,n n 

ÿêà ìàº òàêó ïåð³îäè÷í³ñòü ³ º ïîâíîþ ³ îðòîãîíàëüíîþ íà â³äð³çêó  
[0;2 ] . Òàêèì ÷èíîì, ôîðìóëó (10.83) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿä³

    (1) (2)
II II II 0

0

cos expn n n
n

p p p D y ik x x




    
0

cos( ) ( ).n n
n

C n J kr



  (10.85)

Ïðîòå, ÿê âèäíî ç ðèñ. 10.18, â, êîíô³ãóðàö³ÿ îáëàñò³ II íå äîçâîëÿº ñêîðè-
ñòàòèñÿ îðòîãîíàëüí³ñòþ ñèñòåìè ôóíêö³é  cos , 0,1,2,...n n  , îñê³ëüêè 

ìåæà îáëàñò³ II ÿâëÿº ñîáîþ ò³ëüêè ÷àñòèíó êîëà ðàä³óñîì r0. Öþ ñêëàä-
í³ñòü ìîæíà ïîäîëàòè, ÿêùî äëÿ ðîçâ’ÿçêó pII

(2) äîïîâíèòè ìåæó îáëàñò³ II
äî ïîâíîãî êîëà ðàä³óñîì r0. Íà ðèñ. 10.18, â öå øòðèõîâà ë³í³ÿ â îáëàñò³ I

0r r , 0 | |    . Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìóºìî ìîæëèâ³ñòü ñêîðèñòàòèñÿ 

îðòîãîíàëüí³ñòþ ñèñòåìè ôóíêö³é  cos , 0,1,2,...n n  , ïðè âèêîíàíí³ ãðà-

íè÷íèõ óìîâ. Ïðèíöèïîâèì ìîìåíòîì ïðè öüîìó º òå, ùî ïðè ôîðìóâàíí³ 
ãðàíè÷íèõ óìîâ íà äîäàòêîâ³é ä³ëÿíö³ ìåæ³ ( 0r r , 0 | |    ) ìîæå áóòè 
çàäàíå äîâ³ëüíå çíà÷åííÿ òèñêó àáî êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³. Íåõàé âîíî 
âèçíà÷àºòüñÿ äåÿêîþ ôóíêö³ºþ 0( , )f r  . Çðîçóì³ëî, ùî íåâ³äîìî ÿêîþ ìàº 

áóòè ôóíêö³ÿ 0( , )f r  , ùîá íåïåðåðâíî ïðîäîâæèòè ðîçâ’ÿçîê pII
(2) íà äóãó 

r = r0, 0 | |    . Âñå æ òàêè, â êîæí³é êîíêðåòí³é çàäà÷³ òðåáà ïðàãíóòè äî 
çìåíøåííÿ ñõîäèíêè íà äàí³é ä³ëÿíö³ ìåæ³.

Îòæå, óìîâè ñïðÿæåííÿ ó âèïàäêó, êîëè 0 90  , ìàòèìóòü âèãëÿä (âè-

áåðåìî âàð³àíò ïîäîâæåííÿ òèñêó íà ä³ëÿíêó r = r0, 0 | |    ):

I II

I II
,

p p

p p

x x

 


  
   

0,x x | | ,y h    

II III ,
p p
r r

 


  0 ,r r 0| | ,                        (10.86)

II III 0 0

(2)
II 0 0 0

, , | | ,

( , ), , | | .

p p r r

p f r r r

 

   

  


   

Àëãåáðà¿çàö³ÿ ïåðøèõ äâîõ ð³âíÿíü â ñèñòåì³ (10.86) ïðîâîäèòüñÿ çà äîïî-
ìîãîþ ñèñòåìè ôóíêö³é  cos , 0,1,2,...ny n  , ùî îðòîãîíàëüíà íà â³äð³çêó

| |y h , òðåòüîãî — çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè ôóíêö³é  cos ,n  0,1,2,...n  , 

ÿêà îðòîãîíàëüíà íà â³äð³çêó 0  ³ ÷åòâåðòîãî, ÿêå ì³ñòèòü ó ñîá³ äâà

ð³âíÿííÿ, îá’ºäíàíèõ ô³ãóðíîþ äóæêîþ, — çà ðàõóíîê ôóíêö³é  cos ,n

0,1,2,...n  , ÿê³ îðòîãîíàëüí³ íà â³äð³çêó [0,2 ]  .
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Ïîáóäîâàíèé ðîçâ’ÿçîê äàº çìîãó ïðîâåñòè àíàë³ç çâóêîâîãî ïîëÿ â õâè-
ëåâîäí³é ñòðóêòóð³, ùî çîáðàæåíà íà ðèñ. 10.18. Ö³êàâèì º âèçíà÷åííÿ êó-
òîâîãî ðîçïîä³ëó êâàäðàòà àìïë³òóäè òèñêó â êëèíóâàòîìó õâèëåâîä³

 
 

 

2

III( )
2

*
III

max

,
, ,

,

q
p r

R r
p r





                            (10.87)

äå q — íîìåð ïàäàþ÷î¿ ìîäè â îáëàñò³ I; * — êóò, ùî âèçíà÷àº íàïðÿìîê 
ìàêñèìàëüíî¿ àìïë³òóäè òèñêó íà â³äñòàí³ r. ßê ìè çíàºìî (äèâ. ïàðàãðàô 
7.6), ñï³ââ³äíîøåííÿ (10.87) íå áóäå çàëåæàòè â³ä â³äñòàí³ r, ÿêùî äî-
ñë³äæóâàòè çâóêîâå ïîëå â äàëüí³é çîí³ â³ä ìåæ³ ïîä³ëó ïëîñêîïàðàëåëüíîãî 
³ êëèíóâàòîãî õâèëåâîä³â (kr >> 1). Áåðó÷è öå äî óâàãè, ï³äñòàâëÿºìî â 
(10.87) âèðàç (10.82) ç óðàõóâàííÿì àñèìïòîòèêè ôóíêö³¿ Õàíêåëÿ  (1)

n
H kr

ïðè kr   :

 (1) 2
exp .

2 4n

nH kr i kr
kr

 


      
  

                 (10.88)

Âíàñë³äîê öüîãî ìàºìî âèðàç äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñïðÿìîâàíîñò³ çà ³íòåí-
ñèâí³ñòþ, ÿêà âèçíà÷àº êóòîâèé ðîçïîä³ë åíåðã³¿ â äàëüíüîìó ïîë³ êëèíóâà-
òîãî õâèëåâîäó:
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0( )
2

*
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cos exp 2
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cos exp 2

n n n
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n n n
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B i
R
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               (10.89)

Âàæëèâå çíà÷åííÿ ìàþòü åíåðãåòè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ïðîíèêíåííÿ 
çâóêîâî¿ õâèë³ êð³çü ìåæó ïîä³ëó ïëîñêîãî ³ êëèíóâàòîãî õâèëåâîä³â. ßê ³ â 
çàäà÷³ ïðî õâèëåâ³ä ³ç âèãèíîì (äèâ. (10.71)), êîåô³ö³ºíò ïðîíèêíåííÿ W (q)

âèçíà÷èìî ÿê â³äíîøåííÿ ñåðåäíüîãî ïîòîêó ïîòóæíîñò³ õâèë³ îáëàñò³ III
äî ñåðåäíüîãî ïîòîêó ïîòóæíîñò³ q-¿ ìîäè, ùî ïàäàº íà ìåæó ïîä³ëó õâèëå-
âîä³â â îáëàñò³ I. Ï³ñëÿ ðÿäó ïåðåòâîðåíü, ïîä³áíèõ äî òèõ, ÿê³ áóëè çðîá-
ëåí³ ó ôîðìóë³ (10.72), îòðèìàºìî

 
2( ) 0

0

4
,

Re
q

n n
nq q

W B
h k




 





                       (10.90)

äå 0 1, 1/ 2, 0.n n     Çã³äíî ç âèðàçîì (10.90), êîåô³ö³ºíò ïðîíèêíåííÿ 
çîáðàæåíî ó âèãëÿä³ ñóìè åíåðãåòè÷íèõ êîåô³ö³ºíò³â çáóðåííÿ ìîä îáëàñò³ 
III. Àíàëîã³÷íî êîåô³ö³ºíò â³äáèòòÿ ìàº âèãëÿä 

    2( )

0

1
Re .

Re

N
q

n n n
nq q

V k A
k


 

                   (10.91)

Òóò ÷èñëî N âèçíà÷àº ê³ëüê³ñòü îäíîð³äíèõ ìîä îáëàñò³ I. ²ç çàêîíó çáåðå-
æåííÿ åíåðã³¿ âèò³êàº íåîáõ³äí³ñòü âèêîíàííÿ óìîâè W (q) + V (q) = 1.
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Ðèñ. 10.19. ×àñòîòí³ çàëåæíîñò³ êîåô³-
ö³ºíòà W (0) ïðè ð³çíèõ êóòàõ ðîçõèëó 0:
1 — 0 = 5; 2 — 0 = 25; 3 — 0 = 45; 4 — 0 = 
= 90; 5 — 0 = 110; 6 — 0 = 140; 7 — 0 = 180

Îòðèìàí³ íåñê³í÷åíí³ ñèñòåìè 
àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü ðîçâ’ÿçóâàëè-
ñÿ çà äîïîìîãîþ ðåäóêö³¿. Ùå ðàç 
ï³äêðåñëèìî, ÿêùî íå ö³êàâèòèñÿ 
òîíêîþ ñòðóêòóðîþ ïîëÿ øâèäêî-
ñò³ ïîáëèçó ðåáåð, òî çàñòîñóâàííÿ 
ïðîñòî¿ ðåäóêö³¿ äî íåñê³í÷åííèõ 
ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü äðó-
ãîãî ðîäó ö³ëêîì âèïðàâäàíî ³ åôåê-
òèâíî. Ê³ëüê³ñòü âðàõîâàíèõ íåâ³-
äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â, ùî âèçíà÷àº ïîðÿäîê ñèñòåìè, çàëåæèòü â³ä ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ äîâæèíè çâóêîâî¿ õâèë³ ³ õàðàêòåðíèõ ðîçì³ð³â õâèëåâîäó. 
Çìåíøåííÿ äîâæèíè õâèë³, ïðèðîäíî, ïîòðåáóº çá³ëüøåííÿ ê³ëüêîñò³ 
÷ëåí³â ðÿäó, ùî âèçíà÷àº çâóêîâ³ ïîëÿ â ÷àñòêîâèõ îáëàñòÿõ. Êðèòåð³ºì 
îö³íêè ÿêîñò³ ðîçâ’ÿçêó º òî÷í³ñòü âèêîíàííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ìåæàõ 
÷àñòêîâèõ îáëàñòåé ³ âèêîíàííÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ çàêîíó çáåðåæåííÿ 
åíåðã³¿.

Ó äàí³é çàäà÷³ ïðàêòè÷í³ îá÷èñëåííÿ äëÿ ä³àïàçîíó 2 / 3h    ïîêàçóþòü, 
ùî ïðèäàòíà òî÷í³ñòü îá÷èñëåííÿ (òî÷í³ñòü âèêîíàííÿ çàêîíó çáåðåæåííÿ 
åíåðã³¿, íå ã³ðøà, í³æ 0,1 %) çàáåçïå÷óºòüñÿ ïðè óòðèìàíí³ 10...15 ÷ëåí³â 
ðÿäó äëÿ òèñêó â ÷àñòêîâèõ îáëàñòÿõ. Îá’ºì îá÷èñëåíü ïðè öüîìó âèÿâ-
ëÿºòüñÿ íåâåëèêèì, ³ ìîæíà îòðèìàòè îö³íêó äëÿ áàãàòüîõ õàðàêòåðèñòèê 
çâóêîâîãî ïîëÿ â øèðîêîìó ä³àïàçîí³ ÷àñòîò.

Íà ðèñ. 10.19 íàâåäåí³ ÷àñòîòí³ çàâèñèìîñòè êîåô³ö³ºíòà ïðîíèêíåííÿ 
W(0) íóëüîâî¿ ìîäè (q = 0) îáëàñò³ I ïðè ð³çíèõ êóòàõ ðîçõèëó 0. Òóò êðèâà 7
âèçíà÷àº âèïðîì³íåííÿ çâóêó ³ç â³äêðèòîãî ê³íöÿ ïëîñêîãî íàï³âñê³í-
÷åííîãî õâèëåâîäó ç æîðñòêèìè ìåæàìè ³ îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ [, 

ñ. 38]: (0)W    2
1 exp 2h     , äå  — äîâæèíà çâóêîâî¿ õâèë³. Âñ³ êðèâ³ 

íà ðèñ. 10.19 âêàçóþòü íà çðîñòàííÿ åíåðã³¿, ùî ïðîíèêàº â êëèíóâàòèé 
õâèëåâ³ä ïðè çìåíøåíí³ êóòà ðîçõèëó 0. Çà ìàëèõ õâèëüîâèõ ðîçì³ð³â 2h/
ïðîíèêíåííÿ åíåðã³¿ ç ïëîñêîïàðàëåëüíîãî õâèëåâîäó â êëèíóâàòèé äóæå 
ìàëå. Ïðè âèçíà÷åíèõ äîâæèíàõ õâèëü íàâ³òü ï’ÿòèãðàäóñíå ðîçøèðåííÿ 
õâèëåâîäó âèÿâëÿºòüñÿ åôåêòèâíèì â³äáèâà÷åì åíåðã³¿. Ö³êàâî, ùî âæå ïðè 
2 0,6h    ïðàêòè÷íî âñÿ åíåðã³ÿ ïàäàþ÷î¿ õâèë³ ïðîíèêàº â êëèíóâàòó 
÷àñòèíó õâèëåâîäó.

Ðîçãëÿíåìî êóòîâèé ðîçïîä³ë ³íòåíñèâíîñò³ çâóêó â êëèíóâàòîìó õâèëå-
âîä³. Íà ðèñ. 10.20 ïîêàçàí³ êðèâ³ ñïðÿìîâàíîñò³ çà ³íòåíñèâí³ñòþ ïðè êóò³

                                        
 Âàéíøòåéí Ë.À. Òåîðèÿ äèôðàêöèè è ìåòîä ôàêòîðèçàöèè. — Ì.: Ñîâ. ðàäèî, 

1966. — 431 ñ.
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Ðèñ. 10.20. Êðèâ³ ñïðÿìîâàíîñò³  (0)
IR   ïðè ð³çíèõ âåëè÷èíàõ 2h  : 

à — 0 = 90; á — 0 = 25

ðîçõèëó 0 = 90 (ðèñ. 10.20, à) ³ 0 = 25 (ðèñ. 10.20, á). Ïàäàþ÷îþ õâè-
ëåþ â îáëàñò³ I º íóëüîâà ìîäà (q = 0). Õàðàêòåðèñòèêà êðèâèõ — öå âåëè-
÷èíà â³äíîøåííÿ 2h/, ÿê áà÷èìî, ïðè ¿¿ çá³ëüøåíí³ êðèâà ñïðÿìîâà-
íîñò³ çàãîñòðþºòüñÿ. Öå çðîçóì³ëî, àäæå âåëè÷èíà 2h/ âèçíà÷àº ô³-
çè÷íèé ðîçì³ð äæåðåëà, ÿêå âèïðîì³íþº çâóê â êëèíóâàòèé õâèëåâ³ä. Òîìó, 
ïðèðîäíî, çá³ëüøåííÿ 2h/ ïðèâîäèòü äî çàãîñòðåííÿ êðèâî¿ ñïðÿìîâà-
íîñò³.

Ö³êàâèé åôåêò ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ïðè â³äíîñíî íåâåëèêèõ êóòàõ ðîçõèëó 
õâèëåâîäó. Òàê, ïðè 0 = 25 (ðèñ. 10.20, á), 2 0,8...1,0h    ìàºìî çíèæåííÿ 
ïîòîêó çâóêîâî¿ åíåðã³¿ âçäîâæ îñ³ õâèëåâîäó ( = 0). Çðîçóì³ëî, ùî öå 
ÿâèùå çóìîâëåíî àìïë³òóäíî-ôàçîâèì ñï³ââ³äíîøåííÿì, çáóðþâàíèõ ó êëè-
íóâàòîìó õâèëåâîä³ ìîä.

Íà ðèñ. 10.21 ïîêàçàí³ êðèâ³ ñïðÿìîâàíîñò³ â êëèíóâàòîìó õâèëåâîä³, 
êîëè ïîëå ïàäàþ÷î¿ õâèë³ 
çàäàºòüñÿ ïåðøîþ ñèìåòðè÷íîþ 
ìîäîþ îáëàñò³ I (q = 1, 2 1,1h   ). 
ßê áà÷èìî, äëÿ ìàëèõ êóò³â ðîçõè-
ëó (0 < 30) çáåð³ãàºòüñÿ ïðàêòè÷-
íî òîé ñàìèé êóòîâèé ðîçïîä³ë 
òèñêó, ùî ó ïàäàþ÷î¿ õâèë³. Ïðè 
çá³ëüøåíí³ êóòà ðîçõèëó êðèâà ñóò-

Ðèñ. 10.21. Êðèâ³ ñïðÿìîâàíîñò³  (1)
IR 

ïðè ð³çíèõ êóòàõ ðîçõèëó 0 (2 1,1)h   : 

1 — 0 = 15; 2 — 0 = 30; 3 — 0 = 40; 4 — 0 =
= 50; 5 — 0 = 90; 6 — 0 = 130
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Ðèñ. 10.22. Êàðòèíà âåêòîðíîãî ïîëÿ ³íòåíñèâíîñò³:

à—â — 2 1h   , 0= 25, q = 0, (0) 1W  ; ã — 2 1,1h   , 0 = 50, q = 1, (1) 0,84W 

òºâî çì³íþºòüñÿ. Ïðàêòè÷íî çâóê âçäîâæ îñ³ õâèëåâîäó íå âèïðîì³íþºòüñÿ. 
Îñíîâíà åíåðã³ÿ ïðîíèêíî¿ õâèë³ ëîêàë³çóºòüñÿ ïîáëèçó ìåæ õâèëåâîäó.

Òàêå ÿâèùå îáóìîâëþº ïðèðîäíå ïèòàííÿ: ÿê øâèäêî â³äáóâàºòüñÿ ïå-
ðåòâîðåííÿ åíåðãåòè÷íèõ ïîòîê³â ó êëèíóâàòîìó õâèëåâîä³. Äëÿ â³äïîâ³ä³ íà 
öå ïèòàííÿ íàâåäåìî äîñë³äæåííÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ³íòåíñèâíîñò³ â îêîë³ 
ìåæ³ ïîä³ëó ïëîñêîïàðàëåëüíîãî ³ êëèíóâàòîãî õâèëåâîä³â. Äëÿ öüîãî çà-
çíà÷èìî, ùî ïðîåêö³¿ âåêòîðà ³íòåíñèâíîñò³  ,x yI II  íà îñ³ äåêàðòîâî¿ 

ñèñòåìè êîîðäèíàò xOy (äèâ. (4.55)) ìàº âèãëÿä
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      (10.92)

Âèçíà÷èâøè ïðîåêö³¿ Iõ òà Ió, ìîæíà ïîáóäóâàòè âåêòîð ³íòåíñèâíîñò³ I.
Íà ðèñ. 10.22 ïîêàçàí³ ïîëÿ âåêòîðà ³íòåíñèâíîñò³ íà ìåæ³ ïîä³ëó ïëîñ-

êîïàðàëåëüíîãî ³ êëèíóâàòîãî õâèëåâîä³â. Äîâæèíà êîæíî¿ ñòð³ëî÷êè âè-
çíà÷àº â³äíîñíå çíà÷åííÿ ìîäóëÿ âåêòîðà ³íòåíñèâíîñò³, ¿¿ íàïðÿìîê — íà-
ïðÿìîê ïîòîêó åíåðã³¿, à ïî÷àòîê ñòð³ëî÷êè — òî÷êó çâóêîâîãî ïîëÿ, â ÿê³é 
âèçíà÷àâñÿ âåêòîð ³íòåíñèâíîñò³. Íà ðèñ. 10.22, à—â ïîêàçàíî ïðîöåñ ïðî-
ñòîðîâîãî ïåðåòâîðåííÿ ïîòîê³â åíåðã³¿ â êëèíóâàòîìó õâèëåâîä³ ï³ä ÷àñ 
â³ääàëåííÿ â³ä çîíè ñïðÿæåííÿ ïðè ïàä³íí³ íóëüîâî¿ ìîäè (q = 0) â îáëàñò³ 
I. ßêùî â áåçïîñåðåäí³é áëèçüêîñò³ â³ä çîíè ñïðÿæåííÿ (ðèñ. 10.22,à) ïîò³ê 
åíåðã³¿ ñêîíöåíòðîâàíî âçäîâæ îñ³ õâèëåâîäó, òîáòî ïðàêòè÷íî çáåð³ãàºòüñÿ 
êàðòèíà ïîòîêó åíåðã³¿ â ïëîñêîïàðàëåëüíîìó õâèëåâîä³, òî âæå íà â³äñòàí³ 
ïðèáëèçíî 3  (ðèñ. 10.22, á) ìîäóëü ³íòåíñèâíîñò³ íàáóâàº ìàéæå ñòàëîãî 
çíà÷åííÿ âçäîâæ ïåðåð³çó õâèëåâîäó. Äàë³, çã³äíî ç ðèñ. 10.22, â, ç³ çá³ëü-
øåííÿì êîîðäèíàòè õ ïîò³ê åíåðã³¿, çìåíøóþ÷èñü âçäîâæ îñ³ õâèëåâîäó, 
çðîñòàº ïîáëèçó êëèíóâàòèõ ìåæ. Ïðè ïîäàëüøîìó çá³ëüøåíí³ êîîðäèíàòè 
x  ïðîñòîðîâèé ðîçïîä³ë ìîäóëÿ âåêòîðà ³íòåíñèâíîñò³ àñèìïòîòè÷íî íà-
áëèæàºòüñÿ äî çàëåæíîñò³, ùî âèçíà÷àºòüñÿ êðèâîþ ç ïàðàìåòðîì 2 1h  
íà ðèñ. 10.20, á. ßêùî â îáëàñò³ I ïàäàº ïåðøà ñèìåòðè÷íà ìîäà (q = 1), òî 
êàðòèíà çì³íþºòüñÿ, ³ öå ìîæíà ïîáà÷èòè íà ðèñ. 10.22, ã. Òóò, ÿê áà÷èìî, 
ïðîöåñ ïðîñòîðîâî¿ ïåðåáóäîâè ïîòîê³â åíåðã³¿ â³äáóâàºòüñÿ äîñèòü øâèäêî.

Îòæå, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî åíåðãåòè÷íà õàðàêòåðèñòèêà ñïðÿ-
ìîâàíîñò³ âèçíà÷àºòüñÿ ñóêóïí³ñòþ ÷èííèê³â, à ñàìå: õâèëüîâèì ðîçì³ðîì 
ïëîñêîïàðàëåëüíîãî õâèëåâîäó 2h/, êóòîì ðîçõèëó êëèíóâàòîãî õâèëåâîäó 
0 ³ ñòðóêòóðîþ ïàäàþ÷î¿ õâèë³. Ö³ äàí³ âàæëèâ³ äëÿ ôîðìóâàííÿ óÿâëåíü 
ïðî îñîáëèâîñò³ âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó ³ç êëèíóâàòîãî ðóïîðó ó â³äêðèòèé 
ïðîñò³ð.

10.7. Ðîçñ³þâàííÿ çâóêó íà êëèíóâàòîìó îá’ºêò³

Çàäà÷à ïðî ðîçñ³þâàííÿ õâèë³ íà êëèí³ ÿâëÿº ñîáîþ ôóíäà-
ìåíòàëüíó ïðîáëåìó, íà ðîçâ’ÿçêó ÿêî¿ áàçóºòüñÿ áàãàòî óÿâëåíü ïðî õâèëüîâ³
ïðîöåñè â àêóñòèö³, îïòèö³ ³ ðàä³îô³çèö³. Çâàæàþ÷è íà öå ó ïîïåðåäíüîìó 
ðîçä³ë³ áóëà ïîáóäîâàíà ôóíêö³ÿ Ãð³íà äëÿ êëèíóâàòî¿ îáëàñò³. Îñîáëèâî 
ö³êàâà çàäà÷à ïðî ðîçñ³þâàííÿ õâèëü íà êëèíóâàòîìó îá’ºêò³ ñê³í÷åííèõ 
ðîçì³ð³â. Àíàë³ç ïîëÿ ðîçñ³þâàííÿ â³ä ïîä³áíèõ îá’ºêò³â ëåæèòü â îñíîâ³ 
ïîáóäîâè ñèñòåì ëîêàö³¿.

Ðîçãëÿíåìî ïëîñêó çàäà÷ó ðîçñ³þâàííÿ çâóêó íà êëèíóâàòîìó îá’ºêò³ 
(ðèñ. 10.23), òîáòî ââàæàºìî, ùî îá’ºêò ìàº íåñê³í÷åííó ïðîòÿæí³ñòü âçäîâæ
îñ³, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè ðèñóíêà. Îá’ºêò ÿâëÿº ñîáîþ êëèí ç 
êóòîì 21, ñòîðîíè ÿêîãî çàìêíóò³ äóãîþ ÀÂ êîëà ðàä³óñîì à. Ïîâåðõí³ 
îá’ºêòà ââàæàºìî àêóñòè÷íî æîðñòêèìè. Êëèíóâàòèé îá’ºêò çíàõîäèòüñÿ â 
³äåàëüíîìó ñåðåäîâèù³ ãóñòèíîþ , ç³ øâèäê³ñòþ çâóêó ñ. Ùîá îïèñàòè 
ãåîìåòð³þ îá’ºêòà ³ ïîáóäóâàòè ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³, ââåäåìî ïîëÿðíó ñèñòåìó 
êîîðäèíàò rO ç öåíòðîì â êóòîâ³é òî÷ö³ êëèíà.
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Ðèñ. 10.23. Ïðèêëàä êëèíóâàòîãî îá’ºêòà

Â³äïîâ³äíî äî ³äå¿ ìåòîäó ÷àñò-
êîâèõ îáëàñòåé âåñü ïðîñò³ð ³ñíó-
âàííÿ çâóêîâîãî ïîëÿ ïðèðîäíî ä³-
ëèòüñÿ íà äâ³ îáëàñò³: I — ïîçà êî-
ëîì ðàä³óñà à, òîáòî r  a, 0   
 2; II — ñåêòîð êîëà ðàä³óñîì à, à 
ñàìå, 0  r  a, 0    2 – 0.

Íåõàé â îáëàñò³ I íà êëèíóâàòèé 
îá’ºêò (ðèñ. 10.23) ïàäàº ãàðìîí³÷-
íà ïëîñêà õâèëÿ òèñêó îäèíè÷íî¿ 
àìïë³òóäè p0 = exp(–ikr), äå k = {kcos0, ksin0} — õâèëüîâèé âåêòîð, r = 
= {r cos, r sin} — âåêòîð, ùî âèçíà÷àº òî÷êó ñïîñòåðåæåííÿ â çâóêîâîìó 
ïîë³. Çíàê “ì³íóñ” ó ïîêàçíèêó åêñïîíåíòè ãîâîðèòü ïðî òå, ùî íàïðÿìîê 
ïîøèðåííÿ ïëîñêî¿ õâèë³ ïðîòèëåæíèé íàïðÿìêó çðîñòàííÿ ðàä³àëüíî¿ êî-
îðäèíàòè r (ðèñ. 10.23). Êóòè 0 ³  âèçíà÷àþòü, â³äïîâ³äíî, êóòîâèé íàïðÿ-
ìîê ïàä³ííÿ õâèë³ ³ íàïðÿìîê íà òî÷êó ñïîñòåðåæåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è 
çíà÷åííÿ ïðîåêö³é âåêòîð³â k ³ r íà îñ³ äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò xOy, 
ïåðåïèñóºìî âèðàç äëÿ ïëîñêî¿ õâèë³ ó âèãëÿä³

 0 0 0 0exp cos cos sin sin exp( cos( )).p ikr ikr                (10.93)

Íàäàë³ íàì çíàäîáèòüñÿ çîáðàæåííÿ ïàäàþ÷î¿ õâèë³ (10.93) ó âèãëÿä³ ðÿäó 
(äèâ. (8.25)):

    0 0
0

( ) cos ,n
n n

n
p i J kr n  





                   (10.94)

äå 0 1  , 2n  , ÿêùî 0n  , Jn(kr) — ôóíêö³ÿ Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó.
Ïðè âçàºìîä³¿ ïëîñêî¿ õâèë³ ç êëèíóâàòèì îá’ºêòîì óòâîðþºòüñÿ ðîçñ³ÿ-

íå ïîëå, ÿêå ìîæíà çîáðàçèòè ÿê ñóïåðïîçèö³þ öèë³íäðè÷íèõ á³æó÷èõ õâèëü

òèïó    (1) cosnH kr n , 0,1,2,...n  , ³    (1) sinnH kr n , 1,2,3,...n   Êîì-

á³íàö³ÿ êóòîâèõ ôóíêö³é cos(n) ³ sin(n) íåîáõ³äíà, àäæå êóò ïàä³ííÿ ïëîñ-
êî¿ õâèë³ 0 ââàæàºòüñÿ äîâ³ëüíèì, òîìó áóäü-ÿêà ñèìåòð³ÿ â³äñóòíÿ. Îòæå, 
ïîëå òèñêó â îáëàñò³ I ìàòèìå âèãëÿä

    I 0
0

( ) cos  




    n
n n

n

p i kr nJ

       (1) (1)

0 1

cos sin . 
 

 

  n n n n
n n

A H kr n B H kr n           (10.95)

Ïîëå â îáëàñò³ II çîáðàçèìî ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ ñòîÿ÷èõ õâèëü:
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    II 1
0

cos ,
nn n

n

p C krJ   




                    (10.96)

äå ÷èñëà n  âèçíà÷àþòüñÿ ³ç ãðàíè÷íèõ óìîâ íà æîðñòêèõ ìåæàõ êëèíà 

II 0p     ïðè 1   ³ 12    . Îòæå,

 1
, 0,1,2,...

2n
n n


 

 


                      (10.97)

Ïîáóäîâàí³ ðîçâ’ÿçêè äëÿ îáëàñò³ I ³ II ä³éñíî çàãàëüí³, òîáòî âîíè ñïðî-
ìîæí³ çàäîâîëüíèòè áóäü-ÿê³ ãðàíè÷í³ óìîâè íà ìåæàõ ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé.

Çàïèøåìî óìîâè ñïðÿæåííÿ íà ìåæ³ ïîä³ëó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé I ³ II
(ðèñ. 10.23):

I II 1 1, , 2 ,       p p r a                    (10.98)

II
1 1I

1

, , 2 ,

0, , | | .

   

 

         

p r ap
r

r r a
              (10.99)

Àëãåáðà¿çàö³þ ôóíêö³îíàëüíîãî ð³âíÿííÿ (10.98) ïðîâîäèìî çàâäÿêè îðòî-
ãîíàëüí³é íà â³äð³çêó  = 1—(2 – 1) ñèñòåì³ ôóíêö³é cos(n( – 1)), n = 
= 0,1,2,… Àëãåáðà¿çàö³þ ôóíêö³îíàëüíîãî ð³âíÿííÿ (10.99) ïðîâåäåìî äâà 
ðàçè: ïåðøèé — çàâäÿêè ñèñòåì³ ôóíêö³é cos(n), n = 0,1,2,…, äðóãèé — çà-
âäÿêè ñèñòåì³ sin(n), n = 1,2,3,… Îáèäâ³ ñèñòåìè ôóíêö³é îðòîãîíàëüí³ íà 
â³äð³çêó  = 0—2. Îòæå, îòðèìàºìî íåñê³í÷åííó ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåá-
ðà¿÷íèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ðîäó â³äíîñíî íåâ³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â An, Bn, Cn.

Íåñê³í÷åííà ñèñòåìà ð³âíÿíü áóëà ðîçâ’ÿçàíà ìåòîäîì ðåäóêö³¿. Äëÿ 
îö³íêè òî÷íîñò³ âèêîíàííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ âèçíà÷èìî â³äõèëåííÿ ÿê 
â³äíîøåííÿ ìîäóëÿ ð³çíèö³ õàðàêòåðèñòèê ïîëÿ (òèñê àáî êîëèâàëüíà øâèä-
ê³ñòü) ë³âîðó÷ ³ ïðàâîðó÷ â³ä ìåæ³ ïîä³ëó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé äî àìïë³òóäè 
ïëîñêî¿ ïàäàþ÷î¿ õâèë³ íà êëèíóâàòèé îá’ºêò. Íàïðèêëàä, â³äõèëåííÿ çà 
òèñêîì âèçíà÷àºòüñÿ òàêîþ ôîðìóëîþ: ð = |pI – pII| / |p0|.

Ïðîâåäåìî àíàë³ç â³äõèëåííÿ äëÿ äàíî¿ çàäà÷³, îñê³ëüêè, îêð³ì ñóòî ÷è-
ñëîâèõ âåëè÷èí, òóò ìîæíà ïðîñë³äêóâàòè ö³êàâ³ ìîìåíòè. Íåõàé ìàºìî êëè-
íóâàòèé îá’ºêò ç ka = 15, 1 = 45. Êóò ïàä³ííÿ ïëîñêî¿ õâèë³ 0 = 90. Õâèëüî-
âèé ðîçì³ð îá’ºêòà äîñèòü âåëèêèé, òîìó ï³ä ÷àñ ðîçðàõóíêó âðàõîâóâàëîñÿ 
ïî 40 êîåô³ö³ºíò³â â³äïîâ³äíî An, Bn, Cn. Íà ðèñ. 10.24 ïîêàçàí³ ãðàô³êè 
â³äõèëåííÿ çà òèñêîì ð (ñóö³ëüíà êðèâà) ç êîëèâàëüíîþ øâèäê³ñòþ  (øòðè-
õîâà) âçäîâæ êîëà ðàä³óñîì à (r = a). Ä³àïàçîí êóò³â  = 0—1 ³  = 2—1—2
â³äïîâ³äàº æîðñòê³é ïîâåðõí³ îá’ºêòà (ðèñ. 10.23), òîìó â öüîìó ä³àïàçîí³ 
êóò³â âèçíà÷àëèñÿ â³äíîñí³ âåëè÷èíè p = |pI| / |p0|,  = |rI| / |r0|.

Ñë³ä çàçíà÷èòè ð³çêå çðîñòàííÿ â³äõèëåííÿ  â îêîë³ ðåáðà êëèíóâàòîãî 
îá’ºêòà  =  1 = 45, r = a. ßê ìè çíàºìî, öå º, â ìåæàõ ìîäåë³, ùî âèêî-
ðèñòîâóºòüñÿ, ö³ëêîì ïåðåäáà÷åíèé ðåçóëüòàò. Çà óìîâè ka = 15, 1 = 45
æîðñòê³ ìåæ³ îá’ºêòà ìàþòü çíà÷í³ õâèëüîâ³ ðîçì³ðè. Òîìó àìïë³òóäà òèñêó
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Ðèñ. 10.24. Êðèâ³ ðîçõèëó çà òèñêîì ð
(ñóö³ëüíà êðèâà) ³ êîëèâàëüíîþ øâèä-
ê³ñòþ  (øòðèõîâà) âçäîâæ êîëà ðàä³ó-
ñîì r = a (ðèñ. 10.23); ka = 15, 1 = 45, 
0 = 90

íà ö³é ïîâåðõí³ ïðèáëèçíî äîð³â-
íþº ïîäâîºí³é àìïë³òóä³ ïàäàþ÷î¿ 
õâèë³. Öåé ôàêò çíàõîäèòü ñâîº 
â³äîáðàæåííÿ íà ðèñ. 10.24 äëÿ êó-
ò³â  = 0—45,  = 315—360. Ó 
ö³ëîìó, ÿêùî â³äõèëåííÿ  < 0,1, 
òî ìîæíà ââàæàòè çàäîâ³ëüíèì âè-
êîíàííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ìåæ³ ïîä³ëó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé.

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî “³çð³çàíèé” õàðàêòåð êðèâèõ íà ðèñ. 10.24 — ÿê³ñíèé 
ïîêàçíèê â³ðîã³äíîñò³ îá÷èñëåíü. Öå îáóìîâëåíå òèì, ùî îáìåæåííÿ ê³ëü-
êîñò³ ð³âíÿíü â íåñê³í÷åíí³é ñèñòåì³ âíîñèòü ïîõèáêó ïðè âèêîíàíí³ ãðà-
íè÷íèõ óìîâ ÿêðàç çà âèñîêèìè ãàðìîí³êàìè ó â³äïîâ³äíèõ ðÿäàõ Ôóð’º.

Ïðè ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ïðî ðîçñ³þâàííÿ çâóêó ïåðåøêîäîþ (äèâ. ðîçä³ë 
8), çâè÷àéíî, äîñë³äæóþòü çâóêîâå ïîëå â äàëüí³é çîí³. Òóò ðîçñ³ÿíå ïîëå 
ÿâëÿº ñîáîþ ñôåðè÷íó ðîçá³æíó õâèëþ. Äëÿ ïëîñêî¿ çàäà÷³, ÿêó ìè çàðàç 
äîñë³äæóºìî, öå â³äïîâ³äàº öèë³íäðè÷í³é ðîçá³æí³é õâèë³. Çã³äíî ç (10.95) 
êîìïëåêñíà àìïë³òóäà ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ ìàº âèãëÿä

     (1) (1)
0 0 0

1

( , , ) ( ) cos sin .s n n n
n

p r A H kr H kr A n B n   




      (10.100)

Ç óðàõóâàííÿì àñèìïòîòèê ôóíêö³é Õàíêåëÿ ïðè kr   (äèâ. 10.88) ôîð-
ìóëó (10.100) ìîæíà çàïèñàòè òàê:

 0
2, , exp

4


 


    
 

sp r ikr i
kr

    0
1
exp cos sin .
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 n n
n

A in A n B n        (10.101)

²íòåíñèâí³ñòü â äàëüíüîìó ïîë³ ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ âèçíà÷àºòüñÿ â³äîìèì 

ñï³ââ³äíîøåííÿì  2 2| | rs s cI p . Òîä³, çã³äíî ç (10.101) ìàºìî

     0
0 0 0

2, , , , ,rs
II r L L
kr

     


                 (10.102)

äå  0 1 2I c — ³íòåíñèâí³ñòü ïàäàþ÷î¿ ïëîñêî¿ õâèë³ îäèíî÷íî¿ àìïë³òó-

äè (10.93), “*” — çíàê êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ, à
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        0 0
1

, exp 2 cos sin .n n    




   
n

L A in A n B n    (10.103)

Ïîòóæí³ñòü ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ ïðè ³íòåãðóâàíí³ (10.103) çà êîëîì ðàä³óñà r âè-
çíà÷èòüñÿ òàê:

       
2 2

0
0 0 0 0

0 0

2, , , , .s rs
IP I r rd L L d
k

 

        


        (10.104)

Ïîâíèé ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ (äèâ. (8.7)) ìàº âèãëÿä

       
2

0
0 0 0

0 0

2 , , .s
s

P
L L d
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            (10.105)

Ï³äñòàâëÿþ÷è (10.103) â (10.105), îòðèìóºìî òàêó ôîðìóëó äëÿ áåçðîçì³ðíî¿ 
âåëè÷èíè s :

   0 2 2 2
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1

2 2 | | | | | | .s
n n

n
A A B

a ka
  



 
   

 
            (10.106)

Çã³äíî ç âèçíà÷åííÿì (8.8) ïîçèö³éíèé ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ  (, 0) = 
= 2rIrs(, 0) / I0. Ï³äñòàâëÿþ÷è ó öå âèçíà÷åííÿ âèðàç (10.102), îòðèìóºìî 
ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ áåçðîçì³ðíî¿ âåëè÷èíè ïîçèö³éíîãî ïåðåð³çó ðîçñ³þ-
âàííÿ:

     0
0 0

, 4 , , .L L
a ka

  
                      (10.107)

ßêùî â ôîðìóë³ (10.107) ïîêëàñòè êóò  = 0, òî îòðèìàºìî ïåðåð³ç çâîðîò-
íîãî ðîçñ³þâàííÿ L (0) =  ( = , 0).

Ïåðåéäåìî äî àíàë³çó ÷èñëîâèõ ðîçðàõóíê³â. Íà ðèñ. 10.25, à ïîêàçàíî 
âåëè÷èíè ïåðåð³çó ðîçñ³þâàííÿ s, , L ÿê ôóíêö³é êóòà ïàä³ííÿ ïëîñêî¿ 
õâèë³ 0 íà êëèíóâàòèé îá’ºêò, äëÿ ÿêîãî ka = 15 (àáî à  2,4), 1 = 45. Çà 
òàêèõ ïàðàìåòð³â îá’ºêò ìàº äîñèòü çíà÷í³ õâèëüîâ³ ðîçì³ðè, ïðè÷îìó äóãà 
ÀÂ ³ ãðàí³ êëèíà ÎÀ, ÎÂ ïðèáëèçíî îäíàêîâ³ çà õâèëüîâèìè ðîçì³ðàìè.

ßê áà÷èìî, ïîâíèé ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ s (êðèâà 1) ïðàêòè÷íî íå çà-
ëåæèòü â³ä êóòà ïàä³ííÿ õâèë³ 0, ùî îáóìîâëåíå çàäàíèìè ðîçì³ðàìè îá’º-
êòà. Ïîçèö³éíèé ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ  ( = 0, 0) (êðèâà 2) õàðàêòåðèçóº 
åíåðã³þ ðîçñ³ÿíî¿ õâèë³ â íàïðÿìêó  = 0 ÿê ôóíêö³þ êóòà ïàä³ííÿ ïëîñêî¿ 
õâèë³ 0. Ñïîñòåð³ãàºòüñÿ íàÿâí³ñòü “ò³íüîâîãî” ïåëþñòêà (êóò ïàä³ííÿ 0 = 
= 180). Îñîáëèâèé ³íòåðåñ ñòàíîâèòü ïåðåð³ç çâîðîòíîãî ðîçñ³þâàííÿ L
(êðèâà 3). Ïðè êóòàõ ïàä³ííÿ   0—70 êðèâa 3 äîñèòü ïëàâía, ùî â³ä-
ïîâ³äàº â³äáèòòþ õâèë³ â³ä ïîâåðõí³ AB (ðèñ. 10.23) çíà÷íîãî õâèëüîâîãî 
ðîçì³ðó (äîâæèíà äóãè AB ñòàíîâèòü ïðèáëèçíî 3,75). Ä³àïàçîí êóò³â  
 70—180 ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè ÿê â³äáèòòÿ õâèë³ â³ä ïëîñêî¿ ä³ëÿíêè 
OA ïîâåðõí³ êëèíóâàòîãî îá’ºêòà. Òóò ñïîñòåð³ãàºòüñÿ çíà÷íà “³çð³çàíí³ñòü”
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Ðèñ. 10.25. Çàëåæí³ñòü ïåðåð³çó ðîçñ³þâàí-
íÿ â³ä êóòà ïàä³ííÿ ïëîñêî¿ õâèë³ 0; 
êðèâà 1 — s /a, êðèâà 2 —  ( = 0, )/a, 
êðèâà 3 — L /a:
a — ka = 15, 1 = 45, á — ka = 0,7, 1 = 45, â —
ka = 15, 1 = 3

êðèâî¿ 3. Ïðè êóò³ ïàä³ííÿ   135
ìàºìî òàê çâàíèé áë³ê, òîáòî ð³çêå
çá³ëüøåííÿ àìïë³òóäè â³äáèòî¿ õâèë³
ó ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó îáóìîâ-
ëåíå íîðìàëüíèì ïàä³ííÿì ïëîñêî¿
õâèë³ íà ìåæó ÎÀ âåëèêîãî õâèëüî-
âîãî ðîçì³ðó.

ßêùî ð³çêî çìåíøóâàòè õâèëüî-
âèé ðîçì³ð îá’ºêòà, ñêàæ³ìî, ka = 0,7; 
1 = 45, ÿê íà ðèñ. 10.25, á, òî, â³äïîâ³äíî, çìåíøàòüñÿ âåëè÷èíè ïåðåð³ç³â
ðîçñ³þâàííÿ s, , L ³ òðè êðèâ³ ñòàíóòü äîñèòü ïëàâíèìè.

Íà ðèñ. 10.25, â ìàºìî ãðàô³êè äëÿ îá’ºêòà ç âåëèêèì çíà÷åííÿì ka = 
= 15, àëå ìàëèì êóòîì 1 = 3. Çðîçóì³ëî, ùî ãåîìåòð³ÿ îá’ºêòà çì³íèëàñÿ. 
Òóò õâèëüîâà äîâæèíà äóãè ÀÂ ïðèáëèçíî â äåñÿòü ðàç³â ìåíøà â³ä âåëè÷è-
íè ka ³ ñòàíîâèòü 0,24. Çâ³äñè ñòàº çðîçóì³ëèì õ³ä êðèâî¿ 1 äëÿ ïîâíîãî 
ïåðåð³çó ðîçñ³þâàííÿ, ÿêà ð³çêî ñïàäàº â îêîë³ êóò³â 0 = 0, 180. Ïîð³âíÿ-
íî ç ðèñ. 10.25, à çíà÷íî çìåíøèâñÿ ïîçèö³éíèé ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ  ( = 
= 0, 0) (êðèâà 2). Âåëè÷èíà ïåðåð³çó çâîðîòíîãî ðîçñ³þâàííÿ L (êðèâà 3) ìàº
ÿñêðàâî âèðàæåíèé õàðàêòåðíèé ìàêñèìóì â îêîë³ êóòà ïàä³ííÿ 0 = 90.

Îòæå, ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ïåðåð³ç ðîçñ³þâàííÿ îá’ºêòà, à îò-
æå, ³ ìîæëèâ³ñòü éîãî ëîêàö³¿, ñóòòºâî çàëåæàòü â³ä ãåîìåòð³¿ îá’ºêòà, õâèëüî-
âèõ ðîçì³ð³â ïîâåðõí³, ùî éîãî óòâîðþþòü, ³ íàïðÿìêó ïàä³ííÿ õâèë³.
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10.8. Âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó äèñêîì
â àêóñòè÷íî æîðñòêîìó åêðàí³

Âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó êðóãëèì äèñêîì, ÿêèé ðîçì³ùåíî â 
íåñê³í÷åííîìó æîðñòêîìó ïëîñêîìó åêðàí³, ìîæíà ââàæàòè êëàñè÷íîþ çà-
äà÷åþ ïðî âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó. Ïðî ¿¿ òåîðåòè÷íó ³ ïðàêòè÷íó âàæëè-
â³ñòü ìè ãîâîðèëè â äåâ’ÿòîìó ðîçä³ë³, äå íà áàç³ ³íòåãðàëüíèõ ñï³ââ³äíî-
øåíü, äîñë³äæóâàëîñÿ çâóêîâå ïîëå äèñêà. Ïðîòå, ÿê áóëî çàçíà÷åíî, àíàë³ç 
áëèæíüîãî ïîëÿ íà áàç³ ³íòåãðàëüíèõ ìåòîä³â º äîñèòü ñêëàäíèì. Ó äàíîìó 
ïàðàãðàô³ ïîêàæåìî, ùî ìåòîä ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé äîçâîëÿº ïîð³âíÿíî 
ëåãêî îòðèìàòè ñï³ââ³äíîøåííÿ, ÿê³ çðó÷í³ äëÿ îá÷èñëåíü çâóêîâîãî ïîëÿ 
äèñêà â øèðîêîìó ä³àïàçîí³ ÷àñòîò ÿê ó áëèæíüîìó, òàê ³ äàëüíüîìó ïîë³.

Íåõàé ìàºìî íåñê³í÷åííèé æîðñòêèé ïëîñêèé åêðàí (ðèñ. 10.26), â 
ÿêîìó ðîçì³ùåíî êðóãëèé äèñê ðàä³óñîì à. Åêðàí ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî 
ïëîùèíè ðèñóíêà. Äèñê âèêîíóº îñöèëþþ÷èé ðóõ çà ãàðìîí³÷íèì çàêîíîì 
ç ÷àñòîòîþ  ³ àìïë³òóäîþ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ 0. Îñê³ëüêè åêðàí íåñ-
ê³í÷åííèé, òî çâóêîâ³ õâèë³, ÿê³ óòâîðþþòüñÿ ë³âîðó÷ ³ ïðàâîðó÷ â³ä åêðàíó, 
íå âçàºìîä³þòü ì³æ ñîáîþ. Ðîçãëÿíåìî ï³âïðîñò³ð ñïðàâà â³ä åêðàíó.

Ââåäåìî ñôåðè÷íó ñèñòåìó êîîðäèíàò (ðèñ. 10.26) ç öåíòðîì â òî÷ö³ Î, 
ÿêà çá³ãàºòüñÿ ç öåíòðîì äèñêà. Ïîëîæåííÿ òî÷êè ïðîñòîðó âèçíà÷àºòüñÿ 
â³äñòàííþ r ³ êóòàìè  ³ . Êóò  ðîçðàõîâóºòüñÿ íà ïëîùèí³ z = 0, ùî 
çá³ãàºòüñÿ ç ïëîñêèì åêðàíîì. Îñê³ëüêè øâèäê³ñòü êîëèâàíü âñ³õ òî÷îê 
äèñêà îäíàêîâà, òî ìàºìî îñüîâó ñèìåòð³þ â³äíîñíî îñ³ Oz, òîáòî õàðàêòå-
ðèñòèêè çâóêîâîãî ïîëÿ íå çàëåæàòü â³ä êóòà . Çã³äíî ç ìåòîäîì ÷àñòêîâèõ 
îáëàñòåé ðîçä³ëèìî ï³âïðîñò³ð íà äâ³ îáëàñò³: 1) 0  r  a, 0    /2; 
2) a  r < , 0    /2.

Òåïåð ïîáóäóºìî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà äëÿ êîæíî¿ 
ç îáëàñòåé. Ïî÷íåìî ç îáëàñò³ II. Ïîâåðíåìîñÿ äî ñüîìîãî ðîçä³ëó ï. 7.12.2, 
äå ðîçãëÿäàâñÿ ñôåðè÷íèé âèïðîì³íþâà÷ ó â³ëüíîìó ïðîñòîð³. Ó âèïàäêó, 
êîëè êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü ïîâåðõí³ ñôåðè íå çàëåæàëà â³ä êóòà  (òîáòî 
V (, )  V()), çâóêîâå ïîëå ñôåðè âèçíà÷àëoñÿ ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ 

(äèâ. (7.195)) ñôåðè÷íèõ õâèëü òèïó    (1) cos ,m mp h kr P  0,1,2,...,m 

äå (1)
mh  kr — ñôåðè÷í³ ôóíêö³¿ Õàíêåëÿ 

ïåðøîãî ðîäó,  cosmP — ïîë³íîìè Ëå-

æàíäðà. Òåïåð ðîçãëÿäàòèìåìî ðèñ. 10.26. 
Ìåæà ïîä³ëó îáëàñòåé I ³ II ó âèãëÿä³ 
ï³âñôåðè÷íî¿ ïîâåðõí³ ìîæå ââàæàòèñÿ 
äæåðåëîì, ùî ñòâîðþº çâóêîâå ïîëå â 
îáëàñò³ II. Îòæå, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî
ï³âñôåðè÷íà ïîâåðõíÿ r = a, 0 / 2,  
0 2   âèïðîì³íþº â îáëàñòü II á³æó÷³

Ðèñ. 10.26. Ïðèêëàä äèñêà ó ïëîñêîìó åêðàí³
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õâèë³ òèïó    (1) cosm mp h kr P   ç ï³âñôåðè÷íèìè ôðîíòàìè. Ó ñôåðè÷íèõ 

õâèëÿõ (7.195) ïîðÿäîê ôóíêö³é  (1)
mh kr  ³  cosmP   âèçíà÷àºòüñÿ ö³ëèì 

÷èñëîì 0,1,2,...,m   ùî îáóìîâëåíå ðîçì³ùåííÿì ñôåðè ó â³ëüíîìó ïðî-
ñòîð³. Íà ðèñ. 10.26 ìàºìî ï³âïðîñò³ð ç æîðñòêîþ ìåæåþ. Îòæå, õâèë³ òèïó

   (1) cosv vp h kr P   ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè ãðàíè÷í³ óìîâè íà ïîâåðõí³ 

åêðàíà, ÷îãî ìîæíà äîñÿãòè ïðàâèëüíèì âèáîðîì âåëè÷èíè v. Ãðàíè÷í³ 
óìîâè íà æîðñòêîìó åêðàí³ âèìàãàþòü ð³âíîñò³ íóëþ ïîõ³äíî¿ â³ä òèñêó çà 
íîðìàëëþ, ùî åêâ³âàëåíòíî ïîõ³äí³é çà êóòîì  ïðè 2,   òîáòî 

0p     ïðè 2  . Çâ³äñè îòðèìóºìî òàêó óìîâó 
 

/ 2

0,vdP
d

 








ÿêà çã³äíî ç [49, ñ. 156] ïðèâîäèòü äî ð³âíÿííÿ  sin 2 v 0. Îòæå, 

2 , 0,1, 2,...v n n 
Òàêèì ÷èíîì, ïîëå òèñêó â îáëàñò³ II ÿâëÿº ñîáîþ ñóïåðïîçèö³þ õâèëü 

   (1)
2 2 cosn nh kr P  , òîáòî

 (1)
II 2 2

0

( ) cos .n n n
n

p B h kr P 




                        (10.108)

Ðîçâ’ÿçîê (10.108) áóäå çàãàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì îáëàñò³ II, àäæå ñèñòåìà 

ôóíêö³é  2 cos , 0,1, 2,...nP n  , º ïîâíîþ ³ îðòîãîíàëüíîþ íà â³äð³çêó 

 0, 2 ,   òîáòî [49]:

   
2

2 2
0

0, ,
cos cos sin 1 , .

4 1



   


 
 

 n m

n m
P P d

n m
m

       (10.109)

Çàâäÿêè ï³äáîðó äîâ³ëüíèõ êîåô³ö³ºíò³â Bn ìîæíà âèêîíàòè áóäü-ÿê³ ãðà-
íè÷í³ óìîâè íà ìåæ³ ïîä³ëó îáëàñòåé I ³ II.

Òåïåð ïîáóäóºìî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ îáëàñò³ I. Â³í áóäå ñêëàäàòè-

ñÿ ç äâîõ äîäàíê³â (1)
Ip  ³ (2)

Ip , ïðè÷îìó îäèí ç íèõ ìàº çàáåçïå÷èòè âèêî-

íàííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ìåæ³ ïîä³ëó îáëàñòåé I ³ II, à äðóãèé — íà ïî-

âåðõí³ äèñêa. Ùî ñòîñóºòüñÿ ïåðøîãî (1)
Ip , òî, î÷åâèäíî, ÿê³ â³í ìàº âè-

ãëÿä (10.108), ò³ëüêè çàì³ñòü ðàä³àëüíèõ ôóíêö³é  (1)
2nh kr , ÿê³ îïèñóþòü 

á³æó÷³ õâèë³, äîö³ëüíî âèêîðèñòàòè ñôåðè÷í³ ôóíêö³¿ Áåññåëÿ  2nj kr , 

ùî âèçíàþòü ñòîÿ÷³ õâèë³, àäæå îáëàñòü I — cê³í÷åííà, ³ çàáåçïå÷óþòü 
ñê³í÷åííå çíà÷åííÿ àìïë³òóäè òèñêó ïðè r = 0. Íàãàäóºìî àñèìïòîòèêó 
öèõ ôóíêö³é ïðè kr  :
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   (1) 1 1 1 1exp , cos .
2 2n n
n nh kr i kr j kr kr

kr kr
 

                 
  (10.110)

Îòæå, ïåðøà ñêëàäîâà (1)
Ip  ðîçâ’ÿçêó (1) (2)

I I Ip p p   â îáëàñò³ ìàº âèãëÿä

   (1)
I 2 2

0

cos .n n n
n

p A j kr P 




                       (10.111)

Ïîì³ðêóºìî íàä äðóãîþ ñêëàäîâîþ (2)
Ip . Çâè÷àéíî ¿¿ ìîæíà çàïèñàòè ó 

âèãëÿä³ â³äïîâ³äíîãî ðÿäó Ôóð’º. Ïðîòå âèãëÿä ñêëàäîâî¿ (1)
Ip  (10.111) äîçâî-

ëÿº çàïèñàòè (2)
Ip  ó çîâñ³ì ïðîñòîìó âèãëÿä³. Ä³éñíî, íà ïîâåðõí³ äèñêà ïîâèííà

âèêîíóâàòèñÿ óìîâà I
0

1







p

i z
 ïðè 0,z   ³íàêøå I

0
1


 





p

i r
 ïðè  

/ 2 . Àëå (1)
I 0p     ïðè / 2  , îòæå, íà ïîâåðõí³ äèñêà ìàºìî óìîâó

(2) (2)
I I

0 0
/ 2 0

1 1, .³íàêøå
 

 
  

 

 
 

  z

p p
i r i z

      (10.112)

Çðîçóì³ëî, ùî ðîçâ’ÿçîê (2)
Ip  ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ ïëîñêî¿ õâèë³, à ñà-

ìå,    (2)
I exp exp cosp D ikz D ikr   . Ï³äñòàâèâøè ðîçâ’ÿçîê â óìîâó 

(10.112), âèçíà÷èìî ñòàëó D . Îòæå, 0D c  .

Òàêèì ÷èíîì, çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê â îáëàñò³ I ìàº âèãëÿä

     2 2 0
0

cos exp cos .i n n n
n

p A j kr P c ikr   




         (10.113)

Êîåô³ö³ºíòè An ³ Bn âèçíà÷àþòüñÿ çã³äíî ç óìîâàìè ñïðÿæåííÿ íà ìåæ³ ïî-
ä³ëó îáëàñòåé I ³ II:

I II
I II , , , 0, .p pp p r a

r r
           

              (10.114)

Ðîçïèñóþ÷è óìîâè (10.114) ³ ïðîâîäÿ÷è àëãåáðà¿çàö³þ ôóíêö³îíàëüíî¿ ñèñ-
òåìè çàâäÿêè îðòîãîíàëüíîñò³ (10.109) ñèñòåìè ôóíêö³é P2n(cos), n = 
= 0,1,2,…, îòðèìóºìî ñèñòåìó àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü:

     1
2 2

0 ,
4 1 4 1

  
 

m m
m m m
j ka h ka

A c a B
m m

   (1)
2 2

0 ,
4 1 4 1

 


 
 

m m
m m m
j ka h ka

A i c b B
m m

               (10.115)
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äå    (1)
2 2, m mj ka h ka — ïîõ³äí³ çà àðãóìåíòîì, 0,1,2,...,m 

     
/ 2 1

2 2
0 0

exp cos cos sin exp ( ) ,


     m m ma ika P d ikax P x dx

     
/ 2 1

2 2
0 0

exp cos cos cos sin exp ( ) .


      m m mb ika P d ikax P x xdx
(10.116)

²ç ñèñòåìè (10.115), âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâ³ñòü ôóíêö³é Áåññåëÿ,

         
 

1(1)
2 2 2 2 2 ,n n n n

ij ka h ka j ka h ka
ka

              (10.117)

çíàõîäèìî øóêàí³ êîåô³ö³ºíòè Am ³ Bm. Ðîçì³ðí³ñòü öèõ êîåô³ö³ºíò³â â³äïî-
â³äàº òèñêó, òîáòî An, Bn, Ïà, àëå çðó÷íî êîðèñòóâàòèñÿ áåçðîçì³ðíèìè êî-
åô³ö³ºíòàìè An /(c0) i Bn /(c0). Îòæå,

         
 

(1)
2 1 2

2 (1)
0 2

4 1 ,


 
     

  

mm
m m m m

m

h kaAA m ka h ka ia b
c h ka

      (10.118)

     
 

2 2
2

0 2

4 1 ( ) .


 
      

mm
m m m m

m

j kaBB m ka j ka ia b
c j ka

      (10.119)

Ïåðåïèñóºìî ôîðìóëè (10.108) ³ (10.113), âèêîðèñòîâóþ÷è áåçðîçì³ðí³ êî-
åô³ö³ºíòè nA  ³ nB :

     Ι 0 2 2
0

cos exp cos ,  




    
 n n n
n

p c A j kr P ikr        (10.120)

   (1)
ΙΙ 0 2 2

0
cos . 





  n n n
n

p c B h kr P                  (10.121)

Ïîáóäîâàíèé ðîçâ’ÿçîê äàº çìîãó äîñë³äæóâàòè çâóêîâå ïîëå äèñêà. Ñïî-
÷àòêó ö³êàâî ïîð³âíÿòè îòðèìàíèé ðîçâ’ÿçîê ç â³äîìèìè ðåçóëüòàòàìè, ÿê³ 
îäåðæàí³ çàâäÿêè ³íòåãðàëüíèì ñï³ââ³äíîøåí-
íÿì (äèâ. ðîçä³ë 9). Çã³äíî ç âèçíà÷åííÿì îï³ð 

âèïðîì³íþâàííÿ äèñêà  в Ι
0

1 ,


  S
S

Z p dS  äå ³í-

òåãðóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà ïîâåðõíåþ äèñêà S. 
Çã³äíî ç ñèìåòð³ºþ  çàäà÷³  åëåìåíòîì dS ìîæå

Ðèñ. 10.27. Ïðèêëàä åëåìåíòàðíîãî ê³ëüöÿ ïëîùèíîþ 
dS íà ïîâåðõí³ äèñêa
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Ðèñ. 10.28. Ðîçïîä³ë íîðìîâàíî¿ àìïë³òóäè òèñêó ó áëèæíüîìó ïîë³ äèñêà â åêðàí³: 
à — ka = 4, á — ka = 10

ñëóæèòè ïëîùèíà ê³ëüöÿ åëåìåíòàðíîþ òîâùèíîþ dr (ðèñ. 10.27), à ñàìå, 
dS = 2rdr. Ó òàêîìó ðàç³ ìàºìî

в Ι
0 0

2 , .
2

 



   
 

a

Z p r rdr                        (10.122)
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Ï³äñòàâëÿþ÷è (10.120) â (10.122), îòðèìóºìî ðîçðàõóíêîâó ôîðìóëó äëÿ 
îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ:

 
 2

в 22
0

21 0 , 




 
  

  
 n n n
n

Z c a A e P
ka

                (10.123)

äå

 2
0

.
ka

n ne j x xdx                               (10.124)

Ðîçðàõóíêè, ïðîâåäåí³ çà ôîðìóëàìè (9.87) ³ (10.123) ïðè ka  5,5, ïîêàçó-
þòü, ùî ïðè óòðèìàíí³ øåñòè ÷ëåí³â ðÿäó (10.123) êðèâ³, ÿê³ âèçíà÷àþòü 
ä³éñíó ³ óÿâíó ñêëàäîâ³ îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ, ç ãðàô³÷íîþ òî÷í³ñòþ 
çá³ãàþòüñÿ.

Òåïåð íàâåäåìî ïðèêëàä ðîçðàõóíêó áëèæíüîãî ïîëÿ äèñêà â åêðàí³. Íà 
ðèñ. 10.28 çîáðàæåíî ðîçïîä³ë íîðìîâàíî¿ (â³äíîñíî âåëè÷èíè c0) àìïë³-
òóäè òèñêó. Âçäîâæ îñåé äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò (ðèñ. 10.26) â³äêëà-
äåí³ õâèëüîâ³ â³äñòàí³ kz ³ kx. Íà ðèñ. 10.28, à ïîêàçàíî äèñê ç â³äíîñíî ìà-
ëèì õâèëüîâèì ðàä³óñîì (ka = 4, a/  0,64), à íà ðèñ. 10.28, á — ç äîñèòü 
âåëèêèì õâèëüîâèì ðàä³óñîì (ka = 10, a/  1,6). ßê áà÷èìî, êàðòèíè çâó-
êîâîãî ïîëÿ ñóòòºâî ðîçð³çíÿþòüñÿ. ßêùî íà ðèñ. 10.28, à õàðàêòåðèñòèêè 
ïîëÿ çì³íþþòüñÿ ìîíîòîííî, òî íà ðèñ. 10.28, á â³äáóâàºòüñÿ ñóòòºâà íåìî-
íîòîíí³ñòü çì³íè ïîëÿ ïîáëèçó äèñêà.

10.9. Øóìîçàõèñí³ áàð’ºðè

Äëÿ îñòàíí³õ äåñÿòèð³÷ ÕÕ ³ ïî÷àòêó ÕÕI ñòîð³÷÷ÿ õàðàêòåð-
íîþ º íåáóâàëà äèíàì³êà íàóêîâî-òåõí³÷íîãî ðîçâèòêó. Ïðîòå ðàçîì ç ïî-
çèòèâíèìè ÿâèùàìè öüîãî ïðîöåñó, íà ïðåâåëèêèé æàëü, ñïîñòåð³ãàþòüñÿ 
íåãàòèâí³ íàñë³äêè. Äî òàêèõ ïðèêëàä³â ìîæíà â³äíåñòè ³ øóìîâå çàáðóä-
íåííÿ ñåðåäîâèùà ³ñíóâàííÿ ëþäèíè, îáóìîâëåíå, ïåðø çà âñå, çá³ëüøåí-
íÿì ù³ëüíîñò³ ³ øâèäêîñò³ ïîòîê³â òðàíñïîðòó, çðîñòàííÿì ³íòåíñèâíîñò³ 
ðîáîòè ð³çíèõ ïðîìèñëîâèõ ìåõàí³çì³â ³ ò. ³í. Äîáðå â³äîìî, ùî ä³ÿ øóìó ç 
ð³âíåì, á³ëüøèì â³ä 65 äÁ, ìîæå ïðèçâîäèòè äî ïîâíî¿ àáî ÷àñòêîâî¿ âòðà-
òè ñëóõó ëþäèíè. Îñü ÷îìó â ðîçâèíóòèõ êðà¿íàõ áàãàòî óâàãè ïðèä³ëÿºòüñÿ 
íàóêîâèì ïðîãðàìàì, ñïðÿìîâàíèì íà âèâ÷åííÿ øóìîâîãî çàáðóäíåííÿ 
ì³ñò, ³ ðîçðîáêó çàõîä³â ùîäî éîãî çíèæåííÿ.

Îñîáëèâî ö³êàâèì º ìåòîä øóìîçàõèñòó çà äîïîìîãîþ áàð’ºð³â (àêó-
ñòè÷íèõ åêðàí³â), ùî ðîçòàøîâóþòü ì³æ äæåðåëàìè øóìó òà çîíîþ, ÿêó 
ïîòð³áíî çàõèñòèòè â³ä ¿õ ä³¿. Òàêèìè çîíàìè ìîæóòü áóòè æèòëîâ³ áóäèíêè, 
òðîòóàðè ïîáëèçó òðàíñïîðòíèõ ìàã³ñòðàëåé, ðîáî÷³ ì³ñöÿ íà âèðîáíèöòâ³. 
Ïðè÷èíà ïîïóëÿðíîñò³ àêóñòè÷íèõ åêðàí³â ïîâ’ÿçàíà ç ¿õ â³äíîñíîþ äåøå-
âèçíîþ ³ ïðîñòîòîþ ó âèêîðèñòàíí³. Ðàçîì ç òèì, îö³íêà åôåêòèâíîñò³ áà-
ð’ºð³â âèÿâèëàñÿ íåïðîñòîþ ñïðàâîþ, îñê³ëüêè îòðèìàííÿ â³ðîã³äíèõ îö³-
íîê ðîçïîä³ëó çâóêîâèõ ïîë³â â çîíàõ, ùî çàõèùàþòüñÿ, ïðèçâîäèòü äî íå-
îáõ³äíîñò³ ðîçâ’ÿçêó â³äïîâ³äíèõ äèôðàêö³éíèõ çàäà÷ â äîñèòü òî÷í³é 
ïîñòàíîâö³. Ð³÷ ó òîìó, ùî â á³ëüøîñò³ ïðàêòè÷íèõ âèïàäê³â îñíîâíà ÷àñòêà
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Ðèñ. 10.29. Ãåîìåòð³ÿ çàäà÷³

çâóêîâî¿ åíåðã³¿ òðàíñ-
ïîðòíèõ ³ âèðîáíè÷èõ øó-
ì³â ëåæèòü â îáëàñò³ â³ä-
íîñíî íèçüêèõ ÷àñòîò: öå 
îáëàñòü 50…200 Ãö (òîáòî 
äîâæèíà çâóêîâèõ õâèëü 

ñòàíîâèòü 1,5…6 ì). Îñê³ëüêè ðåàëüíà âèñîòà øóìîçàõèñíèõ áàð’ºð³â, ùî 
çâîäÿòüñÿ ïîðÿä ç òðàíñïîðòíèìè ìàã³ñòðàëÿìè, êîëèâàºòüñÿ â³ä 3 äî 8 ì, 
íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ¿õ õâèëüîâèé ðîçì³ð ñòàíîâèòèìå ïðèáëèçíî â³ä 
0,5 äî 5. ßê ìè çíàºìî, ïðè äîñë³äæåíí³ ðîçñ³þâàííÿ çâóêó íà ò³ëàõ, 
ïîð³âíÿíèõ ç äîâæèíîþ çâóêîâî¿ õâèë³, íåîáõ³äíî âèêîðèñòîâóâàòè òî÷í³ 
ìåòîäè ïðè ïîñòàíîâö³ ³ ðîçâ’ÿçêó â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ äèôðàêö³¿. Ó ïðîòè-
ëåæíîìó âèïàäêó ðåçóëüòàòè îö³íîê ðîçñ³ÿíîãî ïîëÿ ìîæóòü âèÿâèòèñÿ äà-
ëåêèìè â³ä ³ñòèíè.

Ó äàíîìó ïàðàãðàô³ íà áàç³ ìåòîäó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé ðîçãëÿíóò³ äè-
ôðàêö³éí³ çàäà÷³, ùî ïîâ’ÿçàí³ ç àêóñòè÷íèìè åêðàíàìè. ßê ðåçóëüòàò îò-
ðèìàíî åôåêòèâí³ ðîçâ’ÿçêè, ùî äîçâîëÿþòü ïðîâîäèòè âè÷åðïíèé àíàë³ç 
ðîçñ³ÿíèõ áàð’ºðàìè çâóêîâèõ ïîë³â ó âñüîìó ä³àïàçîí³ ÷àñòîò, ö³êàâîìó ç 
ïðàêòè÷íî¿ òî÷êè çîðó.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ³äåàë³çîâàíó ô³çè÷íó ìîäåëü áàð’ºðà. Ââàæàòèìå-
ìî, ùî íà íåñê³í÷åíí³é àêóñòè÷íî æîðñòê³é ïîâåðõí³, ÿêà ìîäåëþº ïî-
âåðõíþ çåìë³, â òî÷ö³ Î âñòàíîâëåíèé íåñê³í÷åííèé (óçäîâæ íàïðÿìêó 
ïåðïåíäèêóëÿðíîìó äî ïëîùèíè ðèñóíêà) àêóñòè÷íî æîðñòêèé òîíêèé 
áàð’ºð çàââèøêè h (ðèñ. 10.29). Ïðàâîðó÷, ïàðàëåëüíî áàð’ºðà íà â³äñòàí³ b
â³ä íüîãî íà ïîâåðõí³ çåìë³ (y = 0) çíàõîäèòüñÿ ë³í³éíå ãàðìîí³÷íå äæåðåëî 
çâóêó Q ó âèãëÿä³ íåñê³í÷åííî¿ ïóëüñóþ÷î¿ íèòêè, ùî ìîäåëþº çâóê, ñòâî-
ðþâàíèé òðàíñïîðòíèì ïîòîêîì; áóêâîþ Ì ïîçíà÷åíà òî÷êà ñïîñòåðåæåí-
íÿ. Âåñü ï³âïðîñò³ð, äå ìîæå ³ñíóâàòè ïîëå, ùî çáóäæóºòüñÿ äæåðåëîì, çà-
ïîâíåíèé ³äåàëüíèì ñåðåäîâèùåì ãóñòèíîþ , ç øâèäê³ñòþ çâóêó ñ. Íàäàë³ 
ââàæàòèìåìî, ùî öèì ñåðåäîâèùåì º ïîâ³òðÿ.

Îïèñàíà ô³çè÷íà ìîäåëü ç ïîãëÿäó ìàòåìàòèêè åêâ³âàëåíòíà ïëîñê³é çà-
äà÷³, êîëè çâóêîâà õâèëÿ íå çàëåæèòü â³ä îäí³º¿ ç êîîðäèíàò (ó íàøîìó âè-
ïàäêó â³ä êîîðäèíàòè ïåðïåíäèêóëÿðíî¿ äî ïëîùèíè ðèñóíêà). Ïðèéíÿò³
àêóñòè÷í³ âëàñòèâîñò³ ïîâåðõí³ îçíà÷àþòü, ùî íîðìàëüíà ñêëàäîâà êîëè-
âàëüíî¿ øâèäêîñò³ çâóêîâîãî ïîëÿ íà íèõ äîð³âíþº íóëþ. Òàêà ìîäåëü, ç 
îäíîãî áîêó, â çàãàëüí³øèõ ðèñàõ ö³ëêîì àäåêâàòíà ñèòóàö³ÿì, ùî 
çóñòð³÷àþòüñÿ íà ïðàêòèö³, à ç ³íøîãî (ÿê áóäå ïîêàçàíî íèæ÷å), — äîçâî-
ëÿº ïîáóäóâàòè ñòðîãèé àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê ïðî ðîçñ³ÿííÿ çâóêó íà òàê³é 
ïåðåøêîä³ ÿê áàð’ºð.

Äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³ ââåäåìî ïîëÿðíó ñèñòåìó 
êîîðäèíàò (r,  ) ç öåíòðîì â òî÷ö³ O (ðèñ. 10.29). Â³äïîâ³äíî äî ³äå¿ ìå-
òîäó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé âåñü ïðîñò³ð ³ñíóâàííÿ çâóêîâîãî ïîëÿ ïðèðîä-
íèì ÷èíîì ðîç³á’ºìî íà òðè îáëàñò³: îáëàñòü I º ï³âêîëî ðàä³óñîì h, 

òîáòî r > h, 0    ; îáëàñòü II çàéìàº ÷âåðòü êîëà ðàä³óñîì h, òîáòî

\\\\\\\\��������
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r < h, 0    /2; îáëàñòü III âèçíà÷àºòüñÿ ³íøîþ ÷âåðòþ êîëà r < h, 
/2    .

Ïîì³ñòèìî â òî÷êó ðîçì³ùåííÿ äæåðåëà Q öåíòð O1 äðóãî¿ ïîëÿðíî¿ 
ñèñòåìè (r1, 1) (ðèñ. 10.29). Ïîëå òèñêó åëåìåíòàðíîãî ë³í³éíîãî äæåðåëà 

îäèíè÷íî¿ àìïë³òóäè âèçíà÷àºòüñÿ ÿê    1
0 0 1p H kr  (äèâ. (7.133)), äå 

k =  /c,  = 2f — ÷àñòîòà. ßêùî b > h, òî äæåðåëî çâóêó ðîçì³ùóºòüñÿ â 
îáëàñò³ I, à ÿêùî b < h — òî â îáëàñò³ II; íåõàé äëÿ âèçíà÷åíîñò³ b > h. Òîä³ 
çâóêîâå ïîëå â îáëàñò³ I ñë³ä çàïèñàòè ó âèãëÿä³

         1 1
I 0 1

0
cos ,n n

n
p H kr A H kr n





             (10.125)

äå êóòîâ³ ôóíêö³¿ cos(n) âèáðàí³ òàê, ùî àâòîìàòè÷íî çàäîâîëüíÿþòü ãðà-
íè÷í³ óìîâè íà æîðñòê³é ïîâåðõí³ ïðè  = 0 ³  = . Îñê³ëüêè ïîëå äæåðåëà 

   1
0 0 1p H kr  ïðåäñòàâëåíå â êîîðäèíàòàõ  1 1,r  , éîãî ñë³ä çàïèñàòè â 

êîîðäèíàòàõ  ,r  . Äëÿ öüîãî ìîæíà âèêîðèñòàòè òåîðåìó äîäàâàííÿ äëÿ 

öèë³íäðè÷íèõ ôóíêö³é (äèâ. ôîðìóëè (10.57)):

           1 1
0 0 1

0
cos ,n n n

n
p H kr H kb J kr n 





 
äå 0 = 1, n = 2 ïðè n > 0. Çðîçóì³ëî, ùî ãðàíè÷í³ óìîâè íà æîðñòê³é ïîâåðõí³ 
ïðè  = 0 i  =  äëÿ ïîëÿ p0 âèêîíóþòüñÿ. Ñóêóïí³ñòü äîâ³ëüíèõ êîåô³ö³ºíò³â 
An äîçâîëÿº âèêîíàòè óìîâè ñïðÿæåííÿ íà ìåæ³ ïîä³ëó îáëàñòåé II ³ III.

Ïîëå òèñêó â îáëàñò³ II çàïèøåìî ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ ñòîÿ÷èõ õâèëü:

   II 2
0

cos 2 .n n
n

p B J kr n




                    (10.126)

Òóò êóòîâ³ ôóíêö³¿ cos(2n) âèáðàí³ çã³äíî ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè íà æîð-

ñòêèõ ïîâåðõíÿõ ïëîùèíè ³ åêðàíà (ïðè  = 0 i  = /2). ßêùî âèêîíóºòüñÿ 
íåð³âí³ñòü b < h, òî ïîëå äæåðåëà ñë³ä çîáðàçèòè ó âèãëÿä³ ôóíêö³¿ Ãð³íà 
äëÿ êëèíà ç æîðñòêèìè ïîâåðõíÿìè (äèâ. (9.113) ïðè  = /2, 0 = 0):

       1
2 2

0
cos 2 , ,n n n

n
G i J kr H kb n r b 





 

       1
2 2

0
cos 2 ,n n n

n
G i J kb H kr n r b 





  ,

³ çàïèñàòè ó âèãëÿä³ äîäàíêó äî ïðàâî¿ ÷àñòèíè ôîðìóëè (10.126). Ïîñë³äîâ-
í³ñòü êîåô³ö³ºíò³â Bn çàáåçïå÷óº âèêîíàííÿ óìîâ ñïðÿæåííÿ íà ìåæ³ ç îá-
ëàñòþ I.

Àíàëîã³÷íî, äëÿ îáëàñò³ III çâóêîâå ïîëå çàïèøåìî òàêèì ÷èíîì:
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Ñôîðìóºìî ñèñòåìó ôóíêö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü, ùî âèçíà÷àº óìîâè íå-
ðîçðèâíîñò³ çâóêîâîãî ïîëÿ íà ìåæàõ ïîä³ëó îáëàñòåé I, II, III:

 
 

II
I

III

, , 0, / 2 ,

, , / 2, ,

p r h
p

p r h

 

  

   
 

                  (10.128)

 I II , , 0, / 2 ,p p r h
r r

 
 

  
 

                 (10.129)

 I III , , / 2, .p p r h
r r

  
 

  
 

                 (10.130)

Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè âèðàç³â (10.125)—(10.127) ó ñèñòåìó (10.128)—(10.130), ç 
óðàõóâàííÿì îðòîãîíàëüíîñò³ â³äïîâ³äíèõ íàáîð³â ôóíêö³é, ïðîâîäèìî ñòàí-
äàðòíó ïðîöåäóðó àëãåáðà¿çàö³¿ ôóíêö³îíàëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü (10.128)—
(10.130), ÿêà îáóìîâëþº íåñê³í÷åííó ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³â-
íÿíü äðóãîãî ðîäó â³äíîñíî íåâ³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â An, Bn, Cn. Çàçíà÷èìî, 
ùî êîëè îñíîâíèé ³íòåðåñ ñòàíîâëÿòü õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ â òî÷êàõ ïðîñòî-
ðó, â³ääàëåíèõ â³ä êóòîâèõ (âîíà º â íàø³é ìîäåë³), òî, ÿê ï³äêàçóº äîñâ³ä, 
äîñòàòíþ òî÷í³ñòü ðåçóëüòàò³â ìîæíà çàáåçïå÷èòè çà äîïîìîãîþ ìåòîäó 
ïðîñòî¿ ðåäóêö³¿, óòðèìóþ÷è â ñèñòåì³ ïåâíó ê³ëüê³ñòü ð³âíÿíü [15]. Ñàìå 
òàê ³ áóäåìî ðîáèòè, ìàþ÷è íà óâàç³, ùî íàøîþ ìåòîþ º àíàë³ç çâóêîâîãî 
ïîëÿ, ðîçñ³ÿíîãî áàð’ºðîì. Äàë³, ÿê çâè÷àéíî, äîñë³äæóºòüñÿ â³äõèëåííÿ 
ïðè âèêîíàíí³ óìîâ ñïðÿæåííÿ íà ìåæ³ ïîä³ëó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé. Ìè-
íàþ÷è öåé òèïîâèé àíàë³ç, çàçíà÷àºìî, ùî ö³ëêîì çàäîâ³ëüí³ äëÿ ïðàêòèêè 
ðåçóëüòàòè ìîæíà îòðèìàòè, ÿêùî çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü íåâ³äîìèõ êîìïëåêñ-
íèõ êîåô³ö³ºíò³â ñòàíîâèòü ïðèáëèçíî 120—240.

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòîðîâèé ðîçïîä³ë ð³âíÿ àìïë³òóäè çâóêîâîãî òèñêó Np

ÿê íàî÷íî¿ òà ³íôîðìàòèâíî¿ õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ. Öÿ õàðàêòåðèñòèêà âè-
çíà÷àºòüñÿ òàê: Np = 20lg (| p |/| p0 |), äå òèñê p âèçíà÷àºòüñÿ îäí³ºþ ç ôîðìóë 
(10.125)—(10.127) çàëåæíî â³ä ïîëîæåííÿ òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ M, à p0 —
òèñê äæåðåëà â òî÷ö³ ñïîñòåðåæåííÿ áåç åêðàía. Íà ðèñ. 10.30 íàâåäåí³ 
äàí³, ðîçðàõîâàí³ äëÿ ð³çíèõ ÷àñòîò ïðè âèñîò³ áàð’ºðà h = 4 ì ³ â³äñòàí³ â³ä 
äæåðåëà äî áàð’ºðà b = 6 ì.

Â³äò³íêè â³ä ÷îðíîãî äî á³ëîãî êîëüîð³â íà ðèñ. 10.30 äîçâîëÿþòü óÿâè-
òè ³íòåðôåðåíö³éíó êàðòèíó çâóêîâîãî ïîëÿ, ÿêà óòâîðþºòüñÿ âíàñë³äîê ñó-
ïåðïîçèö³¿ õâèë³ ð0 â³ä äæåðåëà, ³ õâèëü ðîçñ³þâàííÿ áàð’ºðîì. ßê áà÷èìî, 
³ç çðîñòàííÿì ÷àñòîòè çá³ëüøóºòüñÿ çàãàëüíà ãëèáèíà çâóêîâî¿ ò³í³ çà áàð’º-
ðîì, öüîãî ³ ñë³ä áóëî ÷åêàòè, çâàæàþ÷è íà çðîñòàííÿ õâèëüîâî¿ âèñîòè áà-
ð’ºðà. Òàêîæ ³ç çðîñòàííÿì ÷àñòîòè çðîñòàº íåð³âíîì³ðí³ñòü ïîëÿ çà ³ ïåðåä

Ðèñ. 10.30. Ðîçïîä³ë çâóêîâîãî ïîëÿ íàâêîëî ÷îòèðèìåòðîâîãî áàð’ºðà, b = 6 ì:
à — f = 34 Ãö, á — f = 85 Ãö, â — f = 850 Ãö
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áàð’ºðîì. Ïîáóäîâàíèé ðîçâ’ÿçîê äàº ìîæëèâ³ñòü ïðîâåñòè îö³íêó øóìîçà-
õèñíèõ âëàñòèâîñòåé áàð’ºðà äëÿ øèðîêîãî ä³àïàçîíó ÷àñòîò ³ ïðè ð³çíèõ 
ðîçì³ùåííÿõ äæåðåëà â³äíîñíî áàð’ºðà.

10.10. Âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó ñèñòåìîþ ñï³ââ³ñíèõ
ï’ºçîêåðàì³÷íèõ ê³ëåöü

Ó êëàñè÷í³é ïîñòàíîâö³ çàäà÷ ïðî âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó ââà-
æàþòü çàäàíîþ êîëèâàëüíîþ øâèäêîñò³ íà ïîâåðõí³ âèïðîì³íþâàëüíèõ ò³ë 
[31, 41]. Òàêèé ï³äõ³ä º çíà÷íîþ ì³ðîþ âèïðàâäàíèì, êîëè ðîçãëÿäàþòüñÿ 
ïîîäèíîê³ äæåðåëà çâóêó. Ïðîòå, ïðè âèâ÷åíí³ âèïðîì³íþâàëüíèõ ñèñòåì, 
ùî ñêëàäàþòüñÿ ç äåê³ëüêîõ âèïðîì³íþâà÷³â ç àâòîíîìíèìè äæåðåëàìè æèâ-
ëåííÿ, âàæëèâèìè º ïèòàííÿ àêóñòè÷íî¿ âçàºìîä³¿ (â ïàðàãðàô³ 7.11 ìè 
ðîçãëÿäàëè öå ïèòàííÿ, óÿâëÿþ÷è íàéïðîñò³øó ñèòóàö³þ âçàºìîä³¿ ïàðè 
òî÷êîâèõ äæåðåë).

Ç ìåòîþ äîñë³äæåííÿ âëàñòèâîñòåé îäí³º¿ ç ïðàêòè÷íî ö³êàâèõ ñèñòåì 
òàêîãî òèïó ðîçãëÿíåìî â³ñåñèìåòðè÷íó çàäà÷ó ïðî âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó 
ñï³ââ³ñíèì íàáîðîì òîíêèõ ïðóæíèõ öèë³íäðè÷íèõ ê³ëåöü, ùî çä³éñíþþòü 
ò³ëüêè ðàä³àëüí³ êîëèâàííÿ (ðèñ. 10.31). Ââàæàòèìåìî, ùî òîðö³ öüîãî íà-
áîðó çàêðèò³ àêóñòè÷íî æîðñòêèìè åêðàíàìè, ó âíóòð³øíüîìó îá’ºì³ — âà-
êóóì, ù³ëèíè ì³æ ê³ëüöÿìè â³äñóòí³, ïðîòå íà ¿õ âçàºìí³ çì³ùåííÿ îáìå-
æåííÿ íå íàêëàäàþòüñÿ. Íà åëåêòðîäè êîæíîãî ê³ëüöÿ ïîäàºòüñÿ åëåêòðè÷-
íà íàïðóãà, ÿêà ãàðìîí³÷íî çì³íþºòüñÿ ó ÷àñ³ ç ÷àñòîòîþ , ³ â çàãàëüíîìó 
âèïàäêó ðîçð³çíÿºòüñÿ ÿê çà àìïë³òóäîþ, òàê ³ çà ôàçîþ. Äàíà ñèñòåìà 
ê³ëåöü çàíóðåíà â ³äåàëüíå ñåðåäîâèùå, ùî ñòèñêàºòüñÿ, ãóñòèíîþ , ç³ 
øâèäê³ñòþ çâóêó ñ.

Ó çàãàëüíèõ ðèñàõ îïèøåìî ñõåìó ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó ïîñòàâëåíî¿ çà-
äà÷³ ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé. Äëÿ öüîãî ââåäåìî ñôå-
ðè÷íó (r, ) òà öèë³íäðè÷íó (R, z) ñèñòåìè êîîðäèíàò ³ç ñï³ëüíèì öåíòðîì 
O, à âñþ îáëàñòü ³ñíóâàííÿ çâóêîâîãî ïîëÿ ðîçä³ëèìî íà äâ³ îáëàñò³ 
(ðèñ. 10.31): I — r  r0, 0     ; II — r  r0, 0     – 0, R  R0, |z|  H.

Çâóêîâèé òèñê â îáëàñò³ I, ÿêà ÿâëÿº ñîáîþ çîâí³øí³ñòü ñôåðè ðàä³óñà 
r0, çàïèøåìî ó âèãëÿä³ (äèâ. ï. 7.12.2):

   (1)
1

0
cosn n n

n
p A h kr P 





 ,                     (10.131)

äå k =  /c. Òèñê â îáëàñò³ II ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿä³ ñóìè äâîõ ðÿä³â:

         1
2 0

0 0
cos cos ,

n nn n n n q q
n n

p B H k R z C j kr T 
 

 

      (10.132)

äå n âèçíà÷àºòüñÿ ç óìîâè æîðñòêî¿ ïîâåðõí³ ïðè z = H (çðó÷íî âèáðàòè 
ñàìå òàêó óìîâó, àäæå åêðàíè 6,7 íà ðèñ. 10.31 — àêóñòè÷íî æîðñòê³), òîáòî 
n = n/H. Âèá³ð ôóíêö³é cos(nz) ó ôîðìóë³ (10.132) îáóìîâëåíî ñè-
ìåòð³ºþ çàäà÷³ â³äíîñíî ïëîùèíè z = 0, ç öüîãî âèò³êàº äîñòàòí³ñòü âèêî-

ðèñòàííÿ ò³ëüêè ïàðíèõ ôóíêö³é. Âåëè÷èíà 2 2 , n nk k  ÿêùî  nk  ³
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Ðèñ. 10.31. Ïðèêëàä ñèñòåìè ñï³ââ³ñíèõ ê³ëåöü:
1—5 — ê³ëüöÿ, 6, 7 — åêðàíè

2 2 n nk i k , ÿêùî . nk  Êîëè nk  º óÿâíîþ âåëè÷èíîþ, òî  1
0H  nk R

âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç â³äïîâ³äí³ ìîäèô³êîâàí³ ôóíêö³¿ Áåññåëÿ [49, 52]. Ñôå-

ðè÷í³ ôóíêö³¿ Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó íåö³ëîãî ïîðÿäêó ïîçíà÷åí³  
nqj kr

[49, 52]. Ïîçíà÷èìî      cos cos cos ,
n n nq q n qT P L Q     äå  cos ,

nqP

 cos
nqQ — ôóíêö³¿ Ëåæàíäðà ïåðøîãî ³ äðóãîãî ðîäó. Âåëè÷èíè nq  ³ nL

äëÿ âèïàäêó æîðñòêèõ ìåæ âèçíà÷àþòüñÿ ç ñèñòåìè ð³âíÿíü: / 0
nqdT d 

ïðè 0   ³ 0    .

Âèðàç (10.132) º çàãàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà â îáëàñò³ 
II, ÿêà îáìåæåíà, ç îäíîãî áîêó, öèë³íäðè÷íîþ ïîâåðõíåþ R = R0, |z |  H, 
à ç ³íøîãî — ïîâåðõíåþ ñôåðè÷íîãî ïîÿñó r = r0, 0     – 0. Ä³éñíî, 
ïåðøèé ðÿä ó âèðàç³ (10.132) çàâäÿêè îðòîãîíàëüí³é ñèñòåì³ ôóíêö³é cos(n z),
n = 0,1,2,…, íà â³äð³çêó |z|  H ãàðàíòóº ìîæëèâ³ñòü çàäîâîëüíèòè áóäü-ÿê³ 
ãðàíè÷í³ óìîâè íà öèë³íäðè÷í³é ïîâåðõí³ îáëàñò³ II. Äðóãèé ðÿä ìàº àíà-
ëîã³÷í³ âëàñòèâîñò³ íà ïîâåðõí³ ñôåðè÷íîãî ïîÿñà, ùî ä³ëèòü îáëàñò³ II ³ 

III, çàâäÿêè ñèñòåì³ ôóíêö³é  cos .
nqT 
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Ïðè âèçíà÷åíí³ ðàä³àëüíèõ êîëèâàíü òîíêîãî ï’ºçîêåðàì³÷íîãî ê³ëüöÿ 
ââàæàºìî, ùî:

1) òîâùèíà ê³ëüöÿ  çíà÷íî ìåíøà, í³æ ðàä³óñ R0 éîãî ñåðåäèííî¿ ïî-
âåðõí³, ùî äîçâîëÿº íåõòóâàòè çì³íîþ ìåõàí³÷íèõ ³ åëåêòðè÷íèõ âåëè÷èí â 
ðàä³àëüíîìó íàïðÿìêó ³, îòæå, ðîçãëÿäàòè êîëèâàííÿ ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ 
ê³ëüöÿ;

2) âèñîòà ê³ëüöÿ h íàñò³ëüêè ìåíøà çà éîãî ðàä³óñ R0, ùî ìîæíà íåõòó-
âàòè åíåðã³ºþ äåôîðìàö³é çãèíó ³ ââàæàòè, ùî â ìåæàõ îäíîãî ê³ëüöÿ 
çì³ùåííÿ éîãî ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ íå çì³íþºòüñÿ âçäîâæ êîîðäèíàòè z.

Òîä³, âèçíà÷àþ÷è ãàðìîí³÷íó çàëåæí³ñòü íàïðóæåíîñò³ åëåêòðè÷íîãî 
ïîëÿ, ìîæíà, ÿê öå çðîáëåíî â ïðàö³ [], ïåðåéòè â³ä äèôåðåíö³àëüíîãî 
ð³âíÿííÿ êîëèâàíü òîíêèõ ê³ëåöü äî ð³âíÿííÿ âèãëÿäó (ââàæàºìî äæåðåëî 
åëåêòðè÷íî¿ íàïðóãè ³äåàëüíèì):

,j j j j jF Z N U                                (10.133)

äå j = 1,2,…, M — íîìåð ê³ëüöÿ, j — êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü j-ãî ê³ëüöÿ, Uj —

åëåêòðè÷íà íàïðóãà íà j-ìó ê³ëüö³, 2 
j

j
S

F p dS — ñèëà, ùî ä³º íà çîâí³øíþ 

ïîâåðõíþ j-ãî ê³ëüöÿ, Zj — âëàñíèé ìåõàí³÷íèé îï³ð ê³ëüöÿ, Nj — êîåô³ö³ºíò 
åëåêòðîìåõàí³÷íî¿ òðàíñôîðìàö³¿. Ç óðàõóâàííÿì ñèë â’ÿçêîãî òåðòÿ â ìà-
òåð³àë³ ê³ëüöÿ çàïèøåìî ñï³ââ³äíîøåííÿ:

2
0 0 31
2
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2
1 , ,j j j

j j j E
j

h d
Z i m i N

Q s
  


 

 
      

 
          (10.134)

äå 31 11,
Ed s — ñòàë³ ï’ºçîêåðàì³÷íîãî ìàòåð³àëó [46], , ,j j jm h Q —  ìàñà, âèñîòà ³ 

ìåõàí³÷íà äîáðîòí³ñòü j-ãî ê³ëüöÿ, 0 j — âëàñíà ÷àñòîòà j-ãî ê³ëüöÿ â âàêóóì³.

Ç óðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòåé ïîáóäîâàíî¿ ìîäåë³ ñôîðìóëþºìî ñèñòåìó 
ôóíêö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü, ÿêà ïîºäíóº óìîâè íåïåðåðâíîñò³ ïîëÿ íà ìåæàõ 
ïîä³ëó îáëàñòåé:

0 0 0
1

2
0 0 0

0, , 0 , ,

, , ,

r r
p

pr r r
r

     

   

     
       

      (10.135)

1 2 0 0 0, , ,p p r r                           (10.136)

ãðàíè÷íó óìîâó íà ïîâåðõí³ j-ãî (j = 1,2,…,M) ê³ëüöÿ:

2
0

1 ,j
p R R

i R





 


                           (10.137)

³ ð³âíÿííÿ êîëèâàíü j-ãî (j = 1,2,…,M) ê³ëüöÿ (10.133).
                                        
 Áàñîâñêèé Â.Ã. Èçëó÷åíèå çâóêà êîíå÷íîé ðåøåòêîé èç îòêðûòûõ ïüåçîêåðàìè÷å-

ñêèõ êîëåö // Àêóñò. â³ñí. — 1998. — 1, ¹ 2. — Ñ. 3—20.
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Ðèñ. 10.32. ×àñòîòí³ çàëåæíîñò³ ìîäóë³â êîëèâàëüíèõ øâèäêîñòåé ê³ëåöü (à) ³ ïîòóæíî-
ñòåé (á) ó áëèæíüîìó (êðèâ³ 1—3) ³ äàëüíüîìó (êðèâà 4) ïîëÿõ; (íîìåðè êðèâèõ â³äïîâ³-
äàþòü íîìåðàì ê³ëåöü)

Äàë³, ïðî ùî âæå íå îäèí ðàç ãîâîðèëîñÿ, âèçíà÷åíà ñèñòåìà ôóíêö³î-
íàëüíèõ ð³âíÿíü ïåðåòâîðþºòüñÿ â ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 
äðóãîãî ðîäó â³äíîñíî íåâ³äîìèõ An, Bn, Cn, j, ÷èñëîâèé ðîçâ’ÿçîê ÿêî¿ äàº 
çìîãó âèçíà÷èòè ïàðàìåòðè àêóñòè÷íîãî ïîëÿ ³ êîëèâàëüí³ øâèäêîñò³ ê³ëåöü.

Ðîçðàõóíêè áóëè ïðîâåäåí³ äëÿ íàáîðó ç ï’ÿòè ³äåíòè÷íèõ ê³ëåöü, âèãî-
òîâëåíèõ ç ï’ºçîêåðàì³êè ÖÒÁÑ-3; âåëè÷èíè H/R0, h/R0, /R0, Q, c ìàëè 
çíà÷åííÿ â³äïîâ³äíî 1,67; 0,67; 0,11; 21,0; 1,5  106 êã/(ì2ñ). Ñïî÷àòêó ðîç-
ãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè åëåêòðè÷íà íàïðóãà ïîäàºòüñÿ ò³ëüêè íà ñåðåäíº 
ê³ëüöå, òîáòî U3  0; Uj = 0, j = 1,2,4,5. Íà ðèñ. 10.32 çîáðàæåíà ÷àñòîòíà 
çàëåæí³ñòü íîðìîâàíèõ ìîäóë³â êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ ê³ëåöü ³ íîðìîâàíèõ 
ïîòóæíîñòåé (íîðìóâàííÿ âèêîíóâàëîñÿ â³äíîñíî âåëè÷èíè U3). Çàóâàæè-
ìî, ùî çã³äíî ç ñèìåòð³ºþ çàäà÷³ â³äíîñíî ïëîùèíè z = 0, âèêîíóºòüñÿ 
ð³âí³ñòü 1 = 5, 2 = 4, òîìó ê³ëüê³ñí³ äàí³ íàâåäåí³ äëÿ ïåðøèõ òðüîõ 
ê³ëåöü (äèâ. ðèñ. 10.31). ßê âèäíî, çàãàëüíèé õ³ä êðèâèõ íà ðèñ. 10.32 ìàº 
òèïîâèé âèãëÿä, õàðàêòåðíèé äëÿ á³ëüøîñò³ ìåõàí³÷íèõ ñèñòåì, ùî êîëè-
âàþòüñÿ â ð³äèí³. Ïðîòå á³ëüø âàæëèâèì ³ ö³êàâèì º òîé ôàêò, ùî êîëè-
âàííÿ ñåðåäíüîãî (“àêòèâíîãî”) ê³ëüöÿ ó íàâêîëèøíüîìó ñåðåäîâèù³ âèê-
ëèêàº êîëèâàííÿ ðåøòè (“ïàñèâíèõ”) ê³ëåöü (íîìåðà êðèâèõ íà ðèñ. 10.32
â³äïîâ³äàþòü íîìåðàì ê³ëåöü).

Öåé ö³êàâèé ôàêò âêàçóº íà ñóòòºâèé âèÿâ åôåêòà àêóñòè÷íî¿ âçàºìîä³¿, 
âíàñë³äîê ÷îãî “ïàñèâí³” ê³ëüöÿ ïî÷èíàþòü ïîãëèíàòè åíåðã³þ ç áëèæíüîãî
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Ðèñ. 10.33. ×àñòîòí³ çàëåæíîñò³ ìîäóëÿ ³ ôàçè êîëèâàëüíèõ øâèäêîñòåé ê³ëåöü (à) ³ ïî-
òóæíîñòåé ó áëèæíüîìó ïîë³ (á); (íîìåðà êðèâèõ â³äïîâ³äàþòü íîìåðàì ê³ëåöü)

ïîëÿ, ÿêà âèïðîì³íþºòüñÿ “àêòèâíèì” ê³ëüöåì (äèâ. êðèâ³ 1, 2, ðèñ. 10.32, á).
ßê íàñë³äîê öèõ ñêëàäíèõ ïðîöåñ³â, âèíèêàº çíà÷íà ð³çíèöÿ ì³æ àêóñòè÷-
íîþ åíåðã³ºþ â äàëüíüîìó ïîë³ (êðèâà 4) ³ åíåðã³ºþ íà ïîâåðõí³ “àêòèâíî-
ãî” ê³ëüöÿ (êðèâà 3, ðèñ. 10.32, á). (Íà ðèñ. 10.32, á åíåðã³ÿ âèïðîì³íþâàííÿ 
ìàº äîäàòíèé çíàê, à ïîãëèíàííÿ — â³ä’ºìíèé.) Ïðîâåäåíèé àíàë³ç äîçâî-
ëÿº ïåðåêîíàòèñÿ íàñê³ëüêè ³ñòîòíó ðîëü ìîæóòü â³ä³ãðàâàòè ð³çí³ êîíñò-
ðóêòèâí³ åëåìåíòè, ðîçì³ùåí³ ïîáëèçó äæåðåë çâóêó, íà åíåðãåòè÷íó åôåê-
òèâí³ñòü îñòàíí³õ.

Òåïåð çðîáèìî “àêòèâíèìè” âñ³ ê³ëüöÿ, ïðè÷îìó ïîäàìî íà âñ³ ê³ëüöÿ 
îäíàêîâèé åëåêòðè÷íèé ñèãíàë. Íà ðèñ. 10.33 çîáðàæåí³ ÷àñòîòí³ çàëåæ-
íîñò³ ìîäóëÿ ³ ôàçè êîëèâàëüíèõ øâèäêîñòåé ê³ëåöü (ðèñ. 10.33, à) ³ ¿õ âè-
ïðîì³íþâàíèõ ïîòóæíîñòåé (ðèñ. 10.33, á). Ó íàâåäåíèõ çàëåæíîñòÿõ ïðè-
ðîäíî âèä³ëèòè òðè çîíè, à ñàìå, ïåðøà (íèçüêî÷àñòîòíà)  / 0 < 0,6, äðó-
ãà (ðåçîíàíñíà) 0,6 <  / 0 < 1,1 ³ òðåòÿ (âèñîêî÷àñòîòíà)  / 0 > 1,1. ßê 
âèäíî, â ïåðø³é çîí³ êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü ê³ëåöü ³ ¿õ âèïðîì³íþâàíà 
ïîòóæí³ñòü äîñèòü øâèäêî çìåíøóþòüñÿ ç ïîíèæåííÿì ÷àñòîòè ³, ùî ñàìå 
ãîëîâíå, ö³ ïàðàìåòðè ñòàþòü îäíàêîâèìè äëÿ âñ³õ ê³ëåöü. Öåé ôàêò íå º 
íåñïîä³âàíèì, â³í ïîâ’ÿçàíèé ç òèì, ùî ç ïîíèæåííÿì ÷àñòîòè øâèäêî 
çðîñòàº ìåõàí³÷íèé îï³ð ê³ëåöü (â ö³é çîí³ â³í ìàº ïðóæíèé õàðàêòåð), â 
òîé ÷àñ, ÿê îï³ð âèïðîì³íþâàííÿ ïàäàº, òîìó ðîëü âçàºìîä³¿ ê³ëåöü ÷åðåç 
ïîëå íåçíà÷íà ³ êîëèâàëüí³ øâèäêîñò³ ïîâí³ñòþ âèçíà÷àþòüñÿ âëàñíèì ìå-
õàí³÷íèì îïîðîì ê³ëåöü. Íà âèñîêèõ ÷àñòîòàõ (â òðåò³é çîí³) çìåíøåííÿ 
êîëèâàëüíèõ øâèäêîñòåé ³ ïîòóæíîñòåé, àëå âæå ³ç çðîñòàííÿì ÷àñòîòè, 
òàêîæ îáóìîâëåíå çá³ëüøåííÿì âëàñíîãî îïîðó ê³ëåöü, ÿêèé â ö³é çîí³ ìàº 
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³íåðö³éíèé õàðàêòåð. Òóò òàêîæ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ òåíäåíö³ÿ äî âèð³âíþâàííÿ 
øâèäêîñòåé ³ ïîòóæíîñòåé ê³ëåöü, ïðîòå, íå òàê øâèäêî, ÿê â ïåðø³é çîí³, 
îñê³ëüêè ä³éñíà ÷àñòèíà îïîðó âèïðîì³íþâàííÿ çðîñòàº ç ÷àñòîòîþ, ³ àêó-
ñòè÷íà âçàºìîä³ÿ â³ä³ãðàº á³ëüø âàãîìó ðîëü, í³æ â ïåðø³é çîí³.

Ðîçãëÿíåìî ðåçîíàíñíó çîíó, äå âëàñí³ ìåõàí³÷í³ îïîðè ê³ëåöü ïîð³â-
íÿí³ ç îïîðîì âèïðîì³íþâàííÿ, ³ ³ñòîòíó ðîëü ïî÷èíàþòü â³ä³ãðàâàòè ðå-
àêö³ÿ ñåðåäîâèùà ³ îáì³í åíåðã³ºþ ì³æ ê³ëüöÿìè ÷åðåç ïîëå. Ä³éñíî, â ö³é 
çîí³ õàðàêòåðèñòèêè êîæíîãî ê³ëüöÿ ñóòòºâî â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä àíàëîã³÷-
íèõ õàðàêòåðèñòèê ³íøèõ ê³ëåöü. Íàïðèêëàä, ìîäóë³ êîëèâàëüíèõ øâèä-
êîñòåé íà îäí³é ³ ò³é æå ÷àñòîò³ ìîæóòü ðîçð³çíÿòèñÿ â 5...8 ðàç³â; çíà÷åí-
íÿ ÷àñòîò, äå ôàçîâà êðèâà íàáóâàº çíà÷åííÿ íóëü, äëÿ âñ³õ ê³ëåöü ð³çí³. 
Êð³ì òîãî, ôàçîâà êðèâà òðåòüîãî (öåíòðàëüíîãî) ê³ëüöÿ òðè ðàçè ïåðåòè-
íàº â³ñü ÷àñòîò, ùî âêàçóº íà áàãàòîêðàòíó çì³íó ïîâíîãî ìåõàí³÷íîãî 
îïîðó ê³ëüöÿ (ç ïðóæíîãî íà ³íåðö³éíèé). Îñê³ëüêè ÷àñòîòè, äå ôàçîâà 
êðèâà ïåðåòèíàº â³ñü àáñöèñ, º âëàñí³ ÷àñòîòè ñèñòåìè “ê³ëüöå—
íàâêîëèøíº ñåðåäîâèùå”, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî àêóñòè÷íà âçàºìîä³ÿ 
ïðèâîäèòü äî ðîçøèðåííÿ ³ çáàãà÷åííÿ ñïåêòðà âëàñíèõ ÷àñòîò äàíîãî 
äæåðåëà çâóêó. Ðîçðàõóíêè ïîêàçóþòü, ùî çá³ëüøåííÿ äîáðîòíîñò³ ê³ëåöü ³
çìåíøåííÿ ¿õ òîâùèíè (ïðè çáåðåæåíí³ ðåøòè ïàðàìåòð³â) ïðèâîäèòü äî 
çá³ëüøåííÿ ê³ëüêîñò³ òî÷îê, äå ôàçîâ³ êðèâ³ íàáóâàþòü çíà÷åííÿ íóëü, ³ 
äëÿ ³íøèõ ê³ëåöü.

Òåïåð çâåðíåìî óâàãó íà îäèí ö³êàâèé åôåêò, ÿêèé íà ïåðøèé ïîãëÿä 
çäàºòüñÿ ïàðàäîêñàëüíèì. ßê âèäíî, â ðåçîíàíñí³é çîí³ â îêîë³ ÷àñòîòè 
 / 0 = 0,85 ôàçà øâèäêîñò³ öåíòðàëüíî¿ îáîëîíêè ñòàº ìåíøî¿ â³ä –90, 
òîáòî âåêòîð øâèäêîñò³ ïåðåõîäèòü â ë³âó ï³âïëîùèíó êîìïëåêñíî¿ ïëîùè-
íè. Öå îçíà÷àº, ùî ä³éñíà ÷àñòèíà ïîâíîãî ìåõàí³÷íîãî ³ìïåäàíñó ñòàº 
â³ä’ºìíîþ, ³ îáîëîíêà ç âèïðîì³íþâà÷à åíåðã³¿ ïåðåòâîðþºòüñÿ â ñïîæèâà÷ 
(ïîãëèíà÷) åíåðã³¿ ïîëÿ. Öåé ôàêò äîáðå ï³äòâåðäæóºòüñÿ õîäîì ÷àñòîòíî¿ 
çàëåæíîñò³ âèïðîì³íþâàíî¿ ïîòóæíîñò³ (íà âêàçàí³é ÷àñòîò³ ïîòóæí³ñòü íà-
áóâàº â³ä’ºìíîãî çíà÷åííÿ). Ïîÿâà òàêîãî åôåêòà ñïðè÷èíåíà ñèëüíîþ 
âçàºìîä³ºþ êðàéí³õ ³ öåíòðàëüíîãî ê³ëåöü. Öå ñòàº á³ëüø çðîçóì³ëèì, ÿêùî 
âðàõóâàòè, ùî íà ÷àñòîò³  / 0 = 0,85 õâèëüîâà âèñîòà âñüîãî íàáîðó ê³ëåöü 
2Í/ = 1,0 ³, â³äïîâ³äíî, â³äñòàíü ì³æ öåíòðàëüíèì ³ êðàéí³ìè ê³ëüöÿìè 
äîð³âíþº ïîëîâèí³ äîâæèíè õâèë³ â íàâêîëèøíüîìó ñåðåäîâèù³. ßêùî, 
êð³ì òîãî, âðàõóâàòè, ùî ñóìàðíà ïîòóæí³ñòü äâîõ êðàéí³õ ê³ëåöü ïåðåâè-
ùóº ïîòóæí³ñòü öåíòðàëüíîãî ê³ëüöÿ, òî ñòàíå î÷åâèäíîþ ïîÿâà ìîæëè-
âîñò³ íå ò³ëüêè çàãàëüìóâàòè êîëèâàííÿ öåíòðàëüíîãî ê³ëüöÿ, à é ïðèìóñè-
òè éîãî êîëèâàòèñÿ ç ôàçîþ, ìåíøîþ, í³æ –/2. Ðîçðàõóíêè ïîêàçóþòü, ùî 
ïðè çá³ëüøåíí³ äîáðîòíîñò³ ê³ëåöü äî 80 ïîãëèíàííÿ åíåðã³¿ ç ñåðåäîâèùà 
ïî÷èíàº ñïîñòåð³ãàòèñÿ òàêîæ ó äðóãîãî ³ ÷åòâåðòîãî ê³ëåöü, àëå íà á³ëüø 
âèñîê³é ÷àñòîò³  / 0 = 0,93.

Ùîá á³ëüø íàî÷íî óÿâèòè ñóòü õâèëüîâèõ ïðîöåñ³â, ùî â³äáóâàþòüñÿ â 
ðåçîíàíñí³é îáëàñò³ ÷àñòîò, äîñë³äèëè áëèæíº ïîëå íàáîðó ê³ëåöü. Íà 
ðèñ. 10.34, à çîáðàæåíî áëèæíº ïîëå âåêòîðà ³íòåíñèâíîñò³ I íà ÷àñòîò³ 
 / 0 = 1,0, êîëè åôåêò âçàºìîä³¿ ê³ëåöü ïîð³âíÿíî ìàëèé, ³ êîëèâàëüí³ øâèä-
êîñò³ ê³ëåöü íå³ñòîòíî ðîçð³çíÿþòüñÿ ì³æ ñîáîþ ÿê çà ìîäóëåì, òàê ³ çà ôà-
çîþ. Íàãàäàºìî, ùî çàâäÿêè ñèìåòð³¿ çàäà÷³ â³äíîñíî îñ³ Oz ³ ïëîùèíè z = 0,
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Ðèñ. 10.34. Ïðèêëàä áëèæíüîãî ïîëÿ âåêòîðà ³íòåíñèâíîñò³:
à —  / 0 = 1,0; á —  / 0 = 0,825

çàêîíîì³ðíîñò³ ïîâåä³íêè ïîòîêó âèïðîì³íþâàíî¿ çâóêîâî¿ åíåðã³¿ äîñòàò-
íüî ðîçãëÿíóò³ ëèøå â îäí³é ÷âåðò³ ïëîùèíè ROz. ßê áà÷èìî, ïîò³ê åíåðã³¿ 
îð³ºíòîâàíèé ñòðîãî â ðàä³àëüíîìó íàïðÿìêó. Äîäàòêîâèé àíàë³ç áëèæíüî-
ãî ïîëÿ çâóêîâîãî òèñêó ïîêàçàâ, ùî íà ö³é ÷àñòîò³ ìîäóëü òèñêó ³ éîãî ôà-
çà çì³íþþòüñÿ íåçíà÷íî âçäîâæ ïîâåðõí³ ê³ëåöü. Ìîæíà ëèøå çàçíà÷èòè, 
ùî â³äíîñíî íåâåëèêèé ìàêñèìóì òèñêó ñïîñòåð³ãàºòüñÿ íà ïîâåðõí³ íàáî-
ðó ê³ëåöü â çîí³ ì³æ ïåðøèì ³ äðóãèì ê³ëüöÿìè (³, â³äïîâ³äíî, ì³æ ÷åòâåð-
òèì ³ ï’ÿòèì).

Çîâñ³ì ³íøà ñèòóàö³ÿ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ, êîëè âçàºìîä³ÿ ê³ëåöü çíà÷íà 
(íàïðèêëàä, íà ÷àñòîò³  / 0 = 0,825, äèâ. ðèñ. 10.33). Ñàìå äëÿ ö³º¿ ÷àñòî-
òè íà ðèñ. 10.34, á ïîêàçàíî ïîëå âåêòîðà ³íòåíñèâíîñò³ çâóêó â áëèæí³é 
çîí³ ê³ëåöü. Òóò äîáðå âèäíî, ÿê ïîò³ê çâóêîâî¿ åíåðã³¿ âèïðîì³íþºòüñÿ 
ïåðøèì ³ äðóãèì ê³ëüöÿìè. Äàë³ öåé ïîò³ê ä³ëèòüñÿ íà äâà ïîòîêè: îäèí 
ïîøèðþºòüñÿ â ñåðåäîâèù³, à äðóãèé âëèâàºòüñÿ â öåíòðàëüíå ê³ëüöå. Òà-
êèì ÷èíîì, ÿê ìè âæå ãîâîðèëè âèùå, öåíòðàëüíå ê³ëüöå ïîãëèíàº ç ñåðå-
äîâèùà åíåðã³þ, ÿêó âèïðîì³íþþòü ³íø³ ê³ëüöÿ. Àíàë³ç áëèæíüîãî ïîëÿ 
çâóêîâîãî òèñêó ïîêàçàâ, ùî â äàí³é ñèòóàö³¿ íà âèïðîì³íþâàëüí³é ïî-
âåðõí³ ê³ëåöü ñïîñòåð³ãàºòüñÿ òðè ïó÷íîñò³ òèñêó: ïî îäí³é â çîíàõ ì³æ 
ïåðøèì ³ äðóãèì ³ ì³æ ÷åòâåðòèì ³ ï’ÿòèì ê³ëüöÿìè, à òðåòÿ — ïîáëèçó 
òðåòüîãî (öåíòðàëüíîãî) ê³ëüöÿ. Âîíà ìàº ôàçó, ïðîòèëåæíó ïåðøèì äâîì 
ïó÷íîñòÿì. Çàçíà÷èìî, ùî ïðè ñòâîðåíí³ ³ åêñïëóàòàö³¿ àíòåí íåîáõ³äíî 
óíèêàòè ïîä³áíèõ ðåæèì³â ðîáîòè. Ð³÷ ó òîìó, ùî òàê³ ðåæèìè ïðèçâîäÿòü 
äî çíà÷íèõ ïåðåâàíòàæåíü ÿê åëåêòðîàêóñòè÷íèõ ïåðåòâîðþâà÷³â, òàê ³ æèâ-
ëÿ÷èõ ¿õ åëåêòðè÷íèõ ãåíåðàòîð³â ³, ÿê íàñë³äîê, ìîæëèâ³ ¿õ ðóéíóâàííÿ.
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Ìè ðîçãëÿäàëè çáóäæåííÿ åëåêòðîàêóñòè÷íèõ ïåðåòâîðþâà÷³â çà äîïî-
ìîãîþ ìîíîõðîìàòè÷íèõ ãàðìîí³÷íèõ ñèãíàë³â. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåðì³íî-
ëîã³þ, ïðèéíÿòó â àêóñòè÷í³é òåõí³ö³, ãîâîðÿòü, ùî òàê³ àíòåíè ³ ïåðåòâî-
ðþâà÷³ ïðàöþþòü â íåïåðåðâíîìó ðåæèì³. Ïðîòå íà ïðàêòèö³ ó áàãàòüîõ 
âèïàäêàõ îñíîâíèì ðåæèìîì ðîáîòè ïåðåòâîðþâà÷³â ³ àíòåí º ³ìïóëüñíèé. 
Çîêðåìà, òàê ïðàöþþòü àíòåíè àêóñòè÷íèõ ³ ã³äðîàêóñòè÷íèõ ëîêàòîð³â ð³ç-
íîãî ïðèçíà÷åííÿ. Êð³ì òîãî, ÿê ïðàâèëî, âèì³ðþâàííÿ (òåñòóâàííÿ) àêóñ-
òè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê àíòåí ³ ïåðåòâîðþâà÷³â âèêîíóºòüñÿ â ïðèì³ùåííÿõ ³ 
îáìåæåíèõ øòó÷íèõ àáî ïðèðîäíèõ âîäîéìàõ, ùî ïðàêòè÷íî çàâæäè çó-
ìîâëþº âèêîðèñòàííÿ ³ìïóëüñíîãî ðåæèìó [5, 21].

Âðàõîâóþ÷è çàçíà÷åíå, âèíèêàþòü äâà ïèòàííÿ, â³äïîâ³ä³ íà ÿê³ ìàþòü 
âàæëèâå òåîðåòè÷íå ³ ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ:

 ßê³ îñîáëèâîñò³ ïðèâíîñèòü ³ìïóëüñíå çáóäæåííÿ àêóñòè÷íèõ àíòåí â 
êîëèâàííÿ ¿¿ ïåðåòâîðþâà÷³â ³ âèïðîì³íþâàíå íèìè ïîëå?

 ×è ðîçð³çíÿòèìóòüñÿ (³ íàñê³ëüêè) àêóñòè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè, îö³íåí³ 
â ³ìïóëüñíîìó ³ íåïåðåðâíîìó ðåæèìàõ ðîáîòè àíòåíè? 
Ñïðîáóºìî â³äïîâ³ñòè íà ö³ ïèòàííÿ íà ïðèêëàä³ íàøî¿ çàäà÷³ ïðî âèïðî-
ì³íþâàííÿ çâóêó íàáîðîì ï’ºçîêåðàì³÷íèõ ê³ëåöü. Íåõàé íà åëåêòðîäè ê³-
ëåöü ïîäàºòüñÿ îäíàêîâà åëåêòðè÷íà íàïðóãà ó âèãëÿä³ ïîñë³äîâíîñò³ ðàä³î-
³ìïóëüñ³â:
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äå U0 — àìïë³òóäà,  = 2f = 2/T, òóò f — ÷àñòîòà ³ T — ïåð³îä íåñó÷î¿, i ³ 
Ti — òðèâàë³ñòü ³ ïåð³îä ñë³äóâàííÿ ³ìïóëüñ³â. Òîä³ ñêâàæí³ñòü ³ìïóëüñíî¿ 
ïîñë³äîâíîñò³ q = Ti / i, à ê³ëüê³ñòü ïåð³îä³â íåñó÷î¿ â ³ìïóëüñ³ N = i / T.

Íàäàë³, ÿê öå áóëî îïèñàíî â ïàðàãðàô³ 5.14, áóäóºìî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 
äëÿ ³ìïóëüñíîãî çáóäæåííÿ ï’ºçîêåðàì³÷íèõ ê³ëåöü. Ïåðåéäåìî äî àíàë³çó 
êîíêðåòíèõ ðåçóëüòàò³â ðîçðàõóíêó. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ñèòóàö³þ, êîëè 
çáóäæóºòüñÿ ò³ëüêè öåíòðàëüíå ê³ëüöå, à ³íø³ ïîâí³ñòþ çàãàëüìîâàí³ ³, îò-
æå, àêóñòè÷íà âçàºìîä³ÿ ì³æ ê³ëüöÿìè â³äñóòíÿ. Íåõàé íà öåíòðàëüíå ê³ëü-
öå ïîäàºòüñÿ åëåêòðè÷íèé ³ìïóëüñ (10.138), äëÿ ÿêîãî N = 10 ³ q = 3. Ïðè 
öüîìó ðîçãëÿíåìî äâà õàðàêòåðí³ çíà÷åííÿ ÷àñòîòè, ùî íàéá³ëüø ö³êàâ³ ç 
ïðàêòè÷íî¿ òî÷êè çîðó: çíà÷åííÿ íåñó÷î¿ ÷àñòîòè çá³ãàºòüñÿ ç ÷àñòîòîþ ðå-
çîíàíñó ê³ëüöÿ ó âîäíîìó ñåðåäîâèù³ (â äàíîìó âèïàäêó —  / 0 = 0,875); 
÷àñòîòà íåñó÷î¿ íèæ÷å ðåçîíàíñíî¿ îáëàñò³ ÷àñòîò ê³ëüöÿ (â äàíîìó âèïàäêó 
ìè ïðèéíÿëè  / 0 = 0,5). Íà ðèñ. 10.35 çîáðàæåí³ ãðàô³êè âèõ³äíîãî åëåê-
òðè÷íîãî ñèãíàëó (10.138) ³ â³äãóêó ñèñòåìè (çáóäæóºòüñÿ ò³ëüêè öåíòðàëüíå 
ê³ëüöå, ³íø³ çàãàëüìîâàí³), ïðè÷îìó âçäîâæ îñ³ àáñöèñ â³äêëàäåíèé íîðìî-
âàíèé ÷àñ t/i (íà ãðàô³êàõ ïîêàçàíèé â³äð³çîê ÷àñó, òðîõè á³ëüøèé, í³æ 
îäèí ïåð³îä ïîâòîðåííÿ ³ìïóëüñó). Íà ðèñ. 10.35, á, â ïîêàçàíî â³äíîñíå 
çíà÷åííÿ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ öåíòðàëüíîãî ê³ëüöÿ 3(t) ³ â³äíîñíå çíà-
÷åííÿ òèñêó p(t) â äàëüíüîìó ïîë³ â ïëîùèí³ z = 0, êîëè çíà÷åííÿ íåñó÷î¿ 
÷àñòîòè  / 0 = 0,875. Îáèäâà ãðàô³êè ³ëþñòðóþòü òèïîâ³ ñïîòâîðåííÿ 
ðàä³î³ìïóëüñó ïðè ïðîõîäæåíí³ éîãî êð³çü ìåõàí³÷íó (àáî åëåêòðè÷íó) ðå-
çîíàíñíó ñèñòåìó. Ä³éñíî, ïðîòÿãîì ïðèáëèçíî ïåðøèõ øåñòè ïåð³îä³â íå-
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Ðèñ. 10.35. ×àñîâ³ ä³àãðàìè ñèñòåìè (çáóäæóºòüñÿ öåíòðàëüíå ê³ëüöå, ³íø³ çàãàëüìîâàí³):
à — åëåêòðè÷íèé ³ìïóëüñ; á, â — êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü öåíòðàëüíîãî ê³ëüöÿ ³ òèñê ó äàëüíüîìó ïîë³ 
äëÿ  / 0 = 0,875; ã — êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü öåíòðàëüíîãî ê³ëüöÿ äëÿ  / 0 = 0,5

ñó÷î¿ ÷àñòîòè â³äáóâàºòüñÿ íàðîñòàííÿ ñèãíàëó çà åêñïîíåíòîþ ³ ñèñòåìà 
àñèìïòîòè÷íî íàáëèæàºòüñÿ äî ñòàá³ëüíîãî (íåïåðåðâíîãî) ðåæèìó ðîáîòè. 
Òóò ³ íèæ÷å øòðèõîâèìè ãîðèçîíòàëüíèìè ë³í³ÿìè âêàçàí³ ð³âí³ êîëèâàëü-
íî¿ øâèäêîñò³ ³ òèñêó, îá÷èñëåí³ â íåïåðåðâíîìó ðåæèì³ ðîáîòè àíòåíè. 
Ï³ñëÿ ïðèïèíåííÿ ³ìïóëüñó ä³¿ çáóäæåííÿ øâèäê³ñòü ³ òèñê çìåíøóþòüñÿ 
çã³äíî ç åêñïîíåíö³àëüíèì çàêîíîì.

Ö³êàâî çàçíà÷èòè, ùî, íà ÷àñòîòàõ, íèæ÷èõ çà ðåçîíàíñíó çîíó ÷àñòîò 
ê³ëüöÿ, ïåðåõ³äí³ ïðîöåñè çàéìàþòü äóæå ìàë³ â³äð³çêè ÷àñó, ³ â ö³ëîìó 
ôîðìè ³ìïóëüñ³â øâèäêîñò³ ê³ëüöÿ (äèâ. ðèñ. 10.35, ã) ³ òèñêó â äàëüíüîìó 
ïîë³ ìàëî â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä ôîðìè ³ìïóëüñó âèõ³äíîãî åëåêòðè÷íîãî ñèãíà-
ëó íà ðèñ. 10.35, à. Öüîãî ³ ñë³ä áóëî ÷åêàòè, îñê³ëüêè ïåðåäàâàëüí³ ôóíêö³¿ 
àíòåíè çà øâèäê³ñòþ ³ òèñêîì íèæ÷å çîíè ðåçîíàíñó ê³ëüöÿ ñëàáî çàëåæàòü 
â³ä ÷àñòîòè (ðèñ. 10.32, 10.33). Ðàçîì ç òèì íà ïî÷àòêó ³ â ê³íö³ ³ìïóëüñó 
ìîæóòü ñïîñòåð³ãàòèñÿ êîðîòê³ ð³çê³ “êèäêè” àìïë³òóäè êîëèâàëüíî¿ øâèä-
êîñò³, ÿê³ ìîæóòü íåãàòèâíî âïëèâàòè íà åêñïëóàòàö³éíó ì³öí³ñòü ðåàëüíèõ 
àíòåí ³ ïåðåòâîðþâà÷³â.

Çîâñ³ì ³íøà ñèòóàö³ÿ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ, êîëè ó ôîðìóâàíí³ ïîëÿ áåðóòü 
ó÷àñòü óñ³ ê³ëüöÿ ³ ì³æ íèìè â³äáóâàºòüñÿ ñèëüíà àêóñòè÷íà âçàºìîä³ÿ. 
Ðîçãëÿíåìî ðèñ. 10.36, à—â, íà ÿêîìó çîáðàæåí³ ãðàô³êè â³äãóêó ñèñòåìè, 
ÿêà â äàíîìó âèïàäêó â³äïîâ³äàº ìàêñèìóìó ïîòóæíîñò³ âèïðîì³íþâàííÿ. 
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Çàçíà÷èìî, ùî âêàçàòè ðåçîíàíñíó ÷àñòîòó àíòåíè íå ìîæíà, îñê³ëüêè ïðè 
ñï³ëüí³é ðîáîò³ ê³ëåöü êîæíå ç íèõ ìàº ñâîþ ðåçîíàíñíó ÷àñòîòó (ðèñ. 10.33).
ßê áà÷èìî, àêóñòè÷íà âçàºìîä³ÿ ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî ôîðìè ³ìïóëüñ³â 
êîëèâàëüíèõ øâèäêîñòåé ê³ëåöü ð³çíÿòüñÿ ì³æ ñîáîþ ³ ³ñòîòíî â³äð³çíÿ-
þòüñÿ â³ä ôîðìè âèõ³äíîãî åëåêòðè÷íîãî ³ìïóëüñó. Êð³ì òîãî, ôîðìè ³ì-

Ðèñ. 10.36. ×àñîâ³ ä³àãðàìè ñèñòåìè (çáóäæóþòüñÿ âñ³ ê³ëüöÿ íà ÷àñòîò³  / 0 = 0,875):
à—â — êîëèâàëüí³ øâèäêîñò³ ê³ëåöü ïðè q = 3; ã — òèñêó ó äàëüíüîìó ïîë³ â ïëîùèí³ z = 0 ïðè 
q = 3; ä, å — êîëèâàëüíèõ øâèäêîñòåé ïåðøîãî ³ äðóãîãî ê³ëåöü ïðè q = 5
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ïóëüñ³â äóæå äàëåê³ â³ä êëàñè÷íî¿ ôîðìè ³ìïóëüñó øâèäêîñò³ ó âèïàäêó âè-
ïðîì³íþâàííÿ îäíèì ê³ëüöåì (äèâ. ðèñ. 10.35, á). Çàêîíè íàðîñòàííÿ ³ ñïà-
äàííÿ ³ìïóëüñó âèÿâëÿþòüñÿ ð³çíèìè ³ â³äì³ííèìè â³ä åêñïîíåíö³àëüíîãî.

Ùå îäí³ºþ õàðàêòåðíîþ îñîáëèâ³ñòþ º ñêëàäí³ ³ â³äì³íí³ îäèí â³ä îä-
íîãî çà ôîðìîþ êîëèâàííÿ ê³ëåöü ï³ñëÿ ïðèïèíåííÿ ä³¿ ³ìïóëüñó çáóäæåí-
íÿ, ïðè÷îìó ïðàêòè÷íî íà âñüîìó ïîð³âíÿíî âåëèêîìó ì³æ³ìïóëüñíîìó ÷à-
ñîâîìó ³íòåðâàë³. Â àêóñòèö³ òàêå ÿâèùå íàçèâàþòü ðåâåðáåðàö³ºþ (â³ä ëà-
òèíñüêîãî ñëîâà reverbero — â³äáèâàþ). Çàçíà÷èìî, ùî â àðõ³òåêòóðí³é àêó-
ñòèö³ [31, 34] öå ÿâèùå îáóìîâëåíå áàãàòîðàçîâèì â³äáèâàííÿì çâóêîâî¿ 
åíåðã³¿ â³ä ñò³í ïðèì³ùåííÿ, â ã³äðîàêóñòèö³ [20, 46] — â³äáèâàííÿì â³ä 
áóëüáàøîê ïîâ³òðÿ â âîä³, â³ä ìîðñüêîãî äíà. Ó íàøîìó âèïàäêó âîíî âèê-
ëèêàíå áàãàòîðàçîâèì îáì³íîì çâóêîâîþ åíåðã³ºþ ì³æ ê³ëüöÿìè ó íàâêî-
ëèøíüîìó ñåðåäîâèù³. Ùîá ìàòè ïîâí³øó êàðòèíó ³ ç’ÿñóâàòè, ÿê äîâãî 
ìîæå â³äáóâàòèñÿ ïðîöåñ ðåâåðáåðàö³¿ ï³ñëÿ ïðèïèíåííÿ ä³¿ åëåêòðè÷íîãî 
³ìïóëüñó çáóäæåííÿ, íà ðèñ. 10.36, ä, å íàâåäåí³ êîëèâàëüí³ øâèäêîñò³ 
ïåðøîãî ³ äðóãîãî ê³ëåöü ïðè ù³ëèííîñò³ q = 5. Äîáðå âèäíî, ùî ïðîöåñ 
ðåâåðáåðàö³¿ òðèâàº äîñèòü äîâãî (ïðîòÿãîì ìàéæå 3i), åêñïîíåíö³àëüíî 
çãàñàþ÷è.

Ñë³ä çâåðíóòè óâàãó ³ íà òó îáñòàâèíó, ùî àìïë³òóäà êîëèâàíü íàéáëèæ-
÷èõ äî òîðöåâèõ åêðàí³â ê³ëåöü ìàéæå â 1,5 ðàçà ïåðåâèùóº àìïë³òóäó ó âè-
ïàäêó íåïåðåðâíîãî ðåæèìó ðîáîòè àíòåíè. Îòæå, íåâðàõóâàííÿ öüîãî 
ÿâèùà, à òàêîæ çàçíà÷åíèõ âèùå “êèäê³â” àìïë³òóäè êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñ-
ò³ ê³ëåöü ïðè ïðîåêòóâàíí³ àíòåí ìîæå ïðèçâåñòè äî íåïðèïóñòèìèõ çóñèëü 
â ðîçòÿãó â ï’ºçîêåðàì³÷íîìó ìàòåð³àë³ ê³ëåöü ³ ÿê íàñë³äîê ¿õ ðóéíóâàííÿ â 
ïðîöåñ³ åêñïëóàòàö³¿.

10.11. Çàäà÷³

10.1. Âèçíà÷òå åíåðãåòè÷í³ êîåô³ö³ºíòè â³äáèòòÿ ³ ïðîíèêíåí-
íÿ íóëüîâî¿ ìîäè êð³çü âèãèí õâèëåâîäó, çîáðàæåíîãî íà ðèñ. 10.7, á, ïðè
óìîâ³, ùî h1 <<  i h2 << . Ìåæ³ õâèëåâîäó — àêóñòè÷íî æîðñòê³.

Âêàç³âêè. Çà òàêèõ óìîâ ñë³ä ââàæàòè, ùî â õâèëåâîä³ ïðèñóòíÿ ò³ëüêè 
íóëüîâà ìîäà (ïëîñêà õâèëÿ). Âçàãàë³ â³äïîâ³äü íà ïîñòàâëåíå â çàäà÷³ ïè-
òàííÿ íå çàëåæèòü â³ä êóòà âèãèíó õâèëåâîäó. Òàêîþ âîíà áóäå ³ äëÿ ñêëà-
äåíîãî õâèëåâîäó (ðèñ. 10.1). Öå îáóìîâëåíå òèì, ùî ïðè h1, h2 << , ñå-
ðåäîâèùå â îêîë³ âèãèíó õâèëåâîäó (ðèñ. 10.7) àáî ñòèêó õâèëåâîä³â 
(ðèñ. 10.1) ïðàêòè÷íî ïîâîäèòü ñåáå ÿê íåñòèñëèâà ð³äèíà. Çâ³äñè êîíô³-
ãóðàö³ÿ “ñòèêîâî¿ çîíè”, ç òî÷êè çîðó ïðîíèêíåííÿ êð³çü íå¿ çâóêó, íå 
ìàº ïðàêòè÷íîãî çíà÷åííÿ. Îòæå, ìîæíà çàïèñàòè íàáëèæåí³ óìîâè ñïðÿ-
æåííÿ ïîë³â íà ìåæ³ ñòèêó ÿê ð³âí³ñòü òèñê³â òà ð³âí³ñòü îá’ºìíèõ øâèä-
êîñòåé (íàãàäàºìî, ùî îá’ºìíà øâèäê³ñòü öå äîáóòîê êîëèâàëüíî¿ øâèä-
êîñò³ íà ïëîùó ïåðåð³çó õâèëåâîäó).

Â³äïîâ³äü: 
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10.2. Ïîÿñí³òü ô³çè÷íèé ìåõàí³çì äëÿ äâîõ ïðèêëàä³â ïðàêòè÷íîãî çà-
ñòîñóâàííÿ åôåêòó çì³íè ñòðóêòóðè çâóêîâîãî ïîëÿ ó õâèëåâîä³ ç âèãèíîì, 
ÿê³ îïèñàí³ â ê³íö³ ï. 10.6.1.

10.3. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé ïîáóäóéòå ðîçâ’ÿçîê çà-
äà÷³ ïðî ïîøèðåííÿ çâóêó ó õâèëåâîä³ ç â³äãàëóæåííÿì (ðèñ. 10.14).

10.4. Âèçíà÷òå åíåðãåòè÷í³ êîåô³ö³ºíòè â³äáèòòÿ ³ ïðîíèêíåííÿ ïëîñêî¿ 
õâèë³ (íóëüîâà ìîäà) ïðè ¿¿ ïîøèðåíí³ ó õâèëåâîä³ ç â³äãàëóæåííÿì (ðèñ. 10.14) 
çà óìîâè, ùî h1 << , h2 << . Ìåæ³ õâèëåâîäó àêóñòè÷íî æîðñòê³. Çâåðí³òü 
óâàãó íà âêàç³âêè äî çàäà÷³ 10.1.

Â³äïîâ³äü:
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10.5. Íåõàé ó êëèíóâàòîãî îá’ºêòó íà ðèñ. 10.23 â³äñóòíÿ äóãà ÀÂ, òîáòî 
ñòîðîíè êëèíà íå çàìêíóò³. Íà îñíîâ³ ìåòîäà ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé ïîáóäóé-
òå ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ðîçñ³þâàííÿ ïëîñêî¿ õâèë³ íà òàêîìó îá’ºêò³, ÿêùî êóò 
ïàä³ííÿ õâèë³ 0 = 0 àáî 0 = 180.

Â³äïîâ³äü: îñê³ëüêè äóãà ÀÂ (ðèñ. 10.23) â³äñóòíÿ, òî ïðèðîäíî âèíèêàº 
òðåòÿ ÷àñòêîâà îáëàñòü: 0  r  a, ||  1. Çã³äíî ç íàïðÿìêîì ïàä³ííÿ õâèë³ 
çàäà÷à º ñèìåòðè÷íîþ â³äíîñíî îñ³ Îõ. Ó çâ’ÿçêó ç öèì â ôîðìóë³ (10.95) 
äëÿ ïîëÿ â îáëàñò³ I çíèêàº ðÿä ç êîºô³ö³ºíòàìè Bn ³ ïîëå òèñêó â îáëàñò³ II
íàáóâàº âèãëÿä

II
0

( ) cos( ( )),
nn n

n

p C J kr   




 

äå n = n / ( – 1). Ïîëå â îáëàñò³ III çàïèñóºòüñÿ àíàëîã³÷íî:

III
0

( ) cos( ),
nn n

n

p D J kr  




 

äå n = n / 1. Óìîâè ñïðÿæåííÿ çâóêîâèõ ïîë³â íà ìåæàõ ÷àñòêîâèõ îáëàñ-
òåé ìîæíà çàèñàòè ó äâîõ âàð³àíòàõ (çàïèø³òü ñàìîñò³éíî).

10.6. Ðîçãëÿíóòè çàäà÷ó 10.5 äëÿ âèïàäêó, êîëè ñòîðîíè êëèíà îá’ºêòà 
(ðèñ. 10.23) çàìêíóò³ õîðäîþ ÀÂ, êîòðà ÿâëÿº ñîáîþ æîðñòêó ïîâåðõíþ.

Â³äïîâ³äü: ó öüîìó âèïàäêó îáëàñòü III óòâîðåíà õîðäîþ ÀÂ ³ äóãîþ ÀÂ. 
Òîìó ïîëå â îáëàñò³ III ñë³ä ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ öèë³íäðè÷-
íèõ ³ ïëîñêèõ õâèëü:

III 0
0 0

( ) cos( ) cos( ) exp( ( )),
nn n n n n

n n

p D J kr E y ik x x   
 

 

   

äå n = n / h, h = asin1, x0 = acos1, 
2 2 ,n nk k   k = /c. Äî ñèñòåìè ð³â-

íÿíü ñïðÿæåííÿ ïîë³â íà ìåæàõ ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé ñë³ä äîäàòè ãðàíè÷íó 

óìîâó íà æîðñòê³é ïîâåðõí³ ÀÂ: III 0,
p
x





õ = õ0, |y|  h.
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…
Â òî âðåìÿ, êàê ÿ áûë âûíóæäåí îñòàâàòüñÿ â ïîñòåëè â òå÷å-
íèå íåñêîëüêèõ äíåé, ÿ íàáëþäàë çà äâóìÿ ÷àñàìè â ìîåé ìàñ-
òåðñêîé è çàìåòèë óäèâèòåëüíûé ýôôåêò, î êîòîðîì ðàíåå äà-
æå íå äóìàë. Äâîå ÷àñîâ, âèñÿùèõ ðÿäîì íà ñòåíå íà ðàññòîÿ-
íèè îäíîãî èëè äâóõ ôóòîâ äðóã îò äðóãà, ïîääåðæèâàëè ñîãëà-
ñîâàííîñòü õîäà ñ òàêîé âûñîêîé òî÷íîñòüþ, ÷òî èõ ìàÿòíèêè 
âñåãäà êà÷àëèñü âìåñòå, áåç îòêëîíåíèé. Íàáëþäàÿ ýòî ñ âîñ-
õèùåíèåì â òå÷åíèå íåêîòîðîãî âðåìåíè, ÿ, íàêîíåö, ïðèøåë 
ê âûâîäó, ÷òî ýòî ïðîèñõîäèò âñëåäñòâèå íåêîé ñèìïàòèè: êî-
ãäà ÿ ñîîáùàë ìàÿòíèêàì ðàçíûé õîä, òî îáíàðóæèâàë, ÷òî ÷å-
ðåç ïîë÷àñà îíè âñåãäà âîçâðàùàëèñü ê ñèíõðîíèçìó. È ïîä-
äåðæèâàëè åãî äî òåõ ïîð, ïîêà ÿ íå íàðóøàë èõ õîä…

Èç ïèñüìà Õðèñòèàíà Ãþéãåíñà ê îòöó [40, c. 442]

11.1. Ë³í³éí³ òà íåë³í³éí³ ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³

Òåðì³íè “ë³í³éí³ñòü” ³ “íåë³í³éí³ñòü” ìàþòü íå ô³çè÷íå, à ìàòå-
ìàòè÷íå ïîõîäæåííÿ. Îäíîð³äíå ë³í³éíå ð³âíÿííÿ (àëãåá-
ðà¿÷íå, äèôåðåíö³àëüíå, ³íòåãðàëüíå) ìîæíà çàïèñàòè ó ñèì-
âîëüíîìó âèãëÿä³ Lu = 0, äå L — ë³í³éíèé îïåðàòîð, à u — øó-
êàíà ôóíêö³ÿ. Âëàñòèâ³ñòü ë³í³éíîñò³ îçíà÷àº, ùî L(u + v) = 
= Lu + Lv,  L(u) = Lu, äå  — ñòàëà.

Ó ñâî¿õ ëåêö³ÿõ Ôåéíìàí âèñëîâëþâàâ òàêó äóìêó [56, 
âèï.2, ñ. 422]: “Ë³í³éí³ ð³âíÿííÿ äóæå âàæëèâ³. Âîíè òàê³ âàæ-
ëèâ³, ùî ô³çèêè òà ³íæåíåðè, ìàáóòü, ïîëîâèíó ñâîãî ÷àñó âèò-
ðà÷àþòü íà ðîçâ’ÿçîê ë³í³éíèõ ð³âíÿíü”. Ä³éñíî, ³ñíóº âåëèêà 
ê³ëüê³ñòü ë³í³éíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé â ñàìèõ ð³çíèõ ãàëóçÿõ 
íàóêè. Ïðèðîäíî âèíèêàþòü òàê³ ïèòàííÿ: ÷îìó ë³í³éí³ ìîäåë³ 
ìåõàí³êè, îïòèêè, åëåêòðîäèíàì³êè â³ä³ãðàëè êëþ÷îâó ðîëü ó 
ñòàíîâëåíí³ ñó÷àñíîãî ïðèðîäîçíàâñòâà; ó ÷îìó ïðè÷èíà åôåê-
òèâíîñò³ ë³í³éíèõ ìîäåëåé.

ßê â³äïîâ³äü íà ö³ ïèòàííÿ ïðîäîâæèìî äàë³ âèñë³â Ôåéí-
ìàíà: “…ãîëîâíà ïðè÷èíà ïîëÿãàº â òîìó, ùî îñíîâí³ çàêîíè 
ô³çèêè ÷àñòî ë³í³éí³. …ßêùî ìè çðîçóì³ëè ë³í³éíå ð³âíÿííÿ, 
ìè ìîæåìî ó ïðèíöèï³ ðîçóì³òè äóæå áàãàòî ðå÷åé”.

Îòæå, ë³í³éí³ ð³âíÿííÿ àäåêâàòíî â³äîáðàæàþòü ð³çí³ ÿâèùà 
ïðèðîäè, òîáòî çà ïåâíèõ ïðèïóùåíü (íàïðèêëàä, ìàë³ àìïë³òó-
äè êîëèâàíü) âèêîðèñòàííÿ ë³í³éíèõ ð³âíÿíü ö³ëêîì âèïðàâäà-
íå — íåõòóâàííÿ íåë³í³éíèìè ÷ëåíàìè íå çì³íþº ïðèðîäó ñà-
ìîãî ðîçâ’ÿçêó. Ïîïóëÿðí³ñòü ë³í³éíèõ ð³âíÿíü ïîâ’ÿçàíà òàêîæ 
³ç íàÿâí³ñòþ åôåêòèâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó, ÿêèé àêòèâíî 
ðîçâèâàâñÿ ïðîòÿãîì îñòàíí³õ äâîõñîò ðîê³â.
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Õàðàêòåðíîþ âëàñòèâ³ñòþ ë³í³éíèõ ñèñòåì º ïðèíöèï ñóïåðïîçèö³¿: ÿêùî 
u1 ³ u2 — ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ Lu = 0, òî ¿õ ë³í³éíà êîìá³íàö³ÿ u1 + u2 ( ³ 
 — ñòàë³) òàêîæ áóäå ðîçâ’ÿçêîì. Ä³éñíî, ÿêùî Lu1 = 0, Lu2 = 0, òî L(u1 + 
+ u2) = L(u1) + L(u2) = Lu1 + Lu2 = 0. Ïðèíöèï ñóïåðïîçèö³¿ äàº ìîæ-
ëèâ³ñòü åôåêòèâíî ðîçâ’ÿçóâàòè ë³í³éí³ íåîäíîð³äí³ ð³âíÿííÿ Lu = f, äå 
ôóíêö³ÿ f íå çàëåæèòü â³ä u. Ó ïîïåðåäí³õ ðîçä³ëàõ, öåé ïðèíöèï øèðîêî 
âèêîðèñòîâóâàâñÿ. 

Ë³í³éí³ ð³âíÿííÿ ðóõó ìàþòü ðîçâ’ÿçêè, ùî çì³íþþòüñÿ ç ÷àñîì çà ãàð-
ìîí³÷íèì çàêîíîì, òîìó ð³çí³ ô³çè÷í³ ñèñòåìè (äèâ. ðèñ. 2.1) ìàþòü çà-
ãàëüí³ õàðàêòåðí³ îçíàêè. Ñàìå öå çàáåçïå÷óº øèðîêå âèêîðèñòàííÿ òåîð³¿ 
ãàðìîí³÷íèõ êîëèâàíü íà â³äì³íó â³ä ñèñòåì, ùî îïèñóþòüñÿ íåë³í³éíèìè 
ð³âíÿííÿìè, ðîçâ’ÿçêè ÿêèõ íå ìàþòü “ôàì³ëüíî¿ âëàñòèâîñò³”. Ïðîòå â ðÿ-
ä³ âèïàäê³â óíàñë³äîê ë³íåàðèçàö³¿ ñèñòåìè, õî÷à ³ çä³éñíåíî¿ øëÿõîì íåõ-
òóâàííÿ äîñèòü ìàëèõ âåëè÷èí, ìàºìî ãðóáå, ñïðîùåíå óÿâëåííÿ ä³éñíèõ 
ïðîöåñ³â ³ç ê³ëüê³ñíèìè ðåçóëüòàòàìè, ÿê³ ³íîä³ º íåïðèäàòíèìè íàâ³òü äëÿ 
íàáëèæåíèõ ðîçðàõóíê³â. Ó âñÿêîìó ðàç³ ë³íåàðèçàö³ÿ îáìåæóº ìîæëèâ³ñòü 
ïîâíîãî òà âñåá³÷íîãî ðîçêðèòòÿ âñ³õ êîëèâàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ñèñòåìè. 
×àñòî âîíà ïðèçâîäèòü äî íåïðàâèëüíèõ âèñíîâê³â ùîäî ïîâåä³íêè ñèñòå-
ìè ³ âçàãàë³ º íåäîïóñòèìîþ.

Îòæå, ïðè çàãàëüíîìó ðîçãëÿä³ ç’ÿñîâóºòüñÿ, ùî á³ëüø³ñòü ÿâèù íàøîãî 
ñâ³òó íåë³í³éí³. Ïåðøà íàóêà, ÿêà ç öèì ç³òêíóëàñÿ, — öå íåáåñíà ìåõàí³êà. 
Áóëî ç’ÿñîâàíî, ùî ïåð³îä îáåðòàííÿ ïëàíåò çàëåæèòü â³ä ¿õ åíåðã³¿ (ïåð-
øèé çàêîí Êåïëåðà). Âçàãàë³ íåë³í³éí³ñòü — íåâ³ä’ºìíà õàðàêòåðèñòèêà 
âñÿêî¿ ñèñòåìè, ÿêà åâîëþö³îíóº â ÷àñ³. Çàðàç äîñë³äæåííÿìè íåë³í³éíèõ 
ÿâèù çàéìàþòüñÿ íå ò³ëüêè ô³çèêè, à é á³îëîãè, õ³ì³êè, åêîíîì³ñòè. Äî 
“íåë³í³éíèõ íàóê” ìîæíà â³äíåñòè òåîð³þ åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê, äè-
íàì³êó àòìîñôåðè ³ îêåàíó òà áàãàòî ³íøèõ ãàëóçåé ñó÷àñíî¿ íàóêè. 

Ïðîòå íà â³äì³íó â³ä ë³í³éíèõ ñèñòåì íåë³í³éí³ ñèñòåìè íåìîæëèâî ðîç-
ãëÿäàòè ó ðàìêàõ îäíîãî çàãàëüíîãî ôîðìàëüíîãî ï³äõîäó, âèêîðèñòîâóþ÷è, 
íàïðèêëàä, ïðèíöèï ñóïåðïîçèö³¿ àáî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º. Ë³í³éíà ñóïåðïî-
çèö³ÿ äâîõ àáî ê³ëüêîõ êîëèâàëüíèõ ðóõ³â íåë³í³éíî¿ ñèñòåìè íå º êîëèâàí-
íÿì îñòàííüî¿. ²íàêøå êàæó÷è, ³ç ÷àñòèííèõ ðîçâ’ÿçê³â äèôåðåíö³àëüíîãî 
ð³âíÿííÿ íåë³í³éíî¿ ñèñòåìè íåìîæëèâî ñêëàñòè çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ïîä³á-
íî äî òîãî, ÿê óòâîðþâàâñÿ çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ. ßêùî 
ñèëà, ùî ä³º íà ñèñòåìó, ðîçêëàäåíà â ðÿä Ôóð’º, òî ¿¿ âïëèâ íà íåë³í³éíó 
ñèñòåìó íå äîð³âíþâàòèìå ë³í³éí³é ñóì³ âïëèâ³â êîæíîãî îêðåìîãî ãàð-
ìîí³÷íîãî äîäàíêà öüîãî ðÿäó. Òîìó ñòâîðåííÿ àíàë³òè÷íèõ ìåòîä³â ðîçâ’ÿç-
êó äëÿ íåë³í³éíèõ çàäà÷ íàáàãàòî ñêëàäí³øå, í³æ äëÿ ë³í³éíèõ.

Äëÿ á³ëüøîñò³ âàæëèâèõ íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü, ÿê³ íåîáõ³äíî äîñë³äæóâà-
òè, ñüîãîäí³ íå ³ñíóº ðîçâ’ÿçêó â àíàë³òè÷íîìó âèãëÿä³! ¯õ àíàë³ç ïîòðåáóº 
îá’ºäíàííÿ ñó÷àñíèõ àíàë³òè÷íèõ ìåòîä³â ³ç ðîçðàõóíêàìè íà ÅÎÌ. Ôàê-
òè÷íî êîìï’þòåð âèñòóïàº ÿê ñï³âàâòîð â³äêðèòòÿ, òîìó ñàìå ç ïîÿâîþ ÅÎÌ
ïîâ’ÿçàíå çíà÷íå ïîãëèáëåííÿ ðîçóì³ííÿ íåë³í³éíèõ ÿâèù. Ïåâíà ð³÷, ùî 
ÅÎÌ òðåáà ïðàâèëüíî çàäàâàòè ïèòàííÿ: ò³ëüêè ç ðîçóì³ííÿì, êîëè âîíî 
ñôîðìóëüîâàíå ìè îäåðæèìî ô³çè÷íî ðîçóìíó â³äïîâ³äü. 

                                        
 Êåïëåð (Kepler) Éîãàíí (1571—1630) — í³ìåöüêèé àñòðîíîì ³ ìàòåìàòèê.
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Ó ïðîöåñ³ ðîçâèòêó íàóêè çäàâàëîñÿ, ùî “íåë³í³éí³ òðóäíîù³” ð³çíèõ 
çàäà÷ º ñïåöèô³÷íèìè ³ íå ïîâ’ÿçàí³ ì³æ ñîáîþ. ² ò³ëüêè â 30-ò³ ðîêè 
ÕÕ ñò., ó çíà÷í³é ì³ð³ çàâäÿêè ä³ÿëüíîñò³ Ìàíäåëüøòàìà, ïî÷àëî ôîðìóâà-
òèñÿ “íåë³í³éíå ìèñëåííÿ”, “íåë³í³éíà êóëüòóðà”. Â³äáóëîñÿ ïåðåîñìèñëåííÿ 
ñâ³äîìîñò³ ô³çèê³â, ÿêå äîçâîëèëî ðîçãëÿäàòè íåë³í³éí³ êîëèâàëüí³ ñèñòåìè 
ä³éñíî ÿê íåë³í³éí³, à íå ÿê ìàéæå ë³í³éí³, áëèçüê³ äî ë³í³éíèõ. Ñôîðìóâà-
ëàñÿ ñâîºð³äíà íåë³í³éíà ìîâà, ùî îïåðóâàëà òàêèìè ïîíÿòòÿìè, ÿê íåë³í³é-
íèé ðåçîíàíñ, àâòîêîëèâàííÿ, ïàðàìåòðè÷íà âçàºìîä³ÿ ³ ò.ä.

Ó öüîìó ðîçä³ë³ ìè ëèøå “òîðêíåìîñÿ” áàãàòîãî ñâ³òó íåë³í³éíèõ êî-
ëèâàíü. Íàøà ìåòà — íå àíàë³ç ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîä³â äîñë³äæåííÿ íåë³-
í³éíèõ ñèñòåì, à ðîçóì³ííÿ íîâèõ ô³çè÷íèõ ÿâèù, ÿê³ õàðàêòåðí³ äëÿ òà-
êèõ ñèñòåì. Òîáòî òóò îçíàéîìèìîñÿ ç îñíîâàìè íåë³í³éíî¿ ìîâè ³ “íå-
ë³í³éíîãî ìèñëåííÿ”. Ïðè öüîìó ãîëîâíîþ òî÷êîþ çîðó ùîäî òåîð³¿ “íå-
ë³í³éíèõ êîëèâàíü” º ðîçóì³ííÿ òîãî, ùî öå íàóêà, ÿêà äîñë³äæóº ïðîñò³ 
ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ ôóíäàìåíòàëüíèõ ÿâèù, ÿê³ â³äáóâàþòüñÿ ó ñâ³ò³ êî-
ëèâàëüíèõ ñèñòåì. Ñàìå ö³º¿ òî÷êè çîðó ìè äîòðèìóºìîñÿ, ³ âîíà ïîêëà-
äåíà â îñíîâó íàøî¿ êíèãè.

11.2. Íåë³í³éíèé îñöèëÿòîð

Ïðèïóñêàþ÷è ò³ñíèé çâ’ÿçîê ì³æ êîëèâàëüíèìè ³ õâèëüîâèìè 
ïðîöåñàìè, íà ïî÷àòêó êíèãè ìè äîñë³äæóâàëè ãàðìîí³÷í³ îñöèëÿòîðè ³ 
ë³í³éíèé îñöèëÿòîð ç äåìïô³ðóâàííÿì. Ïðèðîäíå óçàãàëüíåííÿ öèõ ë³í³é-
íèõ ìîäåëåé — öå ìîäåëü íåë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà. Ïðèêëàäîì íåë³í³éíîãî 
îñöèëÿòîðà º êîëèâàëüíà ñèñòåìà, äèíàì³êà ÿêî¿ îïèñóºòüñÿ äèôåðåíö³àëü-
íèì ð³âíÿííÿì äðóãîãî ïîðÿäêó: äëÿ êîíñåðâàòèâíî¿ ñèñòåìè — ( )x f x 

0,  à äëÿ ñèñòåìè ç äåìïô³ðóâàííÿì — 2 ( ) 0.x x f x     Çðîçóì³ëî, ùî 
ìîäåëü íåë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà îïèñóº êîëèâàëüí³ ÿâèùà â ñèñòåìàõ ð³çíî¿ 
ô³çè÷íî¿ ïðèðîäè. Òîìó x — öå äèíàì³÷íà çì³ííà, ïðî ÿêó ãîâîðÿòü ÿê ïðî 
óçàãàëüíåíó êîîðäèíàòó, f(x) — äåÿêà íåë³í³éíà ôóíêö³ÿ, 2 — ïàðàìåòð 
äåìïô³ðóâàííÿ. 

Ðîçãëÿíåìî ìåõàí³÷íèé îñöèëÿòîð, ó ÿêîìó ÷àñòèíêà ìàñîþ m ìîæå 
â³ëüíî ðóõàòèñü óçäîâæ îñ³ Îõ, ïðè÷îìó òåðòÿ â³äñóòíº. Ó ïðîöåñ³ ðóõó íà 
÷àñòèíêó ä³º ñèëà F(x), ÿêà â äàíèé ìîìåíò ÷àñó çàëåæèòü â³ä êîîðäèíàòè 
ìàñè m. Çã³äíî ç äðóãèì çàêîíîì Íüþòîíà ìàºìî ð³âíÿííÿ ðóõó ( )mx F x , 

àáî ( ) 0,x f x   äå f(x) = –F(x)/m. Äëÿ ôóíêö³¿ F(x), ÿê ôóíêö³¿ îäí³º¿ 
çì³ííî¿, ìîæíà çàïèñàòè ñï³ââ³äíîøåííÿ

0

( ) ( ) .
x

V x F d                                    (11.1)

Òîä³ ïîõ³äíà V(x) = –F(x), ³ ð³âíÿííÿ ðóõó ( )mx F x  ïðèéìàº âèãëÿä 

( )mx V x  . Íàãàäàºìî ô³çè÷íèé çì³ñò ôóíêö³¿ V(x). Äëÿ öüîãî ïîìíîæè-

ìî îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ ( ) 0mx V x   íà x , òîáòî ( ) 0,mxx xV x  
àáî
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2

( ) 0.
2

d mx
V x

dt

 
  

 


                               (11.2)

Îòæå, ïîõ³äíà çà ÷àñîì äîð³âíþº íóëþ, çíà÷èòü âèðàç, ùî ñòî¿òü ó äóæêàõ, 
ó ïðîöåñ³ äèíàì³êè ñèñòåìè çàëèøàºòüñÿ ñòàëèì:

2

( ) const.
2

mx
V x 


                                (11.3)

Çðîçóì³ëî, ùî öå ñï³ââ³äíîøåííÿ ÿâëÿº ñîáîþ çàêîí çáåðåæåííÿ ìåõàí³÷-
íî¿ åíåðã³¿. Ïåðøèé ÷ëåí âèçíà÷àº ê³íåòè÷íó åíåðã³þ ÷àñòèíêè ìàñîþ m, à 
äðóãèé V(x) — ïîòåíö³àëüíó åíåðã³þ.

Òåïåð áóäåìî ââàæàòè, ùî ð³âíÿííÿ

( ) 0x f x                                        (11.4)

âèçíà÷àº êîíñåðâàòèâíèé íåë³í³éíèé îñöèëÿòîð áóäü-ÿêî¿ ô³çè÷íî¿ ïðèðî-
äè. Àíàëîã³÷íî (11.1) ââåäåìî ôóíêö³þ

0

( ) ( ) ,
x

U x f d                                      (11.5)

ÿêó íàçèâàþòü ïîòåíö³àëüíîþ ôóíêö³ºþ. Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ ôóíêö³þ, ð³â-
íÿííÿ (11.4) çàïèñóºìî ó âèãëÿä³

( ) 0.x U x                                       (11.6)

ßêùî ïîòåíö³àëüíà ôóíêö³ÿ ìàº ì³í³ìóì, òî â éîãî îêîë³ ñèñòåìà ìîæå 
çä³éñíþâàòè êîëèâàííÿ. Íåõàé ïîòåíö³àëüíà ôóíêö³ÿ ãëàäêà ³ ì³í³ìóì ³ñ-
íóº â òî÷ö³ x = 0. Òîä³ ðîçêëàäàííÿ ó ðÿä Òåéëîðà ïîáëèçó ö³º¿ òî÷êè ìàº 
âèãëÿä (âðàõîâóºìî, ùî U(0) = 0)

2 31 1
( ) (0) (0) (0) ...

2 6
U x U U x U x                     (11.7)

Â³äïîâ³äíå ðîçêëàäàííÿ ó ðÿä Òåéëîðà ôóíêö³¿ f(x), ùî âèçíà÷àº â³äíîâ-
ëþâàëüíó ñèëó (â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ð³çíî¿ ô³çè÷íî¿ ïðèðîäè), áóäå òà-
êèì:

2 31 1
( ) ( ) (0) (0) (0) ...,

2 6
f x U x f x f x f x                   (11.8)

äå âðàõîâàíî, ùî f(0) = 0.
Îñê³ëüêè ó òî÷ö³ õ = 0 çã³äíî ç ïðèïóùåííÿì çíàõîäèòüñÿ ì³í³ìóì ïî-

òåíö³àëüíî¿ ôóíêö³¿, òî ìàºìî U(0) = f(0) > 0. Òîìó ñòàëó f(0) ïîçíà÷èìî 
ÿê êâàäðàò äåÿêî¿ âåëè÷èíè, à ñàìå f(0) = 2

0 . Êð³ì òîãî, ââåäåìî ïîçíà-

÷åííÿ f(0)/2 =  ³ f(0)/6 = ; ö³ âåëè÷èíè ìîæóòü áóòè äîäàòíèìè, 
â³ä’ºìíèìè àáî íóëüîâèìè.

ßêùî â ðîçêëàäàíí³ (11.8) âðàõóâàòè ò³ëüêè ïåðøèé ÷ëåí, òî îòðèìàºìî 
ð³âíÿííÿ ë³í³éíîãî ãàðìîí³÷íîãî îñöèëÿòîðà x + 2

0 0x  . Öÿ ìîäåëü îïèñóº 
â ë³í³éíîìó íàáëèæåíí³ êîíñåðâàòèâí³ êîëèâàííÿ ñèñòåì ð³çíî¿ ô³çè÷íî¿
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ïðèðîäè (äèâ. ðèñ. 2.1). Öå îáóìîâëåíî òèì, ùî òèïîâîþ º ñèòóàö³ÿ, êîëè 
ðîçêëàäàííÿ ãëàäêî¿ ôóíêö³¿ f(x) â ðÿä Òåéëîðà â îêîë³ íóëÿ ïî÷èíàºòüñÿ ç 
÷ëåíà ïåðøîãî ïîðÿäêó ïî x. Ïðè ðîçêëàäàíí³ ïîòåíö³àëüíî¿ ôóíêö³¿ U(x) 
ïîáëèçó ì³í³ìóìó ïåðøèì â³äì³ííèì â³ä ñòàëî¿ º ÷ëåí äðóãîãî ñòåïåíÿ çà õ, 
à ñàìå 2 2 2

0(0) 2 2 U x x  (íåõàé U(0) = 0). Ñèòóàö³ÿ â³äì³ííà â³ä çàçíà÷åíî¿ º 
äóæå ñïåöèô³÷íîþ â ïðèðîä³.

Âðàõóâàâøè äâà ÷ëåíè ó ðîçêëàäàíí³ Òåéëîðà, îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ îñ-
öèëÿòîðà ç êâàäðàòè÷íîþ íåë³í³éí³ñòþ:

2 2
0 0,x x x                                     (11.9)

ïîòåíö³àëüíà ôóíêö³ÿ ÿêîãî ìàº ÷ëåíè äðóãîãî ³ òðåòüîãî ñòåïåíÿ çà õ:
2 2 3

2 3 01 1
( ) (0) (0) .

2 6 2 3
x x

U x U x U x
     

Çðîçóì³ëî, ùî ìîäåëü (11.9) îïèñóº êîíñåðâàòèâí³ êîëèâàííÿ â ñèñòåì³, 
êîëè àìïë³òóäà êîëèâàíü âæå íå íàñò³ëüêè ìàëà, ùîá ìîæíà áóëî á îáìå-
æèòèñÿ ë³í³éíèì íàáëèæåííÿì ó ðîçêëàäàíí³ ôóíêö³¿ f(x), ³ â òîé æå ÷àñ íå 
íàñò³ëüêè âåëèêà, ùîá ñòàëè ñóòòºâèìè íàñòóïí³ ÷ëåíè ðÿäó Òåéëîðà. Ó 
öüîìó âèïàäêó ãîâîðÿòü ïðî ñëàáêó íåë³í³éí³ñòü.

Ìîäåëü ç êâàäðàòè÷íîþ íåë³í³éí³ñòþ (11.9) íåïðèéíÿòíà ó ñèòóàö³¿, êî-
ëè ïîòåíö³àëüíà ôóíêö³ÿ ÿâëÿºòüñÿ ñèìåòðè÷íîþ. Îòæå, ÿêùî U(–x) = U(x) 
³, â³äïîâ³äíî, f(–x) = –f(x), òî êîåô³ö³ºíò  = 0. Òîìó äëÿ âðàõóâàííÿ íå-
ë³í³éíèõ åôåêò³â íåîáõ³äíî âçÿòè äî óâàãè íàñòóïíèé, êóá³÷íèé ÷ëåí ó ðÿä³ 
(11.8). Îòðèìàºìî ³íøó óí³âåðñàëüíó ìîäåëü — îñöèëÿòîð ç êóá³÷íîþ íåë³-
í³éí³ñòþ:

2 3
0 0.x x x                          (11.10)

Éîãî ïîòåíö³àëüíà ôóíêö³ÿ ìàº ÷ëåíè äðóãîãî ³ ÷åòâåðòîãî ñòåïåíÿ çà õ: 
2 4
0( ) 2 4  U x x x  ³ º ïàðíîþ ôóíêö³ºþ.

11.3. Ïåð³îä êîëèâàíü íåë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà

Âèâåäåìî çàãàëüíó ôîðìóëó äëÿ ïåð³îäó êîëèâàíü íåë³í³éíîãî 
êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëÿòîðà. Äëÿ ð³âíÿííÿ îñöèëÿòîðà ó âèãëÿä³ (11.4) çà-
êîí çáåðåæåííÿ åíåðã³¿ (11.3) ìîæíà çàïèñàòè òàê:

2

( ) ,
2
x

U x E 


                                (11.11)

äå Å — ïîâíà åíåðã³ÿ êîëèâàíü. ²ç ð³âíÿííÿ (11.11) ìàºìî

 2 ( ) .  x E U x                              (11.12)

Çíàê ïëþñ â³äïîâ³äàº ðóõó ñèñòåìè çà ï³âïåð³îä, êîëè íàïðÿìîê øâèäêîñò³ 
çá³ãàºòüñÿ ç íàïðÿìêîì îñ³ Îõ, à çíàê ì³íóñ — êîëè íàïðÿìîê ïðîòèëåæ-
íèé. Ðîçä³ëÿþ÷è çì³íí³ â (11.12), îòðèìóºìî
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.

2 ( )

dx
dt

E U x
 


                             (11.13)

Çðîçóì³ëî, ùî ðóõ º ïåð³îäè÷íèì, êîëè U(x)  E, ïðè÷îìó òî÷êè ïîâî-
ðîòó ïðè ðóñ³ ñèñòåìè xmin ³ xmax ÿâëÿþòü ñîáîþ êîðåí³ ð³âíÿííÿ E = U(x). 
Îòæå, ïåð³îä êîëèâàíü âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ

 

max

min

2 .
2 ( )

x

x

dx
T

E U x



                           (11.14)

Äëÿ ë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà 2 2
0( ) 2U x x , òîìó ð³âíÿííÿ (11.14) ìàº âèãëÿä

max

min
2 2 2 2

00

22 ,
2  

 
 

 
x a

x a

dx dxT
E x a x

                  (11.15)

äå 02 .a E   Ó òàêîìó âèïàäêó ³íòåãðàë ëåãêî âèçíà÷èòè:

0 0

2 2
arcsin ,

a

a

x
T

a


 


   
 

                       (11.16)

òîáòî ìàºìî â³äîìèé ðåçóëüòàò äëÿ ïåð³îäó ãàðìîí³÷íèõ êîëèâàíü. Îñê³ëü-
êè çàëåæí³ñòü â³ä åíåðã³¿ Å â ôîðìóë³ (11.16) â³äñóòíÿ, êîëèâàííÿ º ³çîõðîí-
íèìè, òîáòî ïåð³îä Ò íå çàëåæèòü â³ä àìïë³òóäè êîëèâàíü.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó (äèâ. ôîðìóëó (11.14)) ïåð³îä êîëèâàíü çàëåæèòü 
â³ä åíåðã³¿ îñöèëÿòîðà. Îòæå, íå³çîõðîíí³ñòü, òîáòî çàëåæí³ñòü ïåð³îäó â³ä 
àìïë³òóäè êîëèâàíü, — öå îäèí ç ôóíäàìåíòàëüíèõ íåë³í³éíèõ åôåêò³â.

11.4. Ôàçîâèé ïðîñò³ð

Ïðè äîñë³äæåíí³ íåë³í³éíèõ êîëèâàíü øèðîêî âèêîðèñòîâó-
þòü ìåòîä ôàçîâîãî ïðîñòîðó. Â³çüìåìî, íàïðèêëàä, êîëèâàëüíó ñèñòåìó, 
ÿêà îïèñóºòüñÿ äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì äðóãîãî ïîðÿäêó òèïó (11.4). 
Ïîçíà÷èâøè ïåðøó ïîõ³äíó dx/dt =  (ó ìåõàí³÷íèõ ñèñòåìàõ öå øâèäê³ñòü 
÷àñòèíêè), ìîæíà çâåñòè îïèñ äèíàì³êè íåë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà (11.4) äî 
ñèñòåìè äâîõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó:

,x  v

( ).f x v                                    (11.17)

²ç êóðñó ìàòåìàòèêè â³äîìî, ùî â³äïîâ³äíî äî òåîðåìè ³ñíóâàííÿ ³ ºäè-
íîñò³, ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ ñèñòåìè îäíîçíà÷íî âèçíà÷àºòüñÿ, ÿêùî ÿê ïî÷àòêîâ³
óìîâè çàäàí³ çíà÷åííÿ äâîõ çì³ííèõ õ ³ x v . Òîä³ ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè 
(11.17) ó âèãëÿä³ äâîõ çì³ííèõ x(t) ³ ( )x t  ïîâí³ñòþ îïèñóº ñòàí îñöèëÿòîðà. 
Ðîçâ’ÿçîê x(t) ³ x (t) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê íåçàëåæí³ êîîðäèíàòè äâîâè-
ì³ðíîãî ïðîñòîðó — ôàçîâîãî ïðîñòîðó. Ïðî òàêèé ïðîñò³ð ïðèéíÿòî ãîâîðè-
òè ÿê ïðî ôàçîâó ïëîùèíó. Çðîçóì³ëî, ÿêùî á ð³âíÿííÿ ðóõó ñèñòåìè ìàëî âè-
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ãëÿä äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ N-ãî ïîðÿäêó, òî éîãî çà äîïîìîãîþ â³ä-
ïîâ³äíî¿ çàì³íè çì³ííèõ ìîæíà áóëî á çâåñòè äî ñèñòåìè N äèôå-
ðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ òàêî¿ ñèñòåìè îäåð-
æóºìî N çì³ííèõ, ñóêóïí³ñòü ÿêèõ óòâîðþº N-âèì³ðíèé ôàçîâèé ïðîñò³ð. 
Òî÷êó ó ôàçîâîìó ïðîñòîð³, ÿêà âèçíà÷àº ñòàí ñèñòåìè ó ïåâíèé ìîìåíò 
÷àñó, íàçèâàþòü ôàçîâîþ òî÷êîþ. Çì³íà ñòàíó ñèñòåìè ó ÷àñ³ â³äïîâ³äàº ðó-
õó ôàçîâî¿ òî÷êè âçäîâæ äåÿêî¿ îð³ºíòîâàíî¿ òðàºêòîð³¿, ÿêó íàçèâàþòü ôà-
çîâîþ òðàºêòîð³ºþ.

Çã³äíî ç òåîðåìîþ ïðî ³ñíóâàííÿ ³ ºäí³ñòü ôàçîâ³ òðàºêòîð³¿ íå ìîæóòü 
ïåðåòèíàòèñÿ. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó öå á îçíà÷àëî, ùî äëÿ îäíîãî é 
òîãî æ ñòàíó, ÿêèé â³äïîâ³äàº îäí³é òî÷ö³ ó ôàçîâîìó ïðîñòîð³, ñèñòåìà ìà-
ëà á ð³çí³ âàð³àíòè åâîëþö³¿ ó ÷àñ³, ùî íå ìàº ô³çè÷íîãî çì³ñòó äëÿ ñèñòå-
ìè, äå â³äñóòí³ áóäü-ÿê³ âèïàäêîâ³ ïàðàìåòðè.

Îñöèëÿòîð, ÿê ô³çè÷íà êîëèâàëüíà ñèñòåìà, º ñèñòåìîþ ç îäíèì ñòóïå-
íåì â³ëüíîñò³. Â³í îïèñóºòüñÿ äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì äðóãîãî ïîðÿä-
êó, ÿêå åêâ³âàëåíòíå äâîì ð³âíÿííÿì ïåðøîãî ïîðÿäêó. Òîìó îäíîìó äèôå-
ðåíö³àëüíîìó ð³âíÿííþ ïåðøîãî ïîðÿäêó çðó÷íî ïîñòàâèòè ó â³äïîâ³äí³ñòü 
ïîëîâèíó ñòóïåíÿ â³ëüíîñò³. Îòæå, ñèñòåìà, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ N ð³âíÿííÿ-
ìè ïåðøîãî ïîðÿäêó, ìàº N/2 ñòóïåí³â â³ëüíîñò³. Íàïðèêëàä, ñèñòåìà ìàº 
ï³âòîðà ñòóïåíÿ â³ëüíîñò³, ÿêùî âîíà îïèñóºòüñÿ òðüîìà çâè÷àéíèìè äèôå-
ðåíö³àëüíèìè ð³âíÿííÿìè ïåðøîãî ïîðÿäêó.

11.5. Îñîáëèâ³ òî÷êè òà ¿õ êëàñèô³êàö³ÿ

Çàëèøèìî íà äåÿêèé ÷àñ íåë³í³éíèé îñöèëÿòîð ³ îáì³ðêóºìî 
çàãàëüíó ïîñòàíîâêó çàäà÷³ äëÿ äâîâèì³ðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòîðó. Ðîçãëÿíåìî
ñèñòåìó, ùî ìàº åâîëþö³þ ó ÷àñ³ ³ îïèñóºòüñÿ äâîìà äèôåðåíö³àëüíèìè ð³â-
íÿííÿìè ïåðøîãî ïîðÿäêó çàãàëüíîãî âèãëÿäó:

( , ),x h x y ( , ).y g x y                           (11.18)

Îñîáëèâèé ³íòåðåñ âèêëèêàþòü ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè (11.18), ÿê³ íå çàëåæàòü 
â³ä ÷àñó, òîáòî êîëè ïîõ³äí³ dx/dt ³ dy/dt äîð³âíþþòü íóëþ. Äëÿ òàêèõ 
ðîçâ’ÿçê³â îòðèìóºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü:

h(x, y) = 0, g(x, y) = 0.                          (11.19)

Öå àëãåáðà¿÷íà ñèñòåìà äâîõ ð³âíÿíü ç äâîìà íåâ³äîìèìè ³ âîíà â òèïîâîìó 
âèïàäêó ìàº êîðåí³. Êîæíà ïàðà (x0, y0), ùî çàäîâîëüíÿº ñèñòåìó (11.19),
â³äïîâ³äàº äåÿê³é òî÷ö³ íà ôàçîâ³é ïëîùèí³. Ö³ òî÷êè íàçèâàþòü îñîáëèâèìè
àáî íåðóõîìèìè òî÷êàìè. Ç ô³çè÷íî¿ òî÷êè çîðó îñîáëèâ³ òî÷êè â³äïîâ³äà-
þòü ñòàíàì ð³âíîâàãè ñèñòåìè. Çà äîïîìîãîþ äîñèòü ïðîñòîãî àíàë³çó ìîæíà 
äîñë³äèòè ïîâåä³íêó ôàçîâèõ òðàºêòîð³é â îêîë³ îñîáëèâî¿ òî÷êè ³ íà éîãî 
îñíîâ³ ïðîâåñòè êëàñèô³êàö³þ îñîáëèâèõ òî÷îê. Ìàþ÷è òàê³ çíàííÿ ïðî 
âëàñòèâîñò³ îñîáëèâèõ òî÷îê ³ ¿õ ðîçì³ùåííÿ íà ôàçîâ³é ïëîùèí³, ìîæíà 
çðîáèòè âèñíîâêè ùîäî ñòðóêòóðè ôàçîâîãî ïðîñòîðó ³ õàðàêòåðó ìîæëèâèõ 
êîëèâàëüíèõ ïðîöåñ³â ó ñèñòåì³.

Îòæå, íåõàé (x0, y0) — îñîáëèâà òî÷êà ñèñòåìè (11.18). Áóäåìî øóêàòè 
áëèçüêèé äî îñîáëèâî¿ òî÷êè ðîçâ’ÿçîê ó âèãëÿä³
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0( ) ( ),x t x x t   0( ) ( ).y t y y t                        (11.20)

Ï³äñòàâèìî ö³ âèðàçè â (11.18) ³ ðîçêëàäåìî ôóíêö³¿ â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ 
îáîõ ð³âíÿíü â ðÿäè Òåéëîðà çà ìàëèìè âåëè÷èíàìè x  ³ y , íåõòóþ÷è ÷ëå-
íàìè äðóãîãî ³ âèùèõ ïîðÿäê³â ìàëîñò³. Ñë³ä âçÿòè äî óâàãè, ùî h(x0, y0) = 0 
³ g(x0, y0) = 0, àäæå (x0, y0) — îñîáëèâà òî÷êà. ßê íàñë³äîê, îòðèìàºìî

0 0 0 0( , ) ( , ) ,x y

dx
h x y x h x y y

dt
 
  

0 0 0 0( , ) ( , ) ,x y

dy
g x y x g x y y

dt
 
                           

(11.21)

äå íèæí³ ³íäåêñè îçíà÷àþòü ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ ôóíêö³é h(x, y) ³ g(x, y) çà
â³äïîâ³äíèì àðãóìåíòîì.

Ñèñòåìà (11.21) ÿâëÿº ñîáîþ ñèñòåìó ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 
ïåðøîãî ïîðÿäêó ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè. Äëÿ ¿¿ ðîçâ’ÿçêó òðàäèö³éíî ðå-
êîìåíäóºòüñÿ øóêàòè ðîçâ’ÿçîê ó âèãëÿä³  ( ) exp ,x t a t  ( ) expy t b t . 

Òîä³ âåëè÷èíè a ³ b ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè ë³í³éíó ñèñòåìó ð³âíÿíü:

 
 

0 0 0 0

0 0 0 0

( , ) ( , ) 0,

( , ) ( , ) 0.

x y

x y

h x y a h x y b

g x y a g x y b





  


  
                    (11.22)

Âîíà ìàº ðîçâ’ÿçîê, ÿêùî

(hx(x0, y0) – )(gy(x0, y0) – ) – gx(x0, y0)hy(x0, y0) = 0,
àáî

2 – S + D = 0,                                (11.23)

äå S = hx(x0, y0) + gy(x0, y0); D = hx(x0, y0)gy(x0, y0) – gx(x0, y0)hy(x0, y0). Ðîçâ’ÿçîê 
(11.23) çàïèñóºòüñÿ òàê:

 2
1,2

1
4 .

2
S S D                             (11.24)

Ïîñë³äîâíî ï³äñòàâëÿþ÷è â (11.22) êîðåí³ 1 ³ 2, âèçíà÷àºìî ðîçâ’ÿçêè 
ñèñòåìè (11.22) â³äíîñíî íåâ³äîìèõ a ³ b. Äëÿ êîðåíÿ 1 çíàõîäèìî ÷èñëà a1

³ b1, à äëÿ 2 — â³äïîâ³äíî a2 ³ b2. Îòæå, ÷àñòèíí³ ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè (11.21) 
ìàþòü âèãëÿä

 1 1 1exp ,x a t  1 1 1exp ,y b t

 2 2 2exp ,x a t  2 2 2exp .y b t                     (11.25)

Ö³ ðîçâ’ÿçêè õàðàêòåðèçóþòü ïîâåä³íêó ôàçîâèõ òðàºêòîð³é ïîáëèçó îñîá-
ëèâî¿ òî÷êè (x0, y0): ó íàïðÿìêó âåêòîðà ç êîîðäèíàòàìè {a1, b1} âîíà âèçíà-
÷àºòüñÿ åêñïîíåíö³àëüíîþ çàëåæí³ñòþ exp(1t), à â íàïðÿìêó âåêòîðà ç êî-
îðäèíàòàìè {a2, b2} — åêñïîíåíö³àëüíîþ çàëåæí³ñòþ exp(2t).

Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (11.21) âèçíà÷àºòüñÿ ÿê ñóïåðïîçèö³ÿ ÷à-
ñòêîâèõ ðîçâ’ÿçê³â (11.25):
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Ðèñ. 11.1. Îáëàñò³ çíà÷åíü êîðåí³â 1 ³ 2 íà ïëîùèí³ ïàðàìåòð³â (S, D), ÿê³ â³äïîâ³äàþòü 
ð³çíèì òèïàì îñîáëèâèõ òî÷îê [26, ñ. 67]:
â òåìí³é îáëàñò³ êîðåí³ 1 ³ 2 º êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèìè; íà ãðàô³êàõ ïîêàçàíî ôàçîâ³ òðàºêòîð³¿ â 
îêîë³ îñîáëèâèõ òî÷îê

   1 1 2 2 1 1 1 2 2 2exp exp ,x c x c x c a t c a t      

   1 1 2 2 1 1 1 2 2 2exp exp ,y c y c y c b t c b t                      (11.26)

äå c1 ³ c2 — ñòàë³, ÿê³ çíàõîäÿòü ³ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ ó ìîìåíò ÷àñó t = 0: 

0(0) ,x x 
0(0) .y y  Ö³ óìîâè â³äïîâ³äàþòü íà ôàçîâ³é ïëîùèí³ êîîðäèíà-

òàì òî÷êè, ç ÿêî¿ ïî÷èíàºòüñÿ ôàçîâà òðàºêòîð³ÿ (âîíà ðîçì³ùåíà ïîáëèçó
îñîáëèâî¿ òî÷êè (x0, y0), äèâ. (11.20)).

Îòæå, õàðàêòåð ôàçîâèõ òðàºêòîð³é â îêîë³ îñîáëèâî¿ òî÷êè âèçíà÷àºòü-
ñÿ êîðåíÿìè 1, 2 (ðèñ. 11.1):

1) 1 < 0, 2 < 0, òóò ïî÷àòêîâå çáóðåííÿ ç ÷àñîì çãàñàº ³ ïðÿìóº äî íó-
ëÿ, òîáòî ñèñòåìà íàáëèæàºòüñÿ äî îñîáëèâî¿ òî÷êè. Ïðî òàêó îñîáëèâó 
òî÷êó êàæóòü, ùî âîíà ñò³éêà. Ó äàíîìó ðàç³ ¿¿ íàçèâàþòü ñò³éêèé âóçîë.

2) 1 > 0, 2 > 0, òóò ïî÷àòêîâå çáóðåííÿ çðîñòàº ³ ñèñòåìà â³ääàëÿºòüñÿ 
â³ä îñîáëèâî¿ òî÷êè. Ïðî òàêó òî÷êó ãîâîðÿòü, ùî âîíà íåñò³éêà. Ìàºìî 
íåñò³éêèé âóçîë.

3) 1 > 0, 2 < 0, òóò ñïîñòåð³ãàºòüñÿ åêñïîíåíö³àëüíå çìåíøåííÿ â îä-
íîìó íàïðÿìêó ³ åêñïîíåíö³àëüíå çá³ëüøåííÿ â ³íøîìó; öÿ îñîáëèâà òî÷êà 
íåñò³éêà, àäæå ç ÷àñîì ñèñòåìà â³ääàëÿºòüñÿ â³ä íå¿. Òàêó îñîáëèâó òî÷êó 
íàçèâàþòü ñ³äëî. Ôàçîâ³ òðàºêòîð³¿, ÿê³ âåäóòü ó ñ³äëîâó òî÷êó ³ â³äõîäÿòü â³ä 
íå¿, íàçèâàþòüñÿ ñåïàðàòðèñàìè (â³ä ëàòèíñüêîãî ñëîâà separatio — â³äîêðåì-
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ëåííÿ). ßê ìè ïåðåêîíàºìîñÿ íèæ÷å, ñåïàðàòðèñè ä³éñíî â³äîêðåìëþþòü 
îáëàñò³ ôàçîâî¿ ïëîùèíè, äå ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ðóõ ð³çíîãî õàðàêòåðó. Ãðà-
ô³÷íî íà ðèñ. 11.1 ñåïàðàòðèñè ïåðåòèíàþòüñÿ â ñ³äëîâ³é òî÷ö³, ùî ñóïå-
ðå÷èòü, ÿê âæå çàçíà÷àëîñÿ, ìàòåìàòè÷íèì óìîâàì ³ ô³çè÷íîìó çì³ñòó. 
Ïðîòå ôàêòè÷íî ïåðåòèíó íåìàº (ïðî öå òàêîæ ìîâà áóäå éòè íèæ÷å).

4) 1,2 =   ³, òóò çã³äíî ç (11.26) çàëåæí³ñòü çáóðåííÿ ó ÷àñ³ âèçíà-
÷àºòüñÿ âèðàçîì exp(t)cos(t +  ). ßêùî  > 0, òî îñîáëèâà òî÷êà íå-
ñò³éêà, ¿¿ íàçèâàþòü íåñò³éêèé ôîêóñ; â ¿¿ îêîë³ ôàçîâ³ òðàºêòîð³¿ ðîçêðó÷ó-
þòüñÿ ïî ñï³ðàë³ â³ä îñîáëèâî¿ òî÷êè;

5) 1,2 =   ³, ïðè÷îìó  < 0, òóò ìàºìî ñò³éêó îñîáëèâó òî÷êó, ÿêó 
íàçèâàþòü ñò³éêèé ôîêóñ; â ¿¿ îêîë³ ôàçîâ³ òðàºêòîð³¿ çàêðó÷óþòüñÿ ïî 
ñï³ðàë³ ó íàïðÿìêó äî îñîáëèâî¿ òî÷êè.

Âñ³ ³íø³ ñèòóàö³¿ â³äïîâ³äàþòü ïîëîæåííþ ñèñòåìè íà ïëîùèí³ ïàðà-
ìåòð³â (S, D) (ðèñ. 11.1) íà ìåæàõ ì³æ ðîçãëÿíóòèìè îáëàñòÿìè. Âîíè íå 
ö³êàâ³ ç ô³çè÷íî¿ òî÷êè çîðó, àäæå áóäü-ÿêà ìàëà çì³íà ïàðàìåòð³â ñèñòåìè 
çì³ùóº ¿¿ â îäíó ç îáëàñòåé, òèì ñàìèì çì³íþþ÷è ïðèðîäó îñîáëèâî¿ òî÷êè 
³ õàðàêòåð ôàçîâèõ òðàºêòîð³é â ¿¿ îêîë³. Òàêà ð³çêà çì³íà äèíàì³êè ñèñòåìè 
íàçèâàºòüñÿ á³ôóðêàö³ºþ (â³ä ëàòèíñüêîãî ñëîâà bifurcus — ðîçäâîºííÿ), à 
çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà, ïðè ÿêîìó âîíà â³äáóâàºòüñÿ, — á³ôóðêàö³éíèì.

Âèíÿòîê ñòàíîâèòü âèïàäîê, êîëè S = 0, D > 0. Ð³÷ ó òîìó, ùî íà ö³é 
ìåæ³ “æèâóòü” êîíñåðâàòèâí³ ñèñòåìè. Äëÿ íå¿ çã³äíî ç (11.24) 1,2 i D   , 

òîìó çàëåæí³ñòü çáóðåííÿ ó ÷àñ³ º ãàðìîí³÷íîþ, òîáòî cos (t +  ). Òàêó 
îñîáëèâó òî÷êó íàçèâàþòü öåíòðîì. Ó îêîë³ îñîáëèâî¿ òî÷êè òèïó öåíòð 
ôàçîâ³ òðàºêòîð³¿ ìàþòü âèãëÿä âêëàäåíèõ îäíà â îäíó çàìêíåíèõ êðèâèõ, 
ùî õàðàêòåðèçóº ïåð³îäè÷íèé ðóõ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè. Çðîçóì³ëî, ùî 
âèá³ð êîíêðåòíî¿ ôàçîâî¿ òðàºêòîð³¿ îáóìîâëþºòüñÿ ïî÷àòêîâèì çáóðåííÿì.

Ïåðåë³÷åí³ âèùå òèïè îñîáëèâèõ òî÷îê âèçíà÷àþòü äèíàì³êó êîëèâàëüíî¿ 
ñèñòåìè íà ôàçîâ³é ïëîùèí³ ³ õàðàêòåðèçóþòü ïðèðîäó ñòàíó ð³âíîâàãè êîëè-
âàëüíî¿ ñèñòåìè. Ôàêòè÷íî îñîáëèâ³ òî÷êè º òàê çâàíèìè îðãàí³çóþ÷èìè öåí-
òðàìè äèíàì³êè êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè. ¯õ ðîçì³ùåííÿ íà ôàçîâ³é ïëîùèí³ ó 
ñóêóïíîñò³ ç òèïîâèìè òðàºêòîð³ÿìè íàçèâàþòü ôàçîâèì ïîðòðåòîì äèíàì³÷íî¿ 
ñèñòåìè (ñëîâîñïîëó÷åííÿ “äèíàì³÷íà ñèñòåìà” âêàçóº íà òå, ùî äîñë³äæóºòü-
ñÿ ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü áóäü-ÿêî¿ çà ïðèðîäîþ ô³çè÷íî¿ ñèñòåìè). Ôàçîâèé 
ïîðòðåò äîçâîëÿº ºäèíèì ïîãëÿäîì îö³íèòè õàðàêòåð ðóõó â ñèñòåì³.

11.6. Ôàçîâèé ïîðòðåò äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè

Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ ïîáóäîâè ôàçîâîãî ïîðòðåòà äèíàì³÷íî¿ ñèñ-
òåìè. Äëÿ öüîãî ïðîâåäåìî á³ëüø äåòàëüíå äîñë³äæåííÿ âèäó ôàçîâèõ 
òðàºêòîð³é â îêîë³ îñîáëèâèõ òî÷îê.

11.6.1. Êîíñåðâàòèâíà ñèñòåìà

Íåõàé äëÿ êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëÿòîðà ( ) 0x f x   ôóíêö³¿ 
f(x) â³äïîâ³äàº ïîòåíö³éíà ôóíêö³ÿ U(x) (äèâ. (11.4), (11.5)). Òî÷êè, â ÿêèõ 
ôóíêö³ÿ f(x) äîð³âíþº íóëþ, º òî÷êàìè ñòàíó ð³âíîâàãè. Ä³éñíî, â ñòàí³ 
ð³âíîâàãè ñèñòåìà ìîæå ïåðåáóâàòè íåîáìåæåíèé ÷àñ; ö³é ñèòóàö³¿ â³äïî-
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â³äàº ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ ó âèãëÿä³ ñòàëî¿ x(t) = x0, (t) = ( ) 0x t  . Îñê³ëüêè 

f(x) = U(x), òî ñòàí ð³âíîâàãè — öå òî÷êè, äå ïîòåíö³àëüíà ôóíêö³ÿ ìàº ëî-
êàëüí³ ìàêñèìóìè àáî ì³í³ìóìè. Ì³í³ìóì U(x) âèçíà÷àº ñò³éêèé ñòàí 
ð³âíîâàãè, à ìàêñèìóì U(x) — íåñò³éêèé. Ó ïåðøîìó âèïàäêó çì³ùåííÿ 
÷àñòèíêè â³ä òî÷êè ð³âíîâàãè ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè â³äíîâëþâàëüíî¿ ñèëè, 
ÿêà ïðàãíå ïîâåðíóòè ñèñòåìó ó ñòàí ð³âíîâàãè, à ó äðóãîìó — äî ïîÿâè 
ñèëè, ÿêà ñïðèÿº ïîäàëüøîìó ¿¿ ðóõó â³ä ñòàíó ð³âíîâàãè. Ó òî÷êàõ ð³âíî-
âàãè øâèäê³ñòü îñöèëÿòîðà äîð³âíþº íóëþ, òîìó íà ôàçîâ³é ïëîùèí³  ,x x
ö³ òî÷êè ðîçì³ùåí³ íà îñ³ àáñöèñ. Öå îñîáëèâ³ òî÷êè íà ôàçîâ³é ïëîùèí³ 
îñöèëÿòîðà.

Ó òèïîâîìó âèïàäêó ëîêàëüí³ ìàêñèìóìè ³ ì³í³ìóìè ãëàäêî¿ ïîòåíö³-
àëüíî¿ ôóíêö³¿ — öå êâàäðàòè÷í³ åêñòðåìóìè, òîáòî ëîêàëüíî ïîáëèçó òî÷-
êè åêñòðåìóìó ãðàô³ê ôóíêö³¿ àïðîêñèìóºòüñÿ ïàðàáîëîþ (äèâ. ôîðìóëó 
(11.7)). Âèïàäîê êâàäðàòè÷íîãî åêñòðåìóìó îõîïëþº á³ëüø³ñòü ïðàêòè÷íèõ 
ö³êàâèõ ñèòóàö³é, òîä³ ÿê ³íøà ïîâåä³íêà ïîòåíö³éíî¿ ôóíêö³¿ ÿâëÿº ñîáîþ 
äóæå ñïåöèô³÷íó ñèòóàö³þ.

Ùîá âèçíà÷èòè âèãëÿä ôàçîâèõ òðàºêòîð³é, çâåðíåìîñÿ äî çàêîíó çáå-
ðåæåííÿ åíåðã³¿ (11.11). Ñòàëà Å — öå ïîâíà åíåðã³ÿ îñöèëÿòîðà, ÿêó âè-
çíà÷àþòü çã³äíî ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè, ï³äñòàâëÿþ÷è ó ë³âó ÷àñòèíó 
ð³âíÿííÿ (11.11) çíà÷åííÿ x(0) ³ (0)x  äëÿ ìîìåíòó t = 0. Òîä³ ïðè t > 0, òîá-

òî â ïðîöåñ³ êîëèâàíü îñöèëÿòîðà, ôàçîâà òî÷êà íà ïëîùèí³  ,x x  áóäå 

âèêðåñëþâàòè ë³í³þ, ùî â³äïîâ³äàº äàíîìó çíà÷åííþ ñòàëî¿ Å, òîáòî îòðè-
ìóºìî êîíêðåòíó ôàçîâó òðàºêòîð³þ. Çà ³íøèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ îäåðæèìî 
³íøå çíà÷åííÿ ñòàëî¿ Å, ³ éîìó áóäå â³äïîâ³äàòè ³íøà êðèâà. Îòæå, ïðèïè-
ñóþ÷è ñòàë³é Å ð³çí³ çíà÷åííÿ, ìè ìîæåìî ïîáóäóâàòè ñóêóïí³ñòü ôàçîâèõ 
êðèâèõ íà ôàçîâ³é ïëîùèí³.

Íà ðèñ. 11.1 ïîêàçàíî âèãëÿä ôàçîâèõ òðàºêòîð³é ïîáëèçó îñîáëèâèõ 
òî÷îê. Âèçíà÷èìî á³ëüø äåòàëüíî ¿õ ñòðóêòóðó ùîäî âèïàäêó íà ðèñ. 11.2. 
Ó îêîë³ òî÷êè ëîêàëüíîãî ì³í³ìóìó õ1 ïîäàííÿ ïîòåíö³éíî¿ ôóíêö³¿ ó âè-
ãëÿä³ ðÿäó Òåéëîðà òàêå: U(x) = c0 + (1/2)c2(x – x1)

2 + …, äå 0 1( )c U x , c2 = 

= U(x1) > 0. Òîä³ â îáëàñò³ ìàëèõ â³äõèëåíü â³ä òî÷êè x1 âèðàç (11.11) ìîæ-
íà ïåðåïèñàòè:

 22
2 1

0,2 2

c x xx
E


 


E0 = E – c0.                   (11.27)

Íà ïëîùèí³  ,x x  öå ð³âíÿííÿ ÿâëÿº ñîáîþ ñóêóïí³ñòü åë³ïñ³â ç öåí-

òðîì ó òî÷ö³ (x1, 0), ðîçì³ðè ÿêèõ âèçíà÷àþòüñÿ ñòàëîþ Å0. Öå îñîáëèâà 
òî÷êà òèïó öåíòð (äèâ. ðèñ. 11.1). Ó òî÷ö³ õ1 ìàºìî U(x1) = c0. Íåõàé 
E = U(x1), òîä³ ôîðìóëà (11.27) äàº ò³ëüêè îäíå ä³éñíå çíà÷åííÿ äëÿ x , à 
ñàìå 0x   ïðè 1x x . Ó öüîìó âèïàäêó ôàçîâà êðèâà âèðîäæóºòüñÿ â 

òî÷êó x = x1, 0x  , ÿêà º ñòàíîì ð³âíîâàãè. Äëÿ çíà÷åíü E < U(x1) ôàçî-
âèõ òðàºêòîð³é íå ³ñíóº, ùî äîáðå âèäíî ç ôîðìóë (11.12), (11.27) ³ 
ðèñ. 11.2, à (òóò 1 0( ) )U x U .
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Ðèñ. 11.2. Ôàçîâ³ òðà-
ºêòîð³¿ â îêîë³ îñîáëè-
âî¿ òî÷êè òèïó öåíòð 
(à) ³ ñ³äëî (á) 

Ó îêîë³ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó (íà ðèñ. 11.2, á — öå òî÷êà õ2) ïî-
òåíö³éíó ôóíêö³þ çàïèñóþòü ó âèãëÿä³ ðÿäó U(x) = c0 – (1/2)c2(x – x2)

2 + …, 
äå c2 = –U(0) > 0. Äëÿ ìàëèõ â³äõèëåíü â³ä ñòàíó ð³âíîâàãè x = x2 âèðàç 
(11.11) ìàº âèãëÿä

 22
2 2

0,2 2

c x xx
E


 


Å0 = Å – ñ0.                  (11.28)

Â³í âèçíà÷àº íà ôàçîâ³é ïëîùèí³ ñóêóïí³ñòü ã³ïåðáîë. Ìàºìî îñîáëèâó 
òî÷êó òèïó ñ³äëî. Ïðè E0 = 0, òîáòî êîëè E = U(x2) (äèâ. ðèñ. 11.2, á), ã³ïåð-
áîëà âèðîäæóºòüñÿ ó äâ³ ïðÿì³, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷ö³ (x2, 0) — öå ñåïà-
ðàòðèñè. Ïðîòå ôàêòè÷íî ñåïàðàòðèñè ó òî÷ö³ ñ³äëà íå ïåðåòèíàþòüñÿ, àä-
æå ñåïàðàòðèñà íå ì³ñòèòü ó ñîá³ òî÷êó ñ³äëà. Ñèñòåìà, ùî ïðÿìóº âçäîâæ 
ñåïàðàòðèñè ïðè x  x2 ìàòèìå çã³äíî ç (11.28) øâèäê³ñòü 0x  , òîáòî êî-
ëèâàëüíà ñèñòåìà âõîäèòü â ñòàí ð³âíîâàãè ³ âèõîäèòü ç íüîãî ç íåñê³í÷åí-
íî ìàëîþ øâèäê³ñòþ, à îòæå, íåñê³í÷åííî äîâãî. ²íøèìè ñëîâàìè, ñèñòåìà 
ìîæå ëèøå íàáëèæàòèñÿ àáî â³ääàëÿòèñÿ â³ä íåñò³éêîãî ñòàíó ð³âíîâàãè 
àñèìïòîòè÷íî (t  ). Ä³éñíî, ïðè ïî÷àòêîâîìó ñòàí³, ÿêèé òî÷íî â³äïîâ³-
äàº ñòàíó ð³âíîâàãè, ñèñòåìà çàëèøàëàñÿ â íüîìó íàçàâæäè! Ïðè öüîìó 
áóäü-ÿêå ìàëå â³äõèëåííÿ åíåðã³¿ ñèñòåìè â òîé ÷è ³íøèé á³ê çì³íþº ðóõ 
ñèñòåìè, òîìó ðóõ ðåàëüíî¿ ñèñòåìè, ÿêèé â³äïîâ³äàº íà ôàçîâ³é ïëîùèí³ 
ñåïàðàòðèñ³, íåìîæëèâèé.

Âèêëàäåí³ ì³ðêóâàííÿ äàþòü ìîæëèâ³ñòü íå ò³ëüêè ïðîâåñòè àíàë³ç ôà-
çîâèõ òðàºêòîð³é ïîáëèçó îñîáëèâèõ òî÷îê, à é äîñë³äèòè íà ÿê³ñíîìó ð³âí³ 
õàðàêòåð ðóõó íà âñ³é ôàçîâ³é ïëîùèí³, ÿêùî ïîòåíö³àëüíà ôóíêö³ÿ U(x) âè-
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Ðèñ. 11.3. Ïîáóäîâà ôà-
çîâîãî ïîðòðåòà äèíàì³÷-
íî¿ ñèñòåìè

çíà÷åíà äëÿ âñ³õ õ. Íàïðèêëàä, íà ðèñ. 11.3 ïîáóäîâàíî ôàçîâèé ïîðòðåò 
äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè (11.17) çà çàäàíèì ãðàô³êîì U(x). Â³äçíà÷èìî îñîáëèâó 
ðîëü ñåïàðàòðèñ: âîíè ðîçä³ëÿþòü ôàçîâó ïëîùèíó íà îáëàñò³ ç ÿê³ñíî 
ð³çíèì õàðàêòåðîì ðóõó ñèñòåìè (íà ðèñ. 11.3 ñåïàðàòðèñàì â³äïîâ³äàþòü 
çíà÷åííÿ E = U1 ³ E = U2). Òàê, ñåïàðàòðèñà (E = U1) â³ää³ëÿº îáëàñòü ôàçî-
âî¿ ïëîùèíè, äå â³äñóòí³ çàìêíåí³ ôàçîâ³ òðàºêòîð³¿, â³ä îáëàñò³, äå º çàìê-
íåí³ ôàçîâ³ òðàºêòîð³¿. 

Îòæå, ÿêùî çàäàíîþ º ïîòåíö³àëüíà ôóíêö³ÿ U(x), òî ïîáóäîâó ôàçîâî-
ãî ïîðòðåòà ìîæíà çä³éñíèòè â òàê³é ïîñë³äîâíîñò³:

1) ðîçì³ùóºìî êîîðäèíàòí³ îñ³ Îõ ³ Ox  ôàçîâî¿ ïëîùèíè òî÷íî ï³ä 
ãðàô³êîì ôóíêö³¿ U(x);

2) íà îñ³ àáñöèñ Ox ïîçíà÷àºìî îñîáëèâ³ òî÷êè, ùî â³äïîâ³äàþòü ñò³é-
êèì ñòàíàì ð³âíîâàãè â ëîêàëüíèõ ì³í³ìóìàõ ôóíêö³¿ U(x) (öåíòðè) ³ íå-
ñò³éêèì — â ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìàõ (ñ³äëà);

3) ïðîâîäèìî íà ãðàô³êó ôóíêö³¿ U(x) ãîðèçîíòàëüí³ äîòè÷í³ â òî÷êàõ 
ìàêñèìóìó; ¿õ òî÷êè ïåðåòèíó ç êðèâîþ U(x) âèçíà÷àòü ìåæ³ ïîä³ëó îáëàñ-
òåé ðîçì³ùåííÿ ñåïàðàòðèñ â³äïîâ³äíèõ ñ³äåë;

4) ïðîâîäèìî ë³í³¿ ñåïàðàòðèñ, ùî ìàþòü â òî÷êàõ ñ³äåë êðèâ³, ÿê³ ïåðå-
òèíàþòüñÿ, ìàþòü âèãëÿä õðåñòèêà, à òàêîæ ñóêóïí³ñòü çàìêíåíèõ, âêëàäå-
íèõ îäíà â îäíó îâàëüíèõ êðèâèõ íàâêîëî öåíòð³â;
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5) ñòð³ëî÷êè, ÿê³ ïîçíà÷àþòü íàïðÿìîê ðóõó âçäîâæ ôàçîâèõ òðàºêòîð³é, 
ðîçñòàâëÿºìî òàêèì ÷èíîì, ùîá ó âåðõí³é ï³âïëîùèí³ âîíè áóëè íàïðàâ-
ëåí³ ïðàâîðó÷, à â íèæí³é — ë³âîðó÷, àäæå 0x   â³äïîâ³äàº çá³ëüøåííþ 
êîîðäèíàòè õ ó ÷àñ³, à 0x  — çìåíøåííþ.

11.6.2. Äèñèïàòèâíà ñèñòåìà

Ìîäåëü íåë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà ç äåìïô³ðóâàííÿì îïèñóºòüñÿ 
ð³âíÿííÿì x + 2x + f(x) = 0, äå ñòàëà  > 0 ìàº çì³ñò ïàðàìåòðà äåìïô³ðó-
âàííÿ. Òàêà ìîäåëü äîáðå îïèñóº ìåõàí³÷í³ ³ àêóñòè÷í³ îñöèëÿòîðè, êîëè 
ñèëà òåðòÿ ïðîïîðö³éíà øâèäêîñò³, à òàêîæ åëåêòðè÷íèé êîëèâàëüíèé RLC-
êîíòóð. Îáì³ðêóºìî, ÿê çì³íèòüñÿ ôàçîâèé ïîðòðåò íåë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà 
çà íàÿâíîñò³ äåìïô³ðóâàííÿ ïîð³âíÿíî ç êîíñåðâàòèâíèì âèïàäêîì.

Îòæå, ââåäåìî, ÿê ³ ðàí³øå, ïîòåíö³éíó ôóíêö³þ  
0

( )
x

U x f d   , òîä³ 

ð³âíÿííÿ ðóõó çàïèøåìî ó âèãëÿä³ ( ) 2x U x x    . Ïîìíîæèìî öå ð³âíÿí-

íÿ íà x  ³ çàïèøåìî éîãî ë³âó ÷àñòèíó ÿê ïîõ³äíó:

2
2( ) 2 .

2
d x

U x x
dt

 
   

 

                             (11.29)

ßêùî  = 0, òî ìàºìî âèïàäîê êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëÿòîðà, êîëè ôàçîâà 
òî÷êà íà ïëîùèí³  ,x x  ïðÿìóº âçäîâæ êðèâî¿, çã³äíî ç ð³âíÿííÿì 2 2x 

( ) ,U x E  Å = const. ßêùî  > 0, òî ïîõ³äíà ñòàº â³ä’ºìíîþ, à çíà÷èòü âå-

ëè÷èíà 2 2 ( )x U x  ç ÷àñîì çìåíøóºòüñÿ. Êîëè âåëè÷èíà  ìàëà, òî öå çìåí-
øåííÿ â³äáóâàºòüñÿ ïîâ³ëüíî. Ó ö³é ñèòóàö³¿ íå âàæêî çðîçóì³òè, ÿêèì áóäå 
ôàçîâèé ïîðòðåò. Òåïåð ôàçîâà òðàºêòîð³ÿ íå áóäå çàìêíåíîþ, ÿê ó êîí-
ñåðâàòèâíîìó âèïàäêó, à áóäå çàêðó÷óâàòèñÿ ïî ñï³ðàë³. Öå â³äïîâ³äàº çãà-
ñàþ÷èì êîëèâàííÿì îñöèëÿòîðà. Îñîáëèâà òî÷êà êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè, ùî 
âèçíà÷àºòüñÿ ñò³éêèì ñòàíîì ð³âíîâàãè ³ äî ÿêî¿ òðàºêòîð³¿ íàáëèæàþòüñÿ 
ïî ñï³ðàë³, º ñò³éêèì ôîêóñîì. 

Ïðè âåëèêîìó çíà÷åíí³  õàðàêòåð ðóõó ïîáëèçó ñò³éêîãî ñòàíó ð³âíî-
âàãè çì³íþºòüñÿ: çàì³ñòü îñöèëÿö³é ìàºìî ïîñòóïîâå çãàñàííÿ â³äõèëåíü â³ä 
íåðóõîìî¿ òî÷êè. Ó öüîìó âèïàäêó ìàºìî îñîáëèâó òî÷êó òèïó ñò³éêèé âó-
çîë. Ó îêîë³ ñ³äëà ôàçîâ³ òðàºêòîð³¿ ðîçì³ùåí³ ÿê³ñíî òàê, ÿê ³ â êîíñåðâà-
òèâíîìó âèïàäêó.

Ó âèïàäêó ë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà ç äåìïô³ðóâàííÿì (äèâ. ð³âíÿííÿ 
(2.27)) ñò³éêèé ôîêóñ ìàºìî ïðè  < 0 (ðèñ. 11.4, à), äå 0 — âëàñíà ÷àñ-
òîòà â³äïîâ³äíîãî êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëÿòîðà, ³ ñò³éêèé âóçîë — ïðè 
 > 0 (ðèñ. 11.4, á).

Ñò³éêà îñîáëèâà òî÷êà äèñèïàòèâíî¿ ñèñòåìè, ïî ñóò³, º àòòðàêòîðîì 
(â³ä àíãë³éñüêîãî ãëàãîëó to attract — ïðèòÿãóâàòè). Ïîíÿòòÿ àòòðàêòîðà º 
çàãàëüíèì ³ îçíà÷àº ê³íöåâèé ñòàí äåÿêîãî ïðîöåñó àáî åâîëþö³¿ ñèñòåìè. Ó 
íàøèõ çàäà÷àõ àòòðàêòîð — öå äåÿêà ìíîæèíà ó ôàçîâîìó ïðîñòîð³ äèñèïà-
òèâíî¿ ñèñòåìè, äî ÿêî¿ àñèìïòîòè÷íî íàáëèæàþòüñÿ âñ³ ôàçîâ³ òðàºêòîð³¿
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Ðèñ. 11.4. Ïðèêëàä ôà-
çîâèõ òðàºêòîð³é ë³í³é-
íîãî îñöèëÿòîðà ç äåìï-
ô³ðóâàííÿì (2.27); ïî-
÷àòêîâ³ óìîâè:
x(0) = 0; x (0) = 1; 0 = 1: 
à —  < 0, 1 = 0,085, 2 = 
= 0,25;  —  > 0, 1 = 1,05, 
2 = 1,75

³ç âèçíà÷åíî¿ îáëàñò³. Öþ îáëàñòü íàçèâàþòü áàñåéíîì ïðèòÿãàííÿ äàíîãî 
àòòðàêòîðà. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó àòòðàêòîðè ìîæóòü ìàòè ð³çíó ïðèðîäó (ç 
äåÿêèìè ç íèõ ìè çóñòð³íåìîñÿ íèæ÷å). Ó ôàçîâîìó ïðîñòîð³ äèñèïàòèâíî-
ãî îñöèëÿòîðà àòòðàêòîð ÿâëÿº ñîáîþ îäíó òî÷êó — ñò³éêèé ôîêóñ, àáî 
ñò³éêèé âóçîë. ßêùî ïîòåíö³àëüíà ôóíêö³ÿ U(x) ìàº á³ëüøå í³æ îäèí 
ì³í³ìóì, òî ìàºìî â³äïîâ³äíî ê³ëüêà àòòðàêòîð³â, ó êîæíîãî ç ÿêèõ ñâ³é áà-
ñåéí ïðèòÿãàííÿ. Ïðè öüîìó ñåïàðàòðèñè ðîçìåæîâóþòü ö³ áàñåéíè íà ôà-
çîâ³é ïëîùèí³.

11.7. Îñöèëÿòîð ç íåë³í³éí³ñòþ ñèíóñà

11.7.1. Àíàë³òè÷íèé ï³äõ³ä

Ð³âíÿííÿ îñöèëÿòîðà ç íåë³í³éí³ñòþ ó âèãëÿä³ ôóíêö³¿ ñèíóñà 
(2.4) îïèñóº êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà (ðèñ. 2.1, ä). Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî àíàëîã³÷íå 
ð³âíÿííÿ íàÿâíå â ðÿä³ ³íøèõ ô³çè÷íèõ çàäà÷. Öåé ôàêò äîçâîëÿº ðîçãëÿäà-
òè îñöèëÿòîð ç íåë³í³éí³ñòþ ñèíóñà ÿê áàçîâó ìîäåëü. Ðàçîì ç òèì òàêå 
íåë³í³éíå ð³âíÿííÿ äàº ìîæëèâ³ñòü çä³éñíèòè àíàë³òè÷íå äîñë³äæåííÿ îñ-
öèëÿòîðà, ñïèðàþ÷èñü íà âèêîðèñòàííÿ åë³ïòè÷íèõ ôóíêö³é ßêîá³  [26, 49]. 
Òàêà ñèòóàö³ÿ ïðè ïîøóêó ðîçâ’ÿçêó íåë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ º äîñèòü ð³äêîþ.

Ïåðåïèøåìî ð³âíÿííÿ (2.4) â âèãëÿä³
2
0 sin = 0,+                                  (11.30)

äå 2
0 g l — êâàäðàò âëàñíî¿ ÷àñòîòè ë³í³éíîãî ìàÿòíèêà ç ð³âíÿííÿ ðóõó 
2
0 0    . Ïîòåíö³àëüíà ôóíêö³ÿ (äèâ. (11.5)) ìàÿòíèêà 2

0( ) cosU    
Ôàçîâèé ïîðòðåò çîáðàæåíî íà ðèñ. 11.5. Ì³í³ìóìè ïîòåíö³àëüíî¿ ôóíêö³¿ 
³ñíóþòü ïðè  = 2n, n = 0,1,2,…, ³ â³äïîâ³äàþòü ñòàíó ð³âíîâàãè òèïó öåíòð, 
ìàêñèìóìè — ïðè x = 2n + , n = 0,1,2,.., ³ â³äïîâ³äàþòü ñ³äëàì íà ôàçîâ³é 

                                        
 ßêîá³ (Jacobi) Êàðë Ãóñòàâ ßêîá (1804—1851) — í³ìåöüêèé ìàòåìàòèê.
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ïëîùèí³. ßê áà÷èìî ç ðèñ. 11.5, ìîæíà âèä³ëèòè òðè ÿê³ñíî ð³çí³ òèïè ðóõó 
³ ôàçîâ³ òðàºêòîð³¿:

1) êîëèâàëüí³ ðóõè ìàÿòíèêà, òóò ìàºìî çàìêíåí³ ôàçîâ³ òðàºêòîð³¿ íàâ-
êîëî îñîáëèâî¿ òî÷êè òèïó öåíòð;

2) ðóõ ïî ñåïàðàòðèñàì, ùî ïðÿìóþòü â³ä ñ³äëà äî ñ³äëà;
3) îáåðòàëüí³ ðóõè.
Çàïèøåìî äëÿ ð³âíÿííÿ (11.30) çàêîí çáåðåæåííÿ åíåðã³¿:

2
2
0 cos ,

2
E 

                                (11.31)

äå E = const — ïîâíà åíåðã³ÿ ñèñòåìè. Êîëèâàëüíèì ðóõàì â³äïîâ³äàþòü 
çíà÷åííÿ 2

01 1E   , îáåðòàëüíèì — 2
0 1E  , ðóõó ïî ñåïàðàòðèñ³ —

2
0 1E  . Ö³êàâèì äëÿ íàñ º êîëèâàëüíèé ðóõ ìàÿòíèêà, íà ÿêîìó ³ çîñåðå-

äèìî óâàãó.
Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ç òàêèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè:

(0) = 0, (0) 0.                              (11.32)

Òîä³ 2
0 0cosE    . ²ç ð³âíÿííÿ (11.31) îòðèìàºìî 

2 20
0 0 02(cos cos ) 2 sin sin .

2 2
                       (11.33)

Çíàê ïëþñ â³äïîâ³äàº âåðõí³é ïîëîâèí³ ôàçîâî¿ òðàºêòîð³¿, à ì³íóñ — íèæ-
í³é. Çàëèøèìî íàäàë³ ó âèðàç³ (11.33) âåðõí³é çíàê. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ 
m = sin(0/2) ³ íîâó çì³ííó

sin(/2) = m sin,                        (11.34)

äå çì³íà êóòà  â³ä 0  äî 0 ïðèçâîäèòü äî çì³íè  â³ä 0 äî /2. Òîä³ 
ðîçä³ëÿþ÷è çì³íí³ â (11.33), îòðèìóºìî äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ðóõó ìà-
ÿòíèêà:

2 2
0

.
1 sin

d
dt

m



 



                             (11.35) 

Çã³äíî ç çàãàëüíèì âèçíà÷åííÿì ïåð³îäó 
 2 ( )

dx
T

E U x



 , äå ³íòåãðó-

Ðèñ. 11.5. Ôàçîâèé ïîðò-
ðåò îñöèëÿòîðà (11.30)
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âàííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà âñ³ºþ çàìêíåíîþ ôàçîâîþ òðàºêòîð³ºþ, ïðî³íòåãðóº-
ìî ð³âíÿííÿ (11.35) ³ çíàéäåìî ïåð³îä êîëèâàíü:

   
/ 2

02 2
0 00

4 4 2
,

1 sin

d
T K m T K m

m

 
  

  


          (11.36)

äå Ò0 = 2/0 — ïåð³îä êîëèâàíü ë³í³éíîãî ìàÿòíèêà. ²íòåãðàë K(m) íàçè-
âàþòü ïîâíèì åë³ïòè÷íèì ³íòåãðàëîì. Ãðàô³ê ôóíêö³¿ K(m) ïîêàçàíî íà 
ðèñ. 11.6. ßê áà÷èìî, K(0) = /2,  

1
lim
m

K m


  .

Çã³äíî ç (11.36) ïåð³îä êîëèâàíü çàëåæèòü â³ä åíåðã³¿ (³íøèìè ñëîâàìè, 
àìïë³òóäè êîëèâàíü), à îòæå êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà íå³çîõðîíí³. ßêùî m << 1, 
òîáòî 0 << , 2

0/ 1E   , òî T  2/0, ùî çá³ãàºòüñÿ ç ïåð³îäîì êîëèâàíü 
ë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà. Ïðè çá³ëüøåíí³ åíåðã³¿ êîëèâàíü ïåð³îä ïîñòóïîâî 
çðîñòàº ³ ïðè 0  , 2

0 1E  , òîáòî ïðè íàáëèæåíí³ íà ôàçîâ³é ïëîùèí³ 
äî ñåïàðàòðèñè, ïðÿìóº ó íåñê³í÷åíí³ñòü.

Âèçíà÷èìî äîäàòîê äî ïåð³îäó ë³í³éíèõ êîëèâàíü Ò0, ÿêùî ïî÷àòêîâèé 
êóò â³äõèëåííÿ ìàÿòíèêà 0 äîñèòü ìàëèé ³, îòæå, m << 1. Òîä³ â ôîðìóë³ 

(11.36) ïîêëàäàþ÷è  
1

2 2 2 221 sin 1 ( sin ) / 2m m


    , îòðèìóºìî íàáëèæå-

íó ôîðìóëó äëÿ ïåð³îäó êîëèâàíü Ò íåë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà:
/ 2 22 2 2

0
0 0 0

0

sin ( / 2)2 sin
1 1 1 ,

2 4 4
m m

T T d T T
  


    

         
     

        (11.37)

àáî, áåðó÷è äî óâàãè, ùî m = sin(0/2) << 1, 
2
0

0 1 .
16

T T
 

  
 


                               (11.38)

Îòæå, ïðè çá³ëüøåíí³ àìïë³òóäè êîëèâàíü 0 ïåð³îä çðîñòàº, ïðè÷îìó äî-
äàòîê çà ðàõóíîê íåë³í³éíîñò³ äîñèòü ìàëèé: ìàÿòíèê ìîæíà ââàæàòè ³çî-
õðîííèì ïðè âèêîíàíí³ óìîâè 2

0 16 1 . Ïðè êóò³ 0 = 30 â³äíîñíà çì³íà 
ïåð³îäó äîð³âíþº 0,017, òîáòî íå á³ëüøå í³æ äâà â³äñîòêè. Òàêèì ÷èíîì, 
ïðè ìàëèõ â³äõèëåííÿõ êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà ìîæíà ââàæàòè ³çîõðîííèìè, à 
ïðè âåëèêèõ íå ìîæíà.

Òåïåð âèçíà÷èìî çàêîí ðóõó ìàÿòíèêà. Äëÿ 
öüîãî çíàéäåìî ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (11.35) ïðè 

ïî÷àòêîâ³é óìîâ³ (0) = 0. ßêùî 2 21 sinm  

0 , òî éîãî ðîçâ’ÿçîê ºäèíèé ³ 
0

t

dt 

0

1



0

2 21 sin

d

m








 ;  çâ³äñè, áåðó÷è äî óâàãè, 

ùî 0
0

sin( / 2)
sin 1

m


   , îòðèìóºìî
Ðèñ. 11.6. Ãðàô³ê ôóíêö³¿ K(m)
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Ðèñ. 11.7. Çàëåæí³ñòü êîîðäèíàòè  â³ä íîðìîâàíîãî ÷àñó:
à — ñëàáêîíåë³í³éí³ êîëèâàííÿ ïîáëèçó ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè (0 = 25, E/0  –0,906); á — ñèëüíî-
íåë³í³éí³ êîëèâàííÿ ïîáëèçó ñåïàðàòðèñè (0 = 175, E/0  0,996)

 
/ 2

2 2 2 2
0 00 0

1 1
( ; ) ( )

1 sin 1 sin

d d
t F m K m

m m

  


  

 
    
   
  .    (11.39)

Òóò F(, m) — ñïåö³àëüíà ôóíêö³ÿ, ÿêó íàçèâàþòü íåïîâíèì åë³ïòè÷íèì ³í-
òåãðàëîì 1-ãî ðîäó. Ïðè 0  m2  1, 0    /2 ôóíêö³ÿ F º ä³éñíîþ. Î÷å-
âèäíî, ùî F(/2; m) = K(m).

Ôîðìóëà (11.39) âñòàíîâëþº çâ’ÿçîê ì³æ ÷àñîì t  ³ â³äõèëåííÿì ìàÿòíè-
êà â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè, òîáòî ôàêòè÷íî âèçíà÷àº çàêîí ðóõó îñöèëÿ-
òîðà. Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ åë³ïòè÷íèõ ôóíêö³é [26, 49], ìîæíà çà-
ïèñàòè òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ êîëèâàëüíîãî ðóõó ìàÿòíèêà: 

(t) = 2arcsin[m sn(0t; m)], cn 0( ) 2 ( ; )t m t m  ,         (11.40)

äå sn(0t; m) ³ cn(0t; m) — åë³ïòè÷íèé ñèíóñ ³ åë³ïòè÷íèé êîñèíóñ.
Íà ðèñ. 11.7, à ïîêàçàí³ çàëåæíîñò³ (t) ïðè â³äíîñíî ìàë³é àìïë³òóä³ 

êîëèâàíü 0 = 25, 2
0 0,906E   , à íà ðèñ. 11.7, á — ïðè âåëèê³é àìïë³òóä³ 

êîëèâàíü 0 = 175, 2
0 0,996E  . Ó ïåðøîìó âèïàäêó ìàºìî êîëèâàííÿ 

ïîä³áí³ äî ãàðìîí³÷íèõ, à ó äðóãîìó — ñóòòºâî íåë³í³éí³ (àáî, ÿê êàæóòü 
³íàêøå, àíãàðìîí³÷í³) ç³ çá³ëüøåííÿì ïåð³îäó êîëèâàíü. Òàêèì ÷èíîì, íà-
î÷íî âèÿâëÿþòüñÿ îñíîâí³ âëàñòèâîñò³ íåë³í³éíèõ îñöèëÿòîð³â: íå³çîõðîí-
í³ñòü ³ àíãàðìîí³÷í³ñòü.
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11.7.2. Àñèìïòîòè÷íèé ìåòîä

Âèïàäêè, êîëè âäàºòüñÿ çíàéòè òî÷í³ ðîçâ’ÿçêè íåë³í³éíèõ ð³â-
íÿíü, äîñèòü ð³äê³ñí³. Òîìó â òåîð³¿ êîëèâàíü ðîçðîáëåíî çíà÷íó ê³ëüê³ñòü 
íàáëèæåíèõ àáî àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîä³â [26, 36, 38]. Çâ³ñíî, íàøîþ ìåòîþ 
íå º ¿õ îïèñóâàííÿ; íà ïðèêëàä³ ìàÿòíèêà ìè ëèøå îçíàéîìèìîñÿ ç äåÿêèìè
îñíîâíèìè ³äåÿìè ìàòåìàòè÷íîãî ³ ô³çè÷íîãî õàðàêòåðó ïðè òàêîìó ï³äõîä³.

Çãàäàºìî ð³âíÿííÿ ìàÿòíèêà (11.30): 2
0 sin 0    . Òóò ôóíêö³ÿ ñèíóñà 

sin =  – 3/6 + 5/120 — … âèçíà÷àº íåë³í³éí³ñòü â³äíîâëþâàëüíî¿ ñèëè. 
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ñëàáêî¿ íåë³í³éíîñò³, òîáòî áóäåìî äîñë³äæóâàòè 
â³äíîñíî ìàë³ êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà. Òîìó çàëèøèìî â ðÿä³ äëÿ ôóíêö³¿ sin
ïåðø³ äâà ÷ëåíè. Òîä³ ð³âíÿííÿ ðóõó ìàòèìå âèãëÿä

2 2 3
0 0

1
0.

6
                                   (11.41)

Ïðè äîñë³äæåíí³ íåë³í³éíèõ ñèñòåì øèðîêî âèêîðèñòîâóºòüñÿ çâåäåííÿ 
ð³âíÿííÿ ðóõó äî áåçðîçì³ðíîãî âèãëÿäó; ïðè öüîìó ïðèðîäíî âèíèêàþòü 
ìàë³ ïàðàìåòðè. Âçàãàë³ ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî óìîâîþ çàñòîñóâàííÿ áóäü-ÿêî-
ãî àñèìïòîòè÷íîãî ìåòîäó º ïðèñóòí³ñòü ìàëîãî (àáî âåëèêîãî) ïàðàìåòðà. 
Íèæ÷å ìè ïåðåéäåìî äî áåçðîçì³ðíîãî ð³âíÿííÿ ðóõó, àëå çàðàç öüîãî ðî-
áèòè íå áóäåìî ç äâîõ ïðè÷èí: ïî-ïåðøå, ìàëèé ïàðàìåòð ó ð³âíÿíí³ (11.41)
ìè âæå ìàºìî, à ïî-äðóãå, äîñë³äæåííÿ âèõ³äíîãî ð³âíÿííÿ ðóõó, äëÿ ïî-
÷àòêó, º á³ëüø íàî÷íèì.

Îòæå, ïåðåïèøåìî ð³âíÿííÿ (11.41) ó âèãëÿä³
2 2 3
0 0 0,                                    (11.42)

äå  = –1/6. Âåëè÷èíà , ÿêà çà ìîäóëåì ìåíøà í³æ îäèíèöÿ, ³ º ìàëèé ïà-
ðàìåòð. Âîíà âèçíà÷àº â³äõèëåííÿ õàðàêòåðèñòèêè â³äíîâëþâàëüíî¿ ñèëè 
â³ä ë³í³éíî¿. 

Ð³âíÿííÿ (11.42) â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ð³âíÿííÿ ãàðìîí³÷íîãî îñöèëÿòîðà 
2
0 0     íàÿâí³ñòþ äîäàíêà 2 3

0   ç ìàëèì ïàðàìåòðîì . Òîìó, ìàáóòü, 
áóäå â³ðíèì âèñíîâîê: ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (11.42) íàñïðàâä³ º ò³ëüêè äåùî 
ñêîðåêòîâàíèì ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ ãàðìîí³÷íîãî îñöèëÿòîðà 2

0 0    . 
ßêùî öå ä³éñíî òàê, òî ëîã³÷íî øóêàòè ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (11.42) ó âèãëÿä³ 
ðÿäó çà ñòåïåíÿìè ìàëîãî ïàðàìåòðà :

 = (0) + (1) + 2(2) + …,                      (11.43)

äå (0), (1), (2),... — öå òàê çâàí³ íóëüîâå, ïåðøå, äðóãå òà ³íø³ íàáëèæåííÿ 
øóêàíîãî ðîçâ’ÿçêó. Çðîçóì³ëî, ùî ÷èì á³ëüøå ÷ëåí³â ðÿäó (11.43) ìîæíà 
âèçíà÷èòè, òèì òî÷í³øèì áóäå îòðèìàíèé ðîçâ’ÿçîê. Çóïèíèìîñÿ íà äâîõ 
÷ëåíàõ ðÿäó (11.43), àáî, ÿê êàæóòü ó öüîìó âèïàäêó, âèçíà÷èìî íóëüîâå ³ 
ïåðøå íàáëèæåííÿ â ðîçâ’ÿçêó (11.43), òîáòî

 = (0) + (1).                                   (11.44)

Ï³äñòàâëÿºìî ðîçâ’ÿçîê (11.44) â ð³âíÿííÿ (11.42). Ïðè öüîìó çã³äíî ç 
ïåðøèì íàáëèæåííÿì óòðèìóºìî â íüîìó ÷ëåíè, ÿê³ ì³ñòÿòü ó ñîá³ ïàðà-
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ìåòð  ó ñòåïåí³, íå âèùîìó, í³æ ïåðøèé. ßê íàñë³äîê, îäåðæóºìî òàêå ð³â-
íÿííÿ:

    3(0) 2 (0) (1) 2 (1) 2 (0)
0 0 0 0.                          (11.45) 

Ïðèð³âíþþ÷è â (11.45) äî íóëÿ âèðàçè ïðè â³äïîâ³äíèõ ñòåïåíÿõ  (àäæå 
âåëè÷èíè ð³çíèõ ïîðÿäê³â ìàëèçíè íå ìîæóòü âð³âíîâàæèòè îäíà îäíó), 
îòðèìóºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü:

0 (0) 2 (0)
0: 0,                                 (11.46)

 31 (1) 2 (1) 2 (0)
0 0: 0.                            (11.47)

Ð³âíÿííÿ íóëüîâîãî íàáëèæåííÿ (11.46) º ð³âíÿííÿì ãàðìîí³÷íîãî îñöèëÿ-
òîðà, ðîçâ’ÿçîê ÿêîãî ìàº âèãëÿä 

(0) = a cos(0t + ),                         (11.48)

äå àìïë³òóäà a ³ ïî÷àòêîâà ôàçà  — ñòàë³, ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ ç ïî÷àòêîâèõ 
óìîâ

(0) = 0, (0) = 0 .                          (11.49)

Ï³äñòàâëÿþ÷è ðîçâ’ÿçîê (11.48) â (11.47), âèçíà÷àºìî ð³âíÿííÿ äëÿ (1):
(1) 2 (1) 2 3 3

0 0 0cos ( ).a t                         (11.50)

Öå ð³âíÿííÿ ôîðìàëüíî çá³ãàºòüñÿ ç ð³âíÿííÿì ë³í³éíîãî êîíñåðâàòèâíîãî 
îñöèëÿòîðà ï³ä çîâí³øí³ì âïëèâîì. Éîãî ðîçâ’ÿçîê çàïèñóºìî ó âèãëÿä³

(1) (1)
1 0 1cos( ) ,a t                            (11.51)

äå ïåðøèé äîäàíîê â (11.51) âèçíà÷àº ðîçâ’ÿçîê â³äïîâ³äíîãî îäíîð³äíîãî 
ð³âíÿííÿ, ùî îïèñóº âëàñí³ êîëèâàííÿ îñöèëÿòîðà. Éîãî àìïë³òóäà à1 ³ ïî-
÷àòêîâà ôàçà 1 çíîâó âèçíà÷àþòüñÿ ³ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ (11.49). Äðóãèé äî-
äàíîê öå ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ (11.50), ÿêå îïèñóº 
çìóøåí³ êîëèâàííÿ îñöèëÿòîðà, òîáòî â³äãóê íà çîâí³øí³é âïëèâ. Çã³äíî ç 
òåîð³ºþ ë³í³éíèõ êîëèâàíü ó ñïåêòð³ çìóøåíèõ êîëèâàíü áóäóòü ïðèñóòí³ ò³ 
ñàì³ ÷àñòîòè, ùî é ó ñïåêòð³ çîâí³øíüî¿ ñèëè. Ó äàíîìó âèïàäêó öå ïåðøà ³ 
òðåòÿ ãàðìîí³êè. Ä³éñíî, âèêîðèñòàâøè ñï³ââ³äíîøåííÿ 3cos (1 4)z  cos(3 )z 

(3 4)cos( )z , ïåðåïèøåìî ð³âíÿííÿ (11.50) òàê: 

    
3 3

(1) 2 (1) 2 2
0 0 0 0 0

3
cos 3 cos .

4 4
a a

t t                  (11.52)

Óíàñë³äîê ë³í³éíîñò³ ð³âíÿííÿ (11.52) éîãî ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê ìîæíà 
ïîäàòè ó âèãëÿä³ ñóìè äâîõ ðîçâ’ÿçê³â, ùî çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ

  
3

(1) 2 (1) 2
0 0 0cos 3 ,

4
a

t                          (11.53)

 
3

(1) 2 (1) 2
0 0 0

3
cos .

4
a

t                           (11.54)
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Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (11.53) ëåãêî çíàõîäèòüñÿ ³ ìàº âèãëÿä ãàðìîí³÷íèõ êî-
ëèâàíü ç ÷àñòîòîþ çîâí³øíüî¿ ñèëè:

 
3

(1)
0cos 3( ) .

32
a

t                             (11.55)

Ó ð³âíÿíí³ (11.54) çîâí³øí³é âïëèâ ìàº ÷àñòîòó, ùî äîð³âíþº ÷àñòîò³ âëàñ-
íèõ êîëèâàíü îñöèëÿòîðà. Ó öüîìó âèïàäêó çã³äíî ç òåîð³ºþ ë³í³éíèõ êîëè-
âàíü (ï. 2.2.2) âèíèêàº ðåçîíàíñ, ùî ïðèçâîäèòü äî íåîáìåæåíîãî çðî-
ñòàííÿ àìïë³òóäè êîëèâàíü çà ë³í³éíèì çàêîíîì. Â³äïîâ³äíèé ðîçâ’ÿçîê ìàº
âèãëÿä

3
(1)

0

3
sin( ).

8
a t

t                               (11.56)

Îòæå,

  
3 3

(1)
1 0 1 0 0

3
cos( ) sin( ) cos 3 .

8 32
a t a

a t t t                  (11.57)

Îòðèìàíèé ðîçâ’ÿçîê  = (0) + (1) (äèâ. (11.48), (11.57)) ìàº ÷îòèðè ñòàë³ à,
, à1, 1, äëÿ âèçíà÷åííÿ ÿêèõ ìàºìî ò³ëüêè äâ³ ïî÷àòêîâ³ óìîâè (11.49). Äëÿ 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïîä³áíèõ çàäà÷ ³ñíóº äâà íàïðÿìêè: ïåðøèé [36, ñ. 120] — ñòà-
ë³ à, , à1, 1 çâ’ÿçàí³ ïîì³æ ñîáîþ, òîìó äëÿ ¿õ çíàõîäæåííÿ äîñòàòíüî 
äâîõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ (11.49). Ïðîòå çàçâè÷àé âèáèðàþòü ³íøèé íàïðÿìîê. 
Îñê³ëüêè ñòàëèõ ÷îòèðè, à óìîâ äâ³, òî ìîæíà äâ³ ñòàë³ áðàòè äîâ³ëüíî. 
Íàéá³ëüø çðó÷íî âçÿòè à1 = 0. Ô³çè÷íî öå îçíà÷àº, ùî â óñ³õ ñêëàäîâèõ 
ðîçâ’ÿçêó, âèùå â³ä íóëüîâîãî, äîäàíêè, ÿê³ âèçíà÷àþòü âëàñí³ êîëèâàííÿ, 
äîð³âíþþòü íóëþ. Íàäàë³ ñàìå òàê áóäåìî ðîáèòè.

Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ’ÿçîê ç òî÷í³ñòþ äî ÷ëåí³â ïîðÿäêó 2 ìàº âèãëÿä

      
3 3

0 0 0

3
cos sin cos 3 .

8 32
a t a

a t t t       
 

       
 

    (11.58)

Çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî ÿêèì áè ìàëèì íå áóâ ïàðàìåòð  ç ÷àñîì äðóãèé 
÷ëåí ó ðîçâ’ÿçêó (11.58) íåîáìåæåíî çðîñòàº. Îòæå, ñïðàâåäëèâ³ñòü ðîçêëà-
äó (11.43) ïðè çíà÷íèõ ïðîì³æêàõ ÷àñó ïîðóøóºòüñÿ àáî, ÿê êàæóòü, ðîçêëà-
äàííÿ íå º ð³âíîì³ðíî ïðèäàòíèì çà t. Öå ÿâíî íå ô³çè÷íèé ðåçóëüòàò.

Ó ÷îìó ïðè÷èíà âèíèêíåííÿ òàêî¿ ñèòóàö³¿? Â³äïîâ³äü íà öå ïèòàííÿ 
ñë³ä øóêàòè ó òàê³é âëàñòèâîñò³ íåë³í³éíî¿ ñèñòåìè, ÿê çàëåæí³ñòü ïåð³îäó 
êîëèâàíü ñèñòåìè â³ä àìïë³òóäè. Ä³éñíî, âèáðàíà ôîðìà ðîçâ’ÿçêó îáóìîâ-
ëþº ðóõ ç³ ñòàëèì ïåð³îäîì 2/0, òîáòî ïåð³îäîì êîëèâàíü ó íóëüîâîìó 
íàáëèæåíí³. Öå ³ º ïðè÷èíîþ òàêîãî ïðîòèð³÷÷ÿ, ÿêîãî ìîæíà óíèêíóòè 
ò³ëüêè çà óìîâè ïîøóêó ðîçâ’ÿçêó ç ïåð³îäîì â³äì³ííèì â³ä ïåð³îäó êîëè-
âàíü ó ë³í³éíîìó íàáëèæåíí³.

Îñê³ëüêè â³äì³íí³ñòü ïåð³îäó øóêàíîãî ðîçâ’ÿçêó â³ä ïåð³îäó T0 = 2/0

ïîâèííà ñóòòºâî çàëåæàòè â³ä ì³ðè íåë³í³éíîñò³ ñèñòåìè, ùî âèçíà÷àºòüñÿ 
ïàðàìåòðîì , òî ïðèðîäíî ââåñòè äî ðîçãëÿäó íîâó ÷àñòîòó, ÿêà çàïè-
ñóºòüñÿ ó âèãëÿä³ ðÿäó çà ñòåïåíÿìè ïàðàìåòðà 
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 = 0 + q + 2q1 + …,                           (11.59)

äå ïîïðàâêè q,q1,… îïèñóþòü åôåêòè íå³çîõðîííîñò³. Îáìåæèìîñÿ â (11.59), 
ÿê ³ ðàí³øå, ïåðøèì íàáëèæåííÿì  = 0 + q; çâ³äñè 0 =  – q, à 2

0  â 
ìåæàõ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ 

2 2
0 2 .q                                      (11.60)

Ï³äñòàâèâøè (11.60) â (11.42), îòðèìàºìî
2 2 2 3 2 32 2 0.q q                             (11.61)

Òåïåð, ï³äñòàâëÿþ÷è âèðàç (11.44) â (11.61) ³ íåõòóþ÷è äîäàíêàìè ç 2, 
îäåðæóºìî ð³âíÿííÿ

 3(0) 2 (0) (1) 2 (1) (0) 2 (0)2 0.q           
                (11.62)

Ð³âíÿííÿ íóëüîâîãî íàáëèæåííÿ (0) 2 (0) 0     ìàº ðîçâ’ÿçîê

(0) = à cos(t + ).                              (11.63)

Òîä³ ð³âíÿííÿ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ  3(1) 2 (1) (0) 2 (0)2q         ïåðå-

ïèøåìî ó âèãëÿä³

   
3 2

(1) 2 (1) 3 23
2 cos cos 3( ) .

4 4
a

q a a t t


                
    (11.64)

Ïåðøèé äîäàíîê â ïðàâ³é ÷àñòèí³ (11.64) âíîñèòü â ðîçâ’ÿçîê ñêëàäîâó âè-
ãëÿäó (11.56), ùî íå â³äïîâ³äàº ðåàëüí³é ñèòóàö³¿. Àëå òåïåð ìè ìàºìî 
ìîæëèâ³ñòü, çàâäÿêè ï³äáîðó âåëè÷èíè q, çâ³ëüíèòèñü â³ä ïåðøîãî äîäàíêà 
â ïðàâ³é ÷àñòèí³, ÿêèé ïðèâîäèòü äî ðîçâ’ÿçêó, ùî íå ìàº ô³çè÷íîãî çì³ñòó. 
Òàêèì ÷èíîì, âèáåðåìî âåëè÷èíó q òàê, ùîá

3 23
2 0;

4
q a a                                 (11.65)

çâ³äñè

23
8

q a  .                                    (11.66)

Òîä³ ð³âíÿííÿ (11.64) ìàº âèãëÿä

  
2 3

(1) 2 (1) cos 3 .
4
a

t
                        (11.67)

Éîãî ðîçâ’ÿçîê (íàãàäàºìî, ùî ðîçâ’ÿçîê â³äïîâ³äíîãî îäíîð³äíîãî ð³âíÿí-
íÿ íå ïèøåìî) çàïèøåìî òàê:

  
3

(1) cos 3 .
32
a

t                            (11.68)
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Òàêèì ÷èíîì, ìàºìî òàêèé ðîçâ’ÿçîê ó ïåðøîìó íàáëèæåíí³:

    
3

( ) cos cos 3 ,
32
a

t a t t   
                 (11.69)

äå ÷àñòîòà  çã³äíî ç ôîðìóëîþ (11.66) ³ ñï³ââ³äíîøåííÿì  = 0 + q ñòà-
íîâèòü

 
2

0
02

3
1

81 3/ 8
a

a

 
     

  


                   (11.70)

³, ÿê áà÷èìî, çàëåæèòü â³ä àìïë³òóäè êîëèâàíü à.
Çàëèøàºòüñÿ âèçíà÷èòè a ³  çã³äíî ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (11.49). Î÷å-

âèäíî, ùî ç óìîâè  0 0  ìàºìî  = 0. Òîä³ ç óìîâè (0) = 0 îòðèìàºìî 

a + a3/32 = 0, çâ³äêè, â³äêèäàþ÷è ìàë³ äîäàíêè, a = 0.
ßê áà÷èìî, ðîçâ’ÿçîê (11.69) äåùî â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ãàðìîí³÷íîãî çàêî-

íó çà ðàõóíîê ïðèñóòíîñò³ êîëèâàíü ç ÷àñòîòîþ 3. ßêáè ìè âåëè ïîøóê 
ðîçâ’ÿçêó ó äðóãîìó, òðåòüîìó òà íàñòóïíèõ íàáëèæåííÿõ, òî â³í ì³ñòèâ áè 
ó ñîá³ ³ á³ëüø âèñîê³ ãàðìîí³êè, ïðîòå, î÷åâèäíî, ç ùå ìåíøèìè àìïë³òó-
äàìè.

Ïîêëàâøè ó ôîðìóë³ (11.70)  = –1/6 ³ 2 2
0a   , âèçíà÷èìî ïåð³îä êîëè-

âàíü ìàÿòíèêà T = 2/ :
2

0 0
0 0 02

0

1 , 2 / ,
161 /16

T
T T T


 


 

    
  

               (11.71)

ÿêà çá³ãàºòüñÿ ç ôîðìóëîþ (11.40), ùî îòðèìàíà ïðè àíàë³òè÷íîìó ï³äõîä³ 
äîñë³äæåííÿ êîëèâàíü ìàÿòíèêà.

11.8. Òåïëîâå ðîçøèðåííÿ êðèñòàëà

Òóò ðîçãëÿíåìî ö³êàâèé ïðèêëàä, ÿêèé ïîêàçóº ÿê ìåõàí³çì
íåë³í³éíèõ êîëèâàíü äîçâîëÿº çðîçóì³òè äîáðå â³äîìå ô³çè÷íå ÿâèùå.
Ìîâà éäå ïðî òåïëîâå ðîçøèðåííÿ êðèñòàë³÷íî¿ ðå÷îâèíè, òàêî¿, ÿê õëî-
ðèñòèé êàë³é (KCl). Ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ âçàºìîä³¿ äâîõ ñóñ³äí³õ ³îí³â 
ïðîòèëåæíîãî çíàêà â êðèñòàë³÷í³é ´ðàòö³ KCl âèçíà÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåí-
íÿì [39, ñ. 330]:

2

9
( ) ,

e
V r

r r
  

 
                                 (11.72)

äå  ³  — äîäàòí³ ñòàë³; å — çàðÿä åëåêòðîíà; r — â³äñòàíü ì³æ ³îíàìè; 
äëÿ KCl   0,3. Ïåðøèé äîäàíîê â (11.72) âèçíà÷àº ïîòåíö³àëüíó 
åíåðã³þ êóëîí³âñüêîãî ïðèòÿãàííÿ, à äðóãèé äîäàíîê — ïîòåíö³àëüíó 
åíåðã³þ âçàºìíîãî â³äøòîâõóâàííÿ. Ãðàô³ê ôóíêö³¿ V(r) íàâåäåìî íà 
ðèñ. 11.8. Ñòàëó  ìîæíà âèçíà÷èòè ÷åðåç  òà â³äñòàíü r0, ÿêå â³äïîâ³äàº 
ïîëîæåííþ ð³âíîâàãè — òîáòî âèçíà÷àº ð³âí³ñòü ñèë â³äøòîâõóâàííÿ ³ 

ïðèòÿãàííÿ. Çã³äíî ç ðåíòãåíîñòðóêòóðíèì àíàë³çîì äëÿ KCl 0 3,12 Ar 


.
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Ðèñ. 11.8. Ãðàô³ê ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿ âçàºìîä³¿ ³îí³â
ïðîòèëåæíîãî çíàêà â êðèñòàë³÷í³é ´ðàòö³

Òàêèì ÷èíîì, îñê³ëüêè

0

2

2 10
0 0

9
0,

r r

dV e
dr r r

     
 

 

òî çâ³äñè
2 8

0 .
9

e r



                (11.73)

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ìàë³ çì³ùåííÿ ³îí³â ó
êðèñòàë³÷í³é ´ðàòö³ â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè r0. 
Ðîçêëàäàºìî ôóíêö³þ V(r) â ðÿä Òåéëîðà â 
îêîë³ òî÷êè r = r0, ìàºìî 

   
0 0 0

2 2 3 3

0 2 3
...,

2 ! 3!r r r r r r

dV x d V x d V
V r V r x

dr dr dr  

            
     

     (11.74)

äå x = r – r0. Îñê³ëüêè  
0

0,
r r

dV dr


  òî çì³íà ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿, ÿêà 

õàðàêòåðèçóº êîëèâàëüíèé ðóõ ³îí³â ïîáëèçó ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè, âèçíà-
÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ (äîäàíêàìè ç âèùèìè ñòåïåíÿìè õ íåõòóºìî):

     
0 0

2 2 3 3

0 2 3
.

2 ! 3!
r r r r

x d V x d V
V r V r V x

dr dr 

   
      

   
          (11.75)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (11.73), îäåðæóºìî

0

2 2 2

2 3 11 3
0 0 0

2 9 10 8
,

r r

d V e e
K

dr r r r

  
     

 

  
    

0

3 2 2

3 4 12 4
0 0 0

6 9 10 11 104
.

r r

d V e e
B

dr r r r

   
      

 

  
           

(11.76)

Çã³äíî ç öèìè ôîðìóëàìè ïåðåïèøåìî (11.75) äëÿ ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿ êî-
ëèâàëüíîãî ðóõó:

2 3

( ) .
2 6

Kx Bx
V x                                  (11.77)

Òîä³ ñèëó âçàºìîä³¿ ì³æ ³îíàìè ìîæíà âèçíà÷èòè òàê:

2

( ) .
2

dV Bx
F x Kx

dx
                              (11.78)

Ïåðøèé äîäàíîê äëÿ V(x) ÿâëÿº ñîáîþ êâàäðàòè÷íó çàëåæí³ñòü ïîòåíö³-
àëüíî¿ åíåðã³¿ â³ä âåëè÷èíè x = r – r0, ùî õàðàêòåðíà äëÿ ë³í³éíî¿ êîëèâàëü-
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íî¿ ñèñòåìè; öåé äîäàíîê îáóìîâëþº äëÿ ñèëè ë³í³éíó ñêëàäîâó ó âèðàç³ 
(11.78). Êîåô³ö³ºíò Â õàðàêòåðèçóº íåë³í³éíó ñêëàäîâó ó â³äíîâëþâàëüí³é 
ñèë³ F(x).

ßêùî êîëèâàííÿ ³îí³â äîñèòü ìàë³ ³ äðóãèìè äîäàíêàìè ó âèðàçàõ (11.77)
³ (11.78) ìîæíà çíåõòóâàòè, òî öå îçíà÷àº, ùî íèæíÿ ÷àñòèíà êðèâî¿ ïî-
òåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿ íà ðèñ. 11.7 çàëèøàºòüñÿ ïàðàáîë³÷íîþ ³ ³îíè â êðèñòà-
ë³÷í³é ´ðàòö³ âèêîíóþòü ãàðìîí³÷í³ êîëèâàííÿ íàâêîëî ïîëîæåííÿ ð³âíî-
âàãè x = 0 (òîáòî r = r0). Âèíèêàº ïèòàííÿ, ùî æ â³äáóäåòüñÿ ïðè ïîäàëü-
øîìó çá³ëüøåíí³ åíåðã³¿ ³îí³â (íàïðèêëàä, çà ðàõóíîê íàãð³âàííÿ), êîëè 
ñë³ä âðàõîâóâàòè ³ äðóãèé äîäàíîê ó âèðàçàõ (11.77) ³ (11.78). Çàïèøåìî 
ð³âíÿííÿ ðóõó ³îí³â ó ´ðàòö³:

2

2
B

mx Kx x  

àáî

2 2
0 0,

2
B

x x x
m

                                (11.79)

äå 2
0 K m — âëàñíà ÷àñòîòà êîëèâàíü ³îí³â â ë³í³éíîìó íàáëèæåíí³.

Ïîäàìî ð³âíÿííÿ (11.79) ó áåçðîçì³ðíîìó âèãëÿä³. Äëÿ öüîãî ââåäåìî 
áåçðîçì³ðí³ ÷àñ ³ êîîðäèíàòó:

0 ,t  ,
x
b

                                  (11.80)

äå b — õàðàêòåðíèé ìàñøòàá êîëèâàíü. Òîä³, ïîä³ëèâøè ð³âíÿííÿ (11.79) 
íà 2

0  ³ âèêîðèñòàâøè íîâ³ çì³íí³, îòðèìàºìî

2
2

2
0,


  


  


                               (11.81)

äå 2
0 0(2 ) /(2 ) 13 /(2 )Bb m Bb K b r     (äèâ. (11.76)) — ïàðàìåòð íåë³í³é-

íîñò³. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ñëàáêî¿ íåë³í³éíîñò³, êîëè  << 1, òîáòî ð³âíÿííÿ 
(11.81) ìàº ìàëèé ïàðàìåòð.

Çã³äíî ç ì³ðêóâàííÿìè ïîïåðåäíüîãî ïàðàãðàôà áóäåìî øóêàòè ðîçâ’ÿ-
çîê äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ (11.81) ó ìåæàõ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ, òîá-
òî ó âèãëÿä³  = (0) + (1). Ï³äñòàâëÿþ÷è éîãî ó (11.81), îäåðæóºìî, â³äêè-
äàþ÷è ïðè öüîìó äîäàíêè, ùî ì³ñòÿòü ó ñîá³ 2 ³ 3, òàêå ð³âíÿííÿ:

 2(0) (1) (0) (1) (0) 0.                            (11.82)

Çâ³äñè ìàºìî

(0) (0) 0    ³  2(1) (1) (0) .                       (11.83)

Ðîçâ’ÿçîê ïåðøîãî ð³âíÿííÿ (11.83) çàïèøåìî ó âèãëÿä³ (0) = a cos (ó 
íàø³é çàäà÷³ ïî÷àòêîâà ôàçà íå ñóòòºâà). Ï³äñòàâèâøè éîãî ó äðóãå ð³âíÿí-
íÿ (11.83), ç óðàõóâàííÿì òðèãîíîìåòðè÷íî¿ ð³âíîñò³ cos2 = (1 + cos(2))/2, 
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çàïèøåìî

 
2 2

(1) (1) cos 2 .
2 2
a a

                             (11.84)

×àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê öüîãî ð³âíÿííÿ  
2 2

(1) cos 2
2 6
a a

   . Îòæå, ðîçâ’ÿçîê 

ç òî÷í³ñòþ äî ÷ëåí³â ïîðÿäêó 2 áóäå òàêèì (âðàõóºìî, ùî  = 0t):

     
2 2

0 0cos cos 4 .
2 6
a a

t a t t
 

   
 

                 (11.85)

Ó ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàô³ áóëî ðîçãëÿíóòî ìàÿòíèê ÿê ñèñòåìó ç 
êóá³÷íîþ íåë³í³éí³ñòþ (äèâ. (11.41)), à îò â çàäà÷³ ïðî êîëèâàííÿ ³îí³â ó 
´ðàòö³ êðèñòàëà ìîâà éäå ïðî ñèñòåìó ç êâàäðàòè÷íîþ íåë³í³éí³ñòþ (äèâ. 
(11.79)). Ö³êàâî çàçíà÷èòè, ùî ó ìåæàõ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ ïðè äîñë³ä-
æåíí³ êîëèâàíü ìàÿòíèêà ìè çìóøåí³ áóëè âðàõîâóâàòè éîãî íå³çîõðîí-
í³ñòü, à â ñèñòåì³ ç êâàäðàòè÷íîþ íåë³í³éí³ñòþ (11.81) ÷àñòîòà êîëèâàíü 
íå çàëåæèòü â³ä àìïë³òóäè êîëèâàíü à. ² òóò ïðîòèð³÷÷ÿ íåìàº. ßêáè ðîç-
ãëÿäàëîñÿ êîëèâàííÿ ³îí³â ó ìåæàõ äðóãîãî íàáëèæåííÿ, òîáòî êîëè  

(0) (1) 2 (2)       , òî á îáîâ’ÿçêîâî ó ðîçâ’ÿçêó îòðèìàëè íåñê³í÷åííî 
çðîñòàþ÷èé ç ÷àñîì äîäàíîê. À öå ñâ³ä÷èëî á ïðî òå, ùî ñë³ä âðàõîâóâàòè 
íå³çîõðîíí³ñòü êîëèâàíü.

Ïîâåðíåìîñÿ äî ðîçâ’ÿçêó (11.85). Íàãàäàºìî, ùî  = x/b = (r – r0)/b âè-
çíà÷àº áåçðîçì³ðíó âåëè÷èíó â³äõèëåííÿ ³îí³â â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ó 
´ðàòö³ êðèñòàëà. Âèçíà÷èìî ñåðåäíº çà ïåð³îä T0 = 2/0 çíà÷åííÿ ðîçâ’ÿçêó 
(11.85):

 
0 2

0 0

1
.

2

T a
t dt

T
   

 

Âåëè÷èíà 0    ³ âîíà ïðîïîðö³éíà êâàäðàòó àìïë³òóäè êîëèâàíü à2, 
òîáòî åíåðã³¿. Öå îçíà÷àº, ùî ç³ çðîñòàííÿì åíåðã³¿ êîëèâàíü ³îí³â çá³ëü-
øóºòüñÿ íå ò³ëüêè àìïë³òóäà êîëèâàíü, à é â³äñòàíü ì³æ ³îíàìè. Ç êóðñó 
ô³çèêè â³äîìî, ùî åíåðã³ÿ òàêèõ êîëèâàíü âèçíà÷àºòüñÿ äîáóòêîì kT(àáñ), äå 
k — ñòàëà Áîëüöìàíà, Ò(àáñ) — àáñîëþòíà òåìïåðàòóðà ðå÷îâèíè. Òîä³ ìàº-
ìî òàêå íàáëèæåíå ñï³ââ³äíîøåííÿ:    à2  Ò(àáñ). Îòæå, ïðîâåäåíèé àíà-
ë³ç íåë³í³éíî¿ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè äîçâîëèâ çðîçóì³òè ïðè÷èíè òåïëîâîãî 
ðîçøèðåííÿ òâåðäî¿ ðå÷îâèíè.

                                        
 Áîëüöìàí (Boltzmann) Ëþäâ³ã (1844—1906) — àâñòð³éñüêèé ô³çèê.
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11.9. Âëàñí³ êîëèâàííÿ áóëüáàøêè ãàçó
â ð³äèí³

Ùå â 1917 ð. ó çâ’ÿçêó ç ïðîáëåìîþ êàâ³òàö³¿* (â³ä ëàòèíñüêî-
ãî ñëîâà cavitas — ïîðîæíèíà) Ðåëåé âèâ³â ð³âíÿííÿ êîëèâàíü ñôåðè÷íî¿ 
áóëüáàøêè ãàçó, ùî çíàõîäèòüñÿ â ³äåàëüí³é íåñòèñëèâ³é ð³äèí³. Öå ð³âíÿí-
íÿ ÿâëÿº ñîáîþ ð³âíÿííÿ íåë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà. Íàñ áåçóìîâíî ö³êàâëÿòü 
éîãî ðîçâ’ÿçêè, ùî õàðàêòåðèçóþòü ïóëüñàö³¿ áóëüáàøêè. Êð³ì òîãî, ð³â-
íÿííÿ Ðåëåÿ º ÷óäîâîþ ³ëþñòðàö³ºþ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ô³çè÷-
íîãî ÿâèùà. Çðîáèìî ö³ âèêëàäêè.

Íåõàé áóëüáàøêà âèêîíóº ïóëüñóþ÷³ êîëèâàííÿ. Ðîçì³ñòèìî ïî÷àòîê 
ñôåðè÷íî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò ó öåíòð³ áóëüáàøêè. Çðîçóì³ëî, ùî óíàñë³äîê 
ñèìåòð³¿ çàäà÷³ âñ³ õàðàêòåðèñòèêè ðóõó ð³äèíè íàâêîëî áóëüáàøêè çàëå-
æàòü ëèøå â³ä ðàä³àëüíî¿ êîîðäèíàòè r. Âðàõóâàâøè öåé ôàêò, çàïèøåìî 
âèõ³äí³ ð³âíÿííÿ ðóõó ³äåàëüíî¿ íåñòèñëèâî¿ ð³äèíè. Ó ñôåðè÷í³é ñèñòåì³ 
êîîðäèíàò äëÿ øâèäêîñò³ ð³äèíè rv ìîæíà çàïèñàòè îäíîâèì³ðíå ð³âíÿííÿ 
Åéëåðà (äèâ. ï. 4.1.2):

1
,r r

r

P
t r r

  
  

  
v v

v                            (11.86)

äå  — ãóñòèíà ð³äèíè; Ð — òèñê. Ïåðøèé äîäàíîê â ë³â³é ÷àñòèí³ (11.86) 
âèçíà÷àº ëîêàëüíå ïðèñêîðåííÿ, à äðóãèé — ïðèñêîðåííÿ ïåðåíåñåííÿ. 
Â³äïîâ³äíå ð³âíÿííÿ íåïåðåðâíîñò³ (äèâ. ï. 4.1.3) ìàòèìå âèãëÿä

 2

0.
rr

r






v
                                 (11.87)

Ô³çè÷íèé çì³ñò ð³âíÿííÿ (11.87) çðîçóì³ëèé: ê³ëüê³ñòü ð³äèíè, ùî ïðî-
ò³êàº êð³çü óÿâíî âèä³ëåíó íàâêîëî áóëüáàøêè ñôåðè÷íó ïîâåðõíþ ðàä³ó-
ñîì r, º âåëè÷èíîþ ñòàëîþ. Ð³âíÿííÿ (11.86) ³ (11.87) ñïðàâåäëèâ³ ïðè r 
 R, äå R — ðàä³óñ áóëüáàøêè.

Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (11.87) î÷åâèäíèé: v r = C/r 2, äå ñòàëà Ñ âèçíà-
÷àºòüñÿ ³ç ãðàíè÷íî¿ óìîâè íà ïîâåðõí³ áóëüáàøêè  r R R v , ÿêà ñòâåðä-

æóº ð³âí³ñòü øâèäêîñòåé ïîâåðõí³ áóëüáàøêè R  ³ ð³äèíè íà ïîâåðõí³ áóëü-
áàøêè (íàãàäàºìî, ùî êðàïêà íàä áóêâîþ ïîçíà÷àº ïîõ³äíó çà ÷àñîì t). 
Çâ³äñè 2C R R   ³, îòæå, ðîçâ’ÿçîê

 
2

2
,r

R
r t R

r
 v                                 (11.88)

                                        
* Ïîòóæíå çâóêîâå ïîëå â ð³äèí³ ïîðîäæóº ìàëåíüê³ ïàðîãàçîâ³ áóëüáàøêè, ÿê³ ï³ä 

ä³ºþ öüîãî ïîëÿ ìîæóòü ðîñòè, çàìèêàòèñÿ ³ âèêëèêàòè òàê³ åôåêòè, ÿê õ³ì³÷í³ ðåàêö³¿, 
åðîç³ÿ, âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó â øèðîêîìó ä³àïàçîí³ ÷àñòîò. Ã³äðîäèíàì³÷íà êàâ³òàö³ÿ, 
àáî óòâîðåííÿ ³ çà÷èíåííÿ ïàðîãàçîâèõ áóëüáàøîê â ì³ñöÿõ ëîêàëüíîãî çíèæåííÿ òèñêó 
ïðè îáò³êàíí³ ò³ë, òå÷³¿ â òðóáàõ âèð³çíÿºòüñÿ ò³ëüêè çàñîáîì çáóäæåííÿ ³ ìàº áàãàòî 
ñï³ëüíîãî ç ÿâèùåì àêóñòè÷íî¿ êàâ³òàö³¿ [23].
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âèçíà÷àº õàðàêòåð çì³íè ç â³äñòàííþ r êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê ñå-
ðåäîâèùà, ùî îòî÷óº ïóëüñóþ÷ó áóëüáàøêó.

Íàøà ìåòà îòðèìàòè ð³âíÿííÿ äëÿ ôóíêö³¿ R(t), ðîçâ’ÿçîê ÿêîãî îïèñóº 
çì³íó ó ÷àñ³ ðàä³óñà áóëüáàøêè, òîáòî âèçíà÷àº éîãî êîëèâàëüíèé ðåæèì. 
Äëÿ öüîãî ³íòåãðóºìî ð³âíÿííÿ (11.86) çà r â³ä r äî . Âðàõîâóþ÷è, ùî íà 
íåñê³í÷åííîñò³ vr = 0, ìàºìî

    
2 1

0,
2
r

r
r

dr P P r
t 

 
       


vv                   (11.89)

äå Ð() = Ð0 — ã³äðîñòàòè÷íèé òèñê â ð³äèí³. Òåïåð ï³äñòàâèìî (11.88) â 
(11.89):

    
4

2 2 2
0

1 1 1
2 0

2
R

R R RR R P r P
r r 

      
 

  

³, ïîêëàâøè r = R, îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ Ðåëåÿ:

  2
0

3 1
0.

2
R R R P R P


                         (11.90)

Ùîá âèçíà÷èòè òèñê ó ð³äèí³ íà ïîâåðõí³ áóëüáàøêè P (R), âèêîðè-
ñòàºìî ãðàíè÷íó óìîâó ð³âíîñò³ òèñê³â çîâí³ ³ çñåðåäèíè íà ïîâåðõí³ áóëü-
áàøêè. Òèñê çîâí³ äîð³âíþº ñóì³ òèñêó ð³äèíè P (R) ³ òèñêó, ñïðè÷èíåíîãî 
ñèëàìè ïîâåðõíåâîãî íàòÿãó, 2/R ( — êîåô³ö³ºíò ïîâåðõíåâîãî íàòÿãó), 
òîáòî P (R) + 2/R. Òèñê çñåðåäèíè äîð³âíþº òèñêó ãàçó â áóëüáàøö³ Pr (R). 
Ââàæàþ÷è ïðîöåñè, ùî â³äáóâàþòüñÿ â ãàç³, àä³àáàòè÷íèìè, ìîæíà äëÿ 
Pr (R) çàïèñàòè òàêèé âèðàç:

 
3

0
0

0

2
,r

R
P R P

R R

       
  

                         (11.91)

äå  — ïîêàçíèê àä³àáàòè; R0 — ñòàö³îíàðíå çíà÷åííÿ ðàä³óñà áóëüáàøêè, 
êîëè  

0
0R R

P R P


 . Ïðèð³âíÿâøè  rP R  òà òèñê çîâí³   2P R R , îäåð-

æèìî

 
3

0
0

0

2 2
.

R
P R P

R R R

         
  

                     (11.92)

ßêùî ðîçãëÿäàòè ìàë³ àìïë³òóäè êîëèâàíü, êîëè |R – R0| << R0, òî ð³â-
íÿííÿ (11.90) ç óðàõóâàííÿì (11.92) ìîæíà çâåñòè äî ð³âíÿííÿ ë³í³éíîãî 
îñöèëÿòîðà. Äëÿ öüîãî ïîçíà÷èìî R – R0 =  ³ ï³äñòàâèìî R = R0 +  â 
(11.90) ³ (11.92). Äàë³, ðîçêëàäàþ÷è ñòåïåíåâ³ ôóíêö³¿ â ðÿä Òåéëîðà ³ 
â³äêèäàþ÷è ÷ëåíè, ùî ì³ñòÿòü ó ñîá³ êâàäðàòè÷í³ âåëè÷èíè 2 ³ 2  (àäæå 

 << 1), îòðèìàºìî òàêå ð³âíÿííÿ ãàðìîí³÷íîãî îñöèëÿòîðà:

02
00

3 3 1 2
0.

3
P

RR
   


 

    
 

                        (11.93)
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Ðèñ. 11.9. Ôàçîâèé ïîðòðåò êîëèâàíü áóëüáàøêè â ð³äèí³ (ë³âîðó÷) ³ ÷àñîâ³ çàëåæíîñò³ 
ðàä³óñà áóëüáàøêè 0( / )R t T  (ïðàâîðó÷) ïðè ð³çíèõ àìïë³òóäàõ êîëèâàíü max 0 ;A R R

à — 1,1; á — 1,5; â — 2. R0 = 10 ìêì, P0 = 100 êÏà,  = 0,0725 Í/ì,  = 0,145, äëÿ ïîâ³òðÿ  = 1,4

Çâ³äñè âèçíà÷àºìî ÷àñòîòó ìàëèõ êîëèâàíü  0 áóëüáàøêè:

0 0
0 0

1 3 3 1 2
.

3
P

R R
  


 
 

   
 

                        (11.94)

ßê ³ î÷³êóâàëîñÿ, âåëè÷èíà 0 òèì á³ëüøà, ÷èì ìåíøèé ñòàö³îíàðíèé ðà-
ä³óñ áóëüáàøêè R0.

Ð³âíÿííÿ (11.90) ç óðàõóâàííÿì (11.92) ³ (11.94) çðó÷íî ïåðåïèñàòè ó 
áåçðîçì³ðíîìó âèãëÿä³, äëÿ ÷îãî ââåäåìî áåçðîçì³ðí³ çì³íí³ 0R R R  ³ 0t  . 
Ï³ñëÿ ïðîñòèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìàºìî

 

2
2

2 3

3 1 1
1 0,

2 3 3 1
d R dR

R
dd R R

 
   

              

 
           (11.95)

äå  0 02 .R P 
Íà ðèñ. 11.9 íàâåäåí³ ÷àñîâ³ çàëåæíîñò³ ðàä³óñà áóëüáàøêè (âçäîâæ îñ³ 

àáñöèñ â³äêëàäåíî íîðìîâàíèé ÷àñ 0t T ( 0 02T   ) ³ ïîêàçàíà ôàçîâà òðà-
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ºêòîð³ÿ îñöèëÿòîðà (11.95) íà ïëîùèí³ ç êîîðäèíàòàìè (R , dR d ). Ïàðà-
ìåòðîì êðèâèõ º àìïë³òóäà êîëèâàíü, ùî âèçíà÷àºòüñÿ ïî÷àòêîâèìè óìî-
âàìè max 0(0)R A R R  , (0) 0dR d  . ßê áà÷èìî, ó âèïàäêó êîëèâàíü ç 
ìàëîþ àìïë³òóäîþ êîëèâàííÿ áëèçüê³ äî ãàðìîí³÷íèõ, à ôàçîâà êðèâà 
áëèçüêà äî åë³ïòè÷íî¿ êðèâî¿. Ç³ çðîñòàííÿì àìïë³òóäè êîëèâàíü, ôîðìà 
êîëèâàíü ñòàº ñóòòºâî íåãàðìîí³÷íîþ, ùî ìàº â³äîáðàæåííÿ íà ôàçîâ³é 
ïëîùèí³. Ïðè öüîìó ïåð³îä êîëèâàíü, ç³ çá³ëüøåííÿì àìïë³òóäè, çá³ëü-
øóºòüñÿ.

11.10. Àâòîêîëèâàííÿ

11.10.1. Àâòîêîëèâàííÿ — òèïîâå ïðèðîäíå ÿâèùå

“Í³ îäèí ³íæåíåð íå çì³ã áè ñòâîðèòè ùîñü ïîä³áíå äî ñåðöÿ —
ã³äíî¿ ïîäèâó é äèâîâèæíî¿ â³áðàö³éíî¿ ìàøèíè… Áåçïåðåðâíî ïðàöþþ÷è 
ïðîòÿãîì âñüîãî æèòòÿ ëþäèíè, ñåðöå ï³äòðèìóº ñåáå, ïðèíàéìí³ ÷àñòêîâî, 
çàâäÿêè âëàñí³é ä³ÿëüíîñò³. Ïðîòå, ïî ñóò³, âîíî íå çàëèøàºòüñÿ ³ç ðîêó â 
ð³ê íåçì³ííèì, îñê³ëüêè ïðîöåñ ï³äòðèìêè ñåðöåâî¿ ä³ÿëüíîñò³ íåìèíó÷å ³ 
ïîñòóïîâî çì³íþº ñàìèé êîëèâàëüíèé ïðèñòð³é” [4, ñ. 154]. Äåùî ñóìíî 
çâó÷àòü îñòàíí³ ö³ ðÿäêè. Ïðîòå òàêå æèòòÿ ëþäèíè ³, ðîçóì³þ÷è óí³êàëü-
í³ñòü íàøîãî îðãàí³çìó, ìè ïîâèíí³ äáàòè ïðî ñåðöå, ÿêå ÿâëÿº ñîáîþ äè-
âîâèæíó àâòîêîëèâàëüíó ñèñòåìó. 

Àâòîêîëèâàííÿ — öå îñîáëèâ³ êîëèâàííÿ ñèñòåìè. Âîíè íå ìàþòü í³÷î-
ãî ñï³ëüíîãî ç³ çìóøåíèìè êîëèâàííÿìè, êîëè ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ ï³ä 
ä³ºþ çîâí³øíüî¿ ñèëè. Âîíè â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä âëàñíèõ êîëèâàíü ñèñòåìè 
ìåõàí³çìîì ÿê âèíèêíåííÿ, òàê ³ çáåðåæåííÿ àìïë³òóäè. ßê â³äîìî, âëàñí³ 
êîëèâàííÿ ñèñòåìè ÿâëÿþòü ñîáîþ êîëèâàííÿ ïîáëèçó ïîëîæåííÿ ñò³éêî¿ 
ð³âíîâàãè. Àìïë³òóäà öèõ êîëèâàíü âèçíà÷àºòüñÿ ïî÷àòêîâèì çì³ùåííÿì ³ 
ïî÷àòêîâîþ øâèäê³ñòþ. Óíàñë³äîê íàÿâíîñò³ äåìïô³ðóâàííÿ, ùî âëàñòèâå 
áóäü-ÿê³é ðåàëüí³é ñèñòåì³, âëàñí³ êîëèâàííÿ º çãàñàþ÷èìè.

Âèíèêàº ïèòàííÿ: ÷è ìîæóòü âèíèêàòè ó ñèñòåì³ íåçãàñàþ÷³ êîëèâàí-
íÿ áåç âïëèâó çîâí³øíüî¿ êîëèâàëüíî¿ ñèëè. Âèÿâëÿºòüñÿ ùî òàê. Ó öüîìó 
âèïàäêó äëÿ ï³äòðèìóâàííÿ êîëèâàíü ñèñòåìà ïîâèííà áóòè çâ’ÿçàíîþ ç 
áóäü-ÿêèì (âçàãàë³ íåêîëèâàëüíèì) äæåðåëîì åíåðã³¿, çà ðàõóíîê ÿêîãî 
âîíà ìîãëà á ïîïîâíþâàòè âèòðàòè åíåðã³¿ â³ä ä³é ñèë äåìïô³ðóâàííÿ. 
Ùîá êîëèâàííÿ áóëè íåçãàñàþ÷³ (ñòàö³îíàðí³), ñèñòåìà çà ïåð³îä êîëè-
âàíü ïîâèííà âçÿòè ó äæåðåëà ñàìå ñò³ëüêè åíåðã³¿, ñê³ëüêè âèòðà÷àºòüñÿ ó 
í³é çà òîé æå ÷àñ. Äëÿ öüîãî ñèñòåìà ïîâèííà ñàìà êåðóâàòè íàäõîäæåííÿì
åíåðã³¿ â³ä äæåðåëà. Ñèñòåìè, ÿê³ ìàþòü òàê³ âëàñòèâîñò³, Àíäðîíîâ íàç-
âàâ àâòîêîëèâàëüíèìè, à íåçãàñàþ÷³ êîëèâàííÿ, ÿê³ âîíè çä³éñíþþòü, —
àâòîêîëèâàííÿìè.

ßêùî ïðèäèâèòèñü äî íàâêîëèøíüîãî ñâ³òó, òî âèÿâèòüñÿ, ùî àâòîêî-
ëèâàëüí³ ñèñòåìè, àáñîëþòíî ð³çí³ çà ñâî¿ìè âëàñòèâîñòÿìè, çóñòð³÷àþòüñÿ 
íàì óñþäè — öå äóõîâ³ ³ ñìè÷êîâ³ ìóçè÷í³ ³íñòðóìåíòè; ãîäèííèêîâ³ ìå-

                                        
 Àíäðîíîâ Îëåêñàíäð Îëåêñàíäðîâè÷ (1901—1952) — ðîñ³éñüêèé ô³çèê, àêàäåì³ê 
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õàí³çìè; åëåêòðîíí³ ãåíåðàòîðè; ð³çíîìàí³òí³ ðåãóëÿòîðè, ÿê³ çàñòîñîâóþòü-
ñÿ â òåõí³ö³; ïîðøíåâ³ äâèãóíè; ìåõàí³÷í³ àâòîêîëèâàííÿ, îáóìîâëåí³ òåð-
òÿì, äóæå ïîøèðåí³ ó âèãëÿä³ ð³çíîãî ðîäó ñêðèï³â; àâòîêîëèâàííÿ, ïî-
â’ÿçàí³ ç óòâîðåííÿì âèõð³â ïðè îáò³êàíí³ ïîòîêîì ñåðåäîâèùà äåÿêèõ ïå-
ðåøêîä (ñòðóíà, ñòðèæåíü, êðèëî ë³òàêà) ÷è ïðîíèêíåííÿ ïîòîêó êð³çü 
âóçüê³ ù³ëèíè; ïðîöåñè ó æèâîìó îðãàí³çì³, íàïðèêëàä, äèõàííÿ ³ ðîáîòà 
ñåðöÿ.

ßêùî ïåðåë³ê òàêèõ íåñõîæèõ ÿâèù îá’ºäíóºòüñÿ òåðì³íîì “àâòîêîëè-
âàííÿ”, òî öå îçíà÷àº, ùî ö³ ÿâèùà ìàþòü äåÿê³ ñï³ëüí³ âëàñòèâîñò³ ³ ìî-
æóòü ðîçãëÿäàòèñÿ ç ºäèíî¿ òî÷êè çîðó. Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî äîñë³äæåííÿ 
êîíêðåòíî¿ àâòîêîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè ìîæå áóòè äóæå ñêëàäíèì. Ó öüîìó 
ïàðàãðàô³ ìè ïðîàíàë³çóºìî çàãàëüí³ õàðàêòåðèñòèêè àâòîêîëèâàëüíèõ ñèñ-
òåì ³ ñïðîáóºìî ïðîâåñòè äåÿê³ äîñë³äæåííÿ.

11.10.2. Îñíîâí³ âèçíà÷åííÿ ³ âëàñòèâîñò³

Ñó÷àñíå âèçíà÷åííÿ àâòîêîëèâàíü ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òà-
êèì ÷èíîì [26, ñ.155]. Àâòîêîëèâàííÿ — öå íåçãàñàþ÷³ êîëèâàííÿ â íåë³í³éí³é 
äèñèïàòèâí³é ñèñòåì³, òèï ³ âëàñòèâîñò³ ÿêèõ âèçíà÷àþòüñÿ ñàìîþ ñèñòå-
ìîþ ³ íå çàëåæàòü â³ä ïî÷àòêîâèõ óìîâ (õ³áà ùî â ñê³í÷åíí³é îáëàñò³).

Îáì³ðêóºìî öå âèçíà÷åííÿ. Ïî-ïåðøå, ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ìàêðîñêî-
ï³÷í³ ïðèðîäí³ ñèñòåìè âòðà÷àþòü ñâîþ åíåðã³þ ç ÷àñîì. Öå â³äáóâàºòüñÿ, 
íàïðèêëàä, óíàñë³äîê ìåõàí³÷íîãî òåðòÿ, åëåêòðè÷íîãî îïîðó àáî ³íøèõ 
ìåõàí³çì³â íåîáîðîòíîãî ïåðåòâîðåííÿ åíåðã³¿ ñèñòåìè â òåïëî. Îòæå, âèê-
ëþ÷àþ÷è ç ðîçãëÿäó ïðèêëàäè òèïó ïëàíåòàðíèõ ñèñòåì (äå äèñèïàö³ºþ, 
ìàáóòü, ìîæíà çíåõòóâàòè) àáî êîëèâàíü ìîëåêóë (ÿê³ îïèñóþòüñÿ çàêîíà-
ìè êâàíòîâî¿ ìåõàí³êè), áóäåìî ðîçãëÿäàòè äèñèïàòèâí³ ñèñòåìè, äå çàâæäè 
ñë³ä âðàõîâóâàòè, ùî áåç ïîñò³éíîãî íàäõîäæåííÿ åíåðã³¿ â ñèñòåìó êîëè-
âàííÿ çãàñàþòü. Òîìó àâòîêîëèâàëüíà ñèñòåìà ïîâèííà ìàòè âíóòð³øíº 
äæåðåëî åíåðã³¿. Ó ìàÿòíèêîâèõ ãîäèííèêàõ êîëèâàííÿ ï³äòðèìóþòüñÿ çà 
ðàõóíîê ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿ ï³äíÿòîãî âàíòàæó àáî ñòèñíåíî¿ ïðóæèíè. 
Åëåêòðîííèé ãîäèííèê àáî ³íø³ åëåêòðîíí³ ãåíåðàòîðè ñïîæèâàþòü åíåð-
ã³þ â³ä åëåêòðè÷íîãî äæåðåëà æèâëåííÿ. Ðèòì³÷íå ñêîðî÷åííÿ ñåðöåâîãî 
ì’ÿçà àáî âèïðîì³íþâàííÿ ñâ³òëîâèõ ³ìïóëüñ³â ñâ³òëÿ÷êàìè â³äáóâàºòüñÿ çà 
ðàõóíîê õ³ì³÷íèõ ðåàêö³é ó öèõ ñèñòåìàõ.

Ïî-äðóãå, çàçíà÷èìî, ùî àâòîêîëèâàííÿì âëàñòèâà ñò³éê³ñòü êîëèâàíü 
ñèñòåìè â³äíîñíî ¿õ çáóðåííÿ. ßê ìè çíàºìî, ïåð³îäè÷í³ ðóõè â êîíñåðâà-
òèâí³é ñèñòåì³ îïèñóþòüñÿ ñóêóïí³ñòþ çàìêíåíèõ êðèâèõ íà ôàçîâ³é ïëî-
ùèí³. ßêùî âíàñë³äîê äåÿêîãî çáóðåííÿ çì³íèâñÿ ðóõ ó òàê³é ñèñòåì³, òî 
âîíà ³ íàäàë³ çàëèøèòüñÿ ó çáóðåíîìó ñòàí³. ²íøèìè ñëîâàìè, êîíñåðâà-
òèâíà ïåð³îäè÷íà ñèñòåìà “ïàì’ÿòàº” ïî÷àòêîâ³ óìîâè. Òåïåð ïîâåðíåìîñÿ 
äî àâòîêîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè, äå òàêîæ â³äáóâàºòüñÿ ïåð³îäè÷íèé ðóõ. Íà 
ôàçîâ³é ïëîùèí³ òàêèé ðóõ â³äïîâ³äàº òàêîæ çàìêíåí³é êðèâ³é, ÿêó íàçè-
âàþòü ãðàíè÷íèì öèêëîì. Òàêà íàçâà â³äîáðàæàº ñïåöèô³êó àâòîêîëèâàíü. 
Ð³÷ ó òîìó, ùî êîëè ìè “ç³øòîâõíåìî” ôàçîâó òî÷êó ç ãðàíè÷íîãî öèêëó, 
âîíà ç ÷àñîì ïîâåðíåòüñÿ íà íüîãî, òîáòî àâòîêîëèâàëüíà ñèñòåìà â³äíîâ-
ëþº ñâ³é ðóõ ïðè éîãî ïîðóøåíí³. Öå îçíà÷àº, ùî àâòîêîëèâàííÿ â ñèñòåì³ 
íå çàëåæàòü â³ä ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Ç ÷àñîì ôàçîâà òðàºêòîð³ÿ, ùî â³äïîâ³äàº 
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äåÿêèì ïî÷àòêîâèì óìîâàì, ïðÿìóº äî ãðàíè÷íîãî öèêëó, òîáòî â êîëè-
âàëüí³é ñèñòåì³ ï³ñëÿ ïåðåõ³äíîãî ïðîöåñó âèíèêàþòü êîëèâàííÿ, ÿêèì 
â³äïîâ³äàº ðóõ ôàçîâî¿ òî÷êè ïî ãðàíè÷íîìó öèêëó. Îòæå, ãðàíè÷íèé öèêë 
ÿâëÿº ñîáîþ àòòðàêòîð. Òàêèì ÷èíîì, àâòîêîëèâàííÿ çàëåæàòü ò³ëüêè â³ä 
ïàðàìåòð³â ñèñòåìè, à íå â³ä ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Ñëîâà âèçíà÷åííÿ “õ³áà ùî, 
â ñê³í÷åíí³é îáëàñò³” — îçíà÷àþòü, ùî, â ïðèíöèï³, ìîæóòü ³ñíóâàòè ê³ëü-
êà àòòðàêòîð³â, êîæåí ç ÿêèõ ìàº ñâ³é áàñåéí ïðèòÿãàííÿ.

Ñóòòºâèì ìîìåíòîì äëÿ ï³äòðèìêè óñòàëåíèõ êîëèâàíü â àâòîêîëè-
âàëüí³é ñèñòåì³ º ¿¿ íåë³í³éí³ñòü. Äëÿ ðîçóì³ííÿ ô³çè÷íî¿ ïðèðîäè öüîãî ìî-
ìåíòó ðîçãëÿíåìî åíåðãåòè÷íèé áàëàíñ êîëèâàíü. Íåõàé êîëèâàííÿ âæå â³ä-
áóâàþòüñÿ. Çðîçóì³ëî, ùî åíåðã³ÿ öèõ êîëèâàíü ïîâèííà áóëà á çãàñàòè óíà-
ñë³äîê òåðòÿ (àáî âíàñë³äîê ïåðåäà÷³ êîëèâàëüíî¿ åíåðã³¿ ñïîæèâà÷åâ³). Ïðîòå 
âòðàòè åíåðã³¿ ïîïîâíþþòüñÿ çà ðàõóíîê äæåðåëà, â³ä ÿêîãî ïîðö³ÿ åíåðã³¿ çà 
êîæíèé ïåð³îä (÷è âçàãàë³ ïåð³îäè÷íî) íàäõîäèòü ó êîëèâàëüíó ñèñòåìó. Çðî-
çóì³ëî, ùî óñòàëåí³ êîëèâàííÿ ìîæëèâ³ ó òîìó âèïàäêó, êîëè íàäõîäæåííÿ 
åíåðã³¿ â³ä äæåðåëà çà ïåð³îä òî÷íî äîð³âíþâàòèìóòü âòðàòàì åíåðã³¿ çà òîé 
æå ÷àñ. Öÿ óìîâà áàëàíñó åíåðã³¿ ³ º óìîâîþ íàÿâíîñò³ íåçãàñàþ÷èõ êîëè-
âàíü. ßêùî áàëàíñ áóäå ïîðóøåíî, íàïðèêëàä ïîïîâíåííÿ âèòðàò áóäå íå-
äîñòàòí³ì, òî êîëèâàííÿ áóäóòü çãàñàòè. ßêùî æ, íàâïàêè, åíåðã³¿ â³ä äæåðå-
ëà áóäå íàäõîäèòè ïîíàäì³ðó, òî êîëèâàííÿ áóäóòü íàðîñòàòè.

Òåïåð ìîæíà ñêëàñòè óÿâëåííÿ ³ ïðî ìåõàí³çì ñàìîçáóäæåííÿ. ßêùî íà 
ïî÷àòêó, òîáòî ïðè íàéìåíøèõ àìïë³òóäàõ, íàäõîäæåííÿ åíåðã³¿ ïåðåâèùóº 
âòðàòè, òî àìïë³òóäà êîëèâàíü íàðîñòàº. ßêáè öå ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ íàä-
õîäæåííÿì ³ âòðàòàìè åíåðã³¿ çáåð³ãàëîñÿ çàâæäè, òî àìïë³òóäà çá³ëüøó-
âàëàñÿ á íåñê³í÷åííî. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ îòðèìàííÿ óñòàëåíèõ êîëèâàíü 
íåîáõ³äíî, ùîá, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî çíà÷åííÿ àìïë³òóäè, âòðàòè çðîñòàëè 
ç ïîäàëüøèì çá³ëüøåííÿì àìïë³òóäè øâèäøå, í³æ ïîïîâíåííÿ åíåðã³¿ â³ä 
äæåðåëà. Ïðè òàê³é óìîâ³ ìîæëèâå äîñÿãíåííÿ åíåðãåòè÷íîãî áàëàíñó.

Âñå öå íàî÷íî ïîÿñíþºòüñÿ ãðàô³êîì ðèñ. 11.10, à, íà ÿêîìó åíåðã³ÿ, 
ùî íàäõîäèòü â³ä äæåðåëà, ïîçíà÷åíà Å+, åíåðã³ÿ óòðàò â êîëèâàëüí³é ñèñ-
òåì³ — Å–. Åíåðã³¿ Å+ ³ Å– çàëåæàòü â³ä àìïë³òóäè êîëèâàíü À. Òî÷êà ïåðåòè-
íó êðèâèõ Å+ ³ Å– â³äïîâ³äàº áàëàíñó åíåðã³é; àáñöèñà ö³º¿ òî÷êè — àìï-
ë³òóä³ À0 óñòàëåíèõ êîëèâàíü. Ãðàô³ê íà ðèñ. 11.10, à äàº ìîæëèâ³ñòü ïðî-
âåñòè ïðîñòèé àíàë³ç ñò³éêîñò³ óñòàëåíîãî êîëèâàëüíîãî ðóõó ñèñòåìè. Íà-
ãàäàºìî, ùî ñò³éêèì ïîëîæåííÿì ð³âíîâàãè íàçèâàþòü òàêèé ñòàí ñèñòåìè, 
êîëè âîíà äî íüîãî ïîâåðòàºòüñÿ, áóäó÷è ç íüîãî âèâåäåíà â³ëüíèìè êîëè-
âàííÿìè. Íåñò³éêå ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè, íàâïàêè, â³äïîâ³äàº ñèòóàö³¿, êî-
ëè ñèñòåìà ïðè íàéìåíøîìó â³äõèëåíí³ íå ïîâåðòàºòüñÿ äî íüîãî. Àíà-
ëîã³÷íî ìîæíà ãîâîðèòè ïðî ñò³éêèé êîëèâàëüíèé ðóõ — ÿêùî ñèñòåìà, 
êîëèâàëüíèé ðóõ ÿêî¿ ïîðóøåíî äåÿêèì çîâí³øí³ì âïëèâîì, ïîâåðòàºòüñÿ 
äî ïî÷àòêîâîãî ðåæèìó ï³ñëÿ çàê³í÷åííÿ ä³¿ çîâí³øíüîãî âïëèâó. Íàâïàêè, 
ðóõ áóäå íåñò³éêèì, ÿêùî áóäü-ÿêèé ìàëèé çîâí³øí³é âïëèâ âèâîäèòü ñèñ-
òåìó ç êîëèâàëüíîãî ðåæèìó, â³ä ÿêîãî ñèñòåìà â³äõîäèòü âñå äàë³. Ó íàøèõ
ì³ðêóâàííÿõ äîñèòü òàêîãî ñïðîùåíîãî ïîíÿòòÿ ïðî ñò³éê³ñòü áåç çàñòîñó-
âàííÿ òî÷íîãî ìàòåìàòè÷íîãî âèçíà÷åííÿ.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð, ñò³éêèì ÷è íåñò³éêèì º ðóõ çà óìîâè ðèñ. 11.10, à. 
Äëÿ ïåðåâ³ðêè ñò³éêîñò³ â³çüìåìî äâà çíà÷åííÿ àìïë³òóäè — ìåíøå ³ á³ëü-
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Ðèñ. 11.10. Åíåðãåòè÷í³ 
ä³àãðàìè äèñèïàö³¿ åíåð-
ã³¿ (Å–) ³ íàäõîäæåííÿ 
åíåðã³¿ â ñèñòåìó â³ä äæå-
ðåëà (Å+)

øå, í³æ À0 (øòðèõîâ³ ë³í³¿ íà ðèñ. 11.10, à). Ëåãêî áà÷èòè, ùî â ïåðøîìó 
âèïàäêó ìàºìî Å+ > Å– ³, çíà÷èòü, àìïë³òóäà êîëèâàíü áóäå íàðîñòàòè, ïîêè 
íå äîñÿãíå çíà÷åííÿ À0. Ó äðóãîìó âèïàäêó Å+ < Å– ³, â³äïîâ³äíî, àìïë³òóäà 
áóäå çìåíøóâàòèñÿ, äîêè íå äîñÿãíå çíà÷åííÿ À0. Îòæå, òî÷êà ïåðåòèíó ç 
àáñöèñîþ À0 º òî÷êà ñò³éêîãî êîëèâàëüíîãî ðóõó.

Ïî÷àòîê êîîðäèíàò Î, äå ïåðåòèíàþòüñÿ êðèâ³ Å+ ³ Å–, º ïîëîæåííÿì 
ð³âíîâàãè. Ïðè÷îìó öå ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè íåñò³éêå; ó ÷îìó íåâàæêî ïå-
ðåñâ³ä÷èòèñü, ðîçãëÿäàþ÷è êîëèâàëüíèé ïðîöåñ ïðè äåÿê³é ìàë³é àìïë³òóä³. 
Òàêèì ÷èíîì, óìîâîþ ñàìîçáóäæåííÿ àâòîêîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè º óìîâà 
íåñò³éêîñò³ ¿¿ ñòàíó ð³âíîâàãè.

Êðèâ³ Å+ ³ Å– ìîæóòü ïåðåòèíàòèñÿ ³ íå â îäí³é òî÷ö³ (ðèñ. 11.10, á). Íà 
ðèñóíêó âèäíî òðè òî÷êè ïåðåòèíó. Ðîçì³ðêîâóþ÷è, ÿê ³ âèùå, ëåãêî âñòà-
íîâèòè, ùî äâ³ ç íèõ ñò³éê³ (àáñöèñè Î ³ À0). Îñê³ëüêè ïî÷àòîê êîîðäèíàò 
Î º òî÷êà ñò³éêî¿ ð³âíîâàãè, òî ñèñòåìà, ùîäî ÿêî¿ âïëèâ â³äñóòí³é, áóäå 
çáåð³ãàòè ñòàí ñïîêîþ. Îäíàê öå íå îçíà÷àº, ùî â í³é ñò³éê³ àâòîêîëèâàííÿ 
íåìîæëèâ³. Ä³éñíî, óÿâèìî ñîá³, ùî äåÿêèé çîâí³øí³é ïîøòîâõ çáóäæóº ó 
ñèñòåì³ êîëèâàííÿ ç àìïë³òóäîþ, á³ëüøîþ çà À1. ßêùî öå â³äáóäåòüñÿ, òî 
íàäàë³ ñèñòåìà áóäå ðîçãîéäóâàòèñü ñàìîñò³éíî äî àìïë³òóäè À0.

Òàêèé âèïàäîê, êîëè äëÿ ñàìîðîçãîéäóâàííÿ àâòîêîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè 
ïîòð³áåí ïî÷àòêîâèé ïîøòîâõ, íàçèâàºòüñÿ æîðñòêèì ñàìîçáóäæåííÿì. Íà 
ïðîòèëåæí³ñòü öüîìó, âèïàäîê (ðèñ. 11.10, à), êîëè äëÿ ðîçãîéäóâàííÿ ñèñ-
òåìè äîñòàòíüî ìàëîãî ïî÷àòêîâîãî çáóäæåííÿ, ÿêå çàâæäè âèíèêàº âíàñë³-
äîê òèõ ÷è ³íøèõ ôëóêòóàö³é, — íàçèâàºòüñÿ ì’ÿêèì ñàìîçáóäæåííÿì.

Íà îñíîâ³ ïðîâåäåíîãî àíàë³çó ìîæíà çðîáèòè ùå îäèí âèñíîâîê ïðèí-
öèïîâîãî õàðàêòåðó. ßêáè ñèñòåìà áóëà ë³í³éíîþ, òî ÿê âòðàòè åíåðã³¿, òàê ³ 
¿¿ ïðèð³ñò çðîñòàëè á çà îäíàêîâèì çàêîíîì, à ñàìå: ïðîïîðö³éíî êâàäðàòó 
àìïë³òóäè. Ãðàô³÷íî Å+ ³ Å– áóëè á çîáðàæåí³ äâîìà ïàðàáîëàìè, ÿê³ á ïðî-
õîäèëè ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò, àëå á³ëüøå íå ìàëè òî÷îê ïåðåòèíó, êð³ì 
òîãî, îäíà ç ïàðàáîë áóëà á ðîçòàøîâàíà âèùå, í³æ äðóãà. Ó öüîìó âèïàäêó 
àáî ñèñòåìà íå çáóäæóºòüñÿ çîâñ³ì, àáî âîíà ì’ÿêî ñàìîçáóäæóºòüñÿ, àëå 
àìïë³òóäà êîëèâàíü íåñê³í÷åííî çðîñòàº. Òîìó ðåæèì óñòàëåíèõ êîëèâàíü 
ç³ ñê³í÷åííîþ àìïë³òóäîþ º ìîæëèâèì ò³ëüêè â íåë³í³éí³é ñèñòåì³. Çàçíà-
÷èìî, ùî íåë³í³éí³ âëàñòèâîñò³ ìîæå ìàòè áóäü-ÿêà ëàíêà, ÿêà âõîäèòü ó 
ñòðóêòóðó àâòîêîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè.
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Íàâåäåí³ ì³ðêóâàííÿ äîçâîëÿþòü âèä³ëèòè â ïðîñòèõ àâòîêîëèâàëüíèõ 
ñèñòåìàõ òàê³ îñíîâí³ åëåìåíòè:

 êîëèâàëüíó ñèñòåìó ç äåìïô³ðóâàííÿì;
 äæåðåëî åíåðã³¿ ³ ïåðåòâîðþâà÷ åíåðã³¿ äæåðåëà â åíåðã³þ êîëèâàíü;
 íåë³í³éíèé îáìåæóâà÷;
 ëàíêà çâîðîòíîãî çâ’ÿçêó.
Õî÷à ìîâè ïðî ëàíêó çâîðîòíîãî çâ’ÿçêó íå áóëî, àëå ÷èòà÷, ìàáóòü, 

ï³äñâ³äîìî ðîçóì³â, ùî â ñèñòåì³ òàêà ëàíêà ïîâèííà áóòè. Ä³éñíî, çà ðà-
õóíîê ö³º¿ ëàíêè êîëèâàëüíà ñèñòåìà ïîâèííà ñàìà êåðóâàòè íàäõîäæåííÿì 
åíåðã³¿ â ñèñòåìó â³ä äæåðåëà òàêèì ÷èíîì, ùîá âèêîíóâàëèñÿ äâ³ óìîâè, 
ÿê³ íàçèâàþòü àìïë³òóäíîþ ³ ôàçîâîþ:

1) åíåðã³ÿ äæåðåëà, ÿêà ïåðåòâîðþºòüñÿ â åíåðã³þ êîëèâàíü, ïîâèííà 
êîìïåíñóâàòè óòðàòè;

2) öÿ åíåðã³ÿ ïîâèííà íàäõîäèòè â êîëèâàëüíó ñèñòåìó ó ïîòð³áí³é 
ôàç³, ùîá ñïðèÿòè ï³äñèëåííþ êîëèâàíü.

Íèæ÷å íà ïðèêëàä³ êîíêðåòíî¿ àâòîêîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè ñïðîáóºìî âè-
ä³ëèòè íàâåäåí³ âèùå îñíîâí³ åëåìåíòè.

11.10.3. Ìàÿòíèêîâèé ãîäèííèê

Ó 1656 ð. Ãþéãåíñ çàïàòåíòóâàâ ïåðøèé ìàÿòíèêîâèé ãîäèí-
íèê. Óæå ÷åðåç äâà ðîêè ãîäèííèêîâèé ìàéñòåð ç Óòðåõòà Ñàìþåëü Êîñòåð 
ïîáóäóâàâ ìàÿòíèêîâèé ãîäèííèê ³ ãàðàíòóâàâ òèæíåâå â³äõèëåííÿ ìåíøå 
âîñüìè õâèëèí [40, ñ. 19]. Öåé âèíàõ³ä ç³ãðàâ âèäàòíó ðîëü ó ðîçâèòêó 
ô³çèêè, àñòðîíîì³¿ ³ òåõí³êè. Ñâîº ïîâñÿêäåííå æèòòÿ ìè íå óÿâëÿºìî áåç 
ãîäèííèêà, òà, ìàáóòü, í³êîëè íå çàìèñëþâàëèñÿ íàä òèì, ÿêà ³äåÿ ïîêëà-
äåíà â îñíîâó éîãî ðîáîòè. Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî ãîäèííèê çà áóäü-ÿêî¿ êîíñò-
ðóêö³¿ ÿâëÿº ñîáîþ àâòîêîëèâàëüíó ñèñòåìó.

Ïåðåä òèì ÿê ãîâîðèòè ïðî ãîäèííèê, ùî º äîñèòü ñêëàäíîþ ñèñòåìîþ, 
ðîçãëÿíåìî êîíñòðóêö³þ ìàÿòíèêà (ðèñ. 11.11) []. Ìàÿòíèê ÿâëÿº ñîáîþ 
àâòîêîëèâàëüíó ñèñòåìó, ïðè÷îìó ìåõàí³çì ¿¿ ä³¿ äóæå ïðîñòèé. Ó ïî÷àòêî-
âèé ìîìåíò ÷àñó êëþ÷ 5 ðîç³ìêíóòèé ³ êîíòàêò 2 òîðêàºòüñÿ êîíòàêòó 3. 
Ïðè çàìèêàíí³ êëþ÷à ïî âèòêàì ñï³ðàëüíî¿ ïðóæèíè ïðîõîäèòü ñòðóì ³ ñè-
ëà Àìïåðà, ùî ä³º ïîì³æ íèìè, âèìóøóº ¿õ ïðèòÿãóâàòèñÿ îäèí äî îäíî-
ãî. ßê íàñë³äîê, ïðóæèíà ñòèñêàºòüñÿ ³ åëåêòðè÷íå êîëî ì³æ êîíòàêòàìè 2 ³ 
3 ðîçðèâàºòüñÿ. Äàë³, ïðóæèíà ïî÷èíàº ðîçòèñêàòèñÿ, çíîâó çàìèêàºòüñÿ 
åëåêòðè÷íå êîëî, ³ òàê äàë³. Òàêèì ÷èíîì, â³äáóâàþòüñÿ íåçãàñàþ÷³ êîëè-
âàííÿ. ßê ³ â áóäü-ÿê³é àâòîêîëèâàëüí³é ñèñòåì³, òóò ìîæíà âèä³ëèòè òàê³ 
ñêëàäîâ³ ÷àñòèíè:

 äæåðåëî åíåðã³¿ — áàòàðåÿ 4;
 êîëèâàëüíà ñèñòåìà — ïðóæèíà;
 ïðèñòð³é, ÿêèé ðåãóëþº íàäõîäæåííÿ åíåðã³¿ â êîëèâàëüíó ñèñòåìó, —

ïðóæèíà ³ êîíòàêòè 2 ³ 3, ùî çàìèêàþòü åëåêòðè÷íå êîëî;

                                        
 Àãàôîíîâ Ô.È., Ñåëèöåð Ñ.È. Íåîáû÷íûé ìàÿòíèê // Êâàíò. — 1988. —

¹ 11, 12. — Ñ. 57—58.
 Àìïåð (Ampere) Àíäðå Ìàð³ (1775—1836) — ôðàíöóçüêèé ô³çèê ³ ìàòåìàòèê.
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Ðèñ. 11.11. Ñõåìà ìàÿòíèêà:
1 — ïðóæèíà; 2 ³ 3 — êîíòàêòè; 4 — åëåê-
òðè÷íà áàòàðåÿ; 5 — êëþ÷

 ëàíêà çâîðîòíîãî çâ’ÿçêó. Ä³ÿ
ëàíêè ïîëÿãàº ó òîìó, ùî åëåêò-
ðè÷íèé ñòðóì (çîâí³øí³é ÷èííèê) 
ïîðîäæóº ìàãí³òíå ïîëå, ÿêå âèê-
ëèêàº ñòèñíåííÿ ïðóæèíè ³ ðîç-
ìèêàííÿ åëåêòðè÷íîãî êîëà. Ïðè 
öüîìó ç’ÿâëÿºòüñÿ ñèëà ïðóæíîñò³ 
(âíóòð³øíÿ ñèëà ïðóæèíè), ÿêà 
çíîâó çàìèêàº åëåêòðè÷íå êîëî. 
Çðîçóì³ëî, ùî öåé ìåõàí³çì ìàº 
íåë³í³éíèé õàðàêòåð.

Çàçíà÷èìî, ùî ñèëà òÿæ³ííÿ ñóòòºâî¿ ðîë³ íå â³ä³ãðàº, òîìó òàêà ñèñòå-
ìà áóäå ôóíêö³îíóâàòè ³ â íåâàãîìîñò³. Íàäõîäæåííÿ åíåðã³¿ â êîëèâàëüíó 
ñèñòåìó äîð³âíþº âòðàòàì åíåðã³¿ çà ðàõóíîê òåðòÿ, òîìó òàêà ñèñòåìà áóäå 
âèêîíóâàòè íåçãàñàþ÷³ êîëèâàííÿ äîòè, ïîêè íå âè÷åðïàºòüñÿ äæåðåëî 
åíåðã³¿.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ìàÿòíèêîâèé ãîäèííèê. Íà ðèñ. 11.12 ïîêàçàí³ îñ-
íîâí³ åëåìåíòè îäíîãî ç íàéïðîñò³øèõ âàð³àíò³â ìàÿòíèêîâîãî ãîäèííèêà 
[13, ñ. 109—110]. Íà îñ³ À ï³äâ³øåíèé ìàÿòíèê ç ïðèëàøòîâàíèì äî íüîãî 
ð³âíîïëå÷èì âàæåëåì 1 — àíêåðîì (ìàÿòíèê íà ðèñóíêó íå ïîêàçàíèé). Íà 
îñ³ Â ðîçì³ùåíî õîäîâå êîëåñî 2, ÿêå âèìóøóº ðóõàòèñÿ ãèðÿ. Âîíà ï³ä-
â³øåíà íà ëàíöþç³, ÿêèé ïåðåêèíóòî ÷åðåç çóá÷àòå êîëåñî, ùî ðîçì³ùåíî
íà îñ³ Â. Àíêåð ³ õîäîâå êîëåñî ç³ìêíåí³ çàâäÿêè âçàºìîä³¿ ïàëåò 3 ³ç çóá-
öÿìè õîäîâîãî êîëåñà 2. ßêáè ç³ìêíåííÿ íå áóëî, òî àíêåð ³ ìàÿòíèê ï³ä 
ä³ºþ ïî÷àòêîâîãî ïîøòîâõó ìàëè âèêîíóâàòè â³ëüí³ çãàñàþ÷³ êîëèâàííÿ, à 
õîäîâå êîëåñî îáåðòàëîñÿ á äîòè, ïîêè ãèðÿ íå îïèíèëàñÿ á ó ñâîºìó íèæ-
íüîìó ïîëîæåíí³. Çðîçóì³ëî, ùî í³ÿêèõ àâòîêîëèâàíü ó òàê³é ñèòóàö³¿ íå 
âèíèêàº. Ïðîòå â ñòàí³ ç³ìêíåííÿ, ÿêå çîáðàæåíî íà ðèñ. 11.12, ñèñòåìà 
ñòàº àâòîêîëèâàëüíîþ.

Ä³éñíî, ðîçãëÿíåìî ïîâåðõí³ 
ïàëåò à1 ³ à2, ùî ÿâëÿþòü ñîáîþ 
ïîâåðõí³ êðóãîâèõ öèë³íäð³â, â³ññþ
ÿêèõ º â³ñü À. Êîëè çóá õîäîâîãî 
êîëåñà çíàõîäèòüñÿ â êîíòàêò³ ç 
áóäü-ÿêîþ ç öèõ ïîâåðõîíü, òî íà-
ïðÿìîê ñèëè, ç ÿêîþ â³í òèñíå íà 
íå¿, ïðîõîäèòü ÷åðåç â³ñü À ³ ¿¿ ìî-
ìåíò â³äíîñíî ö³º¿ îñ³ äîð³âíþº 
íóëþ. Õîäîâå êîëåñî, à â³äïîâ³äíî,

Ðèñ. 11.12. Åëåìåíòè êîíñòðóêö³¿ ìàÿò-
íèêîâîãî ãîäèííèêà:
1 — àíêåð; 2 — õîäîâå êîëåñî; 3 — ïàëåòè
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³ ãèðÿ ïðè öüîìó íåðóõîì³. Ïîâåðõí³ b1 ³ b2 — ïëîñê³. Êîëè çóá õîäîâîãî 
êîëåñà êîâçàºòüñÿ ïî íèõ, òî âèíèêàº ìîìåíò ñèëè â³äíîñíî îñ³ ìàÿòíèêà
À. Ï³ä ä³ºþ öüîãî ìîìåíòó àíêåð â³äõèëÿºòüñÿ çà ãîäèííèêîâîþ ñòð³ëêîþ, 
êîëè çóá òîðêàºòüñÿ ïîâåðõí³ b1, ³ ïðîòè ãîäèííèêîâî¿ ñòð³ëêè, êîëè —
òîðêàºòüñÿ ïîâåðõí³ b2. Ïðè öüîìó õîäîâå êîëåñî ïîâåðòàºòüñÿ íà âèçíà÷å-
íèé êóò (çà ïåð³îä êîëèâàíü ìàÿòíèêà õîäîâå êîëåñî ïîâåðòàºòüñÿ íà äâà 
çóáè), ³ ãèðÿ â³äïîâ³äíî îïóñêàºòüñÿ. Òàêèì ÷èíîì, ìàÿòíèê êîëèâàºòüñÿ 
â³ëüíî (ïðè öüîìó àáî ïîâåðõíÿ à1, àáî à2 êîâçàºòüñÿ ïî ïîâåðõí³ çóáà õî-
äîâîãî êîëåñà) çà âèíÿòêîì êîðîòêèõ (ïîð³âíÿíî ç éîãî âëàñíèì ïåð³îäîì) 
ìîìåíò³â, êîëè â³äáóâàºòüñÿ êîíòàêò ì³æ îäíèì ³ç çóáö³â õîäîâîãî êîëåñà ³ 
îäí³ºþ ç ïëîùèí b1, b2, êîëè ìàÿòíèê îòðèìóº êîðîòêèé ³ìïóëüñ âë³âî àáî 
âïðàâî. Ö³ ìîìåíòè âèíèêàþòü ïðè â³äïîâ³äíèõ ïîëîæåííÿõ ìàÿòíèêà; âî-
íè çàäàþòüñÿ íå çîâí³, ÿê ïðè çìóøåíèõ êîëèâàííÿõ, à âèçíà÷àþòüñÿ ðó-
õîì ìàÿòíèêà. Ïàëåòòè ³ çóáö³ õîäîâîãî êîëåñà ñêîíñòðóéîâàí³ òàê, ùî ïî-
âåðõíÿ b1 ïîïàäàº ï³ä çóá, êîëè ìàÿòíèê ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðòèêàëüíå ïî-
ëîæåííÿ, ðóõàþ÷èñü ñïðàâà íàë³âî, à ïîâåðõíÿ b2 ïîïàäàº ï³ä çóá, êîëè ìà-
ÿòíèê òàêîæ ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðòèêàëüíå ïîëîæåííÿ, àëå ðóõàþ÷èñü çë³âà 
íàïðàâî. Òàêèì ÷èíîì, â îáîõ âèïàäêàõ ìîìåíò ñïðÿìîâàíèé çà õîäîì ìà-
ÿòíèêà, òîáòî ñïðèÿº éîãî ðîçãîéäóâàííþ.

Ùå ðàç ï³äêðåñëèìî, ùî ìîìåíò, ÿêèé ä³º íà àíêåð ç áîêó õîäîâîãî êî-
ëåñà, — öå íå çîâí³øí³é âïëèâ, ³ íå º âèçíà÷åíîþ ôóíêö³ºþ ÷àñó. Â³í âè-
çíà÷àºòüñÿ êîíñòðóêö³ºþ ãîäèííèêà, âíóòð³øí³ì ìåõàí³çìîì âçàºìîä³¿ êî-
ëèâàëüíî¿ ÷àñòèíè ñèñòåìè (ìàÿòíèê ç àíêåðîì) ³ äæåðåëîì (ï³äíÿòîþ ãè-
ðåþ). Òàêèì ÷èíîì, öåé ìîìåíò Ì — ôóíêö³ÿ íå ÷àñó, à ïîëîæåííÿ  ³ éî-
ãî øâèäêîñò³  , òîáòî ( , )M M    . Çðîçóì³ëî, ùî äëÿ äàíî¿ êîíñòðóêö³¿ 
Ì — íåë³í³éíà ôóíêö³ÿ, Ì  0 ò³ëüêè ó ìàëîìó îêîë³ òî÷êè  = 0.

Íåâàæêî âèçíà÷èòè â îïèñàíîìó ïðèñòðî¿ îñíîâí³ ÷àñòèíè àâòîêîëè-
âàëüíî¿ ñèñòåìè: äæåðåëî åíåðã³¿ — ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ ãèð³, êîëèâàëüíà 
ñèñòåìà — ìàÿòíèê. Çâîðîòíèé çâ’ÿçîê ì³æ äæåðåëîì åíåðã³¿ ³ êîëèâàëü-
íîþ ñèñòåìîþ îáóìîâëþºòüñÿ êîíòàêòîì ïàëåò ³ç çóáöÿìè õîäîâîãî êîëåñà 
ç³ ñòîðîíè ìàÿòíèêà; öåé ïðîöåñ îïèñàíèé âèùå. Íåë³í³éí³ñòü âëàñòèâà 
ëàíö³ çâîðîòíîãî çâ’ÿçêó. Òàêèé ìàÿòíèêîâèé ãîäèííèê º àâòîêîëèâàëüíîþ 
ñèñòåìîþ ç æîðñòêèì çáóäæåííÿì, îñê³ëüêè äëÿ éîãî çàïóñêó ïî÷àòêîâèé 
ïîøòîâõ ïîâèíåí ìàòè âèçíà÷åíå ñê³í÷åííå çíà÷åííÿ.

11.10.4. Âëàñòèâ³ñòü ôàçè íà ãðàíè÷íîìó öèêë³
àâòîêîëèâàíü

Òóò ðîçãëÿíåìî âàæëèâó â³äì³íí³ñòü àâòîêîëèâàíü â³ä çìóøå-
íèõ êîëèâàíü. ßê àâòîêîëèâàííÿ, òàê ³ çìóøåí³ êîëèâàííÿ ñèñòåìè îïèñó-
þòüñÿ çàìêíåíîþ êðèâîþ ó ôàçîâîìó ïðîñòîð³, ÿêà ïðèòÿãóº òðàºêòîð³¿ ç³ 
ñâîãî áàñåéíó. Ðàçîì ç òèì ö³ êðèâ³ ³ñòîòíî ðîçð³çíÿþòüñÿ [40, ñ. 60]: ôàçà 
íà ãðàíè÷íîìó öèêë³ àâòîêîëèâàíü â³ëüíà, òîä³ ÿê ôàçà íà ñò³éê³é çàìêíåí³é 
êðèâ³é, ùî â³äïîâ³äàº çìóøåíèì êîëèâàííÿì, îäíîçíà÷íî âèçíà÷àºòüñÿ ôàçîþ 
çîâí³øíüî¿ ñèëè.

Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî âñ³ì çíàéîìó ñèñòåìó — ãîéäàëêó (ðèñ. 11.13, à).
ßê ðîçãîéäàòè ãîéäàëêó â³äîìî êîæíîìó: ï³ñëÿ òîãî, ÿê ãîéäàëêà äåÿêèì ÷è-
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Ðèñ. 11.13. Ïðè-
êëàä àâòîêîëè-
âàëüíî¿ ñèñòåìè: 
ëþäèíà íà ãîé-
äàëö³ (à); ãîéäàë-
êà ï³ä ä³ºþ çîâ-
í³øíüî¿ ñèëè (á)

íîì â³äõèëåíà â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè, ëþäèíà ïîâèííà ïðèñ³äàòè, êîëè 
âîíà íàáëèæàºòüñÿ äî îäí³º¿ ç òî÷îê ìàêñèìàëüíîãî â³äõèëåííÿ, ³ ï³ä-
í³ìàòèñÿ, êîëè âîíà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè. Ïåðåì³ùóþ÷è 
ñâ³é öåíòð ìàñ, ëþäèíà ïåðåäàº åíåðã³þ ñèñòåì³; öÿ åíåðã³ÿ êîìïåíñóº 
âòðàòè çà ðàõóíîê ñèë òåðòÿ ³, ÿê íàñë³äîê, ï³äòðèìóº ñòàö³îíàðí³ êîëè-
âàííÿ. Çðîçóì³ëî, ùî äæåðåëîì åíåðã³¿ ó äàíîìó âèïàäêó º åíåðã³ÿ ì’ÿç³â, 
êîëèâàëüíîþ ñèñòåìîþ — ìàÿòíèê çì³ííî¿ äîâæèíè, çâîðîòíèé çâ’ÿçîê 
çä³éñíþºòüñÿ ëþäèíîþ, ÿêà ïåðåì³ùóº öåíòð ìàñ (³, â³äïîâ³äíî, äîâæèíó 
ìàÿòíèêà) â ñïðèÿòëèâèé ìîìåíò ÷àñó. Íàéá³ëüø âàæëèâî òóò òå, ùî ö³ ðó-
õè çä³éñíþþòüñÿ íå çã³äíî ç äåÿêèì çàäàíèì ïåð³îäè÷íèì ðèòìîì, à â³ä-
ïîâ³äíî äî ïîëîæåííÿ ãîéäàëêè. Ä³éñíî, ïåð³îä â³ëüíèõ êîëèâàíü ìàÿòíèêà 
çì³íþºòüñÿ ç àìïë³òóäîþ, òîìó é ïåð³îä ðóõ³â ëþäèíè òàêîæ ïîâèíåí çì³-
íþâàòèñÿ ç àìïë³òóäîþ. Öÿ âëàñòèâ³ñòü ³ âèçíà÷àº àâòîêîëèâàëüíèé õàðàê-
òåð ñèñòåìè — ëþäèíà íà ãîéäàëö³.

Ó áàãàòüîõ ï³äðó÷íèêàõ ùîäî òåîð³¿ êîëèâàíü ãîéäàëêà ðîçãëÿäàºòüñÿ ÿê 
êëàñè÷íèé ïðèêëàä ïàðàìåòðè÷íîãî çáóäæåííÿ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè (äèâ. 
ïàðàãðàô 11.14). Ïðîòå ¿¿ äîö³ëüíî ââàæàòè àâòîêîëèâàëüíîþ ñèñòåìîþ, 
îñê³ëüêè ÷àñòîòà çì³íè ïîëîæåííÿ öåíòðó ìàñ ëþäèíè íå º ñòàëîþ, à óâåñü 
÷àñ ïðèñòîñîâóºòüñÿ äî ÷àñòîòè êîëèâàíü ñàìî¿ ãîéäàëêè.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ³íøó ãîéäàëêó, ÿêà ìàº ïðèñòð³é, ùî ïåð³îäè÷íî 
çì³íþº äîâæèíó êàíàòà (ðèñ. 11.13, á). Òîä³, ÿêùî ãîéäàëêà äåùî â³äõèëèòü-
ñÿ â³ä âåðòèêàë³, òî âèíèêíóòü êîëèâàííÿ çíà÷íî¿ àìïë³òóäè (öå äîáðå â³äî-
ìèé åôåêò ïàðàìåòðè÷íîãî çáóäæåííÿ, ïðî ÿêèé éòèìå ìîâà ó ïàðàãðàô³ 
11.14). Ïðè öüîìó ìàÿòíèê ìàº ì³í³ìàëüíó äîâæèíó, êîëè çíàõîäèòüñÿ ó âåð-
òèêàëüíîìó ïîëîæåíí³, ³ ìàêñèìàëüíó — ó êðàéí³õ ïîëîæåííÿõ â³äõèëåííÿ. 
Íà ïåðøèé ïîãëÿä îáèäâ³ ñèñòåìè — àâòîêîëèâàëüíà ãîéäàëêà (ðèñ. 11.13, à) 
³ ãîéäàëêà, ùî êîëèâàºòüñÿ ï³ä ä³ºþ çîâí³øíüî¿ ñèëè (ðèñ. 11.13, á), — çäà-
þòüñÿ äóæå ñõîæèìè. Îáèäâ³ âîíè äåìîíñòðóþòü çáóäæåííÿ êîëèâàíü, àëå 
ì³æ íèìè º ñóòòºâà ð³çíèöÿ, ÿêó ìîæíà áà÷èòè, ÿêùî çáóðþâàòè ðóõ ñèñòå-
ìè, íàïðèêëàä ï³äøòîâõóâàòè àáî çàãàëüìîâóâàòè ìàÿòíèêè ³ ñïîñòåð³ãàòè çà 
¿õ ðóõàìè äîñèòü äîâãî. Âíàñë³äîê öüîãî, ìàÿòíèê ãîéäàëêè, ÿêà âèêîíóº 
çìóøåí³ êîëèâàííÿ (ðèñ. 11.13, á), ïðàãíå äî ïîëîæåííÿ, ÿêå á â³í çàéìàâ çà 
â³äñóòíîñò³ çáóðåííÿ, òîä³ ÿê àâòîêîëèâàëüíà ãîéäàëêà (ðèñ. 11.13, à) ìîæå 
áóòè âèçíà÷åíà â äîâ³ëüíîìó ïîëîæåíí³, ùî çàëåæèòü â³ä çáóðåííÿ. ²íøèìè 
ñëîâàìè, ôàçà çâè÷àéíî¿ ãîéäàëêè (ðèñ. 11.13, à) â³ëüíà, à ôàçà ãîéäàëêè íà 
ðèñ. 11.13, á âèçíà÷àºòüñÿ ôàçîþ çîâí³øíüî¿ ñèëè.
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11.11. Àâòîêîëèâàëüí³ ñèñòåìè
ç íåë³í³éíîþ ñèëîþ òåðòÿ

ßê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, àâòîêîëèâàííÿ º òèïîâèì ïðèðîäíèì 
ÿâèùåì. Ïðè äîñë³äæåíí³ ðåàëüíî¿ ñèñòåìè ìîæëèâå çàñòîñóâàííÿ ð³çíèõ 
ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ó âèãëÿä³ ñèñòåì ³ç çîñåðåäæåíèìè ïàðàìåòðàìè, 
ñèñòåì ³ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè, ñóö³ëüíîãî ñåðåäîâèùà. Ïðè öüîìó 
àíàë³ç ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ àâòîêîëèâàíü ìîæå áóäè äóæå ñêëàäíèì. Òîìó 
íàøîþ çàäà÷åþ º çàñâîºííÿ îñíîâíèõ çàêîíîì³ðíîñòåé öüîãî ö³êàâîãî ÿâè-
ùà íà ïðèêëàä³ ñèñòåìè ç ìàëèì ÷èñëîì ñòóïåí³â â³ëüíîñò³.

11.11.1. Â³ä’ºìíå òåðòÿ ÿê ìåõàí³çì çáóäæåííÿ
àâòîêîëèâàíü

Íàéâ³äîì³øèì ìåõàí³çìîì çáóäæåííÿ àâòîêîëèâàíü º òàê çâà-
íå â³ä’ºìíå òåðòÿ (â³ä’ºìíèé îï³ð). Öå ä³éñíî äóæå ïîøèðåíèé ìåõàí³çì 
çáóäæåííÿ àâòîêîëèâàíü ó ñèñòåìàõ ð³çíî¿ ô³çè÷íî¿ ïðèðîäè. Òàê, çâó÷àííÿ 
ñìè÷êîâèõ ³íñòðóìåíò³â ïîÿñíþºòüñÿ ñàìå ïðèðîäîþ ñèë òåðòÿ ì³æ ñìè÷-
êîì ³ ñòðóíîþ.

Íà ïî÷àòêó çàïèøåìî ð³âíÿííÿ åíåðãåòè÷íîãî áàëàíñó. Íàãàäàºìî, ùî 
äëÿ êîíñåðâàòèâíî¿ ñèñòåìè êîëèâàëüíà åíåðã³ÿ Å = const, òîìó dE / dt = 0. 
Ó âèïàäêó äèñèïàòèâíèõ ñèñòåì dE / dt = –P (t) < 0, ïðè÷îìó ïîòóæí³ñòü 
âòðàò ó ñèñòåì³ P (t) > 0. Äëÿ àâòîêîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè â óñòàëåíîìó ðå-
æèì³ çì³íà êîëèâàëüíî¿ åíåðã³¿ Å çà ïåð³îä Ò äîð³âíþº íóëþ, òîáòî 
ð³âíÿííÿ åíåðãåòè÷íîãî áàëàíñó ìàº âèãëÿä E(t + T) – E(t) = 0. Î÷åâèäíî, 
ùî òàêà ð³âí³ñòü ìîæëèâà, êîëè ðàçîì ç³ çìåíøåííÿì êîëèâàëüíî¿ åíåðã³¿, 
ÿêå â³äáóâàºòüñÿ çà äåÿêó ÷àñòèíó ïåð³îäó, çà ³íøó ÷àñòèíó ïåð³îäó 
â³äáóâàºòüñÿ ïîïîâíåííÿ êîëèâàëüíî¿ åíåðã³¿. Ïåðøà ñèòóàö³ÿ âèíèêàº, êî-
ëè ïîòóæí³ñòü ñèëè òåðòÿ P(t) > 0, à äðóãà — êîëè P(t) < 0. Ò³ëüêè çà óìîâè, 
ùî ôóíêö³ÿ P(t) áóäå çíàêîçì³ííîþ, ìîæëèâå ð³âíÿííÿ åíåðãåòè÷íîãî áà-
ëàíñó àâòîêîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè, òîáòî ðîáîòà ñèëè òåðòÿ çà ïåð³îä Ò äîð³â-
íþº íóëþ:

0

( ) 0.
T

P t dt                                  (11.96)

Ùîá çðîçóì³òè ïðèðîäó òàêîãî ÿâèùà, êîëè ñèëè òåðòÿ âèÿâëÿþòüñÿ 
ïðè÷èíîþ íàðîñòàþ÷èõ êîëèâàíü, ðîçãëÿíåìî ïðèñòð³é, çîáðàæåíèé íà 
ðèñ. 11.14, à. Öåé ïðèñòð³é ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ îáåðòîâèõ ç îäíàêîâèìè êó-
òîâèìè øâèäêîñòÿìè áàðàáàí³â, ùî ïðèâîäÿòü ó ðóõ íåñê³í÷åííó ñòð³÷êó, 
øâèäê³ñòü ÿêî¿ 0v ââàæàºìî ñòàëîþ. Íà ñòð³÷ö³ ëåæèòü ìàñà m, ðóõ ÿêî¿ îá-
ìåæóºòüñÿ ïðóæèíîþ ç êîåô³ö³ºíòîì æîðñòêîñò³ K.

Çðîáèìî íåâåëèêèé åêñêóðñ äî êóðñó ô³çèêè [46]. Òåðòÿ ì³æ ïîâåðõíÿ-
ìè äâîõ òâåðäèõ ò³ë, çà â³äñóòíîñò³ ìàùåííÿ ì³æ íèìè, íàçèâàºòüñÿ ñóõèì, 
à ì³æ òâåðäèì ò³ëîì ³ ð³äèííèì àáî ãàçîïîä³áíèì ñåðåäîâèùåì, à òàêîæ 
ì³æ øàðàìè òàêîãî ñåðåäîâèùà, íàçèâàþòü â’ÿçêèì. Ñèëè òåðòÿ íàïðàâëåí³ 
ïî äîòè÷í³é äî êîâçíèõ ïîâåðõîíü (àáî øàð³â), ïðè÷îìó òàê, ùî âîíè ïðîòè-
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Ðèñ. 11.14. Ïðèêëàä àâòîêîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè (à) ³ çàëåæí³ñòü ñèëè ñóõîãî òåðòÿ Fò â³ä 
â³äíîñíî¿ øâèäêîñò³ ðóõó v (á)

ä³þòü ¿õ â³äíîñíîìó çì³ùåííþ. Ó âèïàäêó ñóõîãî òåðòÿ ñèëà òåðòÿ âèíèêàº 
íå ò³ëüêè ïðè êîâçàíí³ îäí³º¿ ïîâåðõí³ îá ³íøó, à é ïðè ñïðîá³ ñïðè÷èíèòè 
òàêå êîâçàííÿ. Òîìó â îñòàííüîìó âèïàäêó ¿¿ íàçèâàþòü ñèëîþ òåðòÿ ñïî-
êîþ; âîíà íàáóâàº çíà÷åííÿ, ùî äîð³âíþº çîâí³øí³é ñèë³ ³ çì³íþºòüñÿ â 
³íòåðâàë³ â³ä íóëÿ äî äåÿêî¿ Fòmax, ÿêå âèçíà÷àº ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ çîâ-
í³øíüî¿ ñèëè, ïðè ÿê³é âäàºòüñÿ çðóøèòè ò³ëî ç ì³ñöÿ (ï³ä çîâí³øíüîþ ñè-
ëîþ ðîçóì³ºìî ¿¿ ïðîåêö³þ íà íàïðÿìîê, ïàðàëåëüíèé äîòè÷í³é äî êîâçíèõ 
ïîâåðõîíü).

ßêùî çîâí³øíÿ ñèëà ïåðåâèùèòü Fòmax, òî ò³ëî ïî÷íå êîâçàòè, ïðè÷îìó 
éîãî ïðèñêîðåííÿ âèçíà÷àòèìåòüñÿ ðåçóëüòóþ÷îþ äâîõ ñèë: çîâí³øíüî¿ ñè-
ëè ³ ñèëè òåðòÿ êîâçàííÿ Fò. Ñèëà òåðòÿ Fò çàëåæèòü â³ä â³äíîñíî¿ øâèä-
êîñò³ ïîâåðõîíü v (øâèäêîñò³ êîâçàííÿ). Õàðàêòåð ö³º¿ çàëåæíîñò³ âèçíà-
÷àºòüñÿ ïðèðîäîþ ³ ñòàíîì êîâçíèõ ïîâåðõîíü. Òèïîâèé âèãëÿä çàëåæíîñò³ 
ñèëè Fò â³ä øâèäêîñò³ êîâçàííÿ v ïîêàçàíî íà ðèñ. 11.14, á. ßê áà÷èìî, ñèëà 
òåðòÿ ñïîêîþ ìîæå çì³íþâàòèñÿ â³ä íóëÿ äî äåÿêî¿ ìàêñèìàëüíî¿ âåëè÷èíè 
Fò max. Õàðàêòåðèñòèêà ñèëè òåðòÿ êîâçàííÿ ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ ä³ëÿíîê: ³ç 
çá³ëüøåííÿì øâèäêîñò³ v âîíà ñïî÷àòêó çìåíøóºòüñÿ (ñïàäíà ä³ëÿíêà), à 
ïîò³ì çá³ëüøóºòüñÿ (íàðîñòàþ÷à ä³ëÿíêà).

Ðîçãëÿíåìî ïðèñòð³é, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 11.14, à. ßêùî ìàñà m çíàõî-
äèòüñÿ ó ñòàí³ ð³âíîâàãè, òî ñèëà ïðóæíîñò³ ïðóæèíè Êõ0 = Fò0, äå Fò0 — ñè-
ëà òåðòÿ êîâçàííÿ, ä³º íà ìàñó ç áîêó ñòð³÷êè. Ïðè öüîìó ñòàòè÷íå 
çì³ùåííÿ ìàñè õ0 = Fò0/Ê. Íåõàé â ìîìåíò ÷àñó t = 0, óíàñë³äîê äåÿêîãî 
çáóðåííÿ, ìàñà m âèâåäåíà ç³ ñòàíó ð³âíîâàãè ³ â äîâ³ëüíèé ìîìåíò ÷àñó 
t > 0 äîäàòêîâå çì³ùåííÿ ìàñè áóäå x. Òîä³ ¿¿ àáñîëþòíà øâèäê³ñòü ñòàíî-
âèòü x , à øâèäê³ñòü êîâçàííÿ ìàñè â³äíîñíî ñòð³÷êè — 0 x  v v  (ââà-

æàºìî 0| |x  v ). Ó ïðîöåñ³ ðóõó íà ìàñó m ä³þòü òðè ñèëè: ðåàêö³ÿ ïðóæèíè 

–K (x + x0), ñèëà òåðòÿ êîâçàííÿ т ( )F v  ³ ñèëà çîâí³øíüîãî îïîðó sR x  , ÿêó 
ìîæíà ââàæàòè ïðîïîðö³éíîþ àáñîëþòí³é øâèäêîñò³ (íàïðèêëàä, ñèëà 
îïîðó ïîâ³òðÿíîãî ñåðåäîâèùà). Â³äïîâ³äíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ðóõó 
ìàñè ìàº âèãëÿä

т0( ) .smx K x x R x F                             (11.97)
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Ñïðîñòèìî ñèòóàö³þ: ïðè ìàëèõ êîëèâàííÿõ, êîëè øâèäê³ñòü x  ìàëà ïîð³â-
íÿíî ç 0v , ìîæíà âèêîðèñòàòè ë³í³éíèé âèðàç:

 т т т т0 0 0( ) ( ) ,F F x F R x F R x        v v v             (11.98)

òîáòî, ðîçêëàâøè ôóíêö³þ т 0( )F x v  ó ðÿä Òåéëîðà â îêîë³ òî÷êè 0v v  çà 

ñòåïåíÿìè ìàëî¿ âåëè÷èíè x , çàëèøèìî äâà äîäàíêè; òóò т

0

dF
R

d 

 
v vv

 âè-

çíà÷àº òàíãåíñ êóòà íàõèëó õàðàêòåðèñòèêè òåðòÿ (ðèñ. 11.14, á) ó òî÷ö³ ç 
êîîðäèíàòàìè (v0, Fò0). Ï³äñòàâëÿþ÷è â (11.97) âèðàçè (11.98) ³ Êõ0 = Fò0, 
îòðèìóºìî òàêå ð³âíÿííÿ ðóõó:

( ' ) 0.smx R R x Kx                               (11.99)

Ïîð³âíþþ÷è ð³âíÿííÿ (11.99) ç ð³âíÿííÿì ë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà ç äåìïô³-
ðóâàííÿì (2.26), çàçíà÷àºìî, ùî ñóìà (R + Rs) ÿâëÿº ñîáîþ åôåêòèâíèé êî-
åô³ö³ºíò òåðòÿ. ßêùî (R + Rs) > 0, òî ç ÷àñîì êîëèâàííÿ ïîñòóïîâî çãàñà-
þòü. Öå â³äáóâàºòüñÿ, êîëè òî÷êà ( 0 ,v Fò0) çíàõîäèòüñÿ íà íàðîñòàþ÷³é 

ä³ëÿíö³ õàðàêòåðèñòèêè òåðòÿ, äå R > 0.
Íà ñïàäí³é ä³ëÿíö³ õàðàêòåðèñòèêè ñèëè òåðòÿ âåëè÷èíà R  ñòàº â³ä’ºì-

íîþ ³ ÿêùî ñóìà (R + Rs) äîð³âíþº íóëþ, òî â ð³âíÿíí³ (11.99) çíèêàº äî-
äàíîê, ÿêèé âèçíà÷àº äåìïô³ðóâàííÿ, ³ çáóäæåíèé ðóõ áóäå ÿâëÿòè ñîáîþ 
ãàðìîí³÷í³ êîëèâàííÿ. ßêùî ñóìà (R + Rs) áóäå â³ä’ºìíà, òî êîëèâàííÿ ïî-
áëèçó ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ç ÷àñîì áóäóòü çðîñòàòè.

Ïðèðîäó â³ä’ºìíîãî êîåô³ö³ºíòà òåðòÿ íà ñïàäí³é õàðàêòåðèñòèö³ ñèëè 
òåðòÿ ìîæíà ïîÿñíèòè, âèõîäÿ÷è ç òàêèõ ì³ðêóâàíü. Êîëè ìàñà ðóõàºòüñÿ ó 
íàïðÿìêó ðóõó ñòð³÷êè (âïðàâî), â³äíîñíà øâèäê³ñòü ¿¿ êîâçàííÿ ïî ñòð³÷ö³ 
áóäå çìåíøóâàòèñÿ; êîëè ìàñà ðóõàºòüñÿ ïðîòè íàïðÿìêó ðóõó ñòð³÷êè 
(âë³âî), â³äíîñíà øâèäê³ñòü êîâçàííÿ ìàñè ïî ñòð³÷ö³ áóäå çá³ëüøóâàòèñÿ. 
Ïðè öüîìó, ÿêùî ìàñà ðóõàºòüñÿ â íàïðÿìêó ðóõó ñòð³÷êè, òî ñèëà òåðòÿ, 
ùî ä³º ç³ ñòîðîíè ñòð³÷êè íà ìàñó, âèêîíóº äîäàòíó ðîáîòó, îñê³ëüêè íà-
ïðÿìêè ñèëè òåðòÿ ³ ðóõó ìàñè çá³ãàþòüñÿ. Íàâïàêè, êîëè ìàñà ðóõàºòüñÿ 
ïðîòè ðóõó ñòð³÷êè, òî ñèëà òåðòÿ âèêîíóº â³ä’ºìíó ðîáîòó, îñê³ëüêè íà-
ïðÿìêè ðóõó ìàñè ³ ñèëè òåðòÿ ïðîòèëåæí³. Ïîâåä³íêà ìàñè áóäå çàëåæàòè 
â³ä òîãî, ÿê çàëåæèòü ñèëà òåðòÿ êîâçàííÿ â³ä øâèäêîñò³ êîâçàííÿ.

ßêùî ñèëà òåðòÿ çðîñòàº ç³ øâèäê³ñòþ v, òî ïðè ðóñ³ ìàñè ïðàâîðó÷ ñè-
ëà òåðòÿ çìåíøóºòüñÿ ³ ñèëà ïðóæíîñò³ ïðóæèíè áóäå á³ëüøà, í³æ ñèëà òåð-
òÿ, — ìàñà ïîâåðíåòüñÿ â ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè; òå ñàìå â³äáóâàºòüñÿ ïðè 
ðóñ³ ìàñè ë³âîðó÷, êîëè øâèäê³ñòü êîâçàííÿ çá³ëüøèòüñÿ, à çíà÷èòü, çðîñòå 
³ ñèëà òåðòÿ, ÿêà çíîâó ïîâåðíå ìàñó â ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè, îñê³ëüêè âîíà 
ñòàëà á³ëüøà, í³æ ñèëà ïðóæíîñò³. ²íàêøå êàæó÷è, äîäàòíà ðîáîòà ñèëè 
òåðòÿ áóäå ìåíøà, í³æ â³ä’ºìíà ðîáîòà, òîáòî ñèëà òåðòÿ á³ëüøå çàâàæàº 
ðóõó ìàñè, í³æ äîïîìàãàº ¿é. Òàêèì ÷èíîì, êîëè ñèëà òåðòÿ çðîñòàº ïðè 
çá³ëüøåíí³ øâèäêîñò³ êîâçàííÿ, òî ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ìàñè íà ñòð³÷ö³ 
â³äïîâ³äàº ñò³éêîìó ñòàíó ð³âíîâàãè.

Çîâñ³ì ³íàêøå áóäå ïîâîäèòè ñåáå ìàñà, ÿêùî ñèëà òåðòÿ çìåíøóºòüñÿ 
ç³ çá³ëüøåííÿì øâèäêîñò³ êîâçàííÿ. Êîëè ìàñà ðóõàºòüñÿ ïðàâîðó÷, òîáòî â 
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ñòîðîíó ðóõó ñòð³÷êè, òî â³äíîñíà øâèäê³ñòü ðóõó v çìåíøóºòüñÿ, à ñèëà 
òåðòÿ çá³ëüøóºòüñÿ ³ ¿¿ ïðèð³ñò íàïðàâëåíî âïðàâî, òîáòî â ñòîðîíó ðóõó. 
Ìàñà áóäå ðîçòÿãóâàòè ïðóæèíó ³ ðóõàòèñü ïðàâîðó÷. Öåé ðóõ çàê³í÷èòüñÿ, 
êîëè ñèëà ïðóæíîñò³ ïðóæèíè ñòàíå á³ëüøîþ, í³æ ñèëà òåðòÿ, ÿêà íå ìîæå 
áóòè á³ëüøîþ, í³æ ñèëà òåðòÿ ñïîêîþ. Òîä³ ìàñà ïî÷íå ïåðåì³ùàòèñÿ íà-
çóñòð³÷ ðóõó ñòð³÷êè, òîáòî ïîâåðòàòèñü äî ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè. Êîëè ìàñà 
ðóõàºòüñÿ âë³âî, òî ñèëà òåðòÿ çìåíøóºòüñÿ âíàñë³äîê çá³ëüøåííÿ øâèä-
êîñò³ êîâçàííÿ v. Òóò äîäàòíà ðîáîòà ñèëè òåðòÿ äîì³íóº íàä â³ä’ºìíîþ ðî-
áîòîþ, ³ ñèëà á³ëüøå äîïîìàãàº, í³æ ïåðåøêîäæàº ðóõó ìàñè. Òàêèì ÷è-
íîì, ÿêùî òî÷êà (v0, Fò0) ëåæèòü íà ñïàäí³é ä³ëÿíö³ õàðàêòåðèñòèêè ñèëè 
òåðòÿ Fò, òî ñèëè, ÿê³ âèíèêàþòü ïðè âèïàäêîâîìó ðóñ³ ìàñè â òîé ÷è 
³íøèé á³ê â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè, â³äâîäÿòü ìàñó äàëåêî â³ä ïîëîæåííÿ 
ð³âíîâàãè, òîáòî ñòàí ð³âíîâàãè âèÿâëÿºòüñÿ íåñò³éêèì. Ìàñà íå ïîâåð-
òàºòüñÿ äî ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè, à âèêîíóº êîëèâàííÿ. Ó ö³ëîìó çà ïåð³îä 
êîëèâàíü ñèëà òåðòÿ êîâçàííÿ, ùî ä³º ç³ ñòîðîíè ñòð³÷êè íà ìàñó, âèêîíóº 
äîäàòíó ðîáîòó. Öÿ ðîáîòà ñïî÷àòêó éäå íà çá³ëüøåííÿ åíåðã³¿ êîëèâàíü 
ìàñè (ïîêè êîëèâàííÿ íàðîñòàþòü), à ïîò³ì êîìïåíñóº ò³ âòðàòè åíåðã³¿, ÿê³ 
âèíèêàþòü óíàñë³äîê òîãî, ùî ïðè âåëèêèõ àìïë³òóäàõ êîëèâàíü ìàñè 
øâèäê³ñòü êîâçàííÿ âèõîäèòü çà ìåæ³ ñïàäíî¿ ä³ëÿíêè êðèâî¿ Fò (v). Âñòà-
íîâëþºòüñÿ òàêà àìïë³òóäà êîëèâàíü ìàñè, ïðè ÿê³é íàäõîäæåííÿ åíåðã³¿ çà 
òó ÷àñòèíó ïåð³îäó, êîëè øâèäê³ñòü êîâçàííÿ ìàñè ëåæèòü â ìåæàõ ñïàäíî¿ 
ä³ëÿíêè êðèâî¿ Fò (v), ÿêðàç êîìïåíñóº ò³ âòðàòè åíåðã³¿, ÿê³ â³äáóâàþòüñÿ çà 
³íøó ÷àñòèíó ïåð³îäó âíàñë³äîê òîãî, ùî øâèäê³ñòü êîâçàííÿ ìàñè âèõî-
äèòü çà ìåæ³ ñïàäíî¿ ä³ëÿíêè êðèâî¿ Fò (v ). Ç ö³ºþ ñòàö³îíàðíîþ àìïë³-
òóäîþ ³ áóäóòü â³äáóâàòèñÿ àâòîêîëèâàííÿ ìàñè.

Ïðîâåäåíèé àíàë³ç ë³íåàðèçîâàíîãî ð³âíÿííÿ ðóõó (11.99) äîçâîëèâ âè-
çíà÷èòè ñò³éê³ñòü ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè, ïîáëèçó ÿêîãî ñèñòåìà âèêîíóº 
ìàë³ êîëèâàííÿ. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó òàêèé àíàë³ç äîçâîëÿº çðîçóì³òè ïî-
÷àòêîâèé åòàï çáóäæóâàëüíèõ êîëèâàíü. Àëå ó âèïàäêó íåñò³éêîñò³ â³í íå 
äàº ìîæëèâîñò³ ïðîñë³äêóâàòè ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ïðîöåñó êîëèâàíü. Çðî-
çóì³ëî, ùî òóò ñë³ä âðàõîâóâàòè íåë³í³éí³ ÷ëåíè ð³âíÿííÿ ðóõó, ÿê³ ïî÷è-
íàþòü â³ä³ãðàâàòè á³ëüø âàãîìó ðîëü ïðè çá³ëüøåíí³ àìïë³òóäè êîëèâàíü. 
Ïðè öüîìó òèï íåë³í³éíîñò³ çíà÷íîþ ì³ðîþ âïëèâàº íà ðîçâèòîê ïðîöåñó.

11.11.2. Îñöèëÿòîð Ðåëåÿ

Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî êîëèâàëüíó ñèñòåìó, äëÿ ÿêî¿ ñèëà 

òåðòÿ îïèñóºòüñÿ íåë³í³éíîþ ôóíêö³ºþ øâèäêîñò³  т
3

1 3F R R       (êî-

åô³ö³ºíòè 1 30, 0R R  ). Â³äïîâ³äíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ðóõó, ÿêå 
íàçèâàºòüñÿ ð³âíÿííÿì Ðåëåÿ, ìàº âèãëÿä

3
1 3 0.mx R x R x Kx                                (11.100)

Ïðè ìàëèõ â³äõèëåííÿõ â³ä ñòàíó ð³âíîâàãè îñíîâíå çíà÷åííÿ ìàº ë³-
í³éíèé äîäàíîê ñèëè òåðòÿ, ÿêèé ó äàíîìó âèïàäêó âèçíà÷àº äåñòàá³ë³çó-
âàëüíó ä³þ; òîìó ñòàí ð³âíîâàãè º íåñò³éêèì ³ ìàë³ ïî÷àòêîâ³ çáóðåííÿ áó-
äóòü âèêëèêàòè ïîñòóïîâå çðîñòàííÿ êîëèâàíü. Àëå ïðè öüîìó áóäå çá³ëü-
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øóâàòèñü äåìïô³ðóâàëüíèé âïëèâ êóá³÷íîãî äîäàíêà, òàê, ùî íàðîñòàííÿ 
êîëèâàíü óïîâ³ëüíèòüñÿ ³ ðóõ áóäå ïðàãíóòè äî ðåæèìó àâòîêîëèâàíü, äëÿ 
ÿêîãî õàðàêòåðíå ñòàëå çíà÷åííÿ àìïë³òóäè.

Ïðè äîñèòü ñóòòºâèõ ïî÷àòêîâèõ çáóäæåííÿõ ñèñòåìè äåìïô³ðóâàëüíà 
ä³ÿ êóá³÷íîãî äîäàíêà ñïî÷àòêó áóäå á³ëüø âàãîìà, í³æ äåñòàá³ë³çóâàëüíà 
ä³ÿ ë³í³éíîãî äîäàíêà, òîáòî êîëèâàííÿ íà ïî÷àòêó ïðîöåñó áóäóòü çãàñàòè. 
Àëå ç³ çìåíøåííÿì êîëèâàíü â³äíîñíèé âïëèâ êóá³÷íîãî äîäàíêà òàêîæ 
áóäå çìåíøóâàòèñÿ ³ ðóõ ïðàãíóòèìå äî òàêîãî æ ñòàö³îíàðíîãî ðåæèìó, 
ÿêèé õàðàêòåðèçóºòüñÿ áàëàíñîì ïðîòèëåæíèõ âïëèâ³â.

Äëÿ ïîäàëüøîãî àíàë³çó àâòîêîëèâàíü ó ñèñòåì³ ð³âíÿííÿ Ðåëåÿ (11.100) 
äîö³ëüíî çâåñòè äî áåçðîçì³ðíîãî âèãëÿäó, ùî º äóæå çðó÷íèì ïðè äîñë³-
äæåíí³ íåë³í³éíèõ ñèñòåì, îñê³ëüêè â õîä³ ö³º¿ ïðîöåäóðè ïðèðîäíî âèíè-
êàþòü îáóìîâëþþ÷³ ïàðàìåòðè. Ââåäåìî òàê³ áåçðîçì³ðí³ çì³íí³: 0t  , 

0x x   ( 0 K m  — âëàñíà ÷àñòîòà â³äïîâ³äíîãî ë³í³éíîãî êîíñåðâà-

òèâíîãî îñöèëÿòîðà, õ0 — ñòàòè÷íå çì³ùåííÿ ìàñè m). Îòæå, ð³âíÿííÿ 
(11.100) ìàòèìå âèãëÿä

22

2
1 0,

d d d
d dd

    
 

          
                   (11.101)

äå 2 2
1 0 3 0 0 1;R K R x R     . Ïîêëàäåìî äëÿ âèçíà÷åíîñò³ ïàðàìåòð 1  . 

Òîä³ ð³âíÿííÿ Ðåëåÿ
22

2
1 0

d d d
d dd

   
 

          
                   (11.102)

ìàòèìå îäèí áåçðîçì³ðíèé ïàðàìåòð . Çàïèøåìî ð³âíÿííÿ (11.102) ó âè-
ãëÿä³ ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó, ùî âèçíà÷àº ôà-
çîâèé ïðîñò³ð îñöèëÿòîðà. Ââ³âøè ôàçîâ³ çì³íí³ 1x   ³ 2 /x d d  , îò-
ðèìàºìî

 2
1 2 2 2 2 1, 1 .x x x x x x                              (11.103)

Ðåêîìåíäóºìî ÷èòà÷åâ³, çã³äíî ç ïàðàãðàôîì 11.4, âèçíà÷èòè îñîáëèâ³ 
òî÷êè ñèñòåìè ð³âíÿíü (11.103) ³ êëàñèô³êóâàòè ¿õ. Ó õîä³ òàêîãî 
äîñë³äæåííÿ íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ ó òîìó, ùî ð³âíÿííÿ Ðåëåÿ ìàº îäíó 
îñîáëèâó òî÷êó õ1 = õ2 = 0, ÿêà º ñò³éêèì âóçëîì ïðè  < –2, ñò³éêèì ôîêó-
ñîì ïðè –2 <  < 0, íåñò³éêèì — ïðè 0 <  < 2 ³ íåñò³éêèì âóçëîì ïðè 
 > 2. Îòæå, ÿêùî âèêîíóºòüñÿ óìîâà ñàìîçáóäæåííÿ  > 0, òî íà ôàçîâ³é 
ïëîùèí³ óòâîðþºòüñÿ ãðàíè÷íèé öèêë, ùî â³äïîâ³äàº ðåæèìó ïåð³îäè÷íèõ 
àâòîêîëèâàíü. 

Íà ðèñ. 11.15 ç âèêîðèñòàííÿì ÷èñëîâîãî ðîçâ’ÿçêó íà ÅÎÌ ñèñòåìè 
ð³âíÿíü (11.103) íàâåäåíî ôàçîâ³ ïîðòðåòè (çë³âà) ³ ÷àñîâ³ çàëåæíîñò³ øâèä-
êîñò³ õ2 (ñïðàâà, íà îñ³ àáñöèñ â³äêëàäåìî íîðìîâàíèé ÷àñ t/T0, T0 = 2/ 0) 
ïðè ð³çíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà . Íà ôàçîâîìó ïîðòðåò³ ïîêàçàíî äâ³ òðàºê-
òîð³¿, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü ð³çíèì ïî÷àòêîâèì óìîâàì, à ñàìå, ÿêùî ïî÷àòêîâà
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Ðèñ. 11.15. Ôàçîâ³ ïîðòðåòè (ë³âîðó÷) ³ ÷àñîâ³ çàëåæíîñò³ øâèäêîñò³ êîëèâàíü (ïðàâîðó÷) 
îñöèëÿòîðà Ðåëåÿ, :
à — 0,1; á — 1; â — 10

òî÷êà çíàõîäèòüñÿ âñåðåäèí³ ³ çîâí³ ãðàíè÷íîãî öèêëó: 1) õ1(0) = 0, õ2(0) = 
= 0,01; 2) õ1(0) = 0, õ2(0) = 1,5. ×àñîâ³ çàëåæíîñò³ øâèäêîñò³ íàâåäåí³ äëÿ 
ïåðøîãî âèïàäêó ïî÷àòêîâèõ óìîâ.

Ïðè  = 0,1 (ðèñ. 11.15, à) àâòîêîëèâàííÿ º êâàç³ãàðìîí³÷íèìè. Äî âè-
õîäó íà ãðàíè÷íèé öèêë ìàºìî äîâãèé (ïîð³âíÿíî ç ïåð³îäîì êîëèâàíü) 
ïåðåõ³äíèé ïðîöåñ. Â³äïîâ³äíî, íà ôàçîâ³é ïëîùèí³ ôàçîâà òî÷êà âèêîíóº 
áàãàòî îáåðò³â íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ïðè  >> 1 ïåð³îä àâòîêîëèâàíü
ïðàêòè÷íî íå çàëåæèòü â³ä  ³ ïðèáëèçíî äîð³âíþº ïåð³îäó âëàñíèõ êîëè-
âàíü Ò0 = 2/ 0. Ïðè   1 (ðèñ. 11.15, á) êîëèâàííÿ âæå ñóòòºâî íå ãàð-
ìîí³÷í³. Íà ôàçîâ³é ïëîùèí³ ãðàíè÷íèé öèêë ó âèãëÿä³ åë³ïñà çàì³íþºòüñÿ 
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³íøîþ çàìêíåíîþ êðèâîþ, ïðè÷îìó âèõ³ä ôàçîâî¿ òî÷êè íà ãðàíè÷íèé 
öèêë â³äáóâàºòüñÿ çà ê³ëüêà ïåð³îä³â. Íà ê³íåöü, ïðè  >> 1 (ðèñ. 11.15, â) 
íà ãðàô³êó ÷àñîâî¿ çàëåæíîñò³ ìîæíà ÷³òêî âèä³ëèòè ä³ëÿíêè øâèäêî¿ ³ 
ïîâ³ëüíî¿ çì³íè âåëè÷èíè õ2 = d/d. Òàê³ êîëèâàííÿ íàçèâàþòüñÿ ðåëàê-
ñàö³éíèìè, òîáòî ïîâ’ÿçàíèìè ç ðåëàêñàö³ºþ (â³ä ëàòèíñüêîãî ñëîâà 
relaxatio — çìåíøåííÿ, îñëàáëåííÿ). Òóò ÷àñ âèõîäó ôàçîâî¿ òî÷êè íà ãðà-
íè÷íèé öèêë äóæå ìàëèé. Ïðè  >> 1 ÷àñ ðåëàêñàö³¿ ñèñòåìè (òîáòî ÷àñîâ³ 
â³äð³çêè ïîâ³ëüíî¿ çì³íè âåëè÷èíè 2x ), à îòæå, ³ ïåð³îä àâòîêîëèâàíü 

ïîâí³ñòþ âèçíà÷àºòüñÿ çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà . Óíàñë³äîê öüîãî ³ âèíèê 
ñàì òåðì³í «ðåëàêñàö³éí³ àâòîêîëèâàííÿ». Ñèñòåìè ç ðåëàêñàö³éíèìè àâòî-
êîëèâàííÿìè õàðàêòåðèçóþòüñÿ ñóòòºâîþ íåë³í³éí³ñòþ ³ çíà÷íèì îáì³íîì 
åíåðã³¿ ç äæåðåëîì.

Ãðàô³êè íà ðèñ. 11.15 äîçâîëÿþòü çðîáèòè òàê³ çàãàëüí³ âèñíîâêè: ÿêùî 
â àâòîêîëèâàëüí³é ñèñòåì³ âòðàòè åíåðã³¿ íà òåðòÿ ìàë³ ïîð³âíÿíî ç åíåð-
ã³ºþ êîëèâàëüíîãî ðóõó, òî ³ åíåðã³ÿ, íåîáõ³äíà äëÿ êîìïåíñàö³¿ âòðàòè òà-
êîæ ìàëà (äëÿ ð³âíÿííÿ (11.101) öå â³äïîâ³äàº ìàëîìó çíà÷åííþ ïàðàìåòðà 
). Íàäõîäÿ÷è â ñèñòåìó ìàëèìè ïîðö³ÿìè åíåðã³ÿ êîìïåíñóº âòðàòè 
åíåðã³¿, ÿê³ âèíèêàþòü ïðè êîëèâàíí³, àëå ïðè öüîìó äóæå ìàëî çì³íþºòüñÿ 
ñàì ïðîöåñ êîëèâàííÿ. Àâòîêîëèâàííÿ çà ôîðìîþ áëèçüê³ äî ãàðìîí³÷íèõ ³ 
¿õ ïåð³îä ìàéæå çá³ãàºòüñÿ ç ïåð³îäîì âëàñíèõ êîëèâàíü, ÿê³ á ìàëà âèêî-
íóâàòè ñèñòåìà, ÿêáè âòðàòè åíåðã³¿ íå êîìïåíñóâàëèñÿ. ßêùî âòðàòè íà 
òåðòÿ çíà÷í³, à çíà÷èòü, âåëèêà ³ åíåðã³ÿ, ùî íàäõîäèòü â³ä äæåðåëà, òî àâ-
òîêîëèâàííÿ ìîæóòü çà ôîðìîþ çíà÷íî â³äð³çíÿòèñÿ â³ä ãàðìîí³÷íèõ, ³ ¿õ 
ïåð³îä ìîæå çíà÷íî â³äð³çíÿòèñÿ â³ä ïåð³îäó âëàñíèõ êîëèâàíü. Òîìó, íà-
ïðèêëàä, ìàÿòíèê äîáðîãî ãîäèííèêà, ó ÿêîãî âòðàòè íà òåðòÿ ìàë³, âèêî-
íóº êîëèâàííÿ, ÿê³ çà ôîðìîþ ìàéæå íå â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä ãàðìîí³÷íèõ, ç 
÷àñòîòîþ, ùî ìàéæå òî÷íî çá³ãàºòüñÿ ç ÷àñòîòîþ âëàñíèõ êîëèâàíü ìàÿò-
íèêà (öå çàáåçïå÷óº òî÷í³ñòü õîäó ãîäèííèêà).

11.11.3. ×îìó çâó÷èòü ñêðèïêà

Çâó÷àííÿ ñêðèïêè îáóìîâëåíå ðóõîì ñìè÷êà. Çðîçóì³ëî, ùî íå-
ìîæíà ïîÿñíèòè âñ³ ñêëàäí³ ÿâèùà, ïîâ’ÿçàí³ ç îñîáëèâîñòÿìè çâó÷àííÿ 
ñêðèïêè. Ïðîòå ñïðîáóºìî â ïðèíöèï³ ðîç³áðàòèñÿ, ÷îìó âèíèêàþòü êîëè-
âàííÿ ñòðóíè ñêðèïêè, êîëè ïî í³é ïðîâîäÿòü ñìè÷êîì [*].

Ñèëà òåðòÿ ì³æ ñìè÷êîì ³ ñòðóíîþ — öå ñèëà ñóõîãî òåðòÿ. Ïðèðîäà 
ö³º¿ ñèëè âæå âèâ÷àëàñÿ, ³ íà ðèñ. 11.14, á íàâåäåíî ¿¿ òèïîâó õàðàêòåðèñòè-
êó ç ä³ëÿíêàìè ñïàäó ³ íàðîñòàííÿ. Îòæå, íåõàé ñìè÷îê ðóõàºòüñÿ ç³ ñòàëîþ 
øâèäê³ñòþ v0, à ñòðóíà â³äõèëåíà â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè òàê, ùîá ð³â-
íîä³þ÷à ñèë ïðóæíîñò³ âð³âíîâàæèëà ñèëó òåðòÿ êîâçàííÿ Fò (v0). ßêùî 
ñòðóíà âèïàäêîâî â³äõèëèòüñÿ â á³ê ðóõó ñìè÷êà, òî â³äíîñíà øâèäê³ñòü 

0 x  v v ( x — øâèäê³ñòü ñòðóíè) çìåíøèòüñÿ. ßêùî â³äíîñíà øâèäê³ñòü 
ñìè÷êà ³ ñòðóíè ïðè êîëèâàííÿõ ñòðóíè çíàõîäèòüñÿ â ìåæàõ ñïàäíî¿ 

                                        
* Àñëàìàçîâ Ë.Ã., Âàðëàìîâ À.À. Óäèâèòåëüíàÿ ôèçèêà. — Ì.: Íàóêà, 1987. —

Ñ. 48—53.
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ä³ëÿíêè çàëåæíîñò³ ñèëè òåðòÿ â³ä øâèäêîñò³ (ðèñ. 11.14, á), òî, ÿê íàñ-
ë³äîê, ñèëà òåðòÿ çðîñòå ³ ñòðóíà â³äõèëèòüñÿ ùå á³ëüøå. Ïðè ïîäàëüøîìó 
â³äõèëåíí³ ïðóæíà ñèëà â äåÿêèé ìîìåíò îáîâ’ÿçêîâî ïåðåâèùèòü ñèëó 
òåðòÿ, àäæå ñèëà òåðòÿ êîâçàííÿ íå ìîæå áóòè á³ëüøîþ, í³æ ìàêñèìàëüíå 
çíà÷åííÿ ñèëè òåðòÿ ñïîêîþ Fò max, ³ ñòðóíà ïî÷íå ðóõàòèñÿ ó ïðîòèëåæíèé 
á³ê. Âîíà ïðîéäå ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè, çíîâó â³äõèëèòüñÿ, çóïèíèòüñÿ ³ 
ò. ä.: òàêèì ÷èíîì áóäóòü çáóäæóâàòèñÿ êîëèâàííÿ ñòðóíè.

Âàæëèâî, ùî ö³ êîëèâàííÿ áóäóòü íåçãàñàþ÷³. Ä³éñíî, ïðè ðóñ³ ñòðóíè ó 
íàïðÿìêó ðóõó ñìè÷êà ñèëà òåðòÿ êîâçàííÿ âèêîíóº äîäàòíó ðîáîòó, à â 
ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó — â³ä’ºìíó. Àëå øâèäê³ñòü êîâçàííÿ 0 x v  â 

ïåðøîìó âèïàäêó ìåíøà, í³æ øâèäê³ñòü 0 x v  ó äðóãîìó, à ñèëà òåðòÿ 

т 0( )F x v , íàâïàêè, á³ëüøà, í³æ т 0( )F x v . Òàêèì ÷èíîì, äîäàòíà ðîáîòà 
ñèë òåðòÿ ïðè ðóñ³ ñòðóíè ó íàïðÿìêó ðóõó ñìè÷êà á³ëüøà, í³æ â³ä’ºìíà ðî-
áîòà ïðè ¿¿ ïðîòèëåæíîìó ðóñ³, ³ â ö³ëîìó ñèëà òåðòÿ âèêîíóº äîäàòíó ðîáî-
òó. Àìïë³òóäà êîëèâàíü áóäå çá³ëüøóâàòèñü, àëå äî âèçíà÷åíî¿ ìåæ³. Êîëè 
øâèäê³ñòü êîâçàííÿ âèõîäèòü çà ìåæ³ ñïàäíî¿ ä³ëÿíêè, â³ä’ºìíà ðîáîòà ñè-
ëè òåðòÿ ìîæå ñòàòè á³ëüøîþ, í³æ äîäàòíà. Åíåðã³ÿ, à çíà÷èòü, ³ àìïë³òóäà 
êîëèâàíü áóäóòü çìåíøóâàòèñÿ.

Òàêèì ÷èíîì, êîëèâàííÿ ñòðóíè áóäóòü â³äáóâàòèñÿ ç àìïë³òóäîþ, ïðè 
ÿê³é ïîâíà ðîáîòà ñèë òåðòÿ äîð³âíþº íóëþ. Òóò ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ÷àñòè-
íà äîäàòíî¿ ðîáîòè êîìïåíñóº âèòðàòè åíåðã³¿ íà çáóäæåííÿ êîëèâàíü êîð-
ïóñó ñêðèïêè, äî ÿêîãî ñòðóíè ïðèêð³ïëåí³. Ñàìå êîëèâàííÿ êîðïóñó 
ñêðèïêè çáóäæóþòü çâóêîâ³ õâèë³ ó íàâêîëèøíüîìó ñåðåäîâèù³, àäæå ñòðó-
íà º äóæå íååôåêòèâíèì äæåðåëîì çâóêó (äèâ. ï. 7.12.1). Îòæå, ÷àñòèíà äî-
äàòíî¿ ðîáîòè ñèëè òåðòÿ êîâçàííÿ âèòðà÷àºòüñÿ íà ñòâîðåííÿ çâóêîâî¿ 
åíåðã³¿, ÿêó âèïðîì³íþº ñêðèïêà. ²ç òàêîþ ñòàëîþ àìïë³òóäîþ ³ áóäóòü 
â³äáóâàòèñÿ íåçãàñàþ÷³ êîëèâàííÿ ñòðóíè.

Âèíèêíåííÿ çâóêîâèõ êîëèâàíü ïðè ðóñ³ îäíîãî òâåðäîãî ò³ëà ïî ïî-
âåðõí³ ³íøîãî â³äáóâàºòüñÿ äîñèòü ÷àñòî: ñóõå òåðòÿ â äâåðíèõ çàâ³ñàõ ìîæå 
âèçâàòè ¿õ ñêðèï; ñêðèïëÿòü ïîëîâèö³, âçóòòÿ; ñêðèï ìîæíà âèêëèêàòè, 
ÿêùî ïðîñòî ïàëüöåì ïðîâåñòè ïî áóäü-ÿê³é ãëàäê³é ïîâåðõí³. ßâèùà, ÿê³ 
òóò âèíèêàþòü, àíàëîã³÷í³ çáóäæåííþ êîëèâàíü ñòðóíè ñêðèïêè. Ñïî÷àòêó 
êîâçàííÿ íåìàº, ³ âèíèêàº ïðóæíà äåôîðìàö³ÿ. Äàë³ â³äáóâàºòüñÿ â³äðèâ ³ 
çáóäæóþòüñÿ êîëèâàííÿ ò³ëà. Êîëèâàííÿ íå çãàñàþòü, îñê³ëüêè çàâäÿêè 
ñïàäí³é õàðàêòåðèñòèö³ ñèë ñóõîãî òåðòÿ íàäõîäèòü íåîáõ³äíà åíåðã³ÿ çà ðà-
õóíîê ðîáîòè öèõ ñèë.

Ïðè çì³í³ õàðàêòåðó çàëåæíîñò³ ñèë òåðòÿ â³ä øâèäêîñò³ ñêðèï çíèêàº. 
Â³äîìî, íàïðèêëàä, ùî äëÿ öüîãî äîñèòü çìàçàòè êîâçí³ ïîâåðõí³. Ó âèïàä-
êó, êîëè ñèëà â’ÿçêîãî òåðòÿ ïðîïîðö³éíà øâèäêîñò³, óìîâ, íåîáõ³äíèõ äëÿ 
çáóäæåííÿ êîëèâàíü, íåìàº. Íàâïàêè, êîëè ïîòð³áíî âèêëèêàòè êîëèâàí-
íÿ, ïîâåðõí³ ñïåö³àëüíî îáðîáëÿþòü, ùîá äîñÿãòè á³ëüø ð³çêîãî çìåíøåí-
íÿ ñèë òåðòÿ ïðè çá³ëüøåíí³ øâèäêîñò³. Íàïðèêëàä, ñìè÷îê ñêðèïêè äëÿ 
öüîãî íàòèðàþòü êàí³ôîëëþ.
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11.12. Çìóøåí³ êîëèâàííÿ íåë³í³éíîãî
îñöèëÿòîðà

ßê ìè çíàºìî, çìóøåíèìè íàçèâàþòü êîëèâàííÿ, ùî âèíèêà-
þòü ³ ï³äòðèìóþòüñÿ çà ðàõóíîê çîâí³øíüîãî âïëèâó íà ñèñòåìó, ÿêà íå ìàº 
³íøèõ äæåðåë åíåðã³¿. Ìîæíà âèä³ëèòè äâà ñïîñîáè çîâí³øíüîãî âïëèâó: 
ïåðøèé ³ç íèõ — öå áåçïîñåðåäí³é ñèëîâèé âïëèâ íà ñèñòåìó, äðóãèé —
ïàðàìåòðè÷íèé âïëèâ, êîëè çîâí³øíÿ ñèëà çìóøóº çì³íþâàòèñÿ ïåð³îäè÷-
íî äåÿêèé ïàðàìåòð êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè (íàïðèêëàä, äîâæèíó íèòêè ìà-
ÿòíèêà). Äðóãèé ñïîñ³á çîâí³øíüîãî âïëèâó ðîçãëÿíåìî â ïàðàãðàô³ 11.14, à 
çàðàç çîñåðåäèìî óâàãó íà ïåðøîìó.

Ó ë³í³éíèõ ñèñòåìàõ ³ç çîâí³øí³ì âïëèâîì íåñòàë³ ïðîöåñè ÿâëÿþòü ñî-
áîþ ñóìó âëàñíèõ ³ çìóøåíèõ êîëèâàíü. Ó íåë³í³éíèõ ñèñòåìàõ ³ç çîâí³ø-
í³ì âïëèâîì ñóïåðïîçèö³¿ âëàñíèõ ³ çìóøåíèõ êîëèâàíü íå ³ñíóº. Òîìó â 
òàêèõ ñèñòåìàõ çìóøåí³ êîëèâàííÿ ñë³ä âèçíà÷àòè ÿê ñòàë³ ïðîöåñè (÷àñ 
t  ), êîëè ïî÷àòêîâ³ óìîâè âñòèãëè «çàáóòèñÿ»; äëÿ öüîãî ñèñòåìà ïî-
âèííà áóòè äèñèïàòèâíîþ. Îòæå, áóäåìî ââàæàòè, ùî â ñèñòåì³ ïðèñóòíÿ 
äèñèïàö³ÿ åíåðã³¿, à ÷àñ ñïîñòåðåæåííÿ äîñòàòíüî âåëèêèé, ùîá çàáåçïå÷è-
òè íåçàëåæíèé â³ä ïî÷àòêîâèõ óìîâ ðåæèì âèìóøåíèõ êîëèâàíü.

11.12.1. Íåë³í³éíèé ðåçîíàíñ

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó, äå íåë³í³éí³ñòü ïîâ’ÿçàíà ç íåë³í³éí³ñòþ 
â³äíîâëþâàëüíî¿ ñèëè Fâ, à ñèëà äåìïô³ðóâàííÿ — ë³í³éíà. Äëÿ ñèñòåìè ç 
îäíèì ñòóïåíåì âîëüíîñò³ ïðè ãàðìîí³÷í³é çîâí³øí³é ñèë³ ìàºìî ð³âíÿííÿ 
ðóõó:

в 0 cos( ),mx Rx F F t                           (11.104)

äå  — ÷àñòîòà çîâí³øíüî¿ ñèëè; R — êîåô³ö³ºíò äåìïô³ðóâàííÿ. Íåõàé 
íåë³í³éíà â³äíîâëþâàëüíà ñèëà âèçíà÷àºòüñÿ âèðàçîì

в

2

1 ,
x

F Kx
d

      
   

                             (11.105)

äå Ê — êîåô³ö³ºíò æîðñòêîñò³; d — ìàº çíà÷åííÿ çì³ùåííÿ, çà ÿêîãî 
íåë³í³éíà ÷àñòèíà â³äíîâëþâàëüíî¿ ñèëè äîð³âíþº ë³í³éí³é ñêëàäîâ³é. Çíàê 
ïëþñ â³äïîâ³äàº ñèòóàö³¿, êîëè â³äíîâëþâàëüíà ñèëà çì³íþºòüñÿ øâèäøå, 
í³æ çà ë³í³éíèì çàêîíîì. Òàêó êîëèâàëüíó ñèñòåìó íàçèâàþòü ñèñòåìîþ ç 
æîðñòêîþ íåë³í³éí³ñòþ. ßêùî âçÿòè çíàê ì³íóñ, òî Fâ áóäå çì³íþâàòèñÿ ïî-
â³ëüí³øå, í³æ çà ë³í³éíèì çàêîíîì. Â³äïîâ³äíî, ó öüîìó âèïàäêó ãîâîðÿòü 
ïðî ñèñòåìó ç ì’ÿêîþ íåë³í³éí³ñòþ. 

Ï³äñòàâèâøè (11.105) â (11.104), îäåðæèìî
2

01 cos( ).
x

mx Rx Kx F t
d


       

   
                   (11.106)

Ïåðåä òèì ÿê ïî÷àòè ðîçâ’ÿçóâàòè ð³âíÿííÿ (11.106), ñë³ä çâåñòè éîãî äî 
áåçðîçì³ðíîãî âèãëÿäó òà âèÿâèòè áåçðîçì³ðí³ ïàðàìåòðè, ùî âèçíà÷àþòü 
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ïîâåä³íêó äîñë³äæóâàíî¿ ñèñòåìè. Äëÿ öüîãî çðîáèìî òàê³ ïåðåòâîðåííÿ. 
Ïîä³ëèìî (11.106) íà êîåô³ö³ºíò æîðñòêîñò³ Ê:

2

ñò2
0

1 cos( ),
x R x

x x x t
K d




       
   

                   (11.107)

äå 2
0 K m  — êâàäðàò âëàñíî¿ ÷àñòîòè â³äïîâ³äíî¿ ë³í³éíî¿ ñèñòåìè; ñòx 

0F K — çì³ùåííÿ â ñèñòåì³ ïðè ñòàòè÷íîìó íàâàíòàæåíí³. Ó (11.107) ïðè-
ñóòí³ äâà õàðàêòåðíèõ ìàñøòàáè ñèñòåìè — õñò òà d. Ïåðåïèøåìî (11.107), 
ââ³âøè íîâèé ïàðàìåòð  = (õñò/d)2 òà ïîä³ëèâøè íà xñò:

2

2
ñò ñò ñòñò 0

1 cos( ).
x R x x x

t
K x x xx

 


  
     
   

 
             (11.108)

Âèêîðèñòàºìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ:
2

ñò
0

ñò 0

, , , .
xx

t
x d


    


     
 

            (11.109)

Òîä³ (11.108) íàáóâàº âèãëÿäó
2

2
2

1
1 cos( ),

d d
Q dd

    


                      (11.110)

äå 0 0 0( ) (2 )Q K R m R      — äîáðîòí³ñòü ñèñòåìè (äèâ. (2.61) ).
Ð³âíÿííÿ (11.110) áåçðîçì³ðíå. Ïðè öüîìó ç’ÿâèâñÿ äóæå âàæëèâèé áåç-

ðîçì³ðíèé ïàðàìåòð , ùî âèçíà÷àº ñòóï³íü íåë³í³éíîñò³ ñèñòåìè. Íàñ ö³êà-
âèòèìóòü ñèñòåìè ç³ ñëàáêîþ íåë³í³éí³ñòþ, òîáòî êîëè  << 1.

Ðîçãëÿíåìî íàéá³ëüø âàæëèâó ñèòóàö³þ, êîëè ÷àñòîòà çîâí³øíüîãî âïëè-
âó  áëèçüêà äî âëàñíî¿ ÷àñòîòè îñöèëÿòîðà  0. Äëÿ ë³í³éíî¿ ñèñòåìè 
( = 0) óñòàëåíèé â³äãóê ñèñòåìè íà çîâí³øí³é âïëèâ âèçíà÷àºòüñÿ òàê: 
 = Àcos ( – ). ßêùî öåé ïðîáíèé ðîçâ’ÿçîê ï³äñòàâèòè ó íåë³í³éíå 
ð³âíÿííÿ (11.110), òî â³äíîñíî 3 áóäåìî ìàòè ñï³ââ³äíîøåííÿ 

3 3 1
cos ( ) cos( ) cos(3( )) .

4 4
           

 
         (11.111)

ßê áà÷èìî, ó â³äãóêó ç’ÿâèëîñÿ êîëèâàííÿ ç ÷àñòîòîþ, ùî óòðè÷³ á³ëüøà, í³æ
÷àñòîòà çîâí³øíüîãî âïëèâó. Òîä³ ïðîáíèé ðîçâ’ÿçîê cos(n ( – )) ïðèâî-
äèòü äî ïîÿâè ó â³äãóêó ñêëàäîâî¿ cos((n + 2)( – )). Îòæå, ðîçâ’ÿçîê 
ð³âíÿííÿ (11.110), ÿêèé âèçíà÷àº ñòàë³ çìóøåí³ êîëèâàííÿ íåë³í³éíîãî îñ-
öèëÿòîðà, ìîæíà øóêàòè ó âèãëÿä³

( ) cos( ( )), 1,3,5...n
n

n n                     (11.112) 

Ï³äñòàâèâøè (11.112) â (11.110), îòðèìàºìî

2
1 1 1cos( ) sin( ) cos( )

Q
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3 3
1 cos ( ) ... cos( ).                            (11.113)

Òóò äåùî çóïèíèìîñÿ ³ çðîáèìî âàæëèâå çàóâàæåííÿ. Ñë³ä çðîçóì³òè, ùî 
çã³äíî ³ç ñï³ââ³äíîøåííÿì (11.113) ó íåë³í³éí³é ñèñòåì³ âñ³ ãàðìîí³êè ó 
â³äãóêó âçàºìîïîâ’ÿçàí³, òàê ùî í³ îäíà ç íèõ íå ìîæå çì³íþâàòèñÿ, íå 
âïëèâàþ÷è íà ³íø³. Ùîá öå áóëî á³ëüø íàî÷íî, ñïðÿìóºìî ó (11.110) ³ 
(11.113) äîáðîòí³ñòü Q  , òîáòî çðîáèìî ïåðåõ³ä äî êîíñåðâàòèâíî¿ ñèñ-
òåìè. Çðîçóì³ëî, ùî òàêèé êðîê º «óìîâíèì», àäæå çìóøåí³ êîëèâàííÿ 
êîíñåðâàòèâíî¿ ñèñòåìè âèçíà÷àþòüñÿ ïðèðîäîþ âëàñíèõ ³ ÷èñòî çìóøåíèõ 
êîëèâàíü, ïðîòå â íåë³í³éí³é ñèñòåì³ ïðèíöèï ñóïåðïîçèö³¿ íå ñïðàâä-
æóºòüñÿ. Ìîæíà òàêîæ ââàæàòè, ùî äèñèïàö³ÿ äóæå-äóæå ìàëà, àëå ÷àñ 
ñïîñòåðåæåííÿ âåëèêèé ³ òîìó âëàñí³ êîëèâàííÿ â ñèñòåì³ çãàñëè. Îòæå, çà 
òàêèõ óìîâ ç óðàõóâàííÿì òîòîæíîñò³ (11.111) ôîðìóëà (11.113) íàáóâàº âè-
ãëÿäó (ââàæàºìî  = 0):

1 3 5( , , ,...) cos( ) cos( ), 1,3,5,...,n
n

A n n               (11.114)

äå 1 3 5( , , ,...)nA    — êîåô³ö³ºíòè ïðè cos( )n . Äëÿ âèêîíàííÿ ð³âíîñò³ 
(11.114) íåîáõ³äíî, ùîá

1 1 3 5( , , ,...) 1,A    

3 1 3 5( , , ,...) 0,A    

5 1 3 5( , , ,...) 0,A    

  
                              (11.115)

Ñèñòåìà (11.115) íàî÷íî ³ëþñòðóº âçàºìîçâ’ÿçîê ãàðìîí³÷íèõ ñêëàäîâèõ 
â³äãóêó îñöèëÿòîðà. Ðåêîìåíäóºìî ÷èòà÷åâ³, çàëèøèâøè â íåñê³í÷åíí³é 
ñóì³ (11.112) äâà äîäàíêè (àäæå 1  ) 1 3( ) cos( ) cos(3 )       , ðîçïèñà-
òè ñèñòåìó (11.115) â³äíîñíî äâîõ êîåô³ö³ºíò³â À1 ³ À3: 

   2 2 2
1 1 1 1 1 3 3

3
1 2 1,

4
A                          (11.116)

   2 3 2 3
3 3 1 1 3 3

1
1 (3 ) 6 3 0.

4
A                        (11.117)

Ñèñòåìà ð³âíÿíü (11.116), (11.117) ³ëþñòðóº ó ÿâíîìó âèãëÿä³ âçàºìîçâ’ÿçîê 
ì³æ ïåðøîþ ³ òðåòüîþ ãàðìîí³êàìè.

Ðîçãëÿíåìî äèñèïàòèâíèé îñöèëÿòîð. Çà ãåíåðàö³þ âèùèõ ãàðìîí³ê ç 
÷àñòîòàìè n, n = 1,3,5..., â³äïîâ³äàº ÷ëåí 3 ó ð³âíÿíí³ (11.110). Îñê³ëüêè 
çà óìîâîþ  << 1 ³ ÷àñòîòà çîâí³øíüîãî âïëèâó  áëèçüêà äî âëàñíî¿ ÷àñòî-
òè îñöèëÿòîðà  0, ìîæíà çàïèñàòè íàáëèæåíå ð³âíÿííÿ äëÿ àìïë³òóäè 
ïåðøî¿ ãàðìîí³êè 1. Äëÿ öüîãî, âðàõîâóþ÷è (11.111), çàëèøàºìî â (11.113) 
÷ëåíè ç n = 1:

2 3
1 1 1 1

3
cos( ) sin( ) cos( ).

4 Q
                 

     (11.118)
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Ïåðåïèøåìî öåé âèðàç ó òàêîìó âèãëÿä³:

cos( ) sin( ) cos( ),C D                        (11.119)

äå 2 3
1 1 1(3 4)C       , 1D Q . Ð³âíÿííÿ (11.119) âèêîíóºòüñÿ, ÿêùî 

cosC   ³ sinD  , àäæå cos cos( ) sin sin( ) cos( )          .
Çâ³äñè âåëè÷èíè C òà D çâ’ÿçàí³ ñï³ââ³äíîøåííÿì C 2 + D 2 = 1. Ðîçïè-

ñàâøè C ³ D, çíàéäåìî çâ’ÿçîê ì³æ àìïë³òóäîþ ïåðøî¿ ãàðìîí³êè 1 ³ íîð-
ìîâàíîþ ÷àñòîòîþ çîâí³øíüîãî âïëèâó  =  / 0:

22
2 2

1 2
1

3 1
1 ,

4 Q


 


          
                      (11.120)

à òàêîæ ñï³ââ³äíîøåííÿ, ÿêå âèçíà÷àº çñóâ ôàçè ì³æ çîâí³øíüîþ ñèëîþ ³ 
â³äãóêîì ñèñòåìè:

tg 2 2
1

1
.

1 3 4
D
C Q


 

  
 

                    (11.120à)

Âèçíà÷èìî õ³ä çàëåæíîñò³ àìïë³òóäè 1 â³ä ÷àñòîòè çîâí³øíüîãî âïëèâó 
. Ñïî÷àòêó, ùîá ïîëåãøèòè àíàë³ç, ñïðÿìóºìî Q   (öå â³äïîâ³äàº ñèñ-
òåì³ áåç äåìïô³ðóâàííÿ). Òîä³ ïåðåïèøåìî (11.120) ó âèãëÿä³

2 2
1

1

3 1
1 .

4
 


    
 

                            (11.121)

Ð³âíÿííÿ (11.121) ìîæíà îòðèìàòè ³ç (11.116), ïîêëàâøè |3| << |1|, ùî 
ä³éñíî ñïðàâåäëèâî ó ä³àïàçîí³ ÷àñòîò ïîáëèçó 0. Ùå ðàç ï³äêðåñëèìî, ùî 
ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (11.121) ìàº «óìîâíèé» õàðàêòåð, àäæå éîãî ñë³ä ðîç-
ãëÿäàòè ÿê ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ. Îäåðæàòè çàãàëü-
íèé ðîçâ’ÿçîê, äîäàâøè äî íîâîãî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê â³äïîâ³äíîãî îä-
íîð³äíîãî ð³âíÿííÿ, íåìàº ìîæëèâîñò³, îñê³ëüêè ïðèíöèï ñóïåðïîçèö³¿ íå 
ïðàöþº. Ïðîòå õàðàêòåð âïëèâó äåìïô³ðóâàííÿ íà ðåçîíàíñíó êðèâó îñöè-
ëÿòîðà ïîð³âíÿíî ç êîíñåðâàòèâíîþ ñèñòåìîþ âæå çðîçóì³ëèé. Òîìó äî-
ñë³äèâøè äîñèòü ïðîñòå ð³âíÿííÿ (11.121), ìè ç’ÿñóºìî õ³ä êðèâî¿, ÿêà âè-
çíà÷àºòüñÿ ð³âíÿííÿì (11.120).

Íà ðèñ. 11.16, à çîáðàæåíî çàëåæí³ñòü àìïë³òóäè 1 (êðèâà 1) â³ä ÷àñòî-
òè 2 äëÿ ñèñòåìè ç æîðñòêîþ íåë³í³éí³ñòþ (çíàê ïëþñ ó ð³âíÿíí³ (11.121)) 
ïðè  = 0,1. Âîíà ïîáóäîâàíà ÿê íàñë³äîê äîäàâàííÿ ïàðàáîëè 2

11 (3 4)
(êðèâà 2) ³ ã³ïåðáîëè — 11   (êðèâà 3). ßê ³ ó âèïàäêó ë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà 
(ðèñ. 2.10) êðèâà â³äãóêó íà çîâí³øí³é âïëèâ ìàº äâ³ ã³ëêè: â îäí³é çì³ùåí-
íÿ ïåðåáóâàº ó ôàç³, à â ³íø³é — ó ïðîòèôàç³ ³ç çîâí³øíüîþ ñèëîþ. Îáèäâ³ 
ã³ëêè àñèìïòîòè÷íî íàáëèæàþòüñÿ äî êðèâî¿ 2

11 (3 4) . Çðîçóì³ëî, ùî 

ï³âïëîùèíà 2 0   ç ô³çè÷íî¿ òî÷êè çîðó íå ìàº ñåíñó. 

Íà ðèñ. 11.16, á ïîêàçàíî çàëåæíîñò³ ìîäóëÿ |1| â³ä 2 äëÿ ñèñòåìè ç 
æîðñòêîþ íåë³í³éí³ñòþ ( = 0,1), íà ðèñ. 11.16, â — äëÿ ñèñòåìè ç ì’ÿêîþ 
íåë³í³éí³ñòþ (çíàê ì³íóñ ó ð³âíÿíí³ (11.121)), à ðèñ. 11.16, ã â³äïîâ³äàº ë³-
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Ðèñ. 11.16. Ðåçîíàíñí³ êðèâ³ êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëÿòîðà ( = 0,1):
à, á — æîðñòêà íåë³í³éí³ñòü; â — ì’ÿêà íåë³í³éí³ñòü; ã — ë³í³éíèé îñöèëÿòîð ( = 0)

í³éí³é ñèñòåì³ ( 0)  . Ö³êàâî çàçíà÷èòè, ùî ïàðàáîëà 2 2
11 (3 4)    (äëÿ

ë³í³éíî¿ ñèñòåìè íà ðèñ. 11.16, ã âîíà ïåðåòâîðþºòüñÿ íà ïðÿìó ë³í³þ) âè-
çíà÷àº çâ’ÿçîê ì³æ ÷àñòîòîþ ³ àìïë³òóäîþ â³ëüíèõ êîëèâàíü íåë³í³éíîãî 

êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëÿòîðà. Ä³éñíî âèðàç 2 2
1 11 (3 4) 1 (3 8)       çá³-

ãàºòüñÿ ç ôîðìóëîþ (11.70) äëÿ ÷àñòîòè â³ëüíèõ êîëèâàíü îñöèëÿòîðà ç 
êóá³÷íîþ íåë³í³éí³ñòþ. Ë³í³þ 2 2

11 (3 4)    íàçèâàþòü ñêåëåòíîþ êðèâîþ.
Íàâåäåí³ ãðàô³êè äîçâîëÿþòü çàçíà÷èòè òàê³ îñîáëèâîñò³ êîëèâàííÿ 

íåë³í³éíî¿ ñèñòåìè: 1) â³äñóòí³ñòü íåñê³í÷åííîãî çðîñòàííÿ àìïë³òóäè 1 ÿê 
ïðè çá³ãó  ç 0, òàê ³ ïðè   0, ùî îáóìîâëåíî çàëåæí³ñòþ ïåð³îäó êî-
ëèâàíü íåë³í³éíî¿ ñèñòåìè â³ä ¿¿ àìïë³òóäè; 2) íåîäíîçíà÷í³ñòü ïðîò³êàííÿ 
ïðîöåñó êîëèâàíü çàëåæíî â³ä íàïðÿìêó çì³íè ÷àñòîòè çîâí³øíüî¿ ñèëè . 
Öå ïîâ’ÿçàíî ç íåîäíîçíà÷í³ñòþ çàëåæíîñò³ 1 â³ä 2 äëÿ ðÿäó ÷àñòîò. Äëÿ 
ñèñòåìè ç æîðñòêîþ íåë³í³éí³ñòþ ö³ ÷àñòîòè çíàõîäÿòüñÿ âèùå, à äëÿ ñèñ-
òåìè ç ì’ÿêîþ íåë³í³éí³ñòþ — íèæ÷å, í³æ ÷àñòîòà ë³í³éíîãî ðåçîíàíñó 
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 0. Çðîçóì³ëî, ùî íàõèë ðåçîíàíñíî¿ êðèâî¿ íà ðèñ. 11.16, á, â çàëåæèòü â³ä 
çíà÷åíü ïàðàìåòðà : ÷èì  á³ëüøå, òèì ñèëüí³øå íàõèëÿºòüñÿ ðåçîíàíñíà 
êðèâà â³äïîâ³äíî ïðàâîðó÷ ÷è ë³âîðó÷. Ïðè  = 0 (ë³í³éíà ñèñòåìà, 
ðèñ. 11.16, ã) òàêèé íàõèë â³äñóòí³é. Ïàðàìåòð  = (õñò/d

2), àëå õñò = F0/K; 
çâ³äñè ìàºìî, ùî ïàðàìåòð íåë³í³éíîñò³ çàëåæèòü â³ä àìïë³òóäè F0 çîâí³ø-
íüî¿ ñèëè, ùî º äóæå âàæëèâèì.

Ïîâåðíåìîñÿ äî íåë³í³éíîãî äèñèïàòèâíîãî îñöèëÿòîðà ³, ÿê ïðèêëàä, 
ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ç æîðñòêîþ íåë³í³éí³ñòþ. Ùîá äåòàëüí³øå ïðîàíà-
ë³çóâàòè ð³âíÿííÿ (11.120), ïåðåòâîðèìî éîãî äî çðó÷íî¿ ïðè ïðîâåäåíí³ 
îá÷èñëåíü ôîðìè. Äëÿ öüîãî ââåäåìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ:


2

3 303 3
4 4

F
P Q Q

Kd
     

 
— áåçðîçì³ðíèé ïàðàìåòð, ÿêèé õàðàêòåðèçóº 

çîâí³øí³é âïëèâ;

 2
1

3
4

y Q  — áåçðîçì³ðíèé ïàðàìåòð, ÿêèé õàðàêòåðèçóº àìïë³òóäó 

çìóøåíèõ êîëèâàíü;
  2 1 Q   — áåçðîçì³ðíå â³äõèëåííÿ ÷àñòîòè.

Òîä³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (11.120) ìàº âèãëÿä

 2 1
P

y
Q y


     .                           (11.122)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ð³çí³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà çîâí³øíüîãî âïëèâó Ð, ìàº-
ìî ìîæëèâ³ñòü ïîáóäóâàòè ðÿä êðèâèõ ó = ó (Ð), ÿê³ ÿâëÿþòü ñîáîþ ðåçî-
íàíñí³ êðèâ³ íåë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà â áåçðîçì³ðíèõ êîîðäèíàòàõ ó ³ 
(ðèñ. 11.17). Ðåçîíàíñí³ êðèâ³, ÿê³ çíàõîäÿòüñÿ íèæ÷å, í³æ êðèâà 3, õàðàê-
òåðèçóþòüñÿ îäíîçíà÷íîþ çàëåæí³ñòþ àìïë³òóäè çìóøåíèõ êîëèâàíü â³ä
÷àñòîòè çîâí³øíüî¿ ñèëè. Ðåçîíàíñí³ êðèâ³ òàêîãî òèïó ÿâëÿþòü ñîáîþ äå-
ùî äåôîðìîâàí³ êðèâ³ çàëåæíîñò³ àìïë³òóäè êîëèâàíü â³ä ÷àñòîòè äëÿ
ë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà ç äåìïô³ðóâàííÿì. Äëÿ ñèñòåìè ç æîðñòêîþ íåë³í³é-
í³ñòþ ¿õ ìàêñèìóìè çì³ùåíî ïðàâîðó÷. Êðèâà 3 õàðàêòåðèçóºòüñÿ ïîÿâîþ 
âåðòèêàëüíî¿ äîòè÷íî¿. Ïðè ïîäàëüøîìó çá³ëüøåíí³ àìïë³òóäè çîâí³øíüîãî 

âïëèâó ðåçîíàíñí³ êðèâ³ ðîçì³-
ùóþòüñÿ âèùå, í³æ êðèâà 3 ³ â 
íèõ ç’ÿâëÿþòüñÿ ä³ëÿíêè ç âåð-
òèêàëüíèìè äîòè÷íèìè, ÿê³ âè-
çíà÷àþòü îáëàñòü íåîäíîçíà÷íî¿ 
çàëåæíîñò³ àìïë³òóäè êîëèâàíü 
â³ä ÷àñòîòè çîâí³øíüîãî âïëèâó. 
Âèíèêíåííÿ ö³º¿ 
íåîäíîçíà÷íîñò³ ³ ïîâ’ÿçàí³ ç 
íåþ ÿâèùà çàñëóãîâóþòü ñïå-
ö³àëüíîãî îáãîâîðåííÿ.

Ðèñ. 11.17. Ðåçîíàíñí³ êðèâ³ íåë³í³é-
íîãî îñöèëÿòîðà ç äèñèïàö³ºþ:
1—5 — Ð = 0,8; 1,3; 1,77; 2,6; 3,2; Q = 30
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Ðèñ. 11.18. Ðåçîíàíñíà êðèâà äèñèïà-
òèâíîãî íåë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà ç æîð-
ñòêîþ íåë³í³éí³ñòþ

Íà ðèñ. 11.18 ïîêàçàíî õ³ä 
îäí³º¿ ðåçîíàíñíî¿ êðèâî¿ äèñè-
ïàòèâíîãî îñöèëÿòîðà ç æîðñò-
êîþ íåë³í³éí³ñòþ (ïîð³âíÿéòå ç 
ðèñ. 11.16, á). Âèçíà÷èìî êîîð-
äèíàòè òî÷êè M  ïåðåòèíó ðå-
çîíàíñíî¿ êðèâî¿ ç³ ñêåëåòíîþ 
êðèâîþ 2 2

11 3 4 0    . Äëÿ 

òî÷êè M  çã³äíî ç (11.120) ìàºìî 
2 2 2
1 .Q  Ï³äñòàâëÿþ÷è öå ñï³â-

â³äíîøåííÿ ó ð³âíÿííÿ ñêåëåòíî¿ 
êðèâî¿ 2 2

11 3 4    0, îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ äëÿ àáñöèñè òî÷êè Ì : 4 
2 23 4 0Q    . Çâ³äñè êîîðäèíàòè òî÷êè Ì òàê³:

 2 2
1

1
1 1 3 , .

2
Q

Q  


   


                    (11.123)

Ó âèïàäêó ë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà ( 0  ) 1,  1 Q  . Íàãàäàºìî, ùî âåëè-
÷èíà Q — öå ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ ðåçîíàíñíîþ àìïë³òóäîþ ë³í³éíèõ êîëè-
âàíü õë ³ ñòàòè÷íèì çì³ùåííÿì õñò (äèâ. (2.68)), òîáòî Q = xë/õñò, à  = 
= (õñò/d)2. Òàêèì ÷èíîì, âåëè÷èíó

2
2 ëx

Q
d

    
 

                               (11.124)

ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ì³ðó íåë³í³éíîñò³ îñöèëÿòîðà â îáëàñò³ ìàêñèìóìó 
àìïë³òóäè êîëèâàíü. ßêùî Q 2 << 1, òî êîîðäèíàòè òî÷êè M (11.123) ìîæ-
íà âèçíà÷èòè çà òàêèìè ñïðîùåíèìè ôîðìóëàìè:

 
2 2

1 2

3
1 , .

4 1 (3 / 8)

Q
Q

Q
  


  


               (11.125)

×àñòîòà ìàêñèìàëüíî¿ àìïë³òóäè êîëèâàíü m äåùî çì³ùåíà âë³âî â³ä 
÷àñòîòè  . Àëå, ÿêùî 1Q   ìîæíà ââàæàòè, ùî m   . Îòæå, ÷àñòîòà m
íå çá³ãàºòüñÿ ³ç âëàñíîþ ÷àñòîòîþ ë³í³éíî¿ ñèñòåìè  = 1. Öå íàñë³äîê 
íåë³í³éíîñò³ ñèñòåìè. Íà ðèñ. 11.18 âåëè÷èíà  / 0 â³äïîâ³äàº â³äíîñíîìó 
çñóâó ÷àñòîòè ìàêñèìàëüíî¿ àìïë³òóäè êîëèâàíü ùîäî ÷àñòîòè ðåçîíàíñó 
ë³í³éíî¿ ñèñòåìè 0. Çã³äíî ç óìîâîþ 1Q   ³ ôîðìóëîþ (11.125) ìîæíà çà-
ïèñàòè òàêó ð³âí³ñòü:

2
2 2 ë

0

3 3 3
1 1 1 1 .

4 8 8m

x
Q Q

d


   

            

 
        (11.126)
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Ðèñ. 11.19. Ãðàô³ê íåë³í³éíîãî ðåçîíàí-
ñó. Ñòð³ëêè ïîêàçóþòü íàïðÿìîê ðóõó 
âçäîâæ ðåçîíàíñíî¿ êðèâî¿ ïðè ïîâ³ëüí³é 
çì³í³ ÷àñòîòè çîâí³øíüîãî âïëèâó

ßê áà÷èìî, âåëè÷èíà  ïðîïîð-
ö³éíà ñòåïåíþ íåë³í³éíîñò³ ñèñòå-
ìè. Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó 2Q 
 1 ( 1Q  ), ÿê âèïëèâàº ç äðóãî¿ 
ôîðìóëè (11.125), ìàêñèìàëüíà àì-
ïë³òóäà 1 1m Q   , òîáòî çá³ãàºòüñÿ
ç àìïë³òóäîþ êîëèâàíü ë³í³éíî¿ ñèñ-
òåìè íà ÷àñòîò³ ðåçîíàíñó  0.

Ðîçãëÿäàþ÷è äàë³ âëàñòèâîñò³ êðèâî¿ â³äãóêó, îñîáëèâó óâàãó ñë³ä ïðèä³-
ëÿòè ä³ëÿíö³ êðèâî¿, äå äëÿ îäíîãî  2 ìàºìî òðè çíà÷åííÿ |1| (ðèñ. 11.19). 
Ïðè öüîìó äóæå âàæëèâî, ç ÿêîãî áîêó íàáëèæàòèñÿ äî îáëàñò³ íåîäíî-
çíà÷íîñò³. Ðóõàþ÷èñü ç áîêó íèçüêèõ ÷àñòîò, ïðèõîäèìî â òî÷êó 1D , ïîò³ì 

ñèñòåìà ñòðèáêîïîä³áíî ïåðåõîäèòü ó òî÷êó 1D , à äàë³ ïðÿìóºìî îäíîçíà÷-
íî âçäîâæ êðèâî¿. ßêùî ðóõàòèñü ç áîêó âèñîêèõ ÷àñòîò, òî ïðèõîäèìî â 
òî÷êó D2; ïîò³ì ñèñòåìà ñòðèáêîïîä³áíî ïåðåõîäèòü â òî÷êó 2D , a äàë³ ïðÿ-
ìóºìî îäíîçíà÷íî âçäîâæ êðèâî¿. Òàêà ïîâåä³íêà îñöèëÿòîðà ñïîñòåð³-
ãàºòüñÿ ³ â åêñïåðèìåíò³. Îòæå, íà ä³ëÿíö³ êðèâî¿ D1D2 óòðèìàòè ñèñòåìó 
íåìîæëèâî, òîáòî âèíèêàº íåñò³éêèé êîëèâàëüíèé ðóõ — áóäü-ÿêîãî ìàëî-
ãî â³äõèëåííÿ äîñèòü, ùîá ñèñòåìà ñòðèáêîì çì³íèëà ñâ³é ñòàí.

Òàêèì ÷èíîì, íåîäíîçíà÷í³ñòü ïîâåä³íêè ñèñòåìè çàëåæèòü â³ä ïî÷àò-
êîâèõ óìîâ: â³ä òîãî, ç ÿêîãî áîêó ïî îñ³ ÷àñòîò íàáëèæàºìîñÿ äî îáëàñò³ 
íåñò³éêîãî ðóõó D1D2. ²íøèìè ñëîâàìè, ñèñòåìà ïàì’ÿòàº ñâ³é ïîïåðåäí³é 
ñòàí ³, âèõîäÿ÷è ç öüîãî, ïðÿìóº àáî âçäîâæ ã³ëêè 2D O , àáî — 1DO  . Ó 
öüîìó îñîáëèâ³ñòü íåë³í³éíîãî ñâ³òó. Ïðè çìåíøåíí³ ïàðàìåòðà íåë³í³é-
íîñò³  (íàïðèêëàä, óíàñë³äîê çìåíøåííÿ àìïë³òóäè çîâí³øíüî¿ ñèëè F0) 
îáëàñòü íåñò³éêîãî ðóõó áóäå çìåíøóâàòèñÿ äîòè, ïîêè çà äåÿêîãî çíà÷åííÿ 
 òî÷êè 1D  ³ 1D  íå áóäóòü çá³ãàòèñÿ (ðèñ. 11.17).

Ö³êàâî ïîð³âíÿòè ðåçóëüòàòè íàáëèæåíîãî àíàë³çó ç äèíàì³êîþ âèõ³äíî¿ 
ñèñòåìè (11.110). Äëÿ öüîãî ñë³ä ïðîâåñòè ÷èñëîâ³ ðîçðàõóíêè íà ÅÎÌ äè-
ôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ (11.110) ³ ïîð³âíÿòè ¿õ ç àíàë³òè÷íèìè ðåçóëüòà-
òàìè, â³äçíà÷èâøè ïðè öüîìó õàðàêòåðí³ îñîáëèâîñò³ íåë³í³éíîãî ðåçîíàí-
ñó. Âåëè÷èíà, ÿêó ïîòð³áíî ïîð³âíÿòè ç àíàë³òè÷íèìè ðåçóëüòàòàìè — öå 
àìïë³òóäà êîëèâàíü ó ñòàëîìó ðåæèì³. Áóäåìî ¿¿ âèçíà÷àòè çà ÷èñëîâèì 
ðîçðàõóíêîì íà ÅÎÌ ð³âíÿííÿ (11.110).

Çàäàìî äåÿêå â³ä’ºìíå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà  (íà ðèñ. 11.17  = –3) ³ äîâ³ëü-
í³ ïî÷àòêîâ³ óìîâè äëÿ  ³ d/d (íåõàé (0) = 0 ³ d(0)/ d = 0), ³ çíàéäåìî ÷è-
ñëîâèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (11.110) äî ìîìåíòó äîñÿãíåííÿ ñòàö³îíàðíîãî ðå-
æèìó êîëèâàíü. Ïðè öüîìó ïàðàìåòðè  ³  ñë³ä âèáèðàòè çã³äíî ç çàäàíèìè 
áåçðîçì³ðíèìè âåëè÷èíàìè P = 3Q3/4,  = ( 2 – 1)Q ³ Q. Íà ðèñ. 11.20, à ïî-
êàçàíà çàëåæí³ñòü ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (11.110) () ïðè  = –3, Ð = 3,2 ³ Q = 30.
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Îòæå, âèçíà÷èâøè àìïë³òóäó 0 êîëèâàëüíîãî ïðîöåñó () ó ñòàëîìó 
ðåæèì³, ïîçíà÷èìî ¿¿ íà ãðàô³êó òî÷êîþ ç êîîðäèíàòàìè  = ( 2 – 1)Q ³ 

2
03 / 4y Q  , â ÿêèõ ïîäàíà ðåçîíàíñíà êðèâà, îòðèìàíà â àíàë³òè÷íîìó 

âèãëÿä³. Äàë³ íàäàâøè íåçíà÷íèé ïðèð³ñò âåëè÷èí³ , ïîâòîðèìî îá÷èñ-
ëåííÿ ð³âíÿííÿ (11.110) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè, ÿê³ áåðóòüñÿ ÿê íàñë³äîê 
óñòàëåíèõ êîëèâàíü äëÿ ïîïåðåäíüî¿ òî÷êè. Òèì ñàìèì îòðèìàºìî íàñòóï-
íó òî÷êó íà ãðàô³êó ³ ò. ä. Òàêèì ÷èíîì, ñïî÷àòêó ïðîõîäèìî âåñü ³íòåðâàë 
çì³íè ïàðàìåòðà  â îäíîìó íàïðÿìêó, à ïîò³ì áóäåìî ðóõàòèñÿ âçäîâæ îñ³ 
 ó ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó.

Íà ðèñ. 11.20, á, â íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â äëÿ Ð = 3,2, Q = 30. 
Ñóö³ëüíà êðèâà â³äïîâ³äàº ôîðìóë³ (11.122), òî÷êè, ïîçíà÷åí³ êðóæêàìè, 
â³äîáðàæàþòü ÷èñëîâ³ ðåçóëüòàòè, îòðèìàí³ ïðè ðóñ³ âçäîâæ ðåçîíàíñíî¿ êðè-

Ðèñ. 11.20. Ïðèêëàä íåë³í³éíîãî ðåçîíàíñó:
à — çàëåæí³ñòü (), ÿêà îòðèìàíà ç ÷èñëîâîãî ðîçðàõóíêó ð³âíÿííÿ (11.110) ïðè  = –3, Ð = 3,2; 
Q = 30; á, â — ç³ñòàâëåííÿ íàáëèæåíèõ àíàë³òè÷íèõ ðåçóëüòàò³â (ñóö³ëüíà êðèâà) çã³äíî ç ôîðìóëîþ 
(11.122) ³ ÷èñëîâèõ ðîçðàõóíê³â (êðóæêè) ð³âíÿííÿ (11.110) (êðóæêàìè ïîçíà÷åíî òî÷êè, îòðèìàí³ 
ïðè ðóñ³ âçäîâæ ðåçîíàíñíî¿ êðèâî¿ çë³âà íàïðàâî (á) òà ñïðàâà íàë³âî (â)
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âî¿ çë³âà íàïðàâî (ðèñ. 11.20, á) òà ñïðàâà íàë³âî (ðèñ. 11.20, â). ßê áà÷èìî, 
ïî-ïåðøå, ÿê³ñíèé îïèñ ÿâèù ïðè íåë³í³éíîìó ðåçîíàíñ³ ï³äòâåðäæóºòüñÿ, 
ñïîñòåð³ãàºòüñÿ íåîäíîçíà÷í³ñòü ïîâåä³íêè ñèñòåìè çàëåæíî â³ä ïî÷àòêîâèõ 
óìîâ ³ ¿¿ ñòðèáêîïîä³áí³ ïåðåõîäè. Ïî-äðóãå, ìàºìî ö³ëêîì çàäîâ³ëüíó 
ê³ëüê³ñíó â³äïîâ³äí³ñòü.

Ðîçãëÿíóò³ âèùå ÿâèùà â êîëèâàëüí³é ñèñòåì³ íàçèâàþòü íåë³í³éíèì ðå-
çîíàíñîì. Ïðî íüîãî ìîæíà ãîâîðèòè ÿê ïðî îñíîâíèé ðåçîíàíñ, îñê³ëüêè, 
ÿê âèÿâëÿºòüñÿ, ðåçîíàíñí³ ÿâèùà â íåë³í³éí³é ñèñòåì³ ìîæóòü ñïî-
ñòåð³ãàòèñÿ íå ò³ëüêè â îáëàñò³ âëàñíî¿ ÷àñòîòè 0.

11.12.2. Ðåçîíàíñ íà ãàðìîí³êàõ ³ ñóáãàðìîí³êàõ

Òàêèì ÷èíîì, ó íåë³í³éí³é ñèñòåì³ ïðè ãàðìîí³÷í³é çîâí³øí³é 
ä³¿ ïðîöåñ êîëèâàííÿ íå º ÷èñòî ãàðìîí³÷íèì ³ ìàº ãàðìîí³÷í³ êîìïîíåíòè 
âèùèõ ÷àñòîò, ùî êðàòí³ ÷àñòîò³ çîâí³øíüîãî âïëèâó. Òîìó, ÿêùî ÷àñòîòà 
îäí³º¿ ç ãàðìîí³÷íèõ êîìïîíåíò, ÿê³ âèíèêëè çà ðàõóíîê íåë³í³éíîñò³ ñèñ-
òåìè, áëèçüêà äî âëàñíî¿ ÷àñòîòè ñèñòåìè, òî àìïë³òóäà ö³º¿ êîìïîíåíòè 
ìîæå ³ñòîòíî çá³ëüøèòèñÿ, òîáòî ìàºìî ðåçîíàíñ íà ãàðìîí³êàõ.

Ðîçãëÿíåìî ð³âíÿííÿ (11.117) äëÿ êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëÿòîðà, âðàõó-
âàâøè «óìîâí³ñòü», ïðî ÿêó éøëà ìîâà âèùå. Çðîçóì³ëî, ùî êîëè äëÿ ÷àñ-
òîò çîâí³øíüîãî âïëèâó , áëèçüêèõ äî 0, 3 1| | | |   (àäæå 1)  , òî äëÿ ³í-

øèõ ÷àñòîò  öå âæå ìîæå áóòè íå òàê. Ïîä³ëèâøè (11.117) íà 3, ïåðåïè-
øåìî éîãî ó òàêîìó âèãëÿä³ (ç âàð³àíòîì æîðñòêî¿ íåë³í³éíîñò³):

 
3

2 2 2 1
1 3

3

3 3
3 1 .

2 4 4


  


     
 

                     (11.127)

Àíàë³ç, òàêèé, ÿê ³ ð³âíÿííÿ îñíîâíîãî ðåçîíàíñó (11.121), äîçâîëÿº íà-
êðåñëèòè (ðèñ. 11.21) õ³ä êðèâî¿, ùî â³äîáðàæàº çàëåæí³ñòü ìîäóëÿ àìïë³-
òóäè òðåòüî¿ ãàðìîí³êè |3| â³ä áåçðîçì³ðíî¿ ÷àñòîòè 3 = 3 / 0. Õ³ä ðåçî-
íàíñíî¿ êðèâî¿ âêàçóº, ùî çíà÷íó àìïë³òóäó ïîòðîºíî¿ ÷àñòîòè 3 ìîæíà 
ñïîñòåð³ãàòè íå ïðè 3  0, à ïðè 3 > 0, ùî ïîòðåáóº âèâåäåííÿ ðî-
áî÷îãî ðåæèìó ñèñòåìè â öþ îáëàñòü ÷àñòîò. Ä³éñíî, ÿê âèïëèâàº ç (11.127), 

ïðè  2 2
13 1 3 2    ìàºìî 3

3 1 3 .   ² ò³ëüêè çà óìîâè 03  , ìîæ-

ëèâèé âèõ³ä íà ã³ëêó À, äå àìïë³òóäà êîëèâàíü ïîòðîºíî¿ ÷àñòîòè ìîæå ñòà-
òè äîñèòü çíà÷íîþ. Âèõ³ä ñèñòåìè íà äàíèé ðåæèì ìîæëèâèé çà ðàõóíîê 
ïîñòóïîâî¿ çì³íè ÷àñòîòè çîâí³øíüî¿ ñèëè, íàïðèêëàä, ïî÷èíàþ÷è ç  =
=  0/3. Ïîä³áíà ñèòóàö³ÿ äëÿ îñíîâíîãî ðåçîíàíñó ïîêàçàíà íà ðèñ. 11.18.

ßê âèäíî ç ðèñ. 11.21, ìîæëèâå ³ñíóâàííÿ ð³çíèõ ðåæèì³â êîëèâàíü ïî-
òðîºíî¿ ÷àñòîòè (ã³ëêè À ³ Â) ³ ñòàëèé ðåæèì çàëåæèòü â³ä ïî÷àòêîâèõ óìîâ 
òà «³ñòîð³¿» ñèñòåìè. Öÿ îñîáëèâ³ñòü àíàëîã³÷íà â³äïîâ³äíèì âëàñòèâîñòÿì 
äëÿ îñíîâíîãî ðåçîíàíñó. Çâè÷àéíî óðàõóâàííÿ äåìïô³ðóâàííÿ âíåñå çðî-
çóì³ë³ çì³íè â õ³ä ðåçîíàíñíî¿ êðèâî¿.

Íåë³í³éí³ êîëèâàëüí³ ñèñòåìè ìàþòü òàêîæ âëàñòèâ³ñòü ãåíåðàö³¿ ñóá-
ãàðìîí³ê, òîáòî êîëèâàíü, ÷àñòîòè ÿêèõ çâ’ÿçàí³ ç ÷àñòîòîþ çîâí³øíüî¿ ä³¿ 
ñï³ââ³äíîøåííÿì  n =  /n, n = 2,3,4,… Ïîõîäæåííÿ öèõ êîëèâàíü ìîæíà ïî-
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Ðèñ. 11.21. Ðåçîíàíñíà êðèâà äëÿ àìïë³-
òóäè òðåòüî¿ ãàðìîí³êè

ÿñíèòè çã³äíî ç òàêèìè ô³çè÷íèìè 
ì³ðêóâàííÿìè. ßê â³äîìî, äëÿ ë³í³é-
íîãî ð³âíÿííÿ 2

0 0 0cos( )F m t    

çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ìàº âèãëÿä ñó-
ìè äâîõ äîäàíê³â: îäèí ç íèõ îïè-
ñóº çìóøåí³ êîëèâàííÿ ñèñòåìè ç 
÷àñòîòîþ m 0, à äðóãèé â³äïîâ³äàº 
â³ëüíèì êîëèâàííÿì ç ÷àñòîòîþ  0, 
ïðè÷îìó îñòàíí³ çàëåæàòü â³ä ïî-
÷àòêîâèõ óìîâ. Ïðîòå çà íàÿâíîñò³ 
â ë³í³éí³é ñèñòåì³ äåìïô³ðóâàííÿ, 
â³ëüí³ êîëèâàííÿ çãàñàþòü ³ â ñèñòåì³ çàëèøàþòü ÷èñòî çìóøåí³ êîëèâàííÿ 
ç ÷àñòîòîþ çîâí³øíüî¿ ä³¿  = m 0. Ó íåë³í³éí³é ñèñòåì³ âñ³ ãàðìîí³êè 
âçàºìîçâ’ÿçàí³, òàê ùî í³ îäíà ç íèõ íå ìîæå çì³íèòèñÿ, íå âïëèâàþ÷è íà 
³íøó; òîìó êîëèâàííÿ ç ÷àñòîòîþ m 0 ìîæóòü ïîðîäæóâàòè ³ ï³äòðèìóâàòè 
ãàðìîí³êó ç ÷àñòîòîþ  0, à çâ³äñè ìîæëèâå âèíèêíåííÿ ÿâèùà ðåçîíàíñó.

Çíîâó ïîâåðíåìîñÿ äî êîíñåðâàòèâíîãî (Q  ) îñöèëÿòîðà (11.110) ç 
æîðñòêîþ, êóá³÷íîþ íåë³í³éí³ñòþ, âðàõóâàâøè «óìîâí³ñòü» ïîäàëüøîãî 
àíàë³çó. Ó ñèñòåìàõ öüîãî òèïó íàé÷àñò³øå ñïîñòåð³ãàþòüñÿ ñóáãàðìîí³÷í³ 
êîëèâàííÿ ç ÷àñòîòîþ  /3, äå  — ÷àñòîòà çîâí³øíüî¿ ä³¿. Çâåðíåìî óâàãó 
ñàìå íà öþ ñóáãàðìîí³êó.

Âðàõîâóþ÷è ç ô³çè÷íèõ ì³ðêóâàíü íàÿâí³ñòü ñóáãàðìîí³êè ó â³äãóêó ñèñ-
òåìè, çíàõîäèìî ðîçâ’ÿçîê ó âèãëÿä³ (t) = 1/3cos(/3) + 1cos() + …; ó 
ïåðøîìó íàáëèæåíí³ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äâà ïåðøèõ äîäàíêè öüîãî 
âèðàçó. Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè ðîçâ’ÿçêó (t) = 1/3cos(/3) + 1cos() ó ð³âíÿííÿ 
(11.110) (ïðè Q  ) éîãî ë³âà ÷àñòèíà ìàòèìå âèãëÿä ïîä³áíèé äî 
ñï³ââ³äíîøåííÿ (11.114) A1/3cos(/3) + A1cos() + …, äå A1/3 ³ A1 — ôóíêö³¿ 
àìïë³òóä 1/3 ³ 1. Çâ³äñè ó ïåðøîìó íàáëèæåíí³ äëÿ âèêîíàííÿ ð³âíÿííÿ 
ðóõó îòðèìàºìî A1/3 = 0 ³ A1 = 1, àáî

 
2

2 2
1 3 1 3 1 1 3 1

3
1 2 0,

9 4
     

 
     

 
             (11.128)

   2 3 2 3
1 1 3 1 3 1 1

1
1 6 3 1.

4
                         (11.129)

Ïåðø çà âñå ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ñèñòåìó ð³âíÿíü (11.128) ³ (11.129) çàäî-
âîëüíÿº ðîçâ’ÿçîê 1/3 = 0, ÿêîìó â³äïîâ³äàþòü çìóøåí³ êîëèâàííÿ ç ÷àñòî-
òîþ çîâí³øíüî¿ ñèëè. Ä³éñíî, ÿêùî ïîêëàñòè 1/3 = 0, òî ð³âíÿííÿ (11.128) 
áóäå âèêîíóâàòèñÿ çàâæäè, à (11.129) ìàòèìå âèãëÿä ð³âíÿííÿ (11.121), ÿêå 
îòðèìàíå ÿê ïåðøå íàáëèæåííÿ ïðè äîñë³äæåíí³ îñíîâíîãî ðåçîíàíñó.

ßêùî ïîêëàñòè, ùî 1/3  0, òî ð³âíÿííÿ (11.128) ìîæíà ïîä³ëèòè íà 1/3. 
Òîä³ âîíî ñòàíå êâàäðàòè÷íèì ð³âíÿííÿì â³äíîñíî ÿê 1/3, òàê ³ 1. Ðîçâ’ÿ-
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çàâøè éîãî ùîäî 1/3, îòðèìàºìî

 2
1 3 1 2

1

1 16
1 9 7 .

2 27
  


 

     
 

                 (11.130)

Äëÿ òîãî ùîá 1/3 áóëà ä³éñíîþ âåëè÷èíîþ ³ ìàëà ô³çè÷íèé çì³ñò, íå-
îáõ³äíîþ º óìîâà

 2 2
1

16
9 7 0

27
 


                              (11.131)

àáî

2 2 2 2
1

189
, 9 .

16
                               (11.132)

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ÷àñòîòà çìóøåíî¿ ñèëè áóäå çá³ëüøóâàòèñÿ, òî ñóáãàð-
ìîí³÷í³ êîëèâàííÿ âèíèêàòèìóòü ò³ëüêè òîä³, ÿê âåëè÷èíà  äîñÿãíå çíà-
÷åííÿ *, ïðè ÿêîìó àìïë³òóäà êîëèâàíü áóäå 1/3 = –1/2.

ßêùî ââàæàòè, ùî  << 1, òî ôîðìóëà (11.130) ïðèéìå ïðîñòèé âèãëÿä:

 2
1 3

4
9 ,

27
 


                                (11.133)

à óìîâó (11.132) ìîæíà ïîäàòè òàê:  > 0 = 3. Äëÿ îòðèìàííÿ â³äïîâ³äíîãî 
íàáëèæåííÿ îñíîâíî¿ àìïë³òóäè 1, ñë³ä ðîçâ’ÿçàòè ð³âíÿííÿ (11.129), ÿêå 
ì³ñòèòü ó ñîá³ óñ³ äîäàíêè êð³ì 3

13 4 , ùî º íàáàãàòî ìåíøèì ïîð³âíÿíî ç 
³íøèìè. Òîä³ ç óðàõóâàííÿì (11.133) ìàºìî

3
1 3

1
2

1
1

4 .
7

1
9










                                 (11.134)

Çàçíà÷èìî, ùî, ÿê âèïëèâàº ç (11.133) ³ (11.134), ïðè 2 39 27 4    àì-

ïë³òóäà 1 äîð³âíþº íóëþ. Öå â³äïîâ³äàº ñèòóàö³¿, êîëè çìóøåí³ êîëèâàííÿ 
ç ÷àñòîòîþ  ïðàêòè÷íî ïîâí³ñòþ ïåðåõîäÿòü ó ñóáãàðìîí³÷í³ êîëèâàííÿ ç 
÷àñòîòîþ  /3. ßê ³ äëÿ îñíîâíîãî ðåçîíàíñó ñèñòåìè òà ðåçîíàíñó íà ãàð-
ìîí³êàõ, ñë³ä îñîáëèâî â³äçíà÷èòè âàæëèâ³ñòü â³äïîâ³äíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ 
äëÿ âèíèêíåííÿ ñóáãàðìîí³÷íèõ êîëèâàíü. Àëå ÿêùî ñóáãàðìîí³÷í³ êîëè-
âàííÿ âèíèêàþòü, òî ¿õ àìïë³òóäà ìîæå çíà÷íî ïåðåâèùóâàòè àìïë³òóäó 
îñíîâíèõ êîëèâàíü, ÿê³ â³äáóâàþòüñÿ ç ÷àñòîòîþ çîâí³øíüî¿ ñèëè .

Ïðîâåäåíèé àíàë³ç íå âðàõîâóâàâ ñèë äåìïô³ðóâàííÿ. Çðîçóì³ëî, ùî ¿õ 
íàÿâí³ñòü çìåíøóº àìïë³òóäó ñóáãàðìîí³÷íèõ êîëèâàíü, à ïðè äîñèòü çíà÷-
íîìó äåìïô³ðóâàíí³, ñóáãàðìîí³÷í³ êîëèâàííÿ âçàãàë³ íå áóäóòü ³ñíóâàòè.

Òàêèì ÷èíîì, ðåàêö³ÿ íåë³í³éíî¿ ñèñòåìè íà âïëèâ ñèíóñî¿äíî¿ ñèëè ó 
çàãàëüíîìó âèïàäêó íå º ãàðìîí³÷íîþ. Íàÿâí³ñòü ó â³äãóêó ñèñòåìè ãàð-
ìîí³ê àáî ñóáãàðìîí³ê — õàðàêòåðíà îçíàêà íåë³í³éíî¿ ñèñòåìè. Ìîæëèâ³ 
íàâ³òü ðåçîíàíñ³ ÿâèùà íà ÷àñòîòàõ ãàðìîí³ê àáî ñóáãàðìîí³ê. Óñå öå äóæå
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âàæëèâî â êîíêðåòíèõ ñèòóàö³ÿõ. Íàâåäåäåìî äâà ïðèêëàäè. ßê â³äîìî, 
íàøå âóõî º íåë³í³éíîþ ñèñòåìîþ. Íåë³í³éí³ñòü ñëóõó âèÿâëÿºòüñÿ â òîìó, 
ùî ïðè ä³¿ íà áàðàáàííó ïåðåòèíêó äîñèòü ãó÷íîãî ñèíóñî¿äíîãî çâóêó ç 
÷àñòîòîþ  ó ñëóõîâîìó àïàðàò³ ç’ÿâëÿþòüñÿ éîãî ãàðìîí³êè ç ÷àñòîòîþ 2, 
3 ³ ò. ä. Îñê³ëüêè â ñèãíàë³, ùî ä³º íà âóõî, öèõ ãàðìîí³ê íåìàº, òî ¿õ íà-
çâàëè ñóá’ºêòèâíèìè ãàðìîí³êàìè. ¯õ íàÿâí³ñòü âèÿâëÿºòüñÿ ìåòîäîì çâóêî-
âîãî çîíäà: ÿêùî äî çâóêó, ï³ä ä³ºþ ÿêîãî âèíèêàþòü ñóá’ºêòèâí³ ãàð-
ìîí³êè, äîäàòè äðóãèé çâóê, ÷àñòîòó   ³ ãó÷í³ñòü ÿêîãî ìîæíà çì³íþâàòè, 
òî ïðè íàáëèæåíí³ ÷àñòîòè   äî ÷àñòîòè ñóá’ºêòèâíî¿ ãàðìîí³êè 2  íà ôî-
í³ ãó÷íîãî îñíîâíîãî çâóêó ìîæíà ïî÷óòè áèòòÿ, ÿê³ âèíèêàþòü óíàñë³äîê 
âçàºìîä³¿ çâóêó çîíäà òà ñóá’ºêòèâíî¿ ãàðìîí³êè (äèâ. ïàðàãðàô 2.7). Íàé-
á³ëüø ð³çê³ áèòòÿ ïðîñëóõîâóþòüñÿ çà óìîâè ð³âíîñò³ àìïë³òóä çâóêó çîíäà ³ 
ñóá’ºêòèâíî¿ ãàðìîí³êè. Òîìó, â³äðåãóëþâàâøè àìïë³òóäó òèñêó çâóêó çîíäà 
äî îòðèìàííÿ á³ëüø ÷³òêîãî áèòòÿ, ìîæíà îö³íèòè àìïë³òóäó ñóá’ºêòèâíî¿ 
ãàðìîí³êè. Ïðè çá³ëüøåíí³ ³íòåíñèâíîñò³ çâóêó ñóá’ºêòèâí³ ãàðìîí³êè ð³çêî 
çá³ëüøóþòüñÿ ³ ìîæóòü íàâ³òü ïåðåâèùèòè ³íòåíñèâí³ñòü îñíîâíîãî òîíó.

²íøèé ïðèêëàä ìîæíà íàâåñòè ç îáëàñò³ åëåêòðîàêóñòèêè, ùî çàéìà-
ºòüñÿ ïèòàííÿìè ïðèéìàííÿ òà âèïðîì³íþâàííÿ çâóêîâèõ õâèëü ó ïîâ³òð³. 
Óñ³ åëåêòðîàêóñòè÷í³ àïàðàòè (íàïðèêëàä, ì³êðîôîíè òà ãó÷íîìîâö³) º ë³-
íåàðèçîâàíèìè ñèñòåìàìè, òîáòî õàðàêòåðèçóþòüñÿ ïðèáëèçíî ë³í³éíèìè 
ñï³ââ³äíîøåííÿìè âõ³äíèõ ³ âèõ³äíèõ âåëè÷èí. Ïåðåâèùåííÿ ïåâíèõ ìåæ 
öèõ âåëè÷èí ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè ãàðìîí³ê ³ ñóáãàðìîí³ê ó âèõ³äíîìó ñèã-
íàë³ ùîäî ãàðìîí³÷íîãî âõ³äíîãî ñèãíàëó. Ñëóõ ëþäèíè äóæå ÷óòëèâèé äî 
òàêî¿ çì³íè ñèãíàëó, òîìó ïðè ïðîåêòóâàíí³ ãó÷íîìîâöÿ â öüîìó àñïåêò³ 
âèñóâàþòüñÿ æîðñòê³ âèìîãè. Ïðè äîñèòü çíà÷í³é íåë³í³éíîñò³ ãó÷íîìîâöÿ 
ç’ÿâëÿþòüñÿ ð³çí³ ñòîðîíí³ çâóêè, õðèï, äçâ³í òîùî; âîíè ñóïðîâîäæóþòü 
ðîáîòó ãó÷íîìîâöÿ, êîëè éîãî êîëèâàëüíà ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ â îáëàñò³ 
íåñò³éêîãî ðóõó.

11.13. Õàîñ ïðè âìóøåíèõ êîëèâàííÿõ
íåë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà

11.13.1. Äåÿê³ îñîáëèâîñò³ äîñë³äæåííÿ õàîñó

Ó ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàô³ ìè ðîçãëÿäàëè çìóøåí³ êîëèâàííÿ 
íåë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà çà óìîâè ìàëîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà íåë³í³éíîñò³ 
( << 1), à îòæå, ïðè íåâåëèêèõ àìïë³òóäàõ çîâí³øíüîãî âïëèâó. Ïðîòå ÷èòà÷ 
ìàáóòü âæå çðîçóì³â, ùî ãîëîâíà îñîáëèâ³ñòü íåë³í³éíèõ ñèñòåì ïîëÿãàº â 
òîìó, ùî êîëèâàííÿ ð³çíî¿ àìïë³òóäè â³äáóâàºòüñÿ ïî-ð³çíîìó. Òîìó 
îáì³ðêóºìî ñèòóàö³¿, êîëè îáìåæåííÿ íà çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà íåë³í³éíîñò³ 
â³äñóòíº. Ó òàê³é ñèòóàö³¿ îñöèëÿòîð ìîæå ìàòè ñêëàäíó äèíàì³êó, òàêó, ÿê 
õàîòè÷í³ êîëèâàííÿ. Öåé ðåæèì õàðàêòåðèçóºòüñÿ íåðåãóëÿðíèì, ïîä³áíèì äî 
âèïàäêîâîãî ïðîöåñó, ïðîöåñîì çì³íè ó ÷àñ³ õàðàêòåðèñòèê êîëèâàëüíî¿ ñèñ-
òåìè. Ïðîòå ³ â ïðèðîä³ ñàìî¿ ñèñòåìè, ³ â õàðàêòåð³ çîâí³øíüîãî âïëèâó íå-
ìàº åëåìåíòà âèïàäêîâîñò³. Òàêèé ðåæèì êîëèâàíü íåë³í³éíî¿ ñèñòåìè íàçè-
âàþòü äèíàì³÷íèì õàîñîì àáî äåòåðì³í³ðîâàíèì õàîñîì. Îòæå, ñàìà íàçâà 
ï³äêðåñëþº òîé ôàêò, ùî ñïîñòåð³ãàþòüñÿ êîëèâàííÿ ïîä³áí³ äî âèïàäêîâèõ, 
àëå â äåòåðì³íîâàí³é ñèñòåì³. ßêùî äîñë³äæóâàòè ñèñòåìó ç âåëèêèì ÷èñëîì 
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ñòóïåí³â â³ëüíîñò³, íàïðèêëàä ãàç, ð³äèíó, òî íàâ³òü ³íòó¿òèâíî ìè ðîçóì³ºìî, 
ùî ïåðåäáà÷èòè òðàºêòîð³þ ðóõó ì³êðîîá’ºìó òàêîãî ñåðåäîâèùà íåìîæëèâî. 
Àëå çàðàç ìîâà éäå ïðî ñèñòåìè ç ìàëèì ÷èñëîì ñòóïåí³â â³ëüíîñò³!

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ ñèñòåìè ç îäíèì ñòóïåíåì â³ëüíîñò³, ÿêà õàðàêòåðè-
çóºòüñÿ ôàçîâèì ïðîñòîðîì ðîçì³ðí³ñòþ N = 2 (ôàçîâà ïëîùèíà), ðåæèì 
äèíàì³÷íîãî õàîñó íåìîæëèâèé. Ä³éñíî, õàîòè÷í³é çì³í³ ó ÷àñ³ çì³ùåííÿ x(t) 
³ øâèäêîñò³ ( )x t  îñöèëÿòîðà ïîâèííî â³äïîâ³äàòè õàîòè÷íå ïåðåì³ùåííÿ 
ôàçîâî¿ òî÷êè íà ôàçîâ³é ïëîùèí³, ùî íåìèíó÷å ïðèâåäå äî ïåðåòèíó ôà-
çîâî¿ òðàºêòîð³¿. À öå, ÿê ìè çíàºìî, íåìîæëèâî. Ïðîòå âæå ó ôàçîâîìó 
ïðîñòîð³ ðîçì³ðí³ñòþ N = 3 (öå â³äïîâ³äàº ñèñòåì³ ç³ ñòóïåíåì â³ëüíîñò³ 
ï³âòîðà) ìîæëèâå âèíèêíåííÿ ñêëàäíî¿ ïîâåä³íêè òðàºêòîð³¿. Ó äèñèïàòèâ-
íèõ ñèñòåìàõ õàîñ àñîö³þºòüñÿ ç íàÿâí³ñòþ ó ôàçîâîìó ïðîñòîð³ äèâíîãî 
àòòðàêòîðà — ñêëàäíî ïîáóäîâàíî¿ ìíîæèíè, ÿêà ïðèòÿãóº äî ñåáå âñ³ 
òðàºêòîð³¿ ç â³äïîâ³äíîãî áàñåéíó àòòðàêòîðà.

Îòæå, íàâåäåìî äåÿê³ ì³ðêóâàííÿ ùîäî ôàçîâîãî ïðîñòîðó îñöèëÿòîðà, 
ÿêèé âèêîíóº çìóøåí³ êîëèâàííÿ. ßêùî çîâí³øí³é âïëèâ íà ñèñòåìó ç îä-
íèì ñòóïåíåì â³ëüíîñò³ â³äñóòí³é, òî ìè ìàëè êîëèâàëüíó ñèñòåìó (11.18) ç 
äâîâèì³ðíèì ôàçîâèì ïðîñòîðîì. Çà íàÿâíîñò³ ïåð³îäè÷íîãî çîâí³øíüîãî 
âïëèâó äèíàì³êà òàêî¿ ñèñòåìè ó çàãàëüíîìó âèïàäêó áóäå âèçíà÷àòèñÿ ñèñ-
òåìîþ äâîõ äèôåðåíö³éíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó:

( , , ),x h x y t ( , , ),y g x y t                         (11.135)

äå x ³ y — äèíàì³÷í³ çì³íí³. Ôóíêö³¿ h ³ g çàëåæàòü â³ä ÷àñó t çà 
ïåð³îäè÷íèì çàêîíîì. Çðîçóì³ëî, ùî ñòàí ñèñòåìè âèçíà÷àºòüñÿ òðüîìà 
âåëè÷èíàìè (x, y, t), à îòæå, ôàçîâèé ïðîñò³ð ìàº ðîçì³ðí³ñòü N = 3. Äëÿ 
òîãî ùîá îòðèìàòè â³äïîâ³äíó ñèñòåìó òðüîõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ââå-
äåìî äîäàòêîâó äèíàì³÷íó çì³ííó z = t, òîä³ 1z   ³ ìàòèìåìî ñèñòåìó:

( , , ), ( , , ), 1.x h x y z y g x y z z                      (11.136)

Äóæå çðó÷íèì ³íñòðóìåíòîì ó âèïàäêó äîñë³äæåííÿ êîëèâàëüíèõ ñèñòåì 
òèïó (11.136) º ïîáóäîâà òàê çâàíîãî â³äîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå. Ïðîöåäóðà 
éîãî ïîáóäîâè òàêà. Âèä³ëèìî ó òðèâèì³ðíîìó ôàçîâîìó ïðîñòîð³ (x, y, t) 
ïëîùèíó t = t0 (ðèñ. 11.22); ¿¿ íàçèâàþòü ïåðåð³ç Ïóàíêàðå. Êîîðäèíàòàìè íà 
ïåðåð³ç³ Ïóàíêàðå º çì³íí³ x ³ y. Â³çüìåìî ôàçîâó òðàºêòîð³þ, ÿêà ñòàðòóº ç 
äåÿêî¿ òî÷êè (x, y) íà ïåðåð³ç³, ³ ïðîñë³äêóºìî çà íåþ äî ìîìåíòó ÷àñó 

0t t T  , äå T — ïåð³îä çîâí³øíüîãî âïëèâó. Íåõàé ó öåé ìîìåíò ÷àñó 

çíà÷åííÿ äèíàì³÷íèõ çì³ííèõ ñòàíîâëÿòü x ³ y. Çðîçóì³ëî, ùî âîíè çàëå-
æàòü â³ä âèáîðó ïî÷àòêîâèõ x ³ y ³ ïîâ’ÿçàí³ ç íèìè ôóíêö³îíàëüíèìè 
ñï³ââ³äíîøåííÿìè:

1 2( , ), ( , ).x F x y y F x y                            (11.137)

Ïðîâîäÿ÷è äàë³ ïåðåð³ç Ïóàíêàðå ÷åðåç ïåð³îä T, ìè, ïî ñóò³, çâîäèìî 
àíàë³ç äèíàì³êè êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè äî ïîâòîðåííÿ ò³º¿ ñàìî¿ ïðîöåäóðè, ç 
òèìè æ ôóíêö³ÿìè F1 ³ F2. Òàêèì ÷èíîì, îïèñóâàííÿ äèíàì³êè çâîäèòüñÿ 
äî ïîñë³äîâíèõ ³òåðàö³é äâîâèì³ðíîãî â³äîáðàæåííÿ (11.137), ÿêå ³ º â³äîá-
ðàæåííÿì Ïóàíêàðå.
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Ðèñ. 11.22. Ïðèêëàä ïîáóäîâè ïåðåð³çó 
Ïóàíêàðå

Çðîçóì³ëî, ùî äîñë³äæåííÿ àë-
ãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü (11.137) º çíà÷-
íî ëåãøèì, í³æ âèõ³äíèõ äèôåðåí-
ö³àëüíèõ (11.136), àäæå ÷àñ ïðèé-
ìàº äèñêðåòí³ çíà÷åííÿ ³, òèì ñà-
ìèì, ð³çêî çìåíøóºòüñÿ ê³ëüê³ñòü
³íôîðìàö³¿, ÿêó ñë³ä ðîçãëÿäàòè. Ôàê-
òè÷íî â³ä àíàë³çó ñèñòåìè ó òðè-
âèì³ðíîìó ôàçîâîìó ïðîñòîð³ ìè 
ïåðåõîäèìî äî àíàë³çó â³äîáðàæåí-
íÿ íà ïëîùèí³. Òàêèé ï³äõ³ä ìîæå 
çäàâàòèñÿ íå ïðàâîì³ðíèì. Àëå âàæ-
ëèâ³ñòü ìîìåíòó ïîëÿãàº ó òîìó, 
ùî â³äîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå ì³ñòèòü 
ó ñîá³ âñ³ îñîáëèâîñò³, ùî õàðàêòåðí³ äëÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà êîëèâàëüíî¿ 
ñèñòåìè.

Âçàãàë³ â³äîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå ÿâëÿºòüñÿ îäíèì ç îñíîâíèõ ðîáî÷èõ 
³íñòðóìåíò³â ó äîñë³äæåíí³ äèíàì³êè íåë³í³éíèõ ñèñòåì. Òîé ôàêò, ùî â³ä 
îïèñóâàííÿ â òåðì³íàõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ìîæíà ïåðåéòè äî îïèñó-
âàííÿ â òåðì³íàõ ³òåðàö³é â³äîáðàæåííÿ, ìàº âåëèêå ìåòîäîëîã³÷íå çíà÷åí-
íÿ. ßê îáðàçíî çàçíà÷èâ Àðíîëüä [, ñ.1311], “ìàòåìàòè÷íå îïèñóâàííÿ 
ñâ³òó áàçóºòüñÿ íà äåë³êàòí³é âçàºìîä³¿ íåïåðåðâíèõ (ïëàâíèõ) ³ äèñêðåòíèõ 
(ñòðèáêîïîä³áíèõ) ÿâèù”.

Çíàéòè ÿâíèé âèãëÿä â³äîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå äëÿ êîíêðåòíèõ 
íåë³í³éíèõ ñèñòåì âäàºòüñÿ ò³ëüêè òîä³, êîëè äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ äî-
ïóñêàþòü àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê. Çâè÷àéíî äîâîäèòüñÿ ðåàë³çîâóâàòè éîãî 
ÿê ÷èñåëüíèé àëãîðèòì.

Â³äêðèòòÿ õàîòè÷íèõ ðåæèì³â ó íåë³í³éíèõ äåòåðì³íîâàíèõ ñèñòåìàõ º 
îäíå ç íàéâàæëèâ³øèõ äîñÿãíåíü íàóêè äðóãî¿ ïîëîâèíè ÕÕ ñòîð³÷÷ÿ. Ïðè 
öüîìó ÿâèùå äèíàì³÷íîãî õàîñó âëàñòèâå íå ò³ëüêè ô³çè÷íèì íåë³í³éíèì 
ñèñòåìàì. Íà ñüîãîäí³ éîìó ïðèñâÿ÷åíî áàãàòî ïðàöü; âåëèêó ê³ëüê³ñòü ñòà-
òåé îïóáë³êîâàíî â íàóêîâèõ æóðíàëàõ ç ìàòåìàòèêè, ô³çèêè, õ³ì³¿, á³îëîã³¿, 
àñòðîíîì³¿, åêîíîì³êè òà ç ³íøèõ. Ð³÷ ó òîìó, ùî æèòòÿ, â ä³éñíîñò³, íåë³-
í³éíå ³, ÿê íàñë³äîê, õàîñ âèÿâëÿºòüñÿ òèïîâîþ âëàñòèâ³ñòþ íàøîãî ñâ³òó. 
Ó íàø³é ïðàö³ ìè íå ìàºìî ìîæëèâîñò³ íàâ³òü ñòèñëî ðîçïîâ³ñòè ïðî öþ 
ïðîáëåìó ³ òîìó ðåêîìåíäóºìî ñïåö³àëüíó ë³òåðàòóðó [2, 17, 26, 28, 29, 54]. 
Íèæ÷å, âèêîíàâøè ÷èñëîâ³ ðîçðàõóíêè, íàâåäåìî ïðèêëàäè õàîòè÷íîãî 
ðåæèìó êîëèâàíü äåòåðì³íîâàíî¿ íåë³í³éíî¿ ñèñòåìè, ÿêà çíàõîäèòüñÿ ï³ä 
ãàðìîí³÷íèì çîâí³øí³ì âïëèâîì.

                                        
 Àðíîëüä Âîëîäèìèð ²ãîðîâè÷ (í. 1937) — ðîñ³éñüêèé ìàòåìàòèê, àêàäåì³ê ÀÍ ÑÐÑÐ

(1990 ð.).
 Àðíîëüä Â.È. Ìàòåìàòèêà è ôèçèêà: ðîäèòåëü è äèòÿ èëè ñåñòðû? // ÓÔÍ. —

1999. — 169, ¹12. — Ñ. 1311—1323.
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11.13.2. Îñöèëÿòîð ç êóá³÷íîþ íåë³í³éí³ñòþ
ïðè ãàðìîí³÷íîìó çîâí³øíüîìó âïëèâ³

Ð³âíÿííÿ ðóõó îñöèëÿòîðà ç êóá³÷íîþ íåë³í³éí³ñòþ ïðè ãàð-
ìîí³÷íîìó çîâí³øíüîìó âïëèâ³ ìàº âèãëÿä

32 cos( ).x x x x B t                              (11.138)

Òóò êîåô³ö³ºíò  âèçíà÷àº äèñèïàòèâí³ ïðîöåñè ó ñèñòåì³, à êîåô³ö³ºíòè 
³  õàðàêòåðèçóþòü â³äíîâëþâàëüíó ñèëó;  ³ B — ÷àñòîòà ³ àìïë³òóäà ãàð-
ìîí³÷íîãî çîâí³øíüîãî âïëèâó.

Ïåðåïèøåìî ð³âíÿííÿ (11.138) ó âèãëÿä³ ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó, ââ³âøè äëÿ öüîãî íîâ³ çì³íí³ y x  , z t : 

,x y 32 cos ,y y x x B z       .z                (11.139)

Öÿ ñèñòåìà îáóìîâëþº ôàçîâ³ òðàºêòîð³¿, àáî, ÿê êàæóòü, ôàçîâèé ïîò³ê, ó 
òðèâèì³ðíîìó ôàçîâîìó ïðîñòîð³.

Äëÿ îïèñóâàííÿ ð³çíèõ òèï³â êîëèâàíü ñèñòåìè (11.139), ÿê ³ áóäü-ÿêî¿ 
³íøî¿ íåë³í³éíî¿ ñèñòåìè, áóäóþòü êàðòó äèíàì³÷íèõ ðåæèì³â: íà ïëîùèí³ 
ïàðàìåòð³â âèä³ëÿþòü îáëàñò³ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü òîìó ÷è 
³íøîìó êîëèâàëüíîìó ðåæèìó. Íàïðèêëàä, äëÿ ñèñòåìè (11.139) ìîæíà çà-
ô³êñóâàòè êîåô³ö³ºíòè , , , òîä³ ïëîùèíó ïàðàìåòð³â óòâîðþþòü àìïë³-
òóäà B ³ ÷àñòîòà çîâí³øíüîãî âïëèâó . Ïðè ïîáóäîâ³ òàêèõ êàðò çâåðòàº íà 
ñåáå óâàãó ñêëàäíà êàðòèíà ðîçì³ùåííÿ îáëàñòåé ç ð³çíèì õàðàêòåðîì ðóõó, 
ùî ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ïðàêòè÷íî ó âñ³õ ñèñòåìàõ ç õàîñîì.

Íå âèêîíóþ÷è êðîï³òêî¿ ðîáîòè ùîäî ïîáóäîâè êàðòè äèíàì³÷íèõ ðå-
æèì³â ñèñòåìè (11.139), áóäåìî ðîçãëÿäàòè äåê³ëüêà ñèòóàö³é, ùî ³ëþñòðó-
þòü òèïîâ³ êîëèâàëüí³ ðåæèìè íåë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà. Çàô³êñóºìî ïàðà-
ìåòðè 2 = 0,1,  =  = 1;  =1, à çì³ííèì ïàðàìåòðîì áóäå àìïë³òóäà 
çîâí³øíüî¿ ñèëè B.  Ïî÷àòêîâ³ óìîâè: õ (0) = 0, (0) 0.x 

Íåõàé B = 29. Íà ðèñ. 11.23,à ïîêàçàíà çàëåæí³ñòü êîîðäèíàò x â³ä t/T, 
äå 2T   — ïåð³îä çîâí³øíüîãî âïëèâó. ßê áà÷èìî, â ñèñòåì³ ï³ñëÿ ïå-
ðåõ³äíîãî ðåæèìó (éîãî â³äêèíóòî) â³äáóâàºòüñÿ ñò³éêèé ïåð³îäè÷íèé ðóõ ç 
ïåð³îäîì T. Óíàñë³äîê çíà÷íî¿ íåë³í³éíîñò³ â ñèñòåì³ çàëåæí³ñòü x(t) íà 
ðèñ. 11.23,à ñóòòºâî â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä êðèâî¿ ãàðìîí³÷íîãî çîâí³øíüîãî 
âïëèâó. Ïðèðîäíî, ó ñïåêòð³ â³äãóêó ñèñòåìè x(t) ç’ÿâëÿþòüñÿ ãàðìîí³êè, 
êðàòí³ ÷àñòîò³ çîâí³øíüîãî âïëèâó.

Íà ðèñ. 11.23,á íàâåäåíî ïðîåêö³þ ôàçîâî¿ òðàºêòîð³¿ (òîáòî àòòðàêòîðà) 
ç òðèâèì³ðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòîðó (x, y, z) íà ïëîùèíó (x, y), ÿêà ÿâëÿº ñî-
áîþ çàìêíåíó êðèâó, óíàñë³äîê ïåð³îäè÷íîãî ðóõó îñöèëÿòîðà. Íà 
ðèñ. 11.23, â ïîêàçàíî ïåðåð³ç Ïóàíêàðå, äå âèçíà÷àþòüñÿ äèíàì³÷í³ çì³íí³ 
õ(tn), y(tn) ó ìîìåíòè ÷àñó , 0,1,2,...t nT n   ßê áà÷èìî, òî÷êè ó â³äîáðà-
æåíí³ Ïóàíêàðå ñêîíöåíòðîâàí³ íàâêîëî îäí³º¿ òî÷êè, ï³ñëÿ ïåðåõ³äíîãî 
ïðîöåñó ñèñòåìà çä³éñíþº ïåð³îäè÷íèé ðóõ ç ïåð³îäîì çîâí³øíüîãî âïëèâó 

2 /T   . 
Çì³íèìî àìïë³òóäó çîâí³øíüîãî âïëèâó: íåõàé B = 38. Ïåð³îä ðóõó â 

ñèñòåì³ çá³ëüøèâñÿ ó òðè ðàçè ³ äîð³âíþº 3Ò (ðèñ. 11.24,à). Ïðîåêö³ÿ ôàçî-
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Ðèñ. 11.23. Ïðèêëàä äîñë³äæåííÿ íåë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà (11.139) ïðè 2 = 0,1;  =  = 1; 
 =1; B = 29

âî¿ òðàºêòîð³¿ íà ïëîùèíó ( ,x y ) íàâåäåíà íà ðèñ. 11.24,á, à â³äïîâ³äíå 
â³äîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå çîáðàæåíî íà ðèñ. 11.24, â (ïåðåõ³äíèé ðåæèì 
â³äêèíóòî). ßê áà÷èìî, â³äîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå — öå òðè òî÷êè, ÿê³ ÿâëÿ-
þòü ñîáîþ «ñë³ä» àòòðàêòîðà ñèñòåìè â ïåðåð³ç³ Ïóàíêàðå. Ó öüîìó ðàç³ ãî-
âîðÿòü, ùî â³äáóëàñÿ á³ôóðêàö³ÿ (â³ä ëàòèíñüêîãî ñëîâà bifurcus — ðîç-
äâîºííÿ) — ïîòðîºííÿ ïåð³îäó. Áà÷èìî, ùî ïðîåêö³ÿ ôàçîâî¿ òðàºêòîð³¿
(ðèñ. 11.24, á) ÿâëÿº ñîáîþ çàìêíåíó êðèâó, àëå äîñèòü ñêëàäíî¿ ñòðóêòóðè. 
² íàâïàêè, â³äîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå íà ðèñ. 11.24, â ÿñíî ïîêàçóº, ùî â ñèñ-
òåì³ â³äáóâàºòüñÿ ïåð³îäè÷íèé ðóõ ç ïåð³îäîì 3Ò.

Õàîòè÷íèé ðåæèì ó ñèñòåì³ ìîæíà ñïîñòåð³ãàòè ïðè àìïë³òóä³ 36B 
(ðèñ. 11.25). ßê áà÷èìî, ÷àñîâà çàëåæí³ñòü çì³ííî¿ x(t) íà ðèñ. 11.25, à íå 
º ðåãóëÿðíîþ. Çðîçóì³ëî, ùî ñïåêòð òàêîãî êîëèâàííÿ áóäå íåïåðåðâíèì ³ 
øèðîêîñìóãîâèì, ùî õàðàêòåðíî äëÿ õàîòè÷íèõ êîëèâàíü. Ïðîåêö³ÿ àò-
òðàêòîðà (ðèñ. 11.25, á) íà ïëîùèíó çì³ííèõ (x, y) íå ôîðìóº õàðàêòåðíî¿ 
çàìêíåíî¿ êðèâî¿, íàâïàêè, êðèâà çàïîâíþº õàîòè÷íî äåÿêó îáëàñòü íà ôà-
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Ðèñ. 11.24. Ïðèêëàä äîñë³äæåííÿ íåë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà (11.139) ïðè 2 = 0,1;  =  = 1; 
 =1; B = 38

çîâ³é ïëîùèí³. Îòæå, ó òðèâèì³ðíîìó ôàçîâîìó ïðîñòîð³ óòâîðþºòüñÿ 
äèâíèé àòòðàêòîð ç³ ñêëàäíîþ âíóòð³øíüîþ ñòðóêòóðîþ.

Ðîçãëÿíåìî ïåðåð³ç Ïóàíêàðå (ðèñ. 11.25,â). Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî òî÷êè ó 
â³äîáðàæåíí³ Ïóàíêàðå óòâîðþþòü õàðàêòåðíèé ðèñóíîê!

Ìàºìî äèâîâèæíèé ðåçóëüòàò! Ð³÷ ó òîìó, ùî òàêèé õàðàêòåðíèé ðèñó-
íîê ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ñàìå çà íàÿâíîñò³ õàîñó â äåòåðì³íîâàí³é ñèñòåì³. Öåé 
ðèñóíîê âêàçóº íà òå, ùî “âèïàäêîâ³ñòü òóò ìàº äåòåðì³íîâàíó îñíîâó”. 
ßêáè çîâí³øí³é âïëèâ íà ñèñòåìó áóâ ä³éñíî âèïàäêîâèì, òî â³äîáðàæåííÿ 
Ïóàíêàðå ÿâëÿëî á ñîáîþ äåÿêå ïîçáàâëåíå ôîðìè óòâîðåííÿ.

Ö³êàâî ïðîñòåæèòè, ÿê çì³íèòüñÿ çîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå ïðè çì³í³ äèñè-
ïàòèâíèõ âòðàò ó ñèñòåì³ (ðèñ. 11.25,â,ã). ßê áà÷èìî, ïðè çìåíøåíí³ êî-
åô³ö³ºíòà óòðàò  â³äîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå çàïîâíþº á³ëüøó ÷àñòèíó ôàçîâî¿ 
ïëîùèíè.

Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ïóíêòó ùå ðàç çàçíà÷èìî, ùî íåçâè÷àéíå ñëîâî-
ñïîëó÷åííÿ “äåòåðì³íîâàíèé õàîñ” îçíà÷àº, ùî ìîâà éäå ñàìå ïðî äåòåðì³-
íîâàíó ñèñòåìó, äå åëåìåíò âèïàäêîâîñò³ â áóäü-ÿêîìó âèãëÿä³ â³äñóòí³é. 
Òîìó ôëóêòóàö³¿, ùî ñïîñòåð³ãàþòüñÿ ó ñòàí³ õàîñó, ò³ëüêè çäàþòüñÿ âèïàä-
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êîâèìè — ¿õ çíà÷åííÿ ïîâí³ñòþ îáóìîâëåí³ ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. Âèíè-
êàº ïèòàííÿ: ùî ðîçóì³òè ï³ä õàîòè÷íîþ ïîâåä³íêîþ äåòåðì³íîâàíî¿ ñèñ-
òåìè, ÿê â³äð³çíèòè õàîòè÷íèé ðåæèì â³ä ³íøîãî ñêëàäíîãî ó ÷àñ³ êîëè-
âàëüíîãî ïðîöåñó. Õî÷à óí³âåðñàëüíîãî âèçíà÷åííÿ äèíàì³÷íîãî õàîñó äîñ³, 
ìàáóòü, íå ³ñíóº, ââàæàþòü, ùî îñíîâíîþ éîãî âëàñòèâ³ñòþ º éîãî íåïåðåä-
áà÷óâàí³ñòü. Öþ âëàñòèâ³ñòü íàçèâàþòü ñóòòºâîþ çàëåæí³ñòþ â³ä ïî÷àòêî-
âèõ óìîâ (ÑÇÏÓ).

Ïîÿñíèìî öþ âëàñòèâ³ñòü. Ðîçãëÿíåìî äâ³ ðåàë³çàö³¿ êîëèâàëüíîãî ïðî-
öåñó ñèñòåìè ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè, ÿê³ ëåäü-ëåäü ðîçð³çíÿþòüñÿ. ßêùî 
ñèñòåìà âèêîíóº ðåãóëÿðí³ êîëèâàííÿ, òî çâè÷àéíà ð³÷, ùî êîëèâàëüí³ 
ïðîöåñè äëÿ äâîõ âàð³àíò³â ïî÷àòêîâèõ óìîâ áóäóòü ïðàêòè÷íî îäíàêîâèìè. 
Ó ôàçîâîìó ïðîñòîð³ â³äñòàíü ì³æ â³äïîâ³äíèìè ôàçîâèìè òðàºêòîð³ÿìè 
çàëèøàºòüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî ìîìåíòó t > 0 òàêîþ æ ìàëîþ, ÿê ó ïî÷àòêîâèé 
ìîìåíò ÷àñó t = 0. Ñèòóàö³ÿ çîâñ³ì çì³íèòüñÿ, ÿêùî ñèñòåìà áóäå âèêîíóâà-
òè õàîòè÷í³ êîëèâàííÿ. Ó öüîìó ðàç³ çà áóäü-ÿêîãî ìàëîãî â³äõèëåííÿ â³ä 
ïî÷àòêîâèõ óìîâ ç ÷àñîì  êîëèâàííÿ äëÿ äâîõ âàð³àíò³â ïî÷àòêîâèõ óìîâ

Ðèñ. 11.25. Ïðèêëàä äîñë³äæåííÿ íåë³í³éíîãî îñöèëÿòîðà (11.139) ïðè  =  = 1;  =1; 
B = 36: 
à,á,â — 2 = 0,1; ã — 2 = 0,055
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Ðèñ. 11.26. ×àñîâ³ çàëåæíîñò³ õàîòè÷íîãî ðåæèìó çì³ííî¿ x(t) îñöèëÿòîðà (11.139) (2 = 
= 0,1,  =  = 1,  =1, B = 36) ïðè ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ: 
ñóö³ëüíà ë³í³ÿ — (x, y, z) = (0,0,0), øòðèõîâà — (x, y, z) = (0,00001; 0,00001; 0)

áóäóòü ñóòòºâî ð³çíèìè. Ó ôàçîâîìó ïðîñòîð³ â³äïîâ³äí³ ôàçîâ³ òðàºêòîð³¿ ç 
÷àñîì ðîçõîäÿòüñÿ. Â öüîìó ³ º ñóòü ïîíÿòòÿ ÑÇÏÓ.

Íàïðèêëàä, íà ðèñ. 11.26 ïîêàçàíî ÷àñîâ³ çàëåæíîñò³ õàîòè÷íîãî ðå-
æèìó çì³ííî¿ x(t) îñöèëÿòîðà (11.139) ïðè íåçíà÷íîìó â³äõèëåíí³ â³ä ïî-
÷àòêîâèõ óìîâ. ßê áà÷èìî, ç ÷àñîì êîëèâàëüí³ ïðîöåñè ñòàþòü ñóòòºâî 
ð³çíèìè.

Ó ðåàëüíîìó æèòò³, íà ïðàêòèö³, ìè í³êîëè íå ìàºìî àáñîëþòíî òî÷íî¿ 
³íôîðìàö³¿ ùîäî ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Çàâæäè ³ñíóþòü ïîõèáêè, íåõàé ³ äóæå 
ìàë³ ïðè ¿õ âèì³ðþâàíí³. Ðàí³øå ââàæàëîñÿ, ùî â äåòåðì³íîâàí³é ñèñòåì³, 
çà íàÿâíîñò³ ÅÎÌ, ìè çàâæäè ñïðîìîæí³ çðîáèòè ïåðåäáà÷åííÿ (íàïðèê-
ëàä, äàòè íàä³éíèé ïðîãíîç ïîãîäè), íå äèâëÿ÷èñü íà ìàë³ ïîõèáêè âèì³-
ðþâàííÿ ïîòî÷íîãî ñòàíó. ßêùî ³ñíóº õàîñ, öå íå òàê. Í³ÿêà ïîòóæíà ÅÎÌ 
íå äîçâîëèòü íàì äàòè òî÷íå ïåðåäáà÷åííÿ íà îñíîâ³ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ç 
ñóòòºâîþ çàëåæí³ñòþ â³ä ïî÷àòêîâèõ óìîâ.

Öþ õàðàêòåðíó âëàñòèâ³ñòü õàîòè÷íèõ ñèñòåì Ëîðåíö íàçâàâ åôåêòîì 
ìåòåëèêà, ùî çíàéøëî îáðàçíå â³äîáðàæåííÿ ó íàçâ³ îäí³º¿ ç éîãî ñòàòåé: 
“Ïåðåäáà÷åííÿ: ÷è ìîæå çìàõ êðèëåöü ìåòåëèêà â Áðàçèë³¿ ïðèâåñòè äî òîð-
íàäî â Òåõàñ³?”

11.13.3. Õàîòèçàö³ÿ êîëèâàíü áóëüáàøêè ãàçó
â ð³äèí³ ï³ä ä³ºþ çâóêîâîãî ïîëÿ

Çàäà÷à äîñë³äæåííÿ õàîòè÷íèõ êîëèâàíü áóëüáàøêè ãàçó â ð³-
äèí³ ï³ä ä³ºþ ãàðìîí³÷íîãî çâóêîâîãî ïîëÿ âèíèêëà ó çâ’ÿçêó ç ïðîáëåìîþ 
êàâ³òàö³¿ (äèâ. ïàðàãðàô 11.9). Ïðè êàâ³òàö³¿ åêñïåðèìåíòàëüíî ñïîñòåð³ãàâ-
ñÿ øóìîâèé ñïåêòð çâóêîâîãî ïîëÿ. Äîâãèé ÷àñ öå ÿâèùå ïîÿñíþâàëîñÿ 
íàÿâí³ñòþ âåëèêî¿ ê³ëüêîñò³ áóëüáàøîê ó ð³äèí³. Ïðîòå ñïåö³àëüí³ åêñïå-

                                        
 Ëîðåíö (Lorenz) Åäâàðä Íîðòîí (í. 1917) — àìåðèêàíñüêèé ìàòåìàòèê.
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ðèìåíòè [*], â ÿêèõ âäàëîñÿ êîíòðîëþâàòè â ð³äèí³ ëèøå îäíó áóëüáàøêó, 
âèÿâèëè, ùî âèíèêíåííÿ ñòîðîíí³õ øóì³â â³äáóâàºòüñÿ ³ â öüîìó âèïàäêó.

Ó çâ’ÿçêó ç öèì ïðîâîäèâñÿ ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ 
êîëèâàíü áóëüáàøêè ó ð³äèí³ ï³ä ä³ºþ ãàðìîí³÷íî¿ çâóêîâî¿ õâèë³, äå íà 
â³äì³íó â³ä ð³âíÿííÿ (11.90) âðàõîâàíî òèñê ïàðè â áóëüáàøö³ Pï, ñòèñ-
ëèâ³ñòü ³ â’ÿçê³ñòü ð³äèíè, íàÿâí³ñòü çîâí³øíüîãî ãàðìîí³÷íîãî çâóêîâîãî 
ïîëÿ  çâóê sinp t . Ó ïðàö³ [28, ñ. 92—94] ïîäàí³ ðåçóëüòàòè â³äïîâ³äíèõ ÷è-

ñëîâèõ ðîçðàõóíê³â ïðè òàêèõ ïàðàìåòðàõ: R0 = 10 ìêì, ðçâóê = 90 êÏà, Ð0 = 
= 100 êÏà, Pï = 2,33 êÏà, 0,0725   Í/ì,  = 998 êã/ì3 ,  = 4/3, äèíàì³÷íà 
â’ÿçê³ñòü ð³äèíè  = 0,001 Íñ/ì3, øâèäê³ñòü çâóêó c = 1500 ì/ñ. ×àñòîòà 
çâóêîâî¿ õâèë³ çì³íþâàëàñÿ â³ä 60 äî 72 êÃö; áóëî âèÿâëåíî, ùî â öüîìó 
ä³àïàçîí³ êîëèâàííÿ ðàä³óñà áóëüáàøêè ìàëè õàîòè÷íèé õàðàêòåð. Ïðèêëàä 
òàêèõ êîëèâàíü íàâåäåíî íà ðèñ. 11.27 [28, ñ. 93]. Íà ðèñ. 11.27,à ïîêàçà-
íà ÷àñîâà çàëåæí³ñòü ðàä³óñà áóëüáàøêè  R t  ( 0R R R , 0R — ñòàö³îíàð-

íèé ðàä³óñ áóëüáàøêè), à íà pèñ. 11.27,á — ïîðòðåò àòòðàêòîðà â ïåðåð³ç³ 
Ïóàíêàðå.

Ðèñ. 11.27. Ïðèêëàä õàî-
òè÷íèõ êîëèâàíü áóëü-
áàøêè ïðè  2        

= 65 êÃö [28, ñ. 93]:
à — ÷àñîâà çàëåæí³ñòü íîð-
ìîâàíîãî ðàä³óñà   ;R t á —

â³äîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå

                                        
* Lauterborn W., Suchla E. Bifurcation Superstructure in a Model of Acoustic Turbulence // 

Physical Review Letters. — 1984. — 53, N 24. — P. 2304—2307.
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11.14. Ïàðàìåòðè÷í³ êîëèâàííÿ íåë³í³éíèõ ñèñòåì

Ñïåöèô³÷íèì òèïîì çîâí³øíüîãî âïëèâó íà êîëèâàëüíó ñèñ-
òåìó º ïåð³îäè÷íà çì³íà ïàðàìåòð³â ñèñòåìè ó ÷àñ³. Òàêèé âïëèâ íàçèâàþòü 
ïàðàìåòðè÷íèì. Ãîëîâíèé ³íòåðåñ ïðè äîñë³äæåíí³ òàêèõ êîëèâàíü ÿâëÿº 
ñîáîþ ìîæëèâ³ñòü çðîñòàííÿ àìïë³òóäè êîëèâàíü ³ àíàë³ç óìîâ âèíèêíåííÿ 
öüîãî ÿâèùà, ÿêå íàçèâàþòü ïàðàìåòðè÷íèì ðåçîíàíñîì.

11.14.1. Ñïðîùåíèé åíåðãåòè÷íèé àíàë³ç ÿâèùà
ïàðàìåòðè÷íîãî çáóäæåííÿ êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè

Ñïðîáóºìî çðîçóì³òè ô³çèêó öüîãî ÿâèùà íà ïðèêëàä³ ìàÿòíèêà, 
ó ÿêîãî äîâæèíà íèòêè l ïåð³îäè÷íî çì³íþºòüñÿ íà âåëè÷èíó l (ðèñ. 11.13,á).
Ïðè öüîìó, êîëè ìàÿòíèê ïðîõîäèòü ñåðåäíº ïîëîæåííÿ áóäåìî òðîõè 
ï³äòÿãóâàòè íèòêó (íà âåëè÷èíó l) ³ íàñò³ëüêè æ îïóñêàòèìåìî íèòêó âíèç, 
êîëè ìàÿòíèê çíàõîäèòüñÿ ó ìàêñèìàëüíîìó ïîëîæåíí³ â³äõèëåííÿ. Çàðàäè 
ïðîñòîòè áóäåìî ââàæàòè, ùî äîâæèíà íèòêè çì³íþºòüñÿ ñòðèáêîïîä³áíî.

Öå ³ëþñòðóº ðèñ. 11.28, äå çîáðàæåí³ êðèâ³ êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà (t) ³ 
çì³íè äîâæèíè íèòêè ç ÷àñîì. Ïðè ï³äòÿãóâàíí³ íèòêè âãîðó âèêîíóºòüñÿ 
äîäàòíà ðîáîòà A1, òîáòî çá³ëüøóºòüñÿ åíåðã³ÿ ìàÿòíèêà, à ïðè â³äïóñêàíí³ 
íèòêè — â³ä’ºìíà ðîáîòà A2, òîáòî åíåðã³ÿ ó ìàÿòíèêà â³äáèðàºòüñÿ. Çðî-
çóì³ëî, ùî â ñåðåäíüîìó ïîëîæåíí³ íèòêà íàòÿãíóòà ñèëüí³øå, í³æ ó ïîëî-
æåíí³ ìàêñèìàëüíîãî â³äõèëåííÿ, â ïåðøîìó âèïàäêó ñèëà íàòÿãó íèòêè íå 
ò³ëüêè âð³âíîâàæóº ñèëó òÿæ³ííÿ, à é ïåðåäàº ìàÿòíèêó äîöåíòðîâå ïðè-
ñêîðåííÿ, à â äðóãîìó — ò³ëüêè âð³âíîâàæóº ñêëàäîâó ñèëè òÿæ³ííÿ óçäîâæ 
íèòêè. Òîìó äîäàòíà ðîáîòà 1A  áóäå á³ëüøîþ, í³æ ìîäóëü â³ä’ºìíî¿ ðîáîòè 
A2. Àíàëîã³÷íå ÿâèùå âèíèêàº ³ ïðè ðîçãîéäóâàíí³ ëþäèíè: â ñåðåäíüîìó 
ïîëîæåíí³ éîãî ïðèòèñêàº äî ãîéäàëîê, ì’ÿçè í³ã íàïðóæåí³ ñèëüí³øå, ³ 
ðîáîòà ïðè ðîçãèíàíí³ í³ã âèÿâëÿºòüñÿ á³ëüøîþ, í³æ ïðè çãèíàíí³. 

Ïîâåðíåìîñü äî pèñ. 11.13,á. Íàòÿã íèòêè â ñåðåäíüîìó ïîëîæåíí³ äî-
ð³âíþº 2

1 0 ,F mg m l  v  à ïðè ìàêñèìàëüíîìó â³äõèëåíí³ — 2 0cos .F mg 
Òóò m — ìàñà êóëüêè, 0 v øâèäê³ñòü êóëüêè â ñåðåäíüîìó ïîëîæåíí³, l —

äîâæèíà íèòêè, 0 — ìàêñèìàëüíèé êóò â³äõèëåííÿ. Ðîáîòà, âèêîíàíà 
çîâí³øíüîþ ñèëîþ çà îäèí ïåð³îä, âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ (ââàæàòèìåìî, 
ùî çì³íà äîâæèíè ìàÿòíèêà l l  , ùî äîçâîëÿº ââàæàòè âåëè÷èíó 2

0 lv
ñòàëîþ ó ïðîöåñ³ ï³äíÿòòÿ êóëüêè):
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1 2 1 2 0
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2
ml

A A E F l F l mgl
l


 

          
 

v
     (11.140)

Ðèñ. 11.28. ×àñîâ³ çàëåæ-
íîñò³ êóòà â³äõèëåííÿ ìà-
ÿòíèêà (t) (êðèâà 1) ³ 
çì³íè äîâæèíè íèòêè 
(êðèâà 2)



Ðîçä³ë 11. Íåë³í³éí³ êîëèâàííÿ

567

Âèðàç ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ ôîðìóëè (11.140) º íå ùî ³íøå, ÿê ïîòðîºíà 
ïîâíà åíåðã³ÿ êîëèâàíü ìàÿòíèêà E. Òîìó îòðèìóºìî:

6
E l
E l
 

 ,

àáî

6 .
l

E E
l


                                  (11.141)

ßê áà÷èìî, ÷åðåç êîæíèé ïåð³îä T åíåðã³ÿ êîëèâàíü çá³ëüøóºòüñÿ íà âåëè-
÷èíó, ïðîïîðö³éíó åíåðã³¿ ñèñòåìè.

Òåïåð âèçíà÷èìî âòðàòè åíåðã³¿ íà ïîäîëàííÿ ñèë òåðòÿ â ñèñòåì³. Íå-
õàé êîåô³ö³ºíò òåðòÿ äîð³âíþº R; òîä³ çà óìîâè ïðèáëèçíî ãàðìîí³÷íèõ êî-
ëèâàíü ìàÿòíèêà    0 0sint t    (0 — âëàñíà ÷àñòîòà ìàÿòíèêà) ðîáîòà 

ñèë òåðòÿ òF R l   çà ïåð³îä 0 02T    äîð³âíþº ³íòåãðàëó â³ä ïîòóæíîñò³ 
ñèë òåðòÿ:

 
0 0

2 2 2 2 2 2 20
ò 0 0 0 0 0

0 0

cos .
2

T T T
A F ldt R l t dt R l                   (11.142)

Îñê³ëüêè ïîâíà åíåðã³ÿ êîëèâàíü  22
0 0 02 2E m m l  v , à ëîãàðèôì³÷-

íèé äåêðåìåíò çãàñàííÿ  0 0 2T RT m    (äèâ. ôîðìóëó (2.13)), òî ôîð-

ìóëó (11.142) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿä³ 

0 2 .
R

A T E E
m

                              (11.143)

Îòæå, âòðàòà åíåðã³¿ çà ïåð³îä ñèíóñî¿äàëüíèõ êîëèâàíü òàêîæ ïðîïîðö³éíà 
åíåðã³¿ êîëèâàíü. Ïîð³âíþþ÷è (11.141) ³ (11.143), îòðèìàºìî óìîâó, ïðè 
âèêîíàíí³ ÿêî¿ ïðèð³ñò åíåðã³¿ äîì³íóº íàä óòðàòîþ ³ â ñèñòåì³ â³äáóâàºòüñÿ 
çá³ëüøåííÿ àìïë³òóäè êîëèâàíü:

.
3

l
l


                                  (11.144)

Ïðîöåñ çáóðåííÿ êîëèâàíü óíàñë³äîê ïåð³îäè÷íî¿ çì³íè îäíîãî ç ïàðà-
ìåòð³â ñèñòåìè (ó äàíîìó âèïàäêó — äîâæèíè íèòêè) íàçèâàþòü ïàðàìåò-
ðè÷íèì çáóðåííÿì êîëèâàíü àáî ïàðàìåòðè÷íèì ðåçîíàíñîì. Çá³ëüøåííÿ àìï-
ë³òóäè êîëèâàíü ñèñòåìè, à çíà÷èòü, ³ çðîñòàííÿ åíåðã³¿ ñèñòåìè â³äáóâà-
ºòüñÿ âíàñë³äîê ðîáîòè çîâí³øí³õ ñèë, ÿê³ çì³íþþòü ïàðàìåòð ñèñòåìè. ßê-
ùî äîâæèíà íèòêè áóäå çì³íþâàòèñÿ ç ò³ºþ æ ïåð³îäè÷í³ñòþ, àëå çà ³íøèì 
çàêîíîì, òî ÿê³ñíî áóäå îòðèìàíî òîé æå ðåçóëüòàò, õî÷à êîåô³ö³ºíò ó 
ñï³ââ³äíîøåíí³ (11.144) áóäå íå 1 3 , à á³ëüøèì, îñê³ëüêè äîñë³äæóâàíèé 
âèùå ñòðèáêîïîä³áíèé çàêîí çì³íè äîâæèíè íèòêè º îïòèìàëüíèì äëÿ ïå-
ðåäàâàííÿ åíåðã³¿.

Ïðè öüîìó ïðèíöèïîâèìè º ôàçîâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ çì³íîþ ïàðà-
ìåòðà ñèñòåìè ³ âëàñíèìè êîëèâàííÿìè. Ä³éñíî, ÿêùî çì³íèòè ôàçó ìîäó-
ëÿö³¿ ïàðàìåòðà â³äíîñíî âëàñíèõ êîëèâàíü, òîáòî â ñåðåäíüîìó ïîëîæåíí³ 
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â³äïóñêàòè íèòêó, à â êðàéí³õ ïîëîæåííÿõ ¿¿ ï³äí³ìàòè, òî îòðèìàºìî íå 
íàðîñòàííÿ êîëèâàíü, à íàâïàêè, ¿õ çãàñàííÿ. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âèíèêíåí-
íÿ ïàðàìåòðè÷íîãî ðåçîíàíñó íåîáõ³äí³ â³äïîâ³äí³ ôàçîâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
ì³æ ìîäóëÿö³ºþ ïàðàìåòðà ³ âëàñíèìè êîëèâàííÿìè. ßêùî ÷àñòîòà ìîäó-
ëÿö³¿ ïàðàìåòðà äåùî â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ÷àñòîòè, ïðè ÿê³é â³äáóâàâñÿ ïàðà-
ìåòðè÷íèé ðåçîíàíñ, òî âèð³øèòè, ÿê³ ïðîöåñè äîì³íóþòü — íàðîñòàííÿ 
÷è çãàñàííÿ êîëèâàíü, òàêèìè ïðîñòèìè ì³ðêóâàííÿìè íåìîæëèâî. Â³äïî-
â³äü ìîæå äàòè ìàòåìàòè÷íà òåîð³ÿ ÿâèùà.

Çàçíà÷èìî, ùî ïàðàìåòðè÷í³ êîëèâàííÿ íà â³äì³íó â³ä çìóøåíèõ íå 
çáóäæóþòüñÿ, êîëè ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ ó ïîëîæåíí³ ð³âíîâàãè. Îäíàê çà 
äåÿêèõ óìîâ, íàïðèêëàä ïðè â³äïîâ³äíîìó ñï³ââ³äíîøåíí³ âëàñíî¿ ÷àñòîòè 
êîëèâàíü 0 ³ ÷àñòîòè çáóäæåííÿ , ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ìîæå ñòàòè íåñ-
ò³éêèì, ³ òîìó ïðè íåçíà÷íîìó âïëèâ³ ìîæóòü âèíèêíóòè ïàðàìåòðè÷í³ êî-
ëèâàííÿ.

Ó âèïàäêó ìàÿòíèêà ïàðàìåòð çì³íþâàâñÿ äâà ðàçè çà ïåð³îä êîëèâàíü. 
Îäíàê åíåðã³ÿ çà ðàõóíîê çì³íè ïàðàìåòðà ìîæå íàäõîäèòè îäèí ðàç çà 

ïåð³îä, äâà ðàçè çà òðè ïåð³îäè ³ âçàãàë³ ïðè âèêîíàíí³ óìîâè 02
n


   àáî 

0

2
nT

T  ( 1,2,...n  ,  ³ T — ÷àñòîòà ³ ïåð³îä çì³íè ïàðàìåòðà, 0 ³ T0 — ÷àñ-

òîòà ³ ïåð³îä âëàñíèõ êîëèâàíü ìàÿòíèêà). Ïðè öüîìó, çâè÷àéíî, íàäõîä-
æåííÿ åíåðã³¿ â ñèñòåìó çà ïåð³îä áóäå òèì ìåíøå, ÷èì á³ëüøå n. 

11.14.2. Ãàðìîí³÷íå ïàðàìåòðè÷íå çáóäæåííÿ
â ñèñòåì³

Ïðîâåäåíèé ó ïîïåðåäíüîìó ïóíêò³ ñïðîùåíèé åíåðãåòè÷íèé 
àíàë³ç âêàçóº íà ìîæëèâå ïàðàìåòðè÷íå çáóäæåííÿ â ñèñòåì³. Ñïðîáóºìî 
âèçíà÷èòè îñíîâí³ îñîáëèâîñò³ öüîãî ÿâèùà. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ë³í³éíó 
êîëèâàëüíó ñèñòåìó. Ç îäíîãî áîêó, òàêèé ï³äõ³ä á³ëüø äîñòóïíèé äëÿ àíà-
ë³çó, à ç ³íøîãî — â³í íàî÷íî ðîçêðèâàº ïðèíöèïîâó ðîëü íåë³í³éíîñò³ êî-
ëèâàëüíî¿ ñèñòåìè ïðè ¿¿ ïàðàìåòðè÷íîìó çáóäæåíí³.

Ìàòåìàòè÷íå îïèñóâàííÿ ïàðàìåòðè÷íîãî ðåçîíàíñó â ë³í³éíèõ ñèñòå-
ìàõ çä³éñíþºòüñÿ çà äîïîìîãîþ ë³í³éíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ç³ 
çì³ííèìè ó ÷àñ³ êîåô³ö³ºíòàìè. Ïîâíèé àíàë³ç òàêî¿ çàäà÷³ äîñèòü ñêëàä-
íèé. Òîìó, çâè÷àéíî, â³í çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ îáëàñòåé çíà÷åíü â³ä-
íîøåííÿ ÷àñòîò 0/ ³ ãëèáèí ìîäóëÿö³¿ ïàðàìåòðà ñèñòåìè, äëÿ ÿêèõ â 
ñèñòåì³ ìîæëèâ³ íàðîñòàþ÷³ êîëèâàííÿ, òîáòî âèíèêàº ïàðàìåòðè÷íèé ðå-
çîíàíñ.

Äëÿ ç’ÿñóâàííÿ öèõ óìîâ ðîçãëÿíåìî êîëèâàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿò-
íèêà (ðèñ. 11.29), ÿê³ çáóäæóþòüñÿ âíàñë³äîê âåðòèêàëüíîãî êîëèâàííÿ 
òî÷êè ï³äâ³ñó ìàÿòíèêà çà çàêîíîì ( ) cos( )y t A t . Çàïèñóþ÷è ð³âíÿííÿ 
êîëèâàíü ìàÿòíèêà, âðàõîâóºìî ñèëó ³íåðö³¿, ùî âèíèêàº âíàñë³äîê ðóõó 
òî÷êè ï³äâ³ñó, òà ìàñó êóëüêè; ñèëó òåðòÿ ââàæàºìî ïðîïîðö³éíîþ øâèä-
êîñò³. Íåõàé  âèçíà÷àº êóò â³äõèëåííÿ ìàÿòíèêà â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíî-
âàãè, òîä³, ïðîåêòóþ÷è íà äîòè÷íó äî òðàºêòîð³¿ ðóõó ìàñè m çàçíà÷åí³ ñè-
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Ðèñ. 11.29. Ïðèêëàä ìàÿòíèêà, òî÷êà ï³äâ³ñó ÿêîãî ðóõàºòüñÿ ç 
ïðèñêîðåííÿì ó âåðòèêàëüíîìó íàïðÿìêó

ëè, çã³äíî ç äðóãèì çàêîíîì Íüþòîíà ìàºìî

  sin ,m l mg my R l                 (11.145)

äå l — äîâæèíà ìàÿòíèêà; R — êîåô³ö³ºíò òåðòÿ. Çâ³ä-
ñè ìàºìî òàêå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ íåë³í³éíèõ 
êîëèâàíü ìàÿòíèêà:

 2
02 1 2 cos( ) sin 0.t              (11.146)

Òóò 2 R m  — êîåô³ö³ºíò çãàñàííÿ; 2
0 /g l  — êâàä-

ðàò âëàñíî¿ ÷àñòîòè ë³í³éíî¿ ñèñòåìè; 2 2
02 /( )A l   — êîåô³ö³ºíò ïàðà-

ìåòðè÷íîãî çáóäæåííÿ; 3 5sin 3! 5! ...       .
Ðîçãëÿíåìî ë³í³éíó çàäà÷ó ïðè ãàðìîí³÷íîìó ïàðàìåòðè÷íîìó çáóä-

æåíí³. Íåõòóþ÷è ñèëàìè òåðòÿ ³ íåë³í³éíèìè ÷ëåíàìè ó ðîçêëàä³ sin  â 
ðÿä, îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ

 2
0 1 2 cos( ) 0,t                             (11.147)

ÿêå íàçèâàþòü ð³âíÿííÿì Ìàòüº. Âîíî º îñíîâíîþ ìîäåëëþ â òåîð³¿ ïàðà-
ìåòðè÷íèõ êîëèâàíü ó ë³í³éíèõ ñèñòåìàõ. Ð³âíÿííÿ (11.147) ïåðåïèøåìî ó 
áåçðîçì³ðíîìó âèãëÿä³, ââ³âøè çàì³íó 2 t  : 

  
2

2 2 cos 2 0,
d

a b
d
  


                         (11.148)

äå
2

02
,a




   
 

2
.

A
b a

l
                        (11.149)

Êîåô³ö³ºíò a õàðàêòåðèçóº â³äíîñíó ÷àñòîòó ïàðàìåòðè÷íîãî çáóäæåííÿ, à 
êîåô³ö³ºíò b — ãëèáèíó ìîäóëÿö³¿ ïàðàìåòðà êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè. Ùå ðàç 
ï³äêðåñëèìî, ùî äëÿ áàãàòüîõ âàæëèâèõ êîëèâàëüíèõ ñèñòåì, äèôåðåí-
ö³àëüíå ð³âíÿííÿ ïàðàìåòðè÷íèõ êîëèâàíü ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó ð³â-
íÿííÿ Ìàòüº (11.148). Òîìó ïðîâåäåíèé àíàë³ç êîëèâàíü ìàÿòíèêà ìàº çà-
ãàëüí³ âëàñòèâîñò³ ³ çì³ííó  ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê óçàãàëüíåíó êîîðäèíàòó.

Ð³âíÿííÿ (11.148) äåòàëüíî äîñë³äæåíî ìàòåìàòèêàìè; á³ëüøå òîãî, éîãî 
ðîçâ’ÿçêè óòâîðþþòü îñîáëèâèé êëàñ ñïåö³àëüíèõ ôóíêö³é — ôóíêö³é Ìà-
òüº. Ïîâíèé àíàë³ç ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (11.148) äîñèòü ñêëàäíèé ³ íàâîäè-
òè éîãî íå áóäåìî. Çàçíà÷èìî ò³ëüêè, ùî çà äåÿêèõ óìîâ óíàñë³äîê ïåð³î-
äè÷íî¿ çì³íè êîåô³ö³ºíòà b â (11.148) îäåðæóºìî ðîçâ’ÿçêè, ÿê³ òàêîæ º 
ïåð³îäè÷í³. Ïðîòå âçàãàë³ ðîçâ’ÿçêè íå º òî÷íî ïåð³îäè÷íèìè. Âàæëèâîþ

                                        
 Ìàòüº (Mathieu) Åì³ëü Ëåîíàðä (1835—1890) — ôðàíöóçüêèé àñòðîíîì ³ ìàòåìàòèê.
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Ðèñ. 11.30. Ìåæ³ çîí íåñò³é-
êîñò³ (çàøòðèõîâàí³ îáëàñò³) 
íà ïëîùèí³ ïàðàìåòð³â (a, b)
äëÿ ð³âíÿííÿ Ìàòüº. 
Öèôðè â³äïîâ³äàþòü íîìåðàì ðå-
çîíàíñ³â. Ñóö³ëüí³ ë³í³¿ — 0  , 
øòðèõîâ³ — 0,1 

õàðàêòåðèñòèêîþ ðîçâ’ÿç-
êó ð³âíÿííÿ Ìàòüº º éîãî 
ñò³éê³ñòü. Ïðè äåÿêèõ çíà-
÷åííÿõ êîåô³ö³ºíò³â a ³ b
ç ÷àñîì  çì³ííà  çá³ëü-
øóºòüñÿ, ùî âêàçóº íà íå-

ñò³éê³ñòü ðîçâ’ÿçêó. Ïðè ³íøèõ çíà÷åííÿõ a ³ b ðîçâ’ÿçîê çàëèøàºòüñÿ îá-
ìåæåíèì ³ ÿâëÿºòüñÿ ñò³éêèì. Çðîáèìî ê³ëüêà çàóâàæåíü ÿê³ñíîãî õàðàêòå-
ðó. ßêùî b = 0 ³ a > 0, òî ðîçâ’ÿçîê â³äïîâ³äàº ïðîñòèì ãàðìîí³÷íèì êîëè-
âàííÿì. ßêùî b â³äì³ííå â³ä íóëÿ, àëå éîãî çíà÷åííÿ äîñèòü ìàëå, òàê ùî 
| 2 |b a , òî âèðàç  2 cos 2a b   çàëèøàºòüñÿ âåñü ÷àñ äîäàòíèì. Ó öüîìó 

âèïàäêó ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî ðîçâ’ÿçêè áóäóòü ïîä³áí³ äî ãàðìîí³÷íèõ 
ôóíêö³é. ßêùî b = 0, à a < 0, òî ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (11.148) ìàþòü íå êî-
ëèâàëüíèé õàðàêòåð ³ âèçíà÷àþòüñÿ åêñïîíåíö³éíîþ ôóíêö³ºþ, ÿêà íàðîñ-
òàº ç ÷àñîì . Òîìó, ÿêùî a < 0 àáî, ÿêùî | 2 |b a , òî ìíîæíèê ïðè  ñòàº 
â³ä’ºìíèì õî÷à á íà ÷àñòèí³ ïåð³îäó ñâîº¿ çì³íè. Ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî 
ïðè öüîìó ðîçâ’ÿçêè ó ïåâí³é ì³ð³ àíàëîã³÷í³ íåñò³éêèì åêñïîíåíö³àëüíèì 
ôóíêö³ÿì. Òàêèì ÷èíîì, ïîâåä³íêà ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ Ìàòüº (11.148) çà-
ëåæèòü â³ä çíà÷åíü êîåô³ö³ºíò³â a ³ b. Öåé ôàêò ³ëþñòðóº êàðòà äèíàì³÷íèõ 
ðåæèì³â (ðèñ. 11.30) íà ïëîùèí³ ïàðàìåòð³â (a, b), ÿêà âèçíà÷àº ìåæ³ 
íåñò³éêîñò³ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Ìàòüº. Êàðòèíà ñèìåòðè÷íà â³äíîñíî îñ³ a, 
îñê³ëüêè çíàê b ó ð³âíÿíí³ (11.148) íå ìàº çíà÷åííÿ. 

Çàøòðèõîâàí³ îáëàñò³ çì³íè ïàðàìåòð³â (a, b) º îáëàñòÿìè íåñò³éêîñò³. 
Âîíè ìàþòü âèãëÿä êëþâ³â, ðîçì³ùåíèõ â îêîë³ ðåçîíàíñíèõ ÷àñòîò

2a n  àáî 02
,

n


  1,2,3...n                    (11.150) 

Ïðè çíà÷åííÿõ ïàðàìåòð³â a ³ b ³ç çîíè íåñò³éêîñò³ âèïàäêîâå â³äõèëåííÿ 
ñèñòåìè â³ä ïîëîæåííÿ ð³âíîâàãè ïðèâîäèòü äî íàðîñòàííÿ àìïë³òóäè êî-
ëèâàíü, òîáòî ³ñíóº ïàðàìåòðè÷íèé ðåçîíàíñ. Íåçàøòðèõîâàí³ îáëàñò³ íà-
çèâàþòüñÿ çîíàìè ñò³éêîñò³. Â öèõ îáëàñòÿõ ó âèïàäêó êîíñåðâàòèâíî¿ ñèñ-
òåìè â³äáóâàºòüñÿ ñêëàäíèé íåçãàñàþ÷èé ïðîöåñ êîëèâàíü, à ïðè íàÿâíîñò³ 
äåìïô³ðóâàííÿ, ùî âëàñòèâå äëÿ âñÿêî¿ ðåàëüíî¿ ñèñòåìè, — çãàñàþ÷èé 
ïðîöåñ êîëèâàíü. Íà ìåæ³ ïîä³ëó îáëàñòåé ñò³éêîñò³ ³ íåñò³éêîñò³ ³ñíóº áà-
ëàíñ åíåðã³é, ùî â³äïîâ³äàº ÷èñòî ïåð³îäè÷íèì êîëèâàííÿì. Çðîçóì³ëî, ùî 
â ðåàëüíèé ñèñòåì³ óòðèìàòè òàêèé ðåæèì êîëèâàíü íåìîæëèâî, îñê³ëüêè 
íåçíà÷í³ çì³íè â óìîâàõ êîëèâàíü ïåðåòâîðÿòü ñèñòåìó  â  îáëàñòü àáî ñò³é-
êîñò³,  àáî íåñò³éêîñò³.  Âçàãàë³  ìåæ³ ì³æ îáëàñòÿìè ñò³éêîñò³ ³ íåñò³éêîñò³
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ìàþòü äîñèòü ñêëàäíèé âèãëÿä. Òà â ö³ëîìó, ðîçâ’ÿçîê ñò³éêèé ïðè a > 0 ³ 
| 2 |b a  ³ â îñíîâíîìó íåñò³éêèé ïîçà ö³ºþ îáëàñòþ. Ïðîòå ³ñíóþòü âóçüê³ 
îáëàñò³, â ÿêèõ ö³ çàãàëüí³ ì³ðêóâàííÿ âèÿâëÿþòüñÿ íåâ³ðíèìè, íàïðèê-
ëàä — îáëàñò³ íåñò³éêîñò³ äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü | |b  ïîáëèçó 2 2 21 , 2 , 3 ,...a 
ª òàêîæ âóçüê³ îáëàñò³ ñò³éêîñò³ ïðè â³ä’ºìíèõ a.

Îáëàñòü, ó ÿê³é n = 1 (a = 1), íàçèâàþòü ãîëîâíîþ îáëàñòþ íåñò³éêîñò³. 
Ç³ çá³ëüøåííÿì ìîäóëÿö³éíîãî êîåô³ö³ºíòà b  îáëàñòü íåñò³éêîñò³ ðîçøè-
ðþºòüñÿ. Òîìó ïàðàìåòðè÷íèé ðåçîíàíñ âèíèêàº íå ò³ëüêè ïðè â³äíîøåíí³ 
÷àñòîò  ³ 0 â³äïîâ³äíî äî òî÷íî¿ ð³âíîñò³ (11.150), à é â îêîë³ öüîãî 
â³äíîøåííÿ, ùî â³äð³çíÿº éîãî â³ä ðåçîíàíñó â ðåæèì³ çìóøåíèõ êîëèâàíü, 
ÿêèé â³äáóâàºòüñÿ ò³ëüêè ïðè  = 0. Çàçíà÷èìî, ùî øâèäê³ñòü íàðîñòàííÿ 
àìïë³òóäè êîëèâàíü ð³çíà äëÿ ð³çíèõ îáëàñòåé íåñò³éêîñò³, à âñåðåäèí³ 
êîæíî¿ îáëàñò³ çì³íþºòüñÿ â³ä ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ ïðè òî÷íîìó âèêî-
íàíí³ ÷àñòîòíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ (11.150) äî íóëÿ íà ìåæ³ îáëàñòåé.

Õàðàêòåðí³ äëÿ ð³âíÿííÿ Ìàòüº ðîçâ’ÿçêè çà ñâî¿ì âèãëÿäîì ìîæóòü áó-
òè äîñèòü ñêëàäíèìè. Äâà ïðèêëàäè òàêèõ ðîçâ’ÿçê³â, îòðèìàíèõ çà äîïî-
ìîãîþ ÅÎÌ, íàâåäåí³ íà ðèñ. 11.31. Êîæåí ç íèõ â³äïîâ³äàº ïî÷àòêîâèì 
óìîâàì 0,01; 0d d     ïðè t = 0. Ïðîàíàë³çóéòå ñàìîñò³éíî ãðàô³êè íà 
ðèñ. 11.31 òà âèçíà÷òå ïîëîæåííÿ òî÷êè ç êîîðäèíàòàìè (a, b) íà êàðò³ äè-
íàì³÷íèõ ðåæèì³â (ðèñ. 11.30).

Äëÿ êîíñåðâàòèâíî¿ ñèñòåìè â îáëàñò³ íåñò³éêîñò³ â³äáóâàºòüñÿ íåîáìå-
æåíå íàðîñòàííÿ àìïë³òóäè ïàðàìåòðè÷íèõ êîëèâàíü çà åêñïîíåíö³àëüíèì 
çàêîíîì. Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî âðàõóâàííÿ â ìàòåìàòè÷í³é ìîäåë³ ë³í³éíîãî 
äåìïô³ðóâàííÿ:

2

2 2 ( 2 cos(2 )) 0,
d d

a b
dd

   


                     (11.151)

íå ñòàá³ë³çóº íåñò³éê³ñòü, à ò³ëüêè çâóæóº ìåæ³ çîí íåñò³éêîñò³ (íà ðèñ. 11.30
âîíè ïîêàçàí³ øòðèõîâèìè ë³í³ÿ-
ìè). Îòæå, çà íàÿâí³ñòþ äåìïô³-
ðóâàííÿ àìïë³òóäà âïëèâó ïîâèííà 
ïåðåâèùóâàòè äåÿêå ïîðîãîâå çíà-
÷åííÿ, ÿêå çá³ëüøóºòüñÿ ç³ çðî-
ñòàííÿì íîìåðà ðåçîíàíñó. Ó òà-
êîìó ðàç³ ãîâîðÿòü, ùî íåñò³éê³ñòü 
ìàº ïîðîãîâèé õàðàêòåð.

Òóò ìîæíà çðîáèòè òàêå ö³êàâå 
çàóâàæåííÿ. ßêùî çàëèøèòè ïàðà-
ìåòðè ñèñòåìè íåçì³ííèìè ³ ïëàâ-

Ðèñ. 11.31. Ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ Ìàòüº 
ïðè ð³çíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòð³â à ³ b:
a — a = 1,0, b = 0,1; á — a = 1,2, b = 0,1
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íî çì³íþâàòè ò³ëüêè ÷àñòîòó ïàðàìåòðè÷íîãî âïëèâó , òî êîåô³ö³ºíò b áó-
äå ñòàëèì ³ íà êàðò³ äèíàì³÷íèõ ðåæèì³â (ðèñ. 11.30) óòâîðèòüñÿ ïðÿìà 
ë³í³ÿ, ïàðàëåëüíà îñ³ a òà â³ääàëåíà â³ä íå¿ íà â³äñòàíü b . Îñê³ëüêè ³ç 

çá³ëüøåííÿì  âåëè÷èíà a çìåíøóºòüñÿ, òî ïðè çðîñòàíí³ ÷àñòîòè òî÷êà 
ðóõàºòüñÿ âçäîâæ ïðÿìî¿ ñïðàâà íàë³âî (ïî÷èíàþ÷è ç a   ). Ó âèïàäêó 
êîíñåðâàòèâíî¿ ñèñòåìè â ïðîöåñ³ ðóõó òî÷êà ïåðåòèíàº íåñê³í÷åííó ê³ëü-
ê³ñòü îáëàñòåé ñò³éêîñò³ ³ íåñò³éêîñò³. Çà íàÿâíîñò³ â ñèñòåì³ äåìïô³ðóâàí-
íÿ ïðÿìà constb   ïåðåòèíàº ò³ëüêè ñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü îáëàñòåé íåñò³é-

êîñò³, òîìó íå âèêëþ÷åíî, ùî ïðè äîñèòü âåëèêîìó äåìïô³ðóâàíí³ âîíà 
ïîâí³ñòþ çàëèøèòüñÿ â çîí³ ñò³éêîñò³. Íàïðèêëàä, çã³äíî ç ðèñ. 11.30 ïðè 
êîåô³ö³ºíò³ b = 4 âèêëèêàòè â îñöèëÿòîð³ ïàðàìåòðè÷íèé ðåçîíàíñ, ùî 
â³äïîâ³äàº îáëàñòÿì ç 3n  , íåìîæëèâî.

Òàêèì ÷èíîì, çà íàÿâíîñò³ äåìïô³ðóâàííÿ êîëèâàííÿ îñöèëÿòîðà â îá-
ëàñò³ ñò³éêîñò³ áóäóòü çãàñàþ÷³, à â îáëàñò³ íåñò³éêîñò³, íåçâàæàþ÷è íà íà-
ÿâí³ñòü äåìïô³ðóâàííÿ, âîíè ìîæóòü íåîáìåæåíî íàðîñòàòè. Çðîçóì³ëî, ùî 
öå º íåô³çè÷íèì ðåçóëüòàòîì. 

Ç öèõ ì³ðêóâàíü âèïëèâàº, ùî íåë³í³éí³ñòü, ÿêó ìè äîñ³ íå âðàõóâàëè, 
â³ä³ãðàº ïðèíöèïîâó ðîëü ó òåîð³¿ ïàðàìåòðè÷íèõ êîëèâàíü. Ò³ëüêè âðàõó-
âàííÿ íåë³í³éíèõ åôåêò³â äîçâîëÿº â³äïîâ³ñòè íà ïèòàííÿ, ÿê çàê³í÷èòüñÿ 
ðîçâèòîê íåñò³éêîñò³ ïðîòÿãîì òðèâàëîãî ÷àñó, ³ âèçíà÷èòè õàðàêòåðèñòèêè 
ñòàëîãî ðåæèìó êîëèâàíü. Àíàëîã³÷íà ñèòóàö³ÿ ñïîñòåð³ãàëàñÿ ³ äëÿ àâòîêî-
ëèâàíü.

Ïðî îñîáëèâîñò³ äîñë³äæåííÿ ïàðàìåòðè÷íèõ êîëèâàíü ó íåë³í³éí³é 
ñèñòåì³ ìîæíà ä³çíàòèñÿ ç³ ñïåö³àëüíî¿ ë³òåðàòóðè [26, 38]. Ìè ëèøå çàçíà-
÷èìî, ùî â íåë³í³éíèõ ñèñòåìàõ íàâ³òü çà â³äñóòíîñò³ äåìïô³ðóâàííÿ, ÿê ³ 
ïðè ñèëîâîìó ðåçîíàíñ³ (äèâ. ïàðàãðàô 11.12), íå â³äáóâàºòüñÿ íåñê³í÷åí-
íîãî çðîñòàííÿ ïàðàìåòðè÷íî çáóäëèâèõ êîëèâàíü. Öå º íàñë³äêîì òîãî, 
ùî íåë³í³éíèì ñèñòåìàì âëàñòèâà íå³çîõðîíí³ñòü, òîáòî çàëåæí³ñòü âëàñíî¿ 
÷àñòîòè êîëèâàíü â³ä àìïë³òóäè. Öå ïðèâîäèòü äî âèõîäó ñèñòåìè ³ç çîíè 
ïàðàìåòðè÷íîãî ðåçîíàíñó; ³íøèìè ñëîâàìè, ïîðóøóþòüñÿ íåîáõ³äí³ ÷àñ-
òîòí³ ³ ôàçîâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ, à çâ³äñè ïðèïèíÿºòüñÿ íàäõîäæåííÿ åíåðã³¿ 
â ñèñòåìó ç³ ñòîðîíè ìåõàí³çìó, ùî çì³íþº ïàðàìåòð.

11.14.3. Ìàÿòíèê Êàïèö³

Òóò ðîçãëÿíåìî ö³êàâó çàäà÷ó ïðî ìîæëèâ³ñòü ñò³éêîñò³ âåðòè-
êàëüíîãî ïîëîæåííÿ ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà (ðèñ. 11.32). Çðîçóì³ëî, ùî, 
ïðè íåðóõîì³é îïîð³ öå ïîëîæåííÿ íåñò³éêå. Îäíàê êîëèâàííÿ òî÷êè 
ï³äâ³ñó ìàÿòíèêà çà ãàðìîí³÷íèì çàêîíîì ( ) cos( )y t A t  ìîæóòü ñïðèÿòè 
âèíèêíåííþ ó öüîìó ïîëîæåíí³ ñò³éêîñò³. Ïåðåêîíàºìîñÿ â öüîìó. Ùîá 
îòðèìàòè ð³âíÿííÿ ðóõó ìàÿòíèêà ó äàíîìó âèïàäêó, äîñèòü çì³íèòè çíàê 
ïåðåä ÷ëåíîì, ÿêèé ì³ñòèòü ó ñîá³ ïðèñêîðåííÿ g ó ð³âíÿíí³ (11.145). 
Â³äïîâ³äíî, êîåô³ö³ºíò a ó ð³âíÿíí³ (11.148) çì³íèòü çíàê, à ñàìå a 

 202 ,    ³íø³ âåëè÷èíè çàëèøàòüñÿ íåçì³ííèìè.

Çã³äíî ç êàðòîþ äèíàì³÷íèõ ðåæèì³â (ðèñ. 11.30) âåðõíº ïîëîæåííÿ ìà-
ÿòíèêà (êîëè a < 0) ìîæå áóòè ñò³éêèì. Òóò êîæíîìó çíà÷åííþ b â³äïîâ³äàº
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äåÿêà äîñèòü âóçüêà îáëàñòü çíà÷åíü a < 0, â ìåæàõ ÿêî¿ 
ñòàí ð³âíîâàãè ìàÿòíèêà ñò³éêèé. Íà ðèñ. 11.33 ïîêàçàíî 
ôðàãìåíò êàðòè ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà b (êîëè 
0 1b  ), ùî â³äïîâ³äàº íåâåëèêèì àìïë³òóäàì A êîëè-

âàíü òî÷êè ï³äâ³ñó ìàÿòíèêà. Íà ðèñ. 11.33 íàâåäåí³ íà-
áëèæåí³ ð³âíÿííÿ ë³í³é, ÿê³ ðîçä³ëÿþòü çîíè ñò³éêîñò³ ³ 
íåñò³éêîñò³. Òàêèì ÷èíîì, ó çîí³ ñò³éêîñò³ äëÿ ô³êñîâàíî-
ãî b ïàðàìåòð a çíàõîäèòüñÿ â ³íòåðâàë³ 2 / 2b a    1 –

2 / 8b b  .
Ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ àìïë³òóäè A, òîáòî ìàëèõ çíà-

÷åííÿõ ïàðàìåòðà b, ïðàâà íåð³âí³ñòü çàäîâîëüíÿºòüñÿ ïðè 
áóäü-ÿêèõ â³ä’ºìíèõ çíà÷åííÿõ a ³ ïðàêòè÷íî çàëèøàºòüñÿ 
îäíà íåð³âí³ñòü 2 2a b  , òîáòî 2 2a b . Ï³äñòàâëÿþ÷è â öþ íåð³âí³ñòü 

âèðàçè äëÿ a ³ b, îòðèìóºìî óìîâó ñò³éêîñò³ ó âèãëÿä³ 2A gl  .

Öÿ íåð³âí³ñòü âèçíà÷àº íèæí³é ð³âåíü ìàêñèìàëüíî¿ øâèäêîñò³ A êî-
ëèâàíü òî÷êè ï³äâ³ñó, ÿêà çàáåçïå÷óº ñò³éê³ñòü ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà. ßê 
áà÷èìî, âêàçàíà øâèäê³ñòü ïîâèííà ïåðåâèùóâàòè øâèäê³ñòü â³ëüíîãî 
ïàä³ííÿ ò³ëà ç âèñîòè, ùî äîð³âíþº äîâæèí³ ìàÿòíèêà.

Îñü ùî ïèøå ïðî öå ö³êàâå ÿâèùå Ï.Ë. Êàï³öà, []: “Äåìîíñòðàö³ÿ … 
ñò³éêîñò³ ìàÿòíèêà ç ï³äâ³ñîì, ÿêèé êîëèâàºòüñÿ, íå ìåíøå åôåêòèâíà, í³æ 
ÿâèùå ã³ðîñêîï³÷íî¿ ñò³éêîñò³ äçè´è…

Ìè ðåàë³çóâàëè öå çà äîïîìîãîþ ïðîñòîãî ïðèëàäó, ñõåìàòè÷íî çîáðà-
æåíîãî íà ðèñ. 11.34. Íà îñ³ íåâåëèêîãî åëåêòðîäâèãóíà 1 ç âåëèêîþ ê³ëü-
ê³ñòþ îáåðò³â (ìè âèêîðèñòîâóâàëè åëåêòðîäâèãóí â³ä øâåéíî¿ ìàøèíè) 
åêñöåíòðè÷íî íàñàäæåíî êóëüêîâèé ï³äøèïíèê 2; äî îáîéìè ï³äøèïíèêà 
ïðèºäíàíà òÿãà 3, ÿêà ñïðè÷èíÿº êîëèâàííÿ ó âàæ³ëÿ 4. Îäèí ê³íåöü âàæ³ëÿ 
4 îáåðòàºòüñÿ â íåðóõîì³é îïîð³, à íà ³íøèé — ï³äâ³øóºòüñÿ ñòðèæåíü ìà-
ÿòíèêà 5 òàê, ùîá â³í ì³ã â³ëüíî êîëèâàòèñÿ.

Êîëè ïðèëàä ïðèâåäåíî â ä³þ, 
ñòðèæåíü ìàÿòíèêà ïîâîäèòü ñåáå 
òàê, íåíà÷å äëÿ íüîãî ³ñíóº îñîá-
ëèâà ñèëà, ÿêà íàïðàâëåíà âçäîâæ 
îñ³ êîëèâàíü ï³äâ³ñó. Îñê³ëüêè ÷àñ-
òîòà êîëèâàíü ï³äâ³ñó âåëèêà, òî çî-
áðàæåííÿ ñòðèæíÿ ìàÿòíèêà ñïðè-
éìàºòüñÿ îêîì äåùî ðîçìèòèì, ³ êî-

Ðèñ. 11.33. Ôðàãìåíò êàðòè äèíàì³÷íèõ 
ðåæèì³â (pèñ. 11.30)

                                        
 Êàï³öà Ïåòðî Ëåîí³äîâè÷ (1894—1984) — ðîñ³éñüêèé ô³çèê, àêàäåì³ê ÀÍ ÑÐÑÐ 

(1939), ëàóðåàò Íîáåë³âñüêî¿ ïðåì³¿ (1978).
 Êàïèöà Ï.Ë. Äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ìàÿòíèêà ïðè êîëåáëþùåéñÿ òî÷êå ïîä-

âåñà // ÆÝÒÔ. — 1951. — 21. — Ñ. 588—601.

Ðèñ. 11.32. Ïðè-
êëàä ïåðåâåðíó-
òîãî ìàÿòíèêà
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ëèâàëüíîãî ðóõó íåïîì³òíî. Òîìó ÿâèùå ñò³é-
êîñò³ âèêëèêàº íåñïîä³âàí³ âðàæåííÿ. ßêùî íà 
ìàÿòíèê âïëèíóòè ïîøòîâõîì ó á³ê, òî â³í ïî÷-
íå ãîéäàòèñÿ ÿê çâè÷àéíèé ìàÿòíèê… Ö³ êîëè-
âàííÿ çãàñàþòü, ³ ìàÿòíèê ïðèõîäèòü ó âåðòè-
êàëüíå ïîëîæåííÿ”.

11.15. Ñèíõðîí³çàö³ÿ êîëèâàíü

11.15.1. Ñèíõðîí³çàö³ÿ — ôóíäàìåíòàëüíå
íåë³í³éíå ÿâèùå

Ñëîâî “ñèíõðîí³çàö³ÿ” ïîõîäèòü â³ä ãðåöüêîãî ñëîâà  —
îäíî÷àñíèé. Ðîçãëÿíåìî äåÿêó íåë³í³éíó äèñèïàòèâíó ñèñòåìó, ÿê³é âëà-
ñòèâèé ðåæèì ïåð³îäè÷íèõ àâòîêîëèâàíü. Îáðàçîì ñòàëîãî ðåæèìó ó ôà-
çîâîìó ïðîñòîð³ áóäå ãðàíè÷íèé öèêë — çàìêíåíà ôàçîâà òðàºêòîð³ÿ, äî 
ÿêî¿ íàáëèæàþòüñÿ âñ³ ³íø³ òðàºêòîð³¿. Ââåäåìî çîâí³øí³é ïåð³îäè÷íèé 
âïëèâ íà ñèñòåìó ç ÷àñîâèì ïåð³îäîì, ùî ïðèáëèçíî äîð³âíþº ïåð³îäó 
àâòîêîëèâàíü ñèñòåìè. Ïðè öüîìó ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ö³êàâå ÿâèùå: ó âèçíà-
÷åíîìó ³íòåðâàë³ ÷àñòîòè çîâí³øíüî¿ ñèëè êîëèâàííÿ ñèñòåìè ñèíõðîí³-
çóþòüñÿ ³ç çîâí³øí³ì âïëèâîì çà ÷àñòîòîþ, ïðè÷îìó òàêèé ÷àñòîòíèé ³í-
òåðâàë (ñìóãà ñèíõðîí³çàö³¿) òèì øèðøèé, ÷èì á³ëüøà ³íòåíñèâí³ñòü âïëèâó. 
Öåé åôåêò — ñèíõðîí³çàö³ÿ çîâí³øíüîþ ñèëîþ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ â ñèñòåìàõ 
íàéð³çíîìàí³òí³øî¿ ïðèðîäè [40] — â ðàä³îòåõí³÷íèõ ³ åëåêòðîííèõ ïðè-
ñòðîÿõ, ëàçåðàõ, ìåõàí³÷íèõ ñèñòåìàõ, êîëèâàëüíèõ õ³ì³÷íèõ ðåàêö³ÿõ, 
á³îëîã³÷íèõ îá’ºêòàõ.

Ïðèíöèïîâèì äëÿ ðîçóì³ííÿ åôåêòó ñèíõðîí³çàö³¿ º òå, ùî ïåð³îäè÷í³ 
àâòîêîëèâàííÿ õàðàêòåðèçóþòüñÿ â³ëüíîþ ôàçîþ, òîáòî çíà÷åííÿ ôàçè îäíà-
êîâî äîïóñòèì³ (äèâ. ï. 11.10.4). ßêùî íà ñèñòåìó, ÿêà âèêîíóº àâòîêîëè-
âàííÿ, âïëèíóòè ïîøòîâõîì, òî âîíà çíîâó ïîâåðíåòüñÿ â ðåæèì ñòàëèõ 
àâòîêîëèâàíü ç ò³ºþ æ àìïë³òóäîþ, àëå, âçàãàë³, ç ³íøîþ ôàçîþ. ßêùî 
³ñíóº ïåð³îäè÷íèé çîâí³øí³é âïëèâ, òî íàâ³òü ïðè éîãî ìàë³é àìïë³òóä³ 
çñóâ ôàçè, ùî âèíèêàº, ïîñòóïîâî íàêîïè÷óâàòèìåòüñÿ, ³ çà äåÿêèé ÷àñ ôà-
çà âèÿâèòüñÿ çíà÷íî çñóíóòîþ.

Äîö³ëüíî ï³äêðåñëèòè ñóòòºâó â³äì³íí³ñòü ì³æ çìóøåíèìè êîëèâàííÿìè 
³ ÿâèùåì ñèíõðîí³çàö³¿. Ìàãí³òíèé ìàÿòíèê ó çì³ííîìó ïîë³ åëåêòðîìàã-
í³òó êîëèâàºòüñÿ ç ÷àñòîòîþ ìàãí³òíîãî ïîëÿ. ßêùî öÿ ÷àñòîòà çì³íèòüñÿ,
òî çì³íèòüñÿ ³ ÷àñòîòà êîëèâàíü ìàÿòíèêà. Ïðîòå öåé âèïàäîê íå ìîæå áó-
òè íàçâàíèì ñèíõðîí³çàö³ºþ, îñê³ëüêè îäíà ç äâîõ âçàºìîä³þ÷èõ ñèñòåì, à 
ñàìå ìàÿòíèê, íå ìàº âëàñíîãî ðèòìó. Ä³éñíî, ÿêùî ìè çðóéíóºìî çâ’ÿçîê 
ì³æ ñèñòåìàìè, íàïðèêëàä, ðîçì³ñòèìî ìåòàëåâó ïëàñòèíó ì³æ åëåêòðî-
ìàãí³òîì ³ ìàÿòíèêîì, òî ç ÷àñîì ìàÿòíèê çóïèíèòüñÿ. Îòæå, íå áóâàº ñèí-
õðîí³çàö³¿ áåç íàÿâíîñò³ àâòîêîëèâàíü â ñèñòåì³.

ßêùî ìè ìàºìî äâ³ ñëàáêî çâ’ÿçàí³ àâòîêîëèâàëüí³ ñèñòåìè, òî ìîæíà 
ãîâîðèòè, ùî êîæíà ç íèõ çä³éñíþº çîâí³øí³é âïëèâ íà ³íøó. ßê íàñë³äîê, 

Ðèñ. 11.34. Ñõåìà ïðèëàäó 
äëÿ äîñë³ä³â ç ìàÿòíèêîì 
Êàï³öè
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ìîæå âèíèêíóòè òàêèé ñòàëèé ðåæèì, â ÿêîìó êîëèâàííÿ â îáîõ ñèñòåìàõ 
â³äáóâàþòüñÿ ñèíõðîííî ç îäí³ºþ ³ ò³ºþ ÷àñòîòîþ. Öå åôåêò âçàºìíî¿ ñèí-
õðîí³çàö³¿ çâ’ÿçàíèõ ñèñòåì.

Òóò òàêîæ ñë³ä îñîáëèâî ï³äêðåñëèòè, ùî ìîâà éäå ñàìå ïðî ñëàáêèé 
çâ’ÿçîê ì³æ àâòîêîëèâàëüíèìè ñèñòåìàìè. ßêùî çâ’ÿçîê íå ñëàáêèé, òî â³í 
íàêëàäàº ñèëüí³ îáìåæåííÿ íà ðóõ äâîõ ñèñòåì ³ ïðèðîäíî ðîçãëÿäàòè âñþ 
ñèñòåìó ÿê ºäèíó, íàïðèêëàä äâà ìàÿòíèêè ãîäèííèê³â, ÿê³ ç’ºäíàí³ æîðñò-
êèì çâ’ÿçêîì. Çðîçóì³ëî, ùî äîñèòü ñêëàäíî âèçíà÷èòè ìåæó ì³æ ñëàáêèì ³ 
ñèëüíèì çâ’ÿçêîì. Ñêàæ³ìî òàê, ùî ââåäåííÿ çâ’ÿçêó íå ïîâèííî ÿê³ñíî 
çì³íþâàòè ïîâåä³íêó êîæíî¿ ³ç âçàºìîä³þ÷èõ ñèñòåì ³ íå ïîâèííî ïîçáàâ-
ëÿòè ñèñòåìó ¿¿ ³íäèâ³äóàëüíîñò³. Ó îêðåìîìó âèïàäêó, ÿêùî îäíà ñèñòåìà 
ïåðåñòàº êîëèâàòèñÿ, òî öå íå ïîâèííî çàâàæàòè ³íø³é ñèñòåì³ ï³äòðèìóâà-
òè ñâ³é âëàñíèé ðèòì.

Îòæå, ÿêùî â äåÿêîìó åêñïåðèìåíò³ ìè áà÷èìî çì³íí³, ùî çì³íþþòüñÿ 
ó ÷àñ³ ñèíõðîííî, òî öå íå îáîâ’ÿçêîâî îçíà÷àº, ùî ìè ñïîñòåð³ãàºìî ñèí-
õðîí³çàö³þ. Ùîá íàçâàòè ÿâèùå ñèíõðîí³çàö³ºþ, ìè ïîâèíí³ áóòè ïåðåêî-
íàí³ ó òîìó, ùî:

 â³äáóâàºòüñÿ àíàë³ç ïîâåä³íêè àâòîêîëèâàëüíèõ ñèñòåì;
 ñèñòåìè ïðèëàøòîâóþòü ñâî¿ ðèòìè óíàñë³äîê ñëàáêî¿ âçàºìîä³¿.

Òàêèì ÷èíîì, îäíîãî ñïîñòåðåæåííÿ íåäîñòàòíüî, ùîá çðîáèòè âèñíîâîê 
ïðî íàÿâí³ñòü ñèíõðîí³çàö³¿. Ñèíõðîí³çàö³ÿ — öå ñêëàäíèé äèíàì³÷íèé ïðîöåñ, 
à íå ñòàí. Ó îáîõ âèïàäêàõ ñèíõðîí³çàö³¿ (çîâí³øí³é ³ âçàºìíèé) âèÿâëÿ-
þòüñÿ îäíàêîâ³ åôåêòè ñèíõðîí³çàö³¿, ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ äâîìà ìåõàí³çìàìè: 
çàõîïëåííÿì âëàñíèõ ÷àñòîò (³ â³äïîâ³äíî ôàç) àáî æ çàãëóøåííÿì îäí³º¿ ç 
âëàñíèõ ÷àñòîò âçàºìîä³þ÷èõ ñèñòåì. 

Âïåðøå åôåêò ñèíõðîí³çàö³¿ áóâ îïèñàíèé ó XVII ñòîë³òò³ Ãþéãåíñîì 
ñòîñîâíî ìåõàí³÷íèõ àâòîêîëèâàëüíèõ ñèñòåì — ìàÿòíèêîâèõ ãîäèííèê³â. 
Ïðî ñâîº â³äêðèòòÿ â³í ïèñàâ ó ëèñò³ äî áàòüêà â³ä 26 ëþòîãî 1665 ðîêó (äèâ. 
åï³ãðàô äî öüîãî ðîçä³ëó). ßê âèïëèâàº ç öüîãî ëèñòà, â³äêðèòòÿ ñèí-
õðîí³çàö³¿ áóëî çðîáëåíî ó òîé ÷àñ, êîëè Ãþéãåíñ áóâ õâîðèé ³ âèìóøåíèé 
áóâ çàëèøàòèñÿ ê³ëüêà äí³â ó ë³æêó, ñïîñòåð³ãàþ÷è çà äâîìà ãîäèííèêàìè, 
ùî âèñ³ëè íà ñò³í³. Ãþéãåíñ íå ò³ëüêè îïèñàâ ñàì åêñïåðèìåíò, à é äàâ ÷óäî-
âå ÿê³ñíå ïîÿñíåííÿ åôåêòó âçàºìíî¿ ñèíõðîí³çàö³¿ [40, ñ. 19—20].

“Äóæå âàæëèâî â³äçíà÷èòè, ùî êîëè ìè ï³äâ³ñèëè äâà… ãîäèííèêà äî 
îäí³º¿ ³ ò³º¿ æ äåðåâ’ÿíî¿ áàëêè (ðèñ. 11.35), îáèäâà ìàÿòíèêè ðóõàëèñÿ çàâ-
æäè ó ïðîòèëåæí³ áîêè, ³ êîëèâàííÿ òàê òî÷íî çá³ãàëèñÿ, ùî í³êîëè í³ íà 
ñê³ëüêè íå ðîçõîäèëèñÿ. Öîêàííÿ îáîõ ãîäèííèê³â áóëî ÷óòè â îäèí ³ òîé 
æå ìîìåíò. ßêùî öåé çá³ã øòó÷íî 
ïîðóøóâàëè, òî â³í ñàì â³ä-
íîâëþâàâñÿ  çà  êîðîòêèé  òåðì³í.

Ðèñ. 11.35. Îðèã³íàëüíèé ðèñóíîê Õð³ñ-
ò³àíà Ãþéãåíñà, ùî ³ëþñòðóº éîãî åêñïå-
ðèìåíòè ç äâîìà ìàÿòíèêîâèìè ãîäèí-
íèêàìè, ÿê³ ï³äâ³øåí³ äî ñï³ëüíî¿ áàëêè 
[40, ñ. 20]
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Ñïî÷àòêó ÿ áóâ âðàæåíèé öèì äèâíèì ÿâèùåì, àëå, íàðåøò³, ï³ñëÿ óâàæ-
íîãî äîñë³äæåííÿ çðîçóì³â, ùî ïðè÷èíîþ º íåïîì³òíèé ðóõ ñàìî¿ áàëêè. 
Êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà íàäàþòü äåÿêèé ðóõ ³ ñàìèì ãîäèííèêàì, ÿê³ á âàæ-
ê³ âîíè íå áóëè. À öåé ðóõ ïåðåäàºòüñÿ áàëö³, ³ ÿêùî ìàÿòíèêè ñàì³ íå 
ðóõàëèñÿ ó ïðîòèëåæíèõ íàïðÿìêàõ, òî òåïåð öå îáîâ’ÿçêîâî â³äáóäåòüñÿ, 
³ òîä³ ðóõ áàëêè ïðèïèíèòüñÿ. Ïðîòå öÿ ïðè÷èíà íå áóëà á äîñèòü åôåê-
òèâíîþ, ÿêáè õ³ä îáîõ ãîäèííèê³â íå áóâ ³ç ñàìîãî ïî÷àòêó äóæå 
îäíîð³äíèì òà óçãîäæåíèì”.

Òàêèì ÷èíîì, Ãþéãåíñ çðîçóì³â, ùî óçãîäæåí³ñòü ðèòìó äâîõ ãîäèí-
íèê³â áóëà âèêëèêàíà íåìîæëèâèìè äëÿ ñïðèéíÿòòÿ ðóõàìè áàëêè. Ó ñó-
÷àñí³é òåðì³íîëîã³¿ öå îçíà÷àº, ùî ãîäèííèêè áóëè ñèíõðîí³çîâàí³ ó ïðî-
òèôàç³ çà ðàõóíîê çâ’ÿçêó ÷åðåç áàëêó.

Ó ñåðåäèí³ XIX ñòîë³òòÿ Ðåëåé îïèñàâ ö³êàâå ÿâèùå ñèíõðîí³çàö³¿ â àêó-
ñòè÷íèõ ñèñòåìàõ [50, ò. 2, ñ. 216]: 

“Êîëè äâ³ îðãàíí³ òðóáè îäíàêîâî¿ âèñîòè ñòîÿòü ïîðó÷, òî âèíèêà-
þòü óñêëàäíåííÿ, ÿê³ íà ïðàêòèö³ íåð³äêî ñïðè÷èíÿþòü òðóäíîù³. Ó âè-
íÿòêîâèõ âèïàäêàõ òðóáè ìîæóòü ìàéæå ïðèìóñèòè çàìîâ÷àòè îäíà îä-
íó. Ïðîòå íàâ³òü êîëè ¿õ âçàºìîä³ÿ á³ëüø ïîì³ðíà, âîíà âñå-òàêè ìîæå 
ïðèçâåñòè äî òîãî, ùî ïðèìóñèòü òðóáè çâó÷àòè â óí³ñîí, ïîïðè íåìè-
íó÷ó ìàëó ð³çíèöþ”.

Ðåëåé ñïîñòåð³ãàâ íå ò³ëüêè âçàºìíó ñèíõðîí³çàö³þ, êîëè ð³çí³, àëå 
ïîä³áí³ ì³æ ñîáîþ, îðãàíí³ òðóáè ïî÷èíàþòü çâó÷àòè â óí³ñîí, à é åôåêò 
çãàñàííÿ êîëèâàíü, êîëè çâ’ÿçîê ïðèçâîäèòü äî çãàñàííÿ êîëèâàíü ó âçàº-
ìîä³þ÷èõ ñèñòåìàõ.

Íà ñüîãîäí³ åôåêò ñèíõðîí³çàö³¿ äîñë³äæåíî â ð³çíèõ ïðèñòðîÿõ: â³ä ìà-
ÿòíèêîâèõ ãîäèííèê³â äî ìóçè÷íèõ ³íñòðóìåíò³â, åëåêòðîííèõ ãåíåðàòîð³â, 
ñèëîâèõ åëåêòðè÷íèõ ïðèñòðî¿â ³ ëàçåð³â; âçàãàë³, äëÿ íüîãî çíàéäåíî áàãà-
òî çàñòîñóâàíü â ³íæåíåðí³é ñïðàâ³. Âåëèêå çíà÷åííÿ ìàº äîñë³äæåííÿ ñèí-
õðîí³çàö³¿ â á³îëîã³÷íèõ ñèñòåìàõ, äå âîíà çóñòð³÷àºòüñÿ íà ð³çíèõ ð³âíÿõ. 
Óÿâëåííÿ ïðî ñèíõðîí³çàö³þ äîçâîëÿº ïîÿñíèòè çîâñ³ì íåòðèâ³àëüí³ ³ íå-
çâè÷í³ ÿâèùà, òàê³ ÿê ï³äëàøòóâàííÿ á³îëîã³÷íèõ ðèòì³â æèâèõ ³ñòîò ï³ä 
çîâí³øí³é âïëèâ (íàïðèêëàä, äîáîâèé öèêë), ñèíõðîí³çàö³ÿ çàñâ³÷óâàííÿ 
ñêóï÷åííÿ ñâ³òëÿ÷ê³â, ãðà â óí³ñîí àíñàìáëþ ñêðèïàë³â, ñèíõðîí³çàö³ÿ îï-
ëåñê³â ïðè àïëîäóâàíí³ â òåàòð³ òîùî.

Ó ñó÷àñí³é íåë³í³éí³é äèíàì³ö³ âèçíà÷èâñÿ á³ëüø øèðîêèé ïîãëÿä íà 
ñèíõðîí³çàö³þ, í³æ ó êëàñè÷í³é òåîð³¿ êîëèâàíü. Òóò ìè ðîçãëÿäàºìî ò³ëüêè 
ïåð³îäè÷í³ àâòîêîëèâàííÿ. Àëå ç’ÿñóâàëîñÿ, ùî ìîæëèâ³ ³ á³ëüø ñêëàäí³ 
ðåæèìè àâòîêîëèâàíü, ó òîìó ÷èñë³ êâàç³ïåð³îäè÷í³ ³ íàâ³òü õàîòè÷í³. Çðî-
çóì³ëî, ùî ìîæëèâå âèíèêíåííÿ ð³çíèõ ñèòóàö³é. Òîìó ïðè îäíîíàïðàâëå-
íîìó çâ’ÿçêó ñèñòåì ìîæíà ãîâîðèòè ïðî ñèíõðîí³çàö³þ ñèñòåì çîâí³øí³ì 
ñèãíàëîì — ðåãóëÿðíèì àáî õàîòè÷íèì. Ïðè íàÿâíîñò³ âçàºìíîãî âïëèâó 
äâîõ ñèñòåì îäíà íà îäíó ìîæóòü âèíèêíóòè ð³çíîìàí³òí³ ðåæèìè âçàºìíî¿
ñèíõðîí³çàö³¿. Òà ö³ ïèòàííÿ âèõîäÿòü çà ìåæ³ íàøî¿ ïðàö³.
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11.15.2. Ñèíõðîí³çàö³ÿ ïåð³îäè÷íèõ àâòîêîëèâàíü
çîâí³øí³ì âïëèâîì 

Ó öüîìó ïóíêò³, â çàãàëüíèõ ðèñàõ, ðîçãëÿíåìî íàéïðîñò³øèé 
âèïàäîê ñèíõðîí³çàö³¿ — çàõîïëåííÿ ÷àñòîòè ïåð³îäè÷íèõ àâòîêîëèâàíü 
çîâí³øíüîþ ñèëîþ. Òàêèé îäíîíàïðàâëåíèé çâ’ÿçîê ì³æ àâòîêîëèâàëüíîþ 
ñèñòåìîþ ³ çîâí³øí³ì âïëèâîì — öå íå ò³ëüêè ñïðîùåííÿ, ÿêå äàº 
íàéá³ëüø ÿñíèé îïèñ åôåêòó ñèíõðîí³çàö³¿, à é ìîäåëü, ùî â³äïîâ³äàº áà-
ãàòüîì ðåàëüíèì ñèòóàö³ÿì. ßê ïðèêëàä ìîæíà íàâåñòè á³îëîã³÷íèé ãîäèí-
íèê, ÿêèé çàäàº öèðêàäíèé (â³ä ëàòèíñüêèõ ñë³â circa — áëèçüêî, dies —
äåíü, òîáòî áëèçüêî äîáîâèé) ðèòì êë³òèí ³ îðãàí³çì³â. Öåé ðèòì êåðóºòüñÿ 
ïåð³îäè÷íèì âïëèâîì, ùî âèíèêàº âíàñë³äîê îáåðòàííÿ Çåìë³ íàâêîëî 
ñâîº¿ îñ³ ³ íàâêîëî Ñîíöÿ. Çðîçóì³ëî, ùî òàêèé âïëèâ — îäíîíàïðàâëåíèé.

Ó ïàðàãðàô³ 11.11 áóëî ðîçãëÿíóòî ð³âíÿííÿ Ðåëåÿ (11.102), ÿêå ÿâëÿº 
ñîáîþ ìîäåëü àâòîêîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè ç íåë³í³éíîþ ñèëîþ òåðòÿ. Ó íüîìó 
íåë³í³éíèé äîäàòíèé îï³ð çàëåæèòü â³ä øâèäêîñò³ x . ßêùî òåïåð âèçíà÷è-
òè öþ ñêëàäîâó ÿê ôóíêö³þ óçàãàëüíåíî¿ êîîðäèíàòè õ, òî îòðèìàºìî ð³â-
íÿííÿ Âàí äåð Ïîëÿ:

 2 2
01 0.x x x x                                 (11.152)

Ìîäåë³ Ðåëåÿ (11.102) ³ Âàí äåð Ïîëÿ (11.152) — öå áàçîâ³ (òîáòî íàéá³ëüø 
ïðîñò³) ìîäåë³ àâòîêîëèâàëüíèõ ñèñòåì, ÿê³ ãåíåðóþòü êâàç³ãàðìîí³÷í³ êî-
ëèâàííÿ. Êð³ì òîãî, âîíè îïèñóþòü ö³ëèé ðÿä ìåõàí³÷íèõ, åëåêòðîííèõ ³ 
á³îëîã³÷íèõ ñèñòåì, â ÿêèõ ñïîñòåð³ãàþòüñÿ àâòîêîëèâàííÿ. Ðàçîì ç òèì 
âîíè º áàçîâèìè ìîäåëÿìè äëÿ äîñë³äæåííÿ åôåêò³â ñèíõðîí³çàö³¿ ÿê ïðè 
ä³¿ çîâí³øíüî¿ ïåð³îäè÷íî¿ ñèëè (âèìóøåíà ñèíõðîí³çàö³ÿ), òàê ³ ïðè âçàº-
ìîä³¿ äâîõ çâ’ÿçàíèõ ãåíåðàòîð³â (âçàºìíà ñèíõðîí³çàö³ÿ).

Äëÿ äîñë³äæåííÿ ñèíõðîí³çàö³¿ â ñèñòåìó çîâí³øíüîãî âïëèâó äîäàòêîâî 
ââåäåìî (11.152) ãàðìîí³÷íó çîâí³øíþ ñèëó ³ ðîçãëÿíåìî äèíàì³êó ïåð³î-
äè÷íî çáóäæóâàíîãî îñöèëÿòîðà Âàí äåð Ïîëÿ:

   2 2
01 cos ,x x x x a t                          (11.153)

äå a ³  — àìïë³òóäà ³ ÷àñòîòà çîâí³øíüî¿ ñèëè; 0 — âëàñíà ÷àñòîòà îñöè-
ëÿòîðà;  — ïàðàìåòð, ùî âèçíà÷àº ñòóï³íü íåë³í³éíîñò³ ³ ãëèáèíó çâîðîò-
íîãî çâ’ÿçêó â ñèñòåì³.

Íåõàé íåë³í³éí³ñòü â ñèñòåì³ ñëàáêà, òîáòî 0 <  << 1. Òîä³ ïðè a = 0 
àâòîêîëèâàííÿ â ñèñòåì³ áëèçüê³ äî ãàðìîí³÷íèõ. Òàêà ïîä³áí³ñòü äî 
ë³í³éíî¿ êîíñåðâàòèâíî¿ ñèñòåìè, à òàêîæ óìîâà ìàëî¿ àìïë³òóäè a
çîâí³øíüî¿ ñèëè òà áëèçüê³ñòü ÷àñòîò 0 ³  äîçâîëÿº âèêîðèñòàòè áóäü-
ÿêèé âàð³àíò ìåòîäó óñåðåäíåííÿ, íàïðèêëàä ìåòîä Âàí äåð Ïîëÿ [26, 36, 
38].

Çã³äíî ç ìåòîäîì Âàí äåð Ïîëÿ áóäåìî çíàõîäèòè ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 
(11.153) ó âèãëÿä³ êâàç³ãàðìîí³÷íîãî êîëèâàííÿ:

             1 1
Re exp exp exp ,

2 2
x t A t i t A t i t A t i t             (11.154)

                                        
 Âàí äåð Ïîëü (Van der Pol) Áàëòàçàð (1889—1959) — ãîëëàíäñüêèé ô³çèê.
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äå ç³ðî÷êà ïîçíà÷àº êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ; A(t) — êîìïëåêñíà àìïë³òóäà, 
ÿêà çì³íþºòüñÿ ïîâ³ëüí³øå, í³æ  exp i t . Ìîäóëü ³ àðãóìåíò ôóíêö³¿ A(t) 

âèçíà÷àþòü ïîâ³ëüí³ çì³íè àìïë³òóäè òà ôàçè êîëèâàíü. Ó çâ’ÿçêó ç öèì 
öåé ìåòîä íàçèâàþòü òàêîæ ìåòîäîì ïîâ³ëüíî¿ çì³íè àìïë³òóäè.

Äàë³ íåâàæêî âèçíà÷èòè, ùî 

         1
exp exp

2 2
i

x t A t i t A t i t
   

       1
exp exp .

2 2
i

A t i t A t i t
                  (11.155)

Çàçíà÷èìî, ùî çàì³ñòü îäí³º¿ çàëåæíî¿ çì³ííî¿ ïî ñóò³ ââåäåíî äâ³: A ³ A . 
Òîìó ì³æ öèìè âåëè÷èíàìè ìîæíà ââåñòè äîäàòêîâèé çâ’ÿçîê. Íåõàé

       exp exp 0.A t i t A t i t                      (11.156)

Òîä³ âèðàç (11.155) ñïðîùóºòüñÿ:

         exp exp .
2 2
i i

x t A t i t A t i t
                (11.157)

Ïðîäèôåðåíöþºìî (11.157), ç óðàõóâàííÿì (11.156) îòðèìàºìî

             
2 2

exp exp exp .
2 2

x t i A t i t A t i t A t i t
          (11.158)

Ï³äñòàâëÿþ÷è (11.254), (11.157), (11.158) â âèõ³äíå ð³âíÿííÿ (11.153) ³ 
ïîä³ëèâøè éîãî íà exp (it), ï³ñëÿ ðÿäó ïåðåòâîðåíü áóäåìî ìàòè òàêå 
ð³âíÿííÿ:

 2 2 2 2
0 0( ) ( ) exp 2

2 2 2
A A A

i A i t i       
       



     
2

3 2

exp 2 exp 2
8 8 8

A AA A A
i i t i i t i    

 

     

       
3

exp 2 exp 4 exp 2 .
2 8 2 2

AA a a
i i t i i t i t    

 
      



  (11.159)

Òåïåð óñåðåäíèìî ð³âíÿííÿ (11.159) çà ïåð³îäîì çîâí³øíüî¿ ñèëè T 
2 /  :

 
0

1
( ) .

T

t t dt
T

                                 (11.160)

Îñê³ëüêè A(t) — ôóíêö³ÿ, ùî çì³íþºòüñÿ ïîâ³ëüíî, òî ïðè óñåðåäíåíí³ ¿¿ 
ìîæíà âèíåñòè çà çíàê ³íòåãðàëà. Òîä³ øâèäêî îñöèëþþ÷³ ñêëàäîâ³ (òîáòî 
äîäàíêè, ùî ìàþòü êîìïëåêñí³ åêñïîíåíòè) ó ð³âíÿíí³ (11.159) ïåðåòâî-
ðÿòüñÿ íà íóëü ³ ÿê íàñë³äîê îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ
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2

2 2
0 .

2 8 2
A A A a

i A i i    


                 (11.161)

Ùîá çìåíøèòè ê³ëüê³ñòü ïàðàìåòð³â ââåäåìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ:
2 2
0 ,
2

 



  .
2
a

b


                           (11.162)

Ç óðàõóâàííÿì (11.162) ïîäàìî ð³âíÿííÿ (11.161) ó âèãëÿä³
2

.
2 8

A A
iA i A i b

 
      

 
                      (11.163)

Çàïèøåìî êîìïëåêñíó àìïë³òóäó ó âèãëÿä³       exp .A t B t i t  Òîä³ ³ç 

ð³âíÿííÿ (11.163) îòðèìàºìî

       3exp exp exp exp .
2 8

iB i B i i B i i B i b
            

 
   (11.164)

Ïîìíîæèâøè (11.164) íà exp (–i) òà âèä³ëèâøè ä³éñíó ³ óÿâíó ÷àñòèíè, 
îäåðæèìî ð³âíÿííÿ äëÿ ìèòòºâî¿ àìïë³òóäè B(t) ³ ìèòòºâî¿ ôàçè  (t):

2

1 sin ,
2 4
B B

B b
 

 
   

 
                        (11.165)

cos .
b
B

                                  (11.166)

Çàçíà÷èìî, ùî îòðèìàíà â íàáëèæåíí³ ïîâ³ëüíî¿ çì³íè àìïë³òóäè ³ ôà-
çè ñèñòåìà ð³âíÿíü (11.165), (11.166) ìîæå îïèñóâàòè êîëèâàëüíèé ïðîöåñ ó 
âèõ³äíîìó ð³âíÿíí³ (11.153) çà óìîâè, ùî 0,05b   [2, ñ. 97].

Ñèñòåìà äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü (11.165), (11.166) äîïóñêàº ïîäàëüøå 
àíàë³òè÷íå äîñë³äæåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ¿¿ ðîçâ’ÿçêîì º íåðóõîìà òî÷êà 

0, 0B     ³ âîíà ñò³éêà. Óìîâà 0B   îçíà÷àº ñòàëå ó ÷àñ³ çíà÷åííÿ àìï-

ë³òóäè (B(t) = const), à óìîâà 0  — ñòàëå çíà÷åííÿ ôàçè ((t) = const) 

êîìïëåêñíî¿ àìïë³òóäè       exp .A t B t i t  Òîä³ çã³äíî ç (11.154) ðîç-

â’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (11.153) áóäå    0 0cosx t B t   , äå B0 ³ 0 — ñòàë³. 

²íøèìè ñëîâàìè, íåðóõîì³é òî÷ö³ ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü
(11.165), (11.166) â³äïîâ³äàº ïåð³îäè÷íèé ðîçâ’ÿçîê âèõ³äíîãî ð³âíÿííÿ 
(11.153). Òàêèì ÷èíîì, ÷àñòîòà àâòîêîëèâàííÿ îñöèëÿòîðà (11.152) çì³-
íèòüñÿ ³ áóäå äîð³âíþâàòè ÷àñòîò³ çîâí³øíüî¿ ñèëè . Ïðè öüîìó àìïë³òóäà 
êîëèâàíü ó ÷àñ³ çì³íþâàòèñÿ íå áóäå. Àâòîêîëèâàëüíà ñèñòåìà “ï³äëàø-
òóºòüñÿ” çà ÷àñòîòîþ ³ â³äáóäåòüñÿ ðåàë³çàö³ÿ åôåêòó ïðèìóñîâî¿ ñèí-
õðîí³çàö³¿.

Ðîçðàõóíêè ïîêàçóþòü [26, 40], ùî íà ïëîùèí³ ïàðàìåòð³â (b,) 
(pèñ. 11.36) ³ñíóº îáëàñòü çíà÷åíü (îáëàñòü ñèíõðîí³çàö³¿), â ÿê³é íåðóõîìà òî÷-
êà º ñò³éêîþ, ùî â³äïîâ³äàº, ÿê ìè âæå çíàºìî, ïåð³îäè÷íîìó ðîçâ’ÿçêó âèõ³ä-
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Ðèñ. 11.36. Îáëàñòü ñèíõðîí³çàö³¿, àáî ÿçèê Àðíîëüäà 
(ñ³ðèé êîë³ð), íà ïëîùèí³ ïàðàìåòð³â (b,) 

íîãî ð³âíÿííÿ (11.153). Íà ìåæ³ ö³º¿ îáëàñò³ 
íåðóõîìà òî÷êà âòðà÷àº ñò³éê³ñòü, ³ ³ç íåðóõîìî¿ 
òî÷êè íàðîäæóºòüñÿ ãðàíè÷íèé öèêë, òîáòî ìàºìî 
ïåð³îäè÷íèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (11.165), (11.166). 
Öå îçíà÷àº, ùî íà ïëîùèí³ ïàðàìåòð³â ìè âèéø-
ëè ³ç îáëàñò³ ñò³éêîñò³, ³ â³äïîâ³äíî âèõ³äíå ð³â-
íÿííÿ (11.153) áóäå ìàòè äâî÷àñòîòíèé ðîçâ’ÿçîê. 
Ñï³ââ³äíîøåííÿ öèõ ÷àñòîò ìîæå áóòè äîâ³ëüíå, 

ó òîìó ÷èñë³ ³ððàö³îíàëüíå. Ó òàêîìó ðàç³ ìàºìî ñïðàâó íå ç ïåð³îäè÷íèì, à ç 
êâàç³ïåð³îäè÷íèì êîëèâàëüíèì ïðîöåñîì, ÿêèé íàçèâàþòü ðåæèìîì áèòòÿ
(äèâ. ïàðàãðàô 2.7). Íà ðèñ. 11.36 îáëàñòü ñèíõðîí³çàö³¿ âèä³ëåíà ñ³ðèì êîëüî-
ðîì, ¿¿ íàçèâàþòü ÿçèêîì Àðíîëüäà (çà ôîðìîþ íàãàäóº ÿçèê).

Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâ³ñòü ïîäàëüøîãî ñïðîùåííÿ àíàë³çó íàøî¿ çàäà÷³. 
ßê â³äçíà÷àëîñÿ, ïàðàìåòð íåë³í³éíîñò³  º ìàëîþ âåëè÷èíîþ ( << 1). Íå-
õàé àìïë³òóäà çîâí³øíüîãî âïëèâó b òàêîæ ìàëà âåëè÷èíà, ïðè÷îìó b <<
<<  << 1. Òîä³ ó íóëüîâîìó ïîðÿäêó çà b (òîáòî, â³äêèäàþ÷è äðóãèé äîäà-
íîê ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíÿííÿ (11.165)) âèçíà÷àºìî àìïë³òóäó ñòàëèõ 
( 0)B   êîëèâàíü B = 2 ³ ï³äñòàâëÿºìî ¿¿ â ð³âíÿííÿ (11.166). Òàêó 
ï³äñòàíîâêó ìîæíà çä³éñíèòè, îñê³ëüêè â³äïîâ³äíèé ÷ëåí ó ð³âíÿíí³ 
(11.166) ìàº ìíîæíèê b. ßê íàñë³äîê, îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ äëÿ îäí³º¿ 
çì³ííî¿ — ôàçè êîìïëåêñíî¿ àìïë³òóäè êîëèâàíü: 

cos .
2
b                                    (11.167)

Òàêå ñïðîùåííÿ äàº ìîæëèâ³ñòü, ó ìåæàõ çàçíà÷åíèõ ïðèïóùåíü, ëåãêî 
âèçíà÷èòè îáëàñòü ñò³éêîñò³  0   íà ïëîùèí³ ïàðàìåòð³â (b,). Çðî-

çóì³ëî, ùî âîíà âèçíà÷àºòüñÿ óìîâîþ < / 2b . ßêùî çàô³êñóâàòè àìïë³-

òóäó âïëèâó b ³ çì³íþâàòè éîãî ÷àñòîòó (òîáòî ïàðàìåòð ), òî ñèíõðî-
í³çàö³ÿ ³ñíóâàòèìå ó ³íòåðâàë³ çíà÷åíü â³äõèëåíü ÷àñòîò < / 2b , ÿê³ íàçè-

âàþòü ñìóãîþ ñèíõðîí³çàö³¿. ¯¿ øèðèíà, â ìåæàõ ïðèéíÿòèõ íàáëèæåíü, 
çá³ëüøóºòüñÿ ïðÿìî ïðîïîðö³éíî àìïë³òóä³ âïëèâó (äèâ. ðèñ. 11.36).

Íà çàâåðøåííÿ ïàðàãðàôà, ç ìåòîþ ³ëþñòðàö³¿ ïðàâîì³ðíîñò³ òàêîãî íà-
áëèæåíîãî àíàë³çó, âèêîíàºìî äåê³ëüêà ÷èñëîâèõ ðîçðàõóíê³â íà ÅÎÌ 
âèõ³äíîãî ð³âíÿííÿ (11.153). Íà ðèñ. 11.37 íàâåäåí³ ðåçóëüòàòè öüîãî ðîç-
â’ÿçêó ïðè  = 0,1, 2

0 1  , /(2 ) 0,04b a    ³ ð³çíèõ ÷àñòîòàõ çîâí³øíüîãî 

âïëèâó . Îòæå, ðèñ. 11.37,à â³äïîâ³äàº ðåæèìó ñèíõðîí³çàö³¿, à 11.37, 
á,â — ðåæèìó áèòòÿ. Íà ðèñ. 11.37, á,â, äå ìàºìî ðåæèì áèòòÿ, ìîæíà ñïî-
ñòåð³ãàòè ïîñòóïîâå çìåíøåííÿ ïåð³îäó áèòòÿ ïðè çá³ëüøåíí³ â³äõèëåííÿ . 
Çã³äíî ç ðèñ. 11.36 ÷èñëîâ³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â b ³ , ùî â³äïîâ³äàþòü 
ðîçðàõóíêàì íà ðèñ. 11.37, à, çíàõîäÿòüñÿ âñåðåäèí³ ÿçèêà Àðíîëüäà, à äëÿ 
³íøèõ ðîçðàõóíê³â — ïîçà îáëàñòþ ñèíõðîí³çàö³¿.
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Ðèñ. 11.37. ×èñëîâèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Âàí äåð Ïîëÿ (11.153) ïðè  = 0,1; 2
0 1;  b = 

= 0,04 ³ ð³çíèõ ÷àñòîòàõ çîâí³øíüîãî âïëèâó /0: 

à — 1,015; á — 1,025;  â — 1,035. Íà îñ³ àáñöèñ â³äêëàäåíèé íîðìîâàíèé ÷àñ t/T, 2 /T  

11.16. Çàäà÷³

11.1. Ìàñà m  êîëèâàºòüñÿ íà ïðóæèí³, äëÿ ÿêî¿ çàëåæí³ñòü 

ïðóæíî¿ ñèëè â³ä äåôîðìàö³¿ ìàº âèãëÿä 3F kx cx  , äå k ³ c — äîäàòí³ 
êîåô³ö³ºíòè. Ïîáóäóéòå ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè. Ó ÷îìó éîãî â³äì³íí³ñòü 
â³ä ôàçîâîãî ïîðòðåòà â³äïîâ³äíî¿ ë³í³éíî¿ ñèñòåìè? Óêàæ³òü îáëàñòü íà ôà-
çîâ³é ïëîùèí³, â ìåæàõ ÿêî¿ ñèñòåìó ìîæíà ââàæàòè ë³í³éíîþ.

11.2. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà  îñöèëÿòîð sin 0x x x     áóäå 
ìàòè â ïî÷àòêó êîîðäèíàò ñò³éêèé ôîêóñ, à ïðè ÿêèõ — ñò³éêèé âóçîë?
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11.3. Ïðîâåä³òü äîñë³äæåííÿ ð³âíÿííÿ ìàÿòíèêà sin 0    çà äîïîìî-
ãîþ ÅÎÌ. Îòðèìàéòå çàëåæíîñò³ (t) ³ ( )t  äëÿ ð³çíèõ àìïë³òóä êîëèâàíü 
0, ïîáóäóéòå â³äïîâ³äí³ òðàºêòîð³¿ íà ôàçîâ³é ïëîùèí³.

11.4. Çà äîïîìîãîþ ìîäåë³ ìàÿòíèêà ó âèãëÿä³ îñöèëÿòîðà ç êóá³÷íîþ 
íåë³í³éí³ñòþ, îö³í³òü êóòîâó àìïë³òóäó êîëèâàíü ìàÿòíèêà, äëÿ ÿêî¿ ïåð³îä 
íà 1% â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä çíà÷åííÿ, ùî äàº ë³í³éíà òåîð³ÿ.

11.5. Âèçíà÷òå ïåð³îä ìàëèõ êîëèâàíü ìàñè m, ÿêà ðóõàºòüñÿ âçäîâæ îñ³ 
Ox, ÿêùî çàëåæí³ñòü ïîòåíö³àëüíî¿ åíåðã³¿ â³ä êîîðäèíàòè x ìàº âèãëÿä 

   30 / 3 /U x U x l x l    .

Âêàç³âêà: ðîçêëàä³òü ïîòåíö³àëüíó åíåðã³þ â ðÿä Òåéëîðà ïîáëèçó 
ì³í³ìóìó, çàëèøàþ÷è ïðè öüîìó äâà íå ð³âíèõ íóëþ ÷ëåíè ðÿäó.

Â³äïîâ³äü:  2
02 / 6ml U .

11.6. Âèçíà÷òå ç òî÷í³ñòþ äî ÷èñëîâî¿ ñòàëî¿ ïåð³îä êîëèâàíü ìàñè m , 

ÿêùî ïîòåíö³àëüíà åíåðã³ÿ   n
U x k x , n > 1. Ïîêàæ³òü, ùî êîëèâàííÿ 

áóäóòü ³çîõðîííèìè ò³ëüêè ïðè n = 2. ßê çì³íþºòüñÿ ïåð³îä êîëèâàíü äëÿ 
ð³çíèõ n , ÿêùî àìïë³òóäà êîëèâàíü ïðÿìóº äî íóëÿ. 

Â³äïîâ³äü: ïðè 1 < n < 2 ïåð³îä êîëèâàíü çìåíøóºòüñÿ, à ïðè n > 2 
çá³ëüøóºòüñÿ çà óìîâè, ùî àìïë³òóäà êîëèâàíü ïðÿìóº äî íóëÿ.

11.7. Ó ïðàö³ [24, ñ. 52] îïèñàíèé òàêèé äîñë³ä. Â³çüì³òü äâà êàìåðòîíà, 
ÿê³ â³äïîâ³äàþòü äâîì íîòàì ç ÷àñòîòàìè 440 ³ 523 Ãö. Çáóäæóþ÷è ¿õ, ìîæíà 
ïî÷óòè íå ò³ëüêè ö³ äâ³ íîòè, à é êîëèâàííÿ, ÿêå áëèçüêå äî òðåòüî¿ íîòè ç 
÷àñòîòîþ 349 Ãö. Öå ÿâèùå ïîâ’ÿçàíå ç íåë³í³éí³ñòþ ñëóõó. ßêèé õàðàêòåð 
íåë³í³éíîñò³ âèÿâëÿºòüñÿ â öüîìó äîñë³ä³?

Â³äïîâ³äü: êóá³÷íèé. 

11.8. Äîñë³ä³òü ñò³éê³ñòü ìàëèõ êîëèâàíü ìàÿòíèêà (ðèñ. 11.29) ïðè  = 
= 10 ñ–1, l = 0,5 ì, A = 10 ìì.

Â³äïîâ³äü: ó äàíîìó âèïàäêó ïàðàìåòðè (11.149) ñòàíîâëÿòü 0,784a  , 
b = 0,04; îòæå, çã³äíî ç ðèñ. 11.30 êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà ñò³éê³.

11.9. Çíàéä³òü íàéìåíøó ÷àñòîòó fmin, ïðè ÿê³é ïåðåâåðíóòèé ìàÿòíèê 
(ðèñ. 11.32) ñò³éêèé, ÿêùî l = 0,2 ì, A = 5 ìì.

Â³äïîâ³äü: min 63f  Ãö.

11.10. Ìàñà m  ï³äâ³øåíà íà ñòðóí³ äîâæèíîþ 2l. Äîñë³ä³òü ñò³éê³ñòü 
ìàëèõ âåðòèêàëüíèõ êîëèâàíü ìàñè ïðè çì³í³ íàòÿãó ñòðóíè çà çàêîíîì 

 0 1 cosF F F t  . Ìàñîþ ñòðóíè ³ ¿¿ ðîçòÿãîì íåõòóâàòè. Çàäàíî F0 = 20 Í, 

F1 = 10 Í,  = 25 ñ–1, m = 0,25 êã, l = 0,2 ì.

Â³äïîâ³äü: ð³âíÿííÿ ðóõó êîëèâàíü ìàñè   0 12 cos 0
x

mx F F t
l

   . 

Éîãî ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó ð³âíÿííÿ Ìàòüº (11.148) ç ïàðàìåòðàìè 
2

022
5,12

F
a

ml
   
 

, 
2

12
1,28

F
b

ml
   
 

. Çã³äíî ç ðèñ. 11.30 êîëèâàííÿ ìàñè 

ÿâëÿþòüñÿ ñò³éêèìè.
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ÍÅË²Í²ÉÍ² ÅÔÅÊÒÈ
Â ÀÊÓÑÒÈ×ÍÈÕ ÏÎËßÕ

Øòîðìèò âåñü âå÷åð, à ïîêà
çàïëàòû ïåííûå ëàòàþò
ðàçîðâàííûå øâû ïåñêà,
ß íàáëþäàþ ñâûñîêà,
Êàê âîëíû ãîëîâû ëîìàþò.

Â.Ñ. Âûñîöêèé

12.1. Íåë³í³éíà àêóñòèêà ÿê ðîçä³ë ô³çèêè
íåë³í³éíèõ õâèëü

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçä³ë³ áóëà îòðèìàíà ïîâíà ñèñòåìà ð³âíÿíü 
àêóñòèêè ³äåàëüíîãî ñåðåäîâèùà. Öÿ ñèñòåìà ð³âíÿíü âèÿâèëà-
ñÿ íåë³í³éíîþ, àëå, áåðó÷è äî óâàãè ìàë³ñòü àìïë³òóäè çâóêî-
âèõ õâèëü, áóëà ïðîâåäåíà ¿¿ ë³íåàðèçàö³ÿ, ï³ä ÷àñ ÿêî¿ ââàæà-
ëîñÿ, ùî â³äíîñí³ çáóðåííÿ ïî÷àòêîâîãî ñòàíó ñåðåäîâèùà —
öå ìàë³ âåëè÷èíè ïîðÿäêó  (òóò  — äåÿêèé ìàëèé ïàðàìåòð):

0

0 0

,
  


 
 
  0

0 0

.
P PP

P P



 

Çà öèõ óìîâ øâèäê³ñòü v º ìàëîþ âåëè÷èíîþ ïîðÿäêó  ïî-
ð³âíÿíî ç³ øâèäê³ñòþ çâóêà ñ0, òîáòî v/ñ0  . Íàãàäàºìî, ùî 0

³ Ð0 — ãóñòèíà ³ òèñê â íåçáóðåíîìó ñåðåäîâèù³, à 0c 

0 0P  , äå  = CP/Cv äëÿ ãàç³â ³ åìï³ðè÷íà ñòàëà äëÿ ð³äèí.

Ó ë³í³éí³é òåîð³¿ ïàðàìåòðè ïëîñêî¿ çâóêîâî¿ õâèë³ âèçíà-
÷àþòüñÿ îäèí ç îäíîãî çàâäÿêè ôîðìóëàì

2
0 0 0, ,

p
c p c  

v
                    (12.1)

ùî îáóìîâëþº ïðîñòèé ë³í³éíèé çâ’ÿçîê ì³æ íèìè:

2
0 0 0 0

1.
p

c c




 
   v

                     (12.2)

Ó ã³äðîäèíàì³ö³ [29] â³äíîøåííÿ øâèäêîñò³ ïîòîêó äî 
øâèäêîñò³ çâóêó íàçèâàþòü ÷èñëîì Ìàõà. Çã³äíî ç òåðì³íîëîã³ºþ 
â àêóñòèö³ â³äíîøåííÿ àìïë³òóäè êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ v0 çâó-

                                        
 Âèñîöüêèé Âîëîäèìèð Ñåìåíîâè÷ (1938—1980) — ðîñ³éñüêèé ïîåò, 

àêòîð, àâòîð ³ âèêîíàâåöü ï³ñåíü.
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êîâî¿ õâèë³ äî øâèäêîñò³ çâóêó ñ0 íàçèâàþòü àêóñòè÷íèì ÷èñëîì Ìàõà* äëÿ 
õâèë³ ç ÷àñòîòîþ , òîáòî Ì = v0/ñ0. Äëÿ âèõ³äíî¿ ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³ ïèøóòü 
òàêîæ Ì, ï³äêðåñëþþ÷è òèì ñàìèì, ùî ìîâà éäå ïðî àêóñòè÷íå ÷èñëî 
Ìàõà äëÿ õâèë³ ç ÷àñòîòîþ . Íàäàë³ áóäåìî êàçàòè êîðîòêî — ÷èñëî Ìàõà. 
Îòæå, çã³äíî ç (12.2) ñòóï³íü ìàëèçíè âåëè÷èí  ³ ð â³äíîñíî ïàðàìåòð³â 
íåçáóäæóâàíîãî ñåðåäîâèùà 0, Ð0 âèçíà÷àºòüñÿ ÷èñëîì Ìàõà. Çàçíà÷èìî, 
ùî äëÿ íåë³í³éíèõ çâóêîâèõ õâèëü òèïîâèìè º âåëè÷èíè Ì = 10–4…10–2, 
òîáòî, ä³éñíî, Ì << 1. Íàïðèêëàä, íà “áîëüîâîìó ïîðîç³”, êîëè ñëóõîâå ñïðèé-
íÿòòÿ çâóêó ëþäèíîþ ñóïðîâîäæóºòüñÿ áîëüîâèì â³ä÷óòòÿì, àìïë³òóäè çâó-
êîâîãî òèñêó ³ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ ïðèáëèçíî ñòàíîâëÿòü 200 Ïà ³ 
0,5 ì/ñ. Öå â³äïîâ³äàº ÷èñëó Ì  10–3.

ßêùî ïîâåðíóòèñÿ äî ïàðàãðàôà 4.1, òî ìîæíà ïîáà÷èòè (äèâ. ïîð³â-
íÿëüíèé àíàë³ç âåëè÷èí v/t ³ vv/x), ùî â õîä³ ïðîöåñó ë³íåàðèçàö³¿ 
ð³âíÿíü àêóñòèêè ÷ëåíè, ÿê³ â³äêèäàþòüñÿ, ñï³ââ³äíîñÿòüñÿ äî òèõ, ùî ëè-
øèëèñÿ, ÿê Ì : 1. Çðîçóì³ëî, ùî ïîõèáêà ïðè ë³íåàðèçàö³¿ áóäå òèì ìåíøà, 
÷èì ìåíøå ÷èñëî Ìàõà. Ïðîòå, ÿê ïðàâèëî, öÿ ïîõèáêà íàêîïè÷óºòüñÿ, ³ 
òîìó ïðè äîâ³ëüíîìó çíà÷åíí³ Ì çâóêîâà õâèëÿ ïðè ïîøèðåíí³ ïîñòóïîâî 
çì³íþºòüñÿ ïîð³âíÿíî ç õâèëåþ, ÿêà º ðîçâ’ÿçêîì ë³í³éíî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü 
àêóñòèêè. Äëÿ äóæå ìàëèõ Ì çâóêîâà õâèëÿ ìîæå çãàñíóòè ïåðø í³æ ñòàíå 
ïîì³òíîþ çì³íà ôîðìè çâóêîâî¿ õâèë³. Ïðîòå øâèäê³ñòü íàêîïè÷åííÿ ïî-
õèáêè çðîñòàº ðàçîì ç àìïë³òóäîþ õâèë³. Òîìó, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêèõ çíà-
÷åíü ÷èñëà Ìàõà, çì³íà õâèë³ ñòàº ñóòòºâîþ íàâ³òü ïðè íàÿâíîñò³ ïîãëè-
íàííÿ. Ó òàêèõ âèïàäêàõ ãîâîðÿòü ïðî õâèëþ ñê³í÷åííî¿ àìïë³òóäè (àáî íå-
ë³í³éíó õâèëþ), â òîé ÷àñ ÿê ïðè äîñë³äæåíí³ ë³í³éíî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü àêó-
ñòèêè ãîâîðÿòü ïðî õâèëþ íåñê³í÷åííî ìàëî¿ àìïë³òóäè (àáî ë³í³éíó õâèëþ).

Ó çàäà÷àõ ë³í³éíî¿ àêóñòèêè âèêîíóºòüñÿ ïðèíöèï ñóïåðïîçèö³¿, à îò-
æå õâèë³ íå âçàºìîä³þòü ì³æ ñîáîþ ³ ïîøèðþþòüñÿ íåçàëåæíî. Öå ïðÿ-
ìèé íàñë³äîê ë³í³éíîñò³ ñèñòåìè ð³âíÿíü àêóñòèêè. ßêùî áðàòè çà îñíîâó 
íåë³í³éíó ñèñòåìó ð³âíÿíü, òî ïåðåñòàº ñïðàâäæóâàòèñÿ ïðèíöèï ñóïåðïî-
çèö³¿ ³ âèíèêàº âåëèêà ê³ëüê³ñòü òàê çâàíèõ íåë³í³éíèõ åôåêò³â. Äî íèõ 
ìîæíà â³äíåñòè çì³íó ôîðìè ïî÷àòêîâî¿ ñèíóñî¿äàëüíî¿ õâèë³ íà ïèëêî-
ïîä³áíó, âèíèêíåííÿ êîìá³íàö³éíèõ ÷àñòîò (ó âèïàäêó ïîøèðåííÿ ê³ëü-
êîõ õâèëü), íåë³í³éíå ïîãëèíàííÿ, ð³çí³ ïàðàìåòðè÷í³ åôåêòè, ðîçñ³þâàí-
íÿ çâóêîâèõ õâèëü îäíà íà îäí³é, àêóñòè÷í³ òå÷³¿, ðàä³àö³éíèé òèñê, êàâ³-
òàö³ÿ òà áàãàòî ³íøîãî. Âñå öå êîëî ïèòàíü ïðèéíÿòî íàçèâàòè íåë³í³éíîþ 
àêóñòèêîþ.

Íåë³í³éíó àêóñòèêó ìîæíà â³äíåñòè äî òèõ âàæëèâèõ ðîçä³ë³â ô³çèêè 
íåë³í³éíèõ õâèëü, ÿê³ ìàþòü äàâíþ ³ñòîð³þ ³ ðàçîì ç òèì ïåðåæèâàþòü çà-
ðàç íîâèé ïåð³îä ³íòåíñèâíîãî ðîçâèòêó. Çðîñòàííÿ ³íòåðåñó äî íåë³í³éíèõ 
àêóñòè÷íèõ ÿâèù ïî÷àëîñÿ ó 1960-õ ðîêàõ, ³ íà òî º âàãîì³ ïðè÷èíè. Ïåðåä-
óñ³ì, öå ðîçâèòîê îá÷èñëþâàëüíî¿ òåõí³êè, ÿêèé äîçâîëèâ îòðèìàòè ÷èñëîâ³ 
ðîçâ’ÿçêè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ùî îïèñóþòü ïîøèðåííÿ õâèëü â 
ð³çíèõ ñåðåäîâèùàõ.

Äðóãèì ïîøòîâõîì ñòàëî ñòâîðåííÿ ïîòóæíîãî ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó, 
ùî äîçâîëèâ, â ïðèíöèï³, âèçíà÷èòè òî÷íèé àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê ðÿäó 
íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ.

                                        
* Ìàõ (Mach) Åðíñò (1838—1916) — àâñòðàë³éñüêèé ô³çèê ³ ô³ëîñîô.
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Òðåò³é âàæëèâèé ôàêòîð — öå øèðîê³ åêñïåðèìåíòàëüí³ ìîæëèâîñò³ 
íåë³í³éíî¿ àêóñòèêè. Ð³÷ ó òîìó, ùî àêóñòè÷í³ õâèë³, äîâæèíè ÿêèõ äîñòàò-
íüî ìàë³ ïðè â³äíîñíî íåâåëèêèõ ÷àñòîòàõ ³ äëÿ ÿêèõ ïîòð³áí³ ð³âí³ íåë³-
í³éíîñò³, ÿê³ äîñèòü ëåãêî îòðèìàòè ó ïîâ³òð³ ³ âîä³, òîìó âîíè âèÿâëÿþòüñÿ 
çðó÷íèì îá’ºêòîì äëÿ ô³çè÷íîãî åêñïåðèìåíòó.

Çàãàëîì äîñë³äæåííÿ ç íåë³í³éíî¿ àêóñòèêè íàáóâàþòü âñå á³ëüøîãî 
ïðàêòè÷íîãî çíà÷åííÿ, ïðè÷îìó êîëî òàêèõ ïðîáëåì íèí³ ñóòòºâî ðîçøè-
ðèëîñÿ. ßê ïðèêëàä çàçíà÷èìî âèêîðèñòàííÿ íåë³í³éíèõ åôåêò³â ïîøè-
ðåííÿ çâóêó â ïðèëàäàõ íåðóéí³âíîãî êîíòðîëþ, ÿê³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ â 
ïðîìèñëîâîñò³ ³ ìåäèöèí³. Ó ïðèëàäàõ ç ìàëîþ ³íòåíñèâí³ñòþ çâóêó, äå 
ïðîöåñ âçàºìîä³¿ çâóêîâèõ õâèëü ç ñåðåäîâèùåì º ë³í³éíèì, âèêîðèñòî-
âóºòüñÿ îäíà óí³êàëüíà âëàñòèâ³ñòü çâóêîâèõ õâèëü — ¿õ ìîæëèâ³ñòü ïðî-
íèêàòè íà äîñèòü âåëèêó ãëèáèíó. Àêóñòè÷íà “ïðîçîð³ñòü” ìàòåð³àëó ³ 
á³îòêàíèíè äîçâîëÿº óëüòðàçâóêó (çàçâè÷àé öå ÷àñòîòè â ä³àïàçîí³ â³ä 
500 êÃö äî 15 ÌÃö) “ç÷èòóâàòè” â ñåðåäîâèù³ íåîáõ³äíó ³íôîðìàö³þ ³ ïå-
ðåíîñèòè ¿¿ â ïðèéìàëüíèé ïðèñòð³é, äå â³äáóâàºòüñÿ îáðîáêà ðîçñ³ÿíî¿ 
õâèë³ àáî ïðîíèêíî¿ êð³çü ñåðåäîâèùå õâèë³. Îñòàíí³ì ÷àñîì ó ïðîìèñëî-
âîñò³, áóä³âíèöòâ³, ãåîô³çèö³ ³ ìåäèöèí³ âñå á³ëüøó óâàãó ïðèâåðòàþòü 
íåë³í³éí³ ìåòîäè íåðóéí³âíîãî êîíòðîëþ ³ ä³àãíîñòèêè. Ö³ ìåòîäè â³äêðè-
âàþòü ïðèíöèïîâî íîâ³ ìîæëèâîñò³ äëÿ îòðèìàííÿ ³íôîðìàö³¿ ïðî âëà-
ñòèâîñò³ ñåðåäîâèùà. Íåë³í³éíà ä³àãíîñòèêà âèêîðèñòîâóº âëàñòèâ³ñòü 
àêóñòè÷íî¿ õâèë³ “çàïàì’ÿòàòè” âëàñòèâîñò³ ñâîãî “ïàðòíåðà” — ³íøî¿ 
õâèë³, ç ÿêîþ âîíà ïåðåòèíàºòüñÿ â äåÿê³é ñê³í÷åíí³é îáëàñò³ ïðîñòîðó, à 
òàêîæ “çàïàì’ÿòàòè” ô³çè÷í³ ïàðàìåòðè òîãî îá’ºìó ñåðåäîâèùà, äå âèíèê 
ïåðåòèí õâèëü. Äî äðóãî¿ ãðóïè íåë³í³éíèõ àêóñòè÷íèõ ìåòîä³â, ÿê³ âèêî-
ðèñòîâóþòüñÿ â á³îëîã³¿ ³ ìåäèöèí³, ìîæíà â³äíåñòè “ñèëîâèé” âïëèâ çâó-
êîâî¿ õâèë³ çíà÷íî¿ ïîòóæíîñò³. Ïðèêëàäàìè º òàê³ îáëàñò³, ÿê óëüòðàçâó-
êîâà òåðàï³ÿ ³ õ³ðóðã³ÿ.

Âçàãàë³ ê³ëüê³ñòü íàóêîâèõ ïðàöü, ïðèñâÿ÷åíèõ ïèòàííÿì íåë³í³éíî¿ 
àêóñòèêè, íå çìåíøóºòüñÿ. Áàãàòî ö³êàâî¿ ³íôîðìàö³¿ ùîäî íåë³í³éíî¿ 
ä³àãíîñòèêè ìîæíà çíàéòè â îãëÿä³ [42]; äîäàòêîâîìó âèïóñêó “Àêóñòè÷åñ-
êîãî æóðíàëà” (2005 ð.), ïðèñâÿ÷åíîìó ñóì³æíèì ïèòàííÿì àêóñòèêè ³ 
ãåîô³çèêè.

Îòæå, æèòòÿ, ä³éñíî, íåë³í³éíå ³ áàãàòîãðàííå çà ñâî¿ìè ïðîÿâàìè. Ïðîòå 
ðàçîì ç îñìèñëåííÿì äîñë³äíèêàìè öüîãî ôàêòó ïðèéøëî ðîçóì³ííÿ òîãî, 
ùî ïðàêòè÷íî âñÿ áàãàòîãðàíí³ñòü íåë³í³éíèõ õâèëüîâèõ ïðîöåñ³â ìîæå áó-
òè çâåäåíà äî íåâåëèêî¿ ê³ëüêîñò³ òèïîâèõ ñèòóàö³é, ÿê³ ìîæíà îïèñàòè çà 
äîïîìîãîþ îäíèõ ³ òèõ æå ð³âíÿíü (¿õ íàçèâàþòü åòàëîííèìè), àáî, ³íøèìè 
ñëîâàìè, çà äîïîìîãîþ íåâåëèêî¿ ê³ëüêîñò³ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. Âçàãàë³ 
â ö³ëîìó ðÿä³ íàóêîâèõ äîñë³äæåíü ïîíÿòòÿ “ðîçóì³þ” çíà÷èòü “ìîæó ðîç-
ðàõóâàòè, ìîæó âèêîðèñòàòè”. Ó íàóêàõ ïðî íåë³í³éí³ ÿâèùà “ðîçóì³þ” 
çíà÷èòü “ìîæó çàïðîïîíóâàòè äîñèòü ïðîñòó ìîäåëü”. Öå äóæå âàæëèâèé 
ìîìåíò! Ó äàíîìó ðîçä³ë³ ðîçãëÿíåìî âëàñòèâîñò³ íèçêè åòàëîííèõ ð³âíÿíü, 
òèì ñàìèì çðîáèâøè ïåðøèé êðîê ó ñâ³ò íåë³í³éíèõ õâèëüîâèõ ïðîöåñ³â.
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12.2. Ïðîñò³ õâèë³

12.2.1. Õâèë³ Ð³ìàíà

Ðîçãëÿíåìî ïîøèðåííÿ ïëîñêî¿ õâèë³ â ³äåàëüíîìó ñåðåäî-
âèù³, ÿêå äîçâîëÿº äîñë³äæóâàòè õâèëüîâ³ ïðîöåñè â ãàç³ àáî ð³äèí³ ïðè
â³äñóòíîñò³ ïîãëèíàííÿ. Ïàðàìåòðè íåçáóäæóâàíîãî ñåðåäîâèùà: 0 — ãóñ-
òèíà, Ð0 — òèñê. Íåõàé º ïëîñêà á³æó÷à õâèëÿ âçäîâæ îñ³ Îõ äåêàðòîâî¿ 
ñèñòåìè êîîðäèíàò. Òàêå ïðèïóùåííÿ ðîáèòü çàäà÷ó îäíîâèì³ðíîþ, ùî 
çâè÷àéíî ïîëåãøóº ¿¿ àíàë³ç. Âèõ³äíèìè ð³âíÿííÿìè ñëóæàòü ð³âíÿííÿ 
³äåàëüíî¿ ð³äèíè (äèâ. ðîçä³ë 4), ÿê³ äëÿ îäíîâèì³ðíîãî ðóõó çàïèøóòüñÿ ó 
âèãëÿä³
ð³âíÿííÿ ðóõó

P
t x x


         

v vv ,                               (12.3)

ð³âíÿííÿ íåïåðåðâíîñò³

x x t
 


  

  
  
v v ,                                (12.4)

ð³âíÿííÿ ñòàíó

Ð = Ð() àáî  = (Ð).                             (12.5) 

Íàãàäàºìî, ùî v — êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà,  = 
= 0 +  — ãóñòèíà ñåðåäîâèùà,  — çì³ííà ãóñòèíà, Ð = Ð0 + ð — òèñê â 
ñåðåäîâèù³, ð — àêóñòè÷íèé òèñê.

Ð³âíÿííÿ ñòàíó ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ ðÿäó

   
0 0

2
2

0 0 02

1
...

2
P P

P P
   

   
  

   
           

       (12.6)

Òóò äîö³ëüíî çðîáèòè òàêå çàóâàæåííÿ. Íåë³í³éí³ñòü ð³âíÿíü ðóõó (12.3) ³ 
íåïåðåðâíîñò³ (12.4) íå îáóìîâëåí³ âëàñòèâîñòÿìè ñåðåäîâèùà. Òîìó òàêó 
íåë³í³éí³ñòü íàçèâàþòü ãåîìåòðè÷íîþ. Íàâïàêè, â ð³âíÿíí³ ñòàíó (12.6), ÿêå 
ïîâ’ÿçóº ì³æ ñîáîþ ïðèðîñòè òèñêó ³ ãóñòèíè, íåë³í³éí³ ÷ëåíè îáóìîâëåí³ 
âëàñòèâîñòÿìè ñåðåäîâèùà. Òàêó íåë³í³éí³ñòü íàçèâàþòü ô³çè÷íîþ.

Ó ðîçä³ë³ 4, ââàæàþ÷è, ùî ÷èñëî Ìàõà Ì << 1, áóëà ïðîâåäåíà ë³íå-
àðèçàö³ÿ ñèñòåìè ð³âíÿíü (12.3)—(12.5) ³ îòðèìàíî õâèëüîâå ð³âíÿííÿ. Íå 
áóäåìî çàðàç íåõòóâàòè íåë³í³éíèìè ÷ëåíàìè (ÿê òî vv/õ), à ñïðîáóºìî 
îòðèìàòè ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ð³âíÿíü (12.3)—(12.5). Âïåðøå òàêèé ðîçâ’ÿçîê 
îäåðæàâ Ð³ìàí* ó 1860 ð. Çàäà÷à ïðî ïîøèðåííÿ ïëîñêî¿ õâèë³ â ³äåàëüíîìó 
ñåðåäîâèù³ º îäíîþ ç âèíÿòêîâèõ çàäà÷, ÿêà äàº çìîãó îòðèìàòè òî÷íèé 
ðîçâ’ÿçîê. ×óäîâî, ùî ïðè çíàõîäæåíí³ öüîãî ðîçâ’ÿçêó ìîæíà íå ïðèïóñ-
êàòè íåë³í³éí³ñòü ìàëîþ.

Çã³äíî ç ñèñòåìîþ ð³âíÿíü (12.3)—(12.5), õâèëüîâèé ïðîöåñ îïèñóºòüñÿ 
äâîìà ôóíêö³ÿìè: êîëèâàëüíîþ øâèäê³ñòþ v(x, t) ³ ãóñòèíîþ (x, t) àáî 

                                        
* Ð³ìàí (Riemann) Ãåîðã Ôð³äð³õ Áåíãàðä (1826—1866) — í³ìåöüêèé ìàòåìàòèê.
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òèñêîì P(x, t). Îñòàíí³ çâ’ÿçàí³ ì³æ ñîáîþ ÷åðåç ð³âíÿííÿ ñòàíó  = (P) 
àáî P = P(). Ó âèïàäêó ë³í³éíî¿ òåîð³¿ äëÿ îïèñóâàííÿ ïëîñêî¿ õâèë³ áóëî 
äîñèòü îäí³º¿ ôóíêö³¿, îñê³ëüêè âèêîíóþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ (12.1).

Îòæå, äëÿ îïèñóâàííÿ íåë³í³éíî¿ õâèë³ ïîòð³áíî çíàòè äâ³ ôóíêö³¿:
(x, t) ³ P(x, t) àáî (x, t). Çðîáèìî òàêå ïðèïóùåííÿ: íåõàé îäíà ç öèõ 
ôóíêö³é ìîæå áóòè âèðàæåíà ÷åðåç ³íøó (ó âèïàäêó ë³í³éíî¿ õâèë³ âèêî-
íóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ /v = 0c0  const). Âçàãàë³ õâèëüîâèé ïðîöåñ, ó 
ÿêîìó âñ³ ïàðàìåòðè, ùî îïèñóþòü öåé ïðîöåñ, ìîæóòü áóòè âèçíà÷åí³ ó 
âèãëÿä³ ôóíêö³é îäíîãî ç íèõ, íàïðèêëàä,

 = (v), P = P(v) àáî v = v(P),  = (P),             (12.7)

³ íîñÿòü íàçâó ïðîñòî¿ õâèë³. Î÷åâèäíî, ïðîñò³ õâèë³ º óçàãàëüíåííÿì á³æó-
÷èõ ë³í³éíèõ õâèëü. Ïðîòå, ÿêùî ôóíêö³îíàëüíà çàëåæí³ñòü óòðèìóº ³íòå-
ãðàëè àáî ïîõ³äí³, òî õâèëÿ íå º ïðîñòîþ. Ô³çè÷íî öå îçíà÷àº ïîÿâó äèñ-
ïåðñ³¿, òîáòî çàëåæí³ñòü åâîëþö³¿ õâèëüîâîãî çáóðåííÿ â³ä éîãî ñïåêòðàëü-
íîãî ñêëàäó.

Íåõàé òèñê P(x, t) º ôóíêö³ºþ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ v(x, t). Òîä³ 

ïîõ³äíà 
P dP
x d x

 


 
v

v
, à äëÿ ïîõ³äíî¿ 

x



 ç óðàõóâàííÿì ð³âíÿííÿ ñòàíó  =

= (P) ìàºìî 
 P dP
x P d x

   


  
v

v
. Öå ïðèïóùåííÿ ïðèâîäèòü ð³âíÿííÿ (12.3) 

³ (12.4) äî âèãëÿäó

0,
dP

t x d x
 

  
  

  
v v vv

v
                            

(12.8)

0.
dP P

x P x P d t
 


     

  
     
v v vv

v v

Çãàäàéìî, ùî 
0

2
0

1

P P

d
dP c




   
 

 âèçíà÷àº øâèäê³ñòü ë³í³éíî¿ õâèë³ (P0 ³ 0 —

òèñê ³ ãóñòèíà íåçáóäæóâàíîãî ñåðåäîâèùà). Çà àíàëîã³ºþ ïîçíà÷èìî 

ïîõ³äíó 
2

1d
dP c


 . Ùî âèçíà÷àº âåëè÷èíà ñ? Î÷åâèäíî, öå øâèäê³ñòü õâèë³ 

íåñê³í÷åííî ìàëî¿ àìïë³òóäè (ë³í³éíî¿ õâèë³), àëå â ñåðåäîâèù³ ç ïàðàìåò-
ðàìè Ð ³ , òîáòî Ð ³  º ñåðåäí³ çíà÷åííÿ òèñêó ³ ãóñòèíè íà äåÿê³é 
ä³ëÿíö³. Ñàìå ïðè öüîìó ñåðåäíüîìó çíà÷åíí³ òèñêó âèçíà÷àºòüñÿ ïîõ³äíà 
/Ð. Òîìó âåëè÷èíó c  ìîæíà íàçâàòè ì³ñöåâîþ øâèäê³ñòþ çâóêó. 

Ç óðàõóâàííÿì öüîãî ð³âíÿííÿ (12.8) íàáóâàþòü âèãëÿä

0,
dP

t d x
 

       

v vv
v

                             (12.9)

2 2

1
0.

dP dP
d t d xc c


       

v v v
v v

                      (12.10)

Ñèñòåìà ð³âíÿíü (12.9), (12.10) º îäíîð³äíîþ ñèñòåìîþ ð³âíÿíü â³äíîñ-
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íî /t ³ /x. Âîíà ìàº ðîçâ’ÿçîê, ÿêùî ¿¿ äåòåðì³íàíò äîð³âíþº íóëþ. 
Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öÿ óìîâà ïðèâîäèòü äî ñï³ââ³äíîøåííÿ

,
dP

c
d




                                       (12.11)

çâ³äêè

.
dP

c



                                       (12.12)

Îòæå, ôîðìóëè (12.11) ³ (12.12) âñòàíîâëþþòü çâ’ÿçîê ì³æ Ð,  ³  â 
íåë³í³éí³é ïëîñê³é á³æó÷³é õâèë³. Âèá³ð çíàêà â³äïîâ³äàº íàïðÿìêó ïîøè-
ðåííÿ õâèë³. Ðîçãëÿíåìî õâèëþ, ùî ïîøèðþºòüñÿ ó äîäàòíîìó íàïðÿìêó 
îñ³ Îõ (çíàê ïëþñ). Òîä³ ç óðàõóâàííÿì ñï³ââ³äíîøåííÿ (12.11) ð³âíÿííÿ 
(12.9) àáî (12.10) ïåðåòâîðþþòüñÿ íà òàêå íåë³í³éíå ð³âíÿííÿ äëÿ êîëè-
âàëüíî¿ øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà :

 ( ) 0.c
t x
 

 
 

  
 

                            (12.13)

Îòðèìàéòå ñàìîñò³éíî ð³âíÿííÿ äëÿ òèñêó Ð â íåë³í³éí³é õâèë³, ïðîâ³âøè 
àíàëîã³÷í³ ïåðåòâîðåííÿ ç ð³âíÿííÿìè (12.3) ³ (12.4), àëå ââàæàþ÷è ïðè öüî-
ìó, ùî êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü  º ôóíêö³ºþ òèñêó Ð. Ïðèðîäíî, çíîâó áóäå 
îòðèìàíî ñï³ââ³äíîøåííÿ (12.11), à ñàìå, ð³âíÿííÿ äëÿ òèñêó ìàòèìå âèãëÿä

    0.
P P

c P P
t x


 

     
                       (12.14)

Çðîçóì³ëî, ùî ïîä³áí³ âèêëàäêè ïðèâîäÿòü ³ äî ð³âíÿííÿ äëÿ ãóñòèíè:

    0.c
t x
 

 
 

     
v                         (12.15)

Ôîðìóëè (12.11)—(12.15) äàþòü òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³. 
Ïðîâåäåìî éîãî àíàë³ç. Ùå ðàç çàçíà÷èìî, ùî âåëè÷èíà ñ, ÿêà ôàêòè÷íî 
âèçíà÷àº øâèäê³ñòü çâóêó çã³äíî ç ë³í³éíîþ òåîð³ºþ c2 = P/, º ôóíêö³ºþ 
ñòàíó ñåðåäîâèùà, òîáòî ïîõ³äíà áåðåòüñÿ ïðè ñåðåäíüîìó çíà÷åíí³ ãóñòèíè 
íà äàí³é ä³ëÿíö³ ñåðåäîâèùà. Íåõàé x º äåÿêà òî÷êà ñïîñòåðåæåííÿ, â ÿê³é 
ìàºìî ïåâíèé òèñê ³ êîëèâàëüíó øâèäê³ñòü. Íå âàæêî ïåðåêîíàòèñÿ ó òî-
ìó, ùî, êîëè òî÷êà ñïîñòåðåæåííÿ õ ðóõàºòüñÿ ç³ øâèäê³ñòþ (ñ + ), òî ïà-
ðàìåòðè çâóêîâîãî ïîëÿ (Ð, , ) çàëèøàþòüñÿ ñòàëèìè. Ä³éñíî, 
ïðèð³âíþþ÷è äî íóëÿ ïîâíèé äèôåðåíö³àë çà äåÿêèì ïàðàìåòðîì çâóêîâî-
ãî ïîëÿ (íàïðèêëàä, ) ó òî÷ö³ ñïîñòåðåæåííÿ õ ç óìîâîþ, ùî øâèäê³ñòü 
ïåðåì³ùåííÿ ö³º¿ òî÷êè dx/dt = c + , ìàºìî

   
,

0.
d x t dx

c
dt t x dt t x

       
      

   

Ïîð³âíþþ÷è çàïèñàíó óìîâó ç ð³âíÿííÿì (12.13), ïåðåêîíóºìîñÿ â ñïðàâå-
äëèâîñò³ öüîãî òâåðäæåííÿ. 
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Òàêèì ÷èíîì, êîæíà òî÷êà ïðîô³ëþ á³æó÷î¿ ïëîñêî¿ õâèë³, òîáòî ç äåÿ-
êèì çíà÷åííÿì P,  ³ , ïåðåì³ùóºòüñÿ ïðè ïîøèðåíí³ õâèë³ ç³ ñòàëîþ 
øâèäê³ñòþ (ñ + ). Ïðè öüîìó øâèäê³ñòü (ñ + ) çàëåæèòü â³ä çíà÷åíü ïàðà-
ìåòð³â çâóêîâîãî ïîëÿ Ð,  ³ , à îòæå, áóäå çàëåæàòè â³ä êîîðäèíàòè x . 
Òîìó øâèäê³ñòü (ñ + ) = ñë íàçèâàþòü ëîêàëüíîþ ôàçîâîþ øâèäê³ñòþ àáî 
ïðîñòî ëîêàëüíîþ øâèäê³ñòþ.

Îòæå, øóêàíèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ ìàº âèãëÿä

ë

,
x x

t t
c c




             
                          (12.16)

äå Ô — äîâ³ëüíà ôóíêö³ÿ. Ïîä³áíèé ðîçâ’ÿçîê ìàþòü ð³âíÿííÿ äëÿ òèñêó 
(12.14) ³ ãóñòèíè (12.15), àëå ìè â ïîäàëüøîìó àíàë³ç³ áóäåìî ñïèðàòèñÿ íà 
ð³âíÿííÿ äëÿ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ (ùî, çðîçóì³ëî, íå º ïðèíöèïîâèì). 
Òàêèì ÷èíîì, âèðàç (12.16) º íåÿâíèì ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (12.13). Öå ³ º 
ðîçâ’ÿçîê Ð³ìàíà, ÿêèé âèçíà÷àº íåë³í³éíó á³æó÷ó õâèëþ. Ðîçâ’ÿçîê 
Ð³ìàíà — öå òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü àêóñòèêè (12.3)—(12.5).

Êîíêðåòíà ôóíêö³îíàëüíà çàëåæí³ñòü ñ(v) âèçíà÷àºòüñÿ âëàñòèâîñòÿìè 
ñåðåäîâèùà ³ ð³âíÿííÿì ñòàíó (12.5). Çàïèøåìî öþ çàëåæí³ñòü äëÿ ³äåàëü-
íîãî ñåðåäîâèùà (³äåàëüíî ñòèñëèâà ð³äèíà). Îñê³ëüêè çâóêîâ³ õâèë³ ïîøè-
ðþþòüñÿ ïðàêòè÷íî àä³àáàòè÷íî, òî ð³âíÿííÿ ñòàíó (äèâ. (4.19)) ìàº âèãëÿä

0 0

P
P





 
  

 
 àáî 

1/

0 0

.
P
P





 
  

 
                       (12.17)

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ ãàç³â çàâæäè  > 1 (òàê, äëÿ ïîâ³òðÿ ïðè 20 C ³ àòìî-
ñôåðíîìó òèñêó  = 1,43). Ó âèïàäêó ð³äèí ð³âíÿííÿ (12.17) ìîæíà ðîçãëÿ-
äàòè ÿê íàáëèæåíå åìï³ðè÷íå; òóò ñòàë³  ³ Ð0 âèçíà÷àþòüñÿ çà äàíèìè åê-
ñïåðèìåíòà. Äëÿ ð³äèí Ð0 ÿâëÿº ñîáîþ âíóòð³øí³é òèñê, îáóìîâëåíèé 
âçàºìîä³ºþ ìîëåêóë.

Äèôåðåíö³þþ÷è çà ãóñòèíîþ îäíå ç ð³âíÿíü (12.17), îòðèìóºìî âèðàç 
äëÿ ì³ñöåâî¿ øâèäêîñò³ çâóêó ñ2 = Ð/:

1
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00

,
c P

Pc





 
  

 
                                   (12.18)

äå ñ0 — øâèäê³ñòü çâóêó çã³äíî ç ë³í³éíîþ òåîð³ºþ:
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2 0
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                                 (12.19)

Ïðèð³âíþþ÷è äèôåðåíö³àëè ë³âî¿ ³ ïðàâî¿ ÷àñòèí ð³âíÿííÿ (12.18), îäåð-
æóºìî
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2 1
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c P dP
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                            (12.20)
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Çâ³äñè ç óðàõóâàííÿì (12.18) ³ (12.19) ìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ

2
.

1
dP

dc
c 




                                 (12.21)

Ï³äñòàâèìî (12.21) ó âèðàç (12.12):

 
0 0

0

2 2
.

1 1

P c

P c

dP
dc c c

c  
   

  v                     (12.22)

²ç ôîðìóëè (12.22) îòðèìóºìî âèðàç äëÿ ì³ñöåâî¿ øâèäêîñò³ çâóêó ïðè 
àä³àáàòè÷íèõ ïðîöåñàõ ñòèñíåííÿ:

0

1
.

2
c c

 
  v                                    (12.23)

Òîä³ ëîêàëüíà ôàçîâà øâèäê³ñòü (äèâ. (12.14)) ìàº âèãëÿä

ë 0 0 0
0

1 1 1
1 .

2 2 2
c c c c c

c
     

         
 

vv v v v       (12.24)

Ìàþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (12.17) ³ (12.22), íåâàæêî âèçíà÷èòè çâ’ÿçêè (12.7) 
ì³æ ïàðàìåòðàìè Ð, , v äëÿ àä³àáàòè÷íîãî ð³âíÿííÿ ñòàíó:
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v
             (12.25)

Ï³äñòàâëÿþ÷è (12.24) â (12.16), çàïèñóºìî âèðàç äëÿ íåë³í³éíî¿ õâèë³ êîëè-
âàëüíî¿ øâèäêîñò³:

1
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1
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x
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c c




          

v
                        (12.26)

Òàêèì ÷èíîì, ôîðìóëè (12.24)—(12.26) âèçíà÷àþòü ïðîöåñ ïîøèðåííÿ 
íåë³í³éíî¿ õâèë³ â ³äåàëüíîìó ñåðåäîâèù³ çà óìîâè àä³àáàòè÷íîñò³ õâèëüîâîãî 
ïðîöåñó. Ïåðåä òèì ÿê ïðîâåñòè éîãî àíàë³ç ñïðîáóºìî â³äïîâ³ñòè íà ïèòàí-
íÿ. ßê âèçíà÷èòè ëîêàëüíó ôàçîâó øâèäê³ñòü, ÿêùî ð³âíÿííÿ ñòàíó äëÿ ñå-
ðåäîâèùà â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ð³âíÿííÿ äëÿ ³äåàëüíîãî ãàçó? Äëÿ öüîãî ñë³ä 
ðîçãëÿíóòè ð³âíÿííÿ ñòàíó ó âèãëÿä³ ðÿäó (12.6). Ó çàäà÷àõ íåë³í³éíî¿ àêó-
ñòèêè, äå ÷èñëà Ìàõà íåâåëèê³ (Ì  10–4…10–2), çâè÷àéíî îáìåæóþòüñÿ äâîìà 
÷ëåíàìè â ðÿäó (12.6). Òîä³ ð³âíÿííÿ ñòàíó (12.5) ìàº âèãëÿä
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              (12.27)

äå  =  – 0. Ïåðåïèøåìî (12.27) òàê:
2

0 0

1
,

2
p A B

 
 

  
   

 
                              (12.28)
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òóò 
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                   (12.29)

ßê â³äîìî, ñòàëà À âèçíà÷àº ë³í³éíèé êîåô³ö³ºíò ïðóæíîñò³, òîä³ ñòàëó Â
ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê íåë³í³éíèé êîåô³ö³ºíò ïðóæíîñò³. Îäèíèö³ âèì³-
ðþâàííÿ êîåô³ö³ºíò³â À ³ Â îäíàêîâ³. Î÷åâèäíî, â³äíîøåííÿ Â/À õàðàêòå-
ðèçóº ñòóï³íü íåë³í³éíîñò³ ñåðåäîâèùà. Òàê, äëÿ ïîâ³òðÿ Â/À  0,4, äëÿ âî-
äè Â/À  4,2…6,1 (ïðè òåìïåðàòóð³ t = 0…100 C). Ç ö³º¿ òî÷êè çîðó ð³äèíè 
á³ëüø íåë³í³éí³, í³æ ãàçè.

Çðîçóì³ëî, ùî ïîòóæí³ íåë³í³éí³ õâèë³, ùî âèíèêàþòü ïðè âèáóõàõ ³ 
ðîçðÿäàõ, äå ÷èñëî Ìàõà áëèçüêå äî îäèíèö³, âèìàãàþòü äëÿ ñâîãî îïèñó-
âàííÿ ³íøèõ çàêîí³â ïîøèðåííÿ, àëå ö³ âèïàäêè ìè íå ðîçãëÿäàºìî.

Äèôåðåíö³þþ÷è (12.28) çà ãóñòèíîþ, âèçíà÷àºìî çíà÷åííÿ ì³ñöåâî¿ 
øâèäêîñò³ çâóêó â çàãàëüíîìó âèãëÿä³:

0
0 0 0 0

1 ,
dP A B B

c c
d A

 
    

                      (12.30)

äå 0 0c A  — øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ ë³í³éíî¿ õâèë³ (äèâ. (12.29) ³ (12.19)).

Îñê³ëüêè çã³äíî ç (12.2) /0 = v /ñ ³ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî Ì << 1, ïåðå-
ïèñóºìî (12.30) ó âèãëÿä³

0 0
0

1 .
2

B B
c c c

A c A
    

v v                        (12.31)

ßê áà÷èìî, çàëåæí³ñòü ì³ñöåâî¿ øâèäêîñò³ çâóêó ñ â³ä çì³ííî¿ âåëè÷èíè v
îáóìîâëåíà ò³ëüêè ïðóæíîþ íåë³í³éí³ñòþ ñåðåäîâèùà, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ 
ñï³ââ³äíîøåííÿì Â/(2À). Âåëè÷èíó ô = Â/(2À) íàçèâàþòü êîåô³ö³ºíòîì 
ô³çè÷íî¿ íåë³í³éíîñò³.

Òîä³ âèðàç äëÿ ëîêàëüíî¿ øâèäêîñò³ íàáóâàº âèãëÿäó

 ë 0 0 , ,
2
B

ñ ñ ñ ñ x t
A

      v v v v               (12.32)

äå âåëè÷èíó

ã ô 1
2
B
A

                                    (12.33)

íàçèâàþòü êîåô³ö³ºíòîì àêóñòè÷íî¿ íåë³í³éíîñò³. Âåëè÷èíà ã 1   ÿâëÿº ñî-
áîþ êîåô³ö³ºíò ãåîìåòðè÷íî¿ íåë³í³éíîñò³.

Áåðó÷è äî óâàãè (12.32), çàïèñóºìî ð³âíÿííÿ (12.13) äëÿ êîëèâàëüíî¿ 
øâèäêîñò³ ó âèãëÿä³

 0 0.c
t x


 

  
 
v vv                            (12.34)

Äëÿ àä³àáàòè÷íîãî ïðîöåñó êîåô³ö³ºíò  ëåãêî îòðèìàòè ³ç ôîðìóë (12.29) 
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äëÿ ñòàëèõ À ³ Â ³ ð³âíÿííÿ àä³àáàòè Ïóàññîíà (12.17): 

2
0 0A c ,  2

0 0 1B c   , 
1
.

2





                     (12.35)

Îòæå, äëÿ ãàç³â êîåô³ö³ºíò   âèðàæàºòüñÿ ÷åðåç ïîêàçíèê àä³àáàòè  = 
= Ñð/ÑV. Íàïðèêëàä, äëÿ ïîâ³òðÿ ( = 1,4) ìàºìî  = 1,2. Ó âèïàäêó ð³äèí 
âèì³ðþºòüñÿ åêñïåðèìåíòàëüíî. Òàê, äëÿ âîäè  = 3,1…4,1 ïðè çì³í³ òåìïå-
ðàòóðè â³ä 0 äî 100 C. Âèì³ðþâàííÿ ïîêàçàëè, ùî äëÿ îäíîð³äíèõ ñåðåäî-
âèù (ó òîìó ÷èñë³ ³ òâåðäèõ ò³ë) âåëè÷èíà  ïðàêòè÷íî íå ïåðåâèùóº 101.

Ïðîòå â áàãàòüîõ åêñïåðèìåíòàõ äëÿ ñòðóêòóðíî-íåîäíîð³äíèõ ñåðåäî-
âèù çíà÷åííÿ   102…103. Òàê, íàÿâí³ñòü ïàðîãàçîâèõ áóëüáàøîê ó âîä³ 
ð³çêî ï³äâèùóº íåë³í³éí³ âëàñòèâîñò³ ñåðåäîâèùà. Ïðè÷èíè ïîÿâè òàêèõ 
âåëèêèõ çíà÷åíü êîåô³ö³ºíòà  â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä òèõ, ùî áóëè äëÿ ô³çè÷íî¿ 
³ ãåîìåòðè÷íî¿ íåë³í³éíîñòåé. Ó òàêîìó âèïàäêó ãîâîðÿòü ïðî òðåò³é òèï 
íåë³í³éíîñò³ — “ñòðóêòóðíèé” [42].

Ïåðåïèøåìî âèðàç (12.26) äëÿ íåë³í³éíî¿ õâèë³, âèêîðèñòàâøè ôîðìóëó 
(12.32) äëÿ ëîêàëüíî¿ øâèäêîñò³:
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x

t
c c


 

          
                           (12.36)

Âèðàç (12.36) ïîêàçóº, ùî â³äíîñíî íåðóõîìî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò õâèëÿ 
ïîøèðþºòüñÿ ç³ øâèäê³ñòþ ñë = ñ0(1 + v /ñ0), òîáòî øâèäê³ñòü ïåðåì³ùåííÿ 
òî÷îê ïðîô³ëþ õâèë³ ð³çíà. Ò³ òî÷êè, ó ÿêèõ  > 0, ïåðåì³ùóþòüñÿ ç³ øâèä-
êîñòÿìè ñë > c0 ³ â³äïîâ³äàþòü îáëàñòÿì ñòèñíåííÿ. Íàâïàêè, â îáëàñò³ ðîç-
òÿãíåííÿ v < 0, ³ òîìó ö³ îáëàñò³ ïåðåì³ùóþòüñÿ ç³ øâèäêîñòÿìè ñë < ñ0. 
Òî÷êè, ÿêèì â³äïîâ³äàº ôàçà íóëüîâîãî ñòèñíåííÿ, ïðÿìóþòü ç³ øâèäê³ñòþ 
ñë = ñ0 (ðèñ. 12.1, à). 

Ðèñ. 12.1. Çì³íà “ïðîô³ëþ” âèõ³äíî¿ ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³ ó ïðîöåñ³ ¿¿ ïîøèðåííÿ
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Îòæå, ïî÷àòêîâèé “ïðîô³ëü” õâèë³ â ïðîöåñ³ ïîøèðåííÿ äåôîðìóºòüñÿ. 
Íà ðèñ. 12.1, á ïîêàçàíî, ÿê³ çì³íè â³äáóâàþòüñÿ ó ïðîô³ë³ âèõ³äíî¿ ãàð-
ìîí³÷íî¿ õâèë³. Ìè çíàºìî, ùî íåõòóâàííÿ íåë³í³éíèìè ÷ëåíàìè â ð³âíÿí-
íÿõ àêóñòèêè (12.3)—(12.5) ïðèâîäèòü äî ë³í³éíîãî õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ, 
ðîçâ’ÿçêîì ÿêîãî º õâèë³, ÿê³ íå çì³íþþòü ôîðìó ïðè ïîøèðåíí³. Òàêèì 
÷èíîì, äåôîðìóâàííÿ âèõ³äíîãî ïðîô³ëþ õâèë³ ïîâ’ÿçàíî ñàìå ç óòðèìàí-
íÿì öèõ íåë³í³éíèõ ÷ëåí³â.

Ó ïðîöåñ³ çì³íè ïðîô³ëü õâèë³ íàáóâàº ôîðìó, áëèçüêó äî ïèëêîïîä³á-
íî¿, ³ ïîò³ì çàëåæí³ñòü (õ) ñòàº íåîäíîçíà÷íîþ (øòðèõîâà íà ðèñ. 12.1, á). 
Òàêà ôîðìà ìîæå ðåàë³çóâàòèñÿ, íàïðèêëàä, äëÿ õâèëü íà ïîâåðõí³ âîäè ó 
çîí³ ïðèáîþ. Àëå äëÿ ïëîñêî¿ çâóêîâî¿ õâèë³ ôîðìà ïðîô³ëþ, çîáðàæåíîãî 
øòðèõîâîþ ë³í³ºþ íà ðèñ. 12.1, á, ô³çè÷íî íå ìàº çì³ñòó, îñê³ëüêè ¿é â³äïî-
â³äàþòü òðè çíà÷åííÿ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ (òèñêó, ãóñòèíè) äëÿ îäí³º¿ 
òî÷êè õ. Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò ãîâîðèòü ïðî òå, ùî â ð³âíÿíí³ (12.13) íå áó-
ëè âðàõîâàí³ ò³ ÷è ³íø³ ÷èííèêè, ÿê³ ñïðîìîæí³ çóïèíèòè ïåðåõ³ä äî íåîä-
íîçíà÷íî¿ çàëåæíîñò³ v (õ). Äî òàêèõ ÷èííèê³â, ÿê ìè ä³çíàºìîñÿ äàë³, íà-
ëåæàòü äèñèïàö³ÿ ³ äèñïåðñ³ÿ. Òîìó â äàí³é ñèòóàö³¿ ìè áóäåìî êàçàòè, ùî ó 
ïðîô³ë³ õâèë³ âèíèêàº ïîâåðõíÿ ðîçðèâó, òîáòî ñòðèáîê âåëè÷èí, ÿê³ õàðàê-
òåðèçóþòü çâóêîâó õâèëþ (òèñê, ãóñòèíà, êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü). Ïðî íà-
ÿâí³ñòü ðîçðèâó ³íàêøå êàæóòü ÿê ïðî óòâîðåííÿ óäàðíî¿ õâèë³. Çðîçóì³ëî, 
ùî â òàê³é ñèòóàö³¿ õâèëÿ ïåðåñòàº áóòè ïðîñòîþ.

12.2.2. Ãðàô³÷íèé àíàë³ç äåôîðìàö³¿ ïðîô³ëþ
õâèë³ Ð³ìàíà

Ôîðìóëà (12.36) ÿâëÿº ñîáîþ íåÿâíó ôóíêö³þ. Ïðîòå çà äîïî-
ìîãîþ ãðàô³÷íèõ ïîáóäîâ ìîæíà ïðîàíàë³çóâàòè ïîâåä³íêó ïðîñòî¿ õâèë³. 
Äëÿ öüîãî çàäàìî êîíêðåòíèé âèä ïî÷àòêîâîãî çáóäæåííÿ. Íåõàé ïðè õ = 0 
ìàºìî ãàðìîí³÷íó çàëåæí³ñòü êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³  = 0sin(t). Çã³äíî ç 
(12.36) äåôîðìàö³ÿ ãàðìîí³÷íîãî ïðîô³ëþ îïèñóºòüñÿ âèðàçîì
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vv v                        (12.37)

Çì³íó ïðîô³ëþ õâèë³ çðó÷íî ñïîñòåð³ãàòè â ñóïðîâîäæóâàí³é ñèñòåì³ êîîð-
äèíàò, òîáòî ñèñòåì³, ÿêà ðóõàºòüñÿ ðàçîì ç õâèëåþ ç³ øâèäê³ñòþ ñ0. Çðî-
çóì³ëî, ùî äëÿ ë³í³éíî¿ õâèë³ ¿¿ ïðîô³ëü â ñóïðîâîäæóâàí³é ñèñòåì³ êîîð-
äèíàò áóäå íåçì³ííèì. Îòæå, â ñóïðîâ³äí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò ÷àñ  = t –
– x/c0. Òîä³
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                       (12.38)

Ïåðøèé äîäàíîê â àðãóìåíò³ ôóíêö³¿ ñèíóñà îïèñóº ïîøèðåííÿ õâèë³ ³ 
ïîâ’ÿçàíó ç öèì çàòðèìêó ñèãíàëó, à äðóãèé — ïîñòóïîâó çì³íó ïðîô³ëþ 
õâèë³. Ïðè Ì = 0/ñ0  0 ìàºìî ë³í³éíó ïëîñêó õâèëþ, ïàðàìåòðè ÿêî¿ çà-
ëåæàòü ò³ëüêè â³ä . Âèðàç (12.38), ÿêèé íåÿâíî âèçíà÷àº v , ìîæå áóòè çîá-
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Ðèñ. 12.2. Ãðàô³÷íèé àíàë³ç äåôîðìàö³¿ 
ïðîô³ëþ õâèë³ (x2 > x1)

ðàæåíèé ó âèãëÿä³ ñï³ââ³äíîøåííÿ 
â³äíîñíî :

0

0 0 0

arcsin .
1

M
x

c M



 
    

v vv
v v v

(12.39)

Öåé âèðàç ïðîàíàë³çóºìî ãðà-
ô³÷íî. Íà ðèñ. 12.2, à ïîáóäîâàíî ãðàô³êè ôóíêö³é  = arcsin(v /v 0) ³ äðó-
ãîãî äîäàíêó ïðàâî¿ ÷àñòèíè âèðàçó (12.39) äëÿ äâîõ ð³çíèõ çíà÷åíü õ1 ³ õ2

ïàðàìåòðà õ (x2 > x1). Ö³êàâëÿ÷à íàñ äåôîðìàö³ÿ ïðîô³ëþ îòðèìàíà íà 
ðèñ. 12.2, á çà äîïîìîãîþ äîäàâàííÿ ãðàô³ê³â ïî÷àòêîâîãî çáóäæåííÿ 
 = arcsin(v /v 0) ³ â³äïîâ³äíî¿ ã³ïåðáîëè.

ßê âèäíî ç ðèñóíêó, îáëàñò³ ñòèñíåííÿ ³ ðîçòÿãíåííÿ çì³íþþòüñÿ ïî-
ð³çíîìó. Îáëàñòü ðîçòÿãíåííÿ âèÿâëÿºòüñÿ äåôîðìîâàíîþ ó á³ëüø çíà÷í³é 
ì³ð³. Äåôîðìàö³ÿ ïðîô³ëþ õâèë³ íîñèòü íàêîïè÷óâàëüíèé õàðàêòåð, òîáòî 
çá³ëüøóºòüñÿ ç³ çá³ëüøåííÿì ïðîéäåíîãî õâèëåþ øëÿõó. Äåôîðìàö³ÿ ïðî-
ô³ëþ õâèë³ òèì ñèëüí³øà, ÷èì á³ëüøå ÷èñëî Ìàõà Ì. Îòæå, çíà÷åííÿ Ì
ìîæå ñëóæèòè ì³ðîþ íåë³í³éíîñò³ àêóñòè÷íîãî õâèëüîâîãî ïðîöåñó.

12.3. Ìåòîäè îòðèìàííÿ íàáëèæåíèõ ð³âíÿíü
 íåë³í³éíî¿ àêóñòèêè

Ðîçóì³ííÿ çàêîíîì³ðíîñòåé íåë³í³éíèõ õâèëüîâèõ ïðîöåñ³â 
íåìîæëèâå áåç òåîðåòè÷íîãî äîñë³äæåííÿ. Òàêå äîñë³äæåííÿ áàçóºòüñÿ íà 
àíàë³ç³ ð³âíÿíü àêóñòèêè äëÿ òèõ ÷è ³íøèõ ìîäåëåé ðåàëüíîãî ñåðåäîâèùà, 
äå ñïîñòåð³ãàºòüñÿ õâèëüîâèé ïðîöåñ. Ïðîòå íàâ³òü äëÿ ñàìî¿ ïðîñòî¿ ìîäå-
ë³ —  ³äåàëüíîãî ñåðåäîâèùà (äèâ. ðîçä³ë 4) — íåë³í³éí³ ð³âíÿííÿ àêóñòèêè 
äîñèòü ñêëàäí³, ³ ðîçâ’ÿçîê ìîæëèâèé ò³ëüêè â îêðåìèõ âèïàäêàõ, îäèí ç 
ÿêèõ (ïðîñòà õâèëÿ) ðîçãëÿíóòî â ïàðàãðàô³ 12.2. Ó òàê³é ñèòóàö³¿ íåîáõ³ä-
íèìè ³ ïåðñïåêòèâíèìè º íàáëèæåí³ ìåòîäè àíàë³çó. Ñóòü ¿õ ïîëÿãàº ó òî-
ìó, ùîá ó äåÿêîìó ä³àïàçîí³ ïàðàìåòð³â õâèëüîâîãî ïðîöåñó çàì³íèòè òî÷í³ 
ð³âíÿííÿ íàáëèæåíèìè ³ çðîáèòè öå òàêèì ÷èíîì, ùîá íå ñïîòâîðèòè ãî-
ëîâí³ îñîáëèâîñò³ õâèëüîâîãî ïðîöåñó, ùî âèâ÷àºòüñÿ, íå îïèñóþ÷è ïðè 
öüîìó íåñóòòºâ³ ïîäðîáèö³. Òàêà ðîáîòà ïîòðåáóº ãëèáîêîãî çíàííÿ ô³çèêè 
äîñë³äæóâàíèõ õâèëüîâèõ ïðîöåñ³â ³ íàâ³òü àêóñòè÷íî¿ ³íòó¿ö³¿.

Øëÿõè ñïðîùåííÿ òî÷íèõ ð³âíÿíü ìîæóòü áóòè âèçíà÷åí³ íà îñíîâ³ 
àíàë³çó ïðîñòèõ ïðèêëàä³â, ïîä³áíèõ äî ðîçãëÿíóòèõ ó ïîïåðåäí³õ ïàðàãðà-
ôàõ. Çîêðåìà, áóëî çàçíà÷åíî, ùî ïðîöåñ ïîøèðåííÿ õâèë³ âåëèêî¿ àìïë³-
òóäè óìîâíî ðîçä³ëÿºòüñÿ íà äâà ïðîöåñè: ïðîöåñ ïîøèðåííÿ õâèë³ áåç 
çì³íè ïðîô³ëþ ³ ïðîöåñ äåôîðìàö³¿ ïðîô³ëþ õâèë³. Çðîçóì³ëî, ùî òî÷í³ 
ð³âíÿííÿ îïèñóþòü ºäèíèé ïðîöåñ ïîøèðåííÿ—äåôîðìàö³¿. Óñï³õ ó ñïðî-
ùåíí³ òî÷íèõ ð³âíÿíü ìîæå áóòè, ÿêùî íàìàãàòèñÿ â³ää³ëèòè ìàòåìàòè÷íå 
îïèñóâàííÿ äåôîðìàö³¿ ïðîô³ëþ õâèë³ â³ä îïèñóâàííÿ ïðîöåñó ïîøèðåííÿ 
õâèë³. Öå âäàºòüñÿ çðîáèòè äëÿ äâîõ ñèòóàö³é:
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1) êîëè äåôîðìàö³¿ ïðîô³ëþ õâèë³ ÿâëÿþòü ñîáîþ ìàëó ïîïðàâêó äî 
âèõ³äíî¿ õâèë³;

2) êîëè çì³íà ïðîô³ëþ õâèë³ â³äáóâàºòüñÿ ïîâ³ëüíî.
×èííèêè “ìàëèçíè” ³ “ïîâ³ëüíîñò³” äîçâîëÿþòü âèä³ëèòè â ð³âíÿííÿõ ìàë³ 
çà âåëè÷èíîþ äîäàíêè ³ íåõòóâàòè íèìè. Îòæå, ìè îáì³ðêóâàëè ìîæëèâ³ñòü 
³ñíóâàííÿ äâîõ ìåòîä³â îòðèìàííÿ íàáëèæåíèõ ð³âíÿíü àêóñòèêè. Íèæ÷å 
ðîçãëÿíåìî ¿õ.

12.3.1. Ìåòîä ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü

Âèâ÷àþ÷è ïîøèðåííÿ íåë³í³éíî¿ õâèë³, ìè ïåðåêîíóºìñÿ, ùî 
çì³íà ïðîô³ëþ õâèë³ íàêîïè÷óºòüñÿ ïîñòóïîâî ó ïðîöåñ³ ïîøèðåííÿ, ïðè÷î-
ìó òèì ïîâ³ëüí³øå, ÷èì ìåíøà àìïë³òóäà ïåðâ³ñíîãî ñèãíàëó. ßêùî ðîçãëÿ-
äàòè ñèãíàëè “ïîì³ðíî¿” àìïë³òóäè íà íå äîñèòü âåëèêèõ â³äñòàíÿõ ¿õ ïîøè-
ðåííÿ, òî â ìåæàõ ö³º¿ ä³ëÿíêè íåë³í³éí³ñòü õâèëüîâîãî ïðîöåñó ïðèâîäèòü 
äî ïîÿâè ò³ëüêè íåâåëèêèõ çì³í ó ïðîô³ë³ ë³í³éíî¿ õâèë³. Òîä³ ôóíêö³¿, ÿê³ 
îïèñóþòü õâèëþ: P(x,t), (x,t), (x,t), ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ ðÿä³â

0 ...,P P p p    

...,     

0 ...,                                          (12.40)

äå Ð0, 0 — ïàðàìåòðè íåçáóäæóâàíîãî ñåðåäîâèùà; ð, ,  — çì³íí³, 
ïîâ’ÿçàí³ ç ïîøèðåííÿì ë³í³éíî¿ õâèë³; ÿêùî îáìåæèòè ðÿä öèìè âåëè÷è-
íàìè, òî îòðèìàºìî ïåðøå (àáî ë³í³éíå) íàáëèæåííÿ ³ ïðî ð, ,  ãîâîðÿòü 
ÿê ïðî âåëè÷èíè ïåðøîãî ïîðÿäêó ìàëèçíè; ð, ,  —  âåëè÷èíè äðóãîãî ïî-
ðÿäêó ìàëèçíè (àáî êâàäðàòè÷íèé äîäàòîê), ïðè îáìåæåíí³ ðÿäó öèìè âåëè-
÷èíàìè êàæóòü ïðî äðóãå íàáëèæåííÿ ³ òàê äàë³. Ñóòòºâèì ìîìåíòîì º âè-
êîíàííÿ ñï³ââ³äíîøåíü Ð0 >> ð >> ð >> ð ³ ò. ä.

Ìåòîä ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü äàº ìîæëèâ³ñòü îòðèìàòè äîñèòü ïðîñò³ 
ð³âíÿííÿ äëÿ êîæíî¿ ç âåëè÷èí (ð, ð ³ ò. ä.) îêðåìî. Ïðè÷îìó êîæíà ç âå-
ëè÷èí íàñòóïíîãî ïîðÿäêó ìîæå áóòè âèçíà÷åíà ÷åðåç ïîïåðåäíþ. Îáìå-
æèìîñÿ çíàõîäæåííÿì ð³âíÿíü äëÿ ð ³ ð ó âèïàäêó ïëîñêèõ õâèëü (êîëè 
P = P(x,t)). Òîä³ ð³âíÿííÿ (12.40) íàáóäóòü âèãëÿäó

0 ,P P p p   

,    

0 .                                         (12.41)

Ïåðåïèøåìî ñèñòåìó ð³âíÿíü (12.3)—(12.5) ùå ðàç:

,
P

t x x
 

 
         

,
x x t
  

 
  

  
  

                                      (12.42)
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Òóò â ðÿä³ (12.6) çàëèøåíî ò³ëüêè äâà ÷ëåíà, òîáòî âèêîðèñòàíî çàïèñ 
ð³âíÿííÿ ñòàíó (12.27), ùî â³äïîâ³äàº âèáðàíîìó ñòóïåíþ íàáëèæåííÿ. 
Çã³äíî ç (12.35) 2

0 0A c , ³   2
0 02 1B c   .

Îòæå, ï³äñòàâèìî (12.41) â (12.42). Ïðîïîíóºìî ïðîâåñòè öþ äîñèòü 
ãðîì³çäêó ïðîöåäóðó ñàìîñò³éíî. Ñë³ä çàóâàæèòè, ùî â ïðîöåñ³ ï³äñòàíîâ-
êè ç’ÿâëÿþòüñÿ ÷ëåíè, ïîðÿäîê ìàëèçíè ÿêèõ âèùå äðóãîãî. Íàãàäàºìî, 
ùî ïðè ìíîæåíí³ ìàëèõ âåëè÷èí ¿õ ïîðÿäêè ìàëèçíè äîäàþòüñÿ. Íà-
ïðèêëàä, /õ — âåëè÷èíà äðóãîãî ïîðÿäêó, /t ³ /dx —  âå-
ëè÷èíè òðåòüîãî ïîðÿäêó. (Âçàãàë³, ÿê âèçíà÷àºòüñÿ â ìàòåìàòèö³, âåëè-
÷èíè ð³çíèõ ïîðÿäê³â ìàëèçíè â³äð³çíÿþòüñÿ îäíà â³ä îäíî¿ øâèäê³ñòþ 
ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ, òîáòî ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ íèìè âèÿâëÿþòüñÿ ïðè 
ïåðåõîä³ äî ãðàíèö³.)

Ï³äñòàíîâêà ïðèâîäèòü äî òàêîãî ðåçóëüòàòó:

0 0 0 0,
p p

t x t x t x
   

    
                              

          (12.43)

0 0 0,
x t x t x x
     

   
                              

           (12.44)

   
2

202 2
0 0

0

1
0.

c
p c p c


  



 
              

               (12.45)

Ó öèõ ôîðìóëàõ êâàäðàòíèìè äóæêàìè âèä³ëåí³ âåëè÷èíè ð³çíèõ ïîðÿäê³â 
ìàëèçíè. Âèíèêàº ïèòàííÿ: ïðè ÿêèõ óìîâàõ çàçíà÷åí³ ñóìè äîð³âíþþòü 
íóëþ. Â³äïîâ³äü íà öå ïèòàííÿ º îäíèì ç êëþ÷îâèõ ìîìåíò³â ïåðåòâîðåíü, 
ÿê³ òóò âèêîíóþòüñÿ. Ð³÷ ó òîìó, ùî âåëè÷èíè ð³çíèõ ïîðÿäê³â ìàëèçíè (âî-
íè âèä³ëÿþòüñÿ êâàäðàòíèìè äóæêàìè) íå ìîæóòü óð³âíîâàæèòè îäíà îäíó, 
òîìó ñë³ä ïðèð³âíþâàòè ¿õ äî íóëÿ êîæíó îêðåìî. Òîä³ îòðèìóºìî òàê³ ñèñ-
òåìè ð³âíÿíü â³äíîñíî ð,,  ³ ð, , :

0 0 1
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2 2
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                  (12.46)
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Ç òðåò³õ ð³âíÿíü â ñèñòåìàõ (12.46) ìàºìî 2
0p c    ³ 2 2

0 3 0/p c F c    . Âðà-
õîâóþ÷è ö³ ñï³ââ³äíîøåííÿ, ïåðåïèñóºìî (12.46) ó âèãëÿä³

0 10

3
0 0 22 2 2

0 0 0

,0,

1 1 1
0, .

pp
F

t xt x
Fp p

F
x t x t tc c c

 

  

               
             

      

(12.48)

Ïðîäèôåðåíö³þºìî ð³âíÿííÿ, ÿê³ çàïèñàí³ ó ïåðøîìó ðÿäêó, çà õ, à ð³â-
íÿííÿ ó äðóãîìó ðÿäêó çà t ³ ïîò³ì â³äí³ìåìî îäíå â³ä îäíîãî. Îòæå, ïðèõî-
äèìî äî õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ äëÿ ë³í³éíî¿ õâèë³ p(x,t) ³ äëÿ äîäàòêà äðóãîãî 
íàáëèæåííÿ p(x,t):

2 2
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                      (12.51)

Ðîçâ’ÿçóþ÷è ð³âíÿííÿ (12.49), çíàõîäèìî p(x,t) —  õâèëÿ ïåðøîãî íà-
áëèæåííÿ, àáî ë³í³éíà õâèëÿ. Çíàþ÷è ïàðàìåòðè ð,  ö³º¿ õâèë³, îòðè-
ìóºìî ïðàâó ÷àñòèíó ð³âíÿííÿ (12.50) ³, ðîçâ’ÿçóþ÷è éîãî, âèçíà÷àºìî äî-
äàòîê äðóãîãî íàáëèæåííÿ. Îñê³ëüêè ð³âíÿííÿ (12.50) — õâèëüîâå, äîäàòîê 
ÿâëÿº ñîáîþ òàêîæ õâèëþ, ÿêà ïîøèðþºòüñÿ, ÿê ³ ë³í³éíà õâèëÿ, ç³ øâèä-
ê³ñòþ ñ0.

Ö³êàâîþ º òàêà ³íòåðïðåòàö³ÿ ïðàâî¿ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (12.50). Çâè÷àé-
íî, ïðàâà ÷àñòèíà ð³âíÿííÿ âèçíà÷àº äåÿêó ñòîðîííþ ä³þ, ïîâ’ÿçàíó ç äæå-
ðåëîì åíåðã³¿. Öå äîçâîëÿº ðîçãëÿäàòè õâèëþ p(x,t) ÿê ðåçóëüòàò âè-
ïðîì³íþâàííÿ äåÿêî¿ ñèñòåìè äæåðåë, ÿê³ ðîçïîä³ëåí³ çà îá’ºìîì ñåðåäî-
âèùà, ïðèòîìó ñàì³ äæåðåëà í³áèòî íàðîäæåí³ ë³í³éíîþ õâèëåþ p(x,t). 
²íòåðïðåòàö³ÿ ïðàâî¿ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (12.50), ÿê ñèñòåìè äæåðåë, íå º 
îáîâ’ÿçêîâîþ, àëå âîíà äóæå êîðèñíà, àäæå äîçâîëÿº âèêîðèñòîâóâàòè â ïî-
äàëüøîìó àíàë³ç³ äîñâ³ä ³ ³íòó¿ö³þ, ÿê³ îòðèìàí³ ïðè âèâ÷åíí³ ÿâèù ë³í³é-
íî¿ àêóñòèêè.

Àíàëîã³÷íî ìîæíà îòðèìàòè õâèëüîâ³ ð³âíÿííÿ ³ äëÿ äîäàíê³â á³ëüø âè-
ñîêîãî íàáëèæåííÿ, ïðè÷îìó âèÿâèëîñü, ùî ïðàâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿíü âèçíà-
÷àþòüñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðè äîáàâîê ç á³ëüø íèçüêèìè íîìåðàìè. ²íøèìè 
ñëîâàìè, ö³ ð³âíÿííÿ óòâîðþþòü ðåêóðåíòíó ñèñòåìó.

12.3.2. Ìåòîä ïîâ³ëüíî¿ çì³íè ïðîô³ëþ

Ìåòîä ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü íå ïðèâîäèòü äî ãðóáèõ ïîìè-
ëîê äî òèõ ï³ð, ïîêè êîæíà íàñòóïíà ïîïðàâêà íà ïîðÿäîê ìåíøà, í³æ ïî-
ïåðåäíÿ, òîáòî ð << ð << Ð0. Ó õîä³ íàêîïè÷åííÿ íåë³í³éíèõ ñïîòâîðåíü 
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ïðè ïîøèðåíí³ çâóêó öÿ óìîâà ïåðåñòàº âèêîíóâàòèñÿ, ùî ³ îáìåæóº îá-
ëàñòü çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü. Ðîçãëÿíåìî äðóãèé ìå-
òîä, ùî ìàº á³ëüø øèðîê³ ìîæëèâîñò³. 

Ó ìåòîä³ ïîâ³ëüíî¿ çì³íè ïðîô³ëþ âèêîðèñòîâóþòü òàêå ïðèïóùåííÿ: 
íåë³í³éí³ äåôîðìàö³¿ ïðîô³ëþ õâèë³ íàêîïè÷óþòüñÿ ïîâ³ëüíî, òàê, ùî ¿õ 
ïðèð³ñò íà ³íòåðâàë³ äîâæèíè õâèë³ íåçíà÷íèé.

Òåïåð ï³ä ð, ,  áóäåìî ðîçóì³òè çì³íó òèñêó, øâèäêîñò³ ³ ãóñòèíè, 
îáóìîâëåí³ õâèëåþ; ö³ ïàðàìåòðè ì³ñòÿòü ó ñîá³ ÿê ë³í³éí³ õâèë³, òàê ³ 
íåë³í³éí³ ïîïðàâêè, òîáòî P = P0 + p ³  = 0 + .

Äëÿ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó âàæëèâî â³ää³ëèòè “øâèäê³” çì³íè ïàðàìåòð³â 
ñåðåäîâèùà, ÿê³ îáóìîâëåí³ ïîøèðåííÿì õâèë³ (ïåðåìåæîâóâàííÿ îáëàñòåé 
ñòèñíåííÿ ³ ðîçòÿãíåííÿ), â³ä ïîâ³ëüíèõ çì³í ïðîô³ëþ õâèë³, ÿê³ âèçíà÷à-
þòüñÿ íåë³í³éí³ñòþ ïðîöåñó ³ âèÿâëÿþòüñÿ ï³ñëÿ âåëèêî¿ ê³ëüêîñò³ ñòèñíåíü 
³ ðîçòÿãíåíü. Öüîãî âäàºòüñÿ äîñÿãòè, ÿêùî ââåñòè ñóïðîâ³äíó ñèñòåìó êî-
îðäèíàò õâèë³.

Çàì³ñòü êîîðäèíàò t,x ðîçãëÿíåìî  = t – x/c0, x. Ó ë³í³éí³é àêóñòèö³ 
³äåàëüíîãî ñåðåäîâèùà, äå á³æó÷à õâèëÿ îïèñóºòüñÿ ôîðìóëîþ âèãëÿäó 
p = p(t – x/c0) = p(), ôîðìà õâèë³ ó ñóïðîâ³äíèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò ëè-
øàºòüñÿ íåçì³ííîþ, àäæå âîíà çàëåæèòü ëèøå â³ä . Ïðè íàÿâíîñò³ íåë³-
í³éíèõ äåôîðìàö³é ïðîô³ëþ õâèë³ ìàºìî çàëåæí³ñòü ð â³ä  ³ õ, òîáòî 
p = p(,x), ïðè÷îìó çàëåæí³ñòü â³ä õ º “ïîâ³ëüíîþ”. Öþ ïîâ³ëüí³ñòü áóäåìî 
õàðàêòåðèçóâàòè çà äîïîìîãîþ ìàëîãî ïàðàìåòðà , ÿêèé ìàº ïîðÿäîê ìà-
ëèçíè òàêèé ñàìèé, ÿê âåëè÷èíè ð/Ð0, /, /ñ0 (äèâ. (12.2)).

Îòæå, áóäåìî ââàæàòè, ùî ð = ð(, õ),  = (, õ),  = (, õ), äå 
 = t – x/c0. Ïîçíà÷èìî x1 = x ³ ïåðåéäåìî â ð³âíÿííÿõ (12.42) äî íîâèõ êî-
îðäèíàò, â³äêèäàþ÷è ïðè öüîìó âåëè÷èíè, âèù³ äðóãîãî ïîðÿäêó ìàëèçíè. 
Ïðè öüîìó ñë³ä âðàõîâóâàòè, ùî

0 1

1
, ;

t x c x


 
    
   

     0 0, .P P p             (12.52)

Òàêîæ ñë³ä ïàì’ÿòàòè, ùî ïîõ³äíà /õ1 çá³ëüøóº ïîðÿäîê ìàëèçíè íà 
îäèíèöþ, òîáòî, ÿêùî ïîõ³äíà / — âåëè÷èíà ïåðøîãî ïîðÿäêó ìàëèç-
íè, òî /õ1  2 º âåëè÷èíîþ äðóãîãî ïîðÿäêó ìàëèçíè. Ïðîïîíóºìî ñà-
ìîñò³éíî âèêîíàòè çàïðîïîíîâàí³ ïåðåòâîðåííÿ ³ îòðèìàòè ð³âíÿííÿ

0
0

0 0 1 0

,
p p
c x c

     
   
              

                 (12.53)

 0
0 0 0

0 1

,
c

c
x

    
  

        
                    (12.54)

   
2

202
0

0

1
.

c
p c


 




                              (12.55)

Ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ð³âíÿíü ñòîÿòü âåëè÷èíè äðóãîãî ïîðÿäêó ìàëèçíè, à 
âåëè÷èíè á³ëüø âèñîêîãî ïîðÿäêó (íàïðèêëàä, ()/) â³äêèíóò³.
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Çà äîïîìîãîþ (12.55) âèçíà÷èìî  ÷åðåç ð ³  2 , à ïîò³ì ï³äñòàâèìî â 

(12.54). Òàêèì ÷èíîì, ìàòèìåìî

     20
0 0 0

0 0 1 0

1
.

cp
c

c x

   
  

    

     
        

      (12.56)

ßê áà÷èìî, ë³â³ ÷àñòèíè ð³âíÿíü (12.53) ³ (12.56) îäíàêîâ³, òîìó ìîæíà 
ïðèð³âíÿòè ¿õ ïðàâ³ ÷àñòèíè. Çðîá³òü ñàìîñò³éíî ³ îòðèìàéòå ð³âíÿííÿ, ÿêå 
ì³ñòèòü ó ñîá³ ò³ëüêè âåëè÷èíè äðóãîãî ïîðÿäêó ìàëèçíè. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè 
á³æó÷ó õâèëþ â äîäàòíîìó íàïðÿìêó îñ³ Îõ. Íå çì³íþþ÷è ïîðÿäîê ìàëèçíè 
â îòðèìàíîìó ð³âíÿíí³, ìîæíà âèêëþ÷èòè ç íüîãî  ³ , âèêîðèñòîâóþ÷è 
ñï³ââ³äíîøåííÿ (12.1), ÿê³ ñïðàâåäëèâ³ äëÿ çâóêîâèõ õâèëü ó ë³í³éíîìó íà-
áëèæåíí³:

2
0 0 0

, .
p p
c c

 

 

                               (12.57)

Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè ³ ïðîâåäåííÿ çàì³í /õ1 íà /õ, ïðèõîäèìî äî 
ð³âíÿííÿ â³äíîñíî òèñêó ð:

3
0 0

0.
p p

p
x c




   
 

                           (12.58)

Àíàëîã³÷íî ìîæíà âèêëþ÷èòè ð ³  ³ îòðèìàòè ð³âíÿííÿ â³äíîñíî êîëè-
âàëüíî¿ øâèäêîñò³  (âèêîíàéòå ïåðåòâîðåííÿ ñàìîñò³éíî):

2
0

0.
x c

  



 

 
 

                              (12.59)

Ïîäàíå âèâåäåííÿ ð³âíÿíü (12.58) ³ (12.59) ³ëþñòðóº ìåòîä ïîâ³ëüíî¿ çì³íè 
ïðîô³ëþ. Éîãî åôåêòèâí³ñòü ìîæíà îö³íèòè, ïîð³âíþþ÷è ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 
(12.59) ç òî÷íèì ðîçâ’ÿçêîì (12.36), ùî îòðèìàíèé äëÿ ïðîñòî¿ õâèë³.

Áåçïîñåðåäíüîþ ï³äñòàíîâêîþ ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ðîçâ’ÿçîê ð³â-
íÿííÿ (12.59) âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ  2

0( / )c x      . Òåïåð ðîçãëÿíå-

ìî òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê (12.36): ÿêùî â³äêèíóòè äîäàíîê /ñ0 ïîð³âíÿíî ç îäè-
íèöåþ, òî îòðèìàºìî ë³í³éíó õâèëþ  = Ô(t – x/c0), ùî â³äïîâ³äàº ðîçâ’ÿçêó 
ó ïåðøîìó íàáëèæåíí³. Âèêîíóþ÷è ïðîñò³ ïåðåòâîðåííÿ ó ôîðìóë³ (12.36), 
ïðèõîäèìî äî íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó ç âåëè÷èíàìè /ñ0 ó ïåðøîìó ñòå-
ïåí³ (öå äðóãå íàáëèæåííÿ). Îòæå,

 
 

  
0

2
0 0 0 0

1

1 1

x cx
t t

c c c c




 

                   

2
0 0 0

1 .
x

t x
c c c

   
    

          
     

                   (12.60)
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ßê áà÷èìî, ðîçâ’ÿçîê  2
0( / )c x       âèïëèâàº ç òî÷íîãî ðîçâ’ÿçêó 

(12.36) ïðè /ñ0 << 1, òîáòî Ì << 1. Óìîâà Ì << 1 â³äïîâ³äàº ñëàáêî-
íåë³í³éíîìó ñåðåäîâèùó. Ïðîòå ñàì³ íåë³í³éí³ äåôîðìàö³¿ ïðîô³ëþ õâèë³ 
ïðè öüîìó ìîæóòü áóòè çíà÷íèìè âíàñë³äîê òîãî, ùî âîíè íàêîïè÷óþòüñÿ 
â ïðîöåñ³ ïîøèðåííÿ õâèë³.

Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ïîâ³ëüíî¿ çì³íè ïðîô³ëþ îñîáëèâî åôåêòèâíå ïðè 
äîñë³äæåíí³ õâèëü ó íå³äåàëüíîìó ñåðåäîâèù³, äëÿ ÿêîãî ðîçâ’ÿçîê òî÷íèõ 
ð³âíÿíü íåâ³äîìèé.

12.4. Ãðàô³÷íèé àíàë³ç äåôîðìàö³¿ ïðîô³ëþ ïðîñòî¿
õâèë³ íà îñíîâ³ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó

Íåõàé, ÿê ³ ó ï. 12.2.2, äå äîñë³äæåíî äåôîðìàö³þ ïðîô³ëþ 
ïðîñòî¿ õâèë³ çã³äíî ç òî÷íèì ðîçâ’ÿçêîì Ð³ìàíà, ïî÷àòêîâå çáóäæåííÿ ìàº
ãàðìîí³÷íó çàëåæí³ñòü (äèâ. ôîðìóëó (12.37)). Òîä³ (12.60) ìàòèìå âèãëÿä

0 02
0 00

sin sin M .
x

x
cc

      


   
      

  
             (12.61)

Çâ³äñè

0 0 0

arcsin , M .z z x
c

   
 
 

   
 

                    (12.62)

Ãðàô³÷íèé àíàë³ç, àíàëîã³÷íèé ðèñ. 12.2, íàâåäåíî íà ðèñ. 12.3. ßê áà÷èìî, 
ã³ïåðáîëà ó äðóãîìó íàáëèæåíí³ âèðîäæóºòüñÿ ó ïðÿìó ë³í³þ, òàíãåíñ êóòà
íàõèëó ÿêî¿ çá³ëüøóºòüñÿ ïðîïîðö³éíî õ. ßê áà÷èìî, íà â³äì³íó â³ä ðèñ. 
12.2, ïðè ãðàô³÷íîìó àíàë³ç³ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó îáëàñò³ ñòèñíåííÿ ³
ðîçòÿãíåííÿ äåôîðìóþòüñÿ îäíàêîâî. 

ßêùî êóò  = arctg(z) áóäå äîð³âíþâàòè /4, òî ó ïðîô³ë³ õâèë³ ç’ÿâèòüñÿ
íåîäíîçíà÷í³ñòü, ÿêà â³äïîâ³äàòèìå óòâîðåííþ ðîçðèâó. Îòæå, áåçðîçì³ðíà
â³äñòàíü z = 1 â³äïîâ³äàº äîâæèí³ øëÿõó óòâîðåííÿ ðîçðèâó õð, ùî ìàº âèãëÿä

2
0 0

p
0

, .
2 M

c c
x

f



 

 
   

 
           (12.63)

ßê âæå çàçíà÷àëîñÿ, ïðè x > xp ðîçâ’ÿçîê ó âè-
ãëÿä³ ïðîñòî¿ õâèë³ (12.60) íå ñïðàâäæóºòüñÿ. Öå 
ïîâ’ÿçàíî ç òèì, ùî ó âèõ³äíèõ ð³âíÿííÿõ íå âðàõî-
âóþòüñÿ âòðàòè àêóñòè÷íî¿ åíåðã³¿. Ó íåë³í³éí³é õâè-
ë³ ïðè âèíèêíåíí³ ðîçðèâ³â äèñèïàö³ÿ çâóêîâî¿ åíåð-
ã³¿ ð³çêî çá³ëüøóºòüñÿ, âëàñíå ³ ôîðìóþ÷è ïðè öüî-
ìó ïîâåðõíþ ðîçðèâó. Çðîçóì³ëî, ùî ðåàëüíî óäàðíà 
õâèëÿ ÿâëÿº ñîáîþ ñòðèáîê íå ìàòåìàòè÷íîãî çì³ñ-
òó, à òàêèé, ùî íàãàäóº äóæå êðóòó (õî÷à ³ ïëàâíó)

Ðèñ. 12.3. Ãðàô³÷íèé àíàë³ç äåôîðìàö³¿ ïðîô³ëþ õâèë³
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ñõîäèíêó. Çì³íà ïðîô³ëþ õâèë³ áóäå íàêîïè÷óâàòèñÿ ³ çà â³äñòàííþ õ = õð, 
ïðèâîäÿ÷è äî óòâîðåííÿ ïèëêîïîä³áíî¿ õâèë³. Â³äñòàíü õêð (íàçâåìî ¿¿ êðè-
òè÷íîþ), íà ÿê³é çàâåðøóºòüñÿ ôîðìóâàííÿ ïèëêîïîä³áíî¿ õâèë³, ìîæíà 
çíàéòè ç óìîâè, ùî íà ö³é â³äñòàí³ ãðåá³íü õâèë³ äîãàíÿº âïàäèíó. Ðîçãëÿ-
äàþ÷è ðèñ. 12.1 (³ çãàäóþ÷è âïðàâè ç ìàòåìàòèêè äëÿ ï’ÿòîãî êëàñó ïðî âåëî-
ñèïåäèñò³â), íåâàæêî âèçíà÷èòè ÷àñ têð, çà ÿêèé ãðåá³íü íàçäîæåíå âïàäèíó: 

   êp 00,5 / 2t 0/(4 )  . Çà öåé ÷àñ âñÿ õâèëÿ â ö³ëîìó, ïîøèðþþ÷èñü 

ç ñåðåäíüîþ øâèäê³ñòþ ñ0, â³ääàëÿºòüñÿ â³ä äæåðåëà (õ = 0) íà â³äñòàíü
2

0 0
êp 0 êp p

0 0

,
4 4 2 2

c c
x c t x

M

  
  

                        (12.64)

äå ³ ôîðìóºòüñÿ ïèëêîïîä³áíà õâèëÿ.
Çã³äíî ç (12.63), (12.64) õð ³ õêð çàëåæàòü â³ä äîâæèíè õâèë³ (àáî ÷àñòî-

òè), ÷èñëà Ì ³ íåë³í³éíèõ âëàñòèâîñòåé ñåðåäîâèùà (ïàðàìåòð ). ßêùî 
â³äñòàíü õð â³äïîâ³äàº áåçðîçì³ðí³é â³äñòàí³ z = 1, òî çà ôîðìóëîþ (12.64) 
â³äñòàíü õêð â³äïîâ³äàº áåçðîçì³ðí³é â³äñòàí³ z = /2. Íàäàë³ ïðè x > xp íå-
ë³í³éíà õâèëÿ áóäå çãàñàòè âíàñë³äîê çíà÷íî¿ äèñèïàö³¿ (ïîãëèíàííÿ) çâó-
êîâî¿ åíåðã³¿ â òîíêîìó øàð³ íàâêîëî ôðîíòó óäàðíî¿ õâèë³.

12.5. Íåë³í³éíà âçàºìîä³ÿ â ïðîñòèõ õâèëÿõ

Çì³íà ïðîô³ëþ âèõ³äíî¿ ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³ ïðè ïîøèðåíí³ íà
ñïåêòðàëüí³é ìîâ³ îçíà÷àº ïîÿâó âèùèõ ãàðìîí³ê ùîäî ÷àñòîòè ïåðøî¿ ãàð-
ìîí³êè, ÿêà çàäàºòüñÿ äæåðåëîì. Âèçíà÷èìî ñïåêòð ïðîñòî¿ õâèë³ çà óìîâè 
ïî÷àòêîâîãî ãàðìîí³÷íîãî çáóðåííÿ  = 0sin(t). Îòæå,

  0
0

, sin ,x z
   


 
  

 
                        (12.65)

äå 
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,
x

t
c

   02
0

.z x
c


  Çàïèøåìî (12.65) ó âèãëÿä³ ðÿäó Ôóð’º çà ñèíó-

ñàìè:

   0
1

, sin ,n
n

x B n   




                           (12.66)

äå êîåô³ö³ºíòè ðÿäó Ôóð’º âèçíà÷àþòüñÿ çà äîáðå â³äîìîþ íàì ôîðìóëîþ:

   
2

00

1
sin sin .nB z n d

   
 

 
  

 
                  (12.67)

Òóò ìàºìî ïðîáëåìó: ³íòåãðàë òðåáà îá÷èñëèòè â³ä ôóíêö³¿, ÿêà çàäàíà 
íåÿâíî. Çâåäåìî (12.67) äî ³íòåãðàëà â³ä ÿâíî¿ ôóíêö³¿, âèêîðèñòîâóþ÷è 
çàì³íó çì³ííî¿  + z/0 = . Òîä³ çã³äíî ç (12.65) ìàºìî

/0 = sin,  =  – z sin, d() = (1 – z cos)d.

Îòæå,



Îñíîâè àêóñòèêè

602

   
2
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1
sin sin sin 1 cos .nB n nz z d



    


  

Öåé ³íòåãðàë ìîæíà îá÷èñëèòè òàê [49]:

 2
, 1,2,3,...n
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J nz
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                          (12.68)

Ï³äñòàâëÿþ÷è (12.68) â (12.66), îòðèìàºìî

   
10

2
sin ,n

n

J nz
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                  (12.69)

Çã³äíî ç (12.63) ïàðàìåòð z = x/xp; òîä³ (12.69) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿä³

     p

10 p

2,
sin .

n

n

J nx xx
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nx x

 







                      (12.70)

Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò íàçèâàºòüñÿ ðîçâ’ÿçêîì Áåññåëÿ—Ôóá³í³* ³ ÿâëÿº ñîáîþ 
³íøó ôîðìó çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè ð³âíÿíü (12.3)—(12.5). Âèðàç 
(12.70) âèçíà÷àº ñïåêòðàëüíèé ñêëàä íåë³í³éíî¿ õâèë³, ÿê ôóíêö³¿ ïðîéäå-
íîãî íåþ øëÿõó â³ä äæåðåëà â ìåæàõ 0 < x < xp. Ðîçâ’ÿçîê Áåññåëÿ—Ôóá³í³ 
ïîêàçóº, ùî íåë³í³éíà õâèëÿ ï³ä ÷àñ ïîøèðåííÿ çáàãà÷óºòüñÿ âñå á³ëüø âè-
ñîêèìè ãàðìîí³êàìè, àìïë³òóäà ÿêèõ çá³ëüøóºòüñÿ ç â³äñòàííþ. Çðîñòàííÿ 
åíåðã³¿ ãàðìîí³÷íèõ ñêëàäîâèõ â³äáóâàºòüñÿ çà ðàõóíîê ïåðøî¿ ãàðìîí³êè. Ó 
öüîìó íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ ñêîðèñòàâøèñü ðîçêëàäîì ôóíêö³¿ Áåññåëÿ â 
ðÿä [49]:
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1 ... .
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                (12.71)

ßê áà÷èìî, àìïë³òóäà ïåðøî¿ ãàðìîí³êè (n = 1) çìåíøóºòüñÿ ïðè ìàëèõ 
z = x/xp ÿê B1  (1 – z 2/8), ó òîé ÷àñ ÿê àìïë³òóäà äðóãî¿ ãàðìîí³êè (n = 2) 
çðîñòàº ÿê B2  z/2, îòæå, çá³ëüøóºòüñÿ ë³í³éíî ç â³äñòàííþ õ. Âèù³ ãàð-
ìîí³êè çðîñòàþòü á³ëüø ïîâ³ëüíî.

Ê³ëüê³ñíà êàðòèíà çì³íè ñïåê-
òðàëüíîãî ñêëàäó íåë³í³éíî¿ õâèë³
çã³äíî ç ðîçâ’ÿçêîì (12.70) ïîêàçà-
íà íà ðèñ. 12.4 ó âèãëÿä³ çàëåæ-
íîñò³ íîðìîâàíèõ äî âåëè÷èíè 0

àìïë³òóä ïåðøèõ òðüîõ ãàðìîí³ê Bn

â³ä áåçðîçì³ðíî¿ â³äñòàí³ z = x/xp,

Ðèñ. 12.4. Çàëåæí³ñòü íîðìîâàíèõ äî âå-
ëè÷èíè 0 àìïë³òóä ïåðøèõ òðüîõ ãàð-
ìîí³ê â³ä áåçðîçì³ðíî¿ â³äñòàí³ z = x/xp

                                        
* Ôóá³í³ (Fubini) Ãâ³äî (1870—1943) — ³òàë³éñüêèé ìàòåìàòèê. 
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Ðèñ. 12.5. Ôîðìóâàííÿ ïèëêî-
ïîä³áíèõ õâèëü [43, ñ. 1012]:
1 — ãàðìîí³÷íå ïî÷àòêîâå çáóðåí-
íÿ, 2 — ñêëàäíèé ñèãíàë

(0 — àìïë³òóäà ïåðøî¿ ãàðìîí³êè ïðè x = 0, òîáòî àìïë³òóäà õâèë³ ïîáëèçó 
äæåðåëà). Çíîâó çàçíà÷èìî, ùî ãðàô³êè ìàþòü çì³ñò ïðè z < 1.

Òàêèì ÷èíîì, ï³ä ÷àñ ïîøèðåííÿ íåë³í³éíî¿ õâèë³ â ñåðåäîâèù³ áåç 
äèñïåðñ³¿ â³äáóâàºòüñÿ ëàâèíîïîä³áíå çðîñòàííÿ ÷èñëà ñïåêòðàëüíèõ êîì-
ïîíåíò õâèëüîâîãî ïîëÿ, ùî ó ïðîñòîðîâî-÷àñîâîìó ïîíÿòò³ â³äïîâ³äàº óò-
âîðåííþ ðîçðèâ³â ó ïðîô³ë³ õâèë³ [43, 44]. Ö³êàâî çàçíà÷èòè, ùî ïðè öüîìó 
áóäü-ÿêå ïåð³îäè÷íå çáóðåííÿ íà âåëèêèõ â³äñòàíÿõ ïåðåòâîðþºòüñÿ ó 
“ïèëêó”. Íà ðèñ. 12.5 [43, ñ. 1012] ïîêàçàíî ïðîöåñ ïåðåòâîðåííÿ ïåð³îäè÷-
íîãî ñèãíàëó, ïðè éîãî ïîøèðåíí³ â êâàäðàòè÷íî-íåë³í³éíîìó ñåðåäîâèù³ 
(äèâ. (12.28)) â “ïèëêó”. ßê áà÷èìî, ï³ä ÷àñ ïîøèðåííÿ óòâîðþºòüñÿ îäíà-
êîâèé ïðîô³ëü ÿê äëÿ ãàðìîí³÷íîãî ïî÷àòêîâîãî çáóðåííÿ (êðèâà 1), òàê ³ 
äëÿ á³ëüø ñêëàäíîãî ñèãíàëó (êðèâà 2). Ó ñåðåäîâèùàõ ç á³ëüø ñêëàäíèìè 
íåë³í³éíèìè âëàñòèâîñòÿìè ìîæóòü ³ñíóâàòè ïèëêîïîä³áí³ õâèë³ ³íøèõ 
òèï³â. Ñèòóàö³¿, ùî ïîêàçàí³ íà ðèñ. 12.5, º íàéá³ëüø òèïîâèìè.

Âàæëèâî çàçíà÷èòè òàêèé ìîìåíò: ï³ñëÿ óòâîðåííÿ ïèëêîïîä³áíî¿ õâèë³ 
âîíà çàëèøàºòüñÿ êâàç³ñòàá³ëüíîþ, òîáòî ïðè ¿¿ ïîäàëüøîìó ïîøèðåíí³ 
çì³íþþòüñÿ ò³ëüêè îêðåì³ ïàðàìåòðè (íàïðèêëàä, ï³êîâå çíà÷åííÿ çáóðåí-
íÿ). Ïðîô³ëü õâèë³ äîñèòü ñò³éêèé ³ ìàëî çì³íþºòüñÿ ÿê ïðè âçàºìîä³¿ “ïè-
ëîê” ì³æ ñîáîþ, òàê ³ ïðè ñëàáêîìó âïëèâ³ äîäàòêîâèõ ÷èííèê³â — äè-
ôðàêö³¿, äèñïåðñ³¿ ³ ò.ï. [43]. Òàêèì ÷èíîì, ïèëêîïîä³áíà õâèëÿ ÿâëÿº ñî-
áîþ óí³âåðñàëüíèé îá’ºêò, ñò³éê³ñòü ÿêîãî ïîâ’ÿçàíà ç ñèëüíèì ïðîÿâîì 
íåë³í³éíèõ âëàñòèâîñòåé ñåðåäîâèùà.

12.6. Íåë³í³éí³ õâèë³ â ñåðåäîâèù³ ç äèñèïàö³ºþ. 
Ð³âíÿííÿ Áþðãåðñà

Îñê³ëüêè â ³äåàëüí³é ð³äèí³ çâóêîâà õâèëÿ íå ïîãëèíàºòüñÿ, òî, 
î÷åâèäíî, ùî ïðè÷èíà ïîãëèíàííÿ çâóêó â ðåàëüíîìó ñåðåäîâèù³ ïîâ’ÿ-
çàíà ç ðÿäîì ô³çè÷íèõ ìåõàí³çì³â, ÿê³ ñóïðîâîäæóþòü ïðîöåñ ïîøèðåííÿ 
çâóêó. ßê ìè âæå çíàºìî (äèâ. ï. 4.1.1), îäíèì ç ãîëîâíèõ ìåõàí³çì³â ïî-
ãëèíàííÿ çâóêó º â’ÿçê³ñòü. ßâèùå â’ÿçêîñò³ âèÿâëÿºòüñÿ ó òîìó, ùî ðóõ 
÷àñòèíîê ñóö³ëüíîãî ñåðåäîâèùà ñóïðîâîäæóºòüñÿ ïîÿâîþ ìåõàí³÷íèõ íà-
ïðóæåíü, ïðîïîðö³éíèõ ð³çíèö³ øâèäêîñòåé ðóõó îêðåìèõ ÷àñòèíîê (òîáòî 
ãðàä³ºíòà øâèäêîñò³ ðóõó ÷àñòèíîê).

Îáì³ðêóºìî ÿê âðàõóâàòè â’ÿçê³ñòü ó ð³âíÿííÿõ íåë³í³éíî¿ àêóñòèêè. Òóò 
ñë³ä çàçíà÷èòè äâà ìîìåíòè. Ïî-ïåðøå, â òî÷íèõ ð³âíÿííÿõ àêóñòèêè â’ÿçê³ 
íàïðóæåííÿ âðàõîâóþòüñÿ ââåäåííÿì ò³ëüêè îäíîãî äîäàíêó â ð³âíÿííÿ 
Åéëåðà. Òîìó ïîäàëüø³ ïåðåòâîðåííÿ â çíà÷í³é ì³ð³ ïîä³áí³ äî òèõ, ùî çà-
ñòîñîâóâàëèñÿ ó âèïàäêó ³äåàëüíîãî ñåðåäîâèùà. Çðîçóì³ëî, ùî âðàõóâàííÿ 
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â’ÿçêîñò³ ëèøå â îäíîìó ç òðüîõ ð³âíÿíü ïîòðåáóº ïîÿñíåííÿ. Ïî-äðóãå, 
ïðè âèâåäåíí³ íàáëèæåíîãî ð³âíÿííÿ ñë³ä îö³íèòè ïîðÿäêè ìàëèçíè äî-
äàíê³â. Ïðè öüîìó ââàæàòèìåìî, ùî â’ÿçê³ñòü ³ ÷èííèêè, ùî ïðèâîäÿòü äî 
äåôîðìàö³¿ ïðîô³ëþ õâèë³, áóäåìî ðîçãëÿäàòè ÿê åôåêòè îäíîãî ïîðÿäêó 
ìàëèçíè.

Ïðîñë³äêóºìî îñíîâí³ åòàïè ïåðåòâîðåíü, îáìåæóþ÷èñü, ÿê ³ ðàí³øå, 
ðîçãëÿäîì ïëîñêèõ õâèëü, ùî ïðÿìóþòü âçäîâæ îñ³ Îõ. Çâåðíåìîñÿ äî 
ð³âíÿííÿ Åéëåðà (12.3). Ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíÿííÿ ñòî¿òü âåëè÷èíà (–p/x), 
ÿêà º íàñë³äêîì ïðóæíèõ íàïðóæåíü (âîíè äîð³âíþþòü (–ð)), ùî ä³þòü íà 
÷àñòèíêó ñåðåäîâèùà (äèâ. âèâåäåííÿ ð³âíÿííÿ Åéëåðà â ï.4.1.2). Â³äïîâ³ä-
íî â’ÿçê³ íàïðóæåííÿ  = /õ óòâîðþþòü äîäàòîê âèãëÿäó 2/õ2, äå 
 — äèíàì³÷íà â’ÿçê³ñòü àáî íüþòîí³âñüêèé êîåô³ö³ºíò â’ÿçêîñò³, ,
êã/(ì  ñ). Îòæå, ð³âíÿííÿ Åéëåðà ìàòèìå âèãëÿä

2

2
.

P
t x x x

  
  

            
                       (12.72)

Ó á³ëüøîñò³ ïðàêòè÷íî âàæëèâèõ âèïàäê³â â’ÿçê³ íàïðóæåííÿ ÿê ì³í³ìóì íà 
ïîðÿäîê ìåíø³, í³æ ïðóæí³. Öå äîçâîëÿº ââàæàòè  ìàëîþ âåëè÷èíîþ, ÿê .

Ð³âíÿííÿ íåïåðåðâíîñò³ (12.4) ëèøàºòüñÿ íåçì³ííèì, à ð³âíÿííÿ ñòàíó
óñêëàäíþºòüñÿ çà ðàõóíîê òîãî, ùî ïîãëèíàííÿ çâóêó ó â’ÿçêîìó ñåðåäî-
âèù³ ïðèçâîäèòü äî çì³íè åíòðîï³¿ s . Òîìó ð³âíÿííÿ ñòàíó ìàòèìå âèãëÿä
P = P(,s). Ïðîòå ìîæíà ââàæàòè [44, ñ. 42], ùî çì³íà åíòðîï³¿ çà ðàõóíîê 
â’ÿçêîñò³ º ìàëà âåëè÷èíà òðåòüîãî ïîðÿäêó ìàëèçíè. Íåõòóþ÷è íåþ, çíîâó 
ïîâåðòàºìîñÿ äî àä³àáàòè÷íîãî ð³âíÿííÿ ñòàíó P = P().

Äàë³, íà îñíîâ³ ìåòîäó ïîâ³ëüíî¿ çì³íè ïðîô³ëþ ïðîâîäèìî ïåðåòâî-
ðåííÿ, ÿê³ áóëè çðîáëåí³ ïðè âèâåäåíí³ íàáëèæåíîãî ð³âíÿííÿ (12.58). 
Îñê³ëüêè çì³íþºòüñÿ ò³ëüêè ð³âíÿííÿ Åéëåðà, òî â ïðàâ³é ÷àñòèí³ (12.53) 
ïîâèíí³ ç’ÿâèòèñÿ íîâ³ äîäàíêè, ùî óòâîðþþòüñÿ ³ç âèðàçó 2/õ ïðè ïå-
ðåõîä³ äî ñóïðîâ³äíî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Âðàõîâóþ÷è, ùî (äèâ. (12.52))

2 2 2 2
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çíàõîäèìî, ùî ïîòð³áíèé ïîðÿäîê ìàëèçíè (äðóãèé) ìàº ò³ëüêè äîäàíîê 
2

2 2
0c

 




(âñ³ ³íø³ äîäàíêè á³ëüø âèñîêèõ ïîðÿäê³â). Öåé äîäàíîê áóäå ïðèñóòí³é â 
ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíÿííÿ (12.53) ³, çðîçóì³ëî, ïîâèíåí áóòè ïðèñóòí³é â øó-
êàíîìó ð³âíÿíí³. Çàì³íþþ÷è  íà ð/(0,ñ0), îòðèìóºìî, ùî äëÿ âðàõóâàííÿ 

â’ÿçêîñò³ â ð³âíÿíí³ (12.58) ðàçîì ç ÷ëåíîì 
p
x




 ìàºìî äîäàíîê 
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Îòæå, îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ, ÿêå ìàº íàçâó ð³âíÿííÿ Áþðãåðñà:
2
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                    (12.73)

                                        
 Áþðãåðñ (Burgers) Éîãàíí Ìàðò³íñ (1895—1981) — ãîëëàíäñüêèé ô³çèê.
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Ïðîàíàë³çóºìî ðîëü îêðåìèõ ñêëàäîâèõ öüîãî ð³âíÿííÿ. ßêùî â³äêè-
íóòè âñ³ ÷ëåíè, îêð³ì ïåðøîãî, òî ³ç ð³âíÿííÿ ð/õ = 0 âèïëèâàº, ùî

   0p p p t x c      ³ â³äïîâ³äíî õâèëÿ (â öüîìó íàáëèæåíí³) ïîøèðþ-

ºòüñÿ áåç ñïîòâîðåííÿ. Äðóãèé äîäàíîê âðàõîâóº íåë³í³éí³ çì³íè ïðîô³ëþ 
õâèë³, ùî íàêîïè÷óþòüñÿ ï³ä ÷àñ ïîøèðåííÿ õâèë³, à òðåò³é (äèñèïàòèâíèé 
÷ëåí) — âïëèâ ïîãëèíàííÿ.

Ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ äðóãèì ³ òðåò³ì äîäàíêàìè âèçíà÷àº â³äíîñíó ðîëü 
íåë³í³éíîñò³ ³ ïîãëèíàííÿ. Îö³íèìî öå ñï³ââ³äíîøåííÿ. Íåõàé ìàºìî 
âèõ³äíó ãàðìîí³÷íó õâèëþ 0 0 0 0sin( ) sin( )p p c      . Òîä³ ïîðÿäêè âå-
ëè÷èí áóäóòü òàêèìè:

2
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Çâ³äñè â³äíîøåííÿ íåë³í³éíîãî ÷ëåíà äî äèñèïàòèâíîãî ìàº ïîðÿäîê âåëè-
÷èíè

0 0 0 0 0

0

Re , ,
c c    
  

 
   

 
                  (12.74)

ùî íîñèòü íàçâó àêóñòè÷íîãî ÷èñëà Ðåéíîëüäñà. Âåëè÷èíó  = /0 íàçèâà-
þòü ê³íåìàòè÷íîþ â’ÿçê³ñòþ,  = ì2/ñ.

ßê ïðèêëàä íàâåäåìî ÷èñëîâ³ çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â  ³  äëÿ âîäè ³ 
ïîâ³òðÿ ïðè òåìïåðàòóð³ 20 Ñ:   = 0,01 ã  ñì–1  ñ–1,  = 0,01 ñì2  ñ–1 (âî-
äà);  = 1,8  10–4 ã  ñì–1  ñ–1,  = 0,15 ñì2  ñ–1 (ïîâ³òðÿ). Êîåô³ö³ºíòè â’ÿç-
êîñò³ çàëåæàòü â³ä òåìïåðàòóðè, ïðè÷îìó ïðè çðîñòàíí³ òåìïåðàòóðè äëÿ 
ð³äèí â’ÿçê³ñòü çìåíøóºòüñÿ, à äëÿ ãàç³â âîíà äåùî çðîñòàº.

Çã³äíî ç (12.74) ïðè âåëèêèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà âèçíà÷àëü÷ó ðîëü â³ä³-
ãðàº íåë³í³éí³ñòü õâèëüîâîãî ïðîöåñó, ïðè ìàëèõ — ïîãëèíàííÿ.

Ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà â ð³âíÿíí³ (12.73) ìîæíà íå-
õòóâàòè íåë³í³éíèì ÷ëåíîì. Îòæå, ìàòèìåìî ð³âíÿííÿ
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                             (12.75)

ùî âèçíà÷àº åâîëþö³þ õâèë³ ïðè íàÿâíîñò³ äèñèïàö³¿ â ñåðåäîâèù³. Íåâàæ-
êî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ãàðìîí³÷íà ïëîñêà õâèëÿ ð = exp(–i – x) º ðîçâ’ÿç-
êîì ð³âíÿííÿ (12.75) çà óìîâè, êîëè êîåô³ö³ºíò 2 3

0c  ,  = /0. Îòæå, 

ìàºìî ãàðìîí³÷íó õâèëþ âèãëÿäó  0 0( ) expp p x i t x c      , â ÿê³é àìïë³-

òóäà, ÿê ôóíêö³ÿ ïðîñòîðîâî¿ êîîðäèíàòè õ, çìåíøóºòüñÿ çà åêñïîíåíö³àëü-
íèì çàêîíîì: ð0(õ) = exp(–x), äå 2 3

0c  . Çà ô³çè÷íèì çì³ñòîì  º êî-

åô³ö³ºíò ïîãëèíàííÿ (äèâ. ïàðàãðàô 5.3). Îòæå, êîåô³ö³ºíò 3 3
0 0 0/( )c ñ  

ó ð³âíÿíí³ (12.75) — öå ìíîæíèê ïîáëèçó êâàäðàòó ÷àñòîòè 2 ó êîåô³ö³ºíò³ 

                                        
 Ðåéíîëüäñ (Reynolds) Îñáîðí (1842—1912) — àíãë³éñüêèé ô³çèê.
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ïîãëèíàííÿ ë³í³éíî¿ çâóêîâî¿ õâèë³. Òàêèì ÷èíîì, ïðîâåäåíèé àíàë³ç äîç-
âîëèâ íå ò³ëüêè âèçíà÷èòè õàðàêòåð ñïàäàííÿ àìïë³òóäè ë³í³éíî¿ õâèë³ â 
ñåðåäîâèù³ ç äèñèïàö³ºþ, à é âñòàíîâèòè çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíòà ïîãëè-
íàííÿ â³ä ÷àñòîòè.

Ð³âíÿííÿ Áþðãåðñà º îäíå ç îñíîâíèõ â íåë³í³éí³é àêóñòèö³. Âîíî äîá-
ðå äîñë³äæåíå. Òóò âàæëèâî çàçíà÷èòè, ùî ð³âíÿííÿ Áþðãåðñà âäàºòüñÿ çâå-
ñòè äî ë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ çà äîïîìîãîþ ñïåö³àëüíèõ ïåðåòâîðåíü [44]. Òà-
êèì ÷èíîì, âèíèêàº ìîæëèâ³ñòü ïîáóäóâàòè àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ 
íèçêè âàæëèâèõ âèïàäê³â ïî÷àòêîâîãî ïðîô³ëþ õâèë³. Ìè íå áóäåìî ïðî-
âîäèòè òàêèé àíàë³ç, à ëèøå çàçíà÷èìî, ùî ð³âíÿííÿ Áþðãåðñà îïèñóº ñòðóê-
òóðó ³ ì³ñöåçíàõîäæåííÿ ôðîíòó óäàðíî¿ õâèë³ ³ òîìó, íà â³äì³íó â³ä ð³â-
íÿííÿ äëÿ ïðîñòèõ õâèëü, íå ïîòðåáóº äîäàòêîâèõ óìîâ äëÿ âèçíà÷åííÿ 
ïðîô³ëþ õâèë³ ï³ñëÿ óòâîðåííÿ ðîçðèâó. Îêð³ì öüîãî, ñàì ðîçðèâ âæå íå ââà-
æàºòüñÿ íåñê³í÷åíî òîíêèì; öå îáëàñòü ñê³í÷åííî¿ øèðèíè, ùî âèçíà÷à-
ºòüñÿ êîíêóðåíö³ºþ ì³æ íåë³í³éíèìè çá³ëüøåííÿìè êðóòîñò³ ³ äèñèïàòèâíèì
ðîçìèâàííÿì. Ó ö³é îáëàñò³ äèñèïàòèâíèé ÷ëåí ð³âíÿííÿ Áþðãåðñà ìàº 
íàéá³ëüøå çíà÷åííÿ, ùî îáóìîâëþº åôåêòèâíå ïîãëèíàííÿ åíåðã³¿ õâèë³.

Ïðîâåäåìî íàáëèæåíó îö³íêó ïàðàìåòð³â óäàðíî¿ õâèë³, ââàæàþ÷è, ùî 
âîíà óòâîðåíà âíàñë³äîê âçàºìíî¿ êîìïåíñàö³¿ åôåêò³â íåë³í³éíîñò³ ³ äèñè-
ïàö³¿. Òîä³ íåë³í³éíèé ³ äèñèïàòèâíèé ÷ëåíè â ð³âíÿíí³ (12.73) ïîâèíí³ áó-
òè îäíîãî ïîðÿäêó:
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                  (12.76)

Ââåäåìî àìïë³òóäó óäàðíî¿ õâèë³ a  ³ õàðàêòåðíó øèðèíó ôðîíòó  (ðèñ. 12.6). 
Òîä³ ³ç ñï³ââ³äíîøåííÿ (12.76) âèïëèâàº, ùî à2/2  à/, çâ³äêè îòðèìóºìî 
çâ’ÿçîê ì³æ ïàðàìåòðàìè óäàðíî¿ õâèë³:

const.
2
a


                                     (12.77)

Îòæå, çã³äíî ç (12.77), øèðèíà ôðîíòó  òèì á³ëüøà, ÷èì á³ëüøèé êîåô³-
ö³ºíò  ³ ÷èì ìåíøà àìïë³òóäà à, àáî êîåô³ö³ºíò . Ñòðîãèé àíàë³ç 
ð³âíÿííÿ Áþðãåðñà ï³äòâåðäæóº ñïðàâåäëèâ³ñòü òàêî¿ íàáëèæåíî¿ îö³íêè.

Íà çàê³í÷åííÿ ïàðàãðàôà íàâåäåìî òàê³ ÿê³ñí³ ì³ðêóâàííÿ ïðî ïîøè-
ðåííÿ íåë³í³éíî¿ õâèë³ â ñåðåäîâèù³ ç ïîãëèíàííÿì, ÿêå çàâæäè ³ñíóº â ðå-
àëüíîìó ñåðåäîâèù³. ßêùî ïîãëèíàííÿ äîñèòü ìàëå ³ íåë³í³éí³ åôåêòè 
äîì³íóþòü íàä äèñèïàòèâíèìè, òî âåñü ïðîöåñ ïîøèðåííÿ õâèë³ ìîæíà 
ðîçä³ëèòè íà òðè åòàïè. Íà ïåðøîìó åòàï³ (0 < z = x/xp < 1) â³äáóâàºòüñÿ 
çì³íà ïðîô³ëþ õâèë³ çà çàêîíîì ïðîñòî¿ õâèë³. Ó òî÷ö³ z = 1 ïî÷èíàº óòâî-
ðþâàòèñÿ ðîçðèâ, ÿêèé äîñÿãàº ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ ïðè z = /2. Ïðè 
z > 2 ïðîô³ëü õâèë³ ñòàº ìàéæå ïèëêîïîä³áíèì. Íà äðóãîìó åòàï³ ôîðìà 
ôðîíòó õâèë³ ñòàá³ë³çóºòüñÿ ÿê íàñë³äîê êîíêóðåíö³¿ íåë³í³éíèõ òà äèñèïà-
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Ðèñ. 12.6. Ñòàö³îíàðíà óäàðíà õâèëÿ ð³â-
íÿííÿ Áþðãåðñà

òèâíèõ ïðîöåñ³â, àëå àìïë³òóäíå 
çíà÷åííÿ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ 
çìåíøóºòüñÿ. Ó ê³íö³ äðóãîãî åòàïó 
àìïë³òóäà õâèë³ âíàñë³äîê íåë³í³é-
íîãî ïîãëèíàííÿ çìåíøóºòüñÿ 
íàñò³ëüêè, ùî äîì³íóþ÷èìè ñòà-
þòü äèñèïàòèâí³ åôåêòè. Íà òðåòüîìó åòàï³ àìïë³òóäà õâèë³ âæå íå çàëå-
æèòü â³ä ñâîãî çíà÷åííÿ íà ïî÷àòêó ïðîöåñó ïîøèðåííÿ; õâèëÿ çíîâó ñòàº 
ãàðìîí³÷íîþ ³ ¿¿ ïîøèðåííÿ â³äáóâàºòüñÿ çã³äíî ç çàêîíîì ë³í³éíî¿ àêóñòèêè. 
Ó âèïàäêó, êîëè äèñèïàòèâí³ ïðîöåñè â ñåðåäîâèù³ äîì³íóþòü íàä íåë³-
í³éíèìè, íåë³í³éí³ñòü âèÿâëÿºòüñÿ ñëàáêîþ ³ íà áóäü-ÿê³é â³äñòàí³ äëÿ àìï-
ë³òóä ãàðìîí³ê ç íîìåðàìè n ³ n + 1 çàâæäè âèêîíóºòüñÿ óìîâà Bn+1 << Bn. 

Ìåòîä ïîâ³ëüíî¿ çì³íè ïðîô³ëþ ìîæå áóòè óçàãàëüíåíî ³ íà òðèâèì³ð-
íèé âèïàäîê, êîëè õâèëÿ ÿâëÿº ñîáîþ ïó÷îê, ùî ðîçõîäèòüñÿ âíàñë³äîê 
äèôðàêö³¿. Â³äïîâ³äíå ð³âíÿííÿ áóëî îòðèìàíå â 1970 ð. ³ íîñèòü íàçâó 
ð³âíÿííÿ Õîõëîâà—Çàáîëîòñüêî¿—Êóçíåöîâà (ÕÇÊ)*:

2
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x c c

 
    

              

äå 2 2 2 2y z       — ëàïëàñ³àí çà ïîïåðå÷íèìè êîîðäèíàòàì.
Ïåðøèé äîäàíîê ð³âíÿííÿ ÕÇÊ âèçíà÷àº çì³íó òèñêó âçäîâæ îñ³ ïó÷êà, 

äðóãèé ³ òðåò³é äîäàíêè âèçíà÷àþòü âïëèâ â³äïîâ³äíî íåë³í³éíîñò³ ³ ïîãëè-
íàííÿ. Ïîïåðå÷íèé ëàïëàñ³àí ð âèçíà÷àº äèôðàêö³éí³ çì³íè ïó÷êà. Â³ä-
êèäàþ÷è ò³ ÷è ³íø³ ÷ëåíè â ð³âíÿíí³ ÕÇÊ  ìîæíà îòðèìàòè ñïðîùåí³ ð³â-
íÿííÿ, ÿê³ äîçâîëÿþòü àíàë³çóâàòè îêðåìî âïëèâ íåë³í³éíîñò³, ïîãëèíàííÿ, 
äèôðàêö³¿ íà ïðîöåñ ïîøèðåííÿ àêóñòè÷íèõ õâèëü. Òî÷íîãî àíàë³òè÷íîãî 
ðîçâ’ÿçêó äëÿ ð³âíÿííÿ ÕÇÊ ïîêè íå çíàéäåíî, àëå íàáëèæåí³ ðîçâ’ÿçêè 
ìîæóòü áóòè îòðèìàí³. Ð³âíÿííÿ ÕÇÊ âèÿâèëîñÿ îñîáëèâî êîðèñíèì äëÿ 
ðîçðàõóíêó ïàðàìåòðè÷íèõ àíòåí [19].

12.7. Íåë³í³éí³ õâèë³ â ñåðåäîâèù³ ç ðåëàêñàö³ºþ. 
Ð³âíÿííÿ Êîðòåâåãà—äå Âð³çà—Áþðãåðñà

×èñëåíí³ åêñïåðèìåíòè ³ òåîðåòè÷í³ ðîáîòè [23, 33] äîçâîëèëè 
âèÿâèòè, ùî ïðè ïîøèðåíí³ ïðóæíèõ õâèëü â ñåðåäîâèù³ â³äáóâàþòüñÿ 
ïðîöåñè ïåð³îäè÷íî¿ ïåðåáóäîâè ¿¿ ñòðóêòóðè àáî ñòàíó. Âîíè îòðèìàëè íà-
çâó ðåëàêñàö³éíèõ (â³ä ëàòèíñüêîãî ñëîâà relaxatio — çìåíøåííÿ, îñëàáëåí-
íÿ). Ðåëàêñàö³éí³ ïðîöåñè ð³çíîìàí³òí³, àëå íå äèâëÿ÷èñü íà ð³çíó ô³çè÷íó 
ïðèðîäó, ¿ì ïðèòàìàíí³ ñï³ëüí³ çàêîíîì³ðíîñò³ (âîíè â³äáóâàþòüñÿ í³áèòî 
çà äåÿêîþ ºäèíîþ ñõåìîþ). Ìè íå áóäåìî ðîçãëÿäàòè ô³çèêó êîíêðåòíîãî 
ðåëàêñàö³éíîãî ïðîöåñó. Öèì ñêëàäíèì ïèòàííÿì ïðèñâÿ÷åíà ñïåö³àëüíà 

                                        
*Õîõëîâ Ðåì Â³êòîðîâè÷ (1926—1977) — ðîñ³éñüêèé ô³çèê, àêàäåì³ê ÀÍ ÑÐÑÐ (1974).
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ë³òåðàòóðà [33]. Ïðîòå óçàãàëüíþþ÷è, ìîæíà ñêàçàòè, ùî õàðàêòåðíà îñîá-
ëèâ³ñòü áóäü-ÿêîãî ðåëàêñàö³éíîãî ïðîöåñó ïîëÿãàº ó òîìó, ùî ïðè çì³í³ 
ãóñòèíè ñåðåäîâèùà çì³íþºòüñÿ äåÿêèé ïàðàìåòð , ùî õàðàêòåðèçóº ñòðóê-
òóðó ðå÷îâèíè ñåðåäîâèùà. Ïðè çì³í³  â³ä 1 äî 2 ïàðàìåòð ïîâèíåí 
çì³íþâàòèñÿ â³ä 01 äî 02. Ñóòü ðåëàêñàö³éíîãî ïðîöåñó ïîëÿãàº ó òîìó, ùî 
ïàðàìåòð  íå âñòèãàº çì³íþâàòèñÿ ñë³äîì çà  ³, òàêèì ÷èíîì, â äè-
íàì³÷íîìó ðåæèì³ ó áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó  â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä 0(). Âíà-
ñë³äîê òàêîãî çàï³çíåííÿ, ÿê ìè ïåðåêîíàºìîñÿ äàë³, â ñåðåäîâèù³ ç ðåëàê-
ñàö³ºþ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ äîäàòêîâå ïîãëèíàííÿ çâóêó, à òàêîæ çàëåæí³ñòü ôà-
çîâî¿ øâèäêîñò³ çâóêó â³ä ÷àñòîòè (äèñïåðñ³ÿ).

ßêáè çì³íà  â³äáóâàëàñÿ äóæå ïîâ³ëüíî (  0), òî ïàðàìåòð  ìàëî 
â³äð³çíÿâñÿ á â³ä 0, ³ â êîæíèé ìîìåíò ïðîöåñ ïåðåáóäîâè ñòðóêòóðè áóâ 
áè ãðàíè÷íî áëèçüêèì äî ð³âíîâàæíîãî. Òîä³ øâèäê³ñòü áóëà á òàêîþ æ, ÿê 
â ³äåàëüíîìó ñåðåäîâèù³:  

0
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0c P p

 
   . Ïðè äóæå øâèäêèõ çì³íàõ 

 (  ) ïàðàìåòð  âçàãàë³ íå âñòèãàº çì³íèòèñÿ ³ ïðàêòè÷íî çáåð³ãàº 
çíà÷åííÿ 00, ÿêå â³í ìàâ â íåçáóðåíîìó ñåðåäîâèù³. Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî 
ïðóæí³ âëàñòèâîñò³ ñåðåäîâèùà â êîæíîìó ç öèõ âèïàäê³â ð³çí³, à îòæå, ð³ç-
í³ øâèäêîñò³ çâóêó:  

00

2 2
0c P p c

  
    , ïðè÷îìó c > c0. Òîìó ì³ðîþ äèñ-

ïåðñ³éíèõ âëàñòèâîñòåé ñåðåäîâèùà º âåëè÷èíà  2 2 2
0 0m c c c  . Ïðàêòè÷-

íî çàâæäè öÿ âåëè÷èíà ìàëà (m << 1), òîáòî òîãî æ ïîðÿäêó, ùî ³ p/P0, 
/0 ³ /c0, äå  =  – 0, p = P – P0.

Ïåðåéäåìî äî âèâåäåííÿ ð³âíÿíü ïîøèðåííÿ çâóêó. Ó ñåðåäîâèù³ ç ðå-
ëàêñàö³ºþ ð³âíÿííÿ Åéëåðà ³ íåïåðåðâíîñò³ ëèøàþòüñÿ íåçì³ííèìè, 
çì³íþºòüñÿ ëèøå ð³âíÿííÿ ñòàíó: òåïåð P = P(, , s). Ïðîòå ìîæíà ââàæà-
òè, ùî, ÿê ³ ó âèïàäêó â’ÿçêîãî ñåðåäîâèùà, çì³íîþ åíòðîï³¿ s ìîæíà íå-
õòóâàòè. Òîä³ P = P(, ). Ðîçêëàäåìî öþ çàëåæí³ñòü â ðÿä çà ñòåïåíÿìè  ³ 
(—0). Ïðè öüîìó ñë³ä âðàõîâóâàòè, ùî çì³íè, ÿê³ âèêëèêàí³ ðåëàêñàö³é-
íèìè ïðîöåñàìè, ìàë³ ïîð³âíÿíî ç³ çì³íîþ ïàðàìåòð³â ñåðåäîâèùà, âèêëè-
êàíèõ ñàìîþ çâóêîâîþ õâèëåþ (àíàëîã³÷íî òîìó, ÿê â’ÿçê³ íàïðóæåííÿ ìàë³ 
ïîð³âíÿíî ç ïðóæíèìè). Òîìó ââàæàòèìåìî âåëè÷èíó ( – 0) ìàëîþ ïîð³â-
íÿíî ç . Îòæå, ç òî÷í³ñòþ äî âåëè÷èíè äðóãîãî ïîðÿäêó ìàëèçíè
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       (12.78)

Îñê³ëüêè â ñèñòåì³ ð³âíÿíü àêóñòèêè (ð³âíÿííÿ Åéëåðà, íåïåðåðâíîñò³ ³ 
ñòàíó) ç’ÿâèëàñÿ íîâà íåâ³äîìà ôóíêö³ÿ (t,x), òî öþ ñèñòåìó ñë³ä äîïîâíè-
òè ùå îäíèì ð³âíÿííÿì — ð³âíÿííÿì ðåëàêñàö³¿. Òóò äîðå÷íèìè áóäóòü òàê³
ô³çè÷í³ ì³ðêóâàííÿ. Äëÿ ñòàíó, áëèçüêîãî äî ð³âíîâàæíîãî, ìîæíà ââàæà-
òè, ùî øâèäê³ñòü çì³íè ïàðàìåòðà , òîáòî d/dt, ïðîïîðö³éíà ð³çíèö³ ( –
–0). Îòæå, ð³âíÿííÿ ðåëàêñàö³¿ ìàòèìå âèãëÿä
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d

b
dt


                                     (12.79)
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äå b = 1/p, p — ÷àñ ðåëàêñàö³¿. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ ó òîìó, ùî çàêîí 
íàáëèæåííÿ  äî ð³âíîâàæíîãî çíà÷åííÿ 0 ïðè ïî÷àòêîâ³é óìîâ³ (t = 
= 0) = (0) ìàº åêñïîíåíö³àëüíó ôîðìó:  = 0 + [(0) – 0]exp(–t/p). Äëÿ 
ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³ ç ÷àñòîòîþ  øâèäê³ñòü çâóêó â ñåðåäîâèù³ ç ðåëàê-
ñàö³ºþ çì³íþºòüñÿ â³ä c0 ïðè p = 0 äî c ïðè p  . 

Ï³äñòàâèìî (12.79) ó (12.78), âðàõîâóþ÷è ïðè öüîìó ñï³ââ³äíîøåííÿ 
(äèâ. (12.29), (12.35))
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Òîä³ (12.78) íàáóäå âèãëÿäó
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Â ð³âíÿííÿõ íåõòóºìî . Äëÿ öüîãî ïðîäèôåðåíö³þºìî (12.78) çà t. Ïðè 
äèôåðåíö³þâàíí³ ñë³ä çâåðíóòè óâàãó íà òå, ùî ïàðàìåòð 0 â³äïîâ³äàº ïî-
òî÷íîìó çíà÷åííþ ãóñòèíè, òîáòî ð³âíîâàæíèé ñòàí 0 º ôóíêö³ºþ ãóñòèíè: 
0 = 0(). Ç óðàõóâàííÿì öüîãî ïîõ³äíó  
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,                     (12.82)

àáî

0

2 20
0 .

P
c c




  

  
    

                           (12.83)

Òàêèì ÷èíîì, ï³ñëÿ äèôåðåíö³þâàííÿ ìàºìî

     
0

22
02 2 2

0 0
0

1
.

cp P d
c c c

t t t dt t

   
  

       
          

    (12.84)

Ïîìíîæèìî (12.81) íà b ³ äîäàìî äî (12.84) ç óðàõóâàííÿì ñï³ââ³äíîøåííÿ 
2 2 2

0 0c c mc   ; òàêèì ÷èíîì, d/dt áóäå âèëó÷åíî. Îòæå, îòðèìóºìî ð³âíÿí-

íÿ, ÿêå âñòàíîâëþº çâ’ÿçîê ì³æ çì³íàìè òèñêó ð ³ ãóñòèíè  â ñåðåäîâèù³ 
ç ðåëàêñàö³ºþ:

     
22

202 2
0 0

0

1
.

cp
bp c b b mc

t t t t

   


                             
    (12.85)

Ð³âíÿííÿ (12.85) çàïèñàíå â òàê³é ôîðì³, ùî â ïðàâ³é ÷àñòèí³ ñòîÿòü âå-
ëè÷èíè äðóãîãî ïîðÿäêó ìàëèçíè (íàãàäàºìî, ùî m << 1). Ï³ñëÿ ïåðåõîäó 
äî ñóïðîâ³äíî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò ïîõ³äíà /t çàì³íèòüñÿ íà /. Ïî-
äàëüø³ ïåðåòâîðåííÿ çðó÷íî ïðîâåñòè, ÿêùî ñêîðèñòàòèñÿ îïåðàòîðíèìè 
ïîçíà÷åííÿìè. Ð³÷ ó òîìó, ùî ñêëàäí³ ð³âíÿííÿ â îïåðàòîðí³é ôîðì³ çàïè-
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ñó çîâí³øíº ñïðîùóþòüñÿ ³ õ³ä ¿õ ïåðåòâîðåíü ñòàº á³ëüø íàî÷íèì. Ïîçíà-
÷èìî Q ³ D — äèôåðåíö³éí³ îïåðàòîðè Q = / + b ³ D = /. Òîä³ âèðàç 
(12.85) íàáóâàº òàêîãî âèãëÿäó:

 2
0 3,Q p c F                                    (12.86)

äå F3 — ñóêóïí³ñòü ÷ëåí³â äðóãîãî ïîðÿäêó ìàëèçíè â ïðàâ³é ÷àñòèí³ 
(12.85). ßêùî â öèõ äîäàíêàõ âèðàçèòè  ÷åðåç p çà ôîðìóëîþ ïåðøîãî 
íàáëèæåííÿ 2

0p c   , òî 

      2
3 2

0 0

1
.F Q p mD p

c





                         (12.87)

Àíàëîã³÷íî, ð³âíÿííÿ Åéëåðà (12.53) ³ íåïåðåðâíîñò³ (12.54), âèêîðèñòîâó-
þ÷è ôîðìóëè ïåðøîãî íàáëèæåííÿ ð/ = 0ñ0, 

2
0p c   , çàïèñóºìî ó âè-

ãëÿä³

1
0 0

,
p

D F
c




 
  

 
                                (12.88)

0
2

0

,
c

D F 


 
  

 
                                (12.89)

äå 

  2

1 2 2 3
0 0 0 0

1 1 1
, .

pp p
F F

x x c  

  
   

  
               (12.90)

²ç ð³âíÿííÿ (12.86) îòðèìàºìî

 1
32 2

0 0

1 1
p Q F

c c
    ,                                (12.91)

äå Q–1 — îáåðíåíèé îïåðàòîð. Ï³äñòàâëÿºìî (12.91) ó âèðàç (12.89):

 1
2 3

0 0 0 0

1
.

p
D F DQ F

c c


 
 

   
 

                     (12.92)

Ïðèð³âíþþ÷è ïðàâ³ ÷àñòèíè (12.88) ³ (12.92) ³ ïîÿñíþþ÷è ïîçíà÷åííÿ, 
ïðèõîäèìî äî ð³âíÿííÿ ó äðóãîìó íàáëèæåíí³ òàêîãî âèãëÿäó:

     2 2 1
3 2

00 0 0 0

11 1p p p
D p D p mQ

x x cc c


 

                   
,      (12.93)

àáî

1
3

00 0

0.
2

p p m p
p Q

x cc


  

                 
                   (12.94)

Îáåðíåíèé îïåðàòîð Q–1 âèçíà÷àº ðîçâ’ÿçîê äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ç 
â³äïîâ³äíîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ, à ñàìå, dy/d + by = dp/d. Çà äîïîìîãîþ
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ïðàö³ [8] çíàõîäèìî éîãî ðîçâ’ÿçîê, ùî äàº çìîãó ïåðåïèñàòè ð³âíÿííÿ 
(12.94) òàêèì ÷èíîì:

  3
00 0

exp 0.
2

p p m p
p b d

x cc

   
   

                    
      (12.95)

Ïîð³âíþþ÷è (12.95) ³ (12.58), çàçíà÷àºìî, ùî ð³âíÿííÿ ïîïîâíèëîñÿ 
³íòåãðàëüíèì äîäàíêîì, ÿêèé îïèñóº åôåêòè, ïîâ’ÿçàí³ ç ðåëàêñàö³ºþ 
(à ñàìå, âïëèâ ïîãëèíàííÿ ³ äèñïåðñ³¿ øâèäêîñò³ çâóêó), â òîé ÷àñ ÿê ïåðø³ 
äâà äîäàíêè îïèñóþòü (ÿê ³ â (12.58)) åôåêòè ïîøèðåííÿ ³ íåë³í³éíó äå-
ôîðìàö³þ ïðîô³ëþ õâèë³.

Ð³âíÿííÿ (12.95) º ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíèì. Éîãî ìîæíà ñïðîñòèòè, 
ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî ð çì³íþºòüñÿ äîñèòü ïîâ³ëüíî íà ³íòåðâàë³, ùî äî-
ð³âíþº ÷àñó ðåëàêñàö³¿ ð = 1/b, òîáòî çíà÷íî ïîâ³ëüí³øå, í³æ åêñïîíåíòà 
ï³ä çíàêîì ³íòåãðàëà (12.95). Öå äîçâîëÿº çàì³íèòè p/ äâîìà ïåðøèìè 
÷ëåíàìè ðîçêëàäàííÿ ö³º¿ ôóíêö³¿ â ðÿä çà ñòåïåíÿìè ( – ):

 
2

2

1
2

p p p

   

 
   

                  

³ îá÷èñëèòè ³íòåãðàë â (12.95). ßê íàñë³äîê, îòðèìàºìî äèôåðåíö³àëüíå 
ð³âíÿííÿ Êîðòåâåãà*—äå Âð³çà —Áþðãåðñà:

2 3

3 2 2 3
0 00 0

1 1
0.

2 4
p p m p m p

p
x c b cc b


  

         
   

          (12.96)

Ñòðóêòóðà öüîãî ð³âíÿííÿ âêàçóº íà òå, ùî çì³íà ôîðìè ïðîô³ëþ õâèë³, 
ì³ðîþ ÿêî¿ º ïîõ³äíà   const

p x


  , âèçíà÷àºòüñÿ íåë³í³éí³ñòþ ñåðåäîâèùà 

(äðóãèé äîäàíîê), ïîãëèíàííÿì (òðåò³é äîäàíîê, ïîð³âíÿéòå (12.96) ç ð³â-
íÿííÿì Áþðãåðñà (12.73)) ³ äèñïåðñ³ºþ çâóêà (÷åòâåðòèé äîäàíîê, äèâ. ï. 12.8). 
ßêùî â³äêèíóòè òðåò³é äîäàíîê, òî îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ Êîðòåâåãà—äå Âð³-
çà, ÿêå îïèñóº ïîøèðåííÿ õâèëü â ñåðåäîâèù³ ç äèñïåðñ³ºþ, àëå áåç ïîãëè-
íàííÿ. Ð³âíÿííÿ (12.96) íå çì³íèòü ñâîþ ñòðóêòóðó, ÿêùî âðàõóâàòè â’ÿç-
ê³ñòü ³ òåïëîïðîâ³äí³ñòü ñåðåäîâèùà. Ïðè öüîìó çì³íèòüñÿ ëèøå êîåô³ö³ºíò 
ïðè 2ð/2, ÿêèé â öüîìó âèïàäêó ïîïîâíèòüñÿ äîäàíêàìè, ùî âðàõîâóþòü 
ïîãëèíàííÿ çà ðàõóíîê â’ÿçêîñò³ ³ òåïëîïðîâ³äíîñò³.

12.8. Ïëîñê³ á³æó÷³ õâèë³ â ñëàáêîíåë³í³éíîìó
ïîãëèíàëüíîìó ñåðåäîâèù³ ç äèñïåðñ³ºþ

Ïåðåïèøåìî ð³âíÿííÿ Êîðòåâåãà—äå Âð³çà—Áþðãåðñà ó âèãëÿä³
2 3

1 2 32 3
0,

p p p p
a p a a

x   
         

   
                      (12.97)

äå ïîçíà÷åííÿ à1, à2, à3 çðîçóì³ë³ ³ç (12.96). Öå ð³âíÿííÿ äîçâîëÿº äîñë³äèòè 
                                        
* Êîðòåâåã (Korteweg) Ä³äåðèê Éîãàíí (1848—1941) — ãîëëàíäñüêèé ô³çèê.
 äå Âð³ç (Vries) Ãóñòàâ (òî÷í³ äàòè æèòòÿ íå â³äîì³) — ó÷åíü Êîðòåâåãà.
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ñóì³ñíèé âïëèâ íåë³í³éíîñò³, â’ÿçêîñò³ ³ ðåëàêñàö³¿ íà ñòðóêòóðó õâèë³. 
Ïðîòå ïîøóê òî÷íîãî ðîçâ’ÿçêó öüîãî ð³âíÿííÿ — öå ñêëàäíà çàäà÷à. Ó 
íàø³é ñèòóàö³¿ íà ïåðøîìó åòàï³ äîñë³äæåííÿ äîö³ëüíî îòðèìàòè íàáëèæå-
íèé ðîçâ’ÿçîê, âèêîðèñòîâóþ÷è íàéá³ëüø ïðîñò³ çàñîáè.

Îòæå, çàñòîñîâóºìî ìåòîä ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü. Çã³äíî ç öèì ìåòî-
äîì, îáìåæóþ÷èñü äðóãèì íàáëèæåííÿì, ïîäàìî p  ó âèãëÿä³ ñóìè äâîõ 

äîäàíê³â: ð = ð(1) + ð(2), ïðè÷îìó ð(2) << ð(1). Çðîçóì³ëî, ùî îòðèìàíèé íèæ÷å 
ðîçâ’ÿçîê ìàº îáëàñòü çàñòîñóâàííÿ, ùî îáìåæåíà óìîâîþ ìàëîñò³ íåë³í³é-
íî¿ ïîïðàâêè ð(2) ïîð³âíÿíî ç ë³í³éíîþ õâèëåþ ð(1). Ï³äñòàâëÿþ÷è ð = ð(1) + 
+ ð(2) â (12.97), îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ äëÿ ð(1) ³ ð(2) (çðîá³òü ñàìîñò³éíî):

(1) 2 (1) 3 (1)

2 32 3
0,

p p p
a a

x  
  

  
  

                        (12.98)

(2) 2 (2) 3 (2) (1)
(1)

2 3 12 3
.

p p p p
a a a p F

x  
   

   
  

              (12.99)

Íåõàé ïî÷àòêîâà õâèëÿ º ãàðìîí³÷íà, áóäåìî ââàæàòè, ùî íà ïî÷àòêó êîîð-
äèíàò (õ = 0) ñïîòâîðåííÿ ùå â³äñóòí³, òîáòî (2)

0
0

x
p


 . Ï³äñòàíîâêîþ íå-

âàæêî ïåðåêîíàòèñÿ ó òîìó, ùî ðîçâ’ÿçîê ë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ (12.98) ó 
êîìïëåêñí³é ôîðì³ ìàº âèãëÿä

    (1)
0 1 0 1exp exp ,p p i t kx x p i x x                     (12.100)

äå  = t – x/c0, () = k0 – k, k0 = /c0, k = /c, 1 = a22, () = –a33. Çã³äíî 
ç (12.100) ó ñåðåäîâèù³ ç ïîãëèíàííÿì ³ ðåëàêñàö³ºþ ìàºìî õâèëþ, â ÿê³é 
àìïë³òóäà çìåíøóºòüñÿ çà åêñïîíåíö³àëüíèì çàêîíîì, à ôàçîâà øâèäê³ñòü 
çàëåæèòü â³ä ÷àñòîòè ñ  ñ()  ñ0. Ä³éñíà ôîðìà ðîçâ’ÿçêó (12.100) áóäå òàêà:

p(1) = p0exp(–1x)cos( + ()x).                     (12.101)

Ìàþ÷è ðîçâ’ÿçîê (12.101), çíàõîäèìî íåë³í³éíó ïîïðàâêó äðóãîãî íà-
áëèæåííÿ ð(2) ç ð³âíÿííÿ (12.99). Éîãî ïðàâà ÷àñòèíà F â³ä³ãðàº ðîëü äåÿêî¿ 
çáóäæóâàëüíî¿ ñèëè, ùî ä³º âçäîâæ îñ³ Îõ. Îá÷èñëþþ÷è F, çíàõîäèìî, ùî 
çàëåæí³ñòü F(t,x) ìàº ñòðóêòóðó á³æó÷î¿ õâèë³ ïîäâîºíî¿ ÷àñòîòè:

    21
0 1exp 2 sin 2 2 .

2
a

F p x x                    (12.102)

Ôàçîâà øâèäê³ñòü ö³º¿ “õâèë³ âïëèâó” — òà ñàìà, ùî ³ õâèë³ ïåðøîãî íà-
áëèæåííÿ (1)p .

Ðîçâ’ÿçîê íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ (12.99) ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí: 
ðîçâ’ÿçêó â³äïîâ³äíîãî îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ (ç ÷àñòîòîþ 2) ³ ÷àñòèííîãî 
ðîçâ’ÿçêó. Ïåðøå ç íèõ (2)

1p  àíàëîã³÷íî äî (12.101) ìàº âèãëÿä

    (2)
1 2exp sin 2 2 ,p A x x                       (12.103)

äå 2 = à2(2)2, À ³  — íåâ³äîì³ ñòàë³.
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Äëÿ òîãî ùîá çíàéòè ÷àñòèííèé ðîçâ’ÿçîê íåîäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ (12.99),
äîö³ëüíî ïîäàòè (12.102) ó âèãëÿä³ ñóìè åêñïîíåíö³àëüíèõ äîäàíê³â: F
  *

1 1F F , äå * — çíàê êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ,

  2
1 1 0 1exp 2 2 2 ,

4
i

F a p i x x                       (12.104)

òîä³ øóêàíèé ðîçâ’ÿçîê òàêîæ áóäå ñóìîþ êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèõ äî-
äàíê³â. Áóäåìî øóêàòè îäèí ç íèõ ó âèãëÿä³ åêñïîíåíòè ç òàêèì ïîêàçíè-
êîì, ùî ³ â (12.104), àëå ç íåâ³äîìîþ àìïë³òóäîþ. Ï³äñòàâëÿþ÷è øóêàíèé 
ðîçâ’ÿçîê â (12.99), çíàõîäèìî àìïë³òóäó ³ ï³ñëÿ íèçêè íåñêëàäíèõ ïåðåòâî-
ðåíü îòðèìàºìî

 
      

    
2

1 0 1(2)
2 22

2 1

exp 2
cos 2 2 ,

2 2 2 2

a p x
p x

 
    

     

 
  

  
   (12.105)

äå tg = (2 – 21)/((2) – 2()).
Ï³äáåðåìî àìïë³òóäó À ³ ôàçó  ó ôîðìóë³ (12.103) òàê, ùîá íåë³í³éíà 

ñêëàäîâà (2) (2)
2 1 2p p p   äîð³âíþâàëà íóëþ ïðè õ = 0. Çðîçóì³ëî, ùî À çá³ãà-

ºòüñÿ ç àìïë³òóäîþ õâèë³ (2)
2p , âçÿòî¿ ç ïðîòèëåæíèì çíàêîì, à  = –(). 

Ïîºäíóþ÷è (2)
1p  ³ (2)

2p , çíàõîäèìî

      


     




  

2
(2) 1 0

22
2 12 2 2 2

a p
p              1exp 2 cos 2 2x x

–             2exp cos 2 2 .x x                (12.106)

Ôîðìóëà (12.106) äîçâîëÿº àíàë³çóâàòè ñóêóïíó ðîëü íåë³í³éíîñò³, ïîãëè-
íàííÿ ³ äèñïåðñ³¿ øâèäêîñò³ çâóêó íà ïî÷àòêîâîìó â³äð³çêó øëÿõó ïîøè-
ðåííÿ õâèë³, äå ùå ñïðàâåäëèâ³ ïðèïóùåííÿ ìåòîäó ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü.

Ðîçãëÿíåìî îêðåì³ âèïàäêè. Íåõàé äèñïåðñ³ÿ â³äñóòíÿ, òîáòî () =
= (2) = 0. Òîä³

        
2

(2) 1 0
1 2

2 1

exp 2 exp sin 2 .
2 2

a p
p x x


  

 


   


        (12.107)

Íåõàé ïîãëèíàííÿ òàêîæ ïðÿìóº äî íóëÿ. Òîä³, âèêîðèñòîâóþ÷è íà-
áëèæåííÿ exp(–x)  1 – x, îòðèìóºìî 

 
2

(2) 1 0 sin 2 .
2

a p
p x


                            (12.108)

Îòæå, íåë³í³éí³ñòü õâèëüîâîãî ïðîöåñó ïðèâîäèòü (â ìåæàõ äðóãîãî íàáëè-
æåííÿ) äî çðîñòàííÿ àìïë³òóäè äðóãî¿ ãàðìîí³êè, ÿêà ïðîïîðö³éíà â³äð³çêó 
øëÿõó õ. Ïðè á³ëüøèõ çíà÷åííÿõ õ ïðîïîðö³éí³ñòü ïîðóøóºòüñÿ ³ çðîñòàííÿ 
äðóãî¿ ãàðìîí³êè îáìåæóºòüñÿ [28, 44]. Ïðè íàÿâíîñò³ ïîãëèíàííÿ àìï-
ë³òóäà äðóãî¿ ãàðìîí³êè ñïî÷àòêó çá³ëüøóºòüñÿ, îñê³ëüêè çðîñòàº ð³çíèöÿ 
çíà÷åíü exp(–21x) – exp(–2x) ó ôîðìóë³ (12.107), à ïîò³ì çìåíøóºòüñÿ, àä-
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æå êîæíà åêñïîíåíòà ïðÿìóº äî íóëÿ ç³ çá³ëüøåííÿì çíà÷åííÿ õ. Òàêà ïî-
âåä³íêà äðóãî¿ ãàðìîí³êè îáóìîâëåíà íàÿâí³ñòþ ó õâèëüîâîìó ïðîöåñ³ äâîõ 
ïðîòèä³éíèõ ÷èííèê³â: íåë³í³éíîñò³, ÿêà ïîðîäæóº âèù³ ãàðìîí³êè (ó òîìó 
÷èñë³ äðóãó) ³ äèñèïàö³¿, ùî ïðèâîäèòü äî ïîãëèíàííÿ âèùèõ ãàðìîí³ê 
(òèì á³ëüøå åôåêòèâíîìó, ÷èì âèùèé íîìåð ãàðìîí³êè). Ìîæíà êàçàòè, 
ùî çà ðàõóíîê íåë³í³éíîñò³ åíåðã³ÿ ïî÷àòêîâîãî ãàðìîí³÷íîãî ñèãíàëó âå-
ëèêî¿ àìïë³òóäè ïåðåêà÷óºòüñÿ â îáëàñòü âèùèõ ÷àñòîò, äå ñïîñòåð³ãàºòüñÿ 
á³ëüøå ïîãëèíàííÿ, í³æ íà ÷àñòîò³ ïåðøî¿ ãàðìîí³êè (  2). Òîìó ñèãíà-
ëè âåëèêî¿ àìïë³òóäè ïîãëèíàþòüñÿ ñèëüí³øå, í³æ ñèãíàëè ìàëî¿ àìïë³òóäè 
îäíàêîâî¿ ÷àñòîòè, ³ òîìó åâîëþö³ÿ ïðîô³ëþ ïî÷àòêîâî ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³, 
ÿêèé ç ÷àñîì äåôîðìóºòüñÿ, îáóìîâëþº çíîâó ñèíóñî¿äàëüíó ôîðìó.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âïëèâ äèñïåðñ³¿ çà â³äñóòíîñò³ ïîãëèíàííÿ (1 = 
= 2 = 0). Ó òàêîìó ðàç³

   
   2

(2) 1 0 2 2
sin

2 2 2
a p

p x
   

   
 

  
  

   2 2
sin 2 .

2
x

   
 

 
   

 
                    (12.109)

Íàãàäàºìî, ùî  = t – x/c0, () = –a33. Ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà 3a
(òîáòî ïðè ñëàáê³é äèñïåðñ³¿) ïåðøèé ñèíóñî¿äàëüíèé ìíîæíèê ó (12.109) 
ÿê ôóíêö³ÿ êîîðäèíàòè õ çì³íþºòüñÿ çíà÷íî ïîâ³ëüí³øå, í³æ äðóãèé, ùî
äîçâîëÿº ðîçãëÿäàòè éîãî ÿê îáâ³äíó çàëåæíîñò³ ð(2)(õ). Íàÿâí³ñòü öüîãî
ìíîæíèêà âèçíà÷àº ïðîñòîðîâ³ áèòòÿ õâèë³ äðóãî¿ ãàðìîí³êè. Âèíèêíåííÿ
áèòòÿ ïîâ’ÿçàíî ç â³äì³íí³ñòþ ôàçîâèõ øâèäêîñòåé õâèëü ïåðøî¿ ³ äðóãî¿
ãàðìîí³ê, ùî îáóìîâëåíå äèñïåðñ³ºþ øâèäêîñò³ çâóêó.

Ä³éñíî, çà â³äñóòíîñò³ äèñïåðñ³¿ () = (2) = 0 õâèëÿ ñèëè çìóøóâàííÿ 
F, ÿêà ïîðîäæóºòüñÿ ïåðøîþ ãàðìîí³êîþ (äèâ. (12.100), (12.102)), ³ 
â³äïîâ³äíà ¿é õâèëÿ (2)

2p — çìóøåíå êîëèâàííÿ (äèâ. (12.105)) ïîøèðþþòü-

ñÿ ç ò³ºþ æ øâèäê³ñòþ, ùî ³ õâèëÿ (2)
1p  (äèâ. (12.103)); îòæå, ôàçè ñèëè F

çìóøóâàííÿ ³ êîëèâàííÿ (2)
1p  â êîæí³é òî÷ö³ ïðîñòîðó çá³ãàþòüñÿ. Öå ÿâè-

ùå íàçèâàºòüñÿ ñèíõðîí³çìîì. Óíàñë³äîê ñèíõðîí³çìó õâèëÿ äðóãî¿ ãàð-
ìîí³êè (2) (2) (2)

1 2p p p   ï³äñèëþºòüñÿ ï³ä ÷àñ ïîøèðåííÿ (äèâ. (12.108)). Ó 
ñåðåäîâèù³ ç ïîãëèíàííÿì (àëå áåç äèñïåðñ³¿) òàêîæ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ñèí-
õðîí³çì, àëå ç’ÿâëÿºòüñÿ êîíêóðóþ÷èé ÷èííèê — ï³äâèùåíå ïîãëèíàííÿ 
äðóãî¿ ãàðìîí³êè ïîð³âíÿíî ç ïåðøîþ, ÿêå íà ïî÷àòêó óïîâ³ëüíþº çðîñòàí-
íÿ àìïë³òóäè äðóãî¿ ãàðìîí³êè, à ïîò³ì ïðèçâîäèòü äî ¿¿ çìåíøåííÿ. Ó äèñ-
ïåðãóþ÷îìó ñåðåäîâèù³ õâèëüîâ³ ÷èñëà ñèëè F çìóøóâàííÿ ³ äðóãî¿ ãàð-
ìîí³êè   3

0 0 32 2 2 2k k a      òà   3
0 0 32 2 2 8k k a      ð³çí³, à îòæå, ³ 

ð³çí³ ôàçîâ³ øâèäêîñò³. Âíàñë³äîê öüîãî ñèíõðîí³çì ïîðóøóºòüñÿ. Ó äåÿêèõ 
òî÷êàõ ïðîñòîðó ñèëà çìóøóâàííÿ ï³äòðèìóº êîëèâàííÿ ïîäâîºíî¿ ÷àñòîòè, 
à ³íøèõ ÷àñòîò ïîñëàáëþº, ÷åðåç öå ñïîñòåð³ãàºòüñÿ êàðòèíà ïðîñòîðîâîãî 
áèòòÿ (äèâ. (12.109)) äðóãî¿ ãàðìîí³êè íà â³äì³íó â³ä ìîíîòîííîãî çðîñòàí-
íÿ ¿¿ àìïë³òóäè, ÿê â (12.108).
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12.9. Ñîë³òîíè

Äèñïåðñ³ÿ, ÿê ³ ïîãëèíàííÿ, âïëèâàþòü íà ð³âåíü âèùèõ ãàð-
ìîí³ê ó ñïåêòð³ ñèãíàëó ³, òàêèì ÷èíîì, íà éîãî ïðîô³ëü. Ô³çè÷íî öå 
ïîâ’ÿçàíî ç òèì, ùî ð³çí³ ñïåêòðàëüí³ êîìïîíåíòè ïîøèðþþòüñÿ ç ð³çíèìè 
øâèäêîñòÿìè, ùî îáìåæóº íàêîïè÷åííÿ íåë³í³éíèõ åôåêò³â, ÿê³ ïðèçâî-
äÿòü äî ïîÿâè ð³çêèõ çì³í ó ïðîô³ë³ õâèë³. Îòæå, ³ ïîãëèíàííÿ, ³ äèñïåðñ³ÿ 
(çà ðàõóíîê ïîðóøåííÿ ñèíõðîí³çìó) îáìåæóþòü ä³þ íåë³í³éíîñò³ ³ âèñòó-
ïàþòü (ó äàíîìó âèïàäêó) ó ðîë³ êîíêóðóþ÷èõ ç íåþ ÷èííèê³â. ßêùî çíåõ-
òóâàòè ïîãëèíàííÿì, òî âèÿâëÿºòüñÿ ìîæëèâîþ ñèòóàö³ÿ, êîëè íåë³í³éí³ 
åôåêòè ³ åôåêòè, îáóìîâëåí³ äèñïåðñ³ºþ, âð³âíîâàæóþòü îäèí îäíîãî. Öüî-
ìó â³äïîâ³äàº ñòàö³îíàðíèé (òîáòî õâèëÿ ç íåçì³ííèì ïðîô³ëåì) ðîçâ’ÿçîê 
ð³âíÿííÿ Êîðòåâåãà—äå Âð³çà (ð³âíÿííÿ (12.97) ïðè à2 = 0) [28, 45]. Â³í ìàº 
âèãëÿä îäèíî÷íîãî ³ìïóëüñó ³ íàçèâàºòüñÿ ñàìîòíüîþ õâèëåþ àáî ñîë³òîíîì. 
Îñòàííÿ íàçâà ïîõîäèòü â³ä àíãë³éñüêîãî solitary wave — ñàìîòíÿ õâèëÿ. 
Îòæå, ñàìà íàçâà õâèë³ ï³äêðåñëþº ëîêàë³çîâàíèé õàðàêòåð òàêîãî ðîçâ’ÿçêó 
ð³âíÿííÿ Êîðòåâåãà—äå Âð³çà (ÊäÂ). Âèãëÿä ñîë³òîíó ÊäÂ íàâåäåíî íà 
ðèñ. 12.7.

Îö³íèìî éîãî õàðàêòåðí³ ïàðàìåòðè, ââàæàþ÷è, ùî íåë³í³éíèé ÷ëåí ó 
ð³âíÿíí³ ÊäÂ (äèâ. (12.97) ïðè à2 = 0) âð³âíîâàæóºòüñÿ äèñïåðñ³éíèì:

3

1 3 3

p p
a p a

 
   

 
, ³íàêøå 

 2 2

1 3 2
.

2

p p
a a



 



             (12.110)

Ïîçíà÷èìî àìïë³òóäó ñîë³òîíó ð0 ³ õàðàêòåðíó øèðèíó  (ðèñ. 12.7). 
Òîä³, ÿê âèïëèâàº ³ç ñï³ââ³äíîøåííÿ (12.110), 2 2

1 0 3 02a p a p  , çâ³äêè îò-
ðèìàºìî çâ’ÿçîê ì³æ ïàðàìåòðàìè ñîë³òîíó:

Ðèñ. 12.7. Çàëåæí³ñòü òèñêó â³ä  äëÿ ñî-
ë³òîíó ð³âíÿííÿ Êîðòåâåãà—äå Âð³çà

Ðèñ. 12.8. Åâîëþö³ÿ ïî÷àòêîâîãî çáóðåí-
íÿ â íåë³í³éíîìó ñåðåäîâèù³ ç äèñïåð-
ñ³ºþ, ÿêà çàâåðøóºòüñÿ óòâîðåííÿì ñî-
ë³òîí³â [45, ñ. 26]
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                                  (12.111)

ßê áà÷èìî, ÷èì á³ëüøà àìïë³òóäà ñîë³òîíó, òèì â³í âóæ÷èé. Àíàë³ç òî÷íîãî 
ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ ÊäÂ ï³äòâåðäæóº ñïðàâåäëèâ³ñòü ñï³ââ³äíîøåííÿ (12.111). 
Âçàãàë³ ñîë³òîíè ìàþòü äóæå ö³êàâ³ âëàñòèâîñò³. Íàïðèêëàä, âèÿâëÿºòüñÿ ¿õ 
øâèäê³ñòü òèì á³ëüøà, ÷èì á³ëüøà, í³æ àìïë³òóäà. ²íøó âëàñòèâ³ñòü ³ëþñò-
ðóº ðèñ. 12.8 [45, ñ. 26], íà ÿêîìó ïîêàçàíà åâîëþö³ÿ ïî÷àòêîâîãî çáóðåííÿ 
â ìåæàõ ð³âíÿííÿ ÊäÂ. ßê áà÷èìî, ïðîöåñ óòâîðåííÿ ð³çêî¿ çì³íè ïðîô³ëþ 
çóïèíÿºòüñÿ ³ â³äáóâàºòüñÿ óòâîðåííÿ îäíîãî àáî ê³ëüêîõ ñîë³òîí³â, ÷èñëî 
ÿêèõ âèçíà÷àºòüñÿ ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. Ïîäàëüøèé àíàë³ç âëàñòèâîñòåé 
ñîë³òîí³â ó ïðàö³ íå ïðîâîäèòüñÿ.

Óòâîðåííÿ ñîë³òîí³â ìîæëèâå ó âèïàäêàõ, êîëè äèñïåðñ³éí³ åôåêòè çíà÷-
íî ïåðåâàæàþòü åôåêòè ïîãëèíàííÿ, íàïðèêëàä ãðàâ³òàö³éíî-êàï³ëÿðí³ õâèë³ 
íà ïîâåðõí³ ð³äèíè. Âïåðøå ñàìîòíþ õâèëþ íà ïîâåðõí³ âîäè ñïîñòåð³ãàâ 
Ðàññåë* ó 1838 ð. Äëÿ çâóêîâèõ õâèëü ó ð³äèíàõ òà ãàçàõ õàðàêòåðíî ïðîòè-
ëåæíå ñï³ââ³äíîøåííÿ, à ñàìå: ïåðåâàãà äèñèïàö³¿ íàä äèñïåðñ³éíèìè åôåê-
òàìè. Ïðîòå â ñòðóêòóðíî-íåîäíîð³âíèõ ñåðåäîâèùàõ, äå ³ñíóº àêóñòè÷íà 
äèñïåðñ³ÿ, ñïîñòåð³ãàþòüñÿ åôåêòè ñîë³òîííîãî õàðàêòåðó [28].

12.10. Íåë³í³éíà âçàºìîä³ÿ àêóñòè÷íèõ õâèëü

Äâ³ õâèë³, íåñê³í÷åííî ìàëî¿ àìïë³òóäè, ïðîõîäÿ÷è êð³çü äåÿêó
îáëàñòü ñåðåäîâèùà, ñòâîðþþòü ³íòåðôåðåíö³éíó êàðòèíó, â ÿê³é âçàºìíå
ï³äñèëåííÿ êîëèâàíü â îäíèõ ì³ñöÿõ ³ ïîñëàáëåííÿ â ³íøèõ ïîÿñíþºòüñÿ
ñóïåðïîçèö³ºþ õâèëü, ùî ïðèõîäÿòü â òî÷êó ñïîñòåðåæåííÿ ç äåÿêèì çñó-
âîì ôàç. Ïðè ñê³í÷åíí³é àìïë³òóä³ õî÷à á îäí³º¿ ç äâîõ õâèëü, îêð³ì ³íòåð-
ôåðåíö³¿, ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ¿õ âçàºìîä³ÿ, ÿêà âèÿâëÿºòüñÿ ó ïîÿâ³ íîâèõ
õâèëü, ùî îáóìîâëåíî íåë³í³éí³ñòþ õâèëüîâîãî ïðîöåñó.

Íåë³í³éíà âçàºìîä³ÿ õâèëü — îäíå ç íàéá³ëüø âàæëèâèõ åôåêò³â íå-
ë³í³éíî¿ àêóñòèêè, ÿêå âæå çíàéøëî çàñòîñóâàííÿ â òåõí³ö³. Ùîá çðîçóì³òè
ãîëîâí³ îñîáëèâîñò³ öüîãî ñêëàäíîãî åôåêòó, ðîçãëÿíåìî ïðîñòèé âèïàäîê, 
à ñàìå, ïîøèðåííÿ äâîõ ïëîñêèõ õâèëü p1(x,t) ³ p2(x,t) âçäîâæ îñ³ Îõ. Ïðè-
òîìó îäíî÷àñíî ðîçãëÿíåìî äâ³ ñèòóàö³¿: êîëè õâèë³ ïðÿìóþòü â îäíîìó íà-
ïðÿìêó ³ ó ïðîòèëåæíèõ íàïðÿìêàõ.

Ñêîðèñòàºìîñÿ ìåòîäîì ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü, àäæå ïðè âèâ÷åíí³ 
ïîëÿ çóñòð³÷íèõ õâèëü íå ìîæíà ââåñòè ñóïðîâîäæóâàí³ êîîðäèíàòè ³ çà-
ñòîñóâàòè ìåòîä ïîâ³ëüíî¿ çì³íè ïðîô³ëþ.

Îòæå, íåõàé õâèë³ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ  1 ,p x t  ³  2 ,p x t  º ãàðìîí³÷í³ 

ïëîñê³ õâèë³ ç ÷àñòîòàìè 1 ³ 2. Òîä³ ó ïåðøîìó íàáëèæåíí³ çâóêîâèé òèñê 
ó ñåðåäîâèù³ ìàº âèãëÿä

   1 2 1 1 1 2 2 2cos cos .p p p A t k x A t k x                  (12.112)

                                        
* Ðàññåë (Russell) Äæîí Ñêîòò (1808—1882) — àíãë³éñüêèé â÷åíèé ³ ³íæåíåð-âèíàõ³ä-

íèê.
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Âåðõí³é çíàê (òóò ³ íàäàë³) ó äðóãîìó äîäàíêó â³äïîâ³äàº ïîøèðåííþ õâèëü 
â îäíîìó íàïðÿìêó, íèæí³é — íàçóñòð³÷ îäíà îäí³é; â³äïîâ³äíî k1 = 1/c0 ³ 
k2 = 2/c0.

Õâèë³ äðóãîãî íàáëèæåííÿ (íåë³í³éíèé äîäàíîê ð) çíàéäåìî çà äîïî-
ìîãîþ ð³âíÿííÿ (12.50). Éîãî ïðàâó ÷àñòèíó, ÿêà âèêîíóº ðîëü çáóäæó-
âàëüíî¿ ñèëè, ùî ä³º âçäîâæ îñ³ Îõ, âèçíà÷èìî ÷åðåç ð ³ . Ï³äñòàâëÿþ÷è 

1 2p p p     ³  1 2 0 0p p c      ó ôîðìóëó (12.51) äëÿ çáóäæóâàëüíî¿ ñèëè, 

îòðèìóºìî

Q = Q11 + Q22 + Q12,                           (12.113)

äå Q11 âèðàæàºòüñÿ ÷åðåç  21p , à Q22 — ÷åðåç  22p . Äîäàòîê Q12 âèçíà-

÷àºòüñÿ äîáóòêîì 1 2p p   ³ ìàº âèãëÿä

     2 2
1 2 1 2

12 2 2 2 2
0 0 0

12
.

p p p p
Q

c x c t




           
   

               (12.114)

Õâèëüîâå ð³âíÿííÿ (12.50) º ë³í³éíå ð³âíÿííÿ ³ òîìó çã³äíî ç ïðèíöè-
ïîì ñóïåðïîçèö³¿ êîæíîìó äîäàíêó â (12.113) â³äïîâ³äàº ñâ³é ðîçâ’ÿçîê. 
Òàê, Q11 â³äïîâ³äàº çà ïîÿâó äðóãî¿ ãàðìîí³êè ó õâèë³ p1(x,t), à Q22, â³äïîâ³ä-
íî, îáóìîâëþº ïîÿâó äðóãî¿ ãàðìîí³êè ó õâèë³ p2(x,t). Öå, ÿê âæå ìè ðîçó-
ì³ºìî, ïðèçâåäå äî çì³íè ïðîô³ëþ âçàºìîä³éíèõ õâèëü. Äîäàíîê Q12 âëàñíå 
âèçíà÷àº âçàºìîä³þ õâèëü.

Îñê³ëüêè 1 2p p   ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³

   1 2
1 2 1 2 1 2cos

2
A A

p p t k k x                  1 2 1 2cos ,t k k x (12.115)

òî, ÿê áà÷èìî, äîäàíîê Q12 ä³ëèòüñÿ íà äâ³ êîìïîíåíòè, ÿê³ ìàþòü çì³ñò ñèë 
çìóøóâàííÿ ñóìàðíî¿ ÷àñòîòè (1 + 2) ³ ÷àñòîòè ð³çíèö³ (1 – 2). Ï³ä ¿õ
âïëèâîì ó ñåðåäîâèù³ âèíèêàþòü õâèë³ ñóìàðíî¿ ÷àñòîòè ³ ÷àñòîòè ð³çíèö³, 
ÿê³ º íàñë³äêîì íåë³í³éíî¿ âçàºìîä³¿ õâèëü ç ÷àñòîòàìè 1 ³ 2. 

Íàäàë³ ðîçãëÿíåìî êîìïîíåíòó ç ÷àñòîòîþ ð³çíèö³ (1 – 2). Öå ïîâ’ÿçà-
íî ç òèì, ùî â áàãàòüîõ âèïàäêàõ âîíà ñòàíîâèòü íàéá³ëüøèé ³íòåðåñ, àäæå 
â ðåàëüíîìó ñåðåäîâèù³ çà ðàõóíîê ïîãëèíàííÿ âñ³ âèñîêî÷àñòîòí³ ñêëàäîâ³ 
øâèäêî çãàñàþòü.

Ï³ñëÿ äèôåðåíö³þâàííÿ â (12.114) çíàõîäèìî

     2 21 2
12 1 2 1 24

0 0

1
A A

Q
c

    


               1 2 1 2cos .t k k x (12.116)

Íå ðîçâ’ÿçóþ÷è ð³âíÿííÿ (12.50), ïðîâåäåìî òàê³ ÿê³ñí³ ì³ðêóâàííÿ ùîäî 
ïðàâî¿ ÷àñòèíè (12.116). Ï³ä ä³ºþ ñèëè çìóøóâàííÿ (12.116) ó ñåðåäîâèù³ 
âèíèêàº õâèëÿ ç ÷àñòîòîþ ð³çíèö³ (1 – 2):
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Î÷åâèäíî, õàðàêòåð çì³íè àìïë³òóäè ( )B x  ö³º¿ õâèë³ çàëåæèòü â³ä íà-
ïðÿìêó ïîøèðåííÿ õâèëü p1(x,t) ³ p2(x,t). Ä³éñíî, ÿêùî õâèë³ ïðÿìóþòü â 
îäíîìó íàïðÿìêó, òî ôàçè çáóäæóâàëüíî¿ ñèëè 12Q   ³ õâèë³ p  çá³ãàþòüñÿ â 

êîæí³é òî÷ö³ ñåðåäîâèùà, àäæå (k1 – k2)x = (1 – 2)x/c0 ³ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ 
ñèíõðîí³çì. Ó öüîìó âèïàäêó Â(õ) áóäå íàðîùóâàòèñÿ ë³í³éíî ç êîîðäèíà-
òîþ õ, àäæå ï³ä ÷àñ ïîøèðåííÿ ñàìå öÿ ôàçîâà ñèíõðîíí³ñòü çàáåçïå÷óº 
ïîñò³éíå íàäõîäæåííÿ åíåðã³¿ äî õâèë³ p .

ßêùî õâèë³ ïðÿìóþòü íàçóñòð³÷ îäíà îäí³é, òî ÿâèùå ñèíõðîí³çìó â³ä-
ñóòíº, àäæå    1 2 1 2 0k k x x c    . Ó öüîìó âèïàäêó ìîæíà ãîâîðèòè ïðî

äåÿêå ïðîñòîðîâå áèòòÿ ³, çðîçóì³ëî, çáóðåííÿ õâèë³ p  áóäå ìàëîåôåêòèâíèì.
Ç öèõ ÿê³ñíèõ ì³ðêóâàíü ìè ðîáèìî âàæëèâèé âèñíîâîê: åôåêò çáóðåí-

íÿ õâèë³ p  ç ÷àñòîòîþ ð³çíèö³ (1 – 2) çíà÷íîþ ì³ðîþ çàëåæèòü â³ä íà-

ïðÿìêó ðóõó õâèëü ç ÷àñòîòàìè 1 ³ 2, ³, ÿê âèÿâëÿºòüñÿ, º íàéá³ëüø åôåê-
òèâíèì, êîëè õâèë³ p1(x,t) ³ p2(x,t) ïîøèðþþòüñÿ â îäíîìó íàïðÿìêó.

Ðîçãëÿíóòà ñèòóàö³ÿ âçàºìîä³¿ ïëîñêèõ õâèëü â ³äåàëüíîìó ñåðåäîâèù³ º 
äîñèòü ñïðîùåíà ìîäåëü âçàºìîä³¿. Çàçíà÷èìî îñíîâí³ ìîìåíòè ðåàëüíîãî 
ñåðåäîâèùà, ÿê³ âïëèâàþòü íà åôåêò âçàºìîä³¿ õâèëü. Ïî-ïåðøå, öå íà-
ÿâí³ñòü ïîãëèíàííÿ â ðåàëüíîìó ñåðåäîâèù³. Ïî-äðóãå, öå äèñïåðñ³ÿ øâèä-
êîñò³ çâóêó, õî÷à äëÿ òàêèõ ñåðåäîâèù, ÿê âîäà ³ ïîâ³òðÿ, öåé ÷èííèê íå 
ìàº çíà÷åííÿ, àäæå äèñïåðñ³ÿ ïðàêòè÷íî â³äñóòíÿ. ² ïî-òðåòº, òå, ùî ñàì³ 
õâèë³ íå º ïëîñêèìè, à ÿâëÿþòü ñîáîþ ïó÷êè, ùî ïîøèðþþòüñÿ çà ðàõóíîê 
äèôðàêö³¿ â çîíó ãåîìåòðè÷íî¿ ò³í³. Íàÿâí³ñòü â ñåðåäîâèù³ äèñïåðñ³¿ ïðè-
çâîäèòü äî íåñèíõðîííî¿ âçàºìîä³¿ õâèëü, ùî ïðÿìóþòü â îäíîìó íàïðÿì-
êó. Íàÿâí³ñòü ïîãëèíàííÿ ³ äèôðàêö³éíîãî ðîçøèðåííÿ ïó÷êà îáìåæóº çî-
íó åôåêòèâíî¿ âçàºìîä³¿ õâèëü, ùî ïîøèðþþòüñÿ â îäíîìó íàïðÿìêó.

12.11. Ïàðàìåòðè÷í³ âèïðîì³íþâà÷³
³ ïðèéìà÷³ çâóêó

Äî 1960 ðîêó â íèçö³ äîñë³äæåíü áóëî ïîêàçàíî, ùî â óëüòðà-
çâóêîâîìó ä³àïàçîí³ ÷àñòîò, íàâ³òü ïðè íåâåëèêèõ ³íòåíñèâíîñòÿõ çâóêó, 
ãåíåðàö³ÿ ãàðìîí³ê ³ êîìá³íàö³éíèõ (1 + 2, 1 – 2) ÷àñòîò â ìàëîâ’ÿçêèõ
ð³äèíàõ (òàêèõ, íàïðèêëàä, ÿê âîäà) çàâäÿêè íåë³í³éíèì âëàñòèâîñòÿì âè-
ÿâëÿºòüñÿ äîñèòü ñèëüíî. Öå ñïîíóêàëî àìåðèêàíñüêîãî àêóñòèêà Âåñòåð-
âåëòà (Westervelt, 1963 ð.) ³, íåçàëåæíî â³ä íüîãî, Â.À. Çâºðºâà* ³ Î.². Êà-
ëà÷åâà íà äóìêó ïðî ìîæëèâ³ñòü ñòâîðåííÿ ïàðàìåòðè÷íèõ âèïðîì³íþâàëüíèõ
³ ïðèéìàëüíèõ àíòåí. Ó òàêèõ àíòåíàõ âèïðîì³íþâàëüíèìè àáî ïðèéìàëü-
íèìè åëåìåíòàìè º ñàì îá’ºì íåë³í³éíîãî ñåðåäîâèùà, â ÿêîìó â³ä-
áóâàºòüñÿ âçàºìîä³ÿ õâèëü.

Òåðì³í “ïàðàìåòðè÷íèé”, ùî ââåäåíèé Âåñòåðâåëòîì, íå â³äïîâ³äàº ïðèé-
íÿòîìó â òåîð³¿ êîëèâàíü ïîíÿòòþ ïàðàìåòðè÷íîãî çáóäæåííÿ. Òî÷í³øå áóëî á 
ãîâîðèòè ïðî íåë³í³éíó àíòåíó. Ïðîòå öåé òåðì³í íàñò³ëüêè ì³öíî óâ³éøîâ ó 
íàóêîâó ìîâó ñïåö³àë³ñò³â, ùî íàìàãàííÿ çì³íèòè éîãî íåìàþòü ñåíñó [37, ñ. 129].

                                        
* Çâºðºâ Â³òàë³é Àíàòîë³ºâè÷ (í. 1924 ð.) — ðîñ³éñüêèé ðàä³îô³çèê ³ àêóñòèê, ÷ë.-êîð.

ÐÀÍ.
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Íà ðèñ. 12.9 ïîêàçàíà ñõåìà 
âèïðîì³íþâàëüíî¿ ïàðàìåòðè÷íî¿ àí-
òåíè. Äâ³ ³íòåíñèâí³ õâèë³ ç áëèçüêè-
ìè ÷àñòîòàìè 1 ³ 2, ùî ïîøèðþ-
þòüñÿ â îäíîìó íàïðÿìêó, âçàºìî-
ä³þòü ì³æ ñîáîþ. Ïðè öüîìó ðàçîì 
ç ³íøèìè ÷àñòîòàìè âèíèêàº ÷àñ-
òîòà ð³çíèö³ 1 2 1 2,       . 

Òàê, çà 1 ³ 2 äëÿ âîäè çðó÷íî âè-
êîðèñòîâóâàòè ÷àñòîòè ïðèáëèçíî 
äî ê³ëüêà ñîòåíü ê³ëîãåðö. ßêùî, 
íàïðèêëàä, f1 = 100 êÃö, f2 = 99 êÃö, /2 = 1000 Ãö, òî õâèëÿ ç ÷àñòîòîþ 
ïîãëèíàºòüñÿ çíà÷íî ñëàáê³øå, í³æ õâèë³ ç ÷àñòîòàìè 1 ³ 2. Öÿ õâèëÿ 
çìîæå ïðîéòè çíà÷íî á³ëüøó â³äñòàíü, í³æ õâèë³ 1 ³ 2. Çðîçóì³ëî, ùî 
åôåêòèâí³ñòü òàêî¿ âèïðîì³íþâàëüíî¿ àíòåíè íåâåëèêà, àëå íåçâàæàþ÷è íà 
öå òàêà àíòåíà ìàº äóæå ö³íí³ âëàñòèâîñò³.

Ïåðø çà âñå öå ãîñòðà õàðàêòåðèñòèêà ñïðÿìîâàíîñò³ äëÿ õâèë³ ç ÷àñ-
òîòîþ . Ïðè öüîìó ñàì âèïðîì³íþâà÷, ùî ñòâîðþº â ñåðåäîâèù³ õâèë³ ç 
÷àñòîòàìè 1 ³ 2, ìîæå ìàòè ðîçì³ðè ìàë³ ïîð³âíÿíî ç äîâæèíîþ õâèë³ ç 
÷àñòîòîþ . Ùîá îö³íèòè ñïðÿìîâàí³ñòü ïàðàìåòðè÷íî¿ àíòåíè, äîö³ëüíî 
ïðîñë³äêóâàòè çà àíàëîã³ºþ ì³æ íåþ ³ çâè÷àéíîþ àíòåíîþ, ÿêà òàêîæ âè-
ïðîì³íþº õâèëþ ç ÷àñòîòîþ . Ó ïàðàìåòðè÷í³é àíòåí³ êîðèñíèé ñèãíàë 
âèíèêàº çà ðàõóíîê ä³¿ íà ñåðåäîâèùå ñèëè çìóøóâàííÿ  12 ,Q x t  (ôîðìó-

ëà (12.116)), ùî ìàº õàðàêòåð á³æó÷î¿ õâèë³. Ðîçì³ñòèìî íà â³äð³çêó L
(ðèñ. 12.10), ÿêèé äîð³âíþº äîâæèí³ îáëàñò³ åôåêòèâíî¿ âçàºìîä³¿ õâèëü ç 
÷àñòîòàìè 1 ³ 2, çâè÷àéí³ íåñïðÿìîâàí³ âèïðîì³íþâà÷³ (íàïðèêëàä, 
ï’ºçîêåðàì³÷í³) ³ ñôàçóºìî ¿õ òàêèì ÷èíîì, ùîá ìàêñèìóì âèïðîì³íþ-
âàííÿ îòðèìàíî¿ àíòåíè çá³ãàâñÿ ç íàïðÿìêîì âèïðîì³íþâàííÿ ïàðàìåò-
ðè÷íî¿ àíòåíè, òîáòî âçäîâæ îñ³ Îõ. Äëÿ öüîãî, ÿê â³äîìî, íåîáõ³äíî ââå-
ñòè ôàçîâ³ çñóâè, êîìïåíñóþ÷è ð³çíèöþ õîäó â³ä îêðåìèõ âèïðîì³íþâà÷³â 
äî òî÷êè ïðèéìàííÿ íà îñ³ Îõ. Ïðè öüîìó çáóäæåííÿ åëåìåíòà àíòåíè ç 
êîîðäèíàòîþ õ íà ÷àñòîò³  áóäå âèçíà÷àòèñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì cos((t –
–x/c0)), ùî çá³ãàºòüñÿ ç òî÷í³ñòþ äî ñòàëîãî ìíîæíèêà ç ôîðìóëîþ 
(12.116), â ÿê³é ïðèéíÿòî âåðõí³é çíàê. Òåïåð çðîçóì³ëî, ùî ñïðÿìî-
âàí³ñòü ïàðàìåòðè÷íî¿ àíòåíè âèçíà÷àºòüñÿ ðîçì³ðîì çîíè âçàºìîä³¿ L ³ 
áëèçüêà äî ñïðÿìîâàíîñò³ çâè÷àéíî¿ ôàçîâàíî¿ àíòåíè äîâæèíîþ L. 
Îñê³ëüêè â ðåàëüí³é ñèòóàö³¿ L äîñèòü âåëèêà, òî ñïðÿìîâàí³ñòü ïàðàìåò-
ðè÷íî¿ àíòåíè ìîæå áóòè äîñèòü ãîñòðîþ (â ã³äðîàêóñòè÷íèõ ïàðàìåòðè÷-
íèõ àíòåíàõ âåëè÷èíà L ñÿãàº ñîòåíü ìåòð³â).

Ïàðàìåòðè÷íà àíòåíà ïðèâàáëèâà íå ò³ëüêè òèì, ùî âîíà áåçò³ëà ³ ìîæå 
ìàòè ã³ãàíòñüê³ ðîçì³ðè. Ó íå¿ º 
äóæå âàæëèâà ïðèíöèïîâà ïåðå-
âàãà íàä àíòåíîþ, ÿêà ÿâëÿº ñîáîþ 
ðåø³òêó ³ç çâè÷àéíèõ íåñïðÿìîâà-
íèõ åëåìåíò³â. Ð³÷ ó òîìó, ùî ¿õ 
òðåáà ñôàçóâàòè ì³æ ñîáîþ ç âèñî-

Ðèñ. 12.9. Ñõåìà ïàðàìåòðè÷íîãî âèïðîì³-
íþâà÷à çâóêó:
1 — âèïðîì³íþâà÷ çâóêó, L — äîâæèíà îáëàñò³ 
âçàºìîä³¿

Ðèñ. 12.10. Ïðèêëàä äî ïîÿñíåííÿ ñïðÿìîâà-
íèõ âëàñòèâîñòåé ïàðàìåòðè÷íî¿ àíòåíè
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Ðèñ. 12.11. Õàðàêòåðèñòèêè ñïðÿìîâàíîñò³ âèïðîì³íþâàííÿ ïàðàìåòðè÷íî¿ àíòåíè [23, 
ñ. 103]:
íà ÷àñòîòàõ f1 = 418 êÃö (à) ³ f2 = 482 êÃö (á), íà ð³çíèöåâ³é ÷àñòîò³ /(2) = 64 êÃö (â) [23, ñ. 103]

êîþ òî÷í³ñòþ. Öå ñêëàäíà òåõí³÷íà çàäà÷à. Íåîáõ³äíî çàáåçïå÷èòè íå ò³ëü-
êè ³äåíòè÷í³ñòü ÿê ôàçîâèõ, òàê ³ àìïë³òóäíèõ õàðàêòåðèñòèê áàãàòüîõ åëå-
ìåíò³â àíòåíè, à é ¿õ òî÷íå ðîçì³ùåííÿ. Òî÷í³ñòü âèêîíàííÿ öèõ îïåðàö³é 
çàëèøàºòüñÿ ñê³í÷åííîþ ïðè áóäü-ÿêèõ çóñèëëÿõ. Óíàñë³äîê öüîãî, òàêà 
àíòåíà ìàº áîêîâå ïîëå, ÿêå, íà æàëü, íåìîæëèâî çàçäàëåã³äü òî÷íî ðîçðà-
õóâàòè. Öå ïîëå ñóòòºâî óøêîäæóº õàðàêòåðèñòèêó àíòåííî¿ ðåø³òêè. Âçà-
ãàë³, òåîðåòè÷íî, àíòåíà ó âèãëÿä³ ôàçîâî¿ ðåø³òêè çàâæäè ìàº áîêîâå ïîëå.

Ïàðàìåòðè÷íà àíòåíà ìàº âèíÿòêîâó âëàñòèâ³ñòü — ó íå¿ íåìà áîêîâèõ 
ïåëþñòê³â, íàÿâí³ñòü ÿêèõ º òèïîâèì äëÿ çâè÷àéíèõ àíòåí. ßê ïðèêëàä, íà 
ðèñ. 12.11 íàâåäåí³ õàðàêòåðèñòèêè ñïðÿìîâàíîñò³ ïëîñêîãî âèïðîì³íþâà÷à 
ä³àìåòðîì 7,5 ñì íà ÷àñòîòàõ f1 = 428 êÃö (ðèñ. 12.11, à), f2 = 482 êÃö 
(ðèñ. 12.11, á) ³ ñïðÿìîâàí³ñòü õâèëü ÷àñòîòè ð³çíèöü /2 = 64 êÃö 
(ðèñ. 12.11, â) [23, ñ.103]. Çâ³äñè áà÷èìî â³äñóòí³ñòü äèôðàêö³éíèõ ïå-
ëþñòê³â íà ÷àñòîò³ . ²íøîþ âàæëèâîþ âëàñòèâ³ñòþ º øèðîêîñìóãîâ³ñòü 
ïàðàìåòðè÷íî¿ àíòåíè. Àäæå, çì³íþþ÷è ÷àñòîòè f1 ³ f2 åëåêòðè÷íèõ ñèã-
íàë³â, ìîæíà îòðèìàòè ïëàâíó çì³íó ÷àñòîòè  ó øèðîêèõ ìåæàõ.

Íàçâàí³ âëàñòèâîñò³ ïàðàìåòðè÷íèõ àíòåí º äóæå âàæëèâèìè, ùî îáó-
ìîâëþº çàö³êàâëåí³ñòü äî òàêèõ àíòåí. Îñîáëèâî öå ñòîñóºòüñÿ ã³äðîàêóñ-
òèêè. Òóò ïàðàìåòðè÷í³ àíòåíè çíàõîäÿòü ð³çíîìàí³òí³ çàñòîñóâàííÿ. Âóçüêà 
õàðàêòåðèñòèêà ñïðÿìîâàíîñò³ ç ïðèãí³÷åíèìè á³÷íèìè ïåëþñòêàìè äàº 
çìîãó ïåðåäàâàòè ñèãíàëè ó ìîð³ íà ì³ëêîâîää³, íå çâàæàþ÷è íà ñòîðîíí³ 
ñèãíàëè, ÿê³ ç’ÿâëÿþòüñÿ âíàñë³äîê â³äáèòòÿ â³ä ïîâåðõí³ ìîðÿ ³ éîãî äíà. 
Øèðîêîñìóãîâ³ñòü ïàðàìåòðè÷íî¿ àíòåíè äàº çìîãó ïåðåñòðîþâàòè ÷àñòîòó 
 ³ äîáèâàòèñÿ ìàêñèìóìó ðîçñ³ÿíîãî îá’ºêòîì ñèãíàëó íà éîãî ðåçî-
íàíñí³é ÷àñòîò³. Òàê âåäåòüñÿ ïîøóê ³ êëàñèô³êàö³ÿ çàòîíóëèõ ïðåäìåò³â, 
íàâ³òü ÿêùî âîíè çàñèïàí³ øàðîì ìóëó, àäæå íèçüêî÷àñòîòí³ õâèë³, âíà-
ñë³äîê ìàëîãî ïîãëèíàííÿ, ïðîíèêàþòü â øàðè ìóëó.

Íåë³í³éíà âçàºìîä³ÿ õâèëü ó ð³äèíàõ ÷è ãàçàõ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà ³ 
äëÿ ïðèéìàííÿ ñëàáêèõ ñèãíàë³â. Ïðèíöèï ä³¿ ïðèéìàëüíî¿ ïàðàìåòðè÷íî¿ 
àíòåíè íàâåäåíî íà ðèñ. 12.12. Âèïðîì³íþâà÷ 1 ÷àñòîòè  (íàêà÷êà) ñòâî-
ðþº äîñèòü âóçüêèé ïó÷îê ³íòåíñèâíèõ çâóêîâèõ õâèëü. Âåëè÷èíà L âèçíà-
÷àº äîâæèíó ïðèéìàëüíîãî ïðîìåíÿ. Ñëàáêèé ñèãíàë ÷àñòîòè  <<  ïàäàº
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Ðèñ. 12.12. Ñõåìà ïàðàìåòðè÷íîãî ïðèé-
ìà÷à çâóêó:
1 — âèïðîì³íþâà÷ õâèë³ íàêà÷êè; 2 — åëåê-
òðîàêóñòè÷íèé ïåðåòâîðþâà÷; 3 — ñõåìà îá-
ðîáêè; L — îáëàñòü âçàºìîä³¿ (äîâæèíà ïðèé-
ìàëüíîãî ïðîìåíÿ)

ï³ä äåÿêèì êóòîì  äî îñ³ ïó÷êà. Â îáëàñò³ âçàºìîä³¿ L õâèëÿ ñèãíàëó ïî-
øèðþºòüñÿ â ñåðåäîâèù³, ïàðàìåòðè ÿêîãî çì³íþþòüñÿ ïîòóæíîþ õâèëåþ 
íàêà÷êè, âíàñë³äîê ÷îãî ðåã³ñòðóâàëüíèé ïåðåòâîðþâà÷ 2 ïðèéìàº õâèëþ 
íàêà÷êè, ìîäóëüîâàíó õâèëåþ ñèãíàëó. Äàë³ ñõåìà îáðîáêè 3 âèä³ëÿº ïàðà-
ìåòðè ñèãíàëó. Ôàêòè÷íî ïðèéìàííÿ ñèãíàëó â³äáóâàºòüñÿ íà äîâæèí³ áàçè 
L, à îòæå, ïðèéìàëüíà àíòåíà º “áåçò³ëîþ”.

Çã³äíî ç ðåçóëüòàòàìè ïàðàãðàôà 12.9 ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâêè, ùî 
åôåêòèâí³ñòü çáóðåííÿ õâèëü ç ÷àñòîòàìè  –  ³  +  áóäå ìàêñèìàëüíà ó 
âèïàäêó ïîøèðåííÿ õâèëü íàêà÷êè ³ ñèãíàëó â îäíîìó íàïðÿìêó, òîáòî ïðè 
êóò³ ïàä³ííÿ õâèë³ ñèãíàëó  = 0. Îòæå, ìàêñèìóì õàðàêòåðèñòèêè ñïðÿìî-
âàíîñò³ ïðèéìàëüíî¿ ïàðàìåòðè÷íî¿ àíòåíè áóäå çîð³ºíòîâàíî ïðîòèëåæíî
íàïðÿìêó ïîøèðåííÿ õâèë³ íàêà÷êè.

Ñòâîðåííÿ ïðèéìàëüíî¿ ïàðàìåòðè÷íî¿ àíòåíè º ïåðñïåêòèâíèì íå 
ò³ëüêè äëÿ ï³äâîäíî¿ àêóñòèêè, à é âçàãàë³ â ãàëóç³ íåë³í³éíî¿ àêóñòè÷íî¿ 
ä³àãíîñòèêè. Ðåêîìåíäóºìî ïðàöþ [42], äå íàâåäåíî áàãàòî á³áë³îãðàô³¿.

Äóæå ïåðñïåêòèâíèì º çàñòîñóâàííÿ ïàðàìåòðè÷íèõ ïðèéìà÷³â â åëåê-
òðîàêóñòèö³, äå ñåðåäîâèùåì º ïîâ³òðÿ, òîáòî ìîâà éäå ïðî ïàðàìåòðè÷íèé 
ì³êðîôîí. Íà çàê³í÷åííÿ ðîçä³ëó, íàâåäåìî óðèâîê ç³ ñòàòò³ Â.À. Çâºðºâà [*, 
ñ. 691—692], â ÿêîìó àâòîð ä³ëèòüñÿ âðàæåííÿìè ùîäî âèïðîáóâàíü ëàáî-
ðàòîðíîãî ìàêåòà ïàðàìåòðè÷íîãî ì³êðîôîíà.

“Çà äîïîìîãîþ ëàáîðàòîðíîãî ìàêåòà ïàðàìåòðè÷íîãî ì³êðîôîíà, ïðèé-
ìàëüíèé ïðîì³íü ÿêîãî ìàâ äîâæèíó 1 ì, ìè íåùîäàâíî ïðîâåëè òàêèé 
äîñë³ä. Ó íåâåëèê³é ê³ìíàò³ îäíî÷àñíî ðîçìîâëÿëè (êîæíèé ïðî ñâîº) âñ³, 
õòî áðàâ ó÷àñòü ó âèêîíàíí³ ìàêåòà ì³êðîôîíà (5 îñ³á). Ç íèõ ò³ëüêè îäèí 
çíàõîäèâñÿ òàì, äå çâóê éîãî ãîëîñó ïîøèðþâàâñÿ âçäîâæ óëüòðàçâóêîâîãî 
ïðîìåíÿ. Îòæå, â³äáóëîñü íàñòóïíå. Ïðè â³äòâîðåíí³ çàïèñó ç³ çâè÷àéíîãî 
ì³êðîôîíà í³÷îãî íåìîæëèâî áóëî ðîç³áðàòè. Ãîëîñè ëþäåé, ùî îäíî÷àñíî 
ãîâîðèëè, ãëóøèëè îäèí îäíîãî. Ïðè â³äòâîðåíí³ çàïèñó ç ïàðàìåòðè÷íîãî 
ì³êðîôîíà, çðîáëåíîãî îäíî÷àñíî ³ç çàïèñîì íà çâè÷àéíîìó ì³êðîôîí³, 
áóëî ÷óòíî ãîëîñ ò³ëüêè ò¿º¿ îñîáè, ÿêà ãîâîðèëà çà íàïðÿìêîì ïðèéìàëü-
íîãî çâóêîâîãî ïðîìåíÿ.

Òàêèé ì³êðîôîí äîáðå ïðèãëóøóº ðåâåðáåðàö³þ ³ ìîæå çíàõîäèòèñÿ â 
ïîë³ ãó÷íîìîâöÿ, ùî îçâó÷óº ïðèì³ùåííÿ, íå çáóäæóþ÷è ãåíåðàö³þ. Ö³ë-
êîì î÷åâèäíî, ùî ìàéáóòíº íàëåæèòü ñàìå òàêèì áåçò³ëèì ì³êðîôîíàì, 
ùî ìàþòü ö³ëó íèçêó ïðèíöèïîâèõ ïåðåâàã íàä ³ñíóþ÷èìè ì³êðîôîíàìè”.

                                        
* Çâåðåâ Â.À. Êàê çàðîæäàëàñü èäåÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé àêóñòè÷åñêîé àíòåííû // Àêó-

ñòè÷åñêèé æóðíàë. — 1999. — 45, ¹ 5. — Ñ. 685—692.
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12.12. Çàäà÷³

12.1. ×è áóäóòü ñïîñòåð³ãàòèñÿ çì³íè â ïðîô³ë³ çâóêîâî¿ õâèë³, 
ÿêùî ñòèñíåííÿ ³ ðîçòÿãíåííÿ â³äáóâàþòüñÿ çà ³çîòåðì³÷íèì çàêîíîì
( = 1)?

12.2. ×è º ïðîñòîþ õâèëåþ ñôåðè÷íà õâèëÿ?
12.3. ×îìó ð³âíÿííÿ ìåòîäó ïîâ³ëüíî¿ çì³íè ïðîô³ëþ äàþòü çìîãó îïè-

ñàòè çíà÷í³ íåë³í³éí³ åôåêòè, â òîé ÷àñ çà ìåòîäîì ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü 
ìîæíà ðîçðàõóâàòè ò³ëüêè ìàë³ íåë³í³éí³ äîáàâêè?

12.4. Íà ìåæ³ õ = 0 íåë³í³éíîãî ñåðåäîâèùà êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü º ñó-
ìà ãàðìîí³÷íèõ ñêëàäîâèõ (0,t) = 1 sin(1t) + 2sin(2t). Ðîçâ’ÿçóþ÷è ð³â-
íÿííÿ ïðîñòèõ õâèëü (12.59) ìåòîäîì ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü, âèçíà÷òå 
àìïë³òóäè + ³ – êîìá³íàö³éíèõ ãàðìîí³ê 1 + 2 ³ 1 – 2. Ïîð³âíÿéòå åôå-
êòèâí³ñòü ãåíåðàö³¿ äëÿ ñóìàðíî¿ ÷àñòîòè ³ ÷àñòîòè ð³çíèö³.

Â³äïîâ³äü: 1 2 1 22
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1 2
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12.5. Íà ÿê³é â³äñòàí³ â³ä âèïðîì³íþâà÷à ïîòóæíîãî óëüòðàçâóêó ó âîä³ 

óòâîðèòüñÿ ðîçðèâ? ²íòåíñèâí³ñòü óëüòðàçâóêîâî¿ õâèë³ 10 Âò/ñì2, ÷àñòîòà 
1 ÌÃö, êîåô³ö³ºíò àêóñòè÷íî¿ íåë³í³éíîñò³  = 4.

Â³äïîâ³äü: ïðèáëèçíî 25 ñì.

12.6. Âèçíà÷òå àìïë³òóäè êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³, çì³ùåííÿ ³ ïðèñêî-
ðåííÿ ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà ï³ä ä³ºþ çâóêîâî¿ õâèë³ ³ çíà÷åííÿ ÷èñëà Ìàõà 
â çàäà÷³ 12.5.

Â³äïîâ³äü: ïðèáëèçíî 36 ñì/ñ, 6  10–6 ñì, 2  108 ñì/ñ2. ßê áà÷èìî, çì³-
ùåííÿ ÷àñòèíîê íåâåëèêå íàâ³òü ó ïîòóæíèõ óëüòðàçâóêîâèõ ïîëÿõ, àëå 
ïðèñêîðåííÿ — äóæå âåëèê³. ×èñëà Ìàõà ìàë³, öåé ôàêò ìè íå ðàç çàçíà-
÷àëè.

12.7. ßêîþ ïîâèííà áóòè ³íòåíñèâí³ñòü õâèë³ ó âîä³ íà ÷àñòîò³ 200 êÃö, 
ùîá ðîçðèâ óòâîðèâñÿ íà â³äñòàí³ 10 ì?

Â³äïîâ³äü: ïðèáëèçíî 0,15 Âò/ñì2.

12.8. Âèçíà÷òå ÷èñëî Ìàõà ³ äîâæèíó â³äñòàí³, íà ÿê³é óòâîðþºòüñÿ ðîç-
ðèâ äëÿ ïëîñêî¿ ìîíîõðîìàòè÷íî¿ õâèë³ ó ïîâ³òð³, ÿêùî ð³âåíü ³íòåíñèâ-
íîñò³ 140 äÁ (øóì äâèãóíà ðåàêòèâíîãî ë³òàêà) ³ ÷àñòîòà 3300 Ãö.

Â³äïîâ³äü: ïðèáëèçíî 2  10–3, 6 ì.

12. 9. Äëÿ ÿêèõ çíà÷åíü ÷èñëà Ðåéíîëüäñà âèçíà÷àëüíó ðîëü â³ä³ãðàº íå-
ë³í³éí³ñòü õâèëüîâîãî ïðîöåñó, à äëÿ ÿêèõ — ïîãëèíàííÿ?

12.10. ßê³ ïðèïóùåííÿ áóëè çðîáëåí³ ïðè ïåðåõîä³ â³ä ð³âíÿíü ìåòîäó 
ïîâ³ëüíî¿ çì³íè ïðîô³ëþ äëÿ ñåðåäîâèùà ç ðåëàêñàö³ºþ äî ð³âíÿíü Êîðòå-
âåãà—äå Âð³çà—Áþðãåðñà.
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ÀÊÓÑÒÈ×Í² ÂÈÌ²ÐÞÂÀÍÍß

Èçìåðèòü îêåàí ãëóáîêèé,
Ñî÷åñòü ïåñêè, ëó÷è ïëàíåò
Õîòÿ è ìîã áû óì âûñîêèé, —
Òåáå ÷èñëà è ìåðû íåò!

Ã.Ð. Äåðæàâèí

Â îñòàííüîìó ðîçä³ë³ ðîçãëÿíóòî ïðîáëåìó âèì³ðþâàííÿ ïàðà-
ìåòð³â çâóêîâîãî ïîëÿ. Öüîìó âàæëèâîìó ïèòàííþ ïðèñâÿ÷åíî 
áàãàòî ïðàöü [3, 5, 21], ïðîòå íàøà ìåòà ïîëÿãàº ó òîìó, ùîá, 
ðîçïîâ³äàþ÷è ïðî äåÿê³ îñíîâí³ ìåòîäè âèì³ðþâàííÿ òèñêó 
àáî êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³, âèñâ³òëþâàòè ¿õ ô³çè÷íó ñóòü íå 
ðîçãëÿäàþ÷è ïðè öüîìó òåõí³÷í³ ïðîáëåìè.

13.1. Çàãàëüí³ ïîëîæåííÿ

Ïðè âèì³ðþâàíí³ áóäü-ÿêî¿ ô³çè÷íî¿ âåëè÷èíè òðåáà àáî áåç-
ïîñåðåäíüî, àáî íåïðÿìèì øëÿõîì ïîð³âíþâàòè ¿¿ ç âåëè÷è-
íîþ, ÿêà ïðèéíÿòà çà îäèíèöþ âèì³ðþâàííÿ. Çðîçóì³ëî, ùî 
òàêå ïîð³âíÿííÿ ìîæíà ïðîâîäèòè êîðèñòóþ÷èñü äåÿêèì ïðè-
ñòðîºì. Âñþ ñóêóïí³ñòü òåõí³÷íèõ çàñîá³â, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ 
çä³éñíþºòüñÿ öå ïîð³âíÿííÿ, íàçèâàþòü âèì³ðþâàëüíîþ àïàðà-
òóðîþ. Äëÿ òîãî ùîá ïðèñòð³é ñòàâ âèì³ðþâàëüíîþ àïàðàòó-
ðîþ ñë³ä ïðîâåñòè éîãî ãðàäóþâàííÿ (â³ä ëàòèíñüêîãî ñëîâà 
gradus — êðîê, ñòóï³íü), òîáòî îòðèìàòè ê³ëüê³ñíó îö³íêó õà-
ðàêòåðèñòèê âèì³ðþâàëüíî¿ àïàðàòóðè. Íàïðèêëàä, ìåòîþ ãðà-
äóþâàííÿ âèì³ðíèêà çâóêîâîãî òèñêó ç³ ñòð³ëêîâèì ³íäèêàòîðîì
ïîâèííî áóòè âèçíà÷åííÿ â³äïîâ³äíîñò³ ì³æ êóòîì â³äõèëåííÿ 
ñòð³ëêè ³íäèêàòîðà ³ çâóêîâèì òèñêîì, ÿêèé ä³º íà åëåêòðîàêó-
ñòè÷íèé ïåðåòâîðþâà÷ ïðèñòðîþ.

Âèì³ðþâàëüíà àêóñòè÷íà àïàðàòóðà ñêëàäàºòüñÿ ç åëåêòðî-
àêóñòè÷íîãî ïåðåòâîðþâà÷à ³ åëåêòðîííèõ áëîê³â ç ³íäèêàòîðà-
ìè. Çàçâè÷àé ãðàäóþâàííÿ åëåêòðîàêóñòè÷íîãî ïåðåòâîðþâà÷à 
³ åëåêòðîííî¿ ÷àñòèíè àïàðàòóðè ïðîâîäèòüñÿ îêðåìî. Íàäàë³ 
áóäåìî âåñòè ìîâó ò³ëüêè ïðî ãðàäóþâàííÿ åëåêòðîàêóñòè÷íî-
ãî ïåðåòâîðþâà÷à ó ïîâ³òðÿíîìó ñåðåäîâèù³.

Íàâåäåìî âèçíà÷åííÿ îñíîâíî¿ õàðàêòåðèñòèêè åëåêòðî-
àêóñòè÷íîãî ïåðåòâîðþâà÷à:

                                        
 Äåðæàâ³í Ãàâðèëî Ðîìàíîâè÷ (1743—1816) — ðîñ³éñüêèé ïîåò.
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 ÷óòëèâ³ñòü åëåêòðîàêóñòè÷íîãî ïåðåòâîðþâà÷à â ðåæèì³ âèïðîì³íþ-
âàííÿ — â³äíîøåííÿ çâóêîâîãî òèñêó, ùî óòâîðþº ïåðåòâîðþâà÷ íà çàäàí³é 
â³äñòàí³, äî ñòðóìó çáóäæåííÿ ïåðåòâîðþâà÷à;

 ÷óòëèâ³ñòü â ðåæèì³ ïðèéìàííÿ — â³äíîøåííÿ åëåêòðè÷íî¿ íàïðóãè 
íà âèõîä³ ïåðåòâîðþâà÷à äî çâóêîâîãî òèñêó â ì³ñö³ ðîçì³ùåííÿ ïåðåòâî-
ðþâà÷à ïðè éîãî â³äñóòíîñò³ (÷óòëèâ³ñòü çà ïîëåì).

Âñ³ ìåòîäè ãðàäóþâàííÿ ïåðåòâîðþâà÷³â ðîçä³ëÿþòü íà àáñîëþòí³ ³ 
â³äíîñí³. Äî àáñîëþòíèõ íàëåæàòü òàê³ ìåòîäè ãðàäóþâàííÿ, ÿê³ íå ïîòðå-
áóþòü íàÿâíîñò³ äåÿêîãî åòàëîíà. Â³äíîñí³ ìåòîäè ïîáóäîâàí³ íà âèêîðè-
ñòàíí³ åòàëîííîãî ïåðåòâîðþâà÷à, õàðàêòåðèñòèêè ÿêîãî âèçíà÷åí³ àáñî-
ëþòíèì ìåòîäîì. Çðîçóì³ëî, ùî â³äíîñí³ ìåòîäè òåõí³÷íî ðåàë³çóþòüñÿ 
çíà÷íî ïðîñò³øå, í³æ àáñîëþòí³, àäæå ïî ñóò³ âñå çâîäèòüñÿ äî ïðîöåäóðè 
ïîð³âíÿííÿ åòàëîííîãî ³ äîñë³äæóâàíîãî ïåðåòâîðþâà÷³â (äèâ. ï. 13.4). 
Íèæ÷å ðîçãëÿíåìî äâà íàéá³ëüø â³äîì³ àáñîëþòí³ ìåòîäè ãðàäóþâàííÿ: 
ìåòîä äèñêà Ðåëåÿ ³ ìåòîä âçàºìíîñò³.

13.2. Âèì³ðþâàííÿ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³
³ àêóñòè÷íîãî òèñêó ìåòîäîì äèñêà Ðåëåÿ

Çâóêîâèì³ðíèé äèñê àáî äèñê Ðåëåÿ (ðèñ. 13.1) äëÿ ïîâ³òðÿíîãî 
ñåðåäîâèùà ÿâëÿº ñîáîþ òîíêó (òîâùèíîþ ïðèáëèçíî 0,05 ìì) ñêëÿíó àáî âè-
ãîòîâëåíó ç ëåãêîãî ìåòàëó ÷è ñëþäè ïëàñòèíêó 1 ä³àìåòðîì áëèçüêî (5...10) ìì,
ÿêà ï³äâ³øåíà íà òîíê³é êâàðöîâ³é íèòö³ 2 òàêèì ÷èíîì, ùî ïëîùèíà äèñ-
êà ëåæèòü ó âåðòèêàëüí³é ïëîùèí³. Ïðè öüîìó äèñê çîð³ºíòîâàíî òàê, ùî 
êóò ì³æ íàïðÿìêîì ïîøèðåííÿ çâóêîâî¿ õâèë³ ³ íîðìàëëþ äî ïîâåðõí³ äèñ-
êà äîð³âíþâàâ 45. Äëÿ ñïîñòåðåæåííÿ çà â³äõèëåííÿì äèñêà éîãî ìîæíà 
ïîñð³áëèòè àáî ïðèêëå¿òè äî íüîãî äçåðêàëüöå 5. Ðóõ äèñêà îáóìîâëåíèé 
òèì, ùî ïðè îáò³êàíí³ äèñêà ÷àñòèíêàìè ñåðåäîâèùà âèíèêàþòü ñèëè, ùî 
ïðàãíóòü ïîâåðíóòè éîãî ïîïåðåê íàïðÿìêó ðóõó çâóêîâî¿ õâèë³. Êóò ïîâî-
ðîòó äèñêà âèì³ðþºòüñÿ çà äîïîìîãîþ ñâ³òëîâîãî “çàé÷èêà” íà øêàë³ 3. 

Âïåðøå çâóêîâèì³ðíèé äèñê çàñòîñóâàâ 
Ðåëåé, òîìó éîãî íàçèâàþòü òàêîæ äèñêîì 
Ðåëåÿ.

Ïîâåä³íêó äèñêà â ïîòîö³ ñåðåäîâèùà 
ìîæíà ïîÿñíèòè, äèâëÿ÷èñü íà êàðòèíó 
îáò³êàííÿ äåÿêî¿ ïëàñòèíêè öèì ïîòîêîì 
(ðèñ. 13.2). ßê áà÷èìî, ïàäàþ÷èé ïîò³ê ðîç-
ä³ëÿºòüñÿ. Îäíà éîãî ïîëîâèíà ãàëüìóºòüñÿ 
³ îáò³êàº ìåíøó ÷àñòèíó ïëàñòèíêè ñïåðå-
äó ç³ øâèäê³ñòþ 1; äðóãà — îáò³êàº ¿¿ á³ëü-
øó ÷àñòèíó ç á³ëüøîþ øâèäê³ñòþ, òîáòî 2. 
Íà  çàäí³é  ÷àñòèí³  ïëàñòèíêè  êàðòèíà  ìàº

Ðèñ. 13.1. Ñõåìà âèì³ðþâàííÿ êîëèâàëüíî¿ øâèä-
êîñò³ ìåòîäîì äèñêà Ðåëåÿ: 
1 — êðóãëà ïëàñòèíêà, 2 — íèòêà, 3 — øêàëà, 4 — äæå-
ðåëî ñâ³òëà, 5 — äçåðêàëüöå
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Ðèñ. 13.2. Ë³í³¿ òîêó ãàçó àáî 
ð³äèíè ïîáëèçó ïëàñòèíêè

òîé æå õàðàêòåð, àëå îá-
ëàñòü âåëèêèõ øâèäêîñ-
òåé çíàõîäèòüñÿ áåçïîñå-
ðåäíüî ïðîòè îáëàñò³ ìàëèõ
øâèäêîñòåé íà ïåðåäí³é 
÷àñòèí³ ïëàñòèíêè. Çã³ä-
íî ç çàêîíîì Áåðíóëë³

  
2

2
p const, òîìó ÿê-

ùî 1 < 2, òî p1 > p2. 
Âíàñë³äîê ð³çíèö³ òèñê³â 
ð1 – ð2 íà ïëàñòèíêó áóäå ä³ÿòè ìîìåíò, ÿêèé ïðàãíå ïîâåðíóòè ¿¿ ïîïåðåê 
ïîòîêó â ïîëîæåííÿ, ïðè ÿêîìó 1 = 2. Ë³í³¿ òîêó ïðè öüîìó ñòàíóòü ñè-
ìåòðè÷í³ ³ ìîìåíò çíèêíå. Çì³íà íàïðÿìêó ïîòîêó íå çì³íþº êàðòèíó ë³í³é 
òîêó ³ íàïðÿìîê ìîìåíòó òàêîæ íå çì³íèòüñÿ. Òîìó ïëàñòèíêà ïðàãíå ïî-
âåðíóòèñÿ ³ ó çì³ííîìó ïîë³ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³, ùî õàðàêòåðíî äëÿ 
çâóêîâèõ õâèëü.

Çã³äíî ç òåîð³ºþ [3, ñ. 84], ìîìåíò Ì, ùî ä³º íà äèñê ó ïîë³ ãàð-
ìîí³÷íî¿ çâóêîâî¿ õâèë³, çàïèñóºìî âèðàçîì

 3 2
åô 0

4
sin 2 ,

3
M a                               (13.1)

äå  — ãóñòèíà ñåðåäîâèùà; à — ðàä³óñ äèñêà; åô — åôåêòèâíà êîëèâàëüíà 
øâèäê³ñòü â çâóêîâ³é õâèë³, 0 — ïî÷àòêîâèé êóò ì³æ íàïðÿìêîì çâóêîâî¿ 
õâèë³ ³ íîðìàëëþ äî ïîâåðõí³ äèñêà. Çðîçóì³ëî, ùî äëÿ ìàêñèìàëüíî¿ ÷óò-
ëèâîñò³ äèñêà ïî÷àòêîâèé êóò 0, ÿê âæå çàçíà÷àëîñÿ, âèáèðàþòü ð³âíèì 
45. Âèâåäåííÿ ôîðìóëè (13.1) ïðîâåäåíî íà îñíîâ³ òàêèõ ïðèïóùåíü:

1) äèñê — íåñê³í÷åííî òîíêèé åë³ïñî¿ä, æîðñòêî çàêð³ïëåíèé, òîìó íå 
ìîæå ïåðåì³ùóâàòèñÿ àáî îáåðòàòèñÿ;

2) çâóê íà äèñêó íå ðîçñ³þºòüñÿ, ñåðåäîâèùå ïîáëèçó äèñêà íåñòèñëèâå 
(ðàä³óñ äèñêà íàáàãàòî ìåíøèé, í³æ äîâæèíà çâóêîâî¿ õâèë³);

3) íà äèñê íå ä³þòü â’ÿçê³ ñèëè àáî ñèëè, îáóìîâëåí³ òåïëîïðîâ³äí³ñòþ;
4) òå÷³ÿ íàâêîëî äèñêà ëàì³íàðíà, òîáòî âèõîðè ³ ðîçðèâè íå óòâîðþ-

þòüñÿ.
Ñïðàâåäëèâ³ñòü öèõ ïðèïóùåíü ïåðåâ³ðÿëàñÿ åêñïåðèìåíòàëüíî, áóëè 

îòðèìàí³ á³ëüø òî÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ, àëå ìè áóäåìî ââàæàòè, ùî çàçíà-
÷åí³ âèùå ïðèïóùåííÿ ñïðàâåäëèâ³. 

Ðîçãëÿíåìî ðèñ. 13.1. Ó ïîë³ çâóêîâî¿ õâèë³ äèñê ïðàãíå çàêðóòèòè íèò-
êó. Âíàñë³äîê öüîãî äèñê áóäå ïîâåðòàòèñÿ íà êóò , äîêè ìîìåíò ç áîêó 
ñåðåäîâèùà íå âð³âíîâàæèòüñÿ êðóòèëüíîþ ïðóæí³ñòþ íèòêè. Êóò ïîâîðîòó 

                                        
 Áåðíóëë³ (Bernoulli) Äàíè¿ëî (1700—1782) — øâåéöàðñüêèé ô³çèê ³ ìàòåìàòèê. Âå-

ëèêå çíà÷åííÿ äëÿ ðîçâèòêó ìåõàí³êè ð³äèí òà ãàç³â ìàâ òðàêòàò Áåðíóëë³ “Ã³äðîäèíàì³êà” 
(1783 ð.). Ç âèõîäîì öüîãî òðàêòàòó íàðîäèâñÿ òåðì³í ã³äðîäèíàì³êà.
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âèì³ðþþòü îïòè÷íèì ìåòîäîì (ïðè ïîâîðîò³ äèñêà íà êóò  ñâ³òëîâèé 
“çàé÷èê” â³äõèëÿºòüñÿ íà êóò 2):  = õ/(2R), äå õ — ë³í³éíå â³äõèëåííÿ 
âçäîâæ øêàëè ñâ³òëîâîãî “çàé÷èêà”; R — â³äñòàíü â³ä äèñêà äî øêàëè 
(ðèñ. 13.1).

Çíàþ÷è êóò , ìîæíà âèçíà÷èòè ìîìåíò çàêðó÷óâàííÿ íèòêè

M = G,                                        (13.2)

äå G — êðóòèëüíà æîðñòê³ñòü íèòêè. Ðîçðàõóâàòè ñòàëó G äîñèòü ñêëàäíî, 
îñê³ëüêè âàæêî âèãîòîâèòè òîíêó íèòêó ñòàëîãî ä³àìåòðà çà âñ³ºþ äîâæèíîþ. 
Ïðîòå ¿¿ íå âàæêî îá÷èñëèòè, ÿêùî çíàòè ïåð³îä âëàñíèõ êîëèâàíü Ò êðó-
òèëüíîãî ìàÿòíèêà, ó ÿêîãî åëåìåíòîì ìàñè º ìàñà äèñêà, à åëåìåíòîì
ïðóæíîñò³ — êðóòèëüíà ïðóæí³ñòü íèòêè. Çã³äíî ç ð³âíÿííÿì ðóõó (2.5) ñòàëà

2

ä2
0

4
,G I

T


                                      (13.3)

äå Iä = ma2/4 — ìîìåíò ³íåðö³¿ äèñêà; m — ìàñà äèñêà; Ò0 — ïåð³îä âëàñíèõ 
êîëèâàíü ñèñòåìè íèòêà—äèñê, ÿêèé ïîâ’ÿçàíèé ç âèì³ðÿíèì ïåð³îäîì êî-
ëèâàíü Ò ö³º¿ ñèñòåìè ñï³ââ³äíîøåííÿì (äèâ. ôîðìóëó (2.37)) 0T

  21 2

T

 



 ( — ëîãàðèôì³÷íèé äåêðèìåíò çãàñàííÿ).

Ç óðàõóâàííÿì (13.1)—(13.3) îòðèìóºìî òàêó ôîðìóëó äëÿ êâàäðàòà 
åôåêòèâíîãî çíà÷åííÿ êîëèâàëüíî¿ øâèäêîñò³ ÷àñòèíîê ñåðåäîâèùà â çâó-
êîâîìó ïîë³:

   
2

2
åô 3 2

0 0 0

3 3
.

4 sin 2 4 sin 2
M m

a aT
 


   

                         (13.4)

ßê âèïëèâàº ç ôîðìóëè (13.4), äèñê Ðåëåÿ º ÷àñòîòíî-íåçàëåæíèì âèì³-
ðþâàëüíèì ïðèñòðîºì. Öå äóæå âàæëèâà éîãî âëàñòèâ³ñòü. Ïðîòå äëÿ çà-
áåçïå÷åííÿ íåçàëåæíîñò³ â³ä ÷àñòîòè, íåîáõ³äíî, ùîá ä³àìåòð äèñêà áóâ ìà-
ëèé ïîð³âíÿíî ç äîâæèíîþ çâóêîâî¿ õâèë³.

Íà çàâåðøåííÿ ðîçãëÿíåìî â çàãàëüíèõ ðèñàõ îäèí ³ç âàð³àíò³â ïðàêòè÷-
íî¿ ðåàë³çàö³¿ àáñîëþòíîãî ãðàäóþâàííÿ ì³êðîôîíà çà ïîëåì çà äîïîìîãîþ 
äèñêà Ðåëåÿ. Äëÿ öüîãî ìîæíà âèêîðèñòàòè ïðèñòð³é, ÿêèé íàçèâàþòü 
íåñê³í÷åííîþ àêóñòè÷íîþ òðóáîþ. Ó òàê³é òðóá³ íà îäíîìó ê³íö³ çíàõîäèòüñÿ 
âèïðîì³íþâà÷, à íà ³íøîìó — êîíñòðóêö³ÿ, ùî ïîãëèíàº çâóê. Òàêèì ÷è-
íîì, ó òðóá³ ñòâîðþºòüñÿ ïëîñêà á³æó÷à õâèëÿ. Çâ’ÿçîê ì³æ òèñêîì ³ êîëè-
âàëüíîþ øâèäê³ñòþ ó ïëîñê³é á³æó÷³é õâèë³ ìàº âèãëÿä ð = ñ. Îòæå, áå-
ðó÷è äî óâàãè ôîðìóëó (13.4), ìè ìàºìî ìîæëèâ³ñòü çà äîïîìîãîþ äèñêà 
Ðåëåÿ âèçíà÷èòè çâóêîâèé òèñê ó ïëîñê³é á³æó÷³é õâèë³. Äàë³, â òå ì³ñöå, äå 
áóâ äèñê, ðîçì³ùóºìî äîñë³äæóâàíèé ì³êðîôîí ³ ïðîâîäèìî âèì³ðþâàííÿ 
íàïðóãè íà éîãî âèõîä³. Â³äíîøåííÿ ö³º¿ íàïðóãè äî òèñêó ³ âèçíà÷àº ÷óò-
ëèâ³ñòü ì³êðîôîíà.
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13.3. Ãðàäóþâàííÿ åëåêòðîàêóñòè÷íèõ
ïåðåòâîðþâà÷³â íà îñíîâ³ ïðèíöèïó âçàºìíîñò³

Âèêîðèñòàííÿ äèñêà Ðåëåÿ — öå äîñèòü ñêëàäíà ³ êðîï³òêà ðî-
áîòà. Òîìó â ³íæåíåðí³é ïðàêòèö³ çíàéøîâ øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ³íøèé 
àáñîëþòíèé ìåòîä ãðàäóþâàííÿ, à ñàìå, ìåòîä âçàºìíîñò³. Â îñíîâó ìåòîäó 
ïîêëàäåíî ïðèíöèï âçàºìíîñò³, çàñòîñîâàíèé äî åëåêòðîàêóñòè÷íèõ ïåðå-
òâîðþâà÷³â.

13.3.1. Ôîðìóëþâàííÿ ïðèíöèïó âçàºìíîñò³
äëÿ åëåêòðîàêóñòè÷íèõ ïåðåòâîðþâà÷³â

Â³çüìåìî îáåðíåíèé åëåêòðîàêóñòè÷íèé ïåðåòâîðþâà÷, òîáòî 
ïåðåòâîðþâà÷, ÿêèé ïðàöþº ³ ÿê âèïðîì³íþâà÷, ³ ÿê ïðèéìà÷. Çíà÷íà á³ëü-
ø³ñòü åëåêòðîàêóñòè÷íèõ ïåðåòâîðþâà÷³â, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ íà ïðàê-
òèö³, º îáåðíåíèìè [11]. Ïðèíöèï âçàºìíîñò³ âñòàíîâëþº çâ’ÿçîê âëàñòè-
âîñòåé òàêîãî ïåðåòâîðþâà÷à, êîëè â³í ïðàöþº â ðåæèì³ ïðèéìàííÿ ³ â ðå-
æèì³ âèïðîì³íþâàííÿ.

Ó ïàðàãðàô³ 9.13 ìè âèçíà÷èëè âëàñòèâ³ñòü ôóíêö³¿ Ãð³íà ó âèãëÿä³ ñï³â-
â³äíîøåííÿ (9.147), ÿêå ÿâëÿº ñîáîþ ìàòåìàòè÷íå ôîðìóëþâàííÿ ïðèíöèïó 
âçàºìíîñò³. Ðîçãëÿíåìî òåïåð çàãàëüíó ñèòóàö³þ, êîëè ìîâà éäå íå ïðî òî÷êî-
âå äæåðåëî, à ïðî äâà äîâ³ëüí³ äæåðåëà çâóêó, ùî õàðàêòåðèçóþòüñÿ îá’ºìíèìè 
øâèäêîñòÿìè íà îäèíèöþ îá’ºìó q1 ³ q2 [60]. Çâóêîâ³ ïîëÿ òèñêó, ùî óòâîðåí³ 
öèìè äæåðåëàìè, çàäîâîëüíÿþòü íåîäíîð³äíå ð³âíÿííÿ:

p1 + k2p1 = –q1, p2 + k2p2 = –q2.                       (13.5)

Ïðîâîäÿ÷è âèêëàäêè, àíàëîã³÷í³ òèì, ùî âèêîíàí³ ó ïàðàãðàô³ 9.13, îòðè-
ìóºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ

1 2 2 1 ,
V V

q p dV q p dV                                 (13.6)

ÿêå º ìàòåìàòè÷íèì ôîðìóëþâàííÿì ïðèíöèïó âçàºìíîñò³.
ßêùî äæåðåëà çâóêó ìàë³ ïîð³âíÿíî ç äîâæèíîþ çâóêîâî¿ õâèë³, òî ìîæ-

íà ïðèéíÿòè, ùî òèñê ð2 íåçíà÷íî çì³íþºòüñÿ â ìåæàõ îáëàñò³ À, ÿêó çàé-
ìàº äæåðåëî q1 (ðèñ. 13.3). Àíàëîã³÷íå òâåðäæåííÿ âèêîíóºòüñÿ ³ äëÿ òèñêó 
ð1 â îáëàñò³ Â, ÿêó çàéìàº äæåðåëî q2. Òîìó òèñê ìîæíà âèíåñòè çà çíàê ³í-
òåãðàëà ³ çàïèñàòè ôîðìóëó (13.6) ó âèãëÿä³

p2(A)Q1(A) = p1(B)Q2(B),                                                  (13.7)

äå  1 1 ,
V

Q A q dV  2 2( )
V

Q B q dV  — ïîâí³ îá’ºìí³ øâèäêîñò³ äæåðåë. ßêùî 

òàêîæ Q1 = Q2, òî
p2(A) = p1(B),            (13.8)

òîáòî äæåðåëî Q1 â îáëàñò³ B ñòâîðþº òîé 
ñàìèé òèñê, ùî ³ äæåðåëî Q2 â îáëàñò³ A. 
Ïðè öüîìó ìàºòüñÿ íà óâàç³, ùî ïîâåðõí³ 
äæåðåë ãàëüìóþòñÿ.

Ðèñ. 13.3. Ïðèêëàä äî âèâåäåííÿ
ïðèíöèïó âçàºìíîñò³
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Ðèñ. 13.4. Ïðèêëàä äî ïîð³âíÿííÿ âëàñòèâîñòåé ïå-
ðåòâîðþâà÷à â ðåæèìàõ ïðèéìàííÿ ³ âèïðîì³íþ-
âàííÿ

Òåïåð êîíêðåòèçóºìî ñèòóàö³þ [60, ñ. 81]:
â³çüìåìî ìàëó ïóëüñóþ÷ó ñôåðó 1 ³ äîñë³ä-

æóâàíèé ïåðåòâîðþâà÷ 2 (ðèñ. 13.4). Çâóêîâèé òèñê ð0, ÿêèé ðîçâèâàºòüñÿ 
ñôåðîþ ó òîìó ì³ñö³, äå çíàõîäèòüñÿ ïåðåòâîðþâà÷ 2 (ïðè éîãî â³äñóòíîñ-
ò³), âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ

   1 1
0 exp exp ,

4 2
Q Q

p i ikr i c ikr
r r

 
 

                    (13.9)

äå Q1 — îá’ºìíà êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü ñôåðè; r — â³äñòàíü ì³æ ñôåðîþ ³ 
ïåðåòâîðþâà÷åì.

Ïîä³ëèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíîñò³ (13.7) íà p0. Òîä³ ç óðàõóâàííÿì (13.9)
³ òîãî, ùî Q1(A)  Q1, ìîæíà çàïèñàòè

     
 

1 2

0 2

2 exp
.

p B r ikr p A

p i c Q B





                         (13.10)

Òóò ë³âîðó÷ íàâåäåíå â³äíîøåííÿ çâóêîâîãî òèñêó íà ïåðåòâîðþâà÷³ äî 
çâóêîâîãî òèñêó ó â³ëüíîìó ïîë³, òîìó âîíî õàðàêòåðèçóº âëàñòèâîñò³ ïåðå-
òâîðþâà÷à ÿê ïðèéìà÷à; ìíîæíèê p2(A)/Q2(B) ïðàâîðó÷ âèçíà÷àº â³äíîøåí-
íÿ òèñêó ó õâèë³, ÿêà âèïðîì³íþºòüñÿ ïåðåòâîðþâà÷åì, äî éîãî îá’ºìíî¿ 
øâèäêîñò³ ³, òàêèì ÷èíîì, õàðàêòåðèçóº âëàñòèâîñò³ ïåðåòâîðþâà÷à ÿê âè-
ïðîì³íþâà÷à; âåëè÷èíà 2r/(c) íàçèâàºòüñÿ ïàðàìåòðîì âçàºìíîñò³, ÿê áà-
÷èìî, â³í çàëåæèòü â³ä ÷àñòîòè. Ñë³ä îñîáëèâî ï³äêðåñëèòè, ùî ïàðàìåòð 
âçàºìíîñò³ ñóòòºâî çàëåæèòü â³ä òèïó õâèëüîâîãî ïîëÿ. Ó äàíîìó âèïàäêó 
ìè ìàëè ñôåðè÷íó õâèëþ, òîìó îòðèìàíà âåëè÷èíà 2r/(c) º ïàðàìåòðîì 
âçàºìíîñò³ äëÿ ïîëÿ ñôåðè÷íî¿ õâèë³.

Áåçïîñåðåäíüî ùîäî åëåêòðîàêóñòè÷íèõ ïåðåòâîðþâà÷³â ïðèíöèï âçàºì-
íîñò³ ôîðìóëþºòüñÿ ó âèãëÿä³ [21, ñ. 99]: ÷óòëèâ³ñòü ë³í³éíîãî îáåðíåíîãî 
åëåêòðîàêóñòè÷íîãî ïåðåòâîðþâà÷à â ðåæèì³ âèïðîì³íþâàííÿ ÅÂ ³ ïðèéìàííÿ 
ÅÏ îäíîçíà÷íî ïîâ’ÿçàí³ ïîì³æ ñîáîþ ÷åðåç ïàðàìåòð âçàºìíîñò³ Í, à ñàìå,

ÅÏ = ÍÅÂ.                                    (13.11)

Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà âçàºìíîñò³ ïðè âèçíà÷åíèõ óìîâàõ ðîáîòè ïåðåòâî-
ðþâà÷à íå çàëåæèòü â³ä ïàðàìåòð³â ïåðåòâîðþâà÷à, ³ âèçíà÷àºòüñÿ óìîâàìè 
âèïðîì³íþâàííÿ ó òîìó ñåðåäîâèù³, äå ïðàöþº ïåðåòâîðþâà÷. Òàê, ïðè 
âèïðîì³íþâàíí³ ³ ïðèéìàíí³ ñôåðè÷íèõ õâèëü ïàðàìåòð âçàºìíîñò³

2 4
,

r r
H

c
 

 
                                   (13.12)

à ó âèïàäêó âèïðîì³íþâàííÿ ³ ïðèéìàííÿ ïëîñêèõ õâèëü, ÿê³, ÿê ìè çíàº-
ìî, ìîæíà ðåàë³çóâàòè â àêóñòè÷í³é òðóá³, ìàºìî

2
,

S
H

c
                                        (13.13)
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äå S — ïëîùà ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó òðóáè. Ôîðìóëè (13.12), (13.13) ñïðà-
âåäëèâ³ â ãàçàõ, ð³äèíàõ ³ òâåðäèõ ò³ëàõ â óìîâàõ â³ëüíîãî ïîëÿ, òîáòî çà 
â³äñóòíîñò³ â³äáèòèõ õâèëü. Òàê³ óìîâè çàáåçïå÷óþòüñÿ â çàãëóøíèõ êàìåðàõ 
àáî ïðè çàñòîñóâàíí³ ³ìïóëüñíîãî ðåæèìó ðîáîòè.

13.3.2. Ìåòîä òðüîõ ïåðåòâîðþâà÷³â

Øèðîêå çàñòîñóâàííÿ îòðèìàâ ìåòîä òðüîõ ïåðåòâîðþâà÷³â, ÿê 
íàéá³ëüø óí³âåðñàëüíèé ìåòîä ãðàäóþâàííÿ íà îñíîâ³ ïðèíöèïó âçàºìíîñ-
ò³. Â³í ìàº áàãàòî ð³çíîâèä³â. ßê ïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ãðàäóþâàííÿ, òîáòî 
âèçíà÷åííÿ ÷óòëèâîñò³, ïðèéìà÷³â çâóêîâîãî òèñêó (â ïîâ³òð³ öå ì³êðîôîí, 
à â ð³äèí³ — ã³äðîôîí) [5, 21]. Äëÿ ïðîâåäåííÿ ãðàäóþâàííÿ ïðèéìà÷à çâó-
êîâîãî òèñêó ñë³ä ìàòè âèïðîì³íþâà÷ çâóêó ³ îáåðíåíèé ïåðåòâîðþâà÷. 
Ïðè öüîìó âèïðîì³íþâà÷ ³ äîñë³äæóâàíèé ïðèéìà÷ ìîæóòü áóòè íåîáåðíå-
íèìè. Ïðîöåäóðà ãðàäóþâàííÿ ñêëàäàºòüñÿ ç òðüîõ åòàï³â âèì³ðþâàíü, ÿê³ 
ïîêàçàí³ íà ðèñ. 13.5.

Ïåðøèé åòàï âèì³ðþâàíü. Âèïðîì³íþâà÷ çâóêó ñòâîðþº íà â³äñòàí³ r1 ó 
ì³ñö³ ðîçì³ùåííÿ äîñë³äæóâàíîãî ïðèéìà÷à çâóêîâèé òèñê ð. Íà âèõîä³ 
ïðèéìà÷à çâóêó âèíèêàº íàïðóãà

U1 = pEx,                                       (13.14)

äå Ex — ÷óòëèâ³ñòü äîñë³äæóâàíîãî ïðèéìà÷à; íàïðóãà U1 âèì³ðþºòüñÿ.
Äðóãèé åòàï âèì³ðþâàíü. Ðåæèì ðîáîòè äæåðåëà çâóêó íå çì³íþºòüñÿ, à 

íà ì³ñöå ïðèéìà÷à çâóêó âñòàíîâëþþòü îáåðíåíèé ïåðåòâîðþâà÷, ÿêèé 
ïðàöþº â ðåæèì³ ïðèéìàííÿ. Îñê³ëüêè òèñê p  çàëèøàºòüñÿ òèì ñàìèì, òî 
íà âèõîä³ îáåðíåíîãî ïåðåòâîðþâà÷à âèíèêàº íàïðóãà

U2 = pEÏ2,                                      (13.15)

äå ÅÏ2 — ÷óòëèâ³ñòü îáåðíåíîãî ïåðåòâîðþâà÷à â ðåæèì³ ïðèéìàííÿ; íà-
ïðóãà U2 âèì³ðþºòüñÿ.

Òðåò³é åòàï âèì³ðþâàíü. Îáåðíåíèé ïåðåòâîðþâà÷ âèêîðèñòîâóºòüñÿ â 
ðåæèì³ âèïðîì³íþâàííÿ, òîáòî ÿê 
äæåðåëî çâóêó. Â³í çáóäæóºòüñÿ 
ñòðóìîì I ³ ñòâîðþº íà â³äñòàí³ r, 
äå ðîçì³ùåíî äîñë³äæóâàíèé 
ïðèéìà÷, òèñê ð1. Öåé òèñê 
âèêëèêàº íàïðóãó U3 íà âèõîä³ äî-
ñë³äæóâàíîãî ïðèéìà÷à

U3 = p1Ex.          (13.16)

Ñèëà ñòðóìó I, íàïðóãà U3 ³ 
â³äñòàíü r âèì³ðþþòüñÿ.

Ðèñ. 13.5. Ïðîöåäóðà ãðàäóþâàííÿ ìåòî-
äîì òðüîõ ïåðåòâîðþâà÷³â íà îñíîâ³ ïðèí-
öèïó âçàºìíîñò³:
Â — âèïðîì³íþâà÷, ÎÏ — îáåðíåíèé ïåðå-
òâîðþâà÷, Õ — äîñë³äæóâàíèé ïðèéìà÷
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Çã³äíî ç âèçíà÷åííÿì, ÷óòëèâ³ñòü îáåðíåíîãî ïåðåòâîðþâà÷à â ðåæèì³ 
âèïðîì³íþâàííÿ Eâ2 = p1/I. Òîä³ ÷óòëèâ³ñòü îáåðíåíîãî ïåðåòâîðþâà÷à â 
ðåæèì³ ïðèéìàííÿ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³

1
Ï2 B2 .

p
E HE H

I
                                   (13.17)

Ç (13.17) âèçíà÷àºìî òèñê ð1 ³ ï³äñòàâëÿºìî îòðèìàíèé âèðàç ó (13.16):

Ï2
3 .

E E I
U

H
 x                                      (13.18)

Ðîçâ’ÿçóþ÷è ñóì³ñíî (13.14), (13.15) ³ (13.18), çíàõîäèìî çíà÷åííÿ

1 3

2

.
U U

E H
U I

x                                     (13.19)

Ïðèíöèïîâî âàæëèâî, ùî í³ÿêèõ îáìåæåíü íà ðîçì³ðè, òèï ³ ³íø³ îñîá-
ëèâîñò³ äîñë³äæóâàíîãî äæåðåëà öåé ìåòîä íå íàêëàäàº. Äæåðåëî çâóêó ìî-
æå ñòâîðþâàòè ñòàö³îíàðíå çâóêîâå ïîëå áóäü-ÿêîãî òèïó. Çðîçóì³ëî, ùî 
ïðè öüîìó ñë³ä âèêîðèñòîâóâàòè â³äïîâ³äíèé âèðàç äëÿ ïàðàìåòðà âçàºì-
íîñò³ Í. Âàæëèâîþ âëàñòèâ³ñòþ îïèñàíîãî ãðàäóþâàííÿ íà îñíîâ³ ïðèíöè-
ïó âçàºìíîñò³ º òå, ùî âèçíà÷åííÿ ÷óòëèâîñò³ ïåðåòâîðþâà÷à çâîäèòüñÿ äî 
åëåêòðè÷íèõ âèì³ðþâàíü. Àäæå áåçïîñåðåäíº âèì³ðþâàííÿ òàêèõ àêóñòè÷-
íèõ âåëè÷èí, ÿê çâóêîâèé òèñê, êîëèâàëüíà øâèäê³ñòü ñóïðîâîäæóºòüñÿ 
çíà÷íèìè òðóäíîùàìè, ó òîé ÷àñ ÿê âèì³ðþâàííÿ åëåêòðè÷íèõ âåëè÷èí —
íàïðóãà, îï³ð, ñèëà ñòðóìó — ìîæíà âèêîíàòè äîñèòü ïðîñòî ³ ç âèñîêîþ 
òî÷í³ñòþ.

Â ³íæåíåðí³é ïðàêòèö³ çàñòîñîâóþòüñÿ äåê³ëüêà âàð³àíò³â ãðàäóþâàííÿ 
íà îñíîâ³ ìåòîäó âçàºìíîñò³. Ó íèõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ð³çí³ òèïè çâóêîâîãî 
ïîëÿ àáî ð³çí³ êîíñòðóêòèâí³ åëåìåíòè âèì³ðþâàëüíî¿ àïàðàòóðè. Êîæåí ç 
òàêèõ âàð³àíò³â ìàº ñâî¿ îñîáëèâîñò³ ³ ìåæ³ çàñòîñóâàííÿ. Ïðîòå îïèñóâàí-
íÿ öèõ âàæëèâèõ ïèòàíü âèõîäèòü çà ìåæ³ íàøî¿ êíèãè, à îçíàéîìèòèñÿ ç 
íèìè ìîæíà â ïðàöÿõ [5, 21].

13.4. Â³äíîñí³ ìåòîäè ãðàäóþâàííÿ

ßêùî äîñë³äíèê ìàº åòàëîí, òîáòî åëåêòðîàêóñòè÷íèé ïåðåòâî-
ðþâà÷, ÿêèé ïðîéøîâ ãðàäóþâàííÿ àáñîëþòíèì ìåòîäîì â ìåòðîëîã³÷í³é
îðãàí³çàö³¿, òî ãðàäóþâàííÿ äîñë³äæóâàíîãî ïåðåòâîðþâà÷à çâîäèòüñÿ äî
ïðîñòî¿ ïðîöåäóðè ïîð³âíÿííÿ éîãî ç åòàëîíîì.

²äåàëüíèìè óìîâàìè îòðèìàííÿ ïðàâèëüíèõ ðåçóëüòàò³â ïðè â³äíîñíîìó
ãðàäóþâàíí³ º ºäèíèé ÷àñ ïðîâåäåííÿ âèì³ðþâàííÿ, ºäèíå ì³ñöå ðîçì³-
ùåííÿ ïåðåòâîðþâà÷³â ó çâóêîâîìó ïîë³ ³ ºäèíà (³äåíòè÷íà) âèêîðèñòîâó-
âàíà àïàðàòóðà ïðè ïðîâåäåíí³ âèì³ðþâàíü ç äîñë³äæóâàíèì ïåðåòâîðþâà-
÷åì ³ åòàëîíîì. Ïðàêòè÷íî ïîâí³ñòþ ö³ âèìîãè íå ìîæóòü áóòè âèêîíàí³.

Âèä³ëÿþòü äâà ìåòîäè ïîð³âíÿííÿ — çâ³ðÿííÿ ³ çàì³ùåííÿ. Ðîçãëÿíåìî, 
äëÿ ïðèêëàäó, ãðàäóþâàííÿ ïðèéìà÷à çâóêó.

Ïðè çâ³ðÿíí³ äîòðèìóþòüñÿ ºäèíîãî ÷àñó, îñê³ëüêè íà îáèäâà ïðèéìà÷à 
îäíî÷àñíî ïàäàº çâóêîâà õâèëÿ (ðèñ. 13.6, à). ªäèíå ì³ñöå ðîçì³ùåííÿ ïðèé-
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Ðèñ. 13.6. Ïðèêëàä ãðàäóþâàí-
íÿ ïðèéìà÷³â çâóêó çâ³ðÿííÿì 
(à) ³ çàì³ùåííÿì (á):
Î — åòàëîííèé ïðèéìà÷, Õ —
äîñë³äæóâàíèé ïðèéìà÷

ìà÷³â íå äîòðèìóºòüñÿ, òî-
ìó ¿õ ñë³ä ðîçì³ùàòè â 
òî÷êè ç îäíàêîâèìè çíà-
÷åííÿìè çâóêîâîãî ïîëÿ. 
ªäèíà âèêîðèñòîâóâàíà àïà-
ðàòóðà íå çáåð³ãàºòüñÿ, ¿¿ 
³äåíòè÷í³ñòü òðåáà êîíò-
ðîëþâàòè ó ïðîöåñ³ âèì³ðþâàíü.

Ïðè çàì³ùåíí³ åòàëîíà äîñë³äæóâàíèì ïðèéìà÷åì (ðèñ. 13.6, á) çáåð³-
ãàºòüñÿ ºäèí³ñòü ì³ñöÿ ³ ³äåíòè÷í³ñòü àïàðàòóðè, àëå íå çáåð³ãàºòüñÿ ºäèí³ñòü 
÷àñó. Öå âèìàãàº ï³äòðèìêè ñòàá³ëüíîñò³ ðîáîòè ãåíåðàòîðà ³ ñòàá³ëüíèõ óìîâ 
ðîáîòè âèïðîì³íþâà÷à (ìàºòüñÿ íà óâàç³ òåìïåðàòóðà, òèñê â ñåðåäîâèù³).

Ïðè ïîð³âíÿëüíèõ âèì³ðþâàííÿõ ñë³ä âðàõîâóâàòè ñïðÿìîâàí³ñòü ïåðå-
òâîðþâà÷³â: ïðèéìà÷ ñë³ä çîð³ºíòóâàòè ìàêñèìóìîì ñïðÿìîâàíîñò³ íà íà-
ïðÿìîê âèïðîì³íþâàííÿ. Â³äñòàíü ì³æ âèïðîì³íþâà÷åì ³ ïðèéìà÷åì ïî-
âèííà ïåðåâèùóâàòè â³äñòàíü, ÿêà íåîáõ³äíà äëÿ ôîðìóâàííÿ ¿õ õàðàêòåðè-
ñòèêè ñïðÿìîâàíîñò³ (äèâ. ïàðàãðàô 7.6):  2 2

1 22 / ,r D D    äå D1 ³ D2 —

íàéá³ëüø³ ðîçì³ðè âèïðîì³íþâà÷à ³ ïðèéìà÷à â³äïîâ³äíî,  — äîâæèíà 
çâóêîâî¿ õâèë³.

Øóêàíà ÷óòëèâ³ñòü Ex, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ âíàñë³äîê ïðîöåäóðè ïîð³â-
íÿííÿ, ìàº âèãëÿä

1
0

0

,
U

E E
U

x                                      (13.20)

äå U1 ³ U0 — íàïðóãè íà âèõîä³ äîñë³äæóâàíîãî ³ åòàëîííîãî ïðèéìà÷³â, 
Å0 — ÷óòëèâ³ñòü åòàëîííîãî ïðèéìà÷à.

Íåîáõ³äíî òàêîæ ï³äêðåñëèòè, ùî óìîâè ïðîâåäåííÿ âèì³ðþâàíü çà 
òåìïåðàòóðîþ, ñòàòè÷íèì òèñêîì, âîëîã³ñòþ ïîâèíí³ â³äïîâ³äàòè óìîâàì, 
çà ÿêèõ âèêîíóâàëîñÿ ãðàäóþâàííÿ åòàëîííîãî ïðèéìà÷à (âîíè íàâåäåí³ â 
éîãî ïàñïîðò³).

13.5. Çàäà÷³

2.1. ßêèé ô³çè÷íèé çì³ñò ìàº ïàðàìåòð âçàºìíîñò³?
2.2. Íàçâ³òü ïîñë³äîâí³ñòü îïåðàö³é ïðè ïðîâåäåíí³ ãðàäóþâàííÿ ïåðå-

òâîðþâà÷à íà îñíîâ³ ïðèíöèïó âçàºìíîñò³.
2.3. Îáåðíåíèé ïåðåòâîðþâà÷ ñòâîðþº â ïîâ³òð³ íà ÷àñòîò³ 200 Ãö â ðå-

æèì³ âèïðîì³íþâàííÿ íà â³äñòàí³ îäíîãî ìåòðà çâóêîâèé òèñê 0,1 Ïà ïðè 
ñòðóì³ çáóäæåííÿ 0,5 À. Âèçíà÷òå éîãî ÷óòëèâ³ñòü â ðåæèì³ ïðèéìàííÿ. 

Â³äïîâ³äü: 1,56 ìÂ/Ïà.
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