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 ����������� ������ � !����������"�� �������  ���� ��  ����� ���� ����

#�������� �� ������ ��������� �� ��� ������ �����������������

���� �� � �����$���� %��%&�%' (�������� ������) ���� �  �����* � +����

������������� 
,
 -���.��) !�.�) &%�/�

#�������"�� �����  ��������� ������0����  ������� ���������� ��"�

��� ����������$  �� ���1����.  ���� � ������� �����) � ���0 ������

�0����  ������� �� ����������� �����  ������ � ����� ����$�� � �����

$�� ������������� � ��������� ���������� ����������$ � ���������������

������� �������� ��2�����) ����������$�� ������������ ��������  ����)

3� �������$��  �� ��������  ���� �� ����� ���� 4�������� ��������

���������� ������" � ������) 3� ���$ ��0�����$ ���$�����. ������

����������� �  ��������� ����������� ��������  ����) 3� �������$

 �� ��������  ����� ������  ���5��� ������ ����� 4�������� ��������

������ � ������ �������� �0���� ����� � �����5���  ����� � �  ����� �

������� �������. �������.� 4�������� �������� ������ ���������� ������

���  ����) 3� ����1$�� �� ��������  ������� ��� 2�����. �������� ������ �

��1 ��0�����$  ������� �����$�� ���������� �� ��������� �� ����� 2��

����� 6����$�� ����������  ���������$ �� ���������� �� ����� 2����

	��) 3� �������$�� � +����� ���������� 
,
 -���.���

������" ������ ������. �������. � ��$��� �� ��� ��������. ������  ��

�����) 3� �������$ �� ����� ���) ����������" �  ��5� ����� ��������

�������� ����������  ������� ���������� �����) ��� �� ����" �����  ���

���� �� ����5���) � ���0 ���������� ��������� �������������) �� ���

����) � ������. � ����������� 7������ ������ ������ ������"��� � �������

�������� � ��0���� ���0���� ��� ������8) ���0���� 5���� � ����$5����

������ ���0�� ��������������) ���0���� 5����  ����0����� 5��� ��

 �������� ������� � ������" ���  ����� ���0 ���������� ����� �������

���� ����������$ �� ������ 5����) 3� �������$ � ��������$���� ������

� ����������� �������� 9������) � +����� ������������� 
,
 -���.��

 ���������� �������� ������ ������� 5���� ������� � ���������� ���



&
���������� �� �����$���� �������� 4����  ��������� ���� ��� ��������

������� ����������$  ������ �����$�� �����������  ������� ��������. ����

�� � ������� �� �������� 7������� ���0������ �������8 � ����$�� � ����

��������� ��������. ���� 5���� � ����$��� ������� #��� ��������"�� ���

���  ���������$ � ������ ��������  ������) 3� �����������$ � +�����

������������� 
,
 -���.���

� ��������"��" �����  ��������� ������� ����2������  ���������

������$) ���" ����0�$ �� ����� ��������� ������� :������� ����� ���

������$ �������� ������  �� ��������� �����  ����� �� ��� �� �� 
�

 ��5��� �� � ���������1$�� �������������  ���� ��������3�) �� ������

�� �� � ; ������������ ����������  ���) ������������  ������ 4��

�����$���� ����������� �������� ����������� ���" ������ �� ���������

������ ������  ������ �����$���� ����������� 7<=>8� 
�������� �����$

����������� � ������ ��� ����� ����� ?�"���$��� ���������$ 5�����  ����

 5���� ������������. ����� - �� ���� 0 ���������� ���" ����� <=>

���������������$ ��$�� � ���������� ��0���� ���.� 4�� ����������

��0���� �� �������������� ������ @A>� ?�� � ���) 3� ��������� ��

��. �����$�� ��  ������ ���$5 ����������� �� ��� 2������ �������� �)

�0�) ������ ��0���. ������ �����$���� ����������� 5�����  ������

����$5���� ����� ������ ������������. ���� ��  ��������1$�� ��0������

#�� ��� ������������ ��������$ ���������������$ ��������� BC+� ?���

 ������������  ���������� ��  ����� �� ������������  ����������� 4��

 ��������� �����$��� ����������� ���������������$ ����������$��  �����

���� ������� � �������� ����� DEFGHDIB� 
� ������� �� �  ����������

�� ���� ���������� ����� ����2��������$ �������� ������� 4�� ����2������

��������� ����� ���������$ ��������� ����2�����

9 ���� ����������.  ����������� ���������� �����$���� ��������  ���

������ �����$��" ���������� ���������  ��� ������� ����� 
�  ��5���

�� � �� ������ �����$���� ����2������ ������$ 
��21�	���� ������ �����

������ ��21��� ������� ������� �������������� ������������) � ��� ���

��� �������1�� �������� � ��� �  ��"����. ����) � ���0 � �����  �����



J
��������� � ���� ���)  ���������� �� ��������� K �����  �����  �������

���. ����� � ���� ��� ����� ���� ��  ������� ��������� K������ ��������

����� 	������ St  �� ������ ��������� ����� ?�"���$��� Re� 4��������

 �������$��" ������ ��� ����� � ���������� � ��� ��������$���� ���

����) ��������� ��5��� �������� ����������) 3�  ���������" ����

������� �����$���� ����2������ ������ �������1 �������� � ���� ������

�0����� ���� � ��� ����� 50 ≤ Re ≤ 400) � ����� �������1$�� ��0�� ���.

�  ���������� �������� ������� �� ���������� 
� ������� �� �) �������

������� ����  �� ��� ���� ���� ��  ������� �������� � ����� ��������.

�����) ����2����� ������  �� �� ����������� �����  �����) 3� ������1 ��

�������� #��� �����$��� �����������  ���������  �����$���$ ���������

 �� �3��$� 9������  �������) 3�  ���� ��������  ��0���$ �������� ��

�� �� �����  ������� ���5�  ��0����  ����) 3� ������1 �� �������� K���

����  �������� ��� ����� ���������  ��� 7�������� � ����������8  �� ���

���� ��������� ����� ?�"���$���� 4�������) 3� ���$ �������� � ����������

 ��5�. ��������� �������� ��� 7p18) 3� ����0�1$�� �����������  ��"���

��. ����) ����5�����  �� ����������� �� �����  ����) � ���$ ��������

� ���������� �����. ��������� �������� ��� 7p28) 3� ����0�1$�� �������

����� ���� �������� � ���) � �� ���1 � �� ������  ����� ����������) 3�

p2/p1 � 1)  ��� �� ��������� ����� ?�"���$��� �����5���� p2/p1 �����1�

?���2���� ������  �� ��������� ����� 7�������� ����8 ��� ����� ����

�����) 3� �����1 �� �����" ����� 
�  ��5��� �� � 5�����  ������ ���

���$���� ����2������ ������������. ������ ������$ 
��21�	���� ����2����

�� ������ �������������  �� �������� ��� ������ �������) ������������

���$��� �������) �� �����" 0�����" ����� K������ ����  �� ����0���

��  ���� ����������� �  ���� ���� ��� ���� � �����0  ����������  �����

�� �  ������ �������� ����������$ �������� ����������) 3� � �����0

 ����������  ������ ���$ ���������������� ������ ��������� ��2���� ���

�����$ ������� ��������) 3� ������� � �����  ��������� ��������

������� �� ����) �  ��� ��������  ��� ���.� �  ������ �������� ����

�������$ ��������������" ����� ��������� ��2���� �����1$�� �� �������



L
������� ����� �� ������ ����� �  ���������. ����� .� �����) 3� �������1  ��

��������"  ��� ��������3� � ����1. ����� ����� �� ��5� ����$ �) �� ��������)

 ���������  � ������ ���������� �������� 4��������� �������� �������.

����� ����������$ ������� � ��� ��������$��� ���������  �����1 ���

��5� ��� �������$ ��0 �������������� � ��� ��������$���� ������� 
�

������� �� �  ��������� ���������" ����2���� ��� ������. ��������. ���

���� � ������0��� ������� ������������ ���������  ���) ������������ ��

���  ������

K����$�� �������� � ���� ������� �� ��������� ��� ���$������ ��5���

 ����0����� ����� ��0�  �������� �� ����0���� �������" ���) 3� ���

���1$��) � ����$ �� ��"������� ���������") ��������� ��� ��0�����$

����������  ����� ����� �������) ��0�����$ ���0���� ���� � ��� ���

� �� ����� ��������� ���)  ���������� �� �$���� K���� �� � ������ ����

����  ���� 1 ����5������  ������� � ����� �� ���������� ?���2�����

������  �� ��������� ����������$  �� �������� �������� �  ��1������ �

��$���� ����  ������ � ������� #�����0��� ��  ��������"  ����� ����

������� �  ����� ������� ������� �� ���������) �� � ������� ��������

�����  ����) ���������  ���������� ��������� � ��������� ������� ��

���������� 4�������) 3� �������$ � �����) ����5������� �����0  ���

��) ����� ���0�1 � �� ��������  �� �������� � �� ����� ��������� ���)

 ���������� �� �$���� 4������ �� ��������� ���0��� � ����� ������1

�������� ���� � ��� �������� ����5�1$��� � �" ���) �� �� ����� �����

����� ���)  ���������� �� ���) 3� �����1$��) ������$�� �����������

4������� ���0) 3�  ��  ������ � ����� ��  �������� ��������" ��

α = 20◦  ����� ����� ������� �  ������� ���) 3� �����1$��) ���0 � ����

����1$��)  ��� ���"  ����� �0� �� ���� ��������� ���������� �  �������

����� 4��������� ����� ���� �� ������� �������� � � ����� 1 �0������

�������� �������$ �� ��$���� � �) ���" ������������ ��� ��������$��

� ���������� ����$�� �������������

?���2����� ������  �� ��������� �����  �����) 3� �����1 �����) � 5��

������ ��� ����� ������$ ����� ?�"���$��� ��� ����������� �������������



'
��0��� ���. �� ���������� ��0����� M��� ���� ������ 1 ����������)

������� �����  ������$��� ��������$ �� ��������� �� ����� 2����� ���

������$ �������� �������� �����$�� ����2���� ������� 4�� ����� �����

?�"���$��� ��������1$�� ������ <=>)  �� ������� ������ ?�"���$��� ;

������ @A>� 4���������" �����$��" ������� �������� �������� � ����

���� � ���� ������� ��0����� N���  ������� ����5� ��� �������$ ������

��� ���� �����$��� � ��� ��������$���� � �������������� �����$����

��5�� ������� O���0 ��� ���������" ��� ���� ����� ?�"���$���) � ��0��

����� �  ���� �������$ ������������ �) �0�) ���"  ��� ��0�  ����0��

��� ����� N��� ����������) 3� � ����������� ��0��� ���. �� ����� �����

���$ �����. ����)  ���������. �� �����)  �������� �  2�$ �����  �����3�1

�� ����� �������$ ���� � ���� P�" ��� �������1 �����0����) 3�) �� �

� �� ���� �������� ��������� ��������) ������� ������ ��������. ������.

����������.  �����  �� �������� �����) �� �����������$�� � �������

�� ������ 4�� ���������� ��0���� ���. ������) 3� ������$��)  � ����

�� ����$�� �� �������� �����$� K������ �������� � ���������� ���������

 ���� 9��"���� ��0���  ����)  �� ���� �����) 3� �����1$��) �� �������

����� �� �� ��$� 4�������) 3� ���$ �������� � ���������� ����5�����

��  �� ����������� �� �����  ����) �� � �� ���� �������� ��������� ���

������) �  �� ������ ���� ������� P�" ���� ��1 ����� ����� �) 3� ������)

���  � ����� ������$�� �  ������� �����) �� ����$ ������������) �� �

�� ���� �������� ���������

#�����0��� ���� �2����. ���������. ������ �  ������� ������ �� ���

������ � �$��� ����5������ ���� �� ����� ���� ������� 7���0��$8 ��

������ �����$���� ����2������ ������������� ������$ 
��21�	����� 4���

����������� ������� ���. � ������ ��0 �������� � ����0���� ��� �����

?�"���$���� 9������  �������) 3� �  ������ ��� ����� ����� ?�"���$���

�2�����$�� ��������� ������� ������� � ������� 5���� �� ��0� ����

���� �  ���0��� 7��58) �������� ��������� � �����$�� �$��� �������$

��"��  ��������� ������������ ������������  ������ 5������� �� ���

���� � ����� ������� ������) ���  ����� ��� ��0�$ ���0�� �0������



Q
�������� �������$ � ������� ��������� ����0���$ ����� 	������ ����

�������$  ������ 5������� ��� ����� ?�"���$���� ����������) 3�  ��

�������� ����� ������ ?�"���$��� ���� ������ � ������ ��0 ��������

���������� � ����������1$�� �������� � ��0�������" ������ 5������

����� �������) 3� �����1 � �������� �����  ��5��� ������ � �����1 �

���� ������� ������� 4�������) 3�  �� ����$5���� ����� ?�"���$���) ����

������� � ������ ��������� ��2���� ������1$�� �����$��) ���������"��

���� � ��5��  ������$ ���� �� ������ 5���) � �����$�� ���� ���� ����
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J%� YXsW +� Y�) ^f�GeVFGWX Y� n�) BZT[\]Z Y� >� >FTx��Ga\eFa XUe�TTZ`�XGU Xx Z

jF` bXc�G] XsFf `VF cFa]F� nVF _FeVZG�U_ Xx ZEEFZfZGeF Xx `VF xFFaoZeW�
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BZT[\]Z Y� >� �GU`FZa[ bXc EfXoTF_U c�`V ZTTXcZGeF xXf FlFe`U Xx UX\Ga

fZa�Z`�XG� � z\ZT�x[�G] Ue�FG`�de cXfW XG `VF f�]V`U Xx _ZG\Uef�E`U�

nVFU�U xXf `VF aXe`Xf2U aF]fFF �G EV[U�eZT ZGa _Z`VF_Z`�eZT Ue�FGeFU �G UEFe��

ZT`[ %��%&�%' �BFeVZG�eU Xx b\�a) ]ZU ZGa ETZU_Z +GU`�`\`F Xx m[afX_FeVZG�eU

Xx `VF =Z`�XGZT IeZaF_[ Xx >e�FGeFU Xx �WfZ�GF) k[�s) &%�/�

nVF `VFU�U �U aFsX`Fa `X `VF U`\a[ Xx `VF U`ZoTF UFTx�XUe�TTZ`�XGU ]FGFfZ`�XG �G

`VF eX\fUF Xx `VF �G`FfZe`�XG oF`cFFG `VF bXc ZGa UXT�a oXa�FU) ZU cFTT ZU `X `VF

U`\a[ Xx `VF UX\Ga fZa�Z`�XG EfXeFUUFU o[ `VF bXc� nVF fF]\TZf�`�FU ZGa _FeVZG��

U_U Xx `VF UFTx�XUe�TTZ`�XGU ]FGFfZ`�XG ZGa `VF V[afXa[GZ_�e xFFaoZeW eVZGGFTU

ZfF aFUef�oFa �G aF`Z�T� nVF eVZfZe`Ff�U`�eU Xx `VF UX\Ga dFTaU ]FGFfZ`Fa cVFG

`VF bXc aZUVFU Z]Z�GU` Z UXT�a oXa[ ZfF FU`�_Z`Fa� nVF _Z`VF_Z`�eZT _XaFTU

ZGa _F`VXaU xXf Zee\fZ`F FU`�_Z`�XG Xx `VF FGFf][ ZGa UEZ`�ZT eVZfZe`Ff�U`�eU Xx

`VF UX\Ga dFTaU ]FGFfZ`Fa cVFG `VF bXc �G`FfZe`U c�`V UXT�a XoU`ZeTFU Xx sZf��

X\U xXf_U ZfF aFsFTXEFa� �F aFsFTXE `VF _F`VXaU xXf aFUef�E`�XG Xx `VF sXf`Fq

UX\Ga UX\feFU �G oX`V `VF Fq`FfGZT bXcU ZGa `VF �G`FfGZT bXcU �G eVZGGFTU Xx

eX_ETFq ]FX_F`f[� �F ZTUX aFsFTXE `VF `FeVG�{\F xXf FU`�_Z`�XG Xx `VF UX\Ga

dFTaU ]FGFfZ`Fa o[ `VF bXc� nVF `FeVG�{\F �U oZUFa XG `VF _XaFfG ZEEfXZeVFU

Xx eX_E\`Ff b\�a _FeVZG�eU ZGa ZTTXcU \U `X EFfxXf_ G\_Ff�eZT eZTe\TZ`�XGU Z`

eT\U`Ff U\EFfeX_E\`FfU� nVF G\_Ff�eZT eZTe\TZ`�XGU Xx `V�U `VFU�U cFfF eZff�Fa X\`
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Z` `VF eT\U`Ff U\EFfeX_E\`Ff >e�` cV�eV �U TXeZ`Fa Z` `VF +GU`�`\`F Xx p[oFfGF`�eU

Xx `VF =Z`�XGZT IeZaF_[ Xx >e�FGeFU Xx �WfZ�GF�

nVF V�]V �G`FfFU` Xx `VF cXfTa Ue�FG`�de eX__\G�`[ �G `VF `XE�e Xx `VF UX\Ga

]FGFfZ`�XG o[ bXcU EZU` UXT�a oXa�FU �U aF`Ff_�GFa) �G `VF dfU` ETZeF) `X `VF

aFFE EV[U�eZT eXG`FG` Xx `VF UX\Ga ]FGFfZ`�XG EfXeFUUFU) cV�eV Z` `VF _X_FG`

ZfF GX` eX_ETF`FT[ �GsFU`�]Z`Fa) ZU cFTT ZU `X G\_FfX\U `FeVG�eZT ZEET�eZ`�XGU�

HXf FqZ_ETF) �G Zs�Z`�XG ZGa ZU`fXGZ\`�eU 7FU`�_Z`�XG Xx `VF TFsFT Xx Zs�Z`�XG

ZGa fXeWF` FG]�GF UX\GaU ZGa EXUU�oTF fFa\e`�XG Xx `VFUF TFsFTU8) GX�UF fFa\e`�XG

ZGa �GefFZU�G] `VF T�xF `�_F Xx c�Ga `\fo�GFU) GX�UF fFa\e`�XG �G `VF oX\GaZf[

TZ[Ff Xx U\o_Zf�GFU F`e� +G fFeFG` [FZfU `VF a�UFZUF a�Z]GXU`�eU `FeVG�{\F oZUFa

XG `VF GX�UF `VZ` Xee\fU �G `VF ofXGeV�ZT `fFF ZGa oTXXa sFUUFT ZfF aFsFTXEFa� +G

EZf`�e\TZf) �G `VF +GU`�`\`F Xx m[afX_FeVZG�eU Xx =I> Xx �WfZ�GF `VF _F`VXaU

xXf fFUE�fZ`�XG GX�UF eXG`fXT ZGa `VF `FeVG�eU xXf a�UFZUF a�Z]GXU`�eU xfX_ `VF

fFU\T`U Xx _FZU\fF_FG`U VZsF oFFG aFsFTXEFa� Ix`Ff EFfxXf_�G] Z G\_oFf Xx

FqEFf�_FG`U) �` oFeZ_F GFeFUUZf[ `X eZff[ X\` `VF G\_Ff�eZT U�_\TZ`�XG Xx UX\Ga

]FGFfZ`�XG EfXeFUUFU �G a\e`U c�`V U`FGXUFU 7UVZfE GZffXc�G] Xx `VF a\e`8 ZGa `X

aFUef�oF �G aF`Z�T `VF _FeVZG�U_U Xx ]FGFfZ`�XG Xx U\eV GX�UF ZGa `XGF UX\GaU�

nV�U `VFU�U cXfW cZU EFfxXf_Fa c�`V�G `VF xfZ_FcXfW Xx `VF Ue�FG`�de EfXjFe`U

eZff�Fa X\` Z` `VF +GU`�`\`F Xx m[afX_FeVZG�eU Xx =I> Xx �WfZ�GF�

nVF ZT]Xf�`V_ Xx UXT\`�XG Xx `VF xXf_\TZ`Fa EfXoTF_U) cV�eV oFTXG]U `X `VF

eTZUU Xx V[of�a _F`VXaU) �U eXGU`f\e`Fa �G `V�U a�UUFf`Z`�XG cXfW� nVF V[of�a

_F`VXaU ZTTXc \U `X aFeX_EXUF `VF EfXoTF_ Xx UX\Ga ]FGFfZ`�XG o[ Z bXc �G`X

`cX U`Z]FU� I` `VF dfU` U`Z]F) `VF V[afXa[GZ_�eU Xx `VF _Fa�\_ bXc �U eZTe\TZ`Fa)

Z` `VF UFeXGa U`Z]F `VF eVZfZe`Ff�U`�eU Xx `VF ZeX\U`�e dFTa ]FGFfZ`Fa o[ `VF bXc

ZfF FsZT\Z`Fa� HXf G\_Ff�eZT U�_\TZ`�XG Xx a[GZ_�eU Xx `cX�a�_FGU�XGZT b\�a

bXcU cF \UFa `VF a�fFe` G\_Ff�eZT U�_\TZ`�XG 7<=>8 `FeVG�{\F� nVF fF{\�fFa

Zee\fZe[ Xx eZTe\TZ`�XGU �G `VF eXGU�aFfFa fZG]F Xx wF[GXTaU G\_oFf cZU ZeV��

FsFa o[ �_EfXs�G] `VF eX_E\`Z`�XGZT ]f�a� +G `VF eZUF Xx `VfFF�a�_FGU�XGZT bXcU)

`VF <=> _F`VXaU cFfF \UFa XGT[ �G TZ_�GZf bXc fF]�_FU� +G `\fo\TFG` fF]�_FU)

cF \UFa `VF @A> `FeVG�{\F� nVF fFZUXG �U `VZ` `VF `VfFF�a�_FGU�XGZT EfXoTF_U

fF{\�fF ZG XfaFf Xx _Z]G�`\aF _XfF eX_E\`Ff fFUX\feFU ZGa eXGUF{\FG`T[ �` �U



�&
�_EXUU�oTF `X ZeV�FsF `VF fF{\�fFa Zee\fZe[ Xx G\_Ff�eZT U�_\TZ`�XG o[ U�_ET[

�GefFZU�G] `VF G\_oFf Xx GXaFU �G `VF eX_E\`Z`�XGZT ]f�a� nVF BC+ `FeVGXTX][

cZU \UFa xXf EZfZTTFT eX_E\`�G]� nVF EZfZTTFT�|Z`�XG cZU eZff�Fa X\` XG `VF Ef�Ge��

ETF Xx ]FX_F`f[ EZfZTTFT�U_� �VFG EFfxXf_�G] G\_Ff�eZT eZTe\TZ`�XGU cF \UFa `VF

eX_E\`Z`�XGZT EfXeFa\fFU Xx `VF XEFG UX\feF `XXToXq DEFGHDIB� I` `VF UFeXGa

U`Z]F Xx `VF eXGU`f\e`Fa V[of�a _F`VXa `VF ZeX\U`�e EfXoTF_U cFfF UXTsFa� HXf

`V�U E\fEXUF) `VF ZGZT[`�eZT UXT\`�XGU Xx `VF ZeX\U`�e EfXoTF_U cFfF eXGU`f\e`Fa�

HXf `VF E\fEXUF Xx sFf�deZ`�XG Xx `VF eXGU`f\e`Fa V[of�a G\_Ff�eZT ZT]Xf��

`V_) `VF UX\Ga dFTa Xx `VF IFXT�ZG `XGFU cZU G\_Ff�eZTT[ eZTe\TZ`Fa� I` `VF

dfU` U`Z]F) oZUFa XG `VF G\_Ff�eZT UXT\`�XG Xx `VF =Zs�Ff�>`XWFU F{\Z`�XGU o[

`VF dG�`F sXT\_F _F`VXa) `VF oZU�e V[afXa[GZ_�e eVZfZe`Ff�U`�eU cFfF Xo`Z�GFa)

�GeT\a�G] `VF afZ] eXFye�FG` ZGa `VF T�x` xXfeF eXFye�FG`) ZGa ZTUX `VF EfXeFUU

Xx `�_F sZf�Z`�XG Xx `VF xXfeFU ZEET�Fa `X `VF e[T�GaFf cZU aFUef�oFa� nVF EfXeFUU

Xx EFf�Xa�e��G�`�_F eVZG]F Xx `VF EfFUU\fF a�U`f�o\`�XG XsFf `VF e[T�GaFf U\fxZeF

cZU aFUef�oFa� nVF sZT\FU Xx >`\fVZT G\_oFf St Z` a�lFfFG` sZT\FU Xx wF[GXTaU

G\_oFf Re cFfF Xo`Z�GFa� nVF eX_EZf�UXG ZGZT[U�U Xx `VF EfFUFG`Fa aZ`Z c�`V

`VF `VFXfF`�eZT ZGa FqEFf�_FG`ZT aZ`Z Xo`Z�GFa o[ X`VFf Z\`VXfU cZU eXGa\e`Fa�

+` cZU FU`ZoT�UVFa `VZ` `VF eXGU`f\e`Fa ZT]Xf�`V_ Xx G\_Ff�eZT UXT\`�XG Xx `VF

EfXoTF_ ZTTXcU \U `X ZaF{\Z`FT[ aFUef�oF `VF bXc \GaFf eXGU�aFfZ`�XG �G `VF

fZG]F 50 ≤ Re ≤ 400) �G cV�eV `VF bXc fF]�_F c�`V EFf�Xa�e sXf`Fq UVFaa��

G] oFV�Ga `VF e[T�GaFf �_ETF_FG`U� I` `VF UFeXGa U`Z]F) \U�G] `VF aZ`Z Xx `VF

EfFUU\fF a�U`f�o\`�XG XsFf `VF e[T�GaFf U\fxZeF ZU `VF oX\GaZf[ eXGa�`�XG) `VF

EfXoTF_ Xx UX\Ga fZa�Z`�XG o[ `VF bXc ZfX\Ga `VF e[T�GaFf �U UXTsFa� nVF fFU\T`U

Xx `VF G\_Ff�eZT eZTe\TZ`�XGU eXGdf_Fa `VF eXffFe`GFUU Xx `VF ZUU\_E`�XGU XG

cV�eV X\f _XaFT cZU oZUFa� +G EZf`�e\TZf) �` cZU UVXcG `VZ` `VF `X`ZT ZeX\U`�e

EXcFf Xx `VF IFXT�ZG `XGF cZU F�]V` XfaFfU Xx _Z]G�`\aF U_ZTTFf `VZG `VF EXcFf

Xx `VF bXc ZfX\Ga `VF e[T�GaFf� nVF UEZ`�ZT a�U`f�o\`�XGU Xx `VF UX\Ga dFTa 7a��

fFe`�s�`[ a�Z]fZ_8 Z` sZf�X\U sZT\FU Xx wF[GXTaU G\_oFf ZfF Xo`Z�GFa� +` �U UVXcG

`VZ` `VF Zq�U Xx `VF a�fFe`�s�`[ a�Z]fZ_ Xx `VF dfU` VZf_XG�e Xx `VF IFXT�ZG `XGF

7p18 Fqe�`Fa o[ `VF XUe�TTZ`�XGU Xx `VF T�x`�G] xXfeF �U EFfEFGa�e\TZf `X `VF bXc

a�fFe`�XG� nVF Zq�U Xx `VF a�fFe`�s�`[ a�Z]fZ_ Xx `VF UFeXGa VZf_XG�e Xx `VF
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IFXT�ZG `XGF 7p28 Fqe�`Fa o[ `VF XUe�TTZ`�XGU `VF afZ] xXfeF eX�Ge�aFU c�`V `VF

bXc a�fFe`�XG� +` cZU FU`ZoT�UVFa `VZ` p2/p1 � 1) o\` c�`V �GefFZU�G] wF[GXTaU

G\_oFf `VF fFTZ`�XG p2/p1 �GefFZUFU�

nVF EfXoTF_ Xx UX\Ga ]FGFfZ`�XG 7cFa]F `XGFU8 o[ Z U\o_Ff]Fa jF` f\GG��

G] Z]Z�GU` Z UVZfE cFa]F �U UXTsFa� I` `VF dfU` U`Z]F) \U�G] `VF _F`VXaU Xx

a�fFe` G\_Ff�eZT U�_\TZ`�XG Xx `VF GXGU`Z`�XGZf[ U[U`F_ Xx `VF =Zs�Ff�>`XWFU

F{\Z`�XGU) cF UXTsF `VF V[afXa[GZ_�eZT EfXoTF_ Xx Z U\o_Ff]Fa jF` xXf_Fa �G

Z GZffXc a\e` f\GG�G] Z]Z�GU` UVZfE cFa]F� nVF aFEFGaFGeF Xx `VF sXf`�e�`[

ZGa EfFUU\fF dFTaU XG `�_F a\f�G] `VF `fZGU�FG` EfXeFUU ZU cFTT ZU `VF EfXeFUU Xx

U`FZa[ UFTx�XUe�TTZ`�XGU Xx `VF jF` ZfF U`\a�Fa� +` cZU FU`ZoT�UVFa `VZ` a\f�G] `VF

`fZGU�FG` EfXeFUU `VF fXTF Xx `VF V[afXa[GZ_�e xFFaoZeW eVZGGFT �U EFfxXf_Fa

o[ `VF sXf`�eFU `VZ` ZfXUF Z` `VF _X_FG` Xx `VF �G�`�ZT U`fXWF Xx `VF jF` Z` `VF

cFa]F ZGa `VFG _XsFa Z]Z�GU` `VF bXc� <\f�G] `VF U`FZa[ UFTx�XUe�TTZ`�XGU `VF

V[afXa[GZ_�e xFFaoZeW eVZGGFT �U xXf_Fa o[ `VF a�lFfFGeF �G EfFUU\fF XG `VF

cFa]F xZeFU ZGa `VF EFf�Xa�e eVZG]F �G �`U U�]G) eZ\U�G] Z EFf�Xa�e bXc Xx _Fa�Z

xfX_ XGF xZeF Xx `VF cFa]F `X ZGX`VFf xZeF ZGa) ZU Z eXGUF{\FGeF) EFf�Xa�e TZ`FfZT

aFs�Z`�XG Xx `VF jF`� nVF eX_EZf�UXG Xx `VF `VFXfF`�eZTT[ FU`�_Z`Fa xfF{\FGe[ Xx

`VF jF` UFTx�XUe�TTZ`�XGU c�`V `VF FqEFf�_FG`ZT sZT\FU UVXcU Z ]XXa eXffFUEXGaFGeF

oF`cFFG eX_E\`Z`�XGZT ZGa FqEFf�_FG`ZT aZ`Z� I` `VF UFeXGa U`Z]F `VF ZGZT[`��

eZT UXT\`�XG Xx `VF eXffFUEXGa�G] ZeX\U`�e EfXoTF_ cZU eXGU`f\e`Fa ZGa `VF _Z�G

eVZfZe`Ff�U`�eU Xx `VF UX\Ga dFTa ]FGFfZ`Fa o[ `VF bXc cFfF �GsFU`�]Z`Fa�

>�GeF `VF sXf`Fq xXf_Z`�XG ZGa UVFaa�G] oFV�Ga Z e[T�GaFf Xf ZG[ X`VFf

FTXG]Z`Fa oXa�FU eZG TFZa `X \GaFU�fZoTF s�ofZ`�XGU Xx `VF oXa[ ZGa FsFG `X

`VF aFU`f\e`�XG Xx U`f\e`\fFU) �` �U GFeFUUZf[ `X VZsF EXUU�o�T�`[ `X eXG`fXT `VF

EfXeFUU Xx sXf`Fq UVFaa�G]) `X VZsF EXUU�o�T�`[ `X fFa\eF `VF afZ] xXfeF sZT\F ZGa

`VF Z_ET�`\aF Xx sZf�Z`�XG Xx `VF xXfeFU ZEET�Fa `X `VF oXa[� DGF Xx `VF _F`VXaU

xXf eXG`fXTT�G] `VF bXc �U ETZeF_FG` Xx Z bZ` UET�``Ff oFV�Ga `VF e[T�GaFf� nVF

EfXoTF_ Xx `VF UFTx�XUe�TTZ`�XGU ]FGFfZ`�XG �G `VF bXc EZU` Z e[T�GaFf c�`V Z bZ`

UET�``Ff Z``ZeVFa `X `VF fFZf U�aF �U UXTsFa� �F U`\a[ oX`V `VF `fZGU�FG` EfXeFUU Xx

�G�`�ZT sXf`Fq xXf_Z`�XG ZGa UVFaa�G] oFV�Ga Z e[T�GaFf ZU cFTT ZU `VF U`FZa[ UFTx�

U\U`Z�GFa XUe�TTZ`�XGU Xx `VF bXc eZ\UFa o[ `VF EFf�Xa�e xXf_Z`�XG ZGa UVFaa�G]
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Xx sXf`�eFU oFV�Ga Z e[T�GaFf� +` �U UVXcG `VZ` `VF EfFUFGeF Xx Z UET�``Ff) Xf�FG`Fa

ZTXG] `VF bXc) U�]G�deZG`T[ fFa\eFU oX`V `VF afZ] xXfeF ZGa `VF XUe�TTZ`�XG Z_ET��

`\aF Xx xXfeFU ZEET�Fa `X `VF e[T�GaFf� BXfFXsFf) c�`V �GefFZU�G] UET�``Ff TFG]`V

`VF ZsFfZ]F sZT\F Xx `VF afZ] xXfeF _XGX`XG�eZTT[ aFefFZUFU� �V�TF `VF Z_ET��

`\aFU Xx b\e`\Z`�XGU Xx `VF xXfeFU ZEET�Fa `X `VF oXa[ eVZG]F GXG_XGX`XG�eZTT[�

+` �U ZTUX UVXcG `VZ` cVFG `VF UET�``Ff �U fX`Z`Fa Z` `VF eX_EZfZ`�sFT[ U_ZTT ZG]TF

α = 20◦) `VF EfXeFUU Xx sXf`Fq UVFaa�G] xfX_ `VF oXa[ U\fxZeF �U ZTUX XoUFfsFa)

VXcFsFf U\eV Z EfXeFUU c�TT GX TXG]Ff oF EFfxFe`T[ fF]\TZf ZGa EFf�Xa�e� nVF

EFf�Xa�e sZf�Z`�XG Xx EfFUU\fF XG `VF U�aFU Xx `VF e[T�GaFf ZGa `VF UET�``Ff �U `VF

UX\feF Xx UX\Ga XUe�TZ`�XGU Xx `VF a�EXTF `[EF) cV�eV VZU oFFG FqEFf�_FG`ZTT[

XoUFfsFa o[ _ZG[ fFUFZfeVFfU�

nVF EfXoTF_ Xx UX\Ga ]FGFfZ`�XG o[ `VF bXc EZU` Z UEVFfF �U UXTsFa �G `VF

c�aF fZG]F Xx `VF wF[GXTaU G\_oFf xfX_ `VF TZ_�GZf fF]�_F c�`VX\` UFEZfZ`�XG

`X `VF `\fo\TFG` fF]�_FU� IT`VX\]V `VF EfXoTF_ �U `VfFF�a�_FGU�XGZT) `VF _XaFfG

_F`VXaU Xx EZfZTTFT eX_E\`Z`�XGU Z` eT\U`Ff U\EFfeX_E\`FfU ZTTXc \U `X Xo`Z�G

ZaF{\Z`F G\_Ff�eZT UXT\`�XGU Xx `VF EfXoTF_� I` U_ZTT wF[GXTaU G\_oFfU `VF

<=> `FeVG�{\F �U \UFa) Z` TZf]F wF[GXTaU G\_oFfU `VF `FeVG�{\F Xx @A>� nVF

eXGU`f\e`Fa G\_Ff�eZT ZT]Xf�`V_ ZTTXcFa \U `X ZaF{\Z`FT[ aFUef�oF `VF bXc �G

ZTT WGXcG fF]�_FU� +` cZU UVXcG `VZ` X\f fFU\T`U ZfF �G ]XXa Z]fFF_FG` c�`V `VF

FqEFf�_FG`ZT ZGa eX_E\`Z`�XGZT fFU\T`U Xx X`VFfU Z\`VXfU� nVF fZG]F Xx wF[GXTaU

G\_oFfU c�`V�G cV�eV UFTx�U\U`Z�GFa XUe�TTZ`�XGU Zf�UF �G `VF bXc ZGa `VFfFxXfF

`VF bXc eZG ]FGFfZ`F UX\Ga cZU aF`Ff_�GFa� +` cZU xX\Ga `VZ` �G `VF TZ_�GZf

fF]�_F `VF Z_ET�`\aF Xx XUe�TTZ`�XG Xx `VF TZ`FfZT xXfeF ZEET�Fa `X `VF UEVFfF �U

ZEEfXq�_Z`FT[ dsF `�_FU ]fFZ`Ff `VZG `VF Z_ET�`\aF Xx XUe�TTZ`�XG Xx `VF afZ]

xXfeF� nV�U xZe` ZTTXcU \U `X ZUUFf` `VZ`) ZU �G `VF eZUF Xx bXc EZU` Z e�fe\TZf

e[T�GaFf) `VF _Z�G EZf` Xx `VF ZeX\U`�e FGFf][ ]FGFfZ`Fa o[ `VF bXc EZU` Z

UEVFfF c�TT fZa�Z`F �G `VF TZ`FfZT a�fFe`�XG� +G `VF `\fo\TFG` bXc fF]�_FU `VF

sXf`�eFU UVFa xfX_ `VF UEVFfF ZfF eTXUF �G UVZEF `X sXf`Fq f�G]U� nVF a�fFe`�s�`[

a�Z]fZ_U Xx `VF UX\Ga dFTa cFfF Xo`Z�GFa� nVF bXc fF]�_FU Z` cV�eV `VF UEVFfF

fZa�Z`F ZU Z a�EXTF cFfF xX\Ga� +` cZU UVXcG `VZ` `VF Zq�U Xx `VF a�fFe`�s�`[

a�Z]fZ_ �U GX` EFfEFGa�e\TZf `X `VF bXc a�fFe`�XG) ZU �G `VF eZUF Xx Z e�fe\TZf
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e[T�GaFf) o\` VZU Z eFf`Z�G ZG]TF Xx �GeT�GZ`�XG� nV�U FlFe` Zf�UFU xfX_ `VF xZe`

`VZ` `VF sXf`�eFU UVFa xfX_ `VF UEVFf�eZT U\fxZeF ZfF GX` U[__F`f�eZT) ZU �G `VF

eZUF Xx `VF bXc EZU` Z e[T�GaFf�

nVF bXc Xx s�UeX\U �GeX_EfFUU�oTF b\�a �G Z ETZGF a\e` c�`V `cX U`FGXUFU

7GZffXc�G]8 TXeZ`Fa UF{\FG`�ZTT[ cZU U`\a�Fa XG `VF oZU�U Xx `VF G\_Ff�eZT UXT\`��

XG Xx `VF GXGU`Z`�XGZf[ =Zs�Ff�>`XWFU F{\Z`�XGU� =Z`\fF Xx `VF bXc �G `VF fF]��

XG oF`cFFG `VF U`FGXUFU) aFEFGa�G] XG `VF wF[GXTaU G\_oFf) �U ZGZT[|Fa� +G

EZf`�e\TZf) �` cZU UVXcG `VZ` �G Z eFf`Z�G fZG]F Xx wF[GXTaU G\_oFf `VF sXf`��

eZT U`f\e`\fFU ZEEFZf �G `VF UVFZf TZ[FfU oF`cFFG `VF jF` ZGa `VF eZs�`�FU 7G��

eVFU8 xXf_Fa o[ `VF U`FGXUFU� IU Z fFU\T` `VF U`ZoTF EFf�Xa�e ZG`�U[__F`f�e UFTx�

U\U`Z�GFa XUe�TTZ`�XGU Xx `VF sFTXe�`[ EfXdTF Z` `VF X\`TF` Xx `VF XEFG�G] Xx `VF

UFeXGa U`FGXU�U Zf�UF� nVFUF XUe�TTZ`�XGU eZG x\GaZ_FG`ZTT[ UFfsF ZU Z UX\feF Xx

UX\Ga s�ofZ`�XGU �G `VF eVZGGFT� nVF aFEFGaFGeF Xx >`fX\VZT G\_oFf Xx UFTx�

U\U`Z�GFa XUe�TTZ`�XGU Xx `VF sFTXe�`[ EfXdTF XG `VF wF[GXTaU G\_oFf �U aF`Ff_��

GFa� +` �U FU`ZoT�UVFa `VZ` Z` fFTZ`�sFT[ U_ZTT wF[GXTaU G\_oFfU `VF bXc �G `VF

fF]�XG oF`cFFG `VF U`FGXUFU �U U`Z`�XGZf[ ZGa �U eVZfZe`Ff�|Fa o[ EfFUFGeF Xx Z

V�]V�UEFFa jF`) cV�eV bXcU �G `VfX\]V `VF �GTF` Xx `VF dfU` U`FGXU�U ZGa bXcU X\`

`VfX\]V `VF Xf�deF Xx `VF UFeXGa U`FGXU�U� +` cZU UVXcG `VZ` cVFG `VF wF[GXTaU

G\_oFf �GefFZUFU ZGa `VF FGFf][ �G `VF xFFaoZeW eVZGGFT oFeX_FU U\ye�FG`) `VF

e�fe\TZ`�XG _XsF_FG`U �G `VF G�eVFU oF]�G `X Ze` XG `VF UVFZf TZ[FfU ZGa ZU Z

fFU\T` `VF[ TXUF U`Zo�T�`[� nVF TXUU Xx U`Zo�T�`[ �G�`�Z`FU `VF EfXeFUU Xx xXf_Z`�XG

Xx sXf`Fq UFf�FU �G FZeV Xx `VF UVFZf TZ[FfU� nVFUF sXf`Fq UFf�FU ZfF ZffZG]Fa �G

Z eVFUU _ZGGFf fFTZ`�sF `X FZeV X`VFf� w\GG�G] �G`X `VF XEFG�G] Xx `VF UFeXGa

U`FGXU�U) `VFUF sXf`�eFU eZ\UF EFf�Xa�e ZG`�U[__F`f�e XUe�TTZ`�XGU Xx `VF sFTXe�`[

EfXdTF �G `VF Xf�deF�

nVF xFZ`\fFU Xx `VF b\�a _X`�XG cFfF eZTe\TZ`Fa ZGa ZGZT[|Fa xXf sZf�X\U

sZT\FU Xx `VF a\e` c�a`V �G `VF �G`Ff�U`FGX`�e aX_Z�G� +` cZU FU`ZoT�UVFa `VZ`

Z` fZ`VFf U_ZTT wF[GXTaU G\_oFfU ZGa Z` Z fZ`VFf GZffXc �G`Ff�U`FGX`�e EZf` Xx

`VF a\e` `VF sXf`Fq U`f\e`\fFU U[__F`f�eZT c�`V fFUEFe` `X `VF a\e` Zq�U ZfF

EFf�Xa�eZTT[ ]FGFfZ`Fa �G `VF UVFZf TZ[FfU �G `VF �G`Ff�U`FGX`�e fF]�XG� +` �U UVXcG

`VZ` `VF bXc eVZG]FU afZ_Z`�eZTT[ c�`V �GefFZUF �G `VF c�a`V Xx `VF �G`Ff�U`FGX`�e
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EZf` Xx `VF a\e`� nVF sXf`�eFU xXf_Fa �G `VF UVFZf TZ[FfU �G `VF �G`Ff�U`FGX`�e

fF]�XG ZfF ZffZG]Fa �G Z eVFUU _ZGGFf fFTZ`�sF `X FZeV X`VFf� nVF UFTx�U\U`Z�GFa

XUe�TTZ`�XGU Xx `VF sFTXe�`[ EfXdTF �G `VF Xf�deF Xx `VF UFeXGa U`FGXU�U �U Z UX\feF

Xx UX\Ga s�ofZ`�XGU �G `VF eVZGGFT�

nVF EfXoTF_ Xx UX\Ga ]FGFfZ`�XG o[ `VF bXc �G Z ETZGF a\e` c�`V `cX U\eeFUU��

sF U`FGXUFU �U eXGU�aFfFa� Aqe�`Z`�XG Xx `VF UFTx�U\U`Z�GFa XUe�TTZ`�XGU) cV�eV ZfF

`VF UX\feF Xx UX\Ga s�ofZ`�XGU �G `VF a\e`) _Z[ Xee\f �G `VF �G`Ff�U`FGX`�e fF]�XG�

nVF ZeX\U`�e EfXoTF_ �U UXTsFa xXf `cX aX_Z�GUR xXf `VF VX_X]FGFX\U ETZGF a\e`

U�`\Z`Fa aXcGU`fFZ_ xfX_ `VF UFeXGa U`FGXU�U ZGa xXf `VF aX_Z�G c�`V ]FX_F`f�e

�GVX_X]FGF�`[ U�`\Z`Fa \EU`fFZ_ xfX_ `VF UFeXGa U`FGXU�U� nVF _F`VXa Xx EZf`�ZT

aX_Z�GU cZU \UFa xXf UXT\`�XG Xx `V�U EfXoTF_�

nVF _F`VXaU Xx eXG`fXTT�G] oX`V `VF bXc ZGa `VF UX\Ga FGFf][ F_�``Fa o[

`VF bXc �G ZG �ffF]\TZf a\e` eXG`Z�G�G] `cX GZffXc�G] ZfF eXGU�aFfFa� +` �U UVXcG

`VZ` XGF Xx `VF FlFe`�sF _F`VXaU �U `VF fZ`�XGZT eVX�eF Xx `VF aX_Z�G ]FX_F`f[

oF`cFFG `VF U`FGXUFU ZGa `VF TXeZ`�XG Xx ZEFf`\fFU Xx `VF U`FGXUFU�
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��' K ������ �����$��� ������) 3� �����������$�� � �����
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- �����0 ��$��� 0�� ������ �����$ ����� �����  ����0���  ���

����  ����� 7�� ��5�� ��������3) 3� �����$ ������8) ��� � ���� �����

�������$�� �������  ��������� ���3���� P� ����� ��0�� �������� �� ���

��� �R 5����� �����) 3� �������$ 5������ ������� � �����) � ����$�

�� �����) 3� ���$ ��������" ������" � ���� #� ��� � 5������ ������

�������$�� ��  ��1��� ��� ���$5��� ����" 5���) �� ������) 5�� ��3�)

5�� ����$����  �����) 5�� ����) �� � �� ��1��� ; 5�� ���� ����� �����

�����") 5��  �������� �������� #� ��� � ����$��� ������ �������$��

�����) ��������� ��������� ����������� ���) �� ������) �� ������� �

����� �������$��� �����") �  ����� �����) � 3������ � �� ������ �������

������  �������� O���0 �� ��1. ��� � ��0�� ������� ����  ����) ���

������ � �� ����� O� � ���� ������) �� �� ������ ����� ���������� � ����)

�����" ������� �� 5�����) �� � ����$�� �����) 3� �������1 "��� � ����

� ��������

9����"��) � ��5� ��� ����� ������ � ����  �����1 ���������$ 5������

������ ��� ����$��� ������� #���� ����������) 3� 5��� �����������$��

5������ �����$���) ���$5� ���5 ����������� � ����� ����� -  ������

�� �$���) ����$�� ����� �����������$�� ��0� ���$��� � ����� �����

4���) 3� &%% ����� ��� �� �������� ������. ����. �����) �� ���� ����

��������  �������� ���� ���� ��������3�) ��5��������$ �  ���5�����)

������1 � ��� ��5� ������ ���������� ��0 5����� � ����$���� ������� ��

���� ������ � ������  ���������� � ��������� �� ���1 ��1�� � ��"���

������) ���������� .� ��  ��1��� � �� ��1����

9�2���� ��0  �����  ����� �  ����0������� ��� ������� ��� ������"

3� ���������� ������ O�� � ���������� 1���"�$���  �������� 7�4����



&�
�����5�"� �++� :���� #������8 �������R �:���� ������ ��� ��0�� #�����)

 ��� ������ ��������� !��� �������� ���)  ����  ��������� ����  �����

���) ����5��� ����� ����� � ���� ���� ����� ������  �������� O��� ������

#���� � ��0� � ����$ ��� �� ������� �����5�$�. ����  ������� � �������

�� ������� ��� ���$�.� ���� +�5��  �������� 1 ~����� ���� �&�� ���� ����

������ 3� � ������ ���� ������� �� ������ M��������) ��� � ��5� .. � ��

��� ,������" !����� � ������ �B\U\f]�Z \G�sFfUZT�U�7�Q'%8 � �CVXG\f]�Z

GXsZ�7�QSJ8 �J�� K ��������  �� ������ ����) ����� ���. �����$  ��  �����

����)  ��2����� � ��2�� ��������$���� ���� ����)  �������� ������ � ���

��0���� ��� ���� ���� ����� ���� �����. ����$����� 6�� ���$��5� ����)

�� ���$5 ������ ������� ���� ����� 4�� ��������  ����� ���� �������

�� ������. ���� ����� � ��0��)  ��  ������ � ����� � ������ 9���� ������.

���� �� ���� �� � �� ����������$��� �����" �� ���� ���� ������� �������

�� ����� �L�� 9����"��) � � ������ ���� ���� �� ���� ��������  ������$

�����) ���" � ���������� 	�������� �����  ��������� ���� ����������

������  �� � ����� ���� ��) 3� �� ���� ������� ��� ����� ���� 9����� �

������� ����� ������� ����� 4����� � ����� ���� ���� � ��5�  �������

����� �������� ������ ?~���� � �t�' ���� �'�� 	���� ���� �����$�� ��

������� ��������. ����0�� !������ �����0�� �������) 3� ������$��  ��

�������� ������� ��� ����� ������������� ��21���

#����� ������� ��������� ���0 ���� ����"���� � �������" �������� 9��

��� �0� ����0���� �������� �� ����"5��  ��5� ������� ������� ������

����) ��� �� �� ����) �����) ��0��) 5������$�� ������� � ��5�� 4���)

������ �������� ���� �������� ������) �������� ����������� ��������

����� ����1$��  �����") ����������" �� ���� ��� �����) ����� ������� #�"�

���) �� ������  ���$ �������� ��������$���� ��0����� � ������� :����� �

����$���� ��������� �������) 3� ��"5�� �� ��5�� ����) ��������� �����

��) 3� ���$ �������� ������ 7��� ��������� � � ���� � ���������8 ����0�$

!������ � ���������� ��������$���� �������������������� � ,�������

���. 7����$�� ++ � + �� �� ����8 �Q) S��


������ ����� ���������� �����  ����� ���������� �������� �������)



&&
��$��� ������$ &%% ����� ���� ,  ��5� �������  ������) 3� �������������

 ���������� ������.  ���� � ������� �������) �2������� �  ��5�"  �������

�� ����� �&�� #� ��� ���� ������� �  ��5� �����  ��0�� ������� � ��$���

�������  ������� ������ :��$��� � :������) ������� ������ �����$���� �

4��$����) � ���0  ������� � ������� ������) ���� �/;�L�� K��� ������ ���

 �����.� ���� ���������� � ������� � �������� ������������) 3� ��$��

�����0������$ � �" ���) ��� ����� ������ ���������  �������� ������) ���

��� � �"�������) ���������� �������  �� ����� ����� 7�������8 � ��� ��2����

��0 ������� +�5� ������ � ��� ������������ ����" � ��������.) �������" �

�������"  ����������� � ��5��� 
���5� ����� � ����  �����.�) �� ���

���� ������ � �����) ���� �����������$�� ��� �����������. � � ���3���� ��

������������ � ����$���� ���� ��� � � ������� 0������ ��������

#� �������� �������. ����. ���������� �����  ������ �����������.

�����. ���� ��� ����������� � � ���" �� ������" � ���� ���������  ���

���. �  ������) �� �� ������ ���� ��0�� ���� ��������� ����$�� ������

P�  �����. � �����  ��� ��� ���������������$ � �$������ �� ��1�� ���

0� ������" ����� ��������� �������� � ����� � �������� �����������

K�����) �� ������) ��0�� �������� �� ������) ������ � ������� �� ���

��1$��  ��5�� ����) � ������� ��������� �� ���� ����� �� ������ &%%

����� ���� ����������� ��� ����3�  ������ ��������. ���� ������� #�"���)

 �� ��������� ����. �����) �� �0����� ����$���� �����) �$������ ������

 ������� ���� ���������� �������������) 3� ��2����$ ����� �� �����

�������� ������ ����� � ����� .. ������������ � ���������  ���������

7���0����) ��3����) ��������� � � ������ ����� ����� ������8) � ���0

� ������� .. ����0����� N���� � ���� �� � ��������� � ��� ������� ���

��������) �����$�� .� �������� ����0���� � ���1$�� ����� ����������

����1� �������$  �����) �������� � ������� ��')�Q�� 4���) �� ���� ������

�  ����������� �� ����������$�� ���������� ������ �� ����� ������) ���

����$ � ���������� �������� ������� �������� ���������� ���0 �����

� ���� ����0�$ ��� �����������) �������� � ������������ ���������"

��21��) �� ����� ��� ��$�� �����) � ���0 ��� � ����� ����0���� �����
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#�"���) �� ���� ������  ����������) 3� ����� ���� ��) �����) ���� ���

����� �����$ ��������  ���������� O���) 3�� �������� ���� ��������"

�������" �������� �����$ ���� ��) � �� ����5�) ��������� ������ ���

������� �� ������ ��������. �����) � � ��$�� 7 ��2�����8 ��������� �����

� ����� ���� ���������� ��������� ���������) �� ����� ���� ��� �$���

, �� ������1$�� � �������� � ������� � ����� ����� ��0��) ��0 ������

��������� ������ ��������. ������ 
�  ��������" 0��$) ����������$��

����� �������$�  ������1 ����� �������� ��1.  ������� �) �����"��) ��

�� 1 ������ ���������������  ������� K�$ ���� ���������) ������� �����

������ ������ ��"�����) ���� ��0� ������ �����$�� ����� ����������

�� ����1$�� ������� ���������� � ���� ��  �����.� 7�����) �������)

������ � �� ����8) � ���� ����$�� ����� �������$ �� �������  ����������

�����. ������ ������.  ����  ����� 7�� ������8 � ������� �������) � �

�� ��� �� �������� � ������� ����������  ������ ��������. ������  �����

���� �����$ �������.� P�  �����1$�� �  ��5� ����� ��) 3� ��������

����  �������  ��2����� �  ��������� ���������� �����3�� ����������

� ��� ��������$����  ����)  �� ��� ���� ��������� ��0���

4� �� �) 3� ��������" � ��  ������� ��������. ������  ������) ��

� ����5�)  ��������1 ����� ������� ������) ������ ������� �����  ���

����� � ������� �������� ����������) 3� ��������$  ���������� ������.

 ����  ����� � ������� �������� +����� ����� � ������ ��1  ������ �����

�0����) 3� ���$5��$ ������  ������� �  �����.� 7� ��� ����� � ��������

����������8 ���� ����"���� � ��������� ��� ����������$ ���"����� �����

����� ������0��$� 
�"����5� ����������� ���������� �������� �������)

� �����0������ � ���.��1�� , �������" ������  �������) 3� ���������

$�� � ���  ������� �2������� �������  ����5�  � ���� ���� ������ �����

����� � ��� ��������$��� ����$� ��  ������ �� �0� ������������ ��3�

����$�� ������ ����) ����"���� �� ���5� &'%% ����� ���� , ����. �����

����� ���� � �� ����������� ���� ������  ����� ���"���� ���������� ��

����5�) ��0 &%% ����� ��� ��')�Q��

4���) � ������ �������� ���� ��������  ������ � �������� � �����
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����� ����������  ���������� ������.  ���� � ������� �������� P� ����

��0����� ������� �������� �����  ������� ��  �������� ��� ����������)

� ���0 ������� �������� ������� ���������� � ����������$��. �����

��) ��� ��������� ����� ����������� ��� ��������$�� ������) � ���0

���������� ������� ����������$�� ��������) �� �� ������ ���� ��������

�� ��0����� �����$�� ��������� ��������  ������  ���������� ������.

 ���� � ������� �������� �� �� ������ ���1� ���� ��������� ��� ��

���) ������ �� �$������5��" ���$) �������� � ��� ��������$�� ����������

� ���" ������ ������) �� ��������� �����  ������ 
�5� ��������  ����

��1 � ���) 3�� ��  ������ ����$���� �������� ���� ��������� ��21��� �

 �����.�) � ���� ���"���1$��  ���������� ������.  ���� � ������� �����

���) ����$�� � ���� �  ������������ �������  ������ � ��������� �$���

 ���������� �  ������ ������������$ ��� �����������

+����� �������� ������� ���� ����$ ����$�� ��������� � ���������

��$��" ��� ��S�� 
������ �������� ������� ����) ��� ������) 3� �����

���$  �� ��������  ����� ��������� ��������) ��� �����1$�� � ��� ��

�������$��. ����� �� 	������ 7>`fX\VZT8 3� �2������� � �/S/ ���� ��/��

	�����$ ������ �����) 3� �������$  �� ��� ���� �  ����� ������� ��������

���� ���������  �������) � ��������) 3� ����������� �������� St = fd/V �

 ������ ��� ����� 5�������" ����5�1$�� ����� � ������  �������� %��t�

O� f ; ����� ������������ �����) a � ������ ����) Y � ����"�� 5������$

�������5�$���  ����� +�5��� �������) ��� ��������) 3� � �����������

��� ����� ����� ?�"���$��� ����� ������) 3� �������$) ����  �� ����"�

�� 5�������  ����) 3� ������1� 9����� �������� St ���� ������� �� ���$

���������� ������ 	������� ������  �������� ��� ��������$��� �����$�

��� 	������ ��� ?~��" � ��t;&��� 4����5� O� !����� ��������) 3� ������

5���� ������� ��0 ������ ������� 3� ������$�� �� ��������� �  ����)

�� ������� ��0 �������� � ���� �����  �������� %�&/�

-  ����� � �t�L  � �t�t ��� �� !����� � ,� ������ ������� �����$�

�� ������ �����) 3� ���������1 ��������� ����$���� �����  ����� 7����

������  �� ������ ����. !������ �&&�8� ���� ��� ��������$�� ������� ���
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������� �����  �� �������� ������������ ��) �������� ������� �� ���� �

 �� ����� �������. ����� 4�� �$���  ������� ��������. ����$���� �����

���0����� ��������  ���� �������. ����0�� !������� - �tJ� �� �� !���

7����$ �� !������8) ��� ���������� �� ��������) 3� ������ � �� ��)  ��

�����) 3� ����� !������ ��� ������� �  � ���) �����$�� ��  ��������

��������� � �������5��$  ��������) 3� �0� ����  ���������� � �������

������ 	������ � ?~����

- �tJ%�� ����� ����� ���������� ��"5�� ��������) 3� � ������ ���������

��������. ����$���� �����  ����� ��0�$ ����������$��"  ������ 4�� ��

������$ �� ?�������� � �&J�) � ���0 N�4� !��������� � �&&�� �  ����$�

5���)  �������� � �t'%�� �����) ���� �2������� ������ ���$���$ ������

�0��$)  ���������� �������� ��1. ���. ��� ��������� �������������������

�0���� ������ O�� � ������ �&L) &'� ������0������� ��������� ���������

��2����) 3� ��������$ ������������ �������) ���" ������1 �� ����� 4��

�������� ��� ������� �� ���� ���� ��������$) �� �0�����) 3�  ����0�1

��������  ���� N���  �������) 3� �������� �0�����  ��������1 �����

�� ��$)  ��2�����" � ����������� ����) 3� ��1 �� �����$ �����  ������

������ ��������� ��������� ��2����) 3� ����0��$ ������$) ���$ ������

���������" �������) � ������������  ����0������� �� ��� ����0�$

��� ����� ?�"���$���� - ��� �&Q� ���� ����  �������� ���������� ��

���$���� �����  �� �������� ���������������  ������� P� ����$�� �����

 ��2����� �  ���������� ��������� ������� � �������$��  ���� ���������

��2����) 3� ��1 �������������  ������� P�  ��� ��������� ��2���� �����

��1$�� � ���������5����� ������������� ������$ �  ����0����� 5��� �

������ � ��� ��������$��" ��� �&S� ������0������� ������������  ���

����� �������) 3� ������1 �� ����� N��� ����������) 3� ��� ���������

�����������$�� �� ����1� ������) � ����� ����� 9������) � ��� �����

����� ?�"���$��� &'% � wF � ��'% 7����� ?�"���$��� ����������� �� 5��

����� �� ��) � ����� ������ ������$8 ���� ���"���� ��� ����� ����������

������� ��� ����� 4�� �$��� ��� ������� ������ ��� �����R ��"���$5

��"�� ����� �������� 5��� ������� � ���$�������� ���������$�� ����
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 ������ - ����� �&/� ������0������� ��������� �������) 3� ������1 ��

�� ����������" ����) �� � �� ����) 3� ������1 �� ������" ������ ,

�0�) ����� �������$ ������� ���������� � ���� �������� ��� ����R

������ ����� ����������$ � ����� ����5���� �������$ ������ - ���

��� �&t� ����  ���� ����������� ��������� � ������ ���������� ��������.

����� ������������� ����� ������� - ��� ��������1$�� �� ���������

��� ��� ��� ����� � ����� ����� ���$� ��$��� �0����) ��������1$��

����� ��"����� �� ����������� ����� ��� ���$��. �����������) ����

 ���������� �0����� �����  �����) ����������� ����� ���1����1�  ����

� �������  ��������� � ��������������� ��������3�� - ��� �J%�  ����

������� ����"�� ��������� �����$) 3� �������1  ��������� ������ ���

���������� ��������� ��������" ������ ������$������ O��� ������

��������1$��) ������� ��������1$��  �����  ������) �� �����0��� ����

�� ������ O���  ������ ������1$�� � ���� � ����5���1$�� �� �����"

������� V ��� ������ �������� ���1����� ������� �  ������� � �����

�������1 ���$ ��������� ��2����) ��� ����0�1$�� �  � �������� ���3����

�������) 3� ���"���1 ���������� ��������  ������ ���5���� #��� ������

��1$�� �������� ������� � ��"  �����  �����1$��  ���������� - �����

�� �J�) J&� �����������  ����� ��������. ����� � �������" ���� � ��21�����

���������� 4�������) 3� ������ 5��� ����$ ����� ������$��  �������)

��. ���� � ��������$ ��������� ����� � ���������� - ����� �JJ� ������0��

�����  ����� ���������� ��������� ����) ���� ������������" ������$

��5����1$�� � ������  ���5������ ��� ��������$�� ������0���� �$���

���3�  ���������� ��� ���� �� ������ -  ��5��� �� ����  ���5����  ����

������� �����  �����  ������)  �� ����������� �� ����� �������) 3�

��1 ���� ������� ������� ������� �������� - ������� �� ����  ���5���

��  ���������� ����� ���$��) ���0 ����5����� �  ��3���  �� �������

�����" �� �� �����  ����) � �������� ����� ������ ������� ��������

,���� ��"5�� ��������) 3� �������� ��������. ���� ��0� ���0�" �� �����

���� ��������. �������� ����� - ����� �JL�  ���������� ��� �������) 3�

��������$ � ���� �������� ������ 4��������� �����$) 3� ������1$�� �
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�����������.  ���0���� � ��������� ������� �� ��0���� �����) ��� ���

��������1$�� ��� ����������� ����$���� ������ 9��"����) 3� �����

��0� ����$�� �� ����� ��������� :��$����$��� N��� ������� ����  ��

����0���$ ����� ����$���� �������) 3� ������1) ��� �����������  ����

����� ������ � ������ � ����������� 9������) �� �� ������ ����������� ��

�������� �����  ������������� ���� �����������) 3� ��  �������� ������

�� 7�� ������� ��0 �����������8 ������$�� ���$���� ������)  ���� ���� �

 ��2������� � ����������� ����$��� �������� ��������� - ����� �J'�  ���

�������$ ��� ��������$�� � �����$�� ������0���� ��������. �����  �����

� ������) 3� ����� ��� ������  ���5���) ���  ��������0����� ������ ���

����� O���0 ������0������ �������"  ����� � ���� ������������  �����

����� ��  ����� �������� � �������� �������� ��� �������  ���������$

� �������������" ����) �����$�� ����������� ���������������$ ��� ���

�������� � � ��� �0���� ����� �  ����� K ������ ���������� ����������

����������$ � ���$��� ������� 5����) 3� ���1�����$ � �������  ����

5������) ��� 1 �0������ ���������� ���������  ���) ��0� ��� ���"���� �

��������� ���� �JQ) JS�� K���������� ���������� ��������. �����  �����

� ����$�� ������ ������0���� ��������. ������� ����  ���������� � ��S��

K������� ����� � ������ ��������  �� ��������� ������  ������ ����

 ������� ������)  ���������� ������0���� ��������� ��������") �����

�������  ����� ���  ���������  ���0�����) 3� ����1 ����� ���������

��� � �����"  �������� #�����0���� ��1.  �������  ��������� ���������

���$���$ ���� � ��� ��������$���) � ���������� #�����0������$ ���. �

 �� �������) �  �� ����� ����� ����� +����� �� ���� ���" ��������� ���

0�����  ������ ���������� ��������� ��  ���0����� �������� ��������

5��� ������  �� .� ��$��� �  �������) � ���0 ��0������ ���0���� �����

5����� ?���� ����� �� �� ��� ���� � ��������� ��� ��������$�� �J/;L/��

- ����� �Lt�  �������� ��� ��������$��" ����� ���� ��������� ����)

��� �������$��  ����� ���  ����������  ���0������  �� ������ ���

�������� ��������� ����� ����� #�� ��������� ���������� ��������. ������

 ��������� ��������� �����$ ���3� ��������. ����) 3� ����1$�� �� ����
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1����2���� ����"���� �������� 5��� �  ����0������� ��������� �������) 3�

 �������$ �� ���������� ���������� ����������

- ����� wXUU�`Ff �L�� ��������.  ���� ���  ���0����� � ����$�� ��

�������� ���1����.  ���� � ����������  ���� ���� �������� �������� 5���

���1�����$ � ������  ���0����) 3� ����5����� ���� ��  �����) � �����

���$ �������� �����) ���  �5����$�� �����  ���  ���� � ������$

���� �������� � �������� 5���� 4��  ����� ������ ������1 ���3� ��������

��) 3� ���� �� �������  �������� ��������� P�" � ����"���� ������1$��

����� �������� 5��� ��� wXUU�`Ff _XaF� wXUU�`Ff  ����� ������ ����� ��� ��

������� ��� �����������  ���������  ���0��� ������� � �������5����

���0��� � ������� �  �� ������ ��������� ����� ���� � �������� ��� ����

������ ���� �������$� � �����$�� ��� ������ �� ���� ������ �������

��� ����������� �����

4����5� � ��� ��������$��" ����� �'%�) �� ������������ ������������

 ���0����) ��� ���"����" ��0�� �������$) �������" ��0�� ����� 7cZWF

_XaF8� 4��� � ����� �'��) ��  ����������  ���� �����$�� �����������)

��� ���"����" ���" 0� ��0�� �������$ � �� ����  �����.  ��������.

 ���0����� - �$��� ��0��� ���� ����������1$�� ��������� ����������

5����� ������� �  �����$�. ������  ���0����)  ������ �� ��� �� �� ����

����1$��  �� �������� ������ ��� ������" ����� �����1$�� ����  ����

��$�. ������  ���0����)  ��� �������1$��) �����$��  ����� � �������

1$�� �  ���0����� P�" ��0�� ����������1$�� ������ ��������� ����

� ���� 4������ ���. � ���" ��0�� ��� � �����" � ����$�� ����) � ����

 ���������� �����$�� ����������� ����������� ���" �'�;'L�� - ����� �''�

����  �������) 3� ����������$  �������1 ��0�� ������ 6����$�� �������

����� �� ������ ��������. @A>  �������) 3� ���������� ������ � ��0���

�����  ������$�� � ��0�� �������� 5���) ���� ���������" ��� ���� ��1

����� �  ����0����� 5���) 3� ������1� 	��� ��������) 3� ���������� ���

��������$ � ����� ���  ���0������ ������0������$ ���0 � +�����

������������� 
,
 -���.�� �'Q)'S��

4��� ����)  ���������� ������0���� ���������� ��������. ����� ������



&t
�� ������) ����1 � � ��5� ���� P� ���������� �  ��5� ����� �������$���

�������� ����������  ������� ���������� �����) ��� �� ����" �����  ���

���� �� ������0���) � ���0 ���������� ��������� �������������) ���

 ������) � ������. � ����������� 7������ ������ ������ ������"��� � �������

�������� � ��0���� ���0���� ��� ������8) ���0���� 5����  ����0����� 5��

�� ��  �������� ������� 4������ ��������. ������  ������ ������0������$

���0 �� ������. ����5�$��� 	?	?) � ���0 -���.��� P� ������0����  ��

�2����� � ������� ������� ������) ���� �� N�������� �'/�) 	���$���� �'t�)

����) :�������� �&�� , ������� �����  ����� ���������$ ����� �������

���� ����������$ �� ������ 5����) 3� �������$ � ��������$���� ������

� ����������� �������� 9������) � +����� ������������� 
,
 -���.��

 ���������$ �������� ������ ������� 5���� ������� � ���������� ���

���������� �� �����$���� ������� �Q%) Q���

- �����0 ������� �������$ ����������� ���� ��0����� ��������

����� � ���"5�� ���� ���������$ � �������.� 	������ ����$���� 0��

�) ���  ���"�� ������$) �������$ �������� ���5����� ��5��� O���

����������� �������$ ���1 ����������� � ������������"  ������������ �

 ��5� ����� 1 ��0������  ����� ���0���� ������ ������  �� ��� ��$���

�  ������� P�)  ��5 �� ���) ����� �������� �������� � �������� 5���� O���0

���$ ������ ��������  ����� ���0���� ��������. 5���� �������� �����

����� P�  ����� ��1 ��� ���$5 ��0����� �$������) ���� ������ ��������

�� �������1$�� �������$���� �������� O��) �� ������) � ����� �Q&� ����

 ������������� ����� �0����� 5����) 3� �������$�� ������� �������� N��

��  �������) 3� ���������" ����� �����$ 5������������ ����� ����������

���1����1� ����$�. ������ �� ��� ������. ������ � �����������  �����

0����� 5��� 7`fZ�T�G] Fa]F GX�UF8) 3� �����1$���


� 0��$)  ��0���� ���� ��� �$������ ��� 2����� �������� ��� ��

��) 3��  �������  �������5���� �����$�� ����������� ������. �������

O��� ������0���� ���������$ ����� �� ���������� � ������� ��"���$5 ���

1��� �0���� ������ 9���� ����������  �����) ��0�$ ��� ����$���� �

5��������������� 9����� � ������ �QJ� ��������� ��������. ������ ��0�$



J%
��� ��������� ��  2�$ �������"R

• O���������"  ����0���" 5�� ; ����1 ����� �� ����

• ���������"  ����0���" 5�� ; �������� ������� �� �� �����

• 9���  ���� � �������� ���������5����� �������  ��  ������ ���

 ����

• 9��� �������) ���������" ��� ������ ����$��� ����� �� ����

• -������� � ���� ������� �� ���� �� ����

#�� ������������  ������ ���$ ��������  ��5� ����� ����������

#�� ����������� ��������� ���0 ��������� �  2��" ��������� #���$��

��  ����� ���������$�� � ��������"��" ����� �QL��

+����$ �����  ������ �� ����2������  ������� �����$��� �����������

��������. ������ #���$��" � �� ��������  ������� ��0�� ���"� � ������

�Q'�� ��0�� ������� ��� ��������  ������R

• 4���� ������ ?���2���1$�� �����$�� ������  �� ��� ��������� ���

������3�� ?���2���� ��������. ������ ������$ ��� �������$�) ��

������ �����$���� ����2���� ������  �� ��� ��������� ��������3��

������  ������ �����$���� ����������� 7<=>8 ��� 5����� �����

������� ��������. ����������� ������� ������� 7@A>8 ��� �������$�

����2����$�� �������� ���� ��������� ��������3�� 9����"��) � ����

��� ��"���$5 ����" �����$� ��� �� ���  ����� <=>� - �$��� ���

 ����) �������) �� ���� � ����������� � �����������) ���� �������

���$����� ���5���� ����� ��� ����2����� �����$�� ��  ���������"

����� 4���) ��  ������ �� �$������ � ���$5��� ���������� �����)

3� ��������$ ������ �����������) �� ����0����� O���"  ����� ��1

���� �� ��������R

6 ������ ������ ��  ��0���� ��� 2������ +� ��������� �����

?�"���$��� ������ ��  ��0���� ��� 2���� ���� �� Re3� 
�

�$��� ����� ������� ��� 2�����. ������ ����$ � �����������



J�
���������� ������� ��������� �� ����� 2�����) ��� � ������

��1$�� ������ ����) ��" ��� ���$�� ����0�1 ��0������ �����

������� ������ <=> � ���������� �������  �� ������� ������

?�"���$����

6  ������� ������ ���5����) ��� ������� ���$����� ������� ����

���������. ����������������� 4�� ��5�) �������� �������� ���

��  �������� �� ���������� ��������������� �������� 4�������)

 �� ����� ������ ���� 5������$ ���� ��������3� ������� ����

5� 5�������  �5������ ����� � �$��� ��������3��

• :������� ������ P� ����� �����$�� �� ���3� ����� ������ �� ���

������  �������R ��������� ����� �  �5������ ������ - ������ ����2��

�����  ��5�.  ������� ����2���1$�� �������������� ������  �� ����

��������3� � � ����$�� �������$��  ������) 3� �������$ � ��") ���

� �������$ �������  ���� #�� �$��� �����������$�� ���� �� ����

��R

6 �������� ����� ����������$��. ������������� 7pH<8) ��� ������

���$ ����2����  ������� ���������� �0���� ������ P� ��0�$

��� ����� @A> � <=> ��� ����������� ��� ��������� �������

��3��

6 pH< ����) ������ � ���� �0����� ����� �� ����2���1$��) � ���

�������1$��� 9����� � ���  ������� ���������� ��������� ���

����������  ���� ��������$�� � ������$ ?�"���$��� 7����

���$ 
��21�	����) ����������� �� ?�"���$����) wI=>8� 4��� ��

������ ��1. ����������. �� ����� ���������. ����������$�� ���

���������� ���������. ���.) ��� �����$�� �0������� ������

��� �������$� 4��� �� �������� �����������$�� �� �0����$��

�����  �� ����2������ ��������. ������� O��� ����� ���0�� ���

��0�$ ��� �� ������� � �������5��$ �) ��� ������) ����0�$ ��

����� �� ���� ������� ������ �Q'��

6 ��������" @A>�ICA ���� �QQ)QS�� ����������1$�� @A> ���� �



J&
���������. � ���������� ��������� ������$ 7ZeX\U`�e EFf`\foZ`��

XG F{\Z`�XGU) ICA8) ��� ���� �� �� ������� AcFf` � >eVfXaFf � ���

���� �QQ) QS�� @A> ����������1$�� ��� ����2������ ����������

�����. ������  �� ������������ ����� 4��� ����������1$��

�������� ��������) 3� ����1$�� �� �������������� ICA �������

���) ��� � ������ �� ����������� ������ 
�������� ��������

�� �����  ������ 1 ������ ������� ��� 2������  ��0����"�

4���� �����������. �0���� ����� � �������������� ������" ����) ���

0��  �������� �� ������� �� � ��������� ������) � ����) � ���  ��

5������ ����������� �������� ����$ � ���$�$���  ���� O� ���0 1

����� ��0 ����� ��$����������  ��������R

6 ������������� �����$�� ����� ����2������ �������������� ����

���$  ���������� �"���� 7@AA8 ��� ����$����� ��������� O���"

 �����  ������" �� ������ pH< � ��� ���������) 3� ���������

����2������ �������� � ��������  ������� � ��$���  ��� ��� ��0

������) �� �������$�� �������������� �0�����) �� � ����������

4���) ���"  ����� ������  ����5�" ��0  ���� �����) �����$�

�� @AA ��������) �� ����) �� � ����$��� �������� 1 ����"�����

K0�) ������������ ���� ������$ �����  ����5�) ��0 �������

������  ����� ������$  ���������� �  ����� ������) � �����$��

�����  �����$ ������ �����$��5�� !��� ���) �����$�� �����

��������$ ����� ������ ���$��� ������" 75����.8 ������. �

��� ����.� 
� ��0� ��0 ������) �� ���"���1$�� �����������

����������  ��� 7pII aX_Z�G8) � ������ ��������������� ����

�������� 7pH< aX_Z�G8 ����2���� ��������������. ������ �������

����1$�� � ����� ��������. ����� ��� ��������. �������

6 ,��������"  ����� ����������1 �������$�� ����� ������$) 3�

� ����$  �5������ ��������� ����$� P� ���  ���������" ����

���� !��������) ��� �������� ����� ����$����M������ 7H��m8�

� �$��� �� ���� �������" ��� � ���� � �����0���� ��������



JJ
��1$�� 5����� ����������� �0����$���� �����  �  ������� 7��

��0� ��� ��� �������  �������) ���  �������) 3� ����1 ������

��������� �0����� �����8 �) ��0����) ����������� �� ��21��� �

�� ���� H��m ���������

#��� �� � ����" �����  ������ �� ����2������  ��������� ����� ���

0�� � ��������� ��� ��"���$5 ������� <=> �� ���������  �������) ���

����2����$ ���������� �� ����� �������� ���� ��� �������� ���������

��� ���0�$���  ��� �  ��� �� ������ �������� �����  �� �����������

�� ���0�$���  ��� ����2����$ ��������) 3� � ����$  �5������ ����$ �

���$�1  ���� - ����� �Q'� ��� ��0���� ����� �����$���� ���������� ������

����  ���) ������������  ����� ������) 3� ������1 �� ����� ���)  �������

���� ��������� 7���� ���� �& �Q'�8� 	��� ��������) 3� � � ��5� ��� ����1

�������� ����� ������ � ������������ �0� �������� ������ pH< � pII�

� �����0 ������� �������$ ����������$�� ������������� 7pH<8 ����

����� ������ �������1$��� 9  ����� � �������� ��������� �� ������

 2����� � ��������"  ������$����  ������������ pH< �����  ������$

���� ��� ���$5 ��0���� ���$ �  ��������� �������) 3� ���$ ��������

����������� � �������.� 4���) ��0������ ����������� ������ pH< �

�������  �� ��������� ����� �������$ �������� ������������ #����� ��

��� ����� pH< ��0�$ ��� ������� � ����� ����� ������ 
� ������) �

����������$��" �������������  �� � ��� ���������� ���" ���� ����2����

�$ ����������  � ?�"���$��� 7���������� �� �����8 �������� 
��21�	����

7wI=>8) ��� �� ����0�$ ��� ����� , ������  �� ��������� �����  ������

7������ ����������������8 ���$ � ���� �  �����) ��� �� ����������� ���

��0�$ ��� ����� ��� ����� ����) ���������) 3��  ��� ���������� � �����

K�$ ���� � �������  �� ��������� �����  ������ ������$�� �������� �

����������� ���$5 ������� � �������� ������

4���� ����� ����2������ ������ ��������. �����  �����  ������$ �

����2������ �������� ������$ 
��21�	���� 5�����  ������ �����$���� ���

��������� 7<=>8� #�� �����������.  ���������  ������� � ��������� ���

�� ����������1$�� ��� ���� ������������������ ����� 5�����  �����



JL
��) � ����� @FTF � �Q/�� #�� ����������� �� ����� ����������1$�� ����

?�����!�� ��������  ������� O��� ���������� ���� ��1 ��0� ���� ����

 ����� � �����$�� ���� ����) 3� �������1  ������� ����$ ���� ������

�����  �5������ ����$� P� ����� ���������������$  �� ����2������ ���

���  �� ��������� ����� � 5���� ���5������ � ��������� 	���� �������1

�������� �������� ���������  ���� � ����������� 5������� ��  2�$

 ������� ���5� �� ���������) ��0 ��������. 5������� � ���0�$���  ��

�� �Qt�� K�������) 3� �����$�� ���������� �����  ��������. �����������.

���$ 5���"  ������ ������) ������������  ���������� �� ��������

����" �����

4���� �����) 3� �����$�� �� ����� @FTF) ���������������$ � ������

���� ����) � ����������� � ������������ !��������"�$���� �������������

������ 7pZT�xXfG�Z +GU`�`\`F Xx nFeVGXTX][8) � ���� ������0������$  ������

�� �������$����  ���� ���  ���������  ���0�����) ����5������ �

 ��3���) ��������� � ��������  ���) ���������� ���� ���1�� O� ���

0��  ������� �� ��������"�� ����� �S%)S��) �� ��0�� ���"� ���0 �����

������. ���$���� ���� �� �� ���� 9����"��)  ���� ����� �������������

���$ � � ��5�� ������� 
� ������) �����$�� ����������� 5�������������

�� 5��� � ����������� �������� ��� �����1$�� � ���� �S&) SJ�� !������

����2������ ���� ���5���� ���������. ���. � <=> ������1) 3�� �������

������� �������� ����2��������$ �� ��������"�� ������� �����) �����$��

������� ��"������5�� ���������� ���5���� ����5��$�� �� ���������

����� ?�"���$���� P�  �������$ �� ���) 3� ��� ����������  ����� ���

�����$��� ����������� 1  �� ����"��� ��$��� �� ��� ����� ?�"���$��

��� K����$�� � ���$5��� �� ����� ���.) 3� ��������$ ������ � ���� ���

�� �������� ���������$) �����������$�� �������� ������� ?�"���$���)

��������) 3� �� �$��� �� � ������� ��� 2�����. ������ �����������

<=> ��� �����$���� �����������  ��������� ����������  ����� ��0�

���� �������� ��5� ��0� ����0��� ���� �����������) 3� ���$ ���� ��

��"���$5  ��0��� �� ����� 2����� ����� !��� ���)  �� �����������

<=p ��� ���������� ���������  ���� � ���$�$���  ��� ��������� ������



J'
� ��������� ������������ �����$) ���  ������ ��  ������  �����3����

������ ������ ����������������  ������) ���" ������1 ��������  ���� K���

�����) 3� ��������� ��� ���� ���� ��������� ��� �������� ����������

���" ���� ��0������5������  �������� �� ��5� ��� �$������5�$��� ����)

��� � � ��"���0�� ��������� 4���  ���� �����$�� ����������� ������)

�����������  ������)  ���������� ��� ����$  ����. �������.� P�)  ��

�������) �0� ������� ���������� ���. ���  ���������  ���0������ 4����

�����$�� ����������� ���. � ������������ �����  ���������� ���0 � ���

���� �'')SL;/&��

� ��5 ���  �� �����$���� ����2������ ��������� ����� ��"����5� ���

���������$�� �������� ������ 9����� � ���  ������� ������������� ���.

� ���0�$���  ��� ���������1$�� � ���� ���������� ��������" 5������

�� � ���� �  ����� P� ��������. � ������$ �0����� ��������� �����

���$� ,������� ������������ ���$�$���  ��� ����������$�� ������ ��

������ �������� � ������������� �����  �� �0����� ��������� �������$�

	 ��3���� �����$��. ������  �� .. ���3� ����� �� ��� ������ ������������

��� � �������� ������ ������1 � ��� ����) 3� ��������  ���� � ���5���

���0��� � ��������������" � ��������" ������� ���������$�� ��  �������

K0�) ����� �������������) 3� �����������$��  �� �����$���� �����

�������  ����) � ����� �������) 3� �����������$��  �� �����������

��������  ����) ��0�$ ���$�� ����������� �� ������ � �� �������� ��

��� 2������ ��������� K��������� � �� ����$��5� �����) 3� �������

���$��  �� ����2������ ������ ��������������. � ��������. ������

�� �0� ����������� ��3�) ����� <=>  �� �����$���� ����������� ��

��. ��0�$ ��� ����$�� ���������� ��5�  �� ����$ ����� ������ ?�"�

���$��� � � ����$  ����" �������.) �� ������)  �� ����������  �����

����������� ���"� O��� ��  ������  �� ����������� � ����$ ��������

������� �  �� ������� ������ ?�"���$��� ���� ���������$  ����� wI=>

7������������� ������$ 
��21�	����  � ?�"���$���8) ������������� ���

���������$�� ������ �����������) ��� �� k−ε ��� k−ω ������� � ������

�$���  ������ ��������$�� ������������ �����������  ����� , �0�



JQ
�� ������ ������� ����������� �����������  ����  ������$ ������

�� ������������  ����� ������ O���"  ����� �������1 ������ �� �����

���������� ��������" 5�������) ��� �����$�� ��" ���� ����1 ������

������� ��5� ���������� �� ����� ������������  ����) ��������� �����

� ��������  �� �3����  �� �������� ������������ �����������

 �� ���������� ���������  ���� K��� �  ��5�� � ��� ��2���� ������ ���

������� ���������" ����������. �� ����� ���������. ���. � �������

���������  ���) 3� ���������$ �� ��������" �������.) ���� �������� � �����

� �/J�� - ������ �/L;/S� ���0 ���������������  ����� wI=> � k−ε �����$
����������� ��� ����������  ���  ����  �� �����$���� �����������

���������� �������� � �� ������������ ���� ������

	��� ��������) 3� � �����" ��3� ��������" ����) ���" ����1$�� ��

����������� ������ wI=>)  �����1 ����� �����$��  �� ���������� 5����

���������� ������) ����������� ������ � ���������� �����������) ���

 ������) ����������� ���������� 4��� � ������ ��1. ����� ��� ���

����$ �� ���$�� 5������������" 5�� ����������� �������) ����$��

����$�� �����) ����������  �� �������� ������� ���  ���� �� �����  ��

��5����� O��� ����$�� ����� �������$�� �� �����������  ��$�������

5������� � ����) � ��������������) �����������  ����������� ������

������� �������� ������� � �$��� �� ���� ��������� wI=>) 3� ��1 ���

��5� ���������� �� ����� ������������) 1 ������ ������� ������1 ���

��������$ ����������� �������5� �����) 3� ��������$ �������� ���

�������� �� ��5�  �� ���������� ������������  ���� ��� � ������0����

 ����� �������. �  ���������� ����� ������� ��������

����) ���" ��"���3�� �����  ������$ ��� ����2�������� � ����" ���

��� �����) ���" �������1 ������������ ���������5���� ��������.) 3�

���$ ��"���$5�" ����� � ��������  ���) �� ���� @A> 7���� �������

�������8� - ����� �//� ���������������$ ������ <=> ��� ���������� 5��

��� ���5������) 3� ��������$�� � ����� P� ���� ���������������$ ���

�����$��. ������ ������������ ���������  ���� ?��������� ���������  ���

 ��������� �� ������ ��������. �������. ��"����� � ���������5����. ���



JS
���� ��� ���������. �������. ���� �� �/t�� O���0 ��������������� @A> ���$�

��� ���������� ������ ������� ������� � ���������� �������  ���� 4�� ���

����� ������ ?�"���$��� ��" ���� �������1 ������������ ���� �������

�������� ������ � ���������� �����) � � ��� �� ���� ������� ������

��� ������ ���������� 	��� ��������) 3�  �� ��0� ������� ������

?�"���$���) �� ������)  �� ���������� 5��� ����������� �������� �����

������� @A> ��0� ��� ��0�  ������������) �����$�� ��� ���������

1 ���������5�� �� ��� 2������ ��������) ��0 ��������� ��3� ���������

wI=>� 4�� �������� ����������  ����� � ������ ��� ����� ����� ������

 ������  �������� ������$�� ������$� - ����� �t%� �������������� ���

�������" ������$  �� Re = 8.7×106� ,���  ��"5�� �� ��������) 3� ����

� ������ ������ 2.1× 109 ����$ ��� ��������� ���������� 5��� ������

�� � ������������ @A>� - ����� �t�� ���������� ����������� �������

 ���������  �� Re = 105� ?����������� ����) ����������  �� ���������

���) ������ �& ���$"���� ������� N��0�1  ���) ������� � ������������

@A>) ���� ����������������  �� ���������� ���$�$��� ����������  ���

 � ����� HxXceU ��TT�Z_U�mZcW�G]U� ,���� ������� ����5�" ���� � ����

 ��������$���� �����$����� - ����" ����� ��  �������� ����������

���������. ���.  �� �������� ������ �� ���������� ��$�� ���������

��0��� ��������) ��� ��0���  �� ���� �������1$�� ������ �����������

 ����0����� 5���) ���" �0�  ���� ������� ���  ������� ����� �������1$��

� ����� �� ���$��) �  ��� �  ������ ��������1$��� 6���� ?�"���$���

���. ���.) ��������� �� �������� ����� �������� Re = 104� ?��������

���� ���� �������� / ���$"���� ����������� �������� P$��� ���� ������

�����$� ��� ���) 3�� ������ ����5��� ����� �������� �����$��� �

��� ��������$���� � �������������� ������) � ������������ ��5��� ���

������ K���������  ���������� �� ���������� �� ����� 2���� 	�� +��

���� ���������� 
,
 -���.��� 4�� ����������� ���������������$ J&

����) 3� ���� ������ �����$� ��� ���� � / ���$"���� ����������� ���

������ 9����"��) �����$ 3� � ������������ ��0���) ���� �������1$��

�0� ���������"  ����0���" 5�� �  ��� �����  ��� ��1���1$�� ��  ��



J/
������ ������ - �$��� ��0��� ���������� �������  ���  ��������1 �����

5������������" 5�� �����������  ����� ��0����) ��� ���� ��0����

���� � �������$� ���� � / ���$"���� ����������� �������) � ����������

�� ����$��5�. ���� �������� � ��������� ���$5�. ���$���� �������������

����� 4���) � ��" ����� ��� ������� �� ���$�� 5������������" 5��) ����$�

�� ����$�� ����� � � ���� ��������� �������) ��� �������$�� ��������

��������� ���������) 3� ���1�����$ �  �������� ������ - �������

����� ��0��� ����� ��������� 1 ���$��) ���  ��������� ������$��

�� ������ �  ����0����� 5���) ���" 3�"�� ����������) �  ��� �����$��

 ����� ���� �� ���1��

M��� ��������� @A> ������1 ��������� ������� ��� 2������  ��0���

��" � �� ����" ����� ���� ��� 3� �� 1 ������� ���� ��� �  � �������

����� ����$�� �����������)  ���  ���� � ������� � ������ ��������  ��

�0��� ��������� �� ����� 2�����) � ���0 ������� ��������. ��� ����

��������� ��� 2������  ������ ����$ ����� @A> ������� ���� ��5��

��� � ������� ���� ��5� ������0����  ������$) 3�  ��0����" ��������

�� ����" ����� � ��� ����0���� 
�������$��. �������. ���� ����������

�� ����� 2���� 	�� ������ �����$�) 3�� ������������ �� ��������1�

@A> ��������� ���.  �� ��������� ����� ?�"���$��� Re = 104� !��� ���)

��������� @A> 1 ��0�  ��� ������� �� ��"���0�� ��������� ���" ��

���������" ���� � ���� �� ������� ���������� �������� �� ����� 2�����)

���������� �������� ���������� ���������� ���"  ������ �������

<=>  ��� ���$ ��0� ������  ��� ������ M���) �� ���� �0� ������� ���

3�) ��������� <=> �� �5�� ��������1$�� ��� ����$  ����� �����������

���"�

O���� �����) � ������ ��������� ������ �����$�� ���������� ������

����� ���$�$��� ���������  ���) ������������  �����) ��� �����������

1$�� � ����$�� ������)  �����1 � ���������� ��������������  ���� �

���0�$���  ��� � ������������ ������ <=> ��� @A> �  ����$5��� ����

������� ���$�$��� ����������  ��� � ������������ ��������. �������.�

4�� �$��� �0����$�� ����� ��������$�� ���������5������ ���������



Jt
���  ���� � ���0�$���  ���� 4�� ����������� ������� ������ �������

���$�$���  ��� ���������1$�� � ������" ������) ������� ���. ��  �����

��  �����3��$ ������� ������ �0������ K0�) � ���� ��� ����������

����������  ��� ���� ������� �����5�� �� ����) ���������� ��� ������

�����  ���� � ���0�$���  ���� 4�� �$��� ��0���� ����������� ������

�����$��� ������ ��� ���������� ����������  ���� #���$�� �����������

��������  ������� ���������� ���������  ���� ��0�� ���"� � �Q'��

- ����" ����� �� ����1�� ���� ��" ������� ����2������  ���������

�����) ���" ���0 ����0�$ �� ����� ��������� ������� 
�  ��5��� ���

 �  �� �����$���� ����������� ���" �� ����������1�� ������ <=> ���

����������� ���"� 4�� ��������� ������� ��� 2�����. ������ ���������

�����$ ����������� � ����������� ��� ����� ����� ?�"���$��� ��0� ���

�������� 5�����  ��� 5���� ������������. ����� - ���� 0 ����������

���" ����� <=> ���������������$ ��$�� � ���������� ��0���� ���.�

4�� ���������� ��0���� �� �������������� ������ @A>� ?�� � ���)

3� ��������� ���. 1 ��  ������ ���������5��� �� ��� 2������ ��������

�) �0�) ������ ��0���. ������ �����$���� ����������� 5�����  ������

����$5���� ����� ������ ������������. ���� ��  ��������1$�� ��0������


� ������� �� �  �� ����2������ ��������� ����� �� �������� ���������

����2�����

� ��5 ��� ����� ����������) 3� �� ��������� ��0 � ����������  ��

���� ��������� ����� �������1$�� �� ������� ���1����. �������� ������

������ ���5����� 9 ���� ���� ������� �� �0����� ��0�$ ��� ��$��

������ ��$���� � �� ,  �� ���1����. �������� ������ �  ���� � ������

�� �  ��0����  ��������� ��0�$ ������� ������� �0�����) ��� ������)

�� ��$���� � ���� ��$���� � �� 4� ��� ���� �����0���� ������� �t&�

������ � �� ������  ���� �YXf`�eFU ZfF `VF sX�eF Xx `VF bXc�� M���  �����$�

��5� ���� � ������R ����1����� ������� � �� �����  ���� �����$�� �� ������

���� ���1����. ������� ���� �� ������1�

- ����" ����� �� ��������1�� ���. �  �������� ������ ��� O��� ���

�������� ���� �� ��$��" ����) 3� ������1  �� ���1����. ������� � ������



L%
 �������� ��) 3� ������$��� 9 ��1.  ������ �� ������� �� �  ����������

�� ���� ���������� ����� �� �������1�� �������� ����� ��� ���������

 ���� ��  ������� ������� ���) 3� �����1$��� , ���� ����1�� ���������"

����2���� ��� ������� ��������� ����� ��� ����$����� ���������

/ ���������� �� �� � �����
������ ����� K������� ������ � ��

������1$�� �������� ����� �������� ����)  ���������� ������0���� ���

�������� ��������. ����� ������� ������� O���" ������" ������ ������. ���

�����. � ��$��� �� ��1. ��� ����������" �  ��5� ����� �������$��� �����

���� ����������  ������� ���������� �����) ��� �� ����" �����  ������

�� � �����) � ���0 ���������� ��������� �������������) �� ������) �

������. � ����������� 7������ ������ ������ ������"��� � ������� �������� �

��0���� ���0���� ��� ������8) ���0���� 5����  ����0����� 5��� ��  ���

������ ������� O���0 �� �����$���  ��������� ����� ����������������

�������$��  ������� ���0���� ��������. 5���� �������� ��������� P�

 ����� ��1 ��� ���$5 ��0����� �$������) ���� ������ ��������� ������

��1$�� �������$���� �������� 
� 0��$)  ��0���� ���� ��� �$������

��� 2����� �������� ��� ���) 3��  �������  �������5���� �����$�

�� ����������� ������. ������� O��� ������0���� ���������$ �����

�� ���������� � ������� ��"���$5 ��1��� �0���� �����) �����$�� �������

���  ����� �������� �� ���� � ������" ���  ����� ���0 ���������$

����� ���������� ����������$ �� ������ 5����) 3� �������$ � �������

��$���� ������ � ����������� �������� 9������) � +����� �������������


,
 -���.��  ���������� �������� ������ ������� 5���� ������� � ���

�������� ������������ �� �����$���� �������� 4����  ��������� ����

��� �������� ������� ����������$  ������ �����$�� �����������  �����

��� ��������. ����� � ������� �� �������� 7������� ���0������ �������8 �

����$�� � ���� ��������� ��������. ���� 5���� � ����$��� �������

0������ � ��� � ��������� ��������� �
������ ������� ?��

���  ���������$ � ������ ��������  ������) 3� �������$�� � +�����

������������� 
,
 -���.��� 9������� ���� ����$ � ���� ��� ��������

 ������R
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• �#�����0���� ��0������" ����������� �������. ��� ���0���� � ��

��  �� ���� � ������ 4���� = C'�t� O����� ���������R &%��;&%�& ��

• �#�����0���� ���������� ��������. � �������� ������ ������� ��������

 ����) 3�  ����0��$�� ���1����1� ������ � ������������ ������

������ 
���� ���0��1�����.R %��L�%%%%S%� O����� ���������R &%�L;

&%�S ��

• #������ h �t/��Q ��� %��%J�&%�Q �� ��������� 
#? �?������� �������

������ ��������� ������0��$ ��  ������ 	! �����$�. �� ���  ��

���� ?!4���0 +������ ������������� 
,
 -���.�� � #4 �!N

�4������� ����� �����������

• #������ h �&L��S ��� %��%&�&%�S �� ��������� 
#? �?��������  ��

��~� ��������" ������� ������ ����������� ��������  �� ����

?!
 � ����� ����������" ���������� �����������0 +������ ���

����������� 
,
 -���.�� � #4 �!N �4������� ����� �����������

• #������ h 'S%��S ��� %��%/�&%�S �� ��������� 
#? �?�������� ���

����� �  ������� ������ ����������� ��������) ��"����3�� ��

?!
  �� ���� ��������� �� ������$�g� �����3���" � �������

��"���� ��������" ���� � 4-���0 +������ ������������� 
,


-���.�� � #4 �!N �4������� ����� �����������

7��� � ��� ; ������0����  ������� ���������� ��"��� ����������$

 �� ���1����.  ���� � ������� ����� � �� ����������� ������ ?�������

���������� ������" � ������) 3� ���$ ��0�����$ ���$�����. ������

����������� �  ��������� ����������� ��������  ����) 3� �������$

 �� ��������  ����� ������  ���5��� ������ ����� ?������� ������ � ��

����� �������� �0���� ����� � �����5���  ����� � �  ����� � �������

�������. �������.� ?������� ������ ���������� ��������  ����) 3� ����1�

$�� �� ��������  ������� ��� 2�����. �������� ������ � ��1 ��0�����$

 ������� �����$�� ���������� �� ��������� �� ����� 2������



L&
/ �!���� ���
��8���� 1  ����� ���������� ����������$ ������ �

���������  ���  �� ��������  ���� �� 0����� ����

9����� ���
��8���� ; ������������� ���������� ����������$) ���

������������� ������� �������� ��2����� � ��������  ����  �� ��������

 ���� �� ����� ����

7����� ���
��8����� - ����" ����� �� ����1�� ���� ��" �������

����2������  ��������� �����) ���" ����0�$ �� ����� ��������� ������)

����$�� � ������ ��3�� :������� ����� ��������$ �������� ������  ��

��������� �����  ����� �� ��� �� �� 
�  ��5��� �� �  �� �����$����

����������� ���" �� ����������1�� ������ <=> ��� ����������� ���"�


�������� �����$ ����������� � ����������� ��� ����� ����� ?�"���$���

������1$�� 5�����  ����3���� ������������. ����� - ���� 0 ����������

���" ����� <=> ���������������$ ��$�� � ���������� ��0���� ���.�

4�� ���������� ��0���� ���� ���������� ������ @A>� 	 ���� � ���)

3� ��������� ���. 1 ��  ������ ���$5 ����������� �� ��� 2������  ���

0����") �) �0�) ������ ��0���. ������ �����$���� ����������� 5���

��� ����$5���� ����� ������ ������������. ���� ����0����� K���������

 ���������$ �� ���������� �� ����� 2���� 	�� +����� ����������


,
 -���.��� #�� ��� ������������ ��������$ ���������������$ �����

����� BC+� ?�� ������������  ���������$ ��  ����� �� ������������  ��

���������� O���) ��� ������������ �����$ ����������$ �� ����� ���$���$

 ��������"� K��������� � ��0��"  ��������  ���������� �� �������� ���

��������$���� ����� K���� ��0 ����������$���� ������ ���������� ���

���$ �� ������"���  ��������� �� ��������1� BC+� 4��  ��������� ���

���$��� ����������� ���������������$ ����������$��  �������� �������

� �������� ����� DEFGHDIB� 
� ������� �� �  ����������� ���� ������

����� ����� ����2��������$ �������� ������� 4�� ����2������ ���������

����� ���������$ ��������� ����2�����

:������ ������� �������' ���
������� #�����0��� � ����$��

� ����� ������������� ���������� ����������$ �  �����) 3� ������$

�� �����  ���5����� #�����0��� ���������  ���������  �������) 3� �� ��



LJ
����$ ������������ �  ����) ���0 ������0��� �������������� ������

�������� ��2����� � ��������  ����) 3� �������$  �� ��������  ���� ��

����� ���� 4��������� ������� �����$���� ����������� �� �����������

����� ���1�) 3� �������1  ������$�� ���������� �� ��������� �� ������

 2������

5����������� ���
������ ��������. ����� ���1$�� ������������

�����$�� ��"���� ������" ������ ��������  ��������� ��������� ���

���� ������������ ����"��� ���������� ������ ��� ����2���� ������ ����

���$������ ������ �����$��� ��������$� �����0����� �������� � ���

��� �����$��� �����$��� � ��� ��������$���� � ���������������� ���

���$����) � ������������ ��5��� ��������

9������� �������� �������' ���
������  �����1 � ���� �����

• � �����  ��������� �������" ����������$��" �������) �� �� ����

��� ����� ��������� ��0����� �����$�� ��������� ��������  �����

��  ���������� ������.  ���� � ������� �������� 4���������" �����

��� ����0�$ �� ����� ��������� ������� ?�� ������������ �����

����$  ���������$ �� ��������1� BC+) 3� ���� ��0�����$  �������

�����$�� ����������� �������� ���������� ���" �� ����������

�� ����� 2���� 	��) ����5������� � +����� ���������� 
,


-���.��� ?���2����� ���� �������� ������  �� ��������� �����  ��

�������� ������  ���5��� ������$) 3� ����������$���  ��0���

��" �� ����� 2���� 	��) ���� ��� ��� ��������� 
,
 -���.��)

������ �����$� ���  ��������� �����$���� ����������� ��������

���������� ���"  ��  ������ ������� ��������� ����� ?�"���$���

7� ���������� ���� ������� Re = 1048�

• � ����� ���0 �������� � ������������ �������� ���������� ���

�������� ���") 3� ������$ �����  ���5����) �� ������ �������

��. @A>� 4�������) 3� � �������  �� ��������� �����  ����� ����

��������� @A> ��1 ��0�����$ �������� � ���� ������0�����  ���

����� 9����� � ��1� ��������1� �������$�� ��5� ������� �����



LL
���5����) 3� ��� ������$ �� 5������������" 5��) � ������ �����

��� ���5����) ��� ��� ������$ �� ����$�� �����) ����������$�� �

������$ ����� ?��������� � ��������"��" ����� �������� ���������

�������$ � ��������  ������ +����� ������������� 
,
 -���.��)

� ���� ���� ���� ����$�

• � ����� ����$�� � ����$�� ������������� � ��������� ���������

�� ����������$  �� ���  ���������  �������� ?���������$�� ������

��������� ������ �������� ��2�����) ��� �� �����$ �������������

K������ �����$�� ������ ���5����$ ��5� ��������� ��������

 �������) 3�  ������$  �� ����0���� ����������$ � ���� �������

������������ ��������

• 4�������� �������� ���������� ������" � ������) 3� ���$ ���

0�����$ ���$�����. ������ ����������� �  ��������� ���������

��� ��������  ����) 3� �������$  �� ��������  ����� ������  ��

��5��� ������ ����� 4�������� �������� ������ � ������ ��������

�0���� ����� � �����5���  ����� � �  ����� � ������� �������.

�������.� 4�������� �������� ������ ���������� ��������  ����) 3�

����1$�� �� ��������  ������� ��� 2�����. �������� ������ � ��1

��0�����$  ������� �����$�� ���������� �� ��������� �� ������

 2������

• K������ ����� ������ ��������$�� ����� ���������� ��������

���$ �� ������ 5����) 3� �������$ � ��������$���� ������ � ����

�������� �������� 9������) � +����� ������������� 
,
 -���.��

 ���������� �������� ������ ������� 5���� ������� � ����������

������������ �� �����$���� �������� 4����  ��������� ���� ��� ��

������� ������� ����������$  ������ �����$�� �����������  �����

��� ��������. ����� � ������� �� �������� � ����$�� � ���� �������

��� ��������. ���� 5���� � ����$��� ������� � ��������"��" �����

����������� ������������ ���������  ���) ��� ������1$�� ���1� �

������ �� ��������� 4�������) 3� �������  ��� � ������ ��3� ������� �



L'
��0�� ������� �������$�� ���������$��� 4������� ��������� �������

��. ���������  ��� � ���" ���.� 4�� ����$ ������� ��������� �����

?�"���$��� � ��0�������" ������ ���. ���. �������1$�� ��������

�0���� ��������$��� �������$ ��������3�) ��� �����$�� �0������

�������� �������$ � ������� K������ � ����� �����$�� ���$ ���

���$5 ������� ���������  �������) ��� ��������$�� � ��������$����

������ � ����������� ������� ������  �� �������� ��������

• ������0��� ��0������ ������� � � �������� �� ������������ ����

��  ����� � ������������� ������ �� ��������� 4���������� � �����

 ������ ���$ ��������$ � ���� ������ ���  ����3�� �����$ 5����

� ��������

/�� ����& ������ ��� ������ 9�������  ������ �������� �����$���

��������� ��������) ��� ���������������$  �� ����2������ ������)  �����

��� �� � �����$���� �����������) ��������� ��������� �����$��� ������

������ �� ���������� �� ����� 2���� 	�� � +����� ���������� 
,


-���.��� 9������� ���0 ���� ������ ����$ �  �������� �����) ����������

�� �������� �����$��� �  �������� ��������  ��������" �  ���������"

�� �������� �������������

	�� �*�� ������
�� ������*�;� ?����$�� ��������"��. �����

 �����������$ �� ���� ��� �������� ������������R

• +�nIB >[_EXU�\_ �n\oFU) >VFF`U ZGa >�G]\TZf�`�FU �G HT\�a <[GZ_�eU��

&;S >FE`F_oFf &%%�� �ZWXEZGF) CXTZGa

• +G`FfGZ`�XGZT CF`fXsUW�� pFG`FGZf[ pXGxFfFGeF �<�lFfFG`�ZT F{\Z`�XGU ZGa

fFTZ`Fa `XE�eU�� &&�&S BZ[ &%%�� BXUeXc� w\UU�ZG HFaFfZ`�XG�

• H�fU` =FfF�U CZfW eXGxFfFGeF� �i�X`\foZ`�XGR nVF AsFf pVZG]�G] >FZbXXf��

S�t =XsF_oFf &%%L� pZff[�@F�wX\F`� iX\eVFU�a\�wVXGF� HfZGeF

• I>@D >\__Ff BFF`�G]� �I E�T]f�_Z]F `VfX\]V ]TXoZT Z{\Z`�e Ue�FGeFU��

�t�&L r\GF &%%'� >ZG`�Z]X aF pX_EXU`FTZ� >EZ�G�
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• �!���������&%%t�� ,�������" ��� ������ +���� ������������� 
,


-���.��� &t ������� ; � 0���� &%%t ����� !�.��

• 
������� ������� ����������� �!�� 2����� ��������������� +����

� ������������� 
,
 -���.��� &t ; J% ������� &%�% ����� !�.�

• �!���������&%���� ,�������" ��� ������ +���� ������������� 
,


-���.��� &S ; &t ������� &%�� ����� !�.��

• 
������� ������� ����������� �!�� 2����� ��������������� +����

� ������������� 
,
 -���.��� &t ; J% ������� &%�& ����� !�.�

• �!���������&%�J�� ,�������" ��� ������ +���� ������������� 
,


-���.��� � ; & 0���� &%�J ����� !�.��

• ++ ��0������� ������� ����������� �	������  ������� ���������� !��

.��$��" ��������$��" ��������� ��� O���������� &/;J% ��� �� &%�J

����� !�.��

• +++ ��0������� ������� ����������� �	������  ������� ����������

!�.��$��" ��������$��" ��������� ��� O���������� &S;&t ��� �� &%�'

����� !�.� 7���  ��������.8�

• 
������� ������� ����������� �!�� 2����� ��������������� +����

� ������������� 
,
 -���.��� &t ; J% ������� &%�Q ����� !�.�

9� 
���*�;� ?����$�� ����� � ���������� � J� �������"  ����� 9 ���

&/ ���� � ���������� � ������� ����������� � ������0��� ��������) J

����� ; � �������  ���$ �������� ����������"� 9 � ����������� ���� �J

����������� � ��0�������" ������������" ���� >eXE\U�

<������ � � ��� ������*�&��; � ���� #�������� ������1$�� �

������. ����.��$��� � �����"�$��� ������) ��� �) ���$�� �������� ����

�����) ���������) ������) � ���� ����������� �0���� � J�% ��"�������$�

?���� ������1 &QQ ������� ��������� ����) tJ �������) &% �����$) ��$��

�� J&J ��������



LS
- ��� � �������� ��������" ����� �����.  ������� ��������. �����  ��

����� ������ � ����)  �������� ���  ��5�� ��� �� ������� �������� � ��

�$������5��� ����) ���� ����� �������. �������� � ����. ������� O���0

 ����� ����$�� ������������ ������ ��� ��������.) ���������� ��� ���

���) ����� ����2������ �����) ������� ������� �����) �������" ������

���������) � ������� ��������� ��������.� � ?������ � ����$�� � �����

���������� �����$�� �������� ����2������ ������ 9 ���� ����������. ���

 �� ��������� �������� � ?������ & ��������� ������ ��������. �������

����  �����) 3� ������1 �� �������� #���$�� � ����� �������� ������

���� ��2����) ���" �� ����1 ������������) 3� �������$ ������ ���� #��

������1$�� ��0� ����� � �� ������ �������� � ��" ����� �����$���

� ��� ��������$���� � �������������� �����$���� ��5�� ������� -

?������ J ������0��� ��������� ����� ��� ����� ��������) 3� ������1 ��

�����" ����� K ����� �������� ���������� ����������$ �������  ����

������� K�������� ������� ���� - ?������ L ����2����� ������  �� �������

��� �����  �� �������� ��������� �������� �  ��1������ �� �$���  ������

� ������� 	 ���� ������� ��"��1 ��������������" �������" ��2����)

���" �� ����� ������������  �� �������� ��������� ��������� O�� �����

� ���� ������1 ����������� ���$) ����5���� � ���� � ��� ��������) � ���

������� � ����� �� ���������� - ?������ ' ��������� �0� ��������� ����

� �������� ������ 9� ������� ����������� ���� ��1 ������ �������5���

9����������  ����� ���� <=>  �� ���������� ��0���� ���. ��1 �0� ���

��0�����) �0� ������$�� ����������� ���$5 ������� ��������� @A>�

� �$��� ������� ����$�� � ����� ��� ��������� ��0��� �������� ������

9������ ���"���� ��0��) ���" ��  ��5�"  ����� ���1$��  ���������$����

M��� ����� �  ���) 3� ������1) ���$ ������� �������) ���� �� ������ ���

 ������1 �� �� ��$� 4������ ���$ �� ��� ����5����� ��  �� �����������

�� �� �����  ����) �  ��  ����� ����� - ?������ Q  �������� �����$��

����������� ���. � ������  �� �������� �������� K ����� �������� �����

������ ����������$ � ������� 5���� � ��0�������" ������� - ?������ S

������0��� �������  ���) ��� ������1$�� ���1� � ������ �� ��������� 4��



L/
������) 3� �������  ��� � ������ ��3� ������� � ��0�� ������� �������$��

���������$��� ?����� /  ��������� ��0������� ������� � � ��������

�� ����������� �����  ����� � ������������� ������� - ���������  ��

���������� ������� �����$�� ��������"��. ������ #��� �������� � ����

����������� �0����� � #����� , �������� � ���� ��������  ��������"

��������� �� ���� ��������.) � ���0 ��������  �� � ������� �����$���

��������.�

� ����������� ������� �����) ���" ����1$�� �� � ������ ��� ���

�����) �������  ���������� � ���$������� �������

,��� ��������1 3��� �������$ ��������� ������$����� ������ ���

��������������� ����)  �������� +���� �������������� ����� ��  ��

��"�� ����� �� ����� � ������� �������.�
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������ �

	
����� ����
����� ���������� �����

�� ������������� ����� �������� ��

������� �� ����� ��������

��� ���� ���	�


- ������ �� �� ��������� ����� ������ ����������� ���������  ��

���  �������� �����  ����� ���  �� �3����) ��� � ������  ������0���

$�� ��� ���������) � ����R

•  ��0���$ �����)  ����0�����  �����) 3� ������1 ��  ���5���� ����

�� ���5�  ��0���� �1. ������  ����) ��� ������1 ��  ���5�����

•  ����0���"  ����� ���� �� � ����1 �� ������� ������  �����

• �0����� ����� ��� ����) ��� �����$ �0���� ��1�� ����  �����

���� � ���0���� ����$

• ����� ���� ����� ���� #� ���� ��������"

O��� ������ ���������� ����������� ���������  ���� ��0�� ��������

�� ��� �� ��


�  ��5��� �� � ��������1$�� �������������� ������� ��������� ���)

3� ������� �0����� ����� 7������� ���) 3� �����1$��) � ������� �������)



'%
3� ������$�� � ������$�� �  ������� ���8 ���� �  ��������� � ���0����

�������. �����) �������������� ������ ��0�� ��������� � ������ ������

�2����. ���������. �$������$��. ������� 9 ��1� ���� �����$�� ����2���1�

�� ������������ ������ ������$ 
��21�	����� 4�� ����2������ ���������

��� ����� �� ��������1�� �����  ������ �����$���� ����������� 7<=>8�

K����$�� ���������� ������ �� 1 ������ ����������� �� ��� 2������ ���

������) ���������. ������ ����������� ��0�� ������  �����  ��� 5���

��� ������������. ����) ��� ����$5����� ����� ������$��� ��21���� 4��

����2������ ���������� ����� �� ��������1�� ����� <=> ��5�  �� ���

�������� ��0���� ���.� 4�� ���������� ��0���� ���. ������ ��0���.

������  ����� ����$5����� ����� ������ ������������. ���� ����0���

�� �����$�� ��������� ������ �������$ ��  ������ ���$5� ��� 2������

��������� � �" 0� ���) �� �0� ������������ � ?������ ) ����) 3� ����1$��

�� ����������� ������ wI=>)  �����1 ����� �����$��  �� ����������

5������������� ������) ����������� ������ � ���������� �����������)

�� ������) ����������� ���������� 4��� � ������ ��1. ����� ��� ���

����$ �� ���$�� 5������������" 5�� ����������� �������) ����$��

����$�� �����) ����������  �� �������� ������� ���  ���� �� �����  ��

��5����� O��� ����$�� ����� �������$�� �� �����������  ��$�������

5������� � ����) � ��������������) �����������  ����������� ������

������� �������� ������� � �$��� �� ���� ��������� wI=>) 3� ��1 ���

��5� ���������� �� ����� ������������) 1 ������ ������� ������1 ���

��������$ ����������� �������5� �����) 3� ��������$ �������� ���

�������� �� ��5�  �� ���������� ������������  ���� ��� � ������0����

 ����� �������. �  ���������� ����� ������� �������� ����) ���" ��"���3�

 ������$ ��� ����2�������� � ����" ����� �����) ���" �������1 ����������

��� ���������5���� ��������.) 3� ���$ ��"���$5�" ����� � ��������

 ���) �� ���� @A> 7���� ������� �������8� 9 ��1.  ������  �� ��������

���������� ���" � ���������� ��0���� �� �������������� �������

��� @A>�


� ������ ��������� �����$���� ����2���� ����������$ �����  ������



'�
 ����������� �������� � ����� ������� �  �������  ���5����) 3� ������

1$��) ����� 	������ � ����0���$ ��� ����� ���� ��  ������� �������

��� ��� ���� � �����0 ������  ������ �$���  �������

4���� �$��� ��0��  ���"� �� ������� �� � � ��������� ��������

������) 3�  �����1 � ���������� ���������  ��� �) �������) ��������� �����

#�"���) ����� ��� ����� ���� ��  ������� ������� ���  ������ ������

 ������  ��  �������� ��������. ������ ��0�� �������) �� ��������

������

O��� ����2���� ������  �� ���������� ����������  ��� �����$�� ��

����2���� ��� ������. ��������. ������ ��� ����$����� ��������� 4�� �$���

��  ������� ���) 3� �����1$��) ����1$�� �����")  ��������� ���������")

��� ���� ����� 4�� �$���) ��3� ����� ���� ����) � �����  ���� ���

0�� �������� � ���0��) 3� ����  �5���1$�� �� ����) �� � ����������

��������3�� 4���� ����2������ ���. ������ ��0�� �������� ��� ��������

������������ ����������� ����) � ��� �����  ��������" ��� ���� ����

������ ���� 7�������� � ����������8) ��� � ���� ����� �� ��� ��������

� ���������� �  ���� �� ����������  ��0���$�

- ���� ���  ���������� �� ����$�� � ���1�� ����� �����$���� ���

��������� ���") ��� ���� ���������� ��  ��5��� �� � ��5��� ����������

���������

��� ���� ���
���� ���	��� ����		 �������		 �	���

������� ���� 

O���. �2����. ������ �� �������� ������  ���5��� 5����� ���������

$��) �� �  ������) �� � � ����$�� ��������  �������� 
������$ ����

 ���5���) �� � ������) �� � � ���������  ������ �������1 ���������  ���

��) � ���0 ������� � �����$ ��������� 5����) �����������  ������ O���

�������� ������ ���������� ���� ���"  ��������1  �������" �������

�� �������� ������� ����2������ � ����������� �������. � ���������

�� �����) ���  ���������� � ����" ������ 	������3� ���������� ���� ��



'&
��"  ��2����� � ��) 3� �� ������ �������� ��� ���� ��1 ����� ����������

 ������� O��) �� ������) � ������ �� �������� 7�� ������ ��������� �

?������ Q8 �  ����" ������ "��� ���� ��������� �� ��������  ���5�����

9������)  ����  ��5�� ���0����� � ������ �����1$�� �� ����� �����$

 �� ��� ��� ����"�� ����� , ����) � ������ ��0  ��5�� � ������ ���0��

����� ��� ���� ������1 ����$�� ������� ���� ���  ��������� ������

�������� 9������  �� ����$ ������� ������ ?�"���$��� ��0� ��� �����

������  ����0����� 5��� ��  ��5��� ������ � "��� �������� � �����$ ��0

��������� - �$��� ������� �� ����$�� � ���1�� �����$��" ����) �����

������" ����  �� ���������� ���� ���"� P�" ���� ����1$�� �� �����

�������� ����� ���������� ��21���)  ��� ���  ����� ���� ������� ��1 ���

� ����������" ������� P� �  ��5� ����� ����1$��  ������� ����������.

���������. ����� � ������ ����� ����2������ �������. ������"��. ������

�������.���� ������$�

N����  �������) � �����0������ �  ������ � ������) ��� �����1 �������

�� ������) �����������$�� �������� ������� ?�"���$���) 3� ������1 ���

��������� ����������� ������� O��� �� ������  ���� �����������21���.

�����������. ����� ������ �tJ;t'�) ������������ ����������� ������  ���

���0�1 ����5����  ������� ���������� �������"� - ������ �������  ��

����� ������  ��"����� ������ �����������. ����� � ��� ������$���

��������� ������ 4���) �� ������) � ����$�� �� ����� ����������� ����

���$������������. ����� ��� �����������. ����������� ������  �������$

�� ����"���� �  ���� ���������� ��������" ����2����� ?�� � ���) 3� ����

��� � ������� :������� �tQ� 7���� ���0 ������ ��������) �� ������) �tL�8

��� ����"�� �������� ����� ��� ��������  ���������� ���$ ��$��  ��5�"

 ������) ��� ����"�� ����� ������� � ���$5 �������  ������� �� ���$

��������� ����������� #�� ���������� ��"���� �����������"��.  ���

������) ���� �� �� ������� �����  ��5���  ������ �tS;tt�� 4���) ��� ����

�� ���$ ���������$��"  ������ ������) 3�  ������ �� ����������� ����

����� ��"��. ����� �������  ������� O��� ����� ���� �� �� ������� @Zq �

�FGafXl ��%%�� 4����5� �2������� ���� ����"��� ���� @Zq � �FGafXl) � ����



'J
��"���$ ������1$�� �� ������� ������������  ��������. � ������. ����

��������.) 3�  ������ ��  ���� ����$�� ����������� ��%�) �%&� � �������

���� ��%J)�%L�� 4���) � �� ���� ����������� ����� �����������  ���������

������ ������������ �����$ ������������ ����0���$ ����2���� ��� �����

���� ����� �� ������ #�� ����5���� ��1.  ������� � ������ ��%')�%S� ����

���������� ����"��� ���� �������  ������ � ������0��� ������������

�� ������ M��� ���"  ����� �������1 ����0���$  ��������. ������ ���

������� �������� �����) ��������� ����� ����"��� iFZ_ � �Zf_�G] ��0�$

�������� ��������� ��������. � ����2����) 3�  �������$ �� ���� �����

0����� ����2���� � ����� ���0�1 ��0������ ����������� ������ N���

�������� ���0 � ���� ����2����  ������� ����0����� ����2���� �� �� ��

����� �������� ����� 5����. ������. �tL�� 4���) � ���"  ����� �� ������1

����0����� ����2����) � 5���� ������� ���0�1 �����$ �����) ��������

� ������� ������� �����1����

����� ���������� �����) ��� ������1 ����0����$ � ���������$ � ��

��������� ������ ����� �tJ�� P� �������1$�� ������� �������� ��������.

�����$��. ������.) 3� �����1  ������ ������� 9�����) � ���" ����������

���������� �����) ��1 �������) � ���" ���������� � ������"�� �����

������������� O��� ���� ������ 1 �� ��"����� �) �0�) ���� �� �� ��

������ �����$�� ��5��$ ��1.  �������� 
�  ��������� �� ����� �� �����$�

���$ �$��� ������) �������� ���� �� �������.R

• �����) 3� �����������$ ����" ��� �����0���" �����������" ����

�2���� �������� ��������.�������. ��� ���������� �������� ���������

������"� #� ��� ��0�� ������� ����� @DI<> 7TXeZTT[ ZGZT[`�e a��

lFfFGe�G] UeVF_F8) �� �� ������� � ��%/�) � ���0 ����� �� �� ����"

������� �tJ��

• �����) 3� �����$�� �� ��������  ���  ����� 
� ������)  ��� ���

���� ���0��� ����� ��%t�) 3� ��1  ��5�"  ������) � ���0  ��� ���

���� ����� ���$5 �������  �������R ����"��  ��� ������ ����� ���%�

� ����� z�+pk) �� �� ������� @FXGZfa ������ 	��� ���0 ������  ���



'L
� ������ ����� ��� �������� �������� ������" � ������ �� ���5��

���� ������$���� ��21���� ��� �� ����� UWFc � \Ec�Ga a�lFfFGe�G]

UeVF_FU ���&)��J�� - ���L�  ����������" ����$��5�" �����  ��������

��"  ��� ������� �������

• �������� 7�� �����������8 ����� ���'�� 	�$ ��������. �����  �����1 �

���) 3� � ������) �� ������ ����� 4���� ���5� &) �����������$��

������$�� �������) �  �����0���� �� ���� ; �������  ���  �����

�� ������� � ���Q�) ���"  ����� ��� � ��5� �� �� �������" ITTFG �

>X\`VcFTT ���S��

• ���5��� ����� 7oTFGaFa a�lFfFGe�G]8 ���/�� ���0����) 3� ������ ����

�� ����0����� ����2���� 1 ������ 0������ CFf�ve �� �� ������  ���

���) ��������" �� ����5���������) ���  ��� ������ ������� �������

�����$�� � ���������. � ������� ���$5� ��������  ������ 7������$�

�� ��� ����"��  ��� ������ �������8 ��) 3�� ���� �������� ����0��

���$ ����2�����

-��  ��������� ��3� ����� ��� ���$�� 0�����$ ������) ��� �� ������

��$ ���������� ����2����� 4����$5�"  �5�� ����0���� � ����$ ��

���� ���������� ����  ����� �� �������� ����� ��. ����0����  ����� iXf�U

� iXXW ���t� �����  ���� ����0�����  ���� � ���." Hp< 7HT\q pXffFe`Fa

nfZGUEXf`8 ���������" �����) ��� ������ ���� ������$���� � ��&%� �� �����

�������� ������� 
����� �� ���� ���� ���������� sZG @FFf � ����. ����

�nXcZfaU `VF \T`�_Z`F eXGUFfsZ`�sF a�lFfFGe�G] UeVF_F� ��&�;�&'�� 9��5��

�� �����  ������ ��  ���� ����� nY< ���� 7nX`ZT YZf�Z`�XG <�_�G�UV�G]8�

nY< ����� ��������� mZf`FG ��&Q)�&S�) wXF ��&/�) pVZWfZsZf`V[ � DUVFf ��&t� �

��5�� 9����$��  ��������  ������� nY< ����� � ����� DUVFf � pVZWfZsZf`V[

� ��J%�) � >cFo[ ��J��  �������� �������� ���� ������ ����0������ 7����

����� >cFo[8 � �������� �����$ ������ K������ ���� nY< �����  �����1

� ���) 3� ����� ����� ���$5 ��������  ������ � ��������. �����  ��5���

 ������ ����0�$ ��� �����$��. ����� ������ ����2����) 3� ����$ �����

������"���� 9����$��  ����� �  ������� ����0���� ����������� ���� ���



''
������  ������ ��������� � ��J&�� P� ����� ����$ ����$�� ������������

� ������ ���$5��� ������"��� ��������� ����������� ���� ����������� ��

����" ������ ,����� ������1 ����� �  ��������� ���� ��"����5� �������

���������  �������R ����0�����  ����� � ������������� ������ 7GXf_ZT�|Fa

sZf�ZoTFU8�

9����� �����������. ��J&� nY< �����) ���������� � ����" �����) ��� ��

����1 ������$����" ������������"��" ����� pVZWfZsZf`V[ � DUVFf ��&t�� O���

����� �����$ �������$�� �����$�� �������) 3� 1 ��1��� ���� � �������)

��� ���������$�� � ����" ������

K���� ���������. ��3�  �������  ������� ������������ � ����$ ��

���� ����������� ����) ���$ ����� 3� ���  �������) � ����� �����$��

����������  �� �����������. ������$ 
��21�	����� P� ������"���$ ������

��� �����0���� �� ��$�� � �����0����  ���� 5������� � ����� 
�����"��"

���� �������� ��1 ������ ∇ · UU �) �0�) �������� ����� �$��� �����

�� ���� ����������� �������� 5�������� O��� ��������� � �����$��

������ �������.���� ������$ ���� ������"���� � ��� ��0����� 5���� ���

��5����  �������R ��������� ������� ��� ������"��� ����� ������$ ���

������������ ����������" ����� 9��0���� �� ��������$ � �������$ ���

����"��� ��������) � ����$�� �� �����  ������� �����1$�� ����  ��������

�����������.� � �$��� �� ���� ����������" ���� ����1$�� ��  ������

����� 5�������  ������ 4�� �$��� ��������  ���� ����$�� � �������

�����) ��� �0� ������) ����������� ��  � �����$��� ����� �� ������ 4���

��� �������� ������$ 5������� ����������1$�� ������"��  ��������)

��� �������� 5�������) �������  ���� ����2������ ��� ������. ����"��.

������) �����������$�� ��� ���������� ������) ���$5 ������  ���  ��

���� + �� ����� ������"  ������$ ��������� ����� ������

K��� � ��������  ������  �� �����$���� ����2������ ������ ������$


��21�	���� ��� ���������. ������  �����1 � �������� �����0����  ����

5������� � ����� O��  �� ����������� ������"���  ������� ����2������)

����"�� �������.��� ��������) 3� ������$�� � �������� �����0���� �� ��$�

��) �����������$�� ��� ���������� ���������� ������ ������$ 5������



'Q
��� O���  ������� ���� � ��������� �������� ������������ ��� �����

������ ����� 4���) � ������ ������ ���������. ������ ��� ��� ������

�� �����$ � �������� ������������� O���� �����) ��3� ����������1$��

������"��  �������� ����2������) ��������� ���"� � ���� �� ����� ��� �

�������� ������������� O��� ����� ��0�� �������� �� ��� ������ K���

� ��� � �� ���� 5����. ���������) � ������ ����� ���.  �� ���1$��

������ 7��� �������8 ��������$ ��JJ� �  ��� �����2��1$�� ������ �� ����

������ +�5�" ���� ������ � �� �����) 3� �����$�� �� ���������� ����

7EfFUU\fF�oZUFa _F`VXaU) CiB8� CiB ���� ��� �������" mZfTXc � �FTeV ��JL�

��� ���������� ���������. ���.� 4����5� ���� ���  �5�����" � �� �� ��

��� �������. ���. �tJ)�J'�� K������ ���� �$��� ����� ������  �����1 � ���)

3�� ����������� �������� 4������� ��� �������. ���� �  ��� ��������

��� ���� ��������  ���� ���� � 5������� ���) ���� �� ���� �������

 ��� 5�������) 3� �������$��1 ����� ������������ - ��" ���� ������

�����$ BIp 7_ZfWFf ZGa eFTT 8 ���� ��JL�) ������� >+BC@A 7UF_���_ET�e�`

_F`VXa xXf EfFUU\fF T�GWFa F{\Z`�XGU8 ��J'�) ��������� "��� �������������

; >+BC@Aw �tJ� � >+BC@Ap ��JQ�) � ���0 ������� C+>D 7EfFUU\fF �_ET�e�`

c�`V UET�``�G] Xx XEFfZ`XfU8) �� �� �������" +UUZ � ��JS�) ���" ��������1$��

����������� ���������� �� ����  ������� � ��JS� � ��J/�) ������� C+>D

 ��������1 ����� ��"��") ����� ���0��" �������) ���" � ����$�� ���

����� ������1 ���5� �������������� ����) ��0 ��� ������� ��3� ���������

�������� >+BC@A� K������� "���  ������� �����  �� ����������� �����

��������� ���"� � ���� ��3���������� ���� ������� C+>D �����������

����� � ��" ������

	��� ���0 ���������) 3� CiB ���� ��� �� ����������" �� ����

������ � �� ����������. ����R ��������� ���� 7� ������� ������$���� ��2�

1���� ��� 5������� � ����8 ��Jt� � ����3��� ���� 7� ��� 0 ������$�

���� ��21���� ��� ���� 5������  ����8 ��L%�� ?�������� ���� ���� �����

�����������$ �� ������ ������ ������� ������������. �������������� ��

�� ��������� ��  ��������1 ���������) ��3� ���� ������������ 4���

�) �������  ����� ������ ���������� �������� ��� ��������������



'S
����) ����3��� ���� ���� ��������������$ ��� ����5� � ����5�� 
���

��� ������� �����$��  ���� �����������$ ����3��� ����� - ����" �����)

�����$�� �� ����1�� �����$��" ������� ��� �������������. ����) ���

 ��� 7� 5������$) � ���8  �� ����$�� � �����.��� ������$��� ��21����

��� ������ ?������  �����1 �  ������� �����$���� ��������) ���" �

 ����$5�� �������� ��������1$�� �� ����2������ ������ ���� �����  ��

��� ���������. ������ � ������ ������� �  �������� ������  ���5���)

������� �  ������� ������ �  ��������� ����5������� ������������ ����

���� ���0������ "���  � ��������  ������� 7��������8� - ���� ����  ���

������� �� ��������1�� ����� <=>) ��� �����������$��  �� �����������

����������� ���") � ���0  �� ���������� ��0���� ���������� ���"�

��! "��	�� ���# ��$	������� ��� 	������� ����% ��

���&	�
 ����� �	'
�	���		 ��	����


- ������  ��"���. ������  ����� � ���1$�� ������������� �������

������$ 
��21�	����� - ������������ �������� ������� .� ��0��  ������

��� � �������" ����� ���� ��� �����R

∂U

∂t
+∇ ·UU =

1

Re
∇ · ∇U−∇p , 7���8

∇ ·U = 0 , 7��&8

�� p ; ��������  ��� ����� U ; �������  ��� 5�������� UU ; �����

������� �����) ���������" �� �����5��" ������ �������� 4���� ������

 ����������� ��� ������$ ��0�� ���"� � ������" �������� 7����) �� ���

����) ��L��8�


� ��0� ������������. ������ ���������$ ���� �� �������� ����� ���

5�������R ����������"  ��� �� ����� � ������������ �����$  �� x = 0)

�����  ���� ���� �� ������  �������� ���) 3� �����1$��) � ����� ���

����) � ���0 ��2������������ ����� � � ����"��. ����� �����.) 3� ��� ��

�����$ ������� ���� ������$���� �����1�� 5�������) �� ������ � ������

�������. ������  �� x = L1� #�� ���� ����� ������� ���� ������$����



'/
�����1�� ������������$  � ���" ��0� ������������. ������ �tL� �� �����

��� ������ � ������������. ������� 
� ������ ���������  ���"��" ����

#���� ������) 3� ����������  �������� ������ �������1 �����������

� .. � ������� ����������$ � ������� ����� 7����) �� ������) ��L&�8� O��

��"  ����� �������1 �������� ��� � ������$ ���� � ���� ����� �������

� �������3��)  ��2������ � �����������  ��� ���� � �����0�����  �����

4���)  �5������  ������ � ������������ ����������� � ������. �����

�� ��������� ������ ���������� ��) 3� ��� ���������. ���. �� ��0��

����� �������� ������� ������ ����������� 0 ���������  ��������

 �������$ �� ����������� ����2������ �� ��0���� �������� 5��� ��  ��

���������� � �� ��� ���� ��������) 3� ����� ��������1 ������ ���Q�� 9

��1.  ������ � ����" ����� ������ ����2��������$ ���� � �������� �������

5������$ � ����

#�� �����$���� ����2������ �������$�����. ������ ����������1$�� ���

�� ���������� ��21���� M��� �������  ���0���� �����������21���. �������

�����. ����� ������ � ��������� � ������" �������� 7���� �tJ;t'�8)  �������)

 ��2����� � �����������1� ����������� ������) �����0�����  ���� 5����

���� � ����) � ���0 �� ������������ �������������� � ����������$�

��� ����) �� � ����5�) 1  ������� ���������� �������"� - ����" �����)

��������$ �� �����) ���������� � ��L��) �� ����1�� �����������21��� �����

�������  ������) ��� ����1$�� �� ����������  ���� ��������3� ����$ �����

������$���� ��21�� � ��0� ������������$ �� �������������� ����) ���

��0�$ ��� �  ����� � � ����������$����� - ����" ����� � ���$5��� ����

������� ����������� ����� �� ����������1�� ���� �  ��������� ����

��� ����������. �������) ��� ��0� ��� ��������������������� O�����

������� ���� ���������������$ ��$�� � ������  �� �������� ������� ��

�����" �����

6����$�� ����� ����1$�� ��� �����$���� �� ���� ���������. ���.� ,

���������� ������ ���������$��) �� ������" �� ����) ���� � �� ����� z 1

��$�� ���� ������$��" ��21� � ��� ����� 5������� Uz = 0� O���� �����)

������������ �����$ �������1$�� �� ������$�� ��21��) 3� ���$ �����
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m

n

f.. .M
N

?��� ���R !�����$�� ��21�� _ � G) 3� ���$ � ��$�� ����$ x

 ����������  ������� � ���� #�� � ���� �������� ������$��� ��21�� �

�������� m � n  ������� �� ������� ���� :���$) 3� �������1 �� ��� ��21��)

 �������� ����� f � O���� M � N 1 �����.���� ������$��� ��21��� m � n)

��� ������) ��� ∫
Vm

(x− xM)dV =

∫
Vn

(x− xN)dV = 0 . 7��J8

+���������� � 7��J8 �������1$��  � ������$���� ��21�� � ��� ������� ���

������

#�� ���) 3�� �����$�� ����� ���� �����"  ������ ������ ��������

�������  ������ ��� ����"�� �������� � ������$���� ��21��R

U(x) = UM + (x− xM) · (∇U)M , 7��L8

�� ������ M ������1 �������� ������. � ���� M ) ��� UM = U(xM)� O���

� ���� 7��J8 ��1�� ∫
Vm

UdV = UMVm . 7��'8

K������ ���� ����� ���������� ��21���  �����1 � ���) 3� �������� ����

7���8) 7��&8 �������$��  � ������$���� ��21�� mR

∂

∂t

∫
Vm

UdV +

∫
Vm

∇ ·UUdV =

=
1

Re

∫
Vm

∇ · ∇UdV −
∫
Vm

∇p dV , 7��Q8

∫
Vm

∇ ·UdV = 0 . 7��S8
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, ��� ���������� ��������� � 7��Q8) 7��S8 ����������1$�� ������$���� ����

�� ������ K��������$�����:����) � ����) �� ���� �� ��0����R∫
Vm

∇ ·A dV =

∫
Sm

dS ·A , 7��/8

∫
Vm

∇A dV =

∫
Sm

dSA , 7��t8

∫
Vm

∇a dV =

∫
Sm

dS a , 7���%8

�� Sm �  ������� ������$���� ��21�� m�

K��������� �������  � ������$���� ��21�� ��� ����������. 5�������)

� 7��/8 �����1�� �������� ����� �������  ������ ������ :����� 9 ������

�� 7��J8 ��1��

(∇ ·U)MVm =
∑
f

Sf ·Uf . 7����8

O� Sf ������1 ����� �����5�$�. ������� �� ����� f ) �����$ ����� ������

��1  ��3� ����� Sf � 7
�  ������)  �� ��������� ��� 2�����.  �������)

��� �����������  ��"���$) 3� ����� ������� �� ����� f � ��������" ���

������$���� ��21�� � ���5�� ������� � ��� ������$���� ��21�� � ���$5��

�������� ��3� ���� ����� ���������" ����� 1 �����5��� �� ����������.

������� m) �  ��  ������������� � 7����8 ����$�� ����  ���) �  ������

0���� �� ���� � ������8 4������������� �  ����" ������ ���"���1$��  �

���� ������ ������$���� ��21�� m� K��������� �������  � ������$����

��21�� ��� �����1�� ����) � 7���%8 �����1�� ���� �� �������� � ������

��5���� �������  ������ R

(∇p)MVm =
∑
f

Sfpf . 7���&8

#����������� ������$ ���� 7���8 7��&8 �����1$�� �� ���������� �������

�������  ������ ������ :���� 7����8 � 7���&8�

#����������� ����������� ������  ������$ �� � �������5��$∫
Vm

∇ ·UUdV =
∑
f

Sf ·UfUf =
∑
f

FUf , 7���J8
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�� F ; ��  ��� ��������3� 7b\q8 ����$ ����$ f ) ��� F = Sf · Uf � K��

�������� �$���  ���� F ����$�� �������������$�� ��0��� - �������

7���J8 �����$ �������� 5������� �� ����� f ) ��� �������1$�� �� ������$

5������� � �����.��� �������� ����������� ������� M � N �� �� ������

����������� ���������� �����

- ������ �����) 3� ����������1$��) � ����� ����� �����������. ���

������������ ����� ��0�� ���� � �� �� ������ ������$������������ ����

�� �������  ������ R

Uf = CUM + (1− C)UN , 7���L8

�� ����" �������1� ��������� �� �����5���� �������" C = |fN |/|MN |�
� ��L��  �������) 3� ����$ ��� �����������. ���� �� ����� ��1 �����"

 ������ �������

4���) ��  ����� ����) �� ������) ��3� ����  �� ������� ������ ?�"�

���$��� ������1 �� ��) 3� ���� �1) ������$�� ������� ��0�$  ��������

�� ����"��. ����� �����������. �) ���� �����) �������� ��������� �����

����.) 3� ����� ���0�1 ����$ �����$���� ����2���� ��� ����$ ����$ "��

�� �� ��"����� �������� ������ ����������� ���������� ������) ��� 1

��������� ��"��� � ������1 ����0����$ ����2����) ����1$�� ���������

 ������ ��������� ����� �tJ�R

Uf =

{
UM , xXf F ≥ 0 ,

UN , xXf F < 0 .
7���'8

4���) �� ����� ��1 ��5�  ��5�"  ������ ������) � ��"���$ ����� � �����

0����$ ����2���� ������1$�� �� ������� �������� ������. ���� �����$��.

������.� + ����  ���������� ����  ����3�1 �����$ ����2����)  ������ ���

��� ������$��� ��21��� ����$ �� ����� �� ��"����� ���  �������

N��� �� �� ������� �����$�� ������ ����2������ ��1.  �������� - ��5

��� ������ ��������$�� ����� � ����0�������  ����) ���  ������ �� ���

������� ����� ���� nY< 7nX`ZT YZf�Z`�XG <�_�G�UV�G]8 ��J&�� K������ ����  ��

����1 � ���) 3� ����� �����������. ����0�$ ��� �����$��. ����� ����2���

��� ���� ����1 ������ �����$ 7���$5) ��0  ��5���  ������8 � � �" 0�
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��� ������1 ����0����$ ����2���� 7 �������1 ��������� ��������.) ��� �����

���$ �������� ����� �������  ������) ��� �� ������$������������ �����8�

N��$���� nY< ����� ��0� ���  ���������� � ������� ����

Uf = (Uf)UD +Ψ
[
(Uf)CD − (Uf )UD

]
, 7���Q8

�� (Uf)UD ; �������� 5������� �� ����� ������$���� ��21��) ��������

���� ��  ��� ������� ������  ��5���  ������ 7���'8) (Uf)CD ; ������

��� 5������� �� ����� ������$���� ��21��) �����������  � ������$���

���������" ����� �������  ������ 7���L8) Ψ ; ������"��" ����0����  ����)

���" 1 ������1� ������$ 5������� � ����� ����� ������$���� ��21��� 	���

����� ��&&)�&t)�J��)  ��������1$��) 3� ����0����  ���� 1 ������1� ����

��5���� �����1��� �� ������ ��0 ��1� ����������� �������� � .. ��������

����� � ���� ��  ������ - ��" ����� �� ����������1�� nY< �����) �� ���

�������� � ��LJ� 7T�_�`Fa@�GFZf8) ��� ���. ����0����  ���� ���������" ��

Ψ(r) = max

(
0,min

(
2

k
r, 1

))
, 7���S8

�� r = (UC −UU)/(UD −UC)� O� U, C, D ; ��  ��������� ����5�����

���� 7U ; �����  ���  ���� ��� C) D ; ���� ��  ����� ��� C8� 9�����

�����������. ��J&� ���" ����0���� ��� �����1 ������$����" ������������"��"

����� pVZWfZsZf`V[�DUVFf ��&t�� !������1� k ����1$�� � ���� ���� ��� ��

���� 0 < k ≤ 1� ���� ���$��� �������� k → 0 ��� �����1 ���$5 ������"

������) � �������� k = 1 ; ���$5 ������" ��"���� ����������� 9������"

 ��"���$ �������� k = 1�

#�����"��" ���� ���������1$�� ����������� �����R∫
Vm

∇ · ∇UdV =
∑
f

Sf · (∇U)f . 7���/8

���������� ����"�� ��������U � ��������$���$ ����)  ���� ������ 7���/8

��0��  �������� ���� ��� �����R

Sf · (∇U)f = Sf
UN −UM

|MN | . 7���t8
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#�� �����������.  ������. �� ����� ����������1$�� ������ �������

�� ����������� ����� � ��������� ����� 7oZeWcZfa a�lFfFGe�G]8) ��� ��1

�����"  ������ ������R∫
Vm

∂U

∂t
dV =

(
∂U

∂t

)
M

Vm =

=

3

2
Uk

M − 2Uk−1
M +

1

2
Uk−2

M

Δt
Vm , 7��&%8

�� Uk
M = UM(kΔt) ; �������� 5������� �� k���� �������� 5���) � ������

��� ��  � ������� ������� 5���� Uk−1
M � Uk−2

M ������� O��� ����� ��0� ���

���������� � ��� �� ����) ��3� ���� ����5�1$�� ��������� �) �0�)

 ���0���� �����.�� M �� �����1$���

O���� �����) �������� 7���8 � ��������" ����� ��0�� �� ���� �����

 ��� �����R
3

2
Uk

M − 2Uk−1
M +

1

2
Uk−2

M

Δt
Vm +

∑
f

FUk
f −

− 1

Re

∑
f

Sf · (∇Uk)f = −(∇pk)MVm =

= −
∑
f

Sfp
k
f . 7��&�8

, �������� 7��&8 ; � �������R ∑
f

Sf ·Uk
f = 0 7��&&8

?��������� �������� �� ��������� ��������� ����� -���� #������R

������ �������� 5������� �� ��0� ������� � �$��� �� ���� ����������"

���� ���0 ���������1$��  � ������� 7���J8� 9������� 5������� Uf �

 ���� F �� ����� f ) 3� ��0�$ �� ��0� ������) ������� #�����"��" ����

��1$�� �������� 7���/8) � �������� ������$���� �����1�� 5������� ��

��0� ���������1$�� � ������� ������$ 5������� � �����.�� ����������.

������� � �� �����) 3� ��0�$ �� ��0� ������R

Sf · (∇U)f = Sf
Uf −UM

|Mf | . 7��&J8
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-���� 
�"���� R ������ ������$��" �����1� 5������� �� ��0� ������� -

�$��� �� ���� �������� 5������� �� ��0� Uf ) ��� ��������� ��� ��������

���  ����. ������ 7���J8 ���������1$�� �� �������� 5������� � �����.��

������$���� ��21�� � �������� �������� ������$���� �����1�� �� �����R

Uf = UM +
|Mf |
Sf

Sf · (∇U)f . 7��&L8

�� 0 ����1$�� ������"���� �����) � ������$��" �����1� 5������� ��

��0� ������ Sf · (∇U)f �  ����" ������ 7���/8 ����1$�� ��� �������$�

��������� �������

�  ����� �) ���� ������ � 7��&�8) 7��&&8 �������� 5������  ���� ��

������ ������$��� ��21��� ����� .� �������� � �����.��� �������� ��21���)

������������� � ����� ��3� ����� ���� �����.) ��0�� ������ ������

�������.���� ������$) ��� � ��1 ��� ����2����� �����$��� K����) � ������

�� ���� ����  ������� �������� ����� ����  ��������R ������"���� ������

� �����0����  ���� 5������� � ����� 4������)  ��5�  ������� ������$

��� �������$� � ������$ ���� � �� ����0�$ ��� �������� ����� ����2�����

��� #�"���) � ���� ������"���� ������������ ����� 7∇·UU8 �������� 7���8)

��������� ������ �������.���� ������$ ���0 ���� ������"��� 7 ��� F

1 ������1� 5������� U8� K����$�� ������"�� ������� �������$ �������$�

�� ��� 2����� �������) �������"  �������$ �� �����������. ������������

������ 4�������� �����������.  �����1 � ���) 3� ��� ����������  ����

F �����������$�� ������ �������� 5������� ��  � �����$��� ��������

5���) �  ��� ������� �������� ������$�� 5����� ������"�

4������� ����������  ��� ����) � ���0 �����0����  ���� 5������� �

���� �� ����1 � ����������� ������������� �  �������� ������� �����

��"��) � ��  ���� ����� ����2������ ������ ����"��� �������.���� ������$

7	�,-8� O��� �� �������� �������� �����0���� �� ��$�� 7��&�8 ���������

��1$�� ��� ������0���� ��� ���� 5�������) �������� ��� ������0����

���� ������1) �����$�� � ������ ������ ���������. ������ ��� �� �����$

� �������� ������������ 7��&&8� K0�)  �� ����������� ������"��� ������

��� 	�,? ��������� ���"� � ���� ����� ��� � �������� ������������� -
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��" ����� ����������1$��  �������� C+>D �� �� ������� +UUZ ��JS�) ��� 1

 ��������� � �  ��������������� � ����� �����������

?������� ��� ���� ������$�� ���� ��� ������ 4������ ��������"

������ �������� ���� 7��&�8 ��0�� ����2���� �������� Uk
M R

Uk
M = Ho +Hk − A(∇pk)M . 7��&'8

O� ���� Hk ����$ 5������� � �����.��� �������� ����������� �����

��� Uk
N ) � ���� Ho ����$ ������ ��������  ��� 5������� ��  � �������

������� 5���� Uk−1
M � Uk−2

M �

�������� �� ������ ����������� ������� ������$ 5����� ���� ��

����. �� ����$R

Uk
f = Ho

f +Hk
f − Af(∇pk)f . 7��&Q8

4����0��5� �������� �� ����� ������� Sf ) �����1�� ����� ���  ��

��� ����� ����$ f R

F = Sf ·Uk
f = Sf ·

[
Ho

f +Hk
f −Af(∇pk)f

]
. 7��&S8

K������) ��������" ������ ������ ���������� ������$ 
��21�	��

��� 7��&�8) 7��&&8 ��1 ������R

Uk
M = Ho +Hk − A

Vm

∑
f

Sfp
k
f , 7��&/8

∑
f

AfSf · (∇pk)f =
∑
f

Sf ·
[
Ho

f +Hk
f

]
. 7��&t8

,������ C+>D ��� ������������� ���" ������1$�� � ���� ��� ����

���R

�� 4�������� #�� ��������  ��5��� �����0���� ������  ��� 5������

�� Uk ����2���1$�� �������� �������� �����0���� �� ��$�� 7��&/8�

4��� ���� pk �� ������ �� � ��������) ��� �����������$�� �����

�� �������� ��  � �����$��� �������� 5��� pk−1� O���0 ����� H(U)

���������1$��� #�� �$��� �����$ F  ��������$�� "��� ������ ������

��� ��  � �����$��� �������� 5���� O���� �����) �������� ������1
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U∗
M = Ho +H∗ − A

Vm

∑
f

Sfp
k−1
f , 7��J%8

�� ������" ������ ∗ ������1  ��5� �����0�����

&� !������ �� ������������� ������� ��������U∗) �������1$�� � ��

���� H∗ � ����2���1$�� �������� ��� ���� 7��&t8) ��� � ��  ��"��1

������R ∑
f

AfSf · (∇p∗)f =
∑
f

Sf ·
[
Ho

f +H∗
f

]
. 7��J�8

O���� �����) �����1��  ��5� �����0����  ��� ���� p∗) ��� �����

������1$�� ��� �������.  ��� 5�������� 	��� ��������) 3� �����"

���) �� ���� �����0���� ��� ���� �������) ���� ���0  ����������

���  ���  ���� F ) ���" �����$ � �������1�� � ������H� #�� �$��

�� ��0�� ��������� �������� 7��&S8) �� �  ���� ������ �����$ Hk)

pk  ��������� .� ������ ������� �����0����� !�������  ��� 5����

����  ������$�� �� ����� ������R

U∗∗
M = Ho +H∗ − A

Vm

∑
f

Sfp
∗
f , 7��J&8

J� !������ &� ����������� ����.  �������� �������. ������1) 3�  ��

�� 5������� ������1$�� �� ������� ���������� ����� ������$ F � p�

,��  �� �$��� �������� 5������� U∗
N � �����.��� �������� �������

����� �������) ��� �����$ � H∗) ����$�� ���������������) ��� �)

��� ���� ������� �  ��5��� �����0����� O��� ���������  ���������

�� ����� & �  ������  ��� C+>D) ���  ������ ���������� � ����

��� H) ����2���� �������� ��� ����) ��������  ��� F �  ������

���� ��������  ��� 5�������� + ���� ����� ������1�� ������$  ����

U∗∗∗) p∗∗  ���� ������� ���������

6��� ����������1$�� ���� � ����� �����) ��� ������1$�� �  �����

���� � ���� ���������� 4���)  ��� C+>D ��0��  �������� � ���$5�

����� ����� ���  �������� �� ��  ��)  ��� �����$ �� ������� ��������

���������



QS
?��������� � �� ����2���� ���������� ����� ����"��� �������.����

������$ 7��J%8 � 7��J�8� O��� 	�,? ��0� ��� �� ����� � �������R

AMx
k
M +

∑
N

ANx
k
N = bM , 7��JJ8

�� xkM ; ��������) �  ������������� �������1$��  � ���� ������$��� ��21���

n) �������� � ������$��� ��21���m) ��� ��) 3� ���$ � ��$�� ����$ �m�

	����� 7��JJ8 ��0� ��� ����2����� ������� �������) ��� ��0�� ������

�� ��� ������� �������.R  ���� � ������"�� ������ 4���� �����  ��"����

��� ��������� 	�,- �� �� �������� ��������� 6���� � �����") �������

���� ��� �������� ����2����) �����1 �� ������ ����� ���������) ���

 �� ����� � �������� ������0����� ��������  ���� ����� ���$ ���

 �� ����� ��������� +�����"�� ����� � �$��� �� ���� 1 ��������5�� �

������ ������"��� ������ ����2������ �� ����1�� � �������  ���������

�����0���� �  ��� �� �� ������ ������"��.  ��������  ����3�1�� ����2��

��� �� ��  ��) ���� �� ������1�� �����. �� ���� ������. ������� O���0) ��

������� ���  ����� ������) ������"�� ����� ��������$ ������0����$ ���

����) 3� 1 ��0����� .� ���������) ��� �������1 ��1�� ������  �����

�  ��2�� ��� 2�����

	��� ������ ��������� ����� ������������ ������ ������) 3� ������

���$�� ����������� � ������ ����� ���1 ��$�� ��������� ������ �����

�<� N��$���� ��5� ����� ������$ ���21��� �������1��) 3� ��0� �������

��  ��������� �� ���0���� ������"���� ������ #�� ���) 3��  ��� 5��

����$ ������ ��� ���������� ���� �������  �������) kVXUTZ � w\o�G ��LL�

�� �� ������� ���� ����������. �������. 7aFxFffFa eXffFe`�XG �_ETF_FG`Z`��

XG8 ��� ������������ ������ 9����� � ��� ������ ���$���� ��������� �����

��������1$��) �� �����" � ���"� ����� �<� O� ������ ������������ ����

��) ��� ��� �����1 �<) ��������1$�� ������) ��� �������1$�� � ������)

� ������) 3� ����5�����)  �������$�� � �0����$��" ����) ��� �  ����

������ ������� O���� ����� ����� ���1$�� ��������$�� ����������� �

������ �������

!������� �����1��� �����) ��� �� ���� ��"5���5��� � ���� � ���



Q/
�� �������$��� ���2����) ��0� 5����� ���������$ ����������� ��  ���

5�� ��������) �  ���  ������$ ��������� ���  ����$5� �����������

������"  �����1 ��0�  ����$�� ���0���$) 3� ����$ ����������� �����1��

��� ������ ������������ P� ��������  ������1$�� � �� ����) ���� ����

��� �������� ������ , ��0� ������ P�" ������� ���������� �����1����

������ ������� � ����� � ��0���� �����1���)  ��5�" ������ ����� ���

�� �� �������" mFU`FGU � >`F�xFT ��L'� � �t'& ����� ,��X���� ����� � ���

0���� �����1��� ����X��$�� �� ����� ��"��F�����5�� ������ ����2����

��� 	�I? ������. �Z�����X��) 3� �������$  �� �����$�X�� ����2������

�Z�Z� �F�Z���� �����$���� ���F����3�� ���� ����2����$ ������ ������$

�� ��������� ����� ������") 3� �F  �F��3�1 ����� �F�������� 4�� ����5���

 ��������� �����0���� ����� ������" ����� �������1$��� O���0 �� ����

���� ���������� ����� ������" ����  ���������������� #�� ����������

�����$ � ��" ����� ����������1$�� ������ +pp^ 7+GeX_ETF`F pVXTFUW[

EfFeXGa�`�XGFa pXGj\]Z`F ^fZa�FG`8) ��� ���� � ��0���� �����1��� �  ��

��������������� � � �� ����. ����������. M��������� ���� ����$��

� �����" rZeXoU ��LQ�� #�� ����������� �����$ ����������1$�� ������

i��p^>nIi)  ����������" sZG aFf YXfU` ��LS�� O���0 ����$��" � �� �����

����������� �������� ��0� ��� ���"���� � ��L/)�Lt�� ���������� � ����"

����� ������� ���0 ����������� � ���$��  �5�������� ���������� �����

 ��� ����� ���������" ������ =F`T�o ��'%��

4����������" ������� ���  ���������" �� ����� ������� �������R

������  �� ���� �  ��������"  ���0����) ��������� ����� ����1. �� �����

7T�a�af�sFG eZs�`[8 ��'��)  �� ������ ������ ?�"���$���) � ���0 ������  ��

�������� ���� �� �������� ��������� 7������� ����0�� !������8 ��'&��

O��  ������ ����5�" ���� �������� �����$��� � �����$���� ��5�� ���

����� ������� �$���  ��������� ��������� � ��5�" ��� �&J&��

��( ���	��� �	�	)���� ����	�
 *+�



Qt
4�� ������� ��������� ����� ?�"���$��� 7Re > 10008 ��� ����2������

���������� ����� ���������������$ ��������� @A> 7@Zf]F Aaa[ >�_\TZ`��

XG8� N����� �������� ��� @A> ���� � ��5� �������$����� 	��������$���

� �tQJ ���� ��'J�� :��������$ �� ����. !���������� ��'L�) ������ ���.) ���

���0���� �� ������������$ � �������������$ ����������. ���.) �� ������"

������� ��������� ������� � ��������$  ������� .� ������.  � �������  ���

����$ �� ���) 3� ���������5����  ��$����. ���$ ������� �����$�� ����

�� ��") ��� ���������") � ���������������" 73� �����1$�� � ����0����

��5� ��� ����������� ������������ ����8)  ������� ���� ���0��) 3� ���

�� ���5��� ��0�$ ��� �� �5�� � ������������ K0�) ���������5����

�������) ��� ����$ ���$5� ������ ������.) ����$ ����$ �  ���������

�� � ����0�$ ��� ��������� ����) ���$ ��� ����������� ��� �������$�) �

�" ��� �� ���������5���� ��0�$ ���  ���������� �������� 
� �$���

� ����1$��  ����� @A>�

��� ���������� ���������5���� ���� ��� ���������5����� � @A> ���

��������1$��  �������� ���$����.� P� ���$�����  ��������1 ����� ��

�������������  � ��������) �� �  ������ wI=>) � ����� �����$�� ���0���

������������� ���������"  ���� �� ��21��� ������� K�������  ������

��� ���$����. ����1$�� �����" ������ Δ ; ���������" ���5�� ���0��

��) 5����� ���$��� ���5���) 3�  �����3��$Δ) ����5��$�� � ������$�

��������  ���  ����) � ����� ���5���� ���5�� Δ 7 �������� ���5���

��� >^> ���5���8 �������$���

9����� @A> ���$���� ������  ���� f ������1$�� � ���������5����. �

���������5����� �����R

f = f̄ + f ′ . 7��JL8

O� � ���� 5��� ������1 ���������5���� ������) � ������ ����� ; ���

�������5���� 7��5��� �������)  �������� � ����2������� ���5���8� #��

��������� ���������5����� ��� ���� ��������1$�� � ������ ���$���

��.) ��� �������1$�� ���� ��� �����R

f̄(x) =

∫
V

G(x− x′; Δ)f(x′)dx′ , 7��J'8



S%
�� ����������� ���"���1$��  � ���" ������������" ������ V ) �������G(x−
x′; Δ) ; ���� ���$��) ������ ������� ��� ������� � ��� ����� ����1� 7���

5��� �������) ������� ������1 ������� ������$ ��$�� ��3� x′ �������$��

� ����� x8� 4������ ������1$�� ����� ����������R∫
V

G(x− x′; Δ)dx′ = 1 , 7��JQ8

��� ������1 ������$��"  ������ ��� @A> �� <=>  �� Δ → 0R

lim
Δ→0

f̄(x) = lim
Δ→0

∫
V

G(x− x′; Δ)f(x′)dx′ =

=

∫
V

δ(x− x′)f(x′)dx′ = f(x) , 7��JS8


�"����5� � @A> ���������$�� ���� �� ���$��R

• ���$� :����)  �������� ����� 1 �������$ � ���������"�����$R

G(x− x′; Δ) =

√
6

πΔ2
exp

(
−6(x− x′)2

Δ2

)
; 7��J/8

• ��������" ���$�) ���"  ���� 1 ������������  �  ��������" �����

��R

G(x− x′; Δ) =

{
1
Δ
, if |x− x′| ≤ Δ/2 ,

0 , if |x− x′| > Δ/2 .
7��Jt8

P�" ���$� ��"����5� ����������1$�� � �����������21���� ����

���) �����$�� �����������  ������$��  � ������$��� ��21��� �����

�������21���. ����) �� ������  ���� �����$�� ������������"����

��������� x� P� ������1) 3� ��3� 5����� ���$�� Δ ������ ������

����� ����) ���������� � �����$�� �������� f̄ � f ����$ ������

• ���$� ���21

G(x− x′; Δ) =
sin(kc(x− x′))
kc(x− x′)

, kc =
π

Δ
, 7��L%8

���" � ���21� ������ �������1 ��� ����$��� ����� ��3� �����. ������.

����� kcR

Ĝ(k; Δ) =

{
1 , if k ≤ kc ,

0 , if k > kc ,
7��L�8



S�
�� Ĝ ; ���21������ ������. ���$��) k ; ����$��� �����R

Ĝ(k; Δ) =

∫
V

G(x− x′; Δ)e−ikx′
dx′ . 7��L&8

O���  ����� ���$����. ����1$�� ���� ��� �����R

f̄(k) = Ĝ(k; Δ)f̂(k) , 7��LJ8

�� f̂(k) ; ���21������ ������. f(x)� P�" ���$� �������" ���������

��1$�� � � �����$��� ������) �����$�� "��� ��0�� �����������

�� ������������  ����� � ��� �� �����0�1  ��� ������� ���5���� f̄ )

 ������ �� ���) �� �� �����$ � ����� ��3� ���$���

!�������" ���$� � ���$� :���� �����$ ���0� �����$��) �����$��

���� ���1 �����0��$ ��������. ������� � ����� ���5����) � �" ��� ��

���$� ���21 ����5�1 ��$�� ���5��� ��0�� ������� ��������� ����$��

���� ������ O��� �����0����$��  �������� ������1 ���$5 ������. ������$��.

������� ��� ��� � �� ���$��� �  ��������� � ���$��� ���21� 9����"��)

��0���� ����������� � ��5�� ���$���) �� ������) ���$�� �� �����

9����$�� ������������  �� ������ ���$�� ��0� ��� ���� ��R ���$5

������� ���$�� ���� ����������� ��$��  �� ����������� ����������  ���

������� ������" ��� ���������� ������� ���$��� � ��5�� �� ����� ����

��� �����$� ����������� ��������" ���$� � 5������ ���$�� Δ ����

���� ����� ����� �� �0� �����������$ ��3�) � �$��� �� ���� f̄ = f ) ���

���$����� �����$��) �������) ��  ������$���

4���� �����������  �������� ���$����. �� ������$ 
��21�	���� ����

��1�� ������$������ �������� ����� ��3� 5����� ���$�� Δ ����) �

��0�� ��������  ������ ���������  ������� ��������������� � ���$���

��.� - �$��� �� ���� ������� �������� ���$ ������ ���0�" �� ��������

wI=> R
∂ū

∂t
+∇ · uu = ∇ · ν (∇ū+∇ ūT

)− 1

ρ
∇p̄ , 7��LL8

∇ · ū = 0 . 7��L'8

#���) ���������� �� ��0����  ��������� ���5����

τ = uu− ūū , 7��LQ8



S&
�����1�� �������" ��� ������$ 7��LL8R

∂ū

∂t
+∇ · (ūū) = ∇ · ν (∇ū+∇ ūT

)− 1

ρ
∇p̄− ∇ · τ. 7��LS8

	��� ��������) 3� ���� �������� @A> ������  ������ �� ������$ wI=>)  ���

������ �� ��0���� τ  ���������$ ������ ���5� ������ � ���� �����

�����. ������.) ��0 �� ��0���� ?�"���$��� � wI=>� K0�) �����$ �����

������� ���������� �� ��0��$ �  ������ @A> �� 1 �����$�� ��������

�� �  ������ wI=>�

9 ����������� ����� �����. 7��JL8 �� ����2������� �  �������� ������)

 �������� �� ���� ��0� ���  ���������� � ������� ����������  ���"����

��������)  ������������ ��������� � �tSL ���� ��''�R

τ = L + C + R = (ūū− ūū) +
(
ūu′ + u′ū

)
+ u′u′ . 7��L/8

!�0��" � �$�� ������ ��1 ���1 ������� ��������� 4��5�" ���� ; �� ��0���

�� ��������� K ���1 ���1����� ������� 7����2��������8 ���5����� #����"

���� ; ���5��� �� ��0����� K ���1 ���1����� ��0 ����2��������� �  ���

�������� ���5�����) ���  ������� ������. ��� ���������5����� ����

��� ���������5������ O���" ���� ; �� ��0���� ?�"���$���� K ����$

���1����� ��0  ���������� ���5������

��, �������� ��������� ���	���# -	 ��$	����	�
�����

� ����	�	�. *+�

#��  ��������. �����������. ������������. ������ ���������������$

����� UGZEE[mFqBFUV) 3� �����$ � ������ DEFGHDIB ��LJ�� 4�� �������

�� ����������� ����� ��� �����$� ���� ������������� 5�����  �5�����

��������� ���� � �������� �����) ��� �� ^_UV) ��� oTXeWBFUV) ���" ����

��$ � DEFGHDIB� 4�� ����2������ 0 ���������� ����� � ������������

 ������ @A> ��0������" ���� ������� ���������� �������$�) �����$��

����$�� ������$�� ������$ ���� � .. ����$  ������ ��0� ������ �  ������



SJ
 ������� ������� ���) 3� �����1$��) 1 ��0� ��0����� ��� �������� ���

�������� �����$���� K �5��� ���������  ����� ��������. ���� � �������

������ ����� UGZEE[mFqBFUV� 4�������� �����1$�� pI<������$ ���)

3� �����1$��) ���  ��� �� ���1$�� � >n@ ������� � ���" �����������

��" ������ �����1$�� ������ ��������$�� ����������� ����������$���

����� 4�����  ��� 5���� ����� ����  ������  ������� ��� ������1$�� �

���� ���  2�� ������R

• ���3� ����� ��� ������� ����������� ������� ����) ���  �������

�$  ������� ���) 3� �����1$���

• ���������� �� �������) ��� ��������� ��������� 7���$5� '%� ��21��8

���) 3� �����1$��� 
� �$��� �� � ��0� ����  ��������1 �����

�������  ��������

• ���3� ����� ������� ����) ��� ��0�$ ��������� �����. ������. �����

��) 3� ����1 ���) 3� �����1$��� � ��" ������  ������ ���$5 ����

�����������

•  �������� ���  ����� ���5��� ��� ������� �������  ��������$�� ��

 ������� ���) 3� �����1$��) � ���� ����� �����0�1$�� �������

 ������� ����� ������ ������"��.  ��������  ����3�1$�� ����$

����)  ����5���  ���� ���3���� ���5�� ������� ��  ������� ����

• �������  ������� ���) 3� �����1$��) �����$�� �������� 5��� ����)

3� �������$�� � ����������$��� ������� � ���������  �  ������� ����

P�" ���� �������1 ������� ������������� � ����������$���� ����

 ������  ������� ���) 3� �����1$���

O��������� @A> ���������������$ � ����" �����  �� �������� ��������

��� ��0���� �������� ������ P� ������  ���������� � ?������ '� O���

���� �� ��������1��  �������� ������������ ������� ��1. ������� 6����

������$��� ��21��� ��������������� ���� ����������� ��� J�' ���$"����

��� ���������� ��0���� ���. ��� ����� ������� �� Q ���$"���� ��� �������

��� ���" � / ���$"���� ��� ���������� ��0����� ���������� �������



SL
������. ���� ���� ����� ���� �� ������� %�L ������� ������ 4������

 ������� �����  ���������� S ���3� ���$ �������� ������$ ��� ����� ��

�����.��� ��"���0��� ��������� ��1  ����� ��� ��������  �� �����������

���������� ���"� #�� ����������. ���� ���� ������������� ������$ ��

����� y+ = yuτ/ν 7�� y ; ������$ �� �����) uτ ; ������ 5������$8 ��  ��

����3����� '� P$��� ���� �����$� ���  ��������� �������� �����$���

����������� � ����������� ����������� ��0��� ���.)  ��� �������$�

��� ���) 3��  ������ ���������� ��� ����������� ����� ������

?��������� � �� �����������  ��������� ���5����  �� �����������

���������� ��0����� 4�������� ������) 3� �����������$�� � @A>) ���

�$ ����� � ��$���� � �������� �����������) 3� �����������$�� �

wI=>) � �� ����������) 3� ������1$�� ��1�� ���5� ������ �����

������� � ����� 9���5���� ������ �����$�����. ������ ���.  ������$

�� ����5����  ������� K0�) ����$  ��������  ���� >^> ������ 7������

 ��������� ���5����8 ��0�$ ����� �������$�� �����$��� �����������

���� � @A>  �������� ������ ��0�� ������ �� ���� �� �������.R

• ,������.��� ������� ����������� ����1$�� ��  �� �3����) 3� �����

>^> �� ��0��$ ��1 �����$��" ����"��" ��2���� � ������� 5�������"

���������. ����2�������� ���5����� !��������  �������� �������.�

���. ������ ����1$�� �����$ 	��������$���� ��'J�) ��� 1  ���������

�������� �������.���. ������ 5���� ���5������ 4������ ��� ����

���$ ?�"���$���� 4���) �� ������� ��� ���������. �2������)  �����

���� �2�����$) �� ���� �� � �������� ������� ����0�$ �� ��5� ���

����������� ���. 7��� ���� ������ 5�������" ���������"8 ���

� ��� ������� ���$�� Δ� �����$ 	��������$���� �����1$�� �� � ���

3�����  �� �3�����) 3� ���������5���� ��� ����� �������$�� �

���������) ��� ���$  ������������������") ����� ��" � ��������

��������" ��� ����) � ��� ��������� ���� ��� ��� ���� ����2����

����� ���5���� �������  ������ ���� �1� O��� � ��3���� 7����� �

���� ���0� � ������������ !����������8 ��������$  �� ����) 3�

 �������� �2�����$ �������1$�� �������� ��������� 5������� �����



S'
 ���. ������. �����������) 3�  �� ���1 �� ������� ��21���

• #����������$�� ������� 4�� �3���� ��������� ���������5����� ����

 ���� ����$ �����$ 	��������$���� �������$� �������� � ��

�����) �� �� ����� ���� �� ������1$��� 4��������� ���� ���" 1

���$�� ������ 5���) ���.) 3� ����������$ � �����  ��1������$)  ���

��0��� 5���� #�� ����2������ ����  ������ ��������� ������� �

�����$ � ��� �����. ������� ���.) ��� ��������� ��������  ����

������� ���  ��������� ����������� ������������ 
�"���$5  ���

��� �����������$��� ������� 1 �����$ � ����� �����������$���

���������� O��� W������$) 3� 1 �����������$��� ������� � �����

���������) ��� ���������������$  �� ����������� � ����" �����) ���

�� ����$�� � ����� ��0���

• ������ ����$��� ���5���� � ���5��� ������� ������)  ��������� ��

����� ��. �������. �2������) ����� � ������ �����$��" ���� �����"

����  ��������� ���5����)  ��� ����  ����� � ����$ ��������.

��0 ������� 5�������" ���������" ������� ���5���� � �������

 ��������� �� ��0��$� ���� ���0 �� ��������$ ��������  �������

������. ��� ���������5����� ��� ���� �� ���������5����� �) �0�)

��� ����0�� �������� ��� �� ��� ������ ������1�� K������ ����) ��

���" ����1$�� �����$ ����$��� ���5����)  �����1 � ���) 3� ��"�

���5� ����2������� ������ ������� O(Δ) ���1�����$ �  ����������

��������  ������ �� ���) �� ���$5� ������ ���1�����$ � ��������

������� O(Δ) ��'Q�� +�5��� �������) ��� ������  ���������$ �����

����� �����"��  �������� ��� ��"���5�� ����2�������� ���5����

�� ������� >^> ���5����� 
�"���$5�  �������� ���5��� ��0�$

��� ������� 5����� ���$����. >^> 5�������� K����$�� ��� ����

�� ��������1$�� ������� ���� ���1� ������.) ���� �������" �������

����1$�� � ���������. � ������) 3� ����1$�� �� ����� ��. �������.

�2�������

• #�������� ������� P�"  ����� � ��5� ��� �� �� �������" ^Ff_ZGX F`



SQ
ZT� ��'S�� ��� ��0� ��� ����������" �� ���$����. � �����. ��3� �����

��� ���� ����  �����1 � ���) 3� �������1�� >^> ������ ��������$��

��������� � �����$�� ��������$) � �� �����$�� Z Ef�Xf� �� � ������

	��������$����� +��� ���������.  �������� ����1$�� ��  �� �3����

������������ ���) �� ����� �����$�� ������ ����$��� ���5����)

��� ��  �� �3����  �� ���0�" ������� ����� ������� ����2������

��� ���5���� � �������  ���������� ���5���� O���� �����) �2�����

1$�� ��0�����$ ������ �������1�  �� ����"���� �� ����2��������

�������

� ����" ����� ��  ��"���� ��5���� ������������� �����������$��

�����$ � ����� ���������� O���" ����� ��� ���������" ���� ���� ����

���������� 4�� ��5�) �� �����$ ���� �� �������� � �������� �� �������

���� � ����� ��'/�  �� ������0���� ���������. ���. � ������� ����  �������

����5� �����$��� 4�������) ������ � ����� �����������$��� ���������

���$  ������� ��� �������.����� ��������) �����$�� ���� ��������$ ���

�������0�� ����� � ���$ ������0�� �������� ��� >^> 5�������"  ��

���������� ����$5���� ��� 2������ ����� P� ��1 ���$5� �����$) ����

����� � �������� ������ N��� ���0 ����5��� �� ������������� �������

���  ��������) �����$�� ������) 3� ��������� �����$ ��1 ��0� �������

� �� ���� �������$�. ������$��. ������� ���� �  ���������" ������)

�����$��  �� �3����  �������� ��0 ������� ���5����� ��  �����$  ��

����� ������ � ���� ��� 0�  ����� ��������� ������  �����  �����$ �

������� � �������$�� ������$��� �������  ������ ������� 5����� K0�)

��������� ������  ������ ������������� ��0� �����0�� � ����������

�������) �� ���������� �����$�. ������$��. ������� ���� �  ��������

��" ������ ������1 ���$���� ����$5���� ������������� ��������� 4����1)

� ����� ��'t� ����  ��������  ��������� ��������. ������ 	��������$����)

���������. ������ ^Ff_ZGX F` ZT ��'S� � ����������� .. ����������. @�TT[ ��Q%�

� �����������$��. W������� � ����� ���������) �� �� �������. �XUV�|ZcZ �

mXf�\`� ��Q��� � ��'t�  ��������� ��� ������"  ���������� �� ������ ������

��� ���������� ��������) � �����$��  �����������$ � ��� ��������$�



SS
���� ������� ,����  ��"5�� �� ��������) 3� �����������$�� W������$

�XUV�|ZcZ � mXf�\`�  ������� ��"���3� �����$���

?��������� ����$��5� W������$) �� ���������� � DEFGHDIB) ��� ���

�������������$ � ����" ������ N��$5��$ ������" � ����� �����������$�

��� ��������� ���0 ������$�� �� ����� ��. �������. �2������) ��� �����

���$ ��������  ���������� ��� �����. ��������  ��������� ���5����) ���

���. ����0�$ ������� �2�����$� � W������� ���� ��������� 1 ��������

�������  ��������� ���5����� ���� �������1$�� ���� ��� �����R

k =
1

2
tr(τ) =

1

2
tr (uu− ūū) . 7��Lt8

4�������� �� ��0���� τ �������$�� �� ����) �� � � ������ 	��������

�$����) �� ������  �� �3����  �� ����"�� ����0���$ ������  ��������� ���

 ��0��$ ��� ������ 5�������" ���������. ����2�������� ���5����) ���

 �� �3���� ������������ �� ���� N��������� �  ������ wI=> R

τ − 1

3
tr(τ)I = τ − 2

3
kI =

= −νsgs
(∇ū+∇ ūT

)
= −2νsgsS̄ , 7��'%8

�� S̄ ; ����� 5�������" ���������. ����2�������� ���5�����

9 ������$ 7���8) 7��LS8 � ����������� 7��'%8) � ���0 � ����������� � ���

3������  �� �3����  �� ����� �� >^> ���5���� �����1�� ��������  ��

��������� ��� ��������. ������.  ��������� ���5���� R

∂k

∂t
+∇ · (kū) = ∇ · ((ν + νsgs)∇k)− ε+ 2νsgsS̄

2 , 7��'�8

�� ������� �2�����$ νsgs � ���� ���� ε ��������$�� ���� ��� �����

νsgs = Ckk
1/2Δ , 7��'&8

ε = Cεk
3/2/Δ . 7��'J8

N��$5 ����$�� ����������) 3� �����$�� ��������� ������$ ��1. ���

����) ��0�$ ��� ���"���� � ����� ��Q��� ,���� ��������� �� �����$ �

���������� .. ��� �����$���� ������0���� ���������. ���. � ������ ��Q&��



S/
4����5� � ����� ��'t� ����  ��������  ��������� ��������. ������ 	�����

����$����) ���������. ������ ^Ff_ZGX F` ZT ��'S� � ����������� .. �������

����. @�TT[ ��Q%� � �����������$��. W������� � ����� ��������� �XUV�|ZcZ �

mXf�\`� ��Q��� 4��������� ��� ������"  ���������� �� ������ �������� ����

������� ��������� ?����$��) ������� � ������������  ������������

������")  ������������ � ��� ��������$���� ������� ,���� ��"5�� ���

������) 3� �����������$�� W������$ �XUV�|ZcZ � mXf�\`�  ������� ��"���3�

�����$���

#�� �����������. ������$ @A> ���������������$  ������� � ���� ����

��) � ����� ��3�) 3� �  ��  ������ <=>� K����) ����� ���������$  �����1

� ���) 3� � ����������� ��0��� ���. �� ��0�� ������������� nY<

����� ��� �����������. ����������� ������) �����$�� ����0����  ����

��0� ����������������  ��$����.� - �$��� �� ���� ���� �������������

�����"�� ������$������������ ������ , � �� ���� ���������� ����"����

����������� ����5���� ����� !������ �������) ��  �����1  ������)  ��

����������� ��������. @A> ����� !����� ��  ������  �����3���� %�J�

4�� ����������� W������� � ����� ��������� ��������� ���0 �������

����� �������� ����� ��� W� ?�� ���� ��������. ������. k �������" ��1

��������  ������ ����� ��'/�� O��� �������� ����� �� ����� ����0�$ ���

����� ���� �  ���������" ������� 9����� ��'/�)  �� y+ > 20 �������1$��

����� 
�"���� ∂k/∂y = 0)  �� y+ ≤ 20 ; ����� #������ k = 0� K����$�

�� � ��5��� �� ����  �� Re = 104 �������� y+ ��  �����3����� ') ��

���������� ����� #������ ��  ������� ���) 3� �����1$���

��/ "	��������� ����$�

�������) ��������"  ����� @A> �� ������1 ����������� �����. ������

K����)  �� ������� ��� �����������  ���������� ���") ��� � �� ����

@A> �0 �� ������ �����) ����������$�� ����� �������$��  ����������

�� � ������� <=>� � ��QJ�  ���������� ������ ����������$��� ��������)



St
���������� ��� ���������� �������� � ����� �����$���� ����� �� ������

���� � ������������ ���� ������� ������ ���������� ���������� ���")

 �������� ��� �� ���� ������� ������) 3� �����$�� �� �����������  �

?�"���$��� ��������� 
��21�	���� 7wI=>8 � ����������  ������ ���$���

��� �� ������ ������ <=>� ,���� �����0��$) 3� �� ��� 2���� �  ���

��������� � ������ � ��� ���������� � ������  ������ <=> ������1

'%%% ������ , ����� � ������  ������ @A> ��� �����������  ����������

�� ����������� �������$��  ��������� � ������� <=>�

� ��5 ��� � ������  ������ @A> ����1 ������ ���$���$ ������ ������

����������� �����. ������ N��$5��$ ������"  ��������$ ������ �� ���

0���� �� ������ M��� 1 ������) ��� �������$�� ���������� ����� �������

���������  ���������. ���.) �� ������) �������$  �������� �2�����$�

� ����" ����� �� ��  ������1�� �� ��������" � ����� ��" ����� ��������

������)  ���  �������1�� �������  �������

• ?������0�� ������� K�������  �� �3����� �$��� ����� ������"  ���

�������� ���" ����1$��  �� �3����) 3� �� ��0���� �  ����0����

�� 5��� �������$�� � ���� ���������� P� ������1) 3�  �����$ 5����

���� 1 ���������$���) ��� ����� ����0�$ ��� ����� ?�"���$���) �

������1$�� �����$�� ��������� ������. ����������  ��$����") ���

5������$ ��������. ����������� ��������0�1$�� 5������� �2���

��. ���� ���.� � �$��� �� ���� ��1$�� �� �����) 3� ������������"

����� ����� ��1 ���� �  ���������" ������� �������) �� ������ ������

���$ ������ �� ��0���� �� �����) �� ������� �����$���� ��������

5������� � ���� ���� ��"���0��. �� ������ #���� ������ �����

 ��  ������� �$��� ����� ������"  ���������. ���.R �����$ #������

��) �����$ >eV\_ZGG � ^fX`|oZeV) � ���0 ..  ����$5� �������������)

3� ��������$ ���������  ������ �����  ������ ������ 7�����$

�� ���3�����8) � ��� 5������� ���� ������ � �� ����� ��� ��� ��

����� 7�����$ � �������8) �����$�� � ��1�� ������) 3� �������$

����������� ������ ����� �����$��  �  ������ � �� ������ 6�����)

3� �������$�� ��� ������ ������") �� �������1�� �� ��������� ���



/%
�� ��QL)�Q'��

• #��5����� ������ 7n@B8� K������ ���� ���5�������  ������  �����1 �

�����0������ ����) 3� �������$�� � ���������  ���� ��� ������5�.

����) ��� �������$�� �  ���������" ������) 3� ������1$��  ��5��

���� 
�  ��5��� ���������$�� � ��3��� ��������  ���������� � ���

����) 3� ����5�1 ��� ����������� 	������� �������� @A> ����2�����

$�� �� �����" ����) ������������� ������ �� ��0���� �� �����) 3�

�����$�� �������) � ����� ��������� ����� 
� ��0����  �������

���$�� 5����� ����������� � ��3���� ������$  ����0����� 5���

�� ����$��" ����) ����5�����"  ������ ������ P� �������� ���$

������ ��QL)�Q'�R

∂ūi
∂t

+∇ · (ūiū) = −∂p̄
∂x i

+
∂

∂y

[
(ν + νt)

∂ūi
∂y

]
, 7��'L8

ū2 = −
∫ y

0

(
∂ū1
∂x

+
∂ū3
∂z

)
, i = 1, 3, 7��''8

�� x ; �� ���  ����) y � �� ��� ������� �� ����� z � ���" ���

 ���� O���� �����) �����$ ����������1 5������� � �����1�� ����

� ����2���� @A> �  �����1 ������ �� ��0���� �� ������ K������ ����

������$ ��0 ��������� ���5������� ��������  �����1 � ���) ��

���� �������$ ������� �2�����$ �  ��5���� 
�" ����5��  �������)

"�������) ����1$�� �����$ 5���� ���5������ ��QQ�R

νt = (kyw)
2D(yw)|S| , 7��'Q8

�� k ;  ���"�� !������) yw ; ������$ �� �����) S ; �����$��" �����

5�������" ���������.) D ; ��� �����$�� �������) ��� ����� ���1

������� ����0���  �������� νt � �2������ 5���� - ��" ����� �������

���������$ ��� �����$�� ������. ��� #��"�� 7YZG <f�FU`8 ��QQ��

• ����������� ���21������ ������� 7<A>8� - �$��� ������� ����0����

�� ������ 3�  �� ����  ����� �� �������� ���������� ���"  ������

������ P�  �����)  �� ����� ����������� ����������� �  ����0��

���� 5��� �������1$�� �� �� ������ �������������� wI=>� , ������



/�
@A> ��������1$�� � �������" ������ ���.� #��  ������ <A> >EZTZf`

� ITT_ZfZU �� �� ������� ���� �����$ �������. �2������ ��QS��

	��� ��������) 3� � ��'/� �� ������  �� ���� � ������  ���������$  ��

�������� ����$��  �������R �8 ��� ����������� �����) &8 �����$ YZG <f�FU`)

J8 �����$ �XTxUV`F�G) L8 �������� >EZTZf` � ITT_ZfZU <A> �����$� N���  ��

������) 3� ��$�� YZG <f�FU` � �XTxUV`F�G  �������  ��"���� �����$��� -

����" ����� ���������������� ��� �����$�� ������. YZG <f�FU`�

��0 ������1�$�2�� ���	���

O��������� ��0��� ���.  ���������$ ����� ��  ���� �� ������"

5��) ��� ���0 �������$  �������� ��������� ������� �������) 3�

�����������$ � ����� K����$�� ��������� ������� ���� ��$ �������

 ����$��5� �� �����������)  �����$�� ������������ ���� �������� ����

���  ��������1 ��"���$5�" ������  �� ������0���� ���������� ��0��

��� ���.� K���� 5����� ��������������� ���������� ������� � � ����  ��

����� � ��������� ��0���� � ��� ��0�� ���"� � ����� ��Q/� ��� � ���$5

�������� ������ ��Qt)�S%�� !�����  �������1�� ������� �����R

• ���� �����$��� ��������� ����� K����$�� �� ����������" ������

��$��" ��21� ��������� ������ ��1 ���������� ����) ����  ������ �����

����0�����$ ��������� ���� �����0 ��� ��������� - ����� ��S��

����  �������) 3� ��" ���� ��0�  ������ ������� ������� � ���

���������  ����0����� 5���� K����) ��� �� 1 ����"���� � ��Q/� ����

 ������� �����$�� ��0����)  �� ���� ������" �������� ����  �����

����  ������  �������$ ��������

• ���� ����" ������ ����. ����� ��0�$ ��� ���������� ��� ���

�������� ������� �� �����) 3� ����  ���������$ ����� �������

��� � ����$�� ����. ��S&�� � ��SJ� ���� ������� ���� ������������� ����"

����� �c�Ga�G] ZG]TF�) ���  ���������� ����� ��  ������ �������



/&
����. �����  �� ���� �����0 ��.� N��� ���0 �� �� �������  ������)

 ��2����� � ����������� �������� ����" ����� ��SL�� � ��S'� ���� ���

 �5�����" �� ���������  ���� :������" ������� �$��� �����  ����

��1 � ���) 3� ��� �� ��1 ������������ ��������  ���������� :�������

K0�) ����� ��0� ��� ���������" � ����" ��������$��" ������ ������

��) ��� �� ���������" � ��5�") 3� ����1$�� � ������ 5�������� 
�

 ������ �� ������1) 3� ��" ���� ��0� �� �������� ����� ������)

3� �����$�� � ������� 5���������) � ��������  ������ �� �����

���  �� ������0���� ���������. ���.) �� ����1 ������ �������) ���

 �������$�� �� ������ 5���������

• ���� �������� ������������ K��� � ��"����5� ���������������

������ ���������� ���������� �������� ������  �����1 � ������

����� ������ ����������� 7����) �� ������) ��SQ;�St�8� P�" ���� ���

�� �5�� ����������" ��� ���������� ���$� �������� ����� � �� ��"

����� ������� ���� Y�&&� O���0 ��" ���� ������� ��������������

�� � ������� � ���$���� ��������  ������� 4��� ���  ����� �����

�����" � ������� �  ����������� �������� ������) �����$�� ��� ��

��0� �������� �����) ���� ����������$ � ���.) 3� ��������� ������)

� ����������$ ��������� ������ ���$  ��������� ���������

• D������ - ����� ��/%� ���� �� �� ������� ������������ ������ ���

���$��� ����� ����" �����) 3� �������$ � ���������" ���.) ��

������ ���������� ������� ������$ ������ �����1�� 5������� ∇u�

,���� ��"5�� ��������) 3� ���� ������ �������1$�� �� �����$ �

����� ��� �������� �������� ���������� ������ ∇u� � �$��� ���

 ���� ��1�� ����. �����) 3� ��� ������$ 5������� ∇u) �������

��� ���$ ����� � ������ M������������ ��������) �������� ����

�� 1 ������ ����� ������ u) ����� ��� ��� ������� ������) ��3�

����������� �$��� �������� D > 0�

• Q������ ����) �� �� �������" � ����� ��/��) �������1 ����� ��

�����$) � ���" �����" �������� Q ������ ∇u ���$5� ����� #����



/J
���� ������1$��) 3�� ��� ��������� ������ ��� ���5� �� ��� �

������) 3� ����1 ������ P�" ������" 7Q > 08 1 ���$5 ������) ��0

 � ������" 7D > 08� K0�) ��� ������ ���.) � ���� �������$��1$��

��" ������") �������$�����$ �  � �����$����

• λ2������ P�" ���� ��� �� �� �������" � ����� ��Q/�� �������) ���

���0 ����1$�� �� ����0���� 3� ������ ����$ �����$�� ��������

����)  ��� �������1 �� ����) ���� �����$�� �������� ���� �������

�$ �� ��������� ��������� 9����� � ��� ������ ���� ������ ������

��1$�� �� ��2����� �����$ � ����� ���21����� �������� ����������

������ S2 + Ω2) �� S � Ω ; ��������� � ������������ ������

������ ∇u) ��� ������� K����$�� ���������" ����� ������� �����

��1 �� ��"��� ������ ��������) � ����� �������1$�� ������ �������

�������� �����) � ���� λ2 < 0�

?��������� ����$��5� ������ �� �����) 3� �����$�� �� ������0����

������ ∇u) �����$�� ���� �� ����� ���������������� � ��" ������ � ��/%�

�����  ������ �����$�� ������������ ��1��� ����" �����) �����������

���� � ����� �����. �������$��. ���� � ������ ��������) 3� �� �����1�

$�� � ����1$�� ����� � ��1� �������$��� ������ ?���������� 5������$

� ��� O�"���� u(x) = ∇u(x0)x) ����0�� �����) 3� � �����$���� �� ���

�� ������� ���. � ����� �������$��. ���� �������1$�� ����"��� ������

�����������) ��� ������� ∇u� 4�� �$���) ��3� ��� �� ������ ����� ∇u

��"���) � ���� �����$�� ���� 1 ������������ � �����������  � �$�� ���

 �����) ��� � �������� ��� ���� ���������1$�� �� ������������������

��3� 0 ��� ������ �������� �����$�� ��� ������ � ��0�����) � ��� ��

��� 1 ��� ����) ��� ��"��"�����"��" ����� ����0�� ��� �������� ��$���

7��"�����8 �������� ������ O���� �����) ����� �������1$�� �� �����$) �

���" ��� ������ ����� ������ ∇u 1 ��� ������ � ��0������

������ ����� ������ ∇u �������$���$ ��������������� ��������

λ3 − Pλ2 +Qλ−R = 0 , 7��'S8



/L
�� P ) Q) R ; �� ��������� ������ ∇u) ��������� ���� ��� �����R

P = tr(∇u) = ∇ · u = 0 , 7��'/8

Q =
1

2

(
(tr(∇u))2 − tr

(
(∇u)2

))
=

=
1

2

(‖Ω‖2 − ‖S‖2) , 7��'t8

R = det(∇u) . 7��Q%8

O�) �� � ����5�) S � Ω �������$ ��������� � ������������ ������

������ ∇u) � ‖Ω‖ � ‖S‖ �������$ ����� ��� �������R ‖Ω‖2 = tr(Ω · ΩT ))

‖S‖2 = tr(S · ST )� 9����� � �������� !������ �������� 7��'S8 ��1 ����

��"���" � ��� ��� ������ � ��0���� ������) ��3�

D =

(
Q

3

)3

+

(
R

2

)2

> 0 . 7��Q�8

O���� �����) ��������$ 7��Q�8 � �������1 ������ P�" ���� �����������.

������� �������" ��3� �� D������ ��� ���  ����������" � ����� ��/%��

4������ ����������� �$��� ����� �����������. ������� ��0�� ���"�

� ��tS�) �� ������0������$ ���� 	���� � ����������� ��������� <����� ���

����������" ��� ���������� � �����������. ������ �������) 3� �������$

 ������ ������������ ������� ���� ���������

9 ��������� 7��Q�8 �� ����1) 3� Q����� ������1 ���$5 ����� �����

7Q > 08) ��0 D����� 7D > 08� P�" ��� ��1 ��������  ��������� 4��5�"

����  ����. ������ 7��'t8 ��� �����1 �� �������� ������������ �������

��21��) � �����" ���� ; �� "��� ����������������������� O���� �����)

��3�D����� ������1 ��5� �������� �����$���� �������� � ����" ������)

� Q����� ������1) 3�� �������� ���������� ��� �������������

�� �0� ����������� ��3�) λ2�����  ��������1 �����  ����3���" ���

�� �����$��� ��������� ���� ��Q/�� ��3� ���� � ����� �����1�� ���

 �������� ������$ ���� 7���8 �  ��� �������� "��� �� ��������� � ����

��������� ������) ������5� ���� ����� ��� ��������) � �������� �

������������� �������  ��������1 ����� ��������  ���������� �����



/'
�������) � ��������� ������) 3� ����5�����) ��1 ������

DS

Dt
+ Ω2 + S2 − ν∇2S = −1

ρ
∇∇p . 7��Q&8

K����$�� S ; ����� 5�������" ���������.) �  ��5�" ���� ����. ������

7��Q&8  ��������1 ������������ ����������������������) ��� ��0�$ ���

���������  ���� �����$���� �������� ����) ��  ��2������� � ���������

������������ ������� ��21��� K�����" ���� ����. ������  ��������1 �2���

�� �����) ��� ���0 �����$ ����� �  ��� ����) ��  ��2�����" � ��������

4����3���� ����� �����$��� ��������� ����  �����1 ���� � ����������

� �������� ��� ���� ������� O��� ��1�� ��������R

Ω2 + S2 = −1

ρ
∇∇p∗ . 7��QJ8

4���� ������ �$��� �������� 1 �������� ��������. ������. p∗� ������) 3�

������� ���� 7∇p∗ = 08 1 �����$��� ��������� p) ��3� ������ ������ ���

�������" � ��" ����� 9��������) 3� �����$�� Ω2+S2 ; ���������" �����)

"��� ������ ����� ��"��� � ��0�$ ��� � ���������� λ1 ≥ λ2 ≥ λ3� O� ��

��������) 3� �����$�� �������� p∗ � �����������  ������ ��������$��

������) 3� ��� �� ������� ����� ������ Ω2 +S2 �������� 7λi < 08� K����)

��3� �� 5���1�� �����$�� �������� ���� �� �����"  ��3���) � �����$�

�������) 3�� ��� ������� ����� ���� ���5� ����� 9����� �����1) 3� ����

������ �������1$�� ������ λ2 < 0�

4�������� � ����� ��Q/� ����$��  ��������� ������ ������ ����������

��. �������  �������  ������� Q������ � λ2������ ��� ������ ��������

����������� � D�������� �� ���� ������� ��3�) ���� �����������  �����

 ����1 �  ���������� ������� 5����) �� ������ �������� ������ ��������

���� ��������� �����$��� ������ � �� ��������$ ��������  ���0����

�������� D����� �� ��1  ������� ��������� � ������� 5����� 4���) ���

��������� �������1  �������$ ������� � ������ �������  ������ ���

���0 ��0�  ����0���� 5��  ������ ����� �  �������� ������� ���

��� ���5����  �� ��������� ������������ 9 ��1.  ������ � ����" �����

�� ����������1�� ��� �����������. ������� λ2� � Q�������

�������� ������� ����$��  ���������� ��������� � ��5�" ��� �&&S��



/Q

��3 ������1�$�2�� �����1�%�


4�� ����2������ ����� ������������� � ����$���� � ������ ���" �������

������$�� ������������ ��� � ���������. ������  �������$� P�  �������

�������� ���� �������1$�� � ������� � ����������  �����5�������� 9��

���� �����������. � �����������. �����.  ������� �������� ������ �����0��

�����  ������� ������� ���� �����5������ ����� 7������"��8� 4�������

������  ��������� ����1$��  ����$5�" ������� � ��� 2����� �� ������

���� ����$ �����) �����$��� � ��"��� ������ �����$��. �������������

��� � ��� ���. ���� �����) ���������� ������� �  �������" ����� ����

 �������� �������� O���0 �� ������1�� � � ���1�� �����) ��������� ���

�����������. ���� ���������. �������$��.  ��������

O���.) ��� �� ������0�1�� � ��" �����) ����0�$ �� ������������ ���"�

K����) �����$�� ������) ��� �� �������1��)  ������ ���0 ��� ��5����

�������5�� ������$) � ���� ������"�  ����1$�� ������� �����������)  ��

�� ��1������� � ��������� 	���������� ���. ���������$�� �������� �����

����������� ������"��)  ���0���� ����� �������1$�� �  ������ ����2����

��� ������ ��L��� O��� �� ������) ��������������� ��� � ��� ��������)

 ���2�����$�� �������� ������) ��� ��

• ��0�����$  ����������� ������"�� �� ��������" ����)

• �����0������ ���� ������"�� � ����)

• ����������� ������"��� ���� �� ���$��"  ��������

+������ ����� ����2������ ����� �  ��������� ������� ����� � ���������

��� �������$����  ��������� ��0�� ����� �������� �� ��� �������.R

�G`FfxZeF `fZeW�G] � �G`FfxZeF eZE`\f�G]) ��� ��0���� �� ������"��� � ���

�� ����� ������"��� O���0 ��0���� �������� �� ����� �� �� �������

��� � ��L��R

• O������  �������$ 7>\fxZeF nfZeW�G] BF`VXaU8� +�����"� �����0�1�



/S
$�� ��� �� �� ������ ������. �����) ��� �� �� ������ ������ ����

�����) ����5������ ��  ��������

• ?����� 	��� 7BXs�G] BFUV BF`VXaU8� ?����������� ����  �1���1$��

� �����0������ ������"���� K����$�� � �����  ���0���� ������"�

�� �����1$��) ��" ���� ������  ������ ���������� �� ����������

������������� ������

• K�21���" ������ 7YXT\_F nfZeW�G] BF`VXaU8� +�����"� �� �������1�

$��) �� ������ ������ 9����$ �$��� ������ � � &  �������$�� �������

��� ����������) ���" 1 ��21���� ����� ������ � � �$��� ������$�

���� ��21�� ������������. ������� 6��� �������������" � ��������

������ YDH ���� ����0�$ ��" ��� ��

?������ ��& ��1 ���������  ����������� ��� ������� -  ��5��� �� ����

������"�  ����������" ������� ��������) ��� ���� �����0�1$�� � ���

���� �������� - ������� �� ���� ����. ������������. ����  �1����$�� �

�����0������ ������"���� -  ����$5���  ��������1$��) 3� �����������

�� ���� �������1$�� � ����1$�� ����� � ������"���� - ��$��� �� ����

������  � ���1 ������ ������"��  �������$�� ������������ ���������

���  �������� ���������) 3� �� ���$ �����

#��� ����$��5�" � �� �������� ������  ����������� ������"��� ?���

������� � �����  ��������� ������ - �$��� ����� ������ ������"�  ��

�����1$�� � �����$���� ���������� ������� 4���0���� ������"�� ��0

��������� �������1$�� �����0��� 5����� ���� �����.� #�� �$��� ������

��" ����������1$�� �������� ���������$�� ���� ������ ��/&�� #�  ������

�$���  ������ �������$�� ���� �� "��� ����������R ����� ��� ������"��

����5��$�� �������) �����$�� ����� ������"�� �������1$�� ��������1�

��������� P�" ���� ���0 ����� � ��3�1 ������ ���������� �������� ���

����"�� �) �0�) ����� ����  ����������� ���������� +����$ ����� �����

������������ ������"��� ?��������� .� ����$��5�

• O���� �� ������"��� <ZT[ ��/L�  �������� ����) 3� �������1 ����

�����0���� ������"� 5����� ����5������ �� ��� ��2������  �����



//

; A

-

?��� ��&R 	��������  ����������� ������ ����2������ ����� � ��0���

�������

��� �������� � �������$��� ����) 3� �� ���$ ���� � �� � �����$

��  ���� ?�� �������� �����0�1$�� � ������ ������0�����  �������

#� ��������� ����� ����� ��0�� ������� "��� �������$ �� �������

��0 ���������� !��� � �����$�� �������. ������� ��������$�� ����

��� ������ �� ������ �������) ������$�� ������$) � ���� �������1�

$�� ������"�) ���$�� ����5�1$��� #���� ������� ������"�� �������)

������$�� � �� ��0�$ ��� � ����� � ������������ ��5� �������

�� ������ ��������� 
�� ���)  �� ��0� ���$���� ����0���� ��������)

�����$�� ��������.  ���� ��0�$  ������ �� ���$���� ����3����

�����$��. �������� ������"�� �) �� ��������) �� ���$���� ����3����

����  ����������� ������ K0�)  �� �� ��������. �$��� ����� ���

�������  ��������� ��0�����$ ����������� ��������� � ���������



/t
��������� O���0 ���� ��������) 3� ����� �����.  ����������� � ��2����

���� �������� ��" ���� �������1 ����0���� �� ���������� ��������

�  ��� ��1����$ ������"��� !��� ���) � ����������� �� ���� �����

�� ���$�� ��������1$��) �����$�� ������"� �0�  ��������1$�� ��

������� ���������  ����.) �  ������� �������� �  ������ ��/'��

• ������� ������ =�eVXTU � m�f` ��/Q� ���5����� ���. � ������� ��3� ���

���) ��2����5� ������� �� ������"�� � ������ �������  ��3�����

O���  ���0���� ������"�� �������1$�� ������) ��� �������� ���

���.������$ ���� ������"�� �� ������.  ��3���� 
� ������� ��J

���� ���������  ����������� ����� ��� ���������� ������"����

#�� �������� ������"���) �� ������)  ������� ��� �� ��� ���$���

5��) ������� ��0�� ��������� ��� ������. ����) � �� ���  ��3����

:������� ����0����� �$��� ����� ����1$�� �" ���) 3� ��0��

��������� ����1 ��$�� ���� ���� �� ������"��� K0�) ����0����

� ���� �� ����) ���� ��������� ��1 ������������) ��  ������� ��

������� ��J �� #�  ������ ����� ���� ������� "��� ���������$  ��

��� 2�����" ���������.� =�eVXTU � m�f` ��/Q� ���������� ��" ���� ���

���������� �� ���������"  ��������" ���� ���������� ����$  ��

�����  ���5���� � ��/S� ����� ���������� ��" ���� ��� ����������

����������� ������"�� ����$ ����. �� ������

• ���� ������� � ��//� �  ��� ��/t� ���� �� �� ������� ����� � ���"

������������" ������ �� ������� �������) ������ �� ������� �������

9������� ������. � ��0��" ���� �������1$�� �� ��"����5� ������$

��� ��1. ���� �� ������"�� ��t%�� O���� �����) ������"� �������1�

$�� �� ������ ����) � ���� ������� ������1 ���$���� ������$� #��

���) 3�� ��������� ������) ����5�����  � ����� ������ ��� �����

��"��) ��� ����1. � ��� ������� �� ������"�� ���� ��������� �� ������

������ ��������� ���� ����� ������� ������ 1 ��������) �����"����

��� � ����$���� ��������) ���  �����3�1$�� � ������������" ������

����� � ��������� #�� ���������� �$��� ����������  ��� ����2���1�



t%

; A

?��� ��JR ���� ������. �����R � ; ���������� ��������� ������� �����)

� ; ������������ ��������� �������

$�� ��� ������ �������� ��������  �����������

• ����� ���������. ������������. ����� P� ����� ������$�� ��

 ���2����  �������$ ������������. ���� �� ������"��� P� ����� ���

���� ����������$ � �����0 ������� �������$� #���$��" � �� ���

 ��������. ��� ������ ���� � ��L��� :������ .� ����.����  �����1

� ���) 3� ���� ��������$ �������  ������� ������� �� �������

������� ����� O���0  ����������$ ������ ��������� ��) 3� ����

��������$ ������� � ���� �������� ����� �� ������"��� :������"

�������  �����1 � ���) 3� �� ����� �� ������  �� ���$��� ������

������ ������"��) �����$�� �� ���� �� ���$���� � �������� ������

�������. �����

4���"���� �� �������� ��21���� ������� � ������ ��� ������ �����

��  �������$��  � ������ ���� ��� ������"��� K����$�� ����  ���0����

������"�� �������� � ��0��" ����� ����)  ������ ������������� � ��

����$�� ������ ��� ���� ����� ����� ����������� ������"��� O��� ������

 ������ ����������� �� ������ �������� ����2�������

• 6������ � ������� mZfTXc � �FTeV ��JL� �� �� ������� BIp 7_ZfWFf

ZGa eFTT8 ����) ������ � ���� ���������  ������� ������� 7�������8)



t�
��� �����0��$��  � ��21��) ��"����� ������� � ���$���  ���������

!������ ����) 3� �� ����$ ��������) ���0��$��  ���0����� !�����

��) 3� ����$ ������� � ��0�$  � �������� �  ���0�$�� ��������)

����$ �������� ������"��� -�� ��5� �������� ���0��$��  ������

�� �������� �������� - �����0 ��0���� �������� ����� ������� ���

���$�� ������ �  ���� 5�������) ���������� � .� ����� <ZT[ ��/J� ����

 ������� BIp ���� �� ������  �� ��� ���� ������ ������� ��������

���$�� ��� ������ �� ���) ��� ������ ����  ���������$� !������

������������. ����) 3� ����$ ������� ���� �����) ����$ ��������

������"��� - �$��� ����� ������� �����������$�� �� ��5� ���

���) 3��  ������� ������) ��� � ��� ���������� ������ � �2������

� �������� ���5������ ������ BIp �����  ��������� ��) 3� ���

������$ ����5���� ������� ������ ���) �� ��"������� ������ ����

��������� � ���������� ������������ 4��� � ���������� �� ���

��� ����� ��� 2������ � �����" ����� �����1) ����� ����2������

������$ ���� ������ ��������� ���0 �����0���� ��� �������� ���

��� �������� O���0 ����� �����1 ��21� ���������.) ���" ���������

�������� �  ������ ������������

• YDH ���� 7sXT\_F Xx b\�a _F`VXa8) �� �� �������" m�f`) =�eVXTU ��t���

O���0 ��" ���� ������" �� ���� ��21���� ������" 7sXT\_F xfZe`�XGU

_F`VXa8� #�� �����������. ����� �����$�� ��������" ��������) ����

����� ����� ������$�� ��0 % � �� 9������� ��������� % ������$  ��

�) 3� � �$��� �������� 1  ������� ��$��  ��5� ������� 9�������

��������� � ������$  �� �) 3� � ����" ������� 1  �����$�� ��$��

����� ������� 9������� ��������� ��0 ���� ����� ���������� ����

������� ������$  �� �) 3� ������"�  ������$ ����� �� �������) �

���� �������� ��������� 1 ��21���� ����� �����. ������ � ��" ������

�� 7���� ������� ��L8� YDH ���� ����1$�� ���$5� �����������) ��0

BIp �����) �����$�� ��$�� ���� �������� ��������  �� ���1$��

��0��" ������� ������������. ����� #�� ���������� �$��� �������

����5�1$�� ��$�� ���� �������� ��������  ����������) ��� � ���1



t&

?��� ��LR 	��������  ����������� YDH �����

; A

?��� ��'R 	��������  ����������� �G`FfxZeF `fZeW�G] �����

 �5������ � ������������" ������ ��21���� ������"� :������� �����

����� �$��� ����� 1 �" ���) 3� ���$5��$ ����������� ����������

����) 3� ����� ����$ ����� ��21���. ������. � ��0�� % � �) ������

���$ ������"�  � �����$��� �������� �������� ������������. �����

4����5� � ���� ���� ���� �� �� ������� ����� �����  ������� �����

����������� ������"��  �� ����������� YDH ����� ��t&)�tJ�� #����

������ �� �������. ������R � �����$�� ������  ������� ����. �����

��"��) ����� ���������� ��) ��������� ����� ���$5 �������  ��������

� ������ ��tL;�tQ� ������0������$  �����5������ ������ � �����������

������������� ����"����� 9����� ����2��������$ � ��0�� ������ 	�����

9���� �$��� ��������������� ���������" ����2���� ������ 	���� � �����

������� �������� ��tS;�tt�� ,���� ��������� � ���������� ���� ������



tJ
0������ ���������. �������$��.  ������� � ���������" ���.� P�" ����

����0�� �� ����� �G`FfxZeF `fZeW�G] ������� ���  ������ �  �������" � ���

�������. �������$��.  ������� �������������� ������������ ������

#��� �  ������ ���� �������� ���$�� ������������$) �����������$) ����

5������$� O��� ��� ����������� ����� �����������. ���� �����������

�������� ��������$ � � ���� ���������$ ���� �������� 7���� �������

��'8� O���" ���� ��� ������ ��0�����$ �����0�� ��0� ���$�� ��������

��. � �������� ����������) 5������� ������ �  ������  �����5�������

9������) ����� ���������� ��" ���� ��� �����������.  ������� ��"���

�� � ����"���� ����������) ��� ���$ ��0� ������� ��������� ��������

,�� ����$  �� ��0� ���$��� ����������� �������$��.  ������� � �������

�� �������� 5������� ������) � ���� ����� 5��� ����5����$�� ���

0� �3��$���� ���� �� ������) ���� �����0������ �������$��.  ������

�� 7U\fxZeF `fZeW�G] _F`VXa8 �������1 �����0�� ��� 5��� ���. ��������

	��� ���������) 3� ����� ���������� ���. 	���� �  ������  �����5��

����� ������ �� ��$�� � ����������� ��������) � " � ��5�� ����������

������� �&%%;&%J�� �  ������  ������  �����5������ ��0�$ � �������

����$ �  �����������$ ����� 0�1����$���$ 0���� ����������� 4������

 �����5������) � �������� 0�1����$���� 0���� ����������) 3� 0���$

 ������ ����$���� ���) �������$ ���������1�� 4������ �����  �����5��

����� ������0������$ � �&%L;&%S��
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������ �

 ���
���! ���"���� ��������� ��
�

��
���" �����

��� 4��
� �	 �	5���


�� ������) ������ ��� ; �� �����) 3� �������$  �� ��������  �����

 ����0���� ��� 4���) ����5� �� ��� ������ ���  ��2����$ � ���������

 ����0���� ��) 3� ���$  ������ � ������� �����) ���� �� ������) ��

�����) ����) ����� ���0��) ������ ���� � �� ����� �� �� �� ����������

�� �����. �������� ������� ���� ���) �� ����)  �������� ��������� � �&)�S��


�� ���������$)  ��������)  ��$��� � ���������� ������������ �������

���� � ����0���$ .� ��� 5�������  ���� 7��� ����� ?�"���$���8�

	����� � ��$���)  ��5� � ���� ������ ����������$ ������� ���� ����

��� �� M���� � �tJ/ ���� �'/�� 
� ������ ���.� � �����0��$ ��� �� ������

��������) 3� ����������$ 7���� �����8 ������� ���� � �� ������  �� ���

���������� �� ����� ����  ����  �������� ������

I ≈ α
ldV q

r2
, 7&��8

�� l, d ; ���0��� � ������ ������������� ���0��) V ; 5������$  ����)

r ; ������$ ��� ���0�� �� ���� � �����0����� 4� �������� �� M����

α ≈ 5 · 10−24 	:	) � 6 ≤ q ≤ 8�

� �tLQ ���� #� +� N�������� �'/� ��3� ������ ������� 7&��8� 9 ��������$

�� ��� ���	
��� �����	�������
 ����������� ������������� ���	��������
 ����� ��� ���
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���������� ���  ������) 3�

I ≈ α(Re)
ldρV 6

r2c3
. 7&�&8

O� ρ, c ; ������ ��������3� � 5������$  �5������ � ��" �����) � α(Re)

; �����" �������1�) ����0��" ��� ����� ?�"���$���) ���" �� ��0� ���

���������" � ��������$ �����������

� �t'Q ���� CV�TT�EU D� B� �&%/�  �� ����) 3�  ��"���� ���� F (t)) 3�

��1 �� �����������" ���0��$ �  ����) ��0��  ��������  �������� ��

����� �������"�� ����) 3� ��1 �� ������� ���0��� ���0��

F (t) ≈ 1

2
βdρV 2 exp(−i[ωt+ ϕ]) , 7&�J8

�� ω ; ������� ����� �������� ���) 0.5 ≤ β ≤ 2 ; �������)  ��2����� ��

����0����  ��"����. ���� ��� �� ��� �����������  ���� � ����0����

���� ϕ ��� ���0��� ���0��� 9���� ����  � ���0��� ���0�� �������1�

$�� ��) 3� ��������" ���� ������� ��1 ����� ��$�� �� �������� ������"

�������)  ���0���$ ���.) ��0����) ������1 J�L ������� ���0���

������������� �����0���� 7&�J8) �� �� :�����"� � �tSQ ���� �&%t�

�� �� ������ ������� ������� ��� ������ ����������� ������� ���� ��

������� ���0��� ���0��

I ≈ β2St2 · 17dρV
6

32r2c3
. 7&�L8

O� St ; ����� 	�������

M��� ������� 7&�L8 ���"5�� ����������� ��  ������) ������ ������

���) 3� ���� ����$ ��� ������" �������) �����$�� ������� �� ������

���� � ��3�����  �� �3��$� K���� �$���) 3�� ��������� ������� 7&�L8

��������� ����������$ ���� ����� 	������ ��� ��������. 5�������  ��

���) 3� ������1 �� �����������" ���0��$) � �� ������" �������1� β)  ��

���" ������ ��$�� �) 3� ��� ��0� ���������� � ����$ 5������ ��0���

����� �� ����� �������) ���� �$��� ������� 1 �������� ���$5 ������

������ ��������� ����������� ������� ���� 7� ��� ����� � ��������

���� �����������8 �� ������ �����$���� ����2���� �������� 
��21�	����

�  ����$5��� ����������� ����2���� �������� :��$����$���
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��� 6	����	�$� ���	��������	. 5����� � ��������% ���

�	� .. �	5�7�5����

� ���� � ������� ��3�  ������ ������ �������������� �������� ����

���� ��������� �������� �������1$�� � ������ ������ �2����. ��������

��. �$������$��. ������� O���"  ����� � ���1$�� ������������� �������

������$ 
��21�	����� - ������������ �������� ������� .� ��0��  ������

��� � �������" ����� ���) ��&� 4���� ������  ����������� ��� ������$

��0�� ���"� � ������" �������� 7���� �� ������) ��L��8�

#�� ���������������� ������$ ���� �� ���5�� ���0���  ��"����� ���

���� �������� d) � �� ���5�� 5������� � 5������$ ������������  ����

V �� ����$ �������� ���������� ��� ��������� O��� ���5���� ���� ���

�� �������� d/V ) � ���5���� ���� ;  ����1��" 5��������" ����� ρV 2�

K�������  �������� ���. ������) 3� �����$ � �������� ����) ����1$��

����� ?�"���$��� Re = V d/ν) �� ν ; ���������� �2�����$ ��������3��

:������� ����� ������������$ ���� ��� ������ #�� 5������� ��  ��

������ �������� �������$ �����  ���� ���� U = 0) ��� ���� � ������$ ���

�� ������$���� �����1�� �tL�� � ����� ������������. ������ ��� ������"

������ �� ������� 40d) � ������� ����5�������� � ����� �������� 
�

����� � ������������ �����$ 7���� ��0�8 ��������� ����������"  ���� 
�

������" � ��0��" ��0�� ������������. ������ ������������$ �����  ���

3��� ������.) ��� ���$��� �������� ��� �������$��. ��� ����� Uy = 0 �

������$ ���� ������$���� �����1�� ��� ���������$��.R ∂Ux/∂y = 0� O���

�����  �� ����1) 3� �� ������� 20d ��� ����� ��������  ��� �0� 1  �����

��� ����������� 
� ������ � ������������. ������ 7 ���� ��0�8 �������$

��2������������ ����� � � ����"��. ����� �����.) 3� ��� ������$ �������

���� ������$���� �����1�� 5�������� #�� ���� ����� ������� ���� ����

���$���� �����1�� ������������$  � ���" ��0� ������������. ������ �tL�)

��������� ������

,������ �����$���� ����2������ �������$�����. ������ ����$�� � ��
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O���� &��R M����������� ����������. ���.

6���� ?�"���$���

�% &% L%

Lsep %�&'� %�t&t &�&t

Cx &�/L &�%Lt ��'J

O���� &�&R N���������� ������������  ���������. ���.  �� ������ ������

?�"���$���

Re '% �%% &%% L%%

T 7.959 6.018 5.082 4.548

St 0.126 0.166 0.197 0.220

C̄x 1.45 1.347 1.343 1.414

max |C̃x| 0.001 0.007 0.05 0.121

max |C̃y| 0.062 0.326 0.686 1.088

|C̃x|/|C̃y| 1.6 · 10−2 2.15 · 10−2 7.3 · 10−2 1.1 · 10−1

���� � ?������ �� K �����" ������� ����2������ ����1$�� �� �����������

����� ���������� ��21��� 7���� �tJ;t'�8) ���" �� �$������ ��0�� ���0��

��"���$5  � ������� �����$���  ������� � ������� �������� ������

#�� �����������. ������������. ������ ���������������$ ��������

���$�� ���� �� ���3������� ������  ������  ������� ��������� 4������ �

�������" ������ �������� 6d) ����5�����" ������� �������� ���������$

���� � � D� 9 ���� ����������. �������� �����$��� ���������� �����

�������$  �� �����" ���$���� ������$��� ��21��� �  �� ������ ���������

�������1��� ���3���� ������ ����� 4���������� � ��" ����� �����$��

������� �� ���� � &J%L%% ������$��� ��21��� � �������$��� ������ ����$�

�� 0.002d  ������  ������� ���������

4�� ����������� ���������������$ ��������� ������� � �������� ���

��� DEFGHDIB ��LJ)&�%�� #�� ���������� ��21���� ��������� �� ������$�
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O���� &�JR ?������� ������������  ���������. ���. � �����R � ; ������

5������$  ����) & ; ����� ����) J ; ����� f = V St/d) L ; ����$��

��" ������ �0����� �����) ' ; �� ��5��� �������������� ������) Q ;  �

���� �� �&%/�) max |F̃y| ∼ V 2) ��� q = 2) S ; ��� �� ��� �������� � �����

������) / ; ����������$ ����� 7���� �����8) ���2) t ; �� ���� ��� �&%/�

 �� β = 2) �% ;  ���� ��������  ��0���$ �������� ���) �� ;  ��0���$

 ����) 3� ������1 �� �������) �& ; !!#

Re '% �%% &%% L%%

� V ) �e 0.0755 0.151 0.302 0.604

& M 2.28 · 10−4 4.55 · 10−4 9.1 · 10−4 18.2 · 10−4

J f ) :� 0.949 2.51 5.94 13.28

L d
λ
=
df
c 0.286 · 10−4 0.75 · 10−4 1.78 · 10−4 4 · 10−4

' max |F̃y|) 
 0.02 · 10−4 0.437 · 10−4 3.66 · 10−4 23.6 · 10−4

Q max |F̃y|) 
 0.34 · 10−4 1.35 · 10−4 5.4 · 10−4 21.5 · 10−4

S max |p|) 4� 1.128 · 10−6 6.3 · 10−6 13.8 · 10−6 22.5 · 10−6

/ I =
max p2

ρc ) ��c3 0.32 · 10−14 0.1 · 10−12 0.475 · 10−12 1.26 · 10−12

t I 0.3 · 10−16 0.2 · 10−14 0.12 · 10−12 7.7 · 10−12

�% W�� = I · S) � 1.0 · 10−14 0.312 · 10−12 1.5 · 10−12 3.98 · 10−12

�� W��) � 0.259 · 10−5 2.07 · 10−5 16.6 · 10−5 133 · 10−5

�& W��
W��

0.38 · 10−8 1.51 · 10−8 0.9 · 10−8 0.3 · 10−8



tt

O���� &�LR 
����0��� ��������  �������� �� ��� q �  �� �3����) 3�

max |F̃y| ∼ V q

Re '% ; �%% �%% ; &%% &%% ; L%%

q L�J' J�� &�S

O���� &�'R ,� ����� �������� pn

Re max |p1| max |p2|
'% 1.128 · 10−6 1.78 · 10−8

�%% 6.3 · 10−6 1.46 · 10−7

&%% 1.377 · 10−5 1.04 · 10−6

L%% 2.25 · 10−5 2.57 · 10−6

��� ��21��� ���������������$ �����$��  �������� :����) ������ ���. ����

���� �� ��21���  ��������1$�� ����� �������  �  ������� ����������.

�������) � �������� ������. ��  ������� ������� ���� ���1$�� �� ����

���$ ������. � �����.��� �������� �������� #�� ���� �����. ���������

��� ������ ���������������$ nY< �����) �� ���������� � ��LJ� 7T�_�`Fa@��

GFZfY8��� ������ �����������. ��J&� ��� �����1 ������$����" ������������"��"

����� pVZWfZsZf`V[ � DUVFf ��&t�� 
� ��������$��� �������� ���� ������$��

�����1�� 5������� ��  ������� �������) ���������  �� ���������� �����

��"��� ������  � ������ :����) ������������$ �� ������$ 5������� � ����

��.��� �������� ������� �� ������ �������  ������� 
� ����������$���

�������� ���� ���������������$ ������"��  �������� �������.  ������)

���������. ����������$���� ���� �&���� � ����� ����� �����������.  ��

�����. �� ����� ���������������$ ������ �������� ����������� �����

�������  ������ e ��������� ����� 7oZeWcZfa a�lFfFGe�G]8�

#�� ��2������� ����������  ��� 5������� � ���� ���������������$

 �������� C+>D 7EfFUU\fF �_ET�e�` c�`V UET�``�G] Xx XEFfZ`XfU8) �� �� �������

+UUZ ��JS�) � ������ ��������� L� #���$��" � ��  �������� C+>D ��0� ���
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� �

?��� &��R ��1�� ����. �����R ; ; Re = 20) A ; Re = 40) - ; Re = 50) � ;

Re = 100) � ; Re = 200) � ; Re = 400

���0 ���"����" � ������" �������� � ����������$��. ������������� 7����

�� ������) �t') �L��� #�� ����2������ �������. ������ ����"��� �������.�

���� ������$ ���������������$ ������� Cp^ � Ci�p^ � ������"�� �������)

3� �����������$ ����� � ��0���� � ��� ��0���� �����1��� �  ������

����������� ��� ���������� � ������������� �����$) ��� ������� �

�����  ���������������� ���� ������  �������� <+p 7 ���������������)

3� ����1$�� �� � ��3���" ����� �� ����. ����������. M����$����8 � <+@�

7 ���������������) 3� ����1$�� �� � ��3���" �� ����" @� ����������.8

��� ���������� � ������������� �����$) ��� ������ ��Lt��

��! 8�5
������ �	5���
�$
 ����.� 4���1�$�2�� 	������

��� ��5
�������

K������� ��������� ��������  ����� ������ ������������ � ������"



�%�
���$���� ��� ��������$��� � ������������� ���� 7���� ��'&� � 5����� ���

����������) �������� � ��" �����8� !����� �������� ��������  �����

����� ����0�$ ��� ����� ?�"���$���) �����������  � ������� ���������

������) 3� ��������� ���� �� ���������) ����0�� ��� �������� ����� ?�"�

���$���) ��0� ��� �� ��0���R ����������� ���������� ����) ���������

��" ������ �  ��������� �������� ����� N����������" ��0�� �������1$�� ��

����� ?�"���$���) 3� ��  �����3�1 ������� �������� ����������  ���������

��������� 4�� ����$5���� ����� ?�"���$���)  �� ��1� �����1�� ���� � �2���

��� ��� ���������"  ����0���" 5�� �������1$�� ���  ������� ��������)

�� ��������� �����1$��  ��� �����������"��� �������� ��� ��������$�

�� ����� ������$ �� ��0�����$ �������  �� Re ≈ 4−5) ��� �� ���$5��$

�����$��� ����������� ��1 Re ≈ 5− 7 �&�&�) �&�J��

9 ���� ����������. ����������� �����$��� ������ � ������ &��  ���

������ ������������ ����������. ���.) ��� �� �������1� �������� � ���

Cx � ���0��� ��������. ���� Lsep) ���������� ��� ����$�. �������. ����)

��� ������$ ��� �������. ���� �������� �� ����  ������ ����" �����

�� �������� 7���� ���� &�� �) �8� 	��� �������� ����5�" ���� � �����$��

���)  ���������� � ����� ��'&�) �������� ���� ���������$�� ��� ��5��

���5) ��0 �� ���� ��������

4��  ����$5��� ����$5���� ����� ?�"���$��� ������� ���������. ���

�����.  ���) 3� ��������� �� ���������) ������$ � ������ ������$��

�����0 �� �����  ����� 4�� �$��� ���� ����5�1$�� ����������� ��

���������� ������ ?�"���$��� ������� ��������� ��������� P� �������

��������  �������� �������1 L%� 4��  ����$5��� ����$5���� ����� ?�"�

���$���) ���� ��1 ����"���  � �����5���� �� ����� ������$) �������

���. � ����� �� ���������  ���5�1$�� � ���� ������1 ������������ ���

������� 4�� ����� ?�"���$��� ����$�� '% � ����� �� ��������� �������$

���������) ���  ������$�� �� ��������� ����� ?�"���$���� !��� �����

?�"���$��� ������1 ����$�� Q%) ���� ����������1$��  ���������� ������

��� �������) ��� �����$�� ���1�� 4� ����� �����������$ � � ������) � �

��5��� ���� ��� �������. ���� ��������) ������ ���"���$ ���� ��  ���
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?��� &�&R O����  �� Re = 50R ���� ������� ; ��� ���� ���� ��  ������� ������

���)  ���� ������� ;  ��� ������������ �������" ����� ��� �����1 ������"

�����������) ����" ; ���21���"R ;C A ; t = 0) -C � ; t = T/4) �C � ; t = T/2)

BC : ; t = 3T/4
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?��� &�JR O����  �� Re = 100R ���� ������� ; ��� ���� ���� ��  �������

��������)  ���� ������� ;  ��� ������������ �������" ����� ��� �����1 ���

����" �����������) ����" ; ���21���"R ;C A ; t = 0) -C � ; t = T/4) �C � ;

t = T/2) BC : ; t = 3T/4
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?��� &�LR O����  �� Re = 200R ���� ������� ; ��� ���� ���� ��  �������

��������)  ���� ������� ;  ��� ������������ �������" ����� ��� �����1 ���

����" �����������) ����" ; ���21���"R ;C A ; t = 0) -C � ; t = T/4) �C � ;

t = T/2) BC : ; t = 3T/4
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B :

?��� &�'R O����  �� Re = 400R ���� ������� ; ��� ���� ���� ��  �������

��������)  ���� ������� ;  ��� ������������ �������" ����� ��� �����1 ���

����" �����������) ����" ; ���21���"R ;C A ; t = 0) -C � ; t = T/4) �C � ;

t = T/2) BC : ; t = 3T/4
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?��� &�QR 4��������� ����� � ���� ���)  ���������� �� ��������R ; ; ��������

1� �������� � ���) A ; �������1�  ��"����. ����� D ; Re = 50) E ; Re = 100)

F ; Re = 200) G ; Re = 400

���) �������� ��������� �������) ������ �� ������� ����0�� !�������

������  ������ ������� ������� ����$�� ��������� � �&��

O��� ������ ���.  �����0�1 ����������  �� ����$5���� ����� ?�"�

���$���  �������� �� 104� 4���) ��������� ������� ��� ��0���  �������

����� ��������� ���� ����0�� ��� �������� ����� ?�"���$���� � ��� �����

40 � Re � 300 �������1$�� ��"��" ���������" ��0�� ���.)  �� �����

����1 ����������� ���������� � ��� ����������  ��$����"� - ����" ���

��� �� ����������1�� ����  ������ �����$���� ����������� ���0 ���

Re = 400 �  �����1��) 3� �����$ �������� �����$��� 1  ��"�����

��� ��1. ������� 4�� ���$5 ������� ������ ?�"���$��� ������1 ���������

��� ���. �) �0�) ��������� ������������� ����� ����������� ��������

����� 4����� ����� ������� ��1 ���5 �������������) ��3�  ���5�1$��

����������$ ����� ���������5����� �������) 3� �������1 5������������

 ��$����.  ��"����. ����� 4���) ����$  �� ������� ������ ?�"���$��� �

����� �� ��������� �����$ �������  ����� ���������5���� ������� ����

���� �  ��������  ������� ������. ����������� ����$�� � ��� �����

��� �&%/)&%t�� ������) 3� 5������������  ��$����.  ��"����. ���� �������$

5������������" 5��� K����$�� � ��" ����� ��� �������$ ������ ���) ��

��������1�� ����� �� ���������� ��0���� ���.�
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?��� &�SR !����$ ������ �����$����. ���� � ���1 � ���� ������� �����)

���0� �� �������R D ; Re = 50) E ; Re = 100) F ; Re = 200) G ; Re = 400

	������ ��3� ������1 ������� &��) �� ����� �������� ����. ����� ���

������ ������$ ����� ?�"���$��� 7�� �� �������� ����. ����� ����������

��. ���. ��� Re < 58� 4�� ������������ �������� ��������  ����� ����.

����� � �� ����$ � ��1������� ������� ��������3�) 3� �����$��� -

���� 0  �����������  ������ 7Re > 408 �� ������� �����0��� ��1�� ����.

����� � �" �����) ���� �������1�  ��"����. ���� Cy = 0 � ����1 ���� �

�������� �� ���21���"�

K������� ��������  �� ��������� ����� ?�"���$��� ��3� �� �������

7Re > 408 ��1  ���������� � ���� � ����������1$�� �������� ������� � .�

��������� ���� ��  ������ 
� ������� &�&  ������� ���� � �����0 �����

��  ������  �� Re = 50� -  ����" �������  ����������  ��� ������������

� ����� ������ ���� � ��������� T/4� , � ����" �������  ����������"

��� ���� ���� p  �  ������� ��������� 4������ ����� ��������� ��������

��1$�� ��� �������� �� ����� ��� X) ��� ��� �������. ���� ���������

4��  ����$5��� ����$5���� ����� ?�"���$��� 7���� ������� &�J) &�L) &�'8

����5�1$�� ������ �������) 3� ��������$��) � ������$ ��0 �������� �

����� �� ���������� �����) 3� ��� ���� ����  �  ������� �������� ���0

�����1$��  ��������� � ����� 4������ ��� ����� ���� � ������ ���� t1)

�� �����	���� ��	����� 	 �� ��� 	������ �	�!�������� � ���	��� "	����



�%/

�

�

?��� &�/R 9���0���$ ����� 	������ ��� ����� ?�"���$���� 4��������� ����

���������� �����)  ����������� � ��" ���) � ��� ��������$���� �����

��) ��������� ������� ������� 7���� �&)&�L�8R � ; ������������ ���� ���

��$ &J%L%% ����������� �������) � ; ������������ ���� ����$ t&�Q%%

����������� �������� �������� � 	
����� ������� ���������� � ����
��� ������� �� 

!�� � "��# ���$%�� �&'(�'���� � "�)�*� ���$%�� ��+' � ,-./ ���00�� ��12� � ��3�'�����&�

('��� 4��(��'&+��� & ('��5 ��2��� �Re = 50; 100; 200; 400; 1000�

t2) 3� ���������$�� ��  �� ������ 7t2 = t1 + T/28) ����$ ��������� ������

��� ���������$��. ��� y = 0� 	��� ���0 ���������) 3� ����  �� Re = 50

���� � ����� �� ��������� ����  ����������) ��������� ���� ��  �������

�������� �����  ������ 4��  ����$5��� ����$5���� ����� ?�"���$��� ���

 ����� ��������" ���� ��  ������� �������� �����1) ���0 �� � ��� ����

������$ ��� ����� ���� 7������� ��0 ���������� � ��������� ���� ��

��������8�

4���������" ������� ���. � ����� �� ���������  ������$ �� ��� 3�

����)  ��������� �� ��������) ���0 ������$��  ��������� � ����)  �����



�%t
�� ���1����� �������  ������� �� � ����1 ��  ������ ������� ����) �

���� .. ���������� ��� ������ ������� �������� 
� �������� &�Q �) �  �������

����� � ���� �������1��� �������� � ��� Cx �  ��"����. ���� Cy) ��� �������

K�������) 3� ��� ��� �����1$��  ���������� 4������  ����� ����� �����

���� � ��� ������ ���5�) ��0  ����� �����  ��"����. ����� +�5��� �������)

����� ��������� ����) 3� ��1 �� �������) � ���������$���� �� �����

������ ��3� �� ����� ��������� ��1. ���� � �������$���� �� ������ P�

 ������$ �� ���) 3� �����$ ������ �����$����. ���� R = Cxix + Cyiy

� ���1 � ����� ������� �����) ���0� �� ���$�� ������� 7���� ������� &�S8�

4�� ����$ ������� ��������� ����� ?�"���$��� 7Re = 200; 4008  ��� ��1.

������� ����� ����������� � ������� � �� ����� ����  �����

!������1�� �������� � ��� �  ��"����. ���� ������$�� ��0�$ ���

 ���������� � ������� ����  ���"��. � ���������. �����R

Cx = C̄x + C̃x, Cy = C̄y + C̃y, 7&�'8

�� C̄x) C̄y ; ���� �������� ���)  ���������� �� �������� 7��������) 3� �

����" ������ C̄y = 08) � C̃x) C̃y ; ��������� �������� ���� � ������ &�& ���

������ ��������  ���"��. ��������. C̄x � �� ����� ���������� ���������

C̃x) C̃y) � ���0 �����5���� ��� �� ����� �����) 3� �� ��������� �����

?�"���$��� �� ����� �������$  ����0�$�. �������� �� �����  ���� �����

����. C̃x �����1 5���5�) ��0 �� ����� �������$  � ������. ��������. C̃y�

4���) ����$  �� Re = 400) �� ����� max |C̃x| ����5�1$�� ��  ������

���5��) ��0 max |C̃y|� O���0 � ������ &�& �������� �������� ����� 	���

���� St = d/(V T )� 4��5 �� ��� ���������� ����5�" ���� � �����$����)

���������� � ����� ��'&�� 
�5� �����$�� ��� Re = 50; 100; 200) 3�

 ���������� � ����" �����) ���������$�� ��� �����$��� ��� ��'&� ��

���$5�) ��0 �� J��


� ������� &�/ �  ���������� ����0���$ ����� 	������ ��� ����� ?�"�

���$���� ?����������� ����) ������� ����)  �������$�� � ��� ��������$�

���� �����$����) ��������� ����5� ������� ������� �&)&�L�� �����) 3�

 �� Re = 50� �%%� &%% ������������ ���� ���$ ����5�" ���� � ��� �������

��$����� 4�� Re = 400 � �������1$�� ����� �����0���$ � ��� �������



��%
��$���� ������� ��0��  �� ����) 3�  �����1  ��������� ���������

��� ���.) 3�  �������$ �� ���3���� ���� �������  ���� � ����5����

����� ����� �������� 4���) ���������� ������������� ����� ��� ��� ����

�����$��� 7wXUVWX) �t&L8 ��� 3� ��  �����3�1 �%� �) �0�) �����������

������  ������ �����$���� ����������� �� ��������������" ���� ��0��

���0��  ��"������ 4�� Re = 1000 ���� ���� ���������� �) �0�) �

�$��� �� ���� ��� ���������� � ������  ������ ��������� ��� �������

��� ����� ����������� �����������) ���  ����3���� ������������

����� 9 ������� &�/ � �����) 3�  �� Re = 1000 ���������� �������������

����� ��� ��� ��������$��� ������1 ����$�� &%�) 3� ��0�� �0� ���0��

�� ��"������


� �$���  ������� ��0�� ����  �����������) 3� � ����������� ���

�����  ��  ������� ������ ?�"���$��� �������$��. ������ ��0�� ������

 �����  ����3����� ������������. ����) ��� ����$5����� ����� ����

���$��� ��21��� ������������. ����� #�� ���) 3��  ���������� � �$���)

�� ������� ��0�� ���������� ������� ������������. ���� �� ��� �����

��  � ��0��" ���������� O���� �����) ����� ������� � ������������" ����

����$5����� � ����� ���� � ������ t&�Q%% ������$��� ��21���� 
� �������

&�/ �  ���������� ����0���$ ����� 	������ ��� ����� ?�"���$���� ?���

��������� ����) ������� ���� � ������������ �����������. ����)  �����

���$�� � ��� ��������$���� �����$����) ��������� ����5� �������

������� �&) &�L�� �����) 3� � �� �����$ ���������� �����$��� ��1

 ��"����� �  �� Re = 400) � ����$  �� Re = 1000� ���������� ������

�������� ����� ��� ��� ��������$��� 7wXUVWX) �t&L8 ��  �����3�1 '�  ��

Re = 400 � ��  �����3�1 �%�  �� Re = 1000� K0�) ����������� ����

���  ������ �����$���� ����������� ��  ����3���" ���� ��0�� ���0��

 ��"������ - ����  �����  ����$5���  ����3���� ������ �����������

��0�� 3� ��� ������ ��0��" ������$��" ��21� �� ��� ������  � ��0��"

���������� � �$��� �� ���� �����$�� ���$���$ ����������� ������� ����

���������. ���� ������ JQ/QL%%� 4�� ��������� ������� ��� 2�����. ��

����� � ����������� ��������"  ������$��� ��������$ ��� ����� �������



���
������������. ���� 1 ������  ��"������

4�����������) ��0�� ������ ���� ��" ��������� 4�������$��" ����

��� �������� ���� ������������� ��������������� ����������� ���. �

����5� ��������� ��5��� ������� �������������� ������) � ���0 �

���������� ��� ��������$���� ������  �����1) 3� � ��� ����� Re ≤ 400

� �������1$�� ����$ ����5�" .� ����� O�� � ��� ����� 10 ≤ Re ≤ 40 ����

������$ ��  �����3�1 ��) � ��� ����� 50 ≤ Re ≤ 200 ; J�) �  �� Re = 400

; �%�� 4��  ����3���� ������������. ����) ��� ����$5���� ����� �����

��� � ����� ����)  ��"���� �����$ ����������� ��0� ��� ��������

� ��� Re = 1000� P�" ��� ��1  ������ �����0����) 3�  ���������"

���� ������� �����$���� ����2������ ������ �������1 �������� � ����

������0����� ���� � ��������� ��� ����� ����� ?�"���$����

��( 6	����	�$� �$
�����	. 5����� � .. ����������% �	5�

�7�5	$

4�� �������� ������ �������� ��������) ��������  ���� ��0�� ������

�������� �� ��� ��������� 4��5� � �� ��������  ��� ���� ��  ������� ������

���� 4�������� � �������  ��������� �������� ����� ?�"���$��� 7Re ≈ 408)

�� �������� ���$  ���������" �������� ���� �������������$�� � �����

������� ����������$�� ������) ��������� ���. � ��������$  ���� ��

���$���� ����� ��S�) �&�� #���� �������� ; �� ��������) 3� ��������$��

� ����������� ����� �� ���������) ��������� ���� ������1 5�����������

��" 5�� �&�) �'t�� �������� ���������� 5���  ����� ��� ��������1$�� ���

��������� ���������� ����$���� ����� �  ��2�����" �� � ���������� ����

������� ����������� � ���1����1� ������� ��������3� � �����������

������ ��  ������� � ��������� ������0����� 7����) �� ������) �'t� � 5�����

������������ � ��" �����8)  ��0���$ ����$���� ����� ��1��  �����3�1

 ��0���$ 5�������������� 5���� - ������ ������0���� ��  ������1��

�����  ��5�" ��������" �) �0�) ��������1�� ����� �� � ������ ��������. �



��&
 �5������ ����$���� ������ #����0�����$ ��������  ���0��$ ��������.

�������. ��"����� �&�'�) �&�Q�) � ���0 .. ������$����� �� �� ����  �����

���� ��0 �  ����) ���������� !����� �&�S�) �� �� ������ ����������

������� ������� ����� �� �������  ����)  �5������ ����� �� �������

5������� ���������  ���� 7��������� �����8) � ���0 ��������� ������

O���� �����) ����������$ ���.) 3� ��������� ��3�) � �����$���� ����

�2���� ��� ������. ������ �������������)  ������������ �  � �����$���  ���

�������) �� ��1�� ��� ���� ���� ��  ������� ��������) ���"  ���������

�����1$�� � ���� �  ������� T � P�  ��$����. ���� ��  ������� ��������)

 �������) ����0��$ ������� ��������� � ��������� ��������3� �&�� 4��

�$���) ��3� ����� ���� �������� ��������) �����  ���� ��0�� ��������

� � ���0��) 3� ����  �5���1$�� �� ����) �� � ���������� ��������3��

	��� ���0 ���������) 3� ����$���" ������ �0����� ��0� ����" �&��

O��� �������  ���  ��� ��������� ��0� ��� ���"���� � ��� ������. ����

�����. ������ ��� ����$����� �������� �&�/�� :������� ����� ��1 ������R

p(r, φ, t) = ζ(φ, t),  �� r = d/2, 7&�Q8

�� (r, φ) ;  ������ ��������� �  ������ �������� � ����� ��������)

ζ(φ, t) ; ��� ���� ���� ��  ������� ��������) �������"  �����) � ������"

� �����$���� ����2���� ��� ������. ������ �������������)  ������������ �

 � �����$���  ����������

K����$�� ������� ζ(φ, t)) 3� ������ ��  �������) ����1$��  ����������

�  ������� T ) ����2���� �������$�����. ��������. ������ ��0� ���  ����

������� � ������� ���� ���21  � ������" ���������R

p =
∞∑

n=−∞
e−inωtpn(r, φ), 7&�S8

�� ω = 2π/T = 2πf ; ����� �����) f = StV/d ; ����� ������� ����)

� pn(r, φ) ; ����2���� ��� �������� �������� :��$����$��) ���" ��0� ���

 ����������" � ������� ���� ���21  � �����" ��������� �&�/�R

pn =
∞∑

m=0

[Anm cosmφ +Bnm sinmφ]H(1)
m (knr) , 7&�/8



��J
�� kn = nω/c ; ����$��� �����) c ; 5������$ ����� � ��������3�) H(1)

m ;

������� M������  ��5��� ����� ?���������� ���0  ���� ������ ������

���. ����� 7&�Q8 � ���� ���21  � ������" � �����" ���������� �  ��������

��� �������1��  �� ��� ������� ������) �������1�� �������� �������1��

����2���� 7&�/8R

An0 =
1

2πT

∫ T

0

einωt
∫ 2π

0

ζ(φ, t) dφ dt,

Anm =
1

πT

∫ T

0

einωt
∫ 2π

0

ζ(φ, t) cosmφdφdt,

Bnm =
1

πT

∫ T

0

einωt
∫ 2π

0

ζ(φ, t) sinmφdφdt, 7&�t8

��, 8	5���
�	$ 5�
$	�		 �	��

?��������� ���. �  � �������  ���������� ��  �������� ��� ����������

��� �������� #�� ���������� 0 ���������  ��� ���������  ���"� �� ����

������ �������� 4������� ��������3� �����1�� ���) �� ���  �����  ��

�� ������ 20◦pR ρ = 1.204 ����3) ν = 1.51 ·10−5 �2/�) c = 332 ���� #�����

��������  ��"���� d = 1 ��� ���5��� ��� 5�������) ���� � ���� �����

V ) d/V ) ρV 2) ��� ������� 4�� �$��� 5������$ �����������  ���� ��������

1$�� �� �������� �������� ����� ?�"���$���R V = Re ν/d�

?������� ������������  ���������. ���. � �����  ���������� � ������

&�J� ������� ���������) 3�  �� �3����) ��� ��  ������ � ������ ��5�. ���

����)  ������0��$�� �����$���� ������������� 9������) �������� �����

���� � �������� ����$����� ������� �������� ���$  ������ 10−4� P� ��1

��0�����$ ���0�� ��  ������� ������ �  ������0�1  �������� � �����

�� ��5�. ������ ��������� � ����� ����  ���� �� ��������  ���) ���

 �� �3����  �� �) 3� ����  �5���1$�� � �����  ���� �� ����) �� � �

���������� ��������3�� !��� ���) ���� �������� ����� ���� � ����$�����

������� �0�����  ������0��$  �����$���$ �������� ��������������. ���

���� � ������ ������ �2����. ���������. ������� �����5����  ����. ������
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?��� &�tR �����$ � ����  ��5�� ���� �������� ���� pn �� ������� � � ���

����� ��������� 6���� ?�"���$��� Re = 200R ; ; |pn|  �� n = ±1) A ;

arg(pn)  �� n = ±1) �����$�� ����� ��� �����1 �� ���� n = 1)  ������� ;

n = −1) �������  � �������$��" ��� ��� �����1 π ����) - ; |pn|  �� n = ±2)

� ; arg(pn)  �� n = ±2) �����$�� ����� ��� �����1 �� ���� n = 2)  ��������

; n = −2) �������  � �������$��" ��� ��� �����1 π ����

���.  ��0���� �������� ��� ��  ��0����  ����) 3� ������1 �� �������

7��5��� �������) !!# �� ����������8) ��1  ������ 10−8) � ����������$

�� ������������ ����� 7���� �����8 ��1  ������ 10−14 − 10−12� O��� ����

�������� !!# �� ���������� � ����������� �� ������������ ����� �����

��$  �� � ����������$ ���������� � ������ ��5�. ������ �������  ���0��$

��������. �������. ��"����� �&�') &�Q� � .. ������$�����) ���������� !���

��� �&�S�)  �� �) 3� �������� � ����� ����� �� ������������  ����

��������3� ��0�� ���������

	��� ��������) 3� �����0��� ������� ���� �� 7&�J8 ��� ����������

�� ����� ���������  ��"����. ���� max |F̃y| ∼ V 2 ��  ������0�1$��  ��

����� ������ ?�"���$���� ��5�  �� Re = 400 �� �����0��� ������� ��1

 ��"����" �����$�� O��� ��  �� Re = 50 ��������) ��� ��1 �����0���



��'

; A

- �

?��� &��%R 
�������� �������� � ���������� ������� ����) 3� �������$

�� ������� ��������"  ��"����. ���� � ���� � ���R ; ; Re = 50) A ; Re = 100

- ; Re = 200) � ; Re = 400

������� 7&�J8) ���������$�� ��� ������������� ����� ���$5 ��0 ��  ����

���� �������) �����) 3�  �� �����0�����  ����������� �� �����  ��$�

�����.  ��"����. ���� � ������� �� �����. ������. ��� 5�������  ����)

3� ������1) max |F̃y| ∼ V q  ������� �� ��� ����0�$ ��� ����� ?�"���$���

q = f(Re))  ������ q ������1 ������$ ����$��� �� & ��5�  �� ����$ �����

��� ������ ?�"���$���� ,���������" �������� ��0�� ������ �  � �����5���

�� �� �����0���. ������� ��� ���������� ����������� ����� � �������

5����� �� ��� 5�������  ����) 3� ������1) I ∼ V 6) ���0 �� �� ����

����. ���� ���� O��� �����0��� ������� ��1 ������ �����$��) ��������

 �� ��������� ������ ?�"���$��� 4��  ����������� 0 ����������� �����

� ������� �� �����. ������. ��� 5�������  ���� I ∼ V s  ������� �� ���

���0 ����1$�� ������1� ����� ?�"���$��� s = f(Re)�

4��� ��������� ����)  ����0�����  ���������� ������ ������� �  ��

������ ��������) � ���1$�� ����2����� 7&�S8 ; 7&�t8� 
� ������� &�t  ����

������� �����$ � ����  ��5�� ���� �������� ���������� ���� p1 � p2 ��



��Q
������� � � ��� ����� �������� ��� �� ���� Re = 200� �����) 3�  ��5�

��������� p1) 3� ��� �����1 ���������� �  ������� T )  ��������1 �����

��������� � �������$���� �� ������ O��� �� ����� ��������� p2) 3� ����

 �����1 ���������� �  ������� T/2)  ��������1 ��������� � ���������$�

���� �� ������ O���" �����$�  ��������1$�� ������  ��������) ��3�

���� �� �����) 3�  ����� ��������� �������� � ��� �������1 T/2) �  �����

���������  ��"����. ���� ; T 7������� &�Q8� 	��� ���0 ��������) 3� ����

�������$ ��1 ������������" ������� �������� ���������$��. ��� � ���

 ���� p1) 3�  ��2����� � ��) 3� ������ ������� �������1$�� �� ���������)

�  � �����) � ��� ���) ���������" � ���� p2�

� ���� � ������ ��3�  ����� ����������$��"  �����) 3� ������1  ��

�������� ��������  �����) 1 ��������� �0������ 7�������� �����8 ���

 ��$���� � �� #��  ��5�. ��������� p1 �������� ���$ �0�����  �� �����

������� �� �����  ����� O��� �� ��� �����. ��������� p2 �������� ���$

� �������� �����0  ����� 
� ������� &��% �����0��� ��������� ��������

� ����������  ����0�������  ����� ������ P� ����  ������ �����0���

$�� � ��� ��������$��� ��������� � ����������)  ����������� � �&�t�)

� ���0  ������0��$�� �����$����) ���������  ����5� ��5��� ����

���� �&J)'/)&&%�� 	��� ���������) 3� �� ��������� ����� ?�"���$��� �����

��������� p2) ���������. ��������1� ���� �������� � ���) �����1� � ������

&�'  ���������� �� ����� ���� �������� p1 � p2 ��� ����$�� ������$ ���

��� ?�"���$���� �����) 3� ��3�  �� Re = 50 �����5���� �� ����  ��5�.

� �����. �������� ������1 QJ�JS) �  �� Re = 400 ; ��5� /�S'�

4���������� �� ������ 7&�/8 � �������� ����� �� �" ���) 3� �� ����  �

��� ����$ �����������" ����� ��������� �0���� ������ � ��# ; �� ��$

7m = 18) ������ ��$ 7m = 28) � ���0 ���$� ��� ��3��  ������� 7m > 28�

P� �������1)  �� ��5�) �������� ��� � � �0����  ����0�1  ���) 3� ���

����1 �� �������) �)  �������) ������ ����� ��0���� �0����� � �����$��

�������  ���� 
��� ����  �������� ��� ������ ���������� � �2�������) 3�

�$%�	�� ������� ���� &m = 0' � ��(�� ����!�� ��!������ ������� �����!	 �	�)�
� � �*

���� %	����� &+ �� !�"	������
' �� �%�� )� ���	��
 �� �%� �!�)������� �������,� �������


��! !��� ���� + ���	�����
 ����



��S
���������� 1 �0����� �� ��$���� � �� 
� ������)  �� Re = 100 ���)

3� �����1$�� �0������ ������ ��$���� � �)  �������� �� ���  ������

���5�) ��0 �� ��$����� , ����� ���$� ��$��� �0���� ��3���  ������) �

���� �����) �� ��  ������ ���5� ������ ������ ��$���� �0������ P� ����

��������� ������ ����� �����0��$�� � ������) ��������� ����5� ��5���

��������


� ���������� ������� � ��������� ���� ��� � �&) �S�  �� ������� ���

���$��� ����������"  ����) 3� �����1 �������) �����0�1$��) 3� � ���

���0 ������  ������ ����������$ �������� ������� �������� ��21�� ���$�

5��� ������ �������1$�� �� �������  ������������ 7�������������8 �����

����3�)  ���3����� � ���5�" ������ O��� ������������� ���������� ��)

3� ��� ��������� ���$5��� ������ ��0��) ��0 ��� ��������� ���5��� ���

����� 	�� ���  ���0����� ���� ��������� ������ �  ��������� � ����� �

��������3�) 3� ����1 �����) ����� ������" 7����) �� ������) �&&��8� K����$�

��  ����� ������� � ����������� �$��� ����0���� � �&� �� ���� ��������)

��  ������ �����$�� ������ ������ ���� ��������� ���� ������� � ����� ���

���� ���� � �����0 ������  ������ ����������$����  ������� ,����� ���

������  ������  �������� � ����������$ ������������ � �&� ����0����)

��  �� ���  �����  ������������ ��������3� ��� ������ ������ �� ��������)

�� �  �� "��� �������  ������ ; ������� ����� ��0 �����5���� ��������

�������� � ������ ��������

��/ 4���	�$� �	 �	5���


, ��������  ���������" ���� �������) 3� �������1 ������ ��������

������������ ������� ����) 3� �������$  �� �������� ��������  ���

���� ���� ������1$�� � ���� �� ���


�  ��5��� �� �) �� ������ �����$���� ����2������ ������$ 
��21�	��

��� ������ ���������� ��21��� ������� ������� �������������� �������

������) � ��� ����� �������1�� �������� � ��� �  ��"����. ���� Cx � Cy)



��/
� ���0 � �����  ����� ��������� � ���� ���)  ���������� �� ���������

K �����  �����  ���������. ����� � ���� ��� ����� ���� ��  ������� ���

������� K������ �������� ����� 	������ St  �� ������ ��������� �����

?�"���$��� Re� 4��������  �������$��" ������ ��� ����� � ���������� �

��� ��������$���� ������) 3� ���� ������� ��5��� �������� �������

����) 3� ������" ���� ������� �����$���� ����2������ ������ �������1

�������� � ���� ������0����� ���� � ��� ����� 50 ≤ Re ≤ 400) � �����

�������1$�� ��0�� ���. �  ���������� �������� ������� �� ����������

��������) 3� �����0��� ������� ���� �� 7&�J8) ������ � ���� �� �����

���������  ��"����. ���� ����0�$ ��� ������� 5�������  ����) 3� �����

��1) ��1 �����$�� �  ��"����� ������ ��5�  �� ����$ ������� �������

�� ����� ?�"���$���� 
��� �� �� ������� �������5� �����0��� �������)

������ ���. �� ����� ���������  ��"����. ���� ����0�$ �� ��� �������)

� ��� ������� �� ��� 5�������  ���� max |F̃y| ∼ V q)  ������  �������

�� ��� ����0�$ ��� ����� ?�"���$��� q = f(Re)� +� ��������� �����

?�"���$��� � ��� ����� 50 ≤ Re ≤ 400  ������� �� ��� q ����5�1$��

 �������� ��� L�J' �� &�S�


� ������� �� �) ������������� ����  �� ��� ���� ���� ��  �������

�������� � ����� ��������. �����) ����2����� ������  �� �� ����������

�� �����  �����) 3� ������1 �� �������� #��� �����$��� �����������  ���

�������  �����$���$ ���������  �� �3��$� 9������  �������) 3�  ����

��������  ��0���$ �������� ��� �� �����  ������� ���5�  ��0����

 ����) 3� ������1 �� �������� ��������) 3� �����0��� ������� ���� ��

��� ���������� ����������� ����� �� ������. 5����� �� ��� 5�������

 ����) 3� ������1) ��1 ������ �����$��) ��������  �� ��������� ������

���� ����� ?�"���$���� 
���  �������) 3� �������5� ���� �  ��������

�������� ����������$ �� �� ����� ������� 5�������  ���� I ∼ V s�

4�� �$���  ������� �� ��� s ��1�� ����0�$ ��� ����� ?�"���$����

K������  �������� ��� ����� ���������  ��� 7�������� � ����������8

 �� ������ ��������� ����� ?�"���$���� 4�������) 3� ���$ �������� � ���

�������� �������� ��� 7p18) ����0������� �����������  ��"����. ����)



��t
����5�����  �� ����������� �� �����  ����) � ���$ �������� � �������

���� �������� ��� 7p28) 3� ����0�1$�� ����������� ���� �������� � ���)

� �� ���1 � �� ������  ����� ����������) 3� p2/p1 � 1) �����) �� ������

���� ����� ?�"���$��� �����5���� p2/p1 �����1�



�&%

������ 	

#����$�� ����� ��������� �� �������

�� �
��

������  ������ �����$���� ����2������ ������������. ������ ������$


��21�	����) ����2����� ������  �� �������� ��� ������ �������) �����

�������� ���$��� ������� 7�� ���8) �� �����" 0�����" ����� K������

����  �� ����0����  ���� ����������� �  ���� ���� ��� ���� � �����0  ��

���������  ������ �  ������ �������� ����������$ �������� ����������)

3� � �����0  ����������  ������ ���$ ���������������� ������ ��������

�� ��2���� �������$ ������� ��������) 3� ������� � �����  ���������

�������� ������� �� ����) ��� �����$��  ��� ���.� �  ������ ������

��� ����������$) ��������������" ����� ��������� ��2���� �����1$��

�� ������� ������� ����� �� ������ ����� �  ���������. ����� .� �����)

3� �������1  ���������"  ��� ��������3� � ����1. ����� ����� �� ��5�

����$ �) �� ��������)  ���������  � ������ ���������� �������� 4���������

�������� �������. ����� ����������$ ������� � ��� ��������$���

���������  �����1 .� ����5�" ����� 4���)  ��������� ���������" ����2��

��� ��������. ������ � ������0��� ������� ������������ ���������  ���)

������������ ����  ������

!�� 4��
� �	 �	5���


�������� ��������������� ���3) 3� �������$  �� �������� �������

������ ��� ���� �� 0�����" ����) ��1 ����� ������ �  ��2����� �� � �������



�&�
���� �������� ����� � ����������  � ������� ����������$ �������) ���

� ���� �����  ����0��$ ������� ������ �� � �t�& ���� �� k�XG�] �&JQ� ��� ��

�������$�� ������ ����� ����������$ ������� � ������������  �� �$��

�� ������ 4����5�) � �����0 ���$5 ��0 �� �����)  ���������� ����$ �����

����� �������� ��� ��������������� ���3) �������� ����� ��� �������

��$�� 7����) �� ������) �&)&J)&L)&S)J%)&JS� � ������������ � ���8� 9������)

��� ��������$�� ���� ���������� ��2���� ��0 5������� �������) ���

���� ����������$ � ������������  ��������� ������ ��� ���������

��������) 3� �������" ��2���� � ���" ������ ��1 ���� ��������������"

�������) ��� ����� ����������$  �� ����"�� 5������� �������� 
�

�������� ����� �� �� �������  ��������  ������ ����0���� ����������$

�������) 3�  �����1 � ���) 3� ���������������� ���������� ���� ���

������. ������� �������)  ��"����� ���) ���������� ������ N�������) �

���) ���������� ������ �������  � ����� �����) ��� ����� ����$ ���$���

����� ������� � ���������$  ���� ������� �����1��� ���� �� ������

�����) ��� �������$�  �������� �� ����� ��������� �&�� �� ����1$�� �����

����� ����) � ���� ������ ������ ��� <� ^� pf�]V`XG �J%�) ��  �������

���� ����"�� �����) 3� �������1 �������� ����� �������$ ������� ���

�������� �� ����) ���� ���� �����0�1$�� � �� ������������� ����  ���

����� 4��������  �������  ������������ �������� �������) ��0�� ����

��� ��������) 3� ��  ����� ����0����  � ������� �������$ �������) ��

� �������� ��������� ��2����) 3� ������1 � ������ ��� ������� ��� 3� ���

��5��$�� �������$� ������� ���������� 
��  ��������1$��) 3� � ��"

������.  �������� � ����2������ ��������������. ������  �� �������� ����

���� �� ���� ������  ������ �����$���� ����2������ ��� ������. ������

������$ 
��21�	���� ���$ ��0�����$ ������ �������� ���$����� ���

��) ������ ���� �������$  ������� ������� ���������  ������ ����0����

�������$ ������� � ���������� � ������ ��� ������������������������

��������� ��2�����

?����$�� �$��� ������� �������0��� � ���� �&&&;&&L��



�&&

a h d

V
b

x

y

?��� J��R :������� ������������. ������

!�� 6	����	�$� 5����� ���	������$� � .. ��������% �	5�

�7�5	$

?��������� ������  �� �������� ���$���� ������� ������ ��� ���� ��

����� ?����������� �����$ �  ��"���  ���������  ���������� �� ������

�� J��� -�� ������������ �����$ ��"��1  ��������� 0 < x < L1) 0 < y <

L2� N����� ���0��) 3� ������$ �����1$�� � ���$���� ��� ������ ���

���� 7�� ��8 5������ b � ���0���� a� � ��" ���$��" ����� ������  ���1$��

�� ������ ���� 7x = 08) �� ������  ���"�� 5������$ V � 4��� ����� ����

����" 7 ����"8 �����$ ������ ������$  ��� ��1 � ������� ������������

�����$) �� ������ �1� 0 ������� ��� ������ #��� ������$ �����1 �� ���$�

��" ����) ����5�����" ���� ��  ����� �� ������� h ��� ��������� �����

������� 4�����1 ������������ �����$  ��� �����  ����" ���" 7x = L18�

O���0 ���0������) 3� ����� ���$���� ������) � ����� �����1 ������$) �

���� �������� � �������� 0������

9����� ����2���1$�� � ������ ������ �2����. ���������. �$������$��.

������ �) �0�) ��������  �������� ������ ���0�$ ����� ?�"���$����

K����$�� � ������  ������ �� ����) � �����$�� ������� ��������) ���1 �

���� 1 ��1���� 7b � h8) ���$����" � ��� ��0� ��� �  ����� �  ��"���"

�� ���5�� ���0���) �) �0�) ����� ?�"���$��� ��0� ��� ��������� � ���

���" � ����� 9� ������� ����$��5� �� ������ ���5��� ���0���� K�21���

��5��� ������0���� 1 ���������� ���� ��������3� � ���" ������������"

������)  ��� ��"���$5�" ������  ��������1 ���� � ������ ��0 ���$���



�&J

; A

?��� J�&R O������������ ����) �� ���"  ���������$  �������� ����������

��� ������R � ; ������ ������������. ������ ��0 ���$��� ������� � ������)

o � ����$5��� �����0���� ������  ������ ����� �����

�������) � ����� ������$ ������$) � ������) ���" 1  ���5����� �� 5���

�� ���� �������� 	��� � ��" ������ ��������$�� ��� ������� 5���) ���

������$�� ��  ��������� ������ 5��� ��  �������� ���$���� ������) �  ��

�� �� ������ � ���$���� ������ ��������$�� � ��������$�� �� ���$�� ������

5���) ���  ��� ������$ �� ����� - ��2���� � ��� ��" �������5� ��������

� ����� ?�"���$���  � ������� h ��0 ���$��� ������� � ������) �����$��

���� �����0 ��1. ������ �������1$�� ������� ������� 5����R Re = V h/ν)

�� ν � ���������� �2�����$ ��������3� 7� ��" ����� � ����� ��������3�

�������  ����� � ����������� �2������ 1.5 · 10−5 �2/�88� 4�� �$��� ����

5���� ���0��� 1 ������$ h) ���5���� 5������� � V ) ���5���� ���� �

�������� h/V ) � ���5���� ���� �  ����1��" 5��������" �� �� ρV 2�

� ������  ��"���. ������  ����� � ���1$�� ������������� �������

������$ 
��21�	����� 
� �����5��" ��0� ������������. ������ ���������

�� ���� �� �������� ����� ��� 5�������R ����������"  ��� �� ����� �

������������ �����$ 7x = 0) (L2 − b)/2 < y < (L2 + b)/28) �����  �����

 ���� �� ������  �������� ���$���� ������ � �����) �����  ����������

�� �����5��" ��0� ������������. ������ �� ������� ������  ����) ��2��

����������� �����) 3� ��� ������$ ������� ���� ������$���� �����1��

5�������) �� ������ � ������������. ������ 7x = L1) 0 < y < L28� #��

���� ����� ������� ���� ������$���� �����1�� �������������  � ���"

��0� ������������. ������ �� ������� ������ � ������������. ������� 
�



�&L
а б

в г

1

1 2

?��� J�JR 4��� ���� � �����0  ����������  ������ 7����" ����� � ����� �

��������$ ������ ���$���� ����) �������" ����� � ����� & ; ���� ��������

����8) Re = 1600

������ ���������  ���"��" ��� 7p = 08� 4�� ����������� ��������$ �����

 �� ��������  ��������)  ��"���� � ��� ��������$��" ����� �&JS�R ��

������� ����� 9.4◦) 5����� ���$���� ������ b = 1.1 ��) ���0��� ���$����

������ 7�� ��8 a = 10 ��) ���0��� ����� d = 20 ��) ������$ ��� ���$����

������ �� ���5��� ����� h = 4.8 ��� ?���������  ���������$ ��� �$��

������$ 5�������) � ����  ����� �����$ � ���$��" �����) V = 5 ���)

�% ���) &% ���) J% ���) 3� ����� ���1 ��������� ����� M � 1 7�� M � ���

��� ����8� O��� �������� 5������� �� ����� � ���$��" ����� ��� ������$

��������� ����� ?�"���$��� Re = 1600) J&%%) QL%%) tQ%%� ?������ ������

�������. ������ ���� ���� ���� ��R L1 = 250 ��) L2 = 100 �� 4������)

3� �� ����������  ������� �������� �����������  ��������  ��"���

�� � ��� ��������$��" ����� �&JS�) 3� �  ����$5��� �������$  �������

�����$�� ��� �������� � ��5��� �������������

#�� �����$���� ����2������ �������$�����. ������ ��������������� ���

�� ���������� ��21���� 4�������� ������������ �����������$ �� �����

�������" ���� �� ���3������� ������  ������ ������  �������$ ���$����

������ � ����� 7������� J�&8� #��0��� ������ �������� ������$���

�� ��21�� � ��� ��������" ����$���� �� ���5��� ����� ��  �����3�����

h · 10−4� ?����������� ���� ���� ����������� �� �� ������ ���$��  �5��
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?��� J�LR 4��� ���� � �����0 ������  ������ �������� �������$ �������

� ������ � ���� T/4 7����" ����� � ����� � ��������$ ������ ���$����

����) �������" ����� � ����� & ; ���� �������� ����8) Re = 1600

�������� ��������� � �������� ����� ^_UV� #���$��" � �� ����������

��. ������ � ������) ����������� ��� .. ����2������) �������� � ?������ ��

4�� ����������� ���������������$ ��������� ������� � �������� �����

DEFGHDIB� �� ���  ��������.) �� � ��� ������. �����������. ���������

�������$ ����� �������  ������) �������) ��� �����������. �����������

������ ���������������$ nY< �����) �� ���������� � DEFGHDIB�

!�! 9��	$	������� ���
����# -	 ����$�: �� $���� "��

����5� ����$����� 5�	�	��		 5�7�5$


	 ����� ����������  ��������"  ����� ��� Re = 1600� 
� ������� J�J

� � J�' �  ������� �����) ���� ������$ 3�"�� ��"5�� � ������ � ������

 ��������  ������� ������� ��0 ������� � ������� �� � ���� ���� ��������

�) �� ����� ������� ��������� ���) ��������� �  �����0�� ���� ������)

��������� ���� � �������1$�� ���$��" ���� 
� ������ ����� ��� ����$�

��" �� ����) � ��� �������$� ���� ����� ��� ��3�  ����3�1$�� � �� ������

����� ����� ������1 �����  �������� ' 4�� - ���� ��" ���������" �����

���� 7���� ������� J�J � � J�' �8 ������$ ����� ����� �  �����1 ���1������ �

���� � �����$�� �� ��0��" ����� �����1$��  ��� ���������� �  ������



�&Q
0�� ���� �������) ���  ������$ ���������� ��� �����" ������ 4�� �$���

��� � ���� ������� ����5�1$�� ���$���) � ��� �� ����� ����� �����1�

#��� ������ 3� ���$5� ��������$�� ��� ����� 7���� ������� J�J � � J�' �8) �

�� ������ ����� ������$�� ���������  ����"�� 5��� ����������� ������

�� ������ + ����  ��� ����������� � ���� ����5��$��  ��� ����������

�� ��������  �����0�$�. ��� ��������������. ������ ��� ������� �2������

$�� ��0� ��0���� �������) ��� ��0�$  ������� �� ����"���� ������

��� 4�� ��5�)  ����"�� 5��� ����������� ������� ����� �����������$��

��������  � �������� 7� �� ����� ��� 0y8 �����1���� �����������) 3�)

�� ������) ��S) &J) &L) &S�) � ���1 ����"����  ����� 4�������) 3� 3� ���$5

��0����) ������) ��� � ����� ����������� ��� �����)  �����  ����$�� ���

�����  ��� �� ����� ���� �������) ���������  ����������$ �� �����"

����� 7���� ������� J�J � � J�' �8� O���� �����) ������ ������. ������

��  ���������� ����� �  ����� � ����� �� ������$ � ������ ����� �����

� ��" ����)  � ���) ���� �������) ��  ���� ���������������� ���������

��2����� 9������" ��2���� 3� ���$��5� ����$5�1 �����1�� ����������� ��

������" � ��0��" ������ �����) 3� ��������  �������$ �� �������.  ����

����������� � ���� � ��������������" ������ ��� ������� � �������� ����)

������$  �����1 ���������� ����� ��� ����� #�"���) �� �������� J�J � � J�'

� ��0�� � ��������  �����  ���� �������.  ����) 3� ���������$��) �

��� ������ ���� �� ������ ������ �� �����) � ��� �������$��� ����� �����

��� �� ��0��" ����� ��� ���� ��3�) ��0 ��� �� ������" �����) � ��� �

���� ������ N������� � ��������3� �2�������  � ������ ����) � �������� �

�������� �� ����� ��� 0y) 3� � ��������� ���$  ����� ���������� ����

���� ������ �� ��  �������1���� ��0��) ������� ����� �� ��0��" � ������"

������ �  ��������� ����� .. ����� �� ������� ��. ���������������� ������

��������� ��2���� � ����� ���1 ��"�� ������������ ��������

?���������  ����� �������� ����������$ �������� 
� ������� J�Q

 ����������  ��� ����������� 7� ��� ���� ���� �� ������ �����8) � �� ���

����� J�L  ��� ���� ��� ����$�� ������� ���� � �����0 ������  ������

T �������$ �������� ,�����  ������ � ������� J�Q � � ������� J�L � ���
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?��� J�'R 4��� ����������� � ��� ���� ���� ��  �������� ����� � �����0

 ����������  ������ 7�������" ����� � ����� � ��������$ ������ ������.

�����������) ��� ������ �������1$��  ��� �����������. ������) ����"

����� � ����� & ; ������ ���21���. �����������) ��� ������ �������1$��

�� ������������ �������8) Re = 1600

������ ���� t = 0� O� ����� �����) 3� ������$ �������$�� � �����$��

�� ���"�$���  ���0���� � �������� ��) 3� ��"0�  �� ����������� �����1

�� ������  ������� �����$�. �����) ��� �������$�  ������� �� ����� ����

��� 4� ���) ������$ �����1  � ��"  �������� K�������) ��� �� ��" �������

 �������  ������ ����� ����$5���$) 3� �  ������0�1$�� ��������� ����

 ����� ���� �� ������" ����� ����� 7������� J�Q �8 �  ��� ���� 7�������

J�L �8 � ��������3� ��� �����$�� ������� � ��" 0� ���) � ���� ����� ��

��0��" ����� �������$�� �����) ��� ��������� ����� ��0� ���$��") 3�

��������1 ����� ���0���� ���� �� ������  ������� ��0�$�. �����) ��� ��

������$�  �������� �� ����� �����) �  ��� ���� � ��������3�  �� ��0�$��

������� ?������ ����� �� ������ 7� ���� ����� N�������8 �������1  ���

��������3� � ������ �����$�. ����� � �����$ ��0�$�. �����) ���"  �����



�&/
5�1 ������$ ���3������ ����� P�" ��� ������� �0�  ����� ����� ����$

 ������) ���� ������� J�Q �� 4�� �$��� ��� �� ������ ����� ���$�� �����

5�1$�� �  ������� �������1$�� 7������� J�L �8� 6����  �������  ������)

���  �� t = T/2) ������$ �0�  ���������� � ��0�1 ���"�1  ���0����

� ������  ���� ����������� � ���� ���� ����  �����0��� ������ ��

�������� J�Q � � J�L �� O� �� ������$ ��"0�  �� ����������� �����1 ��

������  ������� ��0�$�. �����) ��� �������$�  ������� �� ����� �����) �

��� �� ��" �������  ������� ����� ����$5�1$��� � ��" 0� ��� � ���� �����

�� ������" ����� �������$�� �����) ��� ��������� ����� ��0� ���$��") 3�

��������1 ����� ���0���� ���� �� ������  ������� ��0�$�. �����) ��� ��

������$�  �������. �� ����� �����) �  ��� ���� � ��������3� ��� �����$��

������� O� �� ������� ����� �� ������ �������1  ��� ��������3� � ������

��0�$�. ����� � �����$ �����$�. �����) ���"  ����5�1 ������$  ������

���3�����$ ������ P�" ��� ������� ��1 �0�  ������ 3� ����� ����$

 ������ 7t = 3T/48) ���� ������� J�Q �� 4�� �$��� ��� �� ������ �����

����� ���$�� ����5�1$�� �  ������� �������1$�� 7������� J�L �8� #���

� ����� ����$ � �����" ���� ����  ���� ����������� � ����  �����1$���

O���� �����)  �� �������� ���������� ������� ����� ����������������

��������� ��2���� �����1$�� �� ������� ������� ����� �� ������ �����

�  ���������. ����� .� �����) 3� �������1  ���������"  ��� ��������3� �

����1. ����� ����� �� ��5� ����$ �) �� ��������)  ���������  � ������ �����

����� ��������

4��������1$�� �������  ������� �����$�� ��5�� ����������� � ����

 ��������$���� ������� K����$�� ����������  ������� ��5�. ��������

�������. ������ ��� ���������������� ������) ���������" � �&JS�) ��0��

���0��) 3�  ��������� �����$��� ���� ����$ ����������� 
�5� ����

�������  �������) 3�  �� 5������� ������� ' ���  ����� ����������$

������� ������1 %�%%& � 7��� �����1 ����� '%% :�8� 4��������� ��� �����

� ������)  ���������� � �&JS�) �������1  ����������) 3� ������������ ���

��� ����������$ ������� � ��������� ������ � �� ���1 � ������)

�������� ��� ��������$���
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?��� J�QR 4��� ����������� � ��� ���� ���� ��  �������� ����� � �����0

������  ������ �������� �������$ ������� � ������ � ���� T/4� O�� ����

�� � ��  � �����$��� �������) ������" ������" 5�� 7�������"8) 3� ������1

�� ����) ��1 ������ ����������$) ��0��" 7����"8 ; ���21���� Re = 1600

,��������� ������ ���.  �����0�1 ����������  �� ����$5���� �����

?�"���$���  �������� �� 104� K�������) 3�  �� ���$5 ������� ������ ?�"�

���$��� ������1 ����������� ���. �) �0�) ��������� ������������� ���

��� ����������� ������������ 4���) �� ����  ������� �  � �������

��������)  �� ����2������ ����������� �����) ��� �� 1 ��0� ����������� ��

��� 2������ ��������) �������$�� �����$ ��0�� ������ 5����� ������

����. ������������. ����� O��� � ��" ������ �� ���0 ���������� �����

 ������ �����$���� �����������) ��������� �������$��. ������ 5�����

����$5���� ����� ������$��� ��21��� ������������. �����

+� ��������� ����� ?�"���$���  ����� ��������� ������� ��1 ���5

�������������) ��3�  ���5�1$�� ����������$ �������� ���������5��

���� �������) 3� �������1 5������������  ��$����.  ��"����. ����� 4���

�) ����$  �� ������� ������ ?�"���$��� � ������  ���� ������ �����$
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?��� J�SR 4��� ����������� � ��� ���� ���� ��  �������� ����� � �����0

������  ������ �������� �������$ ������� � ������ � ���� T/4� ������"

������" 5�� 7�������"8) 3� ������1 �� ����) ��1 ������ ����������$) ���

0��" 7����"8 ; ���21���� Re = 3200

�������  �����  ��$����. ������� �  � �������� �� ����� � �������� ���

�������5����� �������� ������) ���  ��� �������$ �� ����) � ��1��

������ ������. ����������� ����$�� ���� � ��� �������� ������) 3�

5������������  ��$����.  ��"����. ���� �������$ 5������������" 5���

K����$�� � ��" ����� ��� �������$ ���) �����������  ��$����1� �������

 ���� ������) �� ��������1�� ����� �� ���������� ��0���� ���.�

4�� ���$5 ������� ��������� ����� ?�"���$��� ���� ���0 ��0�� ����

0��  ���������� �� ������ ���� ����������1$�� ���������� �������

�  � �������� �� �����) � ���0 ��������� ������� � 5���� ���5������
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?��� J�/R 4��� ����������� � ��� ���� ���� ��  �������� ����� � �����0

������  ������ �������� �������$ ������� � ������ � ���� T/4� ������"

������" 5�� 7�������"8) 3� ������1 �� ����) ��1 ������ ����������$) ���

0��" 7����"8 ; ���21���� Re = 6400

�������) ���  ��� �����$�� ���� ��  ����� � �������$ �� ����� 
� ���

����� J�S) J�/) J�t  ������� ���� � �����0 ������  ������  �� Re = 3200)

QL%%) tQ%%� - ������" ������ ��������  ����������  ��� ����������� �

����� ������ ���� � ��������� T/4� , � ��0��" ������  ����������

��� ���� ���� p  �  ������� �������� � � 0 ������ ����� !�������� ���

���� ���������1$�� ��� ��"���$5 ���������. ��� ���5��� ���� �� ��0��"

����� ������ O���� ����� ���� ������ ������� 1 ��� ������ ���� �� ���

0��" ����� �����) �  ���� ������ � �� ������" ������ 	������� 0 �������

��� �����1 ���5��� ������ 4�� ����$5���� ����� ?�"���$��� �� ����� �����
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?��� J�tR 4��� ����������� � ��� ���� ���� ��  �������� �����  �� Re =

9600R � ; ����� ��� ���������� �������  ��� � ������  ���� ������) � ;

����5������ ������� � 5�������  ������ ����� ��������1$��) � � � ; ���

��������� ������� �������

����� ������� ����$5�1$��� O���� �������� ������� � 5���� ���5������

������� ���3�1$�� �����  �  ����� O���� �����) �� ���5��� ����� ���

�����$ ������) 3� �0� ������������� 4�� ��������$���� � ����������

������$ ����� ?�"���$��� Re = 9600 ����������$  ������ �������������

� .� ���1����. � ������  ���5�1$��� - ����� ������ ���� ������ ���0

5����$�� � 5�������  ������) �� �� � �����������  �� ��0��� ������

?�"���$���� , � ����� ������ ���� ������ 5����$�� ��������� ������

��� ���������$��" ��� y = 0 � �� ��0��� � �������� ��� �������  ��� �

������  ���� �������
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?��� J��%R 9���� � ���� �������1��� ���)  ���������� �� �����R �) � ; Re =

1600) �) � ; Re = 3200) �) � ; Re = 6400

�����) 3� ��� ���� ����  �  ������� �������� ���0 �����1$��  �����

����� � ����  �� Re = 3200) QL%%� 4������ ��� ����� ���� � ������ ����

t1) t2) 3� ���������$�� ��  �� ������ 7t2 = t1 + T/28) ����$ ���������

�������� ���������$��. ��� y = 0� 4�� ����$5���� ����� ?�"���$��� �� ���

��� ��������" ���� ��  ������� ����� ����) �� ���� �� � ��� ���� ������$

��� ����� ���� 7������� ��0 ���������� � ��������� ���� �� �����8�

	��� ���0 ���������) 3� ����� ��� ����� ����  �� Re = 3200 ��0�

���0� �� �) 3� �� � ���������  �� Re = 1600 7���� ������� J�Q8� 
� ���

0��� � �� ������" ������  � ����� ������$�� ����� �� ����� 7��������8)



�JL

?��� J���R �����) ��� � ���1 �����$���� ����) 3� ��1 ��  �����  �������

�����) ��  ����� �������$

��� �����$�� ��� ����� �� ���� �������� P� �� ����� ��� ������$ �����

���) 3� �������$ �� ���5��� �����) ���  ��� �����$�� �����0 ��0�$�.

��� �����$�. �����" ������ 4��  ����$5��� ����$5���� �������� ����� ?�"�

���$��� ��� ���� ���� ��  ������� ����� ��������1$��� 4�� Re = 6400

�����) 3� ����������$ � �����  ����������$ ���.  �����1  ��� ���  ��

��5������ 7������� J�/8� 
� ������ �������� ��0�� ����� ���  ����

����5������ �������� ��� ����� ����  �  ������� ������ P� ������1) 3�

���  ��������� ����5������ ������ �������$ ���5��� ����� ����� ���

����" ������� ���� �  ��� �����$�� �����0 ����� ����� �� ������"

������� ���� ��� ������� 4�� Re = 9600  ����� ��������� ������� � ����

����� ������� � 5���� ���5������ � ������  ���� ������  �����0�1$��)

 ���) ��"  ����� ��1 3� ���$5� ������������� ?������ J�t ������1) 3� �

����� ������ ���� � ��������$�� ����� ��0��� ���.� O�� � ������  ����

������ ��0�� � �������� ��� ������ ���������� �������  ��� 7�������

J�t �8)  �� �$��� ������ ����5����� ��������� �������� ���������$��.

���� 4���) �0� ����� ������" ������� ���� ����5������ ������� � 5��

������  ������ ����� ��������1$�� 7������� J�t �8� 
� �������� J�t � �

�  ������� ��0�� �����������. ������� �������� ����� � ��0�$��� ���

�����$��� 5��� ���5������ ���������1 �����) 3� "��  � �����) �  �������1

� ���� � �����5�$�. ������ �������� O���� �����) �����) 3� "��  �����)

������1 �����) 3� "��  � ������ O��� ���3� ������1$�� �������� ��������

4���������" ��� ����� ���������"  ����� ��������� �������) 3� ���



�J'

O���� J��R 9���0���$ ����� � ����� 	������ ��� ������$ ����� ?�"���$��

��

wF �Q%% J&%% QL%% tQ%%

Y) ��� ' �% &% J%

x) :� '�& �%&% &%JQ J%'&

>` %�Lt� %�Lt% %�L/t %�L/t

����1 �� ����) � ���0  ����� �������� ������� � ������  ���� ������

 ������$ �� �������$ � ���� ���) 3� ���$ �� ����� 
� ������� J��%  ��

������  ����� ����� � ���� �������1��� ��� �������� � ��� Cx �  ��"����.

���� Cy� K�������) 3� ��� ��� �����1$��  ���������� 4������  ����� ����

������� �������� � ��� ������ ���5�") ��0  ����� ����������  ��"����.

����� +�5��� �������) ����� ��������� ����) 3� ��1 �� �������) � ���

�������$���� �� ����� ������ ��3� ����� ��������� ��1. ���� � �����

���$���� �� ������ P�  ������$ �� ���) 3� �����$ ������ �����$����.

���� R = Cxix + Cyiy � ���1 � ����� ������� �����) ���0� �� ���$�� ���

����� 7���� ������� J���8� 
� ���� �������� J��% ���� ����� ��������� ���)

3� ���$ �� ����) ���������� ��������� ������� � ������  ���� ������

� ���������� ��� ������� �� ����� P� ���������) ��� ���$ ���$5 ������

�����) ��������$�� ��  ����$��5� ��������� ������ ��������

?������ J��% ���0  �����1) 3� �� ��������� ����� ?�"���$��� ����

����� �������$� - ������ J�� �������� ����0���$ ����� � ����� 	���

���� ��� �������� ����� ?�"���$���� �� � ���� ���� ��������)  �� ����

����$ ������� ��������� ����� ?�"���$��� ����� �������$  �� ����"�

�� 5�������  ���� �) �0�) ����� 	������  ������� �� �����1$�� ��

��������� ����� ?�"���$����


� ���������� ���� ������) 3�  ��������� ����� ���� �� ������ ����� 1

 �����  ������� ���������� �0����� �������� �������$ �� ��$���� � �)

���" ������������ ��� ��������$�� � ���������� ����$�� �������������



�JQ

!�( 8	5���
�	$ 5�
$	�		 �	��

4�� �������� ������ �������� ��� ������ ������� �� ���� ��������

 ����) 3� �������$ �������  ���) ��0�� ������ �������� �� ��� �������

��� 4��5� � �� ��������  ��� ���� ��  ������� �����) ��������� ��������

��� ������� � ��������� ������� ������� � 5���� ���5������ �������

� ������  ���� ������� 4�� ����$ ������� ��������� ����� ?�"���$���)

�� �������� ���$  ���������" �������� ���� �������������$�� � �����

������� ����������$�� ������) ��������� ���. � ��������$  ���� ��

���$���� ����� ��S�) �&�� #���� �������� � �� ��������) 3� ��������$�� �

�����$�� ����������. ������� � ���1����. �������� ����� ������� ������

��� ������ � ����������� �����) ��������� ���� ������1 5���������

����" 5�� �&�) �'t�� �������� ���������� 5���  ����� ��� ��������1$��

��� ��������� ���������� ����$���� ����� �  ��2�����" �� � ����������

���������� ����������� � ���1����1� ����� ��������3� � �����������

������ ��  ������� � ��������� ������0����� 7����) �� ������) �'t� � 5����

�� ������������ � ��" �����8  ��0���$ ����$���� ����� �����  ������

3�1  ��0���$ 5�������������� 5���� - �$��� ������0���� ��  ������1��

�����  ��5�" ��������" �) �0�) ��������1�� ����� �� � ������ ��������. �

 �5������ ����$���� ������ #���������$ ��������  ���0��$ ��������.

�������. ��"����� �&�'�) �&�Q�) � ���0 .. ������$����� �� �� ����  �������

�� ��0 �  ����) ���������� !����� �&�S�) �� �� �������������� �������

������� ����� �� �������  ����)  �5������ ����� �� ������� 5�������

���������  ���� 7��������� �����8) � ���0 �������� ������

O���� �����) ����������$ ���.) 3� ��������� ��3�) � �����$���� ����

�2���� ��� ������. ������ �������������)  ������������ ��3�) �� ��1�� ����

 ���� ���� �� ������  �������� �����) ���"  ��������� �����1$�� � ����

�  ������� T � P�  ��$����. ���� ��  �������� �����)  ������� ����0��$

������� ��������� � �������� �&�� 4�� �$���) ��3� ����� ���� �������� �����

����) �����  ���� ��0�� �������� � ���0��) 3� ����  �5���1$�� ��

����) �� � ���������� ��������3�� 	��� ���0 ���������) 3� ����$���"
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?��� J��&R :������� ������R � ;  ������� y = 0) −a < x < a �� ������1

����) � ; ������������ �����$ �������1$�� �� ��  ��������

������ �0����� 1 ��0� ����� �&��

O��� �������  ���  ��� ������ ��0� ��� ���"���� � ��� ������. ����

�����. ������ ��� ����$����� ��������� K����$�� ���� ) 3� ��������1$��)

1 ������ 7�� ������� α = 9.4◦8) � � ���� � ��3���� ������ �� ����

���������� �����0���" ���� � ���$���� ���� �������) ���  �������

:������� ������  ������� �� ������� J��& Z� :������� ����� ��1 ������R{
p = f1(x, t),  �� y = 0+, −a < x < a ,

p = f2(x, t),  �� y = 0−, −a < x < a ,
7J��8

� y = 0+ � y = 0− ������1 �����0���� �� ��� y = 0 ����� � �����)

��� ������� ������. f1 � f2 ; ��� ���� ����  �  �������) ���" �� �����1��

� ����2���� ��� ������. ������ ��������������

	������$����� �������� ������ ��� ����$����� �������� ����2���1$��

������ �������� ������" �&J/)&Jt�� #�� �$��� ��� ������������ �����$

�������1$�� �� �� ������) ��  ������� �� ������� J��& �� ?���2���� ����

�$����� �������� � ��0��" � ��� �$�� ������" ����� ������� 
������� ����

����1�� ����2����� �������$�� � ��������� ����) � ���0 � ���� � ��0��

���  ���� �� ��0� ��0 ��������� -���� � ��0���� �� ��0� ��0 ��������

�$��� �������� ���$ ������R{
p(III)(r, φ) = p(I)(x, t),  �� r = a, 0 < φ < π ,

p(III)(r, φ) = p(II)(x, t),  �� r = a, π < φ < 2π ,
7J�&8
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∂p(III)(r, φ)

∂r
=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂p(I)(x, t)

∂r
,  �� r = a, 0 < φ < π ,

∂p(II)(x, t)
∂r

,  �� r = a, π < φ < 2π .

7J�J8

O�� ���� �� � � ������  �� ��������� �����  �����) 3� ������1 �� �������

7���� ?����� &8) ����2����  ��������1$�� � ������� ���� ���21  � ������"

���������R

p =
∞∑

n=−∞
e−inωtpn(r, φ), 7J�L8

�� ω = 2π/T = 2πf ; ����� �����) f = StV/h ; ����� �������$ ������

��) 3� ������1 �� ����) � pn(r, φ) ; ����2���� ��� �������� �������� :��$��

���$���

K�������) 3� � ������ +++ ����2���� ��1 ���" ����" �����$��" ������)

�� � �  � ������" ������  �� ��������� �����  �� �������� ��������) �  ����

�����1$�� ����� ���21  � �����" ���������R

p(III)n =
∞∑

m=0

[Gnm cos(mφ) +Hnm sin(mφ)]H(1)
m (knr) , 7J�'8

�� kn = nω/c ; ����$��� �����) c ; 5������$ ����� � ��������3�) H(1)
m ;

������� M������  ��5��� �����

, � ������� + � ++ ����2���� ��1 �������5�" ������� K����$�� �� ������

����0��� ������������ ������� ������ ����"��)  ��� ���� � ��� �����

���  ���������$�� � ������� �� �� �����. ���� ����2�����) ���� � ���� 1

������) 3� ��0�$ ����0 �������� ��� ���21����� �� ����� ��� OyR

p(I)n =

∞∑
m=1

Anm sin(mφ)Jm(knr)+

+

∞∑
m=0

[
Bnm cos

(mπx
a

)
+ Cnm sin

(mπx
a

)]
eiγnmy,

7J�Q8

p(II)n =

∞∑
m=1

Dnm sin(mφ)Jm(knr)+

+

∞∑
m=0

[
Enm cos

(mπx
a

)
+ Fnm sin

(mπx
a

)]
e−iγnmy,

7J�S8

�� γnm =
√
k2n − (πm/a)2�
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9 ��������� ���� J�� ��������� ���� ������ ��� �������1��� Bnm) Cnm)

Enm) Fnm� #�� �$��� ������. ������ �� ��0� ���������$�� � ��� ������"

��� ���21  � ������" ��������� � � ��� ���21  � �������������� �������

�� �� �������� −a < x < a� 4���������� �������1�� � ������� ��������

� ����" �  ����" ������� ��������� ���� J��) �����1��

Bn0 =
1

2aT

∫ T

0

einωt
∫ a

−a

f1(x, t)dxdt,

Bnm =
1

aT

∫ T

0

einωt
∫ a

−a

f1(x, t) cos
(πmx

a

)
dxdt,

Cnm =
1

aT

∫ T

0

einωt
∫ a

−a

f1(x, t) sin
(πmx

a

)
dxdt,

7J�/8

,��������� ���� ������ ��0�� ������ � ��� �������1��� Enm) Fnm� #��

�$��� � ������� J�/ ����$  ������� ������� f2(x, t) �����$ f1(x, t)�

En0 =
1

2aT

∫ T

0

einωt
∫ a

−a

f2(x, t)dxdt,

Enm =
1

aT

∫ T

0

einωt
∫ a

−a

f2(x, t) cos
(πmx

a

)
dxdt,

Fnm =
1

aT

∫ T

0

einωt
∫ a

−a

f2(x, t) sin
(πmx

a

)
dxdt.

7J�t8

+�5� �������1�� ��������$�� � ���� � ��0���� J�& � J�J� 4���� ������{
Anm = Ynm − Znm,

Dnm = Ynm + Znm

7J��%8

�����1�� ���� ������ ��� ������0���� �������1��� Hnm � YnmR

Ynm =
(Φnm +Ψnm)knH

(1)′
m (kna)− (Λnm + Ωnm)H

(1)
m (kna)

2
[
Jm(kna)H

(1)
m+1(kna)− Jm+1(kna)H

(1)
m (kna)

] , 7J���8

Hnm =
1

2H
(1)
m

(2Ynm + Φnm +Ψnm), 7J��&8

�� �������1�� Φnm) Ψnm) Λnm) Ωnm 1 �������1���� ���21 ������� ������"R

Φnm =
2

π

∫ π

0

Φn(φ) sin(mφ)dφ, Ψnm =
2

π

∫ 2π

π

Ψn(φ) sin(mφ)dφ,

Λnm =
2

π

∫ π

0

Λn(φ) sin(mφ)dφ, Ωnm =
2

π

∫ 2π

π

Ωn(φ) sin(mφ)dφ.

7J��J8



�L%
O� ������. Φn(φ)) Ψn(φ)) Λn(φ)) Ωn(φ) 1 ��������) �����$�� ���� ������

����� �0� ��������� � ������ ������� �������1�� J�/) J�tR

Φn(φ) =

∞∑
m=0

[Bnm cos(πm cos φ) + Cnm sin(πm cosφ)] eiaγnm sinφ,

Ψn(φ) =
∞∑

m=0

[Enm cos(πm cosφ) + Fnm sin(πm cosφ)] e−iaγnm sinφ,

Λn(φ) =
∞∑

m=0

{
[−Bnm sin(πm cosφ) + Cnm cos(πm cos φ)]

πm

a
cosφ+

+ [Bnm cos(πm cosφ) + Cnm sin(πm cosφ)] iγnm sinφ} eiaγnm sinφ,

Ωn(φ) =
∞∑

m=0

{
[−Enm sin(πm cos φ) + Fnm cos(πm cosφ)]

πm

a
cosφ−

− [Enm cos(πm cosφ) + Fnm sin(πm cosφ)] iγnm sinφ} e−iaγnm sinφ.

7J��L8

4��� ��������� �������1���) 3� ����5�����) ����������$ � ��� ������. ���

���������. ������ ����"��� �������.���� ������$) ��� ����2��������$ ���

���$�� ������ �������.�


� ������� J�Q �����) 3� ����� ��� ����� ���� ��  ������� ����� ��1

������  ��5��� ���� � ���5��� ������ 4������ � ����� ������ ���� ��"

������ ��1 ��0� ��1���� #��  ��� 5���� ���0���� ����� �  ���������

���� ����2����) �) �0�) ��� ����$5���� ������ ���������� ��������� ���

�����1��� ����2���� ��������� ��������� �������� ��" ������� P� ���0

 ������ � ��  ����3���� ������ ��������� ��������. ����� ��  �������

�����) ��������� ���� ���5��� ������

9 ��1� ���� ��0�� ���������� ������� ���������� ����2����� ���

���� 	����  ������ ���5��� ��� �&L%�� ������� ����� �����$��. ���.

 ������ ���5��� ����� ��1 ������

ψ = rλfλ(φ), 7J��'8

fλ(φ) = K cos(λφ) + L sin(λφ) +M cos((λ− 2)φ) +N sin((λ− 2)φ). 7J��Q8

O� K) L) M ) N ; �����$�� ���� �������1��� ���� ��������$�� ������$�

����) � �� �����$���� ��������������  �����

?��������� � ����� ������������"  ���R

fλ(φ) = K cos(λφ) +M cos((λ− 2)φ). 7J��S8



�L�

�  �������� ����� ������ ��� ����� 5������� ��������$ ����) ��3�

�������� ����� f(α) = f ′(α) = 0� ��������� ��1. �����  ������$ �� �����

�����. ������ ���� ����"��� �������.���� ������$� 
�������$��" ����2����

���. ������ ��0����" ��5�  �� ����� ������� ���� ����������� P�  ���

����$ �� �������������� ��������

sin(2(λ− 1)α) = −(λ− 1) sin(2α), 7J��/8

� ����� �������1�� �������� λ� ,���������) � �� ���� �����������  ����

fλ(φ) = L sin(λφ) +N sin((λ− 2)φ). 7J��t8

��1�� ���� �� ������������ �������� ���  �5��� ������$ λR

sin(2(λ− 1)α) = (λ− 1) sin(2α). 7J�&%8

������ ��� ������. ����� ��0��  ��������������� � ���� �����

������ ������ ��� ��� ���� 5�������� ��3�  ���  ������� .� � ����

����� 	���� � ����2���� �������� ����) � �����1�� ���� ��" �����

��� �����$����  ��� ����  ������ �����R

p(loc)(r, φ) = −4(λ− 1)rλ−2[M sin((λ− 2)φ)−N cos((λ− 2)φ)]. 7J�&�8

9�������  �������� �� ��� λ �������$�� � ������������� ������$ 7J��/8

� 7J�&%8 ��� �������������� � ����������� �� �����) ��� �������

O� �� ��0�� ���� �������� �����$��" ����������" ����2���� � ����

������ ����5� ����2���� ������� #�� �$��� � ��������" ����� J�� ���������

����� � ������ �������" ����������" ����2���� J�&�) ���0���� ��������

1�� M � N � �$��� ����0���� ��� �����{
p = g1(x, t) + p(loc)(r, α, t),  �� y = 0+, −a < x < a ,

p = g2(x, t) + p(loc)(r,−α, t),  �� y = 0−, −a < x < a ,
7J�&&8

�� g1(x, t)) g2(x, t) ; ������ ������.) ��� �� ������� ��� f1(x, t)) f2(x, t) ����

�� ���$ ������� � ���5��� ���R{
g1(x, t) = f1(x, t)− p(loc)(r, α, t) ,

g2(x, t) = f2(x, t)− p(loc)(r,−α, t) .
7J�&J8



�L&

O���� J�&R M�����������  ���������. ���. � �����R � ; ������ 5������$

 ����) & ; ����� ����) J ; ����$���" ������ �0����� �����) L ; ��� �� ���

�������� � ����������  ��5�. ��������� p1) ' ; ��� �� ��� �������� � ���

�������� �����. ��������� p2) Q ; � �������5���� �� ����  ��5�. � �����.

��������) S ; ����������$ ����� 7���� �����8) ���2) / ;  ���� ��������

 ��0���$ ��������� ���) t ;  ��0���$  ����) 3� ������1 �� ����) �% ;

!!#

Re �Q%% J&%% QL%%

� V ) �e ' �% &%

& M 1.51 · 10−2 3.01 · 10−2 6.02 · 10−2

J d
λ
=
df
c 7.40 · 10−3 1.48 · 10−2 2.94 · 10−2

L max |p1|) 4� 8.81 · 10−4 1.41 · 10−3 2.11 · 10−3

' max |p2|) 4� 1.92 · 10−4 4.15 · 10−4 7.54 · 10−4

Q max |p1|/max |p2| 4.59 3.40 2.80

S I =
max p2

ρc ) ��c3 1.94 · 10−9 4.97 · 10−9 1.11 · 10−8

/ W�� = I · S) � 6.1 · 10−9 1.56 · 10−8 3.49 · 10−8

t W��) � 0.126 1.01 8.07

�% W��
W��

4.84 · 10−8 1.55 · 10−8 4.32 · 10−9

O� �� ���  ����3���� ������ ��������� ��������� ���� ����$ � ����

����" ��3� ����2����  ������� �����$ ������" f1) f2 .� ������ �����

g1) g2 � �����$��" ����2���� p(loc) � �������� �������� �� �������� ����

���������� 4�� �$���) �� �0� ����������� ��3�) �������1�� M � N ����

���0�� ����0���� ��� ����� P� �������1�� ��������$�� ������$����) �

�� �����$���� ��������������  ���� �) �0�) .� ��������� �������� �

��0��" ����� ���� � ����� ����� �����$����  ������ p(loc)(r, α, t) � ����

���$��� ��� ������ f1(x, t) � ���� �����  ������ ���5����

O�� ���� �� � � ������  �� ��������� ������� ����)  ������� ���������

3� ������1�� ��� �� ���  �����  �� �� ������ 20◦pR ρ = 1.204 ����3)
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?��� J��JR �����$ � ����  ��5�� ���� �������� ���� pn �� ������� � � ���

���5��� ������ 6���� ?�"���$��� Re = 1600R � ; |pn|  �� n = ±1) � ; arg(pn)

 �� n = ±1) �����$�� ����� ��� �����1 �� ���� n = 1)  ������� ; n = −1) �

; |pn|  �� n = ±2) � ; arg(pn)  �� n = ±2) �����$�� ����� ��� �����1 �� ����

n = 2)  ������� ; n = −2

ν = 1.51 · 10−5 �2/�) c = 332 ���� K������ ������������  ���������. ��

��. � �����  ���������� � ������ J�&� K���� ����������) 3�  �� �3����)

��� ��  ������ � ������ ��5�. ������)  ������0��$�� �����$���� ����

���������� 9������) �������� ����� ���� � �������� ����$����� �������

�������� ���$  ������ 10−2� P� ��1 ��0�����$ ���0�� ��  �������

������ � �� �������1  �������� � ������ ��5�. ������ ��������� � ���

��� ����  ���� �� ��������  ���) ��� �� �������1  �� �3����  �� �)

3� ����  �5���1$�� � �����  ���� �� ����) �� � ���������� �������

��3�� K���� ���) ���� �������� ����� ���� � ����$����� ������� �0�����

 ������0��$  �����$���$ �������� ��������������. ������ � ������ ���

���� �2����. ���������. ������� �����5����  ����. ��������.  ��0����



�LL

� � �

?��� J��LR 
�������� �������� � ���������� �������� ����) 3� �������$

�� ������� ��������"  ��"����. ���� � ���� � ���R � ; Re = 1600) � ; Re =

3200 � ; Re = 6400

��������� ��� ��  ��0����  ����) 3� ������1 �� ���� 7��5��� ������

��) !!# �� ����������8) ��1  ������ 10−8 − 10−9) � ���0 � ����������$

�� ������������ ����� 7���� �����8 ��1  ������ 10−8−10−9� O��� ���� ����

����� !!# �� ���������� � ����������� �� ������������ ����� ������$

 �� � ����������$ ���������� � ������ ��5�. ������ ��������  ���0��$

��������. �������. ��"����� �&�'�) �&�Q� � .. ������$�����) ���������� !���

��� �&�S�)  �� �) 3� �������� � ����� ����� �� ������������  ����

��������3� ��0�� ��������� O���0 ���� ��������) 3�  �� ���� ����$

������� 5�������� �����5���� �� ����  ��5�. � �����. �������� �0� ��

���� ���� �������) �� � ���������" ��3� ������  �� ��������� �������

����� O���)  �� ����$ ������� 5�������� �  �� ���" �����������. ���)

3� �����1$��) � ��� ���$5 ������� �������� ���� ���$5 ��1���) ��0 �

������  �� ��������� ������� �����


� ������� J��J  ���������� �����$ � ����  ��5�� ���� �������� ����

������� ���� p1 � p2 �� ������� � � ��� ���5��� ����� ��� �� ����

Re = 1600� �����) 3�  ��5� ��������� p1) 3� ��� �����1 ���������� �

 ������� T )  ��������1 ����� ��������� � �������$���� �� ������ O��

�� �� ����� ��������� p2  ��������1 ����� ��������� � ���������$����

�� ������ 	��� ���0 ��������) 3� ���� �������$ ��1 ������������"

������� �������� ���������$��. ��� � �� ���� p1) 3�  ��2����� � ��) 3�



�L'
�������� ������� � �����$��� � ��0�$��� 5���� ���5������ �������1$��

�� ���������) �  � ������ +) ��� ���) � ���� p2 ���� �������$ ��1 ���������"

��������

� ���� � ������ ��3�  ����� ����������$��"  �����) 3� ������1  ��

��������� ��� ������ ������� �� ����) 1 ��������� �0������ 7��������

�� ���8 �� ��$���� � �� #��  ��5�. ��������� p1 �������� ���$ �0�����

 �� ����������� �� �����  ����� O��� �� ��� �����. ��������� p2 ������

��� ���$ � �������� �����0  ����� 
� J��L �����0��� ��������� ��������

� ����������  ����0�������  ����� ������ P� ����  ������ �����0���

$�� � ��� ��������$��� ��������� � ����������)  ����������� � �&JS��

	��� ��������) 3� �� ��������� ����� ?�"���$��� ����� ��������� p2)

���������. ��������1� ���� �������� � ���) �����1� � ������ J�&  ����

������� �� ����� ���� �������� p1 � p2) � ���0 .� �����5���� ��� �$��

������$ ����� ?�"���$���� �����) 3� ��3�  �� Re = 1600 �����5���� ���

 ����  ��5�. � �����. �������� ������1 L�'t) �  �� Re = 6400 ; ��5� &�/�

!�, 4���	�$� �	 �	5���


� ������ ������� ����2����� ������  �� ��������� ����� 7�������� ��

���8 ��� ����� ��������) 3� �����1 �� �����" ����� 9����� � ������

����� � ?������ � ������) ������ ����2���1$�� � ��� �� �� 
�  ��5���

�� � 5�����  ������ �����$���� ����2������ ������������. ������ ����

���$ 
��21�	���� �������� ����2���� ������ �������������  �� ��������

��� ������ �������) ������������ ���$��� ������� 7�� ���8 �� �����"

0�����" ����� K ����� ������� �������������� ������������ ����. ���.�

K������ �  ������������� ����  �� ����0����  ���� ����������� �  ����

���� ��� ���� � ����  ����������  ������) ���"  �������$ �� ����0����

 � ������� �������$ �������) �  ������ �������� ����������$ ��������

9������ ����������) 3� � �����0  ����������  ������ ���$ ������������

����� ������ ��������� ��2���� �������$ ������� ��������) ��� �������

� �����  ��������� �������� ������� �� ����) 3� �����$��  ��� ���



�LQ
 ����� �������) �  �������$�� �� �����" ������ !���  ����� ��������

���$ ��1 ��������) ��������������" ����� ��������� ��2���� �����1$��

�� ������� ������� ����� �� ������ ����� �  ���������. ����� .� �����) 3�

�������1  ���������" 7�����������"8  ��� ��������3� � ����1. ����� ����

�� �� ��5� ����$ �) �� ��������)  ���������  � ������ ��������� ��������

K������ ������� �������������� ������������) � ��� ����� �������1��

�������� � ��� �  ��"����. ���� Cx � Cy) � ���0 � �����"  ����� ���������

� ���� ���)  ���������� �� ������ K �����  �����  ���������. ����� � ����

��� ����� ���� ��  ������� ������ K������ �������� ����� 	������ St

 �� ������ ��������� ����� ?�"���$��� Re� 4��������� �������� ������

����) ����� ��0������ �������$����  �������) �� ����� ����������$

�������) � ��� ��������$��� ��������� �����  �����1 .� ����5�" �����


� ������� �� �) ������������� ����  �� ��� ���� ���� ��  �������

����� � ����� ��������. �����) ����2����� �������� ������  �� �� �����

������� ����� ��� ����� ��������) 3� ������1 �� ����� #��� �����$���

�����������  ���������  �����$���$ ���������  �� �3��$� 9������  ��

������) 3�  ���� ��������  ��0���$ ��������� ��� �� �����  �������

���5�  ��0���� �������) 3� ������1 �� ����� K������  �������� ����

 ����� ���������  ��� 7�������� � ����������8  �� ������ ��������� �����

?�"���$���� 4�������) 3� ���$ �������� � ���������� ��������� ��� p1)

����0������� �����������  ��"����. ���� ����5�����  �� �����������

�� �����  ����) � ���$ �������� � ���������� ��������� ��� p2) ����0��

������ ����������� ���� �������� � ���) � �� ���1 � �� ������  �����

����������) 3� p2/p1 � 1)  ��� �� ��������� ����� ?�"���$��� �����5��

��� p2/p1 �����1�



�LS

������ 
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���� � �
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(�� 4��
� �	 �	5���


K������� ��������� ��������  ����� �2����. ������ ��������  ������

�� ����$�� ������������� � ��� ��������$��� ������0��$� +����� ������

��� ���� ���" ����$ ����$�� ���������) �� ������) � ��'&)&L��� 4������

���.  � �������� ����� �����  �����1 � ���) 3� �������� ��������  ��

���� �������1$�� ����� �  ������ � ������� #���� ������) 3�  ��  �����

������ ?�"���$���  �� ��������  �����  ����0���� �� �������$ ����

��) 3� ������$�� � �������� �������� ������ +����� �������� �������

����  �������� ��������� � �&)�S�� K����$�� �������� � ���� ������� �� ���

������� ��� ���$������ ��5���  ����0����� ����� ��0�  �������� ��

����0���� �������" ��� � ����$ �� ��"������� ���������") ��������� ���

� ��0�����$ ����������  ����� ����� �������) ��0�����$ ���0����

���� � ��� ���) 3� �����1$��) � �� ����� ��������� ���  ���������� ��

�$���� K���� �� � ������ �������  ���� ����1$�� ����5������  �������

� ����� �� ���������� #�� ����$��5��� ������ ��� ��������$��� � ����

���������� �����$���) �������� ��5��� �������) ��  �����1�� �����

�� ��� �&L���

- �$��� ?������ �����$�� ����2����� ������  �� ��������  ����� �2���

��. ���������. ������ ��������� �������� �  ��1������� � ��$��. ������



�L/

?��� L��R :������� ������

 ������� � ������ #�����0��� ��  ��������"  ����� ���������� �  �����

������� ������� �� ���������) �� � ������� ������������  ����) ������

����  ���������� ��������� � ��������� ������� �� ���������� ?����$��

�$��� ������� � ���������� � ��� �&&'��

(�� 6	����	�$� 5����� �� ��	���� .. �������		 �	5�7��

5����

?��������� ������  �� ��������  ���� �2����. ���������. ������ ��

��������" �������" ������� �  ������ � ������) ����5������ �� ���

�������� 	 ����  ��������1 ����� �������� 0����� ����  ������ �

��0� ����5�������$ �� �����0  ����) �� �  �� ���� �� �� �����  ��

���� ?����������� �����$ �  ��"���  ���������  ���������� �� �������

L��� ?����������� �����$ ��"��1  ��������� 0 < x < L1) 0 < y < L2�

?�����  ���1$�� �� ������ ���� 7x = 08) �� ������  ���"�� 5������$ V �

#���  ��� �����1 �� �������" ������� ������� d � ����5������ �� ���

����� � ������ ���0��� h �  �����1 ������������ �����$ �����  ����

��0� 7x = L18�

9����� �������1$�� � ������ ������ �2����. ���������. �$������$��.

������� O���"  ����� � ���1$�� ������������� ������� ������$ 
��21�

	����� #�� ���������������� ������$ ���� �� ���5�� ���0���  ��"����

�� ������ �������� d) � �� ���5�� 5������� � 5������$ ������������



�Lt
 ���� V �� ����$ �������� ��������� ��� ��������� O��� ���5���� ����

���� �������� d/V ) � ���5���� ���� �  ����1��" 5��������" �� �� ρV 2�

K�������  �������� ���. ������) 3� �����$ � �������� ����) 1 �����

?�"���$��� Re = V d/ν) �� ν � ���������� �2�����$ ��������3��

:������� ����� ��� 5������� ���������$ ���� ��� �����R ���������

��"  ��� �� ����� � ������������ �����$) �����  ���� ���� �� �����"

 ������� �������� � � �����) ������$ ���� ������$���� �����1�� �� ���

���� � ������������. ������� #�� ���� ����� ������� ���� ������$����

�����1�� ������������$  � ���" ��0� ������������. ������ �� �������

������� 
� ������ ���������  ���"��" ����

- ����" ����� ��  �������� �����$�� ���������� ��� Re = 200) � ����

0��� � ����� ��������� ��� 0.5d �� 5.5d� 4�� �$��� � ���� ��� �����

5�������$ �� ��5� �����0  ����) ��� �  �� ������ ���� α �� �� �����

 �����

,������ �����$���� ����2������ �������$�����. ������ ����$�� � ��

����" � ?������ �� K �����" ������� ����2������ ����1$�� �� �����������

����� ���������� ��21���) ���" ���� ��0�� ���0�� ��"���$5  � �������

�����$���  ������� � ������� �������� ������ 4�� ����������� ���������

�������$ ��������� ������� � �������� ����� DEFGHDIB� 4��������

������������ �����������$ �� �����������" ���� K�� � �� ���3�������

������  ������ �����.  ������� �������� � � ������ #��0��� ������ ����

���$���� ��21�� � ��� ��������" ����$���� ��  ������� ��  �����3�����

10−4� �� ���  ��������.) �� � ��� ������. �����������. ���������������$

����� �������  ������) �������) ��� �����������. ����������� ������ ���

�������������$ nY< �����) �� ���������� � DEFGHDIB� � ����� �����

�����������.  ������. �� ����� ���������������� ������ �������� �����

������� ����� �������  ������ e ��������� ����� 7oZeWcZfa a�lFfFGe�G]8�

9 ���� ����������. ���������������� �����$���� �������� ���� �����$�

�� ����2����� �������� ������  �� ������������" �������  ����  �� ����

����� ��������� �������� 7���� ?����� &) � ���0 ��� �&L&)&LJ�8� K������

���� �����$��  �����������$ � �������������� � ��� ��������$���� ���



�'%

� �

� �

?��� L�&R 4��� ����������� � �����0  ����������  ������ 7Re = 200) h =

d/2) α = 08R � ; t = 2.5) � ; t = 41) � ; t = 57) � ; t = 140

���� ��5�� ������� #�� ��� ������������ ��������$ ���������������$

��������� BC+ � ���� ��� ������������ ������") �� ����� ������ �����

�� ����2����) ��� ��� ������������ �� ������ ������������  �����������

?���������  ���������$ �� ���������� �� ����� 2���� +����� ������

����� 
,
 -���.�� �&LL��

(�! 9����5 ��������� ��5
�������

	 ����� ����������  ��������"  ����� ��� �� ����) ���� ���0��� � ���

��� �������1 ������� �������� h = d/2 � α = 0� O���� �������1$�� �

���� �� ���� � ����� 4����  ����� ���� �� ���������  �����1 ��������

���  ��� �������) 3� ���$ �����  � ������) ���  �����0�� �� ������

�������� �����������) ��� ��� ���������� ������) ��������� �  ����

��0�� ����� 
� �������� L�& � � L�J �  ������� �����) ���� �������  ���



�'�

� �

� �

?��� L�JR ��1�� ����. ����� � �����0  ����������  ������ 7Re = 200)

h = d/2) α = 08R � ; t = 2.5) � ; t = 41) � ; t = 57) � ; t = 140

�� ��������� ��$��  �����1 ����������� :��������$��" ������ �������)

��� ������$ ��� �������. ���� �������� �� ����  ������ ��1��� ���

��" ����� ��5� ����  �����3�1 ������ ��������� -�������� �������) 3�

���������) � ��������$�� �����$�� �������� ����� #���) � ����� ������

�� �������.  ��� �� ���������  �����0��$ ������ � �������$ �������

��������$���� �������� � ����� ����  �������� t = 41� 4��� ����������

�� � ������ ����" ����� � ��" ����� ����  ������� �� �������� L�& � �

L�J �� 
� ��0� ��1. ��� 3� ����������. �������.  ��� �����1$�� 5�� ����

5������) 3� ���5���1$��) ��� 5�� ������. ���.) ���" ����������1$��

��������  � �������� 7� �� ����� ��� 0y8 �����1���� �����������) 3�)

�� ������) � ���1 ����"����  ����� � ���� �$���  ��  ����$5��� ����$�

5���� �������.  ��� �� ���������  ���5�1$�� ������� ���.� 
� ��������

L�& � � L�J �  ������� ����� ���� t = 57) ���� ������� ���. ��$��  �����1

��"�������� #��� � ����� ������� ���. �� ���������  ������ ��"��1$��
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� �

?��� L�LR 4��� ����������� � �����0  ������ ���������  ������ ��������

� ����� ������� 7Re = 200) h = d/2) α = 08� 
� ��0��� ��������  �������

��� ���� ����  �  ������� ���) 3� �����1$��R � ; t = 0) � ; t = T/4) � ;

t = T/2) � ; 3T/4

� ����  �������$ � ��0�� ���������  ����������� �������� � ��������

�������� ������" � ��0��" ������ ������$�� � 5�������  ������� P� �����

�� �������� L�& � � L�J �) ��  ������� ����� ���� t = 140� � ����" �����

�0� � ��������$�� ��"�� ������������ ���. �� ����������

?��������� �������"  ����� ����������$  ���� �� ���������� 
� ���

����� L�L  ����������  ��� ����������� � ��� ���� ���� ��  ��������

� ����� � �������� � �����0 ������  ������ �������$ � ������ � ����$

 ������ 7T/48� 4��  ������� ��� ����� ����  � �����"  ������� � ����

�� � ��������  ������� ������$�� �� ������������ �������)  ��������

� ����� � ������ O���) ���� l = 0 ��� �����1 �������" ���� � ������

	������ �������$��  ������� ����� �� ������� ��� �����1  ������" ����

��������� , ���� �  ����  ������� ����. ��������$  ������� � ����� ���
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?��� L�'R 4��������� ��������� � ���� �������1��� ���)  ���������� �� ���)

3� �����1$��) 7Re = 2008R � �  �� h = d/2 α = 0) ������ ����� ; �������1�

� ���Cx) ��0�� ����� ; �������1�  ��"����. ���� Cy) � �  �� h = 11d/2 α =

0) �����) ����5����� � ������" ������ �������) ��� ��1 ���� �� �����

�������$ ; Cx) �����) 3� ��1 ������ �� ����� �������$ � ������� ����� �

��0��" ������ ������� ; Cy) � ;  �� h = 11d/2) α = 20◦) ������ ����� ;

Cy) ��0�� ����� ; Cx

 ������� ��������� 9�  �������" ����� ���� 7t = 08  ��"���� �����)

���� �������1�  ��"����. ����) ���") �� ���� ����� ��0��) ������1$��

 ��������� ������� ����) ��1 ������ ���� 7Cy = 08�

�����) 3� ������ �0� ������$�� �� ������� ��  �������� ��������)

��  �� �������� ��������� �������� ��� � ����� �&L&)&LJ�) � �� � �������

O���) ������ ���1�����$ �0� �� ���$�� � ���������) ���)  ��������) � ����

����� � ������ 	��� ��������) 3� �� ����) �� �  �� �������� ��������)

 �� ����� �������$ ������ ���) � ��" ���. �� ���0 ������  ���������

���������� ��� ����� ����  �  �������) 3� ���0 ��0� ���0�� �0������
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?��� L�QR 4��� ����������� � �����0  ������ ���������  ������ ��������

� ����� ������� 7Re = 200) h = d) α = 08� 
� ��0��� ��������  �������

��� ���� ����  �  ������� ���) 3� �����1$��R � ; t = 0) � ; t = T/4) � ;

t = T/2) � ; 3T/4

�������� �������$� O��) ��3� � ����� t = T/4 ������� ���� ����5����

�� �� ������" ������  �������) � � ����� t = 3T/4 ������� ���� �0�

����5����� �� ��0��" ������  ��������

4���������" ������� ���. � ����� �� ���������  �������$ �� ���) 3�

����)  ��������� �� ��������) ���0 ������$��  ��������� � ����)  ���

���� ���1����� �������  ������� �� � ����1 ��  ������ ������� ����)

� ���� .. ��������� ��� ������ ������� �������� 
� ������� L�' �  ����

���� ����� � ���� �������1��� �������� � ��� Cx �  ��"����. ���� Cy  ��

h = d/2) α = 0� K�������) 3� ��� ��� �����1$��  ���������� 4������

 ����� ����� �������� � ��� ������ ���5�) ��0  ����� �����  ��"����. ���

��� +�5��� �������) ����� ��������� ����) 3� ��1 �� ������� � � ����
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� �

?��� L�SR 4��� ����������� � �����0  ������ ���������  ������ ��������

� ����� ������� 7Re = 200) h = 3d/2) α = 08� 
� ��0��� ��������  �������

��� ���� ����  �  ������� ���) 3� �����1$��R � ; t = 0) � ; t = T/4) � ;

t = T/2) � ; 3T/4

� ���������$���� �� �����) ������ ��3� ����� ��������� ��1. ���� �

�������$���� �� ������ P�" 0� ���� ��1 ����� �  �� �������� ��������

�� �������� ��� � ����� �&L&) &LJ�� 
� ���� ��5�� �������� L�'  �������

����� � ���� �������1��� ���  �� ���0��� � ����� h = 11d/2� ?������

L�' � ��� �����1 �� ����) ���� � ����) ����5�����" �����0 �� �����  ��

���� � �$��� �� ���� � ���� ���������. �������. ������  ��"���� ����

������1$�� ���� ����) � ����� �������$ ���� � ��� ������ ��3� �����

�������$  ��"����. ����� O���0 ���� ��������) 3�  ��  ����0���� � ����

�� �� ����� �������$  ��"����. ���� ������ �����$��) 3� � ���.�  ������

��������� ����  �����3�1 ���� �������� � ���� 4�� �$��� ���� � ��� ���

3� ����5������ O���� �����)  ��������� �������� L�' � � �  �����1) 3� ��
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?��� L�/R 4��� ����������� � �����0  ������ ���������  ������ ��������

� ����� ������� 7Re = 200) h = 5d/2) α = 08� 
� ��0��� ��������  �������

��� ���� ����  �  ������� ���) 3� �����1$��R � ; t = 0) � ; t = T/4) � ;

t = T/2) � ; 3T/4

��������� ���0��� � ����� ���� �������� � ��� ��3� ����5�1$��) �

�� ����� �������$  ��"����. ���� �����1 ���$5�) ��0 � ��� ����� ?������

L�' � ��� �����1 �� ����) ���� � ����  ������� �� �� �����  ���� ��

�� α = 20◦� � �$��� �� ���� ����� ���������� � ����� ������1 �����$���

������1 ��������  ��"����. ����� N��$5� ���) �����) 3� ��� �����1  ��"���

��" ����) ��0�$ ��3�) ��0 �����) 3� ��� �����1 ���� � ���� O���) ����$

 �������� �������� ���������� � ����� �� �� α = 20◦  ������$ �� ���)

3�  ��"���� ���� ��1 ���$5� ���� �������� � ���� O���0 ���� ��������)

3� ����� � ���� ���)  ���������� �� ������� ���) 3� �����1$��) �0� ��

����$ ���� ����0���"  ���������" �������� O���) ����$ �������� ����

������� � �����  �� "��� ���0��� h = 11d/2  �������$ ��  ���5����
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?��� L�tR 4��� ����������� � �����0  ������ ���������  ������ ��������

� ����� ������� 7Re = 200) h = 7d/2) α = 08� 
� ��0��� ��������  �������

��� ���� ����  �  ������� ���) 3� �����1$��R � ; t = 0) � ; t = T/4) � ;

t = T/2) � ; 3T/4

�����. �����������  ������� 
� ������� L��&  �������  ��� �����������

���. ���. � ������ ���� � ��������� T/4� �����) 3� �������" � �����

��" ������ ��������  ����0���" 5�� �������1$�� ���  ������� �������� �

��1 ���$��� ������� 5����) �� ��������5�  ������� � ������ ��0 �����

��� ���$��� ������� 5����) 3� ����������) �  �������� � ����� ��0����

 ���� ������� ������� � ��� �������. ���.� - ��0��" 0� ������ ��������)

��� ���) ������" 5�� �������$�� ����  ������� ���) 3� �����1$��) �0

�� ������� � ������ ������ �������� 5��� � �������� �������� ������

�������1$�� �0� �� �������� ����� � ������ O���� �����) ���������

�����$��� 7���$���8 � ��0�$��� 7���������8 ������� 5���� ���$ �����" ���

����� � ���������$�� �� ������� P�� �  �����1$��  ���5���� �����.
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?��� L��%R 4��� ����������� � �����0  ������ ���������  ������ �������

�� � ����� ������� 7Re = 200) h = 9d/2) α = 08� 
� ��0��� ��������  �������

��� ���� ����  �  ������� ���) 3� �����1$��R � ; t = 0) � ; t = T/4) � ;

t = T/2) � ; 3T/4

����������� �  �����������  ������ ��������� ���)  ���������� �� ������

��� � � ������ +�5��� �������)  ����� �������� � ����� ������� �  �������

���  �����0�1$��)  ��� ���$5� �� � �������1$�� ����� ����������$ �

 ����������$ �$���  �������

!������1�� �������� � ��� �  ��"����. ���� ������$�� ��0�$ ���

 ���������� � ������� ���� ����. � ���������. �����R

Cx = C̄x + C̃x, Cy = C̄y + C̃y, 7L��8

�� C̄x) C̄y ;  ���"�� �������� ���)  ���������� �� �������� � � ����� 7����

�����) 3�  �� ����5������ � ����� �����0 �� �����  ����) 3� ������1)

C̄y = 0) �  �� ���������� � ����� �� �����" �� α ������1 �����$��� �����

��1 ��������  ��"����. ����8) � C̃x) C̃y ; ��������� �������� ���� � ������
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� �

?��� L���R 4��� ����������� � �����0  ������ ���������  ������ ������

��� � ����� ������� 7Re = 200) h = 11d/2) α = 08� 
� ��0��� ��������

 ������� ��� ���� ����  �  ������� ���) 3� �����1$��R � ; t = 0) � ;

t = T/4) � ; t = T/2) � ; 3T/4

L�� �������� �������� ����. ��������. C̄x � �� ����� ���������� �������

��� C̃x) C̃y) � ���0 �����5���� ��� �� ���� ��� �����. ���0��� � ������

!��� ���) � ������ �������� ��������  ������ �������$ � ����� 	�����

��� � ���� ���������� �� ����� � ���� ����5�������� �����0 �� �����

 ���� 7α = 08) � �������� ����� ?�"���$��� ����  ��"��� Re = 200�

�����) 3� �������$ � ����� �� ��������� ����� ����5�1 ������1

�������� � ��� ���� 4������ �� ��������� ���0��� � ����� �������1�

� ���  �����0�1 ����5������� P�) �� ����)  ��2����� � ��) 3� ��0 ���

������� � � ������ ������$�� ������) 3�  �������$ ��  ����  ������

 ������� ��� ��� ��������� ����) 3� � ����5�1 � ��� O���0 ���� ������

���) 3� �� �������� � ����� ����� ����5�1$�� �� ����� �������$



�Q%

O
��
��
L�
�R
?
��
��
��
��
��
�
��
��
��
��
��
��
�
��
��
�
�
 �
��
��
��
��
.
�
��
.
��
�
��
��
��
��
��
��
$
��
�0
��
�
� 
��

��
�
V
7R

e
=

20
0)

α
=

08
��
��
��
��
�
��
��
�
� 
��
 �
��
��
��
��
Rn
;
 �
��
��
��
��
��
�$
)>
`
;
��
��
�
	
�
��
��
�)

C̄
x

;
��
��
��
1
��
��
��
��
��
��
��
�1
�
�

� 
��
�)
_
Zq
�C̃

x

�
;
��
 �
�
��
�
��
��
��
�$
��
��
��
�1
�
�
� 
��
�)
_
Zq
�C̃

y

�
;
��
 �
�
��
�
��
��
��
�$
��
��
��
�1
�
�
 �
�"
��
��
.
��
��
)

|C̃
x
|/|
C̃

y
|;

��
��
�5
��
��
��
 �
�
��
��
��
��
��
�

C
x

�

C
y

V

f

&f

Jf

'f

Sf

tf

��
f

%

n

'�
/t

Q�
J%

'�
S&

'�
S/

S�
&&

t�
��

��
�&

'�
%/
&

>`

%�
�S
%

%�
�'
t

%�
�S
'

%�
�S
J

%�
�J
t

%�
��
%

%�
%/
t

%�
�t
S

C̄
x

��
�L
Q

��
%L
L

��
%J
t

%�
tt
S

%�
t&
S

%�
/S
'

%�
/L
%

��
JL
J

m
ax

|C̃
x
|

7.
2
·1
0−

3
2.
4
·1
0−

3
6.
2
·1
0−

3
1.
1
·1
0−

2
5.
2
·1
0−

3
4.
4
·1
0−

3
4.
9
·1
0−

3
5
·1
0−

2

m
ax

|C̃
y
|

%�
'�
/

%�
JJ
J

%�
L�
Q

%�
tL
t

��
�'
%

��
&L
�

��
&L
t

%�
Q/
Q

|C̃
x
|/|
C̃

y
|

1.
39

·1
0−

2
0.
72

·1
0−

2
1.
49

·1
0−

2
1.
16

·1
0−

2
0.
45

·1
0−

2
0.
35

·1
0−

2
0.
39

·1
0−

2
7.
3
·1
0−

2



�Q�

0

1

-1
0 2 4

l

p

6 8 10 12 14

0

1

-1
0 2 4

l

p

6 8 10 12 14

� �

0

1

-1
0 2 4

l

p

6 8 10 12 14

0

1

-1
0 2 4

l

p

6 8 10 12 14

� �

?��� L��&R 4��� ����������� � �����0  ������ ���������  ������ ������

��� � ����� ������� 7Re = 200) h = 11d/2) α = 20◦8� 
� ��0��� ��������

 ������� ��� ���� ����  �  ������� ���) 3� �����1$��R � ; t = 0) � ;

t = T/4) � ; t = T/2) � ; 3T/4

�������1�� � ���� O��)  �� �������� �������� ��� � ����� 7h = 08 ���

 ����� �������$ �������1�� � ��� �������1 5 · 10−2� , �� �������� ����$

���������� � �����) ���0��� ����� �������1 ������� ��������) �� �����

�������$ �������1�� � ��� �0� ����5�1$�� �� 0.72·10−2� 4��  ����$5���

 ����0���� � ����� �� ����� �������$ C̃x ���� ���� ����������� 	 ����

�� ���� ����5�1$�� �0 �� h = d)  ��� �����1 �0 �� h = 5d/2)  ���

����� ����5�1$�� �0 �� h = 9d/2 �  ��� ����� �����1� P�) �� ����) �����

0�$ ��� ��� ����$�� �������) 3� ��������� �  ������� ��������) ���3�1$��

�����0 � ������ O���0 ���� ��������) 3� �� �������� � ����� �����

����$5�1$��  ����� �������$) ��� ��� ��0 ��������� � ��������� �����

���� 4��  ����$5��� ����$5���� ���0��� � �����  ����� �������������



�Q&

� �

� �

?��� L��JR ��1�� ����. ����� � �����0  ������ ���������  ������ ����

����� � ����� ������� 7Re = 200) h = 5d/2) α = 08R � ; t = 0) � ; t = T/4) �

; t = T/2) � ; 3T/4

���0 �����1� 4���) ��"  ����� ����������"� O��  ��  ������� ��� h = d

�� h = 3d/2  ����� ����� �������1$���


� �������� L�Q ; L���  ����������  ��� ����������� ���. ��� ������

���0�� � ����� �  �� ����5������ � ����� �����0  ����� 
� ��0��"

������ �������) �� � ����5�)  ���������� ��� ���� ����  �  ������� ���)

3� �����1$��� �������$��  ������� ����. ��������$  ������� ��������

���  ������� � ������ �����) 3�  �� h = d ������ 5���) 3� ��������

�� ��  ������� ��������) ��������$�� ���  ������� �������� � �����$��

�����0 � ������ -������� 0 ������� ������� � ����� �������1$�� �0� ��

�������� ����� � ������ K0�) ������ ������) 3� ���������) ���1���

���$ �0� �� ���$�� �  �������� ��������) ����$�� � �������� �������

� ������ ���1����� �������) 3� ���������) � �������� ������� � ����

��  ������) �� ����) ����� ��1��" ����� � ���������� �������  ��� � .�



�QJ
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� �

?��� L��LR ��1�� ����. ����� � �����0  ������ ���������  ������ ����

����� � ����� ������� 7Re = 200) h = 7d/2) α = 08R � ; t = 0) � ; t = T/4) �

; t = T/2) � ; 3T/4

�� ��0�� �������� +� ��������� ���0��� � ����� ���1����� �������.

������ � ����� � �������� ��������) 3� ������$�� � ������� 5����

�� ��������� ��$�� ����$5�1$��� O�� �0�  �� ���0��� � ����� �����"

 2�� �������� �������� h = 5d/2 �����) 3� �������� ������� �������

�������1$�� �� ��) �  ���� �������� ������� � ������ 4��  ����$5���

0  ����0���� � ����� 7����) �� ������) h = 9d/2 � h = 11d/28 �������

�� ������� ������� � �����)  ������� �� �������. ����0�� !������) �0� ��

� �������1$��� 9����� 5���) 3� �����������)  ���� ���$ ����� ������

������ O���� �����)  ����0���� � ����� ���"���1 � ������ ����������

��" � ��� ��  ����


� �������� L��J ; L��Q  ������� ��1�� ����. ����� ���. � ������ ���

�� � ��������� T/4  �� ������ ���0���� � ������ 
���0�� �����) 3� �

���� ����� � ����� � ������ ��0 � ������ � �������� 5�����) 3� ������



�QL

� �

� �

?��� L��'R ��1�� ����. ����� � �����0  ������ ���������  ������ ����

����� � ����� ������� 7Re = 200) h = 9d/2) α = 08R � ; t = 0) � ; t = T/4) �

; t = T/2) � ; 3T/4

������) ���$ ����� ������ ������� �������� +) �� ��������) ����  �������

� ����� ���$ ����� ���� �������. ���.� P� �  ������$) �� �0� ���� ���

������� ��3�) �� ���) 3� �� �������� � ����� � �� ��� � �� ����� �����

���$ �������1�� � ��� ����� ���0��$��� 4��  ����$5��� ����$5���� ����

0��� � ����� � ��0��. "��� ������ �0� ��0� ����5�������$ �� ����)

� �����$�� ������� ������� 7����) �� ������) L��') L��Q8� ?���� ���$���$ ���

����� ����5������ �����0 � �����)  �� �����" "��� ���0���) �� ����) � 1

 ������� ���) 3� �� ����$5����� ���0��� � ����� �� ����� �������$

�������1�� � ���  �����$�� �� ��������� 	 ����� ���� ����5�1$�� �0

�� h = d� 4�� ���� ��������� ���0��� � ����� ���� ��0��. "��� �����

�� �������$��  � ������ ������) ��� � ����$ �� ����5���� �� ������$���

�������� �������1�� � ���) �� � �� ����� "��� �������$� 4���) �� ����

������ ���0��� � ����� �� h = 5d/2 ������ ��� ������� ����$5�1$��)



�Q'

� �

� �

?��� L��QR ��1�� ����. ����� � �����0  ������ ���������  ������ ����

����� � ����� ������� 7Re = 200) h = 11d/2) α = 08R � ; t = 0) � ; t = T/4) �

; t = T/2) � ; 3T/4

3�  ������$ �� ����5���� ��"���� ���. ������� +) �� ��������) �� ���

��� �������$ ���� � ��� �����1 �  ����0����� � ����� �� h = 5d/2� 
�

������� L��J �����) 3� �0�  �� h = 5d/2  ������ ����� � �����  � ����

��  �����1 �2�������  � ��� ������� ������� +) �� ��������) �� ���������

���0��� � ����� ��� h = 5d/2 �� h = 9d/2 �� ����� ��������� ������

��1�� � ��� ����5�1$��� 4��  ����$5��� ����$5���� ���0��� � �����

������� �������  ������ ����� � ����� ������$ � �� �����  �������$ ��

 ����3���� ����"���� ���. ������� O���  �� ����$5���� ���0��� � ���

��� ��3� h = 9d/2 �� ����� ��������� ���� � ��� ����� �����1� M���

������1 �������� �������1�� � ��� �������� ����5�1$�� �� ����$5�����

���0��� � ����� � ��$��� ����������� ��� ����� ������$ h�



�QQ

(�( 8	5�7�5	$ �$
�����	. 5�����

#���������$ �������. ���. �����) 3� ��������� � ������� ���) � ���

���$���� ����2���� ��� ������. ������ �������������)  ������������ �  � ��

����$���  ���������) �� ��1�� ��� ���� ���� ��  ������� �������� � � ���

���) ���"  ��������� �����1$�� � ���� �  ������� T � P�  ��$����. ����

��  ������� �������� � � �����)  �������) ����0��$ ������� ��������� �

��������� ��������3� �&�� 4�� �$���) ��3� ����� ���� �������� ��������)

�����  ���� ��0�� �������� � ���0��) 3� ����  �5���1$�� �� ����)

�� � ���������� ��������3�� 	��� ���0 ���������) 3� ����$���" ������

�0����� ��0� ����" �&��

O��� �������  ���  ��� ��������� � � ������ ��0� ��� ���"���� � ����

 ������. ��������. ������ ��� ����$����� ��������� :������� ����� ���$

������R

p(r, φ, t) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
ζ0(φ, t),  �� r = a,

ζ1(r, t),  �� φ = 0, a < r < b,

ζ2(r, t),  �� φ = 2π, a < r < b,

7L�&8

�� (r, φ) ;  ������ ��������� �  ������ �������� � ����� ��������)

ζ0(φ, t) ; ��� ���� ���� ��  ������� ��������) �������"  �����) � �����

��" � �����$���� ����2���� ��� ������. ������ �������������)  ���������

���� �  � �����$���  ���������) ζ1(r, t)) ζ2(r, t) ; ��� ���� ���� �� ������"

� ��0��"  �������� � �����) ��� ������� O���0 ���� �������  ���������

a = d/2) b = d/2 + h�

K����$�� ������. ζ0) ζ1) ζ2) 3� ������ ��  ������� ���) 1  �����������

�  ������� T ) ����2���� �������$�����. ��������. ������ ��0� ���  ����

������� � ������� ���� ���21  � ������" ���������R

p =
∞∑

n=−∞
e−inωtpn(r, φ), 7L�J8

�� ω = 2π/T = 2πf ; ����� �����) f = StV/d ; ����� ������� ����) �

pn(r, φ) ; ����2���� ��� �������� �������� :��$����$���



�QS

I

II

�

h

?��� L��SR ?����������� �����$ ������ �� ��� ������� ������

	������$����� �������� ������ ��� ����$����� �������� ����2���1$��

������ �������� ������" �&J/)&Jt�� #�� �$��� ��� ������������ �����$

�������1$�� �� ��� ������) ��  ������� �� ������� L��S� ?���2���� ��������

:��$����$�� � ��0��" � ��� ���� ������" ����� ������� 
������� �������1��

����2����� �������$�� � ��������� ����) � ���0 � ���� � ��0����  ����

�� ��0� ��0 ��������� -���� � ��0���� �� ��0� ��0 �������� �����

�������� ���$ ������R⎧⎪⎨
⎪⎩

p(I)n (r, φ, t) = p(II)n (r, φ, t),

∂p(I)n (r, φ, t)

∂r
=
∂p(II)n (r, φ, t)

∂r
,

 �� r = a, 0 < φ < 2π . 7L�L8

K�������) 3� ����2���� � ������ ++ ��1 ���" ����" ������) �� ����2����

������ ��� ��������) ��� ���� ��������� � ?������ &) � ����

p(II)n =
∞∑

m=0

Anm cos
(m
2
φ
)
H(1)

m (knr) , 7L�'8

�� kn = nω/c ; ����$��� �����) c ; 5������$ ����� � ��������3�) H(1)
m ;

������� M������  ��5��� �����

K����$ +  ��������1 ����� ���$�� � ��������� ?���2���� �������� :��$�

����$�� ��� ���. ������  ��������1$�� � ������� �� �� �����. ���� ����

�2�����R

p(I)n = p(R)
n + p(Φ)n , 7L�Q8

��

p(R)
n =

∞∑
m=0

cos(γmφ) [BnmJγm(knr) + CnmYγm(knr)] , 7L�S8



�Q/

p(Φ)n =
∞∑

m=0

Rnm(knr)
[
Dnme

iμnmφ + Enme
−iμnm(φ−2π)

]
. 7L�/8

����������) 3�  ������� � ����� 1 �������� 0�������) ��� �������$�

���$ ����� ∂p/∂φ = 0  �� φ = 0 � φ = 2π) ��1�� γm = m/2� ����������)

3�  ������� �������� 1 ���0 �������� 0������) ��� �������$��1 ����

�� ∂p/∂r = 0  �� r = a � r = b) ��1�� ����� ��� ������.

Rnm(knr) = Jμnm
(knr)−

J
′
μnm

(knr2)

Y ′
μnm

(knr2)
Yμnm

(knr) , 7L�t8

�� ����� μnm 1 �������� ���� ���� ��� ����"���� ��������

J
′
μ(kna)Y

′
μnm

(knb)− J
′
μ(knb)Y

′
μnm

(kna) = 0 . 7L��%8

!����� �$��� �������� ��0�$ ��� �� ��"���) �� � ������ � �&J/� 7���� ���

����� S�S' � �&J/�) �� �����������$ ������  �� ��� �����0���� ����� � ����

������"���� ���������8  ������� ��� ����"�� �����) 3� ���������$ �����

0���$ ������$ ������� μnm ��� knb) ��� � ������� ��5�. ������ ��� ���

��"�� ����� ���������$ ����0���$ ������$ ������� �������� L��% ��� ����

0��� � ������ 9 ��� �������� �����) 3�  �� ��0���� �������� o ��1��

��������� ����� ���������� � ����������� ����� ������������ ������$���

����$� �� �� �� ������ �������1 � ���� �����$��  ��� � ������ +�

9 �$�� ��������� ���� L�& �����1�� �� ����������$�� ��������� ,��

�����.����� ��� ������$  �������� ���� ��� ������ 4��5� �������� ����

��������  � ������ ������" cos(m/2φ)) 3� 1  ����� � ��������$��� ��

�������� 0 < φ < 2π� #���� � ��1 �������� ���� ��������  � ������

������" Rnm(knr)) 3� 1  ����� � ��������$��� � ����� 1/r �� ��������

a < r < b� ,���������) ���� �������� ����������$�� ��������) ������

�� � ���� � ��0����  ���� L�L  � ������ ������" cos(m/2φ) �� ��������

0 < φ < 2π� � �����$�� ���� ������� �� ���� � �������5���� ��0 ���

�������� �������1����) �� � ����������� ������ ����"��� �������.����

������$ ��� ����  �����������" ���������� K������ ������ ����2������

���$ ������ �������.�

#������� � ���������� � ����" ������  ������ �� ��) 3� �������� ��



�Qt
������� &��%� O�� ���� ������1  ��5� ���������) ��� �� ��������� ��������

����� ?�"���$��� ������ ��3�� �������� �����1�

(�, 4���	�$� �	 �	5���


6����$�� ����2����� ������  �� �������� ��������� �������� �  ������

� ������)  ��1������ � ��$���� ���� ��������� K ����� ����������  ��

�� ����������� � ������ ����" �����  ������  ����������  ������ ����

������� �  ����� ������� ������� �� ���������� O���0 � �����  �����

�������� ����������$  ���� ����������  ���������� ������ ��������

:�������������" ����� ��������� ��2���� �����1$�� �� ������� �������

����� �� ������" � ��0��"  �������� �������� � � ����� �  ���������. ����

�� .. �����) 3� � �������1  ���������"  ����� �������� � ����� ��������


������� ������������ ���� �������� ����������� ���. ��� ������ ����

0�� � �����) � ���0 ��� �� ����) ���� � ����  �������  �� ���� ��

�� ����� ���.� 4�������) 3� �������$ � �����) ����5������� �����0

 ����) ��1�� ���0�1 � �� �������� � �� ����� ��������� ���)  ��������

��� �� �$���� 4������ �� ��������� ���0��� � ����� ������1 ��������

���� � ��� �������� ����5�1$��� � �" ���) �� �� ����� ��������� ���)

 ���������� �� ���) ������$�� ����������� 4������� ���0) 3�  ��  ��

����� � ����� ��  �������� ��������" �� α = 20◦  ����� ����� ������� �

 ������� ��� ���0 � �������1$��)  ��� ���"  ����� �0� �� ���� �����

���������� �  ����������� 
� ���������� ���0 ���� ������) 3�  ���������

����� ���� �� ������� �������� � � ����� 1 �0������ �������� �������$

�� ��$���� � �) ���" ������������ ��� ��������$�� � ���������� �����

$�� �������������



�S%

������ �

#����$�� ����� �������� �� ������� ��

�&��

- �$��� ?������ ��������1$�� ������ �������� �����  ����� �2����.

���������. ������ � 5������� ��� ����� ����� ?�"���$���� 6����$��" ���

�����) � �����" � ?������ �) �����1$�� �� ����� ���������� ��21���� 4��

����� ������ ?�"���$��� ��������1$�� ������ <=>)  �� ������� ������

?�"���$��� ; ������ @A>� N��� ��������� ��� ���� ����� ?�"���$���) � ����

�� �  ���� �������$ ������������ �) �0�) ���"  ��� ��0�  ����0��

��� ����$��" ����� N��� ����$�� � ����� �� ����������) �� � ������

������ �������$�� ��0���� O���0 ������0��� ������������ ���������

 ���) 3�  ����0�1$�� ���� ���1�� ?����$�� �$��� ������� �������0���

� ���� �&&Q;&J%��

,�� 4��
� �	 �	5���


K������� ����� ����  ������� ����$�� ��� ��������$��� �������

0��$ 3� �  ����� �������� ������ O��) �� ������) � �t%t ���� ������

���" �������$��" ��0������������$��� ,��"���$ ���������5��$  ������

�� ��. ������� ������0��$ �� �������$�� ���������.)  �������� � 4���0�

�� ���������  ��� ������������� ����� 4��������� � ��" �����) ��� �

�t�& ���� � ���� ���3�) ������� ������  ��������� �"���� R  �� ���������



�S�
�� ��������� �������� ����� ?�"���$��� 7Re ≈ 3 · 1058 � �� ����� �����

����5�1$�� �� ����$5����� 5��������� 6���� ��� ���� 4�����$  ������

�� ���3� ����������� ����������� �  ����0����� 5���) 3�  ���������

�� ������� ����$5���� ��� �������  ����0����� 5���� P�"  ������  ����

��1 ������$�� �������� � �� ������������� ��0� ��� ����  �� ��������

��� ���. ��������� �  ����. ������

!����� ���. ������� ����� �����1$�� ��������� �� ��������� ���

��� ?�"���$���� 6�� ��3� �������� ����� ?�"���$���) �� �������5� ��1

������� ���.� 4��  ������� ��� ���������. �����������. ���.  �� �����

������ ?�"���$��� �� ����������� ��0��� ���.  �� ������� ������ ?�"�

���$��� ���� �� ������ �����1 ���  �������� ��� ������ ���� ����0�����

��"���� ��0��� �� ���� ����� 	��� ��� ������ �������� ����� ����

��������1$�� ������������ �� ��������� ����� ������  �� �������� ���

��� �����$��� ���������� ?�����������$ ��0���� ���.) ��� �������$ �

����" ������) �������1 ����������� �� ����� <=> 7 ���� �����$�� �����

�������8) ��������������  �� ���������� ��0���� ���.) �� � ����� @A>

7����������� ������� �������8) ��������������  �� ���������� ��0��

��� �&L'��

4�������1�� ������� ��0��� �������� �����) ������ � ��������R

• 0 < Re < 20� ��������� ���� � �������� ����������� ������� ����

��� O���� �� ������ �������� ���.  ���� �������

• 20 < Re < 212� 	��������� ������������ ����� 4������ �������.

���� �����1$�� ������� �����$ ���������"���� ����) ���  ����

�����1 ����� ������������ ������� ���$�� � ����5�1$��  ��1����

��� �� ������

• 212 < Re < 275� 	��������� ���� � ������1� �������� �����.  �����

0�$�.  ��3���� 	��� ������1$�� � ����  ��1������ �� ����� ����

����� �����0 �� �����  ���� �������� ��������7U`fFZ_c�UF sXf`��

eZT `Z�TU8� ?����� ��������� ��� ���� �������� ������ �����1$�� �

�-�� � !��� ,��� .�)����� �����,�����
 � !�����	� �"�	�



�S&
 �����0��� �� ������

• 275 < Re < 375� 4��������� �������� ��������  ���$� 	������ ����

����� �����.  ����0�$�.  ��3��� �������1$���

• 375 < Re < 800� 	������� ������� ����1)  ���  ���5�1$�� ��������

���$  ������� ,������" ��)  �� ����� ������$�� ������ ������1

������������ 	������ ��������  ����0�$�.  ��3���  ���5�1$���

• 800 < Re < 3.7 · 105� #��������" ��0��)  �� ����� ��1 ����� ����

��� �����������  ����0����� 5���� - �������� 5���) 3� ���������

��) �������1$�� �������� ������5�� �������) ���������� ����"���

�� !��$�����:��$����$��� 	������� ���������5����� ������� ���

��1 ���$5 ������������ �����) ����  ��������� ��������. �����) �� �

����5�) ���$ ������

• 3.7 · 105 < Re < 1.14 · 106� 9��������" ��0��)  �� ����� ��1 �����

�0� ������ �����������  ����0����� 5���� K����$ ����� ��1��

���0�1$��� K �� �����  ���1� 4��������� �������� ������� ���$5� ����

 ��������$�� �� � �������1$���

- �t'Q ���� nZGFaZ ��� ��������$�� ������0���� �������� ����� � ���

� ����� ����� ?�"���$��� ��� ' �� J%% �&LQ�� N���  �������) 3�  �� Re < 24

����  ��������1 ����� ����������� ��������� ���� � �������� ���������

��� ������� �����)  ������ ���� �� ������ �������� ���.  ���� �������

O���"  ��� ������1$��  ������� ���1� 7efFFE�G] bXc8� nZGFaZ ��������)

3�  �� ������ ?�"���$��� ��3� &L ���� �������1$�� ��� �����  ������

����$�. ���� � �����1 �� ������ �������" �����������"��" ���� � ����

�� �������������� ��������� ���$��� 4� ���� ����$5���� ����� ?�"���$���

�� �������  ���� � ���0��� ����� ����$� O����� ��������) 3� ������

��������� ���$��  �� ����"��" ��������� ����� ?�"���$���� 4��� �����

5���� ����������� �0 �� Re = 130) �  ���� ���������� �$���  ���������

�������� � �����" ������ ��������� ���$�� �2�������� ��������.� BZ]ZfsF[

� i�UVXE �&LS) &L/� ������0����� ���� �� ��������� ��� ��� ������) ������



�SJ
5�����. � ��������3��) � ����� ���� ����1$��) � 5��5��� ��� ����� ���

��� ?�"���$��� �0 �� &'%%� ���� ��"5�� ��������) 3� ���� ����5�1$��

������������� � ����������� �0 �� Re = 210)  ���� ���� ���� �����1

�������������$ �  �������1$�� �� ��� ������� �����) ������� �����0

 ����� 4����5� =ZWZ_\fZ �&Lt� ��������) 3� ������� ���$�� �� ������

�����1$�� �0�  �� Re = 10 � ����$ ���5� � ����5�1$�� ����������� �

������������� �0 �� Re = 190� �\ � HZF`V �&'%� ������0����� ����� ��0��

�� ����� �� ������ � ��� ����� ����� ?�"���$��� J%�L%%%� ���� � ���������

����������" ������������" ���� �0 �� Re = 200)  ���� ���� ���� ������

�������������$)  ��� ����5���� ������������ P� �����$�� ����� �����

�0��$�� � ������������ =Z`ZfZjZG) Ief�sXU �&'��) ���  �������� ����"��"

������ ��"���� ������������ ��������������  ���� �� ������ � ������

����) 3� ����  ������$ ��������� ����������  �� �������� Re ����$��

&�%)  ���� ����  �����1$�� ������� ���������������� ������ rXVGUXG �

CZ`FT �&'&� ���"5�� �����$��) 3� ��"  ������ ���"���1$��  �� Re = 211�

nX_oX\T�aFU � DfU|Z] � ����� �&'J� �����$�� ������0����� �������� �����

� ��� ����� 25 < Re < 1000� ���� ���������� ���5���" ����)  ���������"

�� ������ ����� � �����$��� �������� � � �����$���� ����� ���21� N��

��  ������� 3� ���� 1 ����������� � ������������� � ��� ����� Re < 212)

� ������  ���� ��� �����  �����1$��  �� Re = 20� � �&L'� ���� �������

����  ����� <=> ��� ���" � ������ ������� ?�"���$��� �  ����� @A> ���

���" � �������� ������� ?�"���$���� K������ �����$�� ������� ����

����� ����� ?�"���$��� 7Re = 2128)  �� �����  ��� �� ������ �����1

��$��� �������) ��3� ��3�) ��0 �������� ������� ��� ��������$��� P�

 �����1$�� ����������) ��� � ��� ������� �����$ � ���� ���������.) 3�

������$ ������

4�� ���  ������� ����� ������� �������� Re = 212 ���� �� ������ �����

5�1$��  ��1������ � �����������)  ��� �� ����1$�� ���$5� ����������

����� - �$��� ��0��� ���� ������1$�� � ���� �������� � �� �����  ��

��� �������� ������ �����. ����������� �  �����0��� �� ������� O���"

���� ��1 ������� �������� �����.  ��3���) ����5�����. �����0  �����



�SL
K��1�����  ��3��� ������. ��0� ��� �����$��� � �������1$�� �� �����

��� �����5��� ���������� - ��� ������� �� ��0� ���) �� ������) � ���

� ����. ���������.) 3� �����1 �����) � �����$���� ����������� ; � ���

 ������ ���������� ��� �����������. ������������. ����� BZ]ZfsF[ � i��

UVXE �&LS) &L/� ������� ��� ������� �Z aX\oTF � `VfFZaFa cZWF ��� ����)

3� ������1$�� � ���� �������) �  ��������� "��� ��������.� ���� ������

����) 3� ���" ���� ��1 ����� � ��� ����� ����� ?�"���$��� 210 < Re < 270�

Df_�vFfFU � CfXsZGUZT �&'L� ��� ��������$�� ������0����� �������� �����

� ��� ����� ����� ?�"���$��� ��� �%% �� JQ%) ������������$ �� � �����

��  ������� ��� ������������ ��0��� ��  ������������ ���� � ���������

����������" ����) 3� ������1$�� � ���� �������� ��������) � ��� �����

180 < Re < 280� ������ ��0� ��� ����� ����� ?�"���$���) � ����� ��1

����� ����" ��0�� ���.) 1 ����� ���������. M� ��) �����$��  ��  �������

����� ��. ������  �������$ �� ������������ ��0��� � ����������$��"�

9������� �$��� ��������� ����� ?�"���$��� ����������� � ����$�� ���

����� ��� ��������$�� ���� ������� ���� �� ��������R &/% �&'%) &'L�)

J%% �&''�) ��0 &S% � &t% �&LS)&L/�) &S' �&'Q�� ������ �����$���� ����������

�� ���� ����������R &S% �&'&�) ��0 &'% � &/' �&L'�) &SS�' �&'��) &S& �&'S��

���� ��$���. ������. ���.  ������$ ��  ���� �����. ����) �� ��� ���.

��0�$ �  ��3��� ������.� 4���� �����. ����  ������ 3� BZ]ZfsF[ � i��

UVXE �&LS)&L/�) � ������ � ���.� ��� ��������) 3� ����� ��� ��) 3�  ����$

� ��5�" ������) ����������� ��� �������$��. ��1����.  ������� 4����5� ���

�����$ �����. ����  ��������� �����$�� �����$��� ������0��$� ^\UVeV�G

F` ZT� �&'/� ���������� ��������" ���� �� ������ ����. �����������������

��. ����� �������  ������ ��� �����$���� ����������� �������� ����� �

�������) 3� � ��� ����� 210.5 < Re < 297 ���� ����5�1$�� �����������)

��� ���������������) � �������1� �����. ���� ��������" ��� ����� rXVGUXG

� CZ`FT �&'&� �������) 3� ����� ���� ����$5�1$��  �������� �� ��  ������

 �� ����$5���� Re ��� &�� �� &�&�

4��  ����$5��� �������� ����� ?�"���$��� 7Re > 2758 �������1$��

 ������ ��� ������������ ��0��� ���. ��  ������������ 4�� �$��� ��������



�S'
1$�� ������� ���. ��������  ��3���� - ��� ����� 275 < Re < 290 ��������

����� ���.  �����1  ��������� � ������� ��������� ���� �������� ������

4���  ��  �����3���� Re = 290  �����1$��  ��������� �������� �������

�  ������� ������ 	��� �� ������ ������1$�� �  ����������� ���1����2����

��� ��������  ���$� O���  �������� ����� ���� � ����� 3� � ��� ��������

BZ]ZfsF[ � i�UVXE �&LS) &L/�� 4����5� ��0��  ����������� �������� �������

������0������ � ������� ��� ��������$��� �&'%) &'L;&'Q) &'t) &Q%�) � ���0

�����$��� ���� �&'&)&'J)&'S)&Q�;&QQ�� O�� rXVGUXG � CZ`FT �&'&�  ������ ���

���$�� ����������� ���.  �� Re = 270 � ������� ����������" ����2����)

� �0�  �� Re = 280 ����2���� �����  ����������� 4�� Re = 300 ����

 ��������1 ����� ������ � ����������"  ���������"  ���) � ����� ��1

����� ��������� �������� �������� N��� ������� �������� ����� 	������

� �������1�� � ���� CTX\_VZGU F` ZT� �&Q�� ���������� ��������� �����

������� ��� ����������� �������� �����  �� ��������� ����� ?�"���$��

�� J%%) '%%) �%%%� 4�� Re = 300 ���� ���������) 3� ���� �������$�� �

 ����������� ��0���) � ���� ��1  ��3��� ������.� ���� ���0 ��������

���� �������� ����� 	������) � ���0 �������1��� � ��� � �����. �����

nX_oX\T�aFU � DfU|Z] �&'J� ��������  ���� �����$�� ����������� ���. �

��� ����� ����� ?�"���$��� ��� ����������. ���. �� ���������. � ����

������) 3�  ������ ��� ��0��� ����������. ���. �  ��3���� ������. ��

������������  ����������� ��0��� �������� ������� �������1$�� � ���

� ����� 270 < Re < 285� 4������ �  ����������� ��0��� ���0 � ����

����1$�� �����0����  ��3��� ������. �� �  �� ��0��� ��������� �����

?�"���$���� ���� ���0 �������� ���������� ��� Re = 300 �  ��5�� ��

��������) 3� ���� �� ������ ������1$�� �  ����������� ���1����2������

��������  ���$) ��� ���0 ��������$  ��3��� ������.� B�``ZT �&Q&�  �����

��� �����$�� ����������� �������� �������� �����.���� #�� �$��� ���

��������� ���� ��������" �� ������  �������� 6���5��� ��� �����������.

� �� ����� ������$���� ��  ������� �����.�� � ����������� ���21  � ���

���" ���������� 4���������" �����$��" ������� �������� �� �������

�������� ����� � ��� ����� 50 ≤ Re ≤ 500� 4����5� � ���� �&QJ)&QL� ��"



�SQ
�����$��" ���� ��������������� ��� � ��� �������� ����� � ��� �����

350 ≤ Re ≤ 650� N��� ����������) 3�  �� Re = 350 ���� ���0  �������

��� ����� ���1����2����� �������  ���) 3� ������$�� � ����� ��  ����"

������ 4������ ���� �� ���� ��� 3� ���  ��3��� ������.�

4��  ����$5��� ����$5���� ����� ?�"���$��� 7Re ≥ 3758 ������� ���.

��������  ��3��� ��"��1$��� ,������$��" �� ���� ���������� �����

��� �����1$�� ������������ ������ � ��� �������� >ZWZ_X`X � mZG�\ �&QS�

����  �������) 3� �������� �������  �����1  ������� �����������" �����

���  ������ Re = 420) �  �� Re = 480 �����������" ������� ��������

������� ��1 ������� ����0����� B�``ZT �&QJ� ������� ��� �����$��� ��� ��

������� � ��� ����� 350 ≤ Re ≤ 425 � ���� �������� ���$5  �����������

��������  �� ����������) ��� ���� �� ����  ��3��� ������.� ��� ������

���) 3� ���� �����1 ������� ��������  ��3���  �� ������ ?�"���$��� �

�������� 350 ≤ Re ≤ 375� 4���)  �� ��� ��������� ����� ?�"���$��� ����

������� �����. ��������� ���������� ������� ���� � ���$ ��1����

��5�  �� Re = 425� B�``ZT  ������ ����� ���������$ ���.� �����$��� ���

�����$��� >ZWZ_X`X � mZG�\ ��) 3� ������ �����������.  ����  �� ����

 ������� ������� �������� ���� ���������� �������$���� ��� ����

���������� ������� � �������" ��� ��������$��" ����� �&'Q� pVf\U` F` ZT�

��������� �������� ����� � ���������$���� ������� ������ � ��� �����

����� ?�"���$��� 270 ≤ Re ≤ 500� ,���� ��"5�� ��������) 3� ���� �����1

������� ��������  ��3���  �� Re ≈ 375� 6����$�� ����������� �&L')&'J�

 �������) 3�  �� Re = 500 ���� �� ������ ���0 ������1$�� � ��������

 ���$) 3� ������$��)  ��� ��  ��� ���$ ����� ���1����� �  ������

�) �0�) ������� ��������  ��3��� ���$5� �� �������1$��� 	 ��� �����

��. ����0���� 5�������) ���������. � �����$��� �����  ������)  ������)

3� ���� ��������������� ��� ������������ ��������� 5�������  ��

Re = 300 ��  ������� �������. ������  �� Re = 500) ��) �����) ��� 3�

� �������1$�� ���������"  ��  �� ����� 	������ %��QS� IeVFGoZeV �&Q/�

��� ��������$�� ������0���� �������� �����  �� 400 < Re < 5 · 106�
��� ��������� ��������� ������ � ������ ���� �����  �� �������������



�SS
�� �����  ���� � ��"5�� ��������) 3� ���� ������� ������ �����1$��

������� ������

4������ � ���� ��" ��0�� ���. �������1$�� ����$�� Re = 800� 4��

������ ?�"���$��� ��3� �� �� �������� � ����� �������$ ��� ������� ����

����"����� 4�� ��5�) �� ��� � 0 �������� �������) ���  ��������1 �����

�����5���� ����"���$ � ������ 4�������) � ����������� �������� 5���) 3�

����������)  ������$ ���������� ���������5���� ������) 3� 1  ������

����"���� !��$�����:��$����$��) ��� ��1 ������������" ����� � � ����

k�_ � <\fo�G �&Qt�  �������� ��� ��������$�� ������ �� ����� ������� ���

�����) �� � ���������� ����"���� !��$�����:��$����$�� � �������� 5���)

� 5������� ��� ����� ����� ?�"���$��� 500 < Re < 6 · 104� ������������
��� ����� ���� �������� ��$�� � ������ ����5�����" ��� �������$� ��

������� P�  ������ ������ �� ��������) 3� � �����0����� ������������

��� ����� ������1 ��������� ����"���� !��$�����:��$����$�� � �������

�� 5���) 3� ����������� N��� ����������) 3� ����� 	������)  ��2����� ��

��������� �������)  ������� �� ����0�$ ��� ����� ?�"���$��� � ��� �����

Re > 800 �  �������� �������1 %�&� - �" ���) �� ����� 	������)  ��2�����

� ����"���� !��$�����:��$����$��) ���� �� ��������� ����� ?�"���$��

��� >ZWZ_X`X � mZG�\ �&QS� ��� ��������$�� ������0����� �������� �����

� ��� ����� 300 < Re < 4 · 104 �  ��"5�� �� ������������ ��������R  ��

Re > 800 �2����1$�� ������������ ����) ��� ����1 ��������� � ���$���

������� �����)  ��2������ �� ��������� �������) �0 �� Re = 1.5 · 104�
4������ � �$��� ��� �����  ��$����. � ��������$�� �� �������"  �������)

3� ����������� ���  ������� ������ 6���� � �����0������ ������$��  ��$�

����"  ���� ��� ������� ��������� ����� 	������ ������������. ����)

�������. B�XTTFf �&S%� 3� � �tJ/ ���� �  ����5� IeVFGoZeV �&Q/�� pVX_Z| F`

ZT� �&S��  ��������� �����$�� ��� ��������$���� ������0���� ����� ����

��) 3� ����1$�� �� � ����������� �� � � �������������� ��������3�� �

����������� ��������3� �����  ��������� �����$�� k�_ � <\fo�G �&Qt�

�  �������) 3� ��� ������������� ����� ����� ��� ������$ ���� ���

��� ����"����R ����"���$ !��$�����:��$����$�� � � ����$��. ����"�����



�S/

���"���$ !��$�����:��$����$�� � ������������� �������� 5���) 3� ����

���������  �� Re > 800 ���0 � ����������� � �����$��� ������0�����

nX_oX\T�aFU � DfU|Z] �&'J��

- ������ rFGG[ F` ZT �&S&) &SJ� �� �� ������ �����$���� �����������

����������� �������"  ������� �� ����� ��� �����) 3�  ���1 ��� � ����1 �

�$������$��" ������� ?����$��  ������$) 3�  ���� ����������  �������.

5������� �������$��" ��� ����� ��1 ����"��� � ���� ��"������� ��$��

��. ������. ���.� P� ��������� ����������  ������$ �� ���������� �����

��� �������$��. ��1����.� 4���)  ��  ����$5��� ����$5���� 5�������

�������1$�� ���������� M� �� � �����) 3�  ���1 ��� � ����1)  �����1 ���"�

������ ��������� ����� � �$��� ��0��� ��1����� ����� ��0�$ � �����

���$��"  ��3���� K��1����� ��1.  ��3��� ��������1$�� �� ������� ���

���  �� ��"������� ��$���. ������.� 4��  ����$5��� ����$5���� 5�������

����1 �������" ��0�� ���� �����) ���" �� �����0�1$�� �����  ���

3��� ������.� P� �����$�� �����$��  ������0��$�� ��� ��������$���

�����������1� YFTaV\�U Z` ZT �&SL)&S'��

#�� �����$���� ����������� ���.  �� Re > 103 � ����$�� �� �����

����������1$�� ���� ����������� ������� ������� 7@A>8 ��� ���� ���

��������� ���21������ ������� 7<A>8� M��� 1 � �����) � ���� ����2����

�����$ �������� ?�"���$��� 7wI=>8 � ������������ �������� ?�"���$���

7�wI=>8� <f�WZW�U �&SQ� �����$�� ������0���� �� ���������) �� � �����

����� �������� ������ 4�� ������� ������ ?�"���$��� 7Re = 1.62 · 105
� Re = 5 · 1068 ��� ��������� �������.��� �����$ iZTac�G � @X_Zq � k − ε

�����$� 4��������� � ��� ��������  ����������  � ������ ��� ����� ����

����1�� ����� 4�������) 3� k − ε �����$ ��1 ����5�" �����$�) ��0 ���

�����.��� �����$ � K����) ��� ����������� ��0��� ���. �����$�� ����

������" ���� ������ ��� ��� ��������$���� ,���  ������$ �� ��������

 �� ����������$ ������0���� ������������.  ������ ���.� pXGU`ZG`�GFUe\

F` ZT� �&SS� ���������� �������� �����  �� Re = 104 � ���������) 3�

� ������ �� ���� ������ �����������  ����0����� 5��� �������1$��  ��

��������� ���  �������� 83◦� :������� ���� ����� ����  ��������� ���



�St
���$���) �������� � ������������  ������� @A>) <A> � �wI=>� ?���

������� �� ��������1� �wI=>  ���������� � ������������ ���5�����.

������ k− ε) k−ω) v2f � >EZTZf` � ITT_ZfZU ������� � @A> ���������������$

��������� �����$ �������. �2������� 9� ����������� ���5�����. k−ε �����
��) �������� �������1�� �������� � ���) ������� � ������������ �wI=>)

 �������  ��"����" ���� � ��� ��������$���� ������� ?�� ���� ������

��1��� ���� �  ����������� ��� ���� �������� ����������� � ������

 ������ �wI=>)  ��� <A> � @A>  ������� ���3� �����0���� � ��� ����

�����$���� ������������� � �������" ������ ������ -�� ��  ������  ��

������ ����$�� �����$�� ���  ������� ������$�. 5������� � ���������.

��������. ������. � ������ ������ 4����� �wI=> ��� ��0�����$ ����������

� ������� �����) 3� ��� �����1 ����� �������) ���� �� ����� �������$

���� ����� ��0��) ��0 �) ���  ������� <A> � @A>� 4���) ���� ������

���) 3� <A> � @A> ������ ������ ���0 ������� ������������ ���3�)

��� �� ����"���$ !��$�����:��$����$�� � �������� 5���) 3� �����������

K�����  ������  ������� ������� ������������ ����� � � ����� 6����

	������ �� ��� ���$��������. ���� 7�������� �������8) �� � ��� �����

��������. ���� 7����"���$ !��$�����:��$����$��8 ����� �����0�������

� ��� ��������$���� �����$���� >ZWX_X`X � mZG�\ �&QS�� �����������

� ������������ �wI=> �&SQ) &SS� ��  ������� �������$ ������������.

������


� ����) ��"���$5 ������� ���������� �������� �����  �� �������

������ ?�"���$��� ����1$�� �����  ������ � ���  ��  ������� ����� ����

���� �������� ����� ?�"���$��� Recr = 3.7 · 105� P� ���3� ����$ �����

 �������� �"����� ���� ���� ������� � �t�& ���� � ����� ��� ����  �������

4������� �&S/�� ?�� � ���) 3� � ����������� ��0��� ��1 ����� ������

�����������  ����0����� 5���) � � ����������� ��0��� ; ������ �0� ���

���������  ����0����� 5���) 3�  �������$ �� ������� ����$5���� ���

������� �) �0�) ���0���� ������ ������ O��) ��3� � ����������� ��0���

�������� ��� �������) �������� ������� ������� �&St) &/%�) ����������$ �

��� ����� 81− 88◦) � � ����������� ��0��� �������" �� ������� �������



�/%
114− 121◦�

- ����� �&St� pXGU`ZG`�GFUe\ � >{\�fFU ���������� �������� �����) ���

�����������  ����� <A> �� �����������" ����) �������" 5����� �����

���� ����������. ���� �������� ���� ?���������  ���������� ��� �����

?�"���$��� 104 4.2 · 105) 1.14 · 106� � ����������� ��0��� <A> ���� ����$

���� � ���� ���� ���������5����� �������)  ��2�����" �� � ����$���

����"���� �����) � ���0 �������� ������5�� �������� ����� � �����

���� 5���) 3� ����������) ��� �������1$�� ������� �������� ����"����

!��$�����:��$����$�� 7���� ������������ nZGFaZ �&/��8� 6����$�� �����$��

�) ������� � ������������ <A>) ������ �������$�� �����0������� � ����

 ��������$���� ������ �&/&� ��� ������$��� � �����$��� �����������

�����) ���� �� ������" � ��)  ���0���� ���� �������  ����0����� 5���

�� ����� � ��� ���� �������1��� ���� �  ����������� ���� - �����������

��0��� <A> ������� ����������  ���0���� �������  ����0����� 5��� �

��� ���� �������1�� ������������ ���� ��  ������� ������ K����) ������

��1�  ����������� ��� �� �����0������ ����$ ���� � ��� ���������

nZGFaZ �&/��  ������� ������������ �������� ����� � ��� ����� 104 <

Re < 106) ������������� ����� ����� ������������ ���. �  ���������"

������� N��� ����������) 3� ��� ����� ?�"���$��� � ��� ����� 104 < Re <

3.8 · 105 � ����� ��1 ����� ����$��� �������� � � ��0���. ������ 4�����

�� ����� 	������ � �������1� � ��� ����5��$��  ������� ������ �

����� %�& � %�') ��� ������� P� � �����0���� �����0��$�� � �����$����

IeVFGoZeV �&Q/)&/&�) ���" ��������) 3� ����  ��������� ��������. �����$

� ����� �0 �� Re = 3 · 105 � 3� ���� ������� ������ �����1$�� �������

������ 4��  �����3���� ��������� �������� Re = 3.7 ·105  ��������� ����
����� ������� �0� �� �������1$�� ��� ��������$��) � ������� �� ����

���� �� ���� �������� �� �� ������ ��������������. ������ �������� 9���

�����������"���� ����  ������ ����� ������ �����1$��) � �������1� � ���

����� ����5�1$�� �� �������� %�%/� nZGFaZ ���0  ������ ��� ��������$�

��) 3� � ��� ����� 3.8 · 105 < Re < 106 ���� �����1  ��� �������� ����")

��������  �  ����) � �� �������  ���  ����$�� �����1$�� ������������



�/�
������ iZW�ve � CFf�ve  ��������� �����$��  � �����������. �������� �����

� ��� ����� ����� ?�"���$��� 2.2 · 104 < Re < 4 · 105 � �������������" ����

� � ��� ����� 5 · 104 < Re < 3 · 105 � ����������� �&/J�� 4���������� ����

�����. ���������$ ������������ �� ��0� �������� 5���) 3� ���������� �

� ���������� �������) 3� ���������) � ����������� ��0���� +� ������

���� ����� ?�"���$���  ������ �������� 5���) 3� ����������) � ��������

��" ��0�� �������1$�� ���0�� �� ���� �������� - ����������� ��0���

�����������"�� �����$ ����� ����� ���0�1$��) � ����$���" ��� ����� ��

������ �����1�

:������ ��� �$��� ?������ �����  �����1 � ���) 3��  ������ �����$�

�� ����������� �������� ����� � ���� �������� ���������� ��0���� ��

��.)  ������� ������� �����$�� � �����$���� ��5�� ������ � ����

����������. ��������������� �����$��� ����) � ���0 ���"� ��0���)  ��

���� �  ���� �������$ ������������ �) �0�) ���"  ��� ��0� �������

��� ���� �&�� 4���) �� ������ �������� �����$�� ����� �������1$�� �

����2���1$�� ��� ������ �������� ������) � ����$�� ������� ���������

���� ���������  ���) 3� ������1  �� �������� ������

,�� 6	����	�$� 5�����

O���� �����) ������ �������� �����. ����� �������1$�� � ������

������ �2����. ���������. �$������$��. ������� O���"  ����� � ���1$��

������������� ������� ������$ 
��21�	����) ��� ��0��  �������� �

�������" ����� 7���8 7��&8� #�� ���������������� ��������� ������$ ���

�� �� ���5�� ���0��� ������ ������ ����� d) � �� ���5�� 5������� �

5������$ ������������  ���� V �� ����$ �������� ���������� ��� ������

O��� ���5���� ���� ���� �������� d/V ) � ���5���� ���� ;  ����1��"

5��������" ����� ρV 2� K�������  �������� ���. ������) 3� �����$ �

�������� ����) ����1$�� ����� ?�"���$��� Re = V d/ν) �� ν ; ����������

�2�����$ ��������3��



�/&

?��� '��R :������� ������

� ����� ������������. ������ ��� ������"  ��������"  ������� ��

 �� �� �������� ������0�� 30d) 24d) 24d) ��� ������� O���  �� ���������

�� ������� ����� ������������ �����$ ��"���� ���� ��"  ������� � ��R

x ∈ [−10, 20]) y ∈ [−12, 12]) z ∈ [−12, 12]) � ���� ����� ����5�������� �

 ����� ������ �������� 7���� ������� '��8� :������� ����� ����������

���� ���� ��� ������ 
�  ������� ����� ��� 5������� �������� �����

 ���� ���� U = 0) ��� ���� � ������$ ���� ������$���� �����1��� 
�

����� � ������������ �����$ 7x = −108 ��������� ����������"  ���� 
�

������ ��0�� ������������. ������ 7y = ±12 ��� z = ±128 ������������

�� �����  ����������) ��� ���$��� �������� ��� ������$��. ��� �����

5������� � ������$ ���� ������$���� �����1�� ��� ������� ��� �����

O��� �����  ��������1) 3� �� ������� 12d � ������ ��� �����  ��� �0�

1  ������� ����������� 
� ������ � ������������. ������ 7x = 208 ���

�����$ ��2������������ �����) 3� ��� ������$ ������� ���� ������$����

�����1�� 5�������� #�� ���� ����� ������� ���� ������$���� �����1��

�������������  � ���" ��0� ������������. �������

4�� ���������� ��0���� ���. ������ ����2��������$ � ������ <=> 7<��

fFe` =\_Ff�eZT >�_\TZ`�XG8� +�5��� �������) �����$��" ����2���� ������  ��

����� � �����������. ������$ 7���8) 7��&8 � �����������  ���������� ��3�

��������� ����� 4�� ���������� ��0���� ������ ����2��������$ � ����

��� �����0���� @A>� ����� �����������. ������$ ����$�� � ����� � ?���



�/J

; A

?��� '�&R +�� ������� Q = 0.001� O� � ���� ��� ������� Q ���������$��

��� ������ �� �������� 5������� 7����" ����� ; �������$�� 5������$) ����

����" ����� ; ��������$�� 5������$8R ; ; Re = 100) A ; Re = 200

���� ��

,�! 8�5
������ �	5���
�$
 ����.� 4���1�$�2�� 	������

��� ��5
�������

6����$�� ����������)  ���������� � �$��� ?������)  ���������$ �� ����

������� �� ����� 2���� 	!+O) ����5������� � +����� ����������


,
 -���.��� #�� ��� ������������ ��������$ ���������������$ �����

����� BC+) �0� �� ���������� � DEFGHDIB� 4�� ����������� ���������

�������$ ��� �& �� J& ���� ����0�� ��� ��������� ����. ���. � ������� ���

��� !��$���$ ������$��� ��21��� � ���� ����������$ ��� J)' ���$"���� ���

����������� ������������ ��0��� ���. �� / ���$"���� ��� �����������

��0����

�� �0� ���������� ��3�) � ��� ����� ����� ?�"���$��� 20 < Re < 212

 ��� ������ ������� ����� 1 ����������� � �������������� 9� ������

�����1$�� �����$ �����������"���� ���� � ������� ������������)  ���



�/L

; A

- �

?��� '�JR ����. �����R ; ; Re = 50) A ; Re = 100) - ; Re = 150) � ; Re = 200

1������� �� ����� ��������� ���$��� 
� ������� '�&  ������� ��� �������

������� ��������� Q ������ ∇u) ��� �����������$�� ��� �����������.

��������� ���$��� �����) 3� �� ��������� ����� ?�"���$��� ������� ������

���� ���$�� �� ������ ����$5��$��� 
� ������� '�J  ������� ����. ����� �

 ��3���) 3�  ������$ ����� ���� ������ P�" ������� ���0 ��������1)

3� �� ��������� ����� ?�"���$��� ������� ���$�� �� ������ ����)  ���

� ���� ����5�1$�� ����������� � �������������� K�������) 3� � ����

��$���. ������.  ���� �� ����� �� ��1 ����� ����) � ��$�� ���� ��������

� ���� 9������� �������1�� � ��� Cx ��� ���� ������$ ����� ?�"���$��

�� 7100 � 2008 �������� � ������ '��) �� ���0  ���������� �������� Cx)

������� ��5��� �������� ����� ����5�" ���� �������� ���� �����$��

�� � �����$����)  ������������ � ��������� � ������ '�&  ����������

�������� ���0��� �������. ���� �� ������) ����������� ��� �������. ����

����� �� �������. ��������. ���� � ����� ��������� ���$��� O���0 � �����



�/'

O���� '��R !������1� � ��� Cx ��� �������������� ������������ ��0����

4��������� �������� ����� � �����$���� ��5�� ������

�&/L� �&/'� �&Q&� �&/Q� �&/S� �&/%� ���� �����

Re = 100 ��%tQ ��%t ��%t ��%tQ ���%L ��%/S ��%t&

Re = 200 %�SS& %�SS& %�SS& %�S/L %�SS'

O���� '�&R !� �������  ���� θs) 3� ���������1$�� ��� ������. ����) �

���0��� ������ Le) 3� ���������1$�� ��� �������. ����� Re = 100

�&/L� �&Q&� �&L'� ���� �����

θs �&S �&S�S �&Q�Q �&S�t

Le %�tL %�/S %�/S %�/Q

��  ���������� �������� ��� �������  ���� ���  ������� �����) ��� ��

��0 ������� ����� ����� � �������� ��������� ����� �� ..  �������) 3�

�������1  ����� ��������� ���$��� K�������) 3� ������� � ��" ����� ���

���$�� ����� �����0��$�� � ������������ �����$����)  ������������

� ��������� ?������ '�L ��������1 ����� �������1�� � ��� �� ���������

����� ?�"���$��� � ��� ����� 20 ≤ Re ≤ 200� 9������� �������1�� � ���

����5�1$�� �  �������� &�S  �� Re = 20) �� %�SS'  �� Re = 200� ��  �����

���� ����������  �� Re = 50; 100; 150; 200� O���0 �� ������� '�L � ����

 ��������� �������� �����$�� ��5�� �������

4��  ������� ����� ���� ���������. ���������.  �� Re ≈ 212 ���� ���

��5�1$�� �����������)  ��� �������������$ ���.  ���5�1$��� O���

����  ������ ��� ������� �������� �����.  ��3���) 3�  ������$ �����

���� ����� � ����5����� �����0  ����� ,������$�� ���1�����  ��3���

������. ��������1$�� �����$��� �����  �� ��"������� ��$���. ������.�


� ������� '�'  ������� ��� ������� Q  �� Re = 250) ��� ����������1$��

��� �����������. �������� �����) 3� ������� ���$��) ��� �������$�� ����

 �������$� �� ������) �0� �� ��1 ��$���. ������.� 9����$ �$��� ���� ��1
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?��� '�LR !������1� � ��� Cx) �� ������� ��� Re� 4��������� ��������

����� � �����$���� ���� �&Q&)&/%)&/L)&/')&//�

������� ��������  ��3���� 9� ��� �������� ���$��� ����5����$�� ���

������� �����) ������� �����0  ����) 3� ���$ ����� �� ���������) ���

 �����0�� �� ������ ������������ ?����� � ��� �������� ������ �����

�1$�� �  �����0��� �� ������ K�������) 3� �����$�� ���� ���$5� ��

��1 ��$���. ������.) �� ����� ������ �� ��5� ���� � ���) ��� � ����� �����

� ������ '�J �������� �������� �������1��� � ��� Cx � �����. ���� Cl  ��

Re = 250� 	��� ���������) 3� ���� � ��� ���$5�) ��0 ��  ������  ������

3�1 ����� ����� - ������  ���������� �� ��5� �����$��) �� � �����$��

��5�� ������� 	 �������1$�� ����5� ��� �������$ �����$����


��� �� ����  ������� 7Re ≈ 2758 1 ����� ���������. M� ��� 4��

 ����$5��� ����$5���� ����� ?�"���$��� 7Re > 2758 ����  �������$ ��

������������ ��0��� �  ���������"� 4�����1$�� ��������� �������� ���

������  ���$� - �$��� ��0��� ���� �������1 ������� ��������  ��3����


� ������� '�Q  ������� ��� ������� Q  �� Re = 300) � ���0 ..  ������

 ��3����) ����5������ �����0  ����� �����) 3� ��� �������$� �� ����

���) �� � ����5�) �������$�� ������� ���$��� K����) ��$��� ������� ���$��

3� ���$5�  ���5���) ��0 �  � �����$��� �� ����� 9  ���������� ��������

���$ � �����5�$�. ������ ��������� ���$��) ����5������� ��� �������$�

�� ������ �������$�� �������  ���) ��������� ��������  ��3���� 4��

Re = 300  ����� �������� ��������  ���$ ���� �����  ����������� P�"

�������� ���0  ������0�1 ������� '�S) �� ����� �����0���  ����� ������



�/S

?��� '�'R +�� ������� Q = 0.0001  �� Re = 250

����� � ���� �������1��� � ��� Cx � �����. ���� Cl� K�������) 3� ��  ������

����$ ������������ � ������ 	������ St = 0.133 7������ '�L8� 
����

��1��) 3�  �� �������� ������������� ��������� �������� �&L&) &LJ� �����

� ��������� �������1�� � ��� Cx ���� ������ ��3� �� ����� ���������

�������1�� �����. ���� Cy� P�  ��2����� � ��) 3�  �� �������� ������

��� ������ ����5����$�� � 5�������  ������) � ���� ������� �������

��������� �������� ���������$��.  ����.� O���� �����) ��� �����  ���

������� 7�����$��� � ��0�$���8 ������1  ����� ��������� �����. ���� � ���

 ������ ��������� ���� � ���� O����) 3� ������1  �� �������� �����) 1

���������� �) �0�) ���$5 ��������� 9����$ ����  �����������" �������)

����5������ � 5�������  ������) ����� �����1  ����������$ ��������

 ���$� � ���� �$���)  ������ ��������� � ���� � ���) � �����. ���� ������ -

������ '�L �������� ������� �������� �������1��� � ��� Cx � �����. ����

Cl) � ���0 �� ����� .� �������$ ΔCx � ΔCl� 	��� ��������) 3� ������1

�������� �����. ���� ��  ������ ���5�) ��0 ������1 �������� ���� � ���)

 ��� �� ����� �������$ �����. ���� ����  �������� �  2�$ ����� ���$5�



�//

;

A

?��� '�QR +�� �������Q = 0.0001  �� Re = 300R ; ;  ����" ������) A ;  ������

 ��3���� ������.

�� ����� �������$ ���� � ���� P�" ��� �������1  �� ����) 3�) �� � �

�� ���� �������� ��������� ��������) ������� ������ ��������. ������.)

����������.  �����  �� �������� �����) �� �����������$�� � �������

�� ������

4�� ����$5���� ����� ?�"���$��� �� Re = 350 ���� �� ������  ���

���0�1 �������������� ?������ '�/ � ��������1 ����� � ���� �������1��

� ��� Cx� �����) 3� ���������)  ��2����� �� ������ �������) ��������$��

��  ����$��5� ��������� �������) 3� ���$)  ���) ������ �� ������ 
�

������� '�t  ������� ������ � ���� �������$ Cx � Cl� � ���� �� �����

����� ��� ��������� �����) ��� ��� ������$ ��������� ����� 	������
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; A

?��� '�SR 9��������� � ���� �������1�� � ��� Cx =;? � �������1�� �����.

���� Cl =A?  �� Re = 300

St = 0.041 � St = 0.135� 4��5� ����� ��� �����1  ����$��� ����������

�������) ����� ; ����� �� ����� ��������  ���$� P� �����$�� ����� �����

�0��$�� � �����$���� ����� �&QL�) � ���" �����  ��������� � ��� ���

�����$  � ������. ��� ����� 5������� � �����" �������" ���� ���0�$���

����� �� ������ � ������� ��� ��������� �����) 3� ��� ������$ ������

���� ����� 	������ St = 0.04± 0.003 � St = 0.138± 0.003� 9 ������� '�t

�����) 3� ��� Cx ���������" ����� �����$  ����$�� ��������� ������

�� 7St = 0.0418) � �" ���) �� ��� Cl ����� ���� ��� ���� 7St = 0.041 �

St = 0.1358 ����  �������� ��������"�

4��  ����$5��� ����$5���� ����� ?�"���$��� ���� �� ������ �����1

������� ��������  ��3���� 
� ������� '��% �  ������� ��� �������Q� K���

�����) 3� ���� ���$5� �� ��1 ������.� M���) �� � ����5�) �������� ������

���  ���$ ����1)  ��� ���1����� ��0��. ���� ��.  ��� ��������1$�� ���

 � �����$�.� 
� ������� '��% �  �������  ������ ��� ������� �����������

 ��3����) 3�  ������$ ����� ���� ����� � ����5�����  �� ����������

�� �� �����  ����) 3� ������1� +�5��� �������) �� ��� � ���� ����� ��

��� ������� ������������ �����) 3� ������� ��������  ��3��� ���$5� ��

�������1$�� ����$ � ��� ��������" ����$���� �� ������ 4���0���� ����)

� ���� �������1$�� �������� �������)  �����1 ���������� ������������
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?��� '�/R 9��������� � ���� �������1�� � ��� Cx =;? � �������1�� �����.

���� Cl =H?  �� Re = 350

������

4��  ����$5��� ����$5���� ����� ?�"���$��� ���� �� ������  ������

��$ � ���������" ��0��� K����) � ����������� ��0��� 7Re < 3.7 ·1058)
�� � ����5�) ��1 ����� ������ ��� ����� �����������  ����0����� 5����


�0�� ��  ����� �� ��0� �����������  ����0����� 5���) 3� �0� ���������

��) � ���� ����"���� !��$�����:��$����$�� �������1$�� �������� �������

5�� �������� 4� ����  ��������� ����  �  ���� �� ������ ������$� ��

��0��  �  ���� ���������" ������" 5�� �������1$�� �� ������ �������

���$��� - ��� �������� ���$��� ��������� �������1$�� �������$�� ����"�

���$) ���� ������$ ������������ ����� � ��"���$�� ������������

P�"  ����� ��������1 ������� '��� � �� ����� �����0��� ��� ������� Q�

�����) �� ���������" ������" 5��) 3� ����������) ������1$�� � �������

���$��) ���  ��� �����$�� � ��������� ������ ����� � ��"���$��� 
�

������� '��� �  �������  ������ ��� ������� Q  ��3����) 3�  ������$ ���

��� ���� ����� � ����5����� �����0  ����� �����) �� ��0 ����������

������� 5����) 3� ����������) �  �������� ����� ������$�� ������ �����

��) ���  ��� ����$5��$�� ����  �  ����)  ��� ��  ������$ �� ��������

�������� 5��� � ������� ���$��� 
� ������� '��� � � �" ����"  ��3���

 ������� ���$����  ������� ��� ����� ����������� ωn) � ��������  ���
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; A

?��� '�tR 6�����" � ��� �������1�� � ��� Cx =;? � �������1�� �����.

���� Cl =H?  �� Re = 350

; A

?��� '��%R O����  �� Re = 500R ; ; ��� ������� Q = 0.0001) A ;  ������

��� ������� �����������  ��3����) 3�  ������$ ����� ���� ����� � ����

�5�����  �� ����������� �� �� �����  ����

 ����������� ��  ��3���  �������� �����) ��  ���� ������� �����������

 ����0����� 5��� �� "��� ��0� �������1$�� ����"���$ � ���� ������1

�������. ������

	��� ���0 ���������) 3� ������� '��� � � � ������ ���������$  ����

���� Q������ �����������. ������� ��� ������ ������������ Q����� ����

 ������ �������� ������� ������� �� ��0� �������� 5���) 3� ����������) �

��� ��������" ����$���� ��  ������� �����) ��� �� ���� ����������� ��

��0�  ������ ��� ������ ������� ������� � ��� ��������" ����$���� ��

������


� ������� '��& �  ������� ������" � ��� �������1�� � ��� Cx�



�t&

;

A -

?��� '���R O����  �� Re = 104R ; ; ��� ������� Q = 0.0001) A ;  ������ ��� ��

������ Q  ��3����) 3�  ������$ ����� ���� ����� � ����5����� �����0

 ����) - ; ��� ����� �����������) 3� � ��������  �� ����������� ��

 ��3���  �������

������� ����� ��������� ����� %��tQ) ��� ��� �����1 ����� ��������

�������� #�� ���) 3�� ������������ ���������) ��������� ����"����

!��$�����:��$����$��) ���� ������� ���� � ��� ��������" ����$���� ��

����� � ����������� 7%�%�'�%�'8) � ���"  ���������� ��1������ 5��������


� ������� '��& �  ������� ������" � ��� �������$ 5������� ux� �����

��������� ����� ��tL) ��� � ��� �����1 ����"���� �������� 5����

- ������ '�' �������� �������� ����� 	������) 3� ��� ������$ ����

����� ������� 7St18 � ����"���� !��$�����:��$����$� 7St28) � ���0 ����

������� �������� �������1�� � ��� � ��� ������� �����������  ����0��

���� 5���� O������ ����$ ���0 �����$��) ������� ��5��� ��������
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; A

?��� '��&R 6�����" � ��� �������1�� � ��� Cx =;? � 5������� ux � ����

7%)%�')%�'8 =H?  �� Re = 104

O���� '�JR !������1� � ��� Cx � �������1� �����. ���� Cl ��� ����������

������� ������������ ��0��� 7Re = 2508� 4��������� �������� ����� �

�����$���� ��5�� ������

�&Q&� �&/t� �&'&� �&t%� �&t�� ���� �����

Cx %�Q/ %�S%& %�S% %�S%& %�S% %�S%L

Cl %�%Q� %�%Q& %�%Q% %�%Q�S %�%Q�S

4���������  �����1 ����$ ����5� ��� �������$ ��0 ��������� ���� ���

���$���� � �����$����) � ������������ ��5��� ��������

,�( 8	5���
�	$ 5�
$	�		 �	��

9 �����$���� ����2���� ��� ������. ������ ������������� �� ��1�� ��� ��

��� ���� ��  ������� �����) ���"  ��������� �����1$�� � ����� P�  ��$����.

���� ��  ������� ����� ����0��$ ������� ��������� � �������� �&�� :���

����� ����� ��� ��������. ������ ��1 ������R

p(r, θ, ϕ, t) = ζ(θ, ϕ, t)  �� r = d/2 , 7'��8

�� (r, θ, ϕ) ; �������� ��������� �  ������ �������� � ����� �����)
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�t'

O���� '�'R O���������" ���������" ��0�� 7Re = 1048� 	�����1 �������

�� �������1�� � ��� Cx) � ���0 �������� ����� 	������ � ��� ������

��  ����0����� 5���) ������������� ��� ������. ���� ������ 4���������

�������� ����� � �����$���� ��5�� ������

�&/%� �&Q/)&/&� �&SS)&St� �&t&� �&tJ� �&tL� ���� �����

St1 %��t� %��t' %��t' %��S %��/ %��t' %��tQ

St2 ��Q'���/& &�� ��S/ ��tL ��tL

Cx %�J/S %�L� %�JtJ %�JtJ %�Jt %�L%& %�L�

θs 88◦ 82.5◦ 84− 86◦ 90◦ 84.7◦ 82.8◦

ζ(θ, ϕ, t) ; ��� ���� ���� ��  ������� �����) ���������"  ������

9������  ��� ������ ����� � ���1$�� ����$���� ���������� K����$��

������� ζ(θ, ϕ, t)) ������ �� ��0�) ����1$��  ���������� �  ������� n)

����2���� �������$�����. ��������. ������ ��0� ���  ���������� � ���

����� ���� ���21R

p(r, θ, ϕ, t) =
∞∑

n=−∞
e−inωtpn(r, θ, ϕ) , 7'�&8

�� ω = 2π/T = 2πStV/d ; ����� �����) � pn(r, θ, ϕ) ��0� ���  �������

���� � �������  ����"���� ����R

pn =
∞∑
l=0

∞∑
m=0

h1l (knr)P
m
l (cosθ) [Almn cosmϕ+ Blmn sinmϕ] , 7'�J8

h1l (knr) =

√
π

2knr
H

(1)
l+1/2(knr) . 7'�L8

O� kn = nω/c ; ����$��� �����) c ; 5������$ ����� � ��������3�) H(1)
s ;

������� M������  ��5��� ����) Pm
l ;  ��1����� ������� ��0�����  ��5���

����� 
������� �������1�� ��������$�� � ��������. ����� 7'��8� K����1�

��R

Almn =
1

(1 + δm0)πTh1l (kna)Nlm
×



�tQ

; - �

A � �

?��� '��JR #������� � ����������  �� Re = 300R � ; ���  ��5�. ���������

p1) � ; ��� �����. ��������� p2) �) � ;  ������  ��3����) 3�  ������$ �����

���������� ���$ � � ���$ �������� � ����������) �) � ;  ������  ��3����)

3�  ������$ ����� ���$ �������� � ���������� �  �� �����������  ��3���)

�����0���" �� ������� �

×
T∫

0

π∫
0

2π∫
0

ζ(θ, ϕ, t)Pm
l (cos θ) sin θ cosmϕeinωt dϕ dθ dt ,

7'�'8

�� δl,l′ ; ������ !��������) � Nlm = 2/(2n + 1) · (n + m)!/(n − m)!� #��

Blmn �����$� ������� � 7'�'8 ������. cosmϕ �� sinmϕ� 	��� ��������)

3�  �� n = 1 ��" ����2����  ������ � �� ���1 � ������� ����2����� ���

���������� �� ���������� �&Jt��

?��������� ��������������. ������  �� �������� ����� ��  ��������

��� ������������ �������� 4�� ���������� 0 ���������  ���  ���������

�� ��������� �������� 4������� ��������3� ������1�� ���) �� ���  ����

��  �� �� ������ 20oCR ρ = 1.204 ����3) ν = 1.51 · 10−5�2��) c = 332����

#����� �����  ��"���� d = 1��� M����������� ���. � �����  �������

���� � ������ '�Q� ������� ���������) 3�  �� �3����) ��� ��  ������ �



�tS

O���� '�QR M�����������  ���������. ���. �  ����0������� ���������  ���

Re J%% J'% 104 � ��

V 7���8 %�L'J %�'&/' �'�� 5������$  ����

B 1.36 · 10−3 1.59 · 10−3 4.5 · 10−2 ����� ����

f = V St/d 7:�8 Q�%&L S��J' &tQ �����
d

λ
=
df

c
1.81 · 10−4 2.15 · 10−4 8.9 · 10−3 ����$���" ������

�0�����

max |p| 74�8 1.33 · 10−8 2.44 · 10−8 3.42 · 10−8 ��� �� ���

������ � ��������

I =
max p2

ρ c

(��
��

)3
4.39 · 10−19 1.5 · 10−18 2.9 · 10−18 ����������$

�����

W�� = IS 7�8 1.38 · 10−18 4.7 · 10−18 9.1 · 10−18  ���� ������

���  ��0���$

W�� 7�8 4.4 · 10−6 6.98 · 10−6 1.63 · 10−1  ��0���$  ����

W��/W�� 3.14 · 10−13 6.73 · 10−13 5.6 · 10−17 !!#

������ ��5�. ������)  ������0��$�� �����$���� ������������� 9������)

�������� ����� ���� � ����$����� ������� ����� ���$  ������ 10−4) ���

����$ ����) 3�� ���0��) 3� ����  �5���1$�� � �����  ���� �� ����)

�� � ���������� ��������3�� P� ���0  ������0�1  �����$���$ �������

�� ��������������. ������ � ������ ������ �2����. ���������. ������� ����

��5����  ����. ��������.  ��0���� ������������ ����� ��  ��0����

 ����) 3� ������1 �� ����� 7!!# �� ����������8) ��1  ������ 10−13) � ���

��������$ �� ������������ ����� 7���� �����8 ��1  ������ 10−19 ; 10−17�

O��� ���� �������� !!# �� ���������� ������$  �� � ����������$  ���

 �3����  �� �) 3� �������� � ����� ����� ��  ��� ��������3� ��0��

���������

,���������$��"  �����) 3� ������1  �� �������� �����  �����  ��

Re = 300) 1 ��������� �0������ �� ��$���� � �� 
� ������� '��J � ���



�t/

O���� '�SR ,� ����� �������� pn � ��� ������ αn ���" ������� � �������

���� �� �� �����  ����

Re max |p1| max |p2| α1 α2

J%% 1.33 · 10−8 5.35 · 10−10 82.8o 75.6o

J'% 2.44 · 10−8 1.5 · 10−9 83.4o 71.2o

104 3.42 · 10−8 4.1 · 10−9 0o 0o

���0��� �������� � ���������� ���  ��5�. ��������� p1� 4���� ����. ��

�������  ������$ �� ���  ���� � ���$ �������� � ����������� O���0) ��

� � ������  �� �������� �������� � ��" ���. ���������" ����� � �������

 ��� ��1 ��������� �����. ����) � �� ���� � ���� K������ ������ ���������$

���������  ���) 3� ������1  �� �������� �������� �&L&�) ��� ���������  ��

��) 3� ������1  �� �������� �����)  �����1 � ���� ����� 4�� �������

�� �������� � ���� ������. �����$��� � ��0�$��� �������) 3� ������$��)

���$ �������� � ���������� ��� p1 �����  �� ����������� �� �����  ��

���� 4�� �������� ����� � ����������� ��0��� 7���� ������� '�Q � ���

������� �������� ������ � ��0�� ������ ��������  ���$) 3�  � ����

�� ������$��) ���$ ����� ����������$) � ���� .� ������� ����5�����

������������ O���  �� �������� ����� ���$ �������� � ���������� ���

 ��5�. ��������� p1 ����5����� ��  �� ����������� �� �� �����  ����)

�  �� ������ ���� α1� 9������� ���� α1) α2 ��0 �� ������  ���� � �����

������� � ���������� �������� p1) p2 �������� � ������ '�S�


� ������� '��J � �����0��� �������� � ���������� ��� �����. ��������

�� p2� �����) 3� ���� ���$�� ��������1$�� ��� �������� � ���������� ���

�����. ��������� � ������  �� �������� �������� �&L&�� ��3�  �� �������

�� �������� ���$ p2 � �� ����� � �� ������  ����) �  �� �������� �����

� ���� ������������� ����� ��������  ���$) 3�  � ����� ������$��)

������ ���� ������� �������5�� 
� ������� '��J �;�  �������  �������

�������� � ���������� �����  �� �������������  ��3�����) 3�  �����

��$ ����� ���$ �������� � ����������� �����) 3� ���� �� ������1$�� ��



�tt
� ������� �� ����� 7�  ��3��� ������. ���.8) �� � � �� �����  ����� �

�" 0� ��� � ������� �� ����  �� ������������� ��  ��3��� ������. ���.

�������� �� ����������� ������1� +�5��� �������) ��������� p2 ������

���� �� ��������1� �����. ����) �� � ���� �������� � ���� 	��� ���������)

3� �� ��������� ����� ?�"���$��� ����� ��������� p2 �����1� � ������

'�S  ���������� �� ����� ���� �������� p1 � p2 ��� �$�� ������$ �����

?�"���$���� �����) 3�) ��3�  �� Re = 300 �����5���� �� ����  ��5�. �

�����. �������� ������1 &L�/Q) �  �� Re = 350 �����5���� �� ���� �0�

������1 �Q�&S) �  �� Re = 104 � ��5� /�JL�

,�, 4���	�$� �	 �	5���


- �$��� ?������ � ��������  ���������" ���� ������� �����$���� ����

�2������ ���������� ����� � 5������� ��� ����� ����� ?�"���$���� M���

������) 3� ��������1$��) 1 ����������) ������� �����  ������$��� ���

������$ �� ��������� �� ����� 2����� ��������$ �������� ��������

�����$�� ����2���� ������ 6����$��" ������� �����1$�� �� ����� �����

������ ��21���� 4�� ����� ����� ?�"���$��� ��������1$�� ������ <=>)

 �� ������� ������ ?�"���$��� ; ������ @A>�

9� �� �������" �����$��" ������� ��0� ������������$ �� ������"

�����$��. �������. �������.� O�������� ����  �������� �� ������ �������

�� ����� � 5������� ��� ����� ������$ ����� ?�"���$��� ��� ����������

�� ������������� ��0��� ���.) �� ���������� ��0����� 9� �� �������"

�����$��" ������� �������� �������� � ���� ���� � ���� ������� ���

0����� N���  ������� ����5� ��� �������$ �������� ���� �����$��� �

�����$���� ��5�� �������

O���0 ���� ��������� ��� ���� ����� ?�"���$���) � ����� �  ���� ���

�����$ ������������ �) �0�) ���"  ��� ��0�  ����0���� ����� N���

� ����� �� ����������) �� � ����������� �������$�� ��0���� O���0 ���

�� ����������) 3� � ����������� ��0��� ���. �� ����� �������$ �����.



&%%
����)  ���������. �� �����)  �������� �  2�$ �����  �����3�1 �� �����

�������$ ���� � ���� P�" ��� �������1 ���������) 3�) �� � � �� ����

�������� ��������� ��������) ������� ������ ��������. ������. ���������

��.  �����  �� �������� �����) �� �����������$�� � ������� �� ������

4�� ���������� ��0���� ���. ������) 3� ������$��)  � ����� ����$�

�� �� �������� �����$ �) �0�) �� ��1��  ���� �����) 3� ������� ������

��������. ������.) ����������.  �����  �� �������� �����) �� ���������

���$�� � �� �����  ����) � �� � ������� �� ������

K������ �������� � ���������� ���������  ���� 4�������) 3� ���$ ����

����� � ���������� ����5����� ��  �� ����������� �� �� �����  ����)

�� � �� ���� �������� ��������� ��������) �  �� ������ ���� �������

P�" ���� ��1 ����� ����� �) 3� ������) ���  � ����� ������$�� �  ������

�� �����) �� ����$ ������������) �� � �� ���� �������� ��������� #��

��������� p2 �������� � ���������� ��1 ������ �������5�" ������) ��0

� ������  �� �������� ��������� ,������� ������� �� ������1$�� �� �

������� �� �����) �� � � �� �����  �����



&%�

������ �

'���
������ �"� ��������� � ����
�"

�� ���������

- �$��� ?������ ������0��� ���� �2����. ���������. ������ �  �������

������ �� �������� � �$���  ��������� ����5������ ���� �� ����� ����

������� 7���0��$8 �� ������ �����$���� ����2������ ������������� ������$


��21�	����� ,������ �����$���� ����2������) ����$�� � �����" � ?�����

�� �) ����1$�� �� ����� ���������� ��21��� � ������������ nY< ���� ���

�����������. ����������� ������� 4������������� ������� ���. � �����

�� ��0 �������� � ����0���� ��� ����� ?�"���$���� 9������  �������)

3� �  ������ ��� ����� ����� ?�"���$��� �2�����$�� ��������� �������

������� � ������� 5���� �� ��0� ������� �  ���0��� 7��58) ��������

��������� � �����$�� �$��� �������$ ��"��  ��������� ������������

������������  ������ 5������� �� ������ � ����� ������� ������) ���

 ����� ��� ��0�$ ���0�� �0������ �������� �������$ � ������� ������

���� ����0���$ ����� 	������ ����������$  ������ 5������� ��� �����

?�"���$���� ?����$�� �$��� ������� �������0��� � ���� �&J&;&J'��

/�� 4��
� �	 �	5���


	����� ����������� ����� ������ � �����) .� ��������$�� ������) ���

��� ��� ���"���1$�� �������) ����� ���� ��� ���� �������� ��������



&%&
��������3) ������������) ��������"�� ������ � ���������) ��$ ������ ��

 ����"  ������  �������� � 5����� �������)  � ���� �����$��  ����

����) ������ � ����� �����.  ������� ��  ������) ������  �������� ���� 1 ���

�����������) ��� ��0�$ ��� ������ �������0����) ���0���� 7������8

��� ���5������) ����� �������� ������ � ��� �� ����� ���0 ��0�$ ���

����� ��������� � �������� ���������) � ��� ����� � �����$���� ���������

9�������������� ���� ���� ��� ������ � ���� ������� ������$�� ���

������ ����� ��� �����) �� �����������������) � ���������������  �5��

����� ����$ 7��������� ��� ��������������8 ; ������� � �����������

����� ?���� � ��� ������� ��������$�� �� ����) ���� ��� �� ������) 3�

�����$��  � ���� �������) ���������� �� ���1�� 5���� ����� � ��������

��3� �������������") ��� �������  ������$ ��������� ������� ��������

��� +�5��� ������� ������ ������.  ����) 3� ����1$�� � ������ � ������$

 �����  �������1$�� � ������� ��������

P��� ���3��� ���������� ��0� ������ �� ?���" � ���.� ����������$�

��� ������ �&�� ��������) 3� � �/'L ���� 9������� � �������� ����������

����$���� ����� 7VXTF `XGF8  �� �������� �������  ����� �� ������"

���� �  �������

�  ����$5���) ��$ �0� ���$5� ��0 �'% �����) ��"  �������  ������1$��

������ ������ 
� ������) � �&t'�) �&tQ� 7���� ���0 � ������������ � ���8

����������) 3� �������$  ���������� ������ � ����  ������$ �� �����

������.  ���� �) �� ��������) ���������� 5�������������� ����� 5�������

��������� ,�� �0� � �����) 3� ���$ ��� ������) ��5�������� ����

�� ����� ��  ����" �������) ��0� �������� ����$��" �������" ������)

����� �����  �� ����"�� 5�������  ����) ����) �� ������) �&tS�) �J'� �

5����� ������������ � ���� P�����) 3� �� �����  ��2����� �  ��������

� �������� ���� ��������� ��������) � ��� ���� ��������� ���  �����

 � ���� ������) 3� ��1 ��� ������� ������ 7��������8� ?����$�� ������

�/���� 0 &��! �	����� στενoς 0 ������)� �����)' ������� &�������' ���%���
 ��	�	��� ������� +

��� � ��������� ����!�� !������ "	��
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?��� Q��R :������� ������������. ������R D ; ����� ������� E ;  ��5�"

������ F ; �����" �����

�0����  ������� �������$ ������� 7� ��������� ����������8 � ���� ����

����� �������$) 3� �������$ ��0 ����������) �� ���������$ �������

� �������� ���� ��������� ���������

��� ��������$�� ����� �JJ� ����  ��������� �������� ����$��� ����

���) 3� �������$  �� �������� ������� �� ���� �  ������ ��� �� ���$���

, ��� ��������$�� ����� �JL� ����  ��������� �������� ��������� �����

����� ���������� �����) ���" ����� ��������� ������) ���������  ����

�� ����� �����  ���0���� � ����) �������" ������� P�����) 3� � �����

�������. ������ ���  ��������� ��� �������� ���� �������  ������ ������

� ������� �������� ����) � ���" �� �����" ������� ���� ��� ������ ����5��

�������$ ��� ������ 7���������8) � ���������� ������� � .� ������� N���

������� ����  �� ����0���� ����� ����$���� �������) 3� ������1) ���

�����������  �������� ������ � ������ � ����������� 9������) �� �� ��

����� ����������� �� �������� �����  ������������� ���� �����������) 3�

��  �������� ������� 7�� ������� ��0 �����������8 ������$�� ���$���

�� ������)  ���� ���� �  ��2��������� � ����������� ����$��� ��������

���������

- ����� �&t/� ������0������$ ������� 5���) ����������  ������ �����

� �������) 3� ���$  ��������  ��������� ������ ��������� ����������

����������) 3� ������1$�� � ������ 4�����"��) �����$�� ���� �����

� � ��0�$ ��� ���������� � ������������� ������ � ���������



&%L

���5� � ��� �Q%� ���������� ������ �� ����) 3�  �� ����1) 3� ����

��� ��) �� ��� ���� ��������� ����������$) ��0�$ ������� �� �������

�������� � ������� �������) ���������� �� ������� ����� ������� �) ��

��������) ��������  �������� .�  �������� �2����� ������� 7���������)

3�  ���� �1 �� ����� ������� � ��5�� ������� ��������$���� ������) 3�

�������1 ��������� ������� � ��5��$8) 3� ������1$��  �� �$��� � N���

 �������� �����$�� ��� �������) ���  ���������  ����� ��� ��0�����$

 ���� ����� ��� �� ����� ����� ���� ���3 � ��������$���� �������


�  ��������� �� ����� ��" ������ �����$���) ��������� � ��������

��3� ���������� �0������) ��0�� �����0����) 3�  ������� ����������

�� ����$��� ������  ����� � ������������ ������� ��������"�� �������)

�� � ��� ��������$����) �� � � ����������  ����� ��0�� ��5� � � �����

���� �����0����) 3� ����$�� ����� 1 ��������� ����������$��� �����

��������3�) 3� �������$  �� ��������  ���� �� �������������  ������

� ������������ �������� 4�� �$���) ���������� ������  ���� ����������$

1 �������$ �������� ��2�����) 3�  �������$�� � ��1���� � ���� �������

����" ���� ��������3�) 3� �������$�� ��0�� �� ���1�  ����) �� �������

��������3�) 3� �������$�� ��3� �� ���1�  �����

���� �����) 3�  ���������� � �$��� ?������) 1 ������0���� ���������

��" ���.  ���� �  ������� ������ � ����� ��������) �2�������� ��������

 �����) ������  ������� ��  ���� ����������$��� ����� ��������3� �)

�� ��������) ��  ���� ����$��� �������

/�� 6	����	�$� 5����� �� .. ��������% �	5�7�5	$

?��������� ���� ���� ��� ������ �  ������� ������ �� �������� ����

�5������ ���� �� ����� ����  ���5��� � ������� �������� ?�����������

�����$ �  ��"���  ���������  ���������� �� ������� Q��� 4��������1$��)

�/��� �	��� 0 �� 	���� 	!� ������� ������ �������� + ! 	� �	����������
 ��!�,��� ����*

"���!���� �� ���	��� �	�!�1 ������� ��!���� � ���	���������
 !�
 !��������� ���� ���������

����	�����
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3� ����� ������ 7������ � ��0�� ��0� ������������. ������8) � ���0 ����

�� ������� �������� � �������� 0�����) �  ��� ������  ��� ��1 � ������

������� �����$ ����� ����" ���" x = 0; 0 ≤ y ≤ D1 �  �����1 ������������

�����$ ��  ����" ��0� x = L1; 0 ≤ y ≤ D1�

9����� ����2���1$�� � ������ ������ �2����. ���������. �$������$��.

������ � ������� ρ �) �0�) ��������  �������� ������ ����1$�� �����

?�"���$���� K����$�� � ������ 1  ������� �� ����) � �����$�� ���5����

���0���) ����� ?�"���$��� ��0� ��� ���������  ���������� ?����������

�� ���� �� ���� � ������) ��0�� � ����� ���5��� ���0��� ������

5����� ������D1) � ����� ���5��� 5������� ; 5������$  ���� �� �����

� ������������ �����$ V1� O��� ���5���� ���� ���� �������� D1/V1) �

���5���� ���� ;  ����1��" 5��������" �� �� ρV 2
1 � � �$��� �� ���� �����

?�"���$��� �������1$�� �� ReD = V1D1/ν) �� ν ; ���������� �2�����$

��������3�� 4������ � ���� ����������� ��������3� V1/V2 = D2/D1) �� V2

; 5������$  ���� � �����  ��5��� ������) ����������  � �������$����

 �������� +) �0�) ReD = V2D2/ν�


�����) 3��  ����5�� ������ ���� ��������3� � ������ ��0 ��������)

������ �����21�� �� �����$ �� �� ����� 4��5� ���� � �� ����) ��"���

�������� L2 ≤ x ≤ L2 + L3 + L4 + L5) D1/2 − D2/2 ≤ y ≤ D1/2 + D2/2�

#���� ���� ; ����) ��"��� �����$�� ��5�� L2 + L3 ≤ x ≤ L2 + L3 + L4)

D1/2 + D2/2 ≤ y ≤ D1� + ��� ���� ; ���� ��0�$�. ��5� L2 + L3 ≤ x ≤
L2 + L3 + L4) 0 ≤ y ≤ D1/2−D2/2�

K�21��� ��5��� ������0���� 1 ���������� ���� ��������3� � ���� ���

�����) � ���0 �� ��0�� ��� ���) �� 7�� ����  ������� ��0��8 �����1$��

������" 5��) ���" �����1$�� ��  ���������" ������" 5�� ��  ��������

�����  ��5��� ������) �  ��� �������1$�� � �����$�� ���1� ��0 �������

�� � ��0� �0� ����������� �� ���$��" ������" 5��� - ��2���� � ���) ���$5

 �������� ���� � �������� ����� ?�"���$���  � ���0��� ��5) �����0 ����

�������1$�� ������� �������� 5���R ReL = V2L4/ν = ReDL4/D2� 4�� �$��

�� ���5���� ���0��� ����1$�� ������$ ��0 �������� L4) ���5����

5������� ; 5������$ V2) ���5���� ���� ; �������� L4/V2) � ���5����



&%Q
���� ;  ����1��" 5��������" �� �� � ����� ������ ρV 2

2 �

� ������  ��"���. ������  ����� � ���1$�� ������������� �������

������$ 
��21�	����� - ������������ �������� ������� �� ��������  ����

������� � �������" ����� 7���8 7��&8� 4���� ������  ����������� ���

������$ ��0�� ���"� � ������" �������� 7����) �� ������) ��L��8�

:������� ����� ��� 5������� �� ��0�� ������������. ������ �������

���� ���� ��� �����R ����������"  ��� �� ����� � ������������ �����$

 �� x = 0) �����  ���� ���� �� ������  �������� ������ � �������) �

���0 ��2������������ ����� � � ����"��. ����� �����.) 3� ��� ������$

������� ���� ������$���� �����1�� 5�������) �� ������ � ������������.

������  �� x = L1� #�� ���� ����� ������� ���� ������$���� �����1��

�������������  � ���" ��0� ������������. ������ �tL� �� ������� ������

� ������������. ������� 
� ������ ���������  ���"��" ����

#���� ������) 3� ����������  �������� ������ �������1 �����������

.. � ������� ����������$ � ������� ����� 7����) �� ������) ��L&�8� O���"

 ����� �������1 �������� ��� � ������$ ���� � ���� ����� �������

�������3��  ��2������ � �����������  ��� ���� � �����0�����  ����� 4���

�)  �5������  ������ � ������������ ����������� � ������. ����� ��

��������� ������ ���������� ��) 3� ��� ����������� ���. �� ��0��

����� �������� ������� ������ ����������� 0 ���������  ��������

 �������$ �� ����������� ����2������ �� ��0���� �������� 5��� ��  ��

���������� � �� ��� ���� ��������) 3� ����� ��������1 ������ ���Q�� 9

��1.  ������ � ����" ����� ������ ����2��������$ ���� � �������� �������

5������$ � ����

9������� �����������  �������� ������ ���������� ��� ����) �� �

��� ��������$��" ����� �Q%�) � ����R D1 = 18 ��) D2 = D3 = 2 ��)

L1 = 150 ��) L2 = 20 ��) L3 = L5 = 1 ��) L4 = 5.8 ��� !�������

��� �2�����$  ��"������ ������ �2������  �����  �� �� ������ 20◦CR

ν = 1.5 · 10−5 �2/�� ?������ ������  �� ����������� �� �����������) � ����

����� 5������� �� ����� ����������� � ��0�� %�Q � J ���) 3� ��� �������

��������� ����� ?�"���$��� ReD = 720− 3600 ��� ReL = 2088− 10440�



&%S
?������� ���� 7���8) 7��&8 ����2����$�� �����$�� ������ ����������

��21��� �tJ�) �tL�) ���" ���� ��0�� ���0�� ��" � ������5�� � ������� ���

������ ������ ���� ���������� ��21���) � ���0 �������������� ���� ����

�� �����������. ������$ ���� ����$�� � ����� � ?������ �� K������ ����

����� ���������� ��21���  �����1 � ���) 3� ������������ �����$ ������

��1$�� �� ���������� ��21�� � �����������$�� ��������) � ��������� ���

���1. ������������. ������) �������$�� �������$���� ���������� � ������

��5������ ��� ��0���� � ��� ����������� ��21���� P� ����� ���1 �����

��������� ������� �����0���� � ��0���� ������������ ��21���

#�� �����������. ������������. ������ ���������������$ ��������

���$�� ���� �� ���3������� ������ � ������ ������� 7&�% ����  � �����

���$����  ������� �����) ��� &%/ ����������� �������8 � �� ���3�������

������  �� �����0���� �� ������ O��� ���$���$ ���� � �������$����  ��

������ ����� ������ ���� ������� � ��������$ ��������  ������ 5�������

�  �������� O���� ���� ������� �� ���5��� ������$��� ��21���) � �������

�� ��������� ������" ����������� � �����.��� ������$��� ��21���� ����

���������� ��21���) �������) �� �������1 ����0��$ �� ���������� ���������

���� ��0���� � ������$��� ��21���)  ��� � �$��� ������0���� �� �������

���� ����������� ���� � ���������� ������ ����������� �������

7��� � �����$���� �� ���� ��  ��������.8) 3� ���$5  ������� ��� ������

�� �������. ������) ������ ���5� ����� ������� � ���$5 5����� ���0���$

�  ��������� � ��������������� ������������� ������� 9 ���� �����

������. �������� �����$��� ���������� ������������  �� ������� �����

������$��� ��21��� �  �� ������ ��������� �������1��� ���3������ ������

����� �������$��" ����  ������ ������ ���� � ������ ������� �������

%�%%& �� �

4�� ����������� ���������������� ��������� ������� � �������� ���

��� DEFGHDIB ��LJ)&�%�� #�� ���������� ��21���� ��������� �� ������$�

��� ��21��� ���������������� �����$��  �������� :����) ������ ���. ���

����� �� ��21���  ��������1$�� ����� �������  �  ������� �������) �

�������� ������. ��  ������� ������� ���� ���1$�� �� ������$ ������. �



&%/
�����.��� �������� �������� #�� ���� �����. ����������� ������ �������

���������� nY< ����� T�_�`Fa@�GFZfY ; nY< ����� ������$������������.

����� ��� ���������  ��� � ����0������ � � >cFo[ ��J��) �� �������

���� � DEFGHDIB� 
� ��������$��� �������� ���� ������$�� �����1��

5������� ��  ������� �������) ���������  �� ���������� ������"��� ������

 � ������ :����) ������������� �� ������$ 5������� � �����.��� ��������

������� �� ������ �������  ������� 
� ����������$��� �������� ���� ���

��������������  �������� �������.  ����5����) ���������. ����������$�

���� ���� �&���� � ����� ����� �����������.  ������.  � ���� �����������

������ ������ �������� ����������� ����� �������  ������ e ���������

����� 7oZeWcZfa a�lFfFGe�G]8�

#�� ��2������� ����������  ��� 5������� � ���� ���������������$

 �������� C+>D 7EfFUU\fF �_ET�e�` UET�` XEFfZ`Xf8 ��JS� � ������ ���������

L� K ��  �������� C+>D ��0� ��� ���0 ���"���� � ������" ��������  �

����������$��" ������������� 7����) �� ������) �t') �L��8� #�� ����2������

�������. ������ ����"��� �������.���� ������$ ���������������$ �����

��"�� ������� Cp^ � Ci�p^ 7EfFeXGa�`�XGFa 7o��8 eXGj\]Z`F ]fZa�FG`) ����

7���8� ��0���� �����1��� �  ����������������8 ��� ���������� � ������

�������� �����$) ��� ������) ��� ���0 �����$ � DEFGHDIB) ���� ���

�� �� � � ��5�� ���$��  �5�������� ���������� � �������� ������ � �����

 ���������������� ���� �������  �������� <+p 7a�Z]XGZT � oZUFa �GeX_ETF`F

pVXTFUW[ EfFeXGa�`�XGFf)  ���������������) 3� ����1$�� �� � ��3���" �����

�� ����. ����������. M����$����8 � <+@� 7a�Z]XGZT � oZUFa �GeX_ETF`F @�

EfFeXGa�`�XGFf)  ���������������) 3� ����1$�� �� � ��3���" �� ����" @�

����������.8 ��� ���������� � ����������� �����$) ��� ������ ��Lt��

?���������  ���������� ��� 5��� ������$ 5������� �� ����� � ����

 ����� %�Q � J ��� 7ReL = 2088 − 104408� ?����$�� ����������� ��� ���.

�  � �������) ���5�� ��������� ������. 5������� ������� ��  �������

����� ��� ���. � ���� ���) ������� ��������� ������. 5�������� � ����

��  �������� ���� ��� ������ � ��"���5�� ��������� ������. 5�������

V1 = 0.6 ��� 7ReL = 20888���� ������" 5��) 3� �����1$��) ����5�1$��



&%t
��"��� �� ���" ������� ��0 ��������) ���������������� ���$���  ������

�� ������ K����$�� ������  ��������1  �������� ��  ��������"  �����) �

��������� ���� �  ��������� ����������� �������� � �������� ������

���� 5��� ��0 ��������) � � ����� ����������  ���������� �� ���$5

�����" ���� �  ����$5�� �������0�����  ���� �� ����$��5� ����� 4����

����������  ����������  ������ �����" ����� ���� ������ �� t = 0�

9 ���� ������� ������ ����������  ���� � ��" ������  ��� 5�������

�����$�� ������������  � �������$����  ������� �� ����� � ����  ��5���

������ 7x = L28) ���" ������ ������1$�� S1) � ���0  � �������$����

 ������� �� ������ � ����� ������� ������ 7x = L2 + L3 + L4 + L58) ���" �

 ����$5��� ������1$�� S2� P� ��������� ���������� �����$ ��������

�� ����� ����������� ��������3�� ��������  ����5���$ ��  �����3�����

10−3R ∣∣∣∣∣
∫
Si
Uds− V1D1

V1D1

∣∣∣∣∣ < 10−3, i = 1, 2. 7Q��8

O���0 ���� ������) 3� � ���� ����������. ���������������� �����$�

���� �������� ���� �����$�� ����2����� �������� ������  �� �����������

��" ������  ����  �� �������� ��������� ��������� ?����$��) ������� �

������������  ������������ � ����" ����� �����$���� ��������) �����

�����0������� � �����$����  ������������ � ��'&�� ?����0���$ ��5��

�����$��� � �����$���� ������ ��'&� ��  �����3����� &� � ���� ���5�)

��0 �����0���$ �����$���) �������� ������� �������) ��� ����������

$�� � ��'&��

4���������� � ������ ?������ �����$�� ��������������$ �� ��� 2��

��� � ������������  ��������� pXfF & z\Za� O���0 ����������  �������

���� �� ���������� �� ����� 2���� +����� ���������� 
,
 -���.���

#�� ��� ������������ ��������$ ���������������$ ��������� BC+ � ���

�� ��� ������������) ������" �� ����� ������ ������ ����2����) 7aX_Z�G

aFeX_EXU�`�XG8 ��� ��� ������������ �� ������ ������������  ��������

��� ��L��� 9����� � ��� ������ ������������ �����$ �  ���) 3� ����������

�$��) ���3� ���$�� �� ������) ��0�� � ���� ����5���1$�� �  ��2��

��������  ��������� O���� �����) ���������� � ��0��" �  ��������"  ���



&�%
����$�� �� ��������  ��������) 3� ����� �������1 ��� ������������

/�! 9����5 ��5
������� �	5���
�$


,����� ��� ������ � �� ����) ���� 5������$  ���� �������� ���� � ���

 ����  ������� ����������"� 
� �������� Q�& �) �  ���������� ������

����" ����� �  ��� �����������  �� V1 = 0.6 ��� 7ReL = 20888� 	 �����

�� ������� �� ������ ����" �����) ���� ������� Q�& �� O� ����� ����� ��

 ��� ������� � 5�����. ����. ������ ������ � ���$��" ����  ��5��� ���

����) ����� ����$5�1 ���� 5������$ 7� ������$��� � D1/D2 �����8 � �����1

� ��0���������  ������ ������$ � ������� � ��������  ��������) �� 3�

��� �������$� �����1 ������ ���3������ � ������ � ������� ����" ������

4���� ������ � ����� ������� ������ � 5�����  ���� ������ ������ ����

���$ 3� ����$ ����� 7 �������� �� �������. �� 5D2 ��� ������� ������8

 ������� �������1 ���� 5������$ � ������

O� �� ���������� ������  ��� �����������) ��� ���� ���������� ��

������� Q�& � � ����5�����"  ����5� 5����) ���  �����1 ���� �����������

��������3�� O� �������� ��������� ���$��� ��� �����1 ������ ��������

���$ 7� ��������  ��� �����������. ������8) � �������� ���$��� ���$���

; ���21��� ����������$ 7� �������� �� ������������ �������8� �� �����)

��  ��������  ��5��� ������ ������$�� ��� ����������  ����0���� 5��

�� 7������" � ��0��"8) ���  ���� ������� ��� ������ ���$  � ��� ���$����

�������� 5����� � ���� �����$�� ���1� � �����$ ��0 ��������) ���$ ���

����5�����$ ��  �������� �������� 9���������$ � �����$��� ��������

5��� ���$ ��� ����5�1$�� �������) � � ��0�$��� ; ���21����� 4�� �$���)

��  ������$ ������� ������������ ����) 5������$ ���� ��������3� Vx �

��3� ������� 5���� ��0� ������������� O��)  � ����  ��������� ��� ������

5���  �������$ ������� 5���� �� .� �����5���  �������$) ���� ���0�1$��

 �������� ��  �������


� 5���� ��� ������ ������ ��  ������ ������ 5��� ��3� ���5�����



&��
$�� � ��� �����$�� ��3��� ������� � �������� 5�����  ��  ������ ��

������� ������ ��1 ���$5� 5����� "��� ������ P�  �������$ �� ���) 3�

��0�� ������" 5�� �������1$��  �������� �������� ����� ������� �����

�� �� ��� 5��� ; �����5��" � �����5��"� �����5�� 5���  ������$ �����

���� ������� ������ � ���� ����5��$�� ��  �������� ������� �  ����"

5�����" ������ ������) � �����5�� 5��� �������$ � ������ � ��0�� ���

5�� 	 ����� ���� �����$�� �����0 �����5��� ����� ������� ������) �

 ��� ��������$�� ��� ��� � ������$ ��� ������� ��������� 7��������

 ��3��� y = D1/28 ���������"�� ���. 7��� ������8� 9������� ����� �� �)

3� �� ������ 5������� K������� ���� �� ����� � ��"��� �����5��� �����

������� ������) �� 5��) 3� �������$�� ���0�� �� �����) ��1 ���21��� ���

��������$) � 5�� ��� ��� ; ������ ����������$� ��0���� ���������) 3�

���������$ � ��5��) �� ��� �������� ������  �������$ ������ ��������.

������. ������� � ��"��� ����� .. � ���� ������� ������ � ��"�� ������

������� �  ��5��� ������ 7��"�� ������ �������8� O���� �����) � ��0�

���������  ������ ������ �������� ������ �������$ ���$ ���1�������

������ ��������� ��2����) ���� ������ ������. � ������ ������"��. �������

���. ������) 3� ��������1$��)  �������$�� �� .. ����� , �� ������ � ����.

����������$) �������$ ��������� ��2���� � ������"��� ������� �����1

 ��������� ��� ���������� � ��" ����������$���  ������� �&&%)&tt�� 9���

��"��) �������$ ������������ ��� �� ����0�$ ��� ����$�� ��������) ���

������� � ���� 1 ��������" �����$ ������. � ������ ��������� ��2���� � "���

�� ��������� �� ����� 7�� ����8� - ����" ���������" ������ �������� ���

0���� ���$ ������$ �� ��5� ��������" �����$ ������. � "��� �� ���������)

��� � �� ��$ ����������� ��������3� � ������ ��������� ��2����) � ���0

.. ����� � ������ �� ����)  �� �������� ���$��" 5�������  ����) �������

������� ���) 3� �� ��0�$ ����� �����$��� � ���� �� �����$ �������

� ��� ������ ����������$ � ������ �� ������1�

O� �� ������ �� ������� �� ����������� ����  ���� �  ����" 5��

����" ������ ������� �� �� �0� �������� ��3�) � � �������1$�� ����

���$) ����������" ������ �������) ���") ���$�����)  ����0�1 �������



&�&
 ������"������) 3� ��� ���1$�� ������ �� �������� ������ ������� ����

����� K�����) ���1������� �� ������� ������) ��0�$  �����3���� �� �

�� ����� �������. ���.) �� � � ��5�� �� ������) � ��� ����� �  ��� ���.�

9����  ���0���� ��� �������� ������ ��������1 ��0�  ����$�� �����

�� ����� ���� ������� � ��" 5�����" ������ �������


���5�  ��������� ��  �����$��  ������ 5�������  ���� Vx � ����

�����  ������� S1 � � ���������  ������� S2 ��0�������. ������) ���� �����

��� Q�& �) �� O� ����� �����) 3�  �����$ 5������� � ��������  ������� ��1

4�������� �����) 3� �����1 �� �) 3�  ����0���" 5�� ��  ������" ������

 ������� �����  ��5��� ������ 3� �� ���� ������������ 
� ���������$

��� �$���)  �����$ 5������� � ���������  �������) ��� �� �������" �����

��  ������� ������� ������) ��1 ����� ����$�� �� �����) ���������. ���

���. � ������ ��� ������� 7 �����$ 4����"��8� 
� ������ �� �$���) ����

���0 ������) 3� �����  ������ 5������� � ��������  ������� �� �����

0�$ ��� ����� , �����  ������ 5������� � ���������  ������� �� �����

�����1$�� � ������$��" ������ �������) ��� ��1 ��0� ���� ��������

����� ��������)  ���� ���. ����������  ����$���� ������� �� ����� ����

�������)  �� ���" �� �������� �0� ��3��

9���$5��� 5������$  ���� �� V1 = 0.9 ��� 7ReL = 31328 � �������

���� �� �����$��� ���������� ����� ����" ����� �  ��� �����������)

 ����������� �� ������� Q�J �) �� �� ����� �����)  �� ���" 5�������

 ���� �� ������ ����� ���������$�� ��� ��� ������� ����� ��� 5����

����  ���� V1 = 0.6) ��� �� ���������� ���� ��3�� O� �� ������. � ������

��������� ��2���� ������1$�� ������ �����$�) 3�� � ����� �� �����

������� 7���� ������ ����" �����8 � �� ������" 5�� 7���� ������  ���

�����������8� O�)  ��������  �������� � �������� ��0���������  �����

��) ������$ ������1 ��������� ��������) � � ������� 5���� �����1$��

���������  ����������$ �������� 4�� �$��� ���� ������� � �����$��� �

��0�$��� ������� 5���� ����5����$�� ���� �������� ������ � 5������

��  ������� 
�������� �� ���� ������� ������) �� ���� ������� ��������

�$ ����������� 7�������� ��� �������8 ��������� �������$����  �����
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?��� Q�&R O����  �� V1 = 0.6 ��� 7ReL = 20888R ; ; ����. �����) A ;  ���

�����������) -C � ;  ������ 5������� �  �������� S1 � S2) ��� ������

�� 5������� � ���������  ������� S2) ��� ��  �����$ 5������� � ��������

 ������� S1 ����5�1$�� ����� � ������0��� ��� ����) ���� ���� Q�J �) �� ��

����1$�� ������� 5������� �������) 3� ������$�� � ��5�� � 1  �����

������� ��������� ��2����) � � �� .� 5��� ���$ �� �����$��" �������)

�  ����������" 7 ������"� ������� Q�& � � ������� Q�J �8) 3� ����������

�������� ������� � ������� 5���� ��  �������� ��������

4������� ������1  �����R �� �����$�� ���������  ������ 5�������

�  ������� S2  ������������ ��� ��� ����� �� ��  ����� �� ������0����

�� ����0���$ �����  ������ 5������� ��� ���� � ��������$) 3� �  ������

��� ����� 5�������" V1 �� ��������� ����$ ������� ����0���"  �������

���" ������� � ������������ �������� ��� �������� O���� �����) � ����"

��������������" ������ ��"��� ��0�$ ������� ����������$�� ���3�� 9

���� ��������. ��� ���3 �� �������� Q�L ; Q�Q �������� ����) ���  ������

�$ �� � �����0 ������  ������ T  ������ ����������$ � ������ �������

$�� ������  ��� ����������� � ��������� ������  ������� 5������� Vx
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?��� Q�JR O����  �� V1 = 0.9 ��� 7ReL = 31328R ; ; ����. �����) A ;  ���

�����������) -C � ;  ������ 5������� �  �������� S1 � S2) ��� ������

� ���������  ������� S2� 4������) 3�  �� ����������� �������� Vx � ���

���21 �� �����) ���������� 7�� ����0�� ��� ����8 ������  ������ 5����

���� � ���1$�� ���$���� ������ ����) � ��������� ������) ��� � ����

 �������� ��� �������) ����� ��5�� ������ �����

,��������� ����)  �������� �� �������� Q�& ; Q�Q) ��0�� ��������� ���

��0����� ���������")  ��������� ����" ��������������" ������� 4��

 ��5�) ������������ � ������ �������$ ��$��  ���� ���������� �����"

 �������" 5�������  ����) 3� ������� � ��� ��� ���� ����������������

���� �����) � ���� � ��������$�� ������������� 
�"�����5�� � �����

������� ���������  �������� 1 ��������  ����� 0������� ��������)

������� ����� �������$ ������������ ��������3�) ��� ��������  ���

������ �� ������$ ����� ?�"���$��� Re ≈ 50 �&�L�� � ��5�" ������ ����

���������  ������$ �������  �� ��������� ?�"���$��� ReL) 3� ��0�$

��0 &%// � J�J&� 4�������)  ����� ����������$ ����5�1$�� �� ���������

5�������  ����� #�"���)  �� 5�������  ���� V1 = 0.9 ���  ����� ����
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����R ;C A ; ����� ���� t = 0) -C � ; t = T/4) �C � ; t = T/2)BC : ; t = 3T/4)

�C � ; t = T
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?��� Q�'R O����  �� V1 = 1.2 ��� 7ReL = 41768) ���� ������� ; �������$��

������  ������ 5������� Vx �  ������� S2)  ���� ������� ;  ��� ��������

����R ;C A ; ����� ���� t = 0) -C � ; t = T/4) �C � ; t = T/2)BC : ; t = 3T/4)
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?��� Q�QR O����  �� V1 = 1.8 ��� 7ReL = 62648) ���� ������� ; �������$��

������  ������ 5������� Vx �  ������� S2)  ���� ������� ;  ��� ��������

����R ;C A ; ����� ���� t = 0) -C � ; t = T/4) �C � ; t = T/2)BC : ; t = 3T/4)
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?��� Q�SR ���� ������� ; ����  �� V1 = 2.4 ��� 7ReL = 83528R ; ; �����

���� t = 0) - ; t = T/4) � ; t = T/2) B ; t = 3T/4) � ; t = T � 4���� �������

; ����  �� V1 = 3 ��� 7ReL = 104408R AC � ; ������ ����5����� � 5�������

 ������) �C : ; �������) � ; �����������" �� ���� �������



&�t
�������$ ������1 T = 2.77 · 10−4 � 7����� 	������ St = L4/(V2T ) = 2.588�

4�� V1 = 1.2 ��� �������� T = 1.94 · 10−4 � 7St = 2.778) �  �� V1 = 1.8

��� T = 1.16 · 10−4 � 7St = 3.088� O��� ������������$  �����1$�� �1�

���������) 3� ������$ ��0 ��������� �������� � ��0���� � ������� 5��

��� ����� ����0�$ ��� 5������� ������� � ��0���������  ������� O���)

����$5���� 5�������  ����  ������$ �� ���) 3� ������ ����5� �����

�$�� � ������ ������� ������ �) �0�) ���������  ������ 5������� �

 ������� S2 ��������$�� 5���5�� 4����1) �� ��������� 5�������  ����

���0 �����1 �� ����� �������$  ������ 5�������) 3� ������  �������)

�����$�� ���� �������� �������  ����� ���������) ����) ��  ������$

�������� ������ � ������� 5����) ��1 �������� ���3������ ���0�� ��

 ��5��� ������ �� ����$5����� 5�������  ����� 4����$5� ����$5����

5������� �� V1 = 2.4 ��� 7ReL = 83528  �������$ �� ���) 3� ���� �����

���� ������� � �������� 5��� ���3�1$�� �� ����$�. ������ �����  ��5��

�� ������� , ������  ����0����� 5���) ���" �����1$�� �� ������$��"

 �������  ��5��� ������) �������1$�� �0� ��  ������" ������� ���������

�$��� ����$5�1$�� ����� ������� ��� ���3��$�� ��0 ��������) � �������

������� � ������� ��0 ��������� ��������  ����� ����5��$��� 4����� ���

�����$  ������ 5������� �  ������� S2 ����5�1$�� �� T = 0.72 · 10−4 �)

� ����� 	������ ������1 �������� St = 3.73� O�� ���� ���� ��������)

3�  �� ���$5�� 5�������� ������$ � ������ ��0 �������� �� �����1

���5������ �����$��) 3�� ��"���  ������ ���� ������� ������� O���

�� ����� ���� ������� � ������  ���� ������� ������ ����$ � ��� � ��

�� ����� ������� � ������ ��0 ��������� 
� ������� Q�S 7���� �������8

�����) 3� ������$  �������" �� ��0�$�.  ������� ������� ������� O���

������ � ��0�$��� �������� 5���  �����0�� ������$�� ��0�$�� �������

����� ������� ������ � ��0�$  ��� �� � ��0�� ��5�) ��� �� ������

�����$��� �������� 5���  �������  ������  ��������$ � ���� �������

������� P� ������ �����1$�� ��  �����0��) ���� �����1$�� �� �����

���� ������� � ������  ���� �������) ��� ���� ������$ � ��" ������

������  �� ��1� �������� �� �������� ������ ����1$�� ������
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4��  ����$5��� ����$5���� 5�������  ���� � ����� ��3� ����������

���� ����  ���� � ��0�������" ������ ��0�$ �� ����������� M������

����  ���� ��0� �������� �������$��� � ������� �����$�� ��0����) 3�

������$�� � ������ � ����� ��������. ���� ���3 �  ����" ������� ������

�� Q�S  ����������  ��� �����������  �� V1 = 3 ��� 7ReL = 104408 � �����

������ ����) ��� ��� ������$ ������ ��0���� ����  ���� � ��0�����

�����  �������


� ������) �� ������� Q�S � �����) �� ������ ������ �����$��� ������

�����1$��  �����$�� ������� ������� ������ �  ��� ��1 � ������ ��5�

� ��5� �������� "��� ������  �������1 � ���� ������� ������� ������"

�����) 3� "�� �� ���) ��� ���) ��"0�  ������  �������1 � ���� ������

7������� Q�S �8� 
� �������� Q�S �) � �����  ������� � ������� ����.  ���

���������� ���� ��. �������.  ��� ���������  � �����$�.� P� ���3� �����

������ � ������������� � ����$ ����� �������� ��������� � �����$�� ��1.

�������� �  ��� �������) ���  ��������� ���������) ���� �������  ��� ��1

� ���� ������� , �����5��  ��� �������$�� �  ��� ��1 � ��5��


� ������� Q�S �  ���������� �����������" �� ���� ��������3� ����

����1$�� ��5� � ��0�$��� ��������� �����


� ���������� ��������� ��������� ���� ��� #�����0���� �������$ ���

������3� � ����� ������� ������ ��  ������ �� ������ ����������� ���

���� ���������. ������) � ���"  ����� ��� �� ��0�$  �5�������� ����

���� ������ ?���$�� ��������3�) �����"��) �������$  ����� ���������� -

��2���� � ��� ��0��  �� ���� 7� ������  ������0�1 ��8) 3� ��� ����$���

��������3 ���������� ���� � ������ ������ �����$ ���" ����" �����

���) �� � ��� �� ���� ����������� ��������3�� O��� ��������� 5�������

� ����� ������� ������ ��0�$ �������� �0������ �������� �������$)

3�  �5����$�� � �������
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?��� Q�/R :������� ������������. ������

/�( 9����5 ��5
������� �	5���
�$�� ��� ��5�	. ��'���

��)����	5��� ��&

?��������� � �� ������ �� ����) ���� ������� ��0�������� ��5 ���

0� �� � �� ���� � �� ��5������ ������� �����  ���  ���� ���  ��5��

�� ������ 70 ≤ x ≤ L28) � ���0 ����  �  ���� ��� ������� ������

7L2+L3+L4+L5 ≤ x ≤ L18 ����� ��1 5����� D1) ��� �� � ��0���������

 ������ 7L2 + L3 ≤ x ≤ L2 + L3 + L48 5����� ������ ������1 D4 ≤ D1�

+�5��� �������) � ��0���������  ������ ��0� ��� ����� ����� ���0��

��� ������� ?����������� �����$ �  ��"���  ���������  ���������� ��

������� Q�/�

9������� �����������  �������� ������ ���������� ��� ����) �� � �

������) ���������" �  ��������� Q�J) � ����RD1 � �/ ��)D2 = D3 � & ��) L1 �

�'% ��) L2 � &% ��) L3 = L5 =� ��) L4 = '�/ ��� !��������� �2�����$  ���

"������ ������ �2������  �����  �� �� ������ 20◦	R ν = 1.5 · 10−5 �2/��

��������� ��3� ������� ������  �� ����������� �� �����������) � 5�����

������ � ��0�������" ������ D4 ����������� � ��0�� Q ; �/ ���

9����� �  ��������� ������) �  �������" ����� ���� ������  ���.����)

� ��� ���  ���"��� � ���" ������������" ������ p = 0� 4��� �� ����� �

������������ �����$ ��������� ����������"  ���) � �� ������ � ������ ;

�����  ���"���� ���� p = 0� ?������ ����� �� ����� � �� ������  ��������



&&&
�� ���������� ���. � ������������" ������� ?��������� � ����� ��"  ��

�������"  ����� � �� ����) ���� 5����� ��0�������. ������ ������ ����)

� ����R ������ D4 = 6 ��� �  ��������� Q�J ����  �������) 3� �� ������" �

��0��"  ��������  ��5��� ������ ������$��  ����0��� 5���) ���  ��

�� ��������$�� ��  ������" ������  ��5��� ������ � �����$��  ����� �

��0������� �����$� O���� �����) �� ��0� ������� � ��0��������  ����

0��� ������$�� ��� ������� 5���) 3� ���$ ����������$  �����0����

������ N���  �������) 3�  �� �������� ����� ��������� ����� ?�"���$���

7Re = 20888 ���� 1 �����������) � ������ 5��� � ��0�������" ������

��"��� O���  ���"���� ������� �� ���� ���� �������� ����� ?�"���$���)

����������� �  ��������� Q�J�

� ���� ��������� ��0��  �������� 5������$ �� ����� � ������������

�����$ ���������� V1 = 0.9 ���) 3� ��� �����1 �������� ����� ?�"���$��

�� Re = 3132� 
� ������� Q�t  ����������  ��� ����������� ���  2��

������� ����� ����� ���$����  ������� ��� �������  �����1 ��� �������$

���$��� � �������� ������������ O� �������" ����� ��� �����1 ������" ���

���������) � ����" ; ���21���"� �� �����) � ����� ���� t = 10−3 � 7�������

Q�t �8 �� 0������  ��������) ���������  ������� �������) ������$��

���������  ����0��� 5���� 4������ ����������$ ��1  �����0�� ����� ��

������" � ��0��" 0������  ��������� 4����0��� 5���) 3� ������������

 ��� ��������$�� ���  ������� ������ ��  ��5���) �� � ������� �����

���) �������� ��� �������  ���� 4��5� �������  ��� ������$��  �����

� �����  ��5��� ������ � ��0�������"  �����) � �����  ��� � � ����� ��

��������� - ����� ���� t = 2 · 10−3 � 7������� Q�t �8  ��5�  ���  ����

 ��1 � ��0�������  ���0����) �� ������ ������  ������$ ����������

���� �����5�$�. ����� ������� ������� � ��" 0� ��� �� ������ �������

 �����1 ���������� ����� �������  ���� 
� ���� ���� ������� 7�������

Q�t �8  ���������� ������ ����������� ��� ������ ���� t = 4·10−3 �� ���

���) 3� � ����" ������ ��0��������  ���0���) ��� ����  �������  ��5���

������) �����1$�� 3� ����  ��� ������� �������)  ������ ����������$ .�

�����  �����0��" ����  � �����5���� �� ����������� ������� �������)
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����5������ ����  ������� ������� ������� O��) ��3� � ������"  ���0����

������" �����) ����5�����"  ������ ������� ������) ��1 ������ ��������

���$) � ����� ����5�����"  ������  ��5��� ������) ����� ���21���� 
�

���� ���� ������� 7������� Q�t �8 �����) 3� � ����� t = 5 ·10−3 �  �����

���������� ������� �������� ������ � ��0��" � ��0��������  ���0���

�0� �����5���"� O���0 �� ��0� ������� � ��0��������  ���0��� ����

���$�� ������" � ��0��" ������ 5���) 3� ���$ ����������$  �����0���

������� 4������ �� ������ 5��� ���$ ������� ����� � ������$��  ���

������  � �������� ��0  ��5�� � ������ �������) ��� ��0  ��5��� �

������� �������� �������� ����5������� � ��0��������  ���0������

- ��" ������ � �����$��� � ��0�$��� ������� 5���� �����1$�� �������

��� �������  ��� ���  ��� �����$��  ����� � ���� ������� ������� P�

������� ����� �� ������� Q�t �) �� ����� �����0��� ������ �����������

� ����� ���� t = 9 · 10−3 �� ��0�� �������) 3� �� �$��� ������ ����  ��

�������  ������ ���������� ���. � ��0�������" ������ �����5���) � ����

���� 1  ���������� � ����� 
� ������� Q�t �  ����������  ��� ����������

�� ��� ����$ �������� ����) ���� ���� ������������ � ���" ������������"

������) ��������� ����� �� ������ �������� � ������ �� ��������  ���

5������� ���. �� ���� ���������� �������� ��� ������ y = D1/2) �����$��

������$) 3� �����1 � ����� �  �����" �����) ���"���1 ������������  ��

���$�� �  ��������� � �������������� � ��0�������" ������� 
����0����

�� ��) � ��0�������" ������) �� � ����5�) ������1 ��������� ������  ���

5��������

O� �� ���������� ���" ����"  ��������"  ����� ��� �� ���� 5�����.

��0�������. ������ ������) � ����R D4 = 18 ��) ��� ��� �� ����) ���

�� 5����� ��0��. ��0�������.  ���0���� � ����� ���� ���$5� 5�����

����� � ������� 9����"��) �� ����� ������ � 0 ���� �������� 5������

�� V1 = 0.9 ���) 3� ��� �����1 �������� ����� ?�"���$��� Re = 3132� -

 ������� ������ ���� ���� 1  ������� �� �.) 3� ���� ����� � �� ����

���$��. ��0�������. ������ ������) � ������� ��3�� 
� 0������  ������

���) ���������  ������� �������) ������$�� ���������  ����0��� 5����
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?��� Q�tR 4��� ������������ :������ ��0��. ��0�������.  ���0���� ������

��1 ����� ������ � �������) ��� D2 = D3 = 2 ��) D4 = 6 ��R ; ; �����

���� t = 10−3 �) A ; t = 2 · 10−3 �) - ; t = 4 · 10−3 �) � ; t = 5 · 10−3 �) � ;

t = 9 · 10−3 �) � ; �������� ����  �� ����$ ������� ��������� ����� 4����

�����"  ����� ���������� ���. �����5��� �� ��5� � ��0�������" ������)

��� � � ������ �� ��������
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?��� Q��%R 4��� ������������ :������ ��0��. ��0�������.  ���0���� ���

�����1 ����$�� ������ ������ � �������) ��� D2 = D3 = 2 ��)

D4 = 18 ��R ; ; ����� ���� t = 3, 5 · 10−3 �) A ; t = 4, 2 · 10−3 �) - ;

t = 7, 5 · 10−3 �) � ; t = 1, 3 · 10−2 �) � ; t = 2, 3 · 10−2 �) � ; t = 3 · 10−2 ��

4��������"  ����� ���������� ���. �����5��� � ��0�������" ������
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4������ ����������$ ��1  �����0�� ����� �� ������" � ��0��" 0������

 ��������� 4����0��� 5���) 3� ������������)  ��� ��������$�� ���  ��

������ ������ ��  ��5���) �� � ������� �������) �������� ��� �������

 ���� 4��5� �������  ��� ������$��  ����� � �����  ��5��� ������ �

��0�������"  �����) � �����  ��� ; � ����� �� ��������� 4��� ��������

���� � �$��� �� ����  ������ �� ���) 3�  ���������� �� ������� Q�t �

��� ������ � ���$��� ��0�������� ������� ������� #��� �������  ���)

���������� � ��0�������" ������) �� ���� �� � �  � �����$���  ������

��)  ��� ��1 � ��0�������  ���0����� 9 �$��� ������ ���� � ������ �

5������ ��0�������� ������� ������ ����� ��������1$�� ��� ���. �

������ � ���$��� ��0�������� ������� ������) 3� ��������� ��3�� O��

������) 3�  ��� ��� � ��0�������  ���0����) �����$�� �����0  ������

�� ������� ������) ��������� ���� � ��0��" �  ���0��� �����1$�� ����

�������  ���� 
� ������� Q��% � �����) �� �� �������  ���) � ����5� �����

��1����. �  ���0�����) � ����� ���� t = 3, 5 · 10−3 � �����  ������$��

�� �������  ��������  ��������� ��0  ��5�� � ������ �������� O����

�����) ��� �������  ��� ����� � ����� ������$�� � ������$ � ������$ "��

��� 
� ������� Q��% � �����) 3� �������� � �����$��� � ��0�$��� �������

5����) ��������� ������  � ������� ���� ��������  ��) ����$ �������

��� �������� ��� ������ y = D1/2� 4���  �����  �����1$��� 4��� �$���

���� ����� 7������� Q��% �8) 3� �������  ��� ������$ �� � ������$) � �

 �������  ��5��� ������� P� ����� ����5�1 .� �������� ������� �) ��

��� �����) �$��� ���� �������� ������� ����$ ����� ������5�) ��0  ��

 ��5��� ������ 
� ���" ��� 7������� Q��% �8 �������  ��� ���0 �����1

�  �������  ��5��� ������)  ������ ������ ����5����� ���� ��� ��� ���

���� y = D1/2) "��$ ����� ��0��������  ���0���) �������� �������"

����� � ����  ���0����  ������  ��5��� ������� O���� �����) ������

��� ������� �������.  ��� ������1$�� �� ���������� ���. � ���" ������

��0��������  ���0���� -���  � ������� ���� �����$�� �������) 3� ���

 ������� �� �����$ ������ ������$� 
� ������� Q��% � �����) 3� ���� �

��0�������" ������� ������� ��0�� ���0�� �����������) � ������ 5���
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?��� Q���R 4��� ������������ :������ ��0��. ��0�������.  ���0���� ���

�����1 ���� ������ ������ � �������) ��� D2 = D3 = 2 ��) D4 = 10 ��

������������ #� ������ t = 2, 1 · 10−2 � ���� �0� ����������  �������

 � ���" ������ ��0��������  ���0���� 
� ������� Q��% � �����) �� ������)

3� �����$�� � ��0��������  ���0�����) � ������" ��� �����0��$��

�� �������� P$��� ���� �����) 3� � ������� 5���� �� ��0� ������� �

 ���0���  ������$ ���������� ��������)  ������ �$��� ���� ������" �

��0��" ������ 5��� �0� �� ����$ ����������� �������� ��� ������� #���)

� ����� �� ��������  ������$�� � � ����� ���� t = 3 ·10−2 � 7������� Q��%

�8 �0� �����) ��  � ���� �����0���� �� ������� ������ � ������� 5����

������$�� ��� ���� �������) ��� ����5����$�� � 5�������  ������  �

�����5���� ���� �� �������

?���������  ����0��" �� ���� D4 = 10 ��� K ����� ����$��" � ��

 ����������  ������ ���������� ���.� 
� ������� Q���  ����������  ���

����������� ���.) 3� �0� ������������� �����) 3� ������) ���  ���������

������$�� � �����$��� � ��0�$��� ������� 5����) ���0 ����5����$��

� 5�������  ������ ���� �������� �������

4���"���� ��  �������$���� ������� ���") ���������� �  � �����$���

� � ������  ����������� 
� �������� Q��& �) �  ���������� ������ ����"

����� �  ��� �����������) ��� ������) ��� �� ���� ���$��� ��0��������

 ���0��� 7D2 = D3 = 2 ��) D4 = 6 ��8� �� ����� �����) � ������ �� ���

�� ���� ����� ��������1$�� ��� �.) ��� ���� � ����� �  ������������� �

 ��������� Q�J) ��� ��� ���.) � ������ � 5������� ��0���������  ����
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?��� Q��&R ������ ���. � ����� ���� t = 9.295 · 10−3 �R ; ; ����. �����) A ;

 ��� �����������) -C � ;  ������ 5������� �  �������� S1 � S2) ��� ������

0������ 7D2 = D3 = 2 ��) D4 = 18 ��8� 4�������� ���� ��������) 3� �

������  ��������� Q�J � ��0��" ��0�������"  ���0���� ���  ������" ��$��

���� ������" �����) � ������5� ������ ����5��������$  ������ ����  ����

0����) ��"���$5 ���������� ��� �������� - ���� 0 ���$��� ��0��������

 ���0��� 7D2 = D3 = 2 ��) D4 = 6 ��8) ���������� � �$���  ������

����) � ��0��"  ���0���� ������� ����� ��� ���������$�� ����5������

���� �������� ������ ������� ������� K����$�� ������ 5������ ������) 3�

������$�� � ��0�������� ��5��) 1  � ��� ������� ��������� ��2����)

� ��0�� ��������) 3� ����� �������) ����� � ���$���� ������� �������

� ��0��������  ���0����� ��0� ������ ����� ������ �������� ������

��������

#�"���) �  ��������� Q�J ����  ��������������) 3� �� ��$�� ������. �

������ ��������� ��2���� ������1$�� �����$�) 3�� � ����� �� �����

������� 7���� ������ ����" �����8 � �� ������" 5�� 7���� ������  ���
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?��� Q��JR K�������� ������  ������ 5������� Vx �  ������� S2 7;C -C

�C BC �8) �  ��� ������������ 7AC �C :C �C �8 ��� ������� ����R ;C A ; t =

8.775 · 10−3 �) -C � ; t = 8.905 · 10−3 �) �C � ; t = 9.035 · 10−3 �) BC : ;

t = 9.165 · 10−3 �) �C � ; t = 9.295 · 10−3 �



&J%
�����������8) � ������� 5����  �����1 ����������� ���������  ��������

���$ �������� 4�� �$��� ���� ������� � �����$��� � ��0�$��� ������� 5��

��� ����5����$�� ���� �������� ������ � 5�������  ������� 
��������

�� ���� ������� ������) �� ���� ������� ��������$ ����������� 7������

��� ��� �������8 ��������� �������$����  ������ 5������� � ���������

 ������� S2� - �� ���� 0 ���$��� ��0��������  ���0��� 7D2 = D3 = 2 ��)

D4 = 6 ��8 ���������� � ��" ���) �����) 3� �������� ������� ��  ���

�����$ �� ���� �����������  ��� ���. �������� ���� 4����������$ ���

�����) 3� ������1$�� � ������� 5���� � ������1 ����� �  ����� �� ����

������� ������) ����5�1$�� ����5������ ��������� �������� ���  ���

�� � �������1 ��������� ��������� �������$����  ������ 5������� �

���������  ������� S2) ��� ��  �����$ 5������� � ��������  ������� S1

����5�1$�� ��������� 7������� Q��& �) �8�

������1  �����R �� �����$�� ���������  ������ 5������� �  �������

S2  ������������ #�� ��� ����� �� �$��� �� ������0����� ����0���$ ����

��  ������ 5������� ��� ����) � ��������$) 3�  �� ������ �������� �����

?�"���$��� �� ��������� ���$  ���������" ������� � ��������� ��������

��� �������� O���� �����) � ����" ��������������" ������ ��"��� ��0�$

������� ����������$�� ���3�� 9 ���� ��������. ��� ���3 �� �������

Q��J �������� ����) ���  ������$ �� � �����0 ������  ������ T  ������

����������$ � ������ ������$�� ������  ��� ����������� � �������$��

������  ������� 5������� Vx � ���������  ������� S2� 4������) 3�  ��

����������� �������� Vx � ��� ���21 �� ����� ���������� 7������0�� ���

����8 ������  ������ 5������� � ���1$�� ���$���� ������ ����) � �����

����� ������) ��� �  ���������� �� �������) ; ����� ��5�� ������� 	���

���0 ���������) 3� � ��" ������  ����� ���������� ����������$ ����

��"0� ������ ���$5�) ��0  ����� �������$ � ��� ������" ������) ���������"

�  ��������� Q�J� O��)  �� V1 = 0.9 ���  ����� ������������� �������$ ���

�����" T = 2.77 · 10−4� - �� ���� 0 ���������. ���.) 3� ��������1$�� �

�$���  ���������  ����� T = 5.2 · 10−4�
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4��������  ���� �����$�� ����������� ���. �2����� ���������. ������

�  ������� ������ �� �������� ����5������ ���� �� ����� ���� ��������

K������ ������ ����" ����� �  ���� ����������� � �� ��" ������  ��������

������ ���������� ���� ��������3� � ���� ������� ����0�� ��� 5�������

 �����

����������) 3�  �� �������� ����� ������ ?�"���$��� 7ReL ≤ 20888

���� ������ � ������ ��0 �������� ���������� � ����������1$�� �����

���� � ��0�������" ������ 5���������� �������) 3� �����1 � ��������

�����  ��5��� ������ � ����1 � ���� ������� ������� 4�� �$��� ��  ��

������� ������� �2�����$�� ��"�� ������ 5���) �������  ����0�����

5�����) 3� �����$ �  �����$�. ������ �����  ��5��� ������� 9����� 5��

�� ���3� ���$��  �������� �������� ������� ������) ��������� ���� �

��5�� 7��3� � ��0�� �������8 ������$�� ���������"�� ���� ��������3�)

���  �������$ ������ ��������" ������. ������� ����� �� ������ ������

��� P�  ���������� ������. ��0�� ���� ������ �� ��������������" �����

��������� ��2����) 3� �������1 �������� ������������ � ����" �������

4�������) 3�  �� ����$5���� ����� ?�"���$���) ���� ������� � �����

�� ��������� ��2���� ������1$�� �����$��) ���������"�� ���� � ��5��

 ������$ ����� ��� �� ������ 5���) � �����$�� ���� ���� ������$

��"���$� ���� ��"���� ��������1 �� ���  ������ �������� � ��0����

� ������� 5���� ����  ��������� ����5������ �������) ��� 5����$�� ����

�������� ������ � 5�������  ������� 
�������� �� ���� ������� ������) ��

������ ��������$  ��������� ������������ ��������� � �$���  ������

5��������

����������) 3�  ����� �������$  ������ 5������� �� ������ � �����

������� ������ ����������� ����5�1$�� �� ��������� 5�������  �����

92�������) 3�  �� �������� ������� 5��������  ���� 7ReL ≥ 104408

 ���������" ������� ���.  ���5�1$��� ,����������� � ������  ������



&J&
�$ ��� �����  �����������) ��� ��� ���� ��������� ������ 4��

�$��� � ��������$�� ����� ��0��� ���.) ��� �����$��  ��������$�� ��0

������ � �����$�� �$��� ������������) �� ����) ����$ ��������������

�� �� ����1� ������) � ����� �����

K����� ����������� �  ������������� ���������� ���� ��������3� � ���

��0���� ��� 5����� ������ � ��0�������" ������� ����������) 3�  ��

����$ ����� ������ ?�"���$��� 7� �����������  ������� Re = 31328 �

 �� ����$ ���$��" ��0�������" ������ ������ 7� �����������  ������

�� 5����� ����� D2 � 5�����  ���0���� (D4 −D2)/2 � ������������� ��

���8 � ������� 5���� � ��0�������" ������ ����$  ��������� � ���� ���

��������� ������� ������� ��������� �������� ��� ������ y = D1/2� ,)

�0�) � � ����������  ������ 5������� � ����� ������� ������ �������

����� ��������� ������� O���0  �������) 3� �� ����$5����� 5�����

��0�������. ������ ������ 7� ����������  �������� ����� ����� D2 �

�������  ���0���� (D4 −D2)/2 � ������������� �� ��& � ��L8 ������ ���.

 ����� ��� ����1$��� - ������� 5���� � ��0�������" ������ �������

$�� ��� ���� �������� P� ������ ����5����$�� ���� �������� ������ �

5�������  ������� O��� ������) ��������� �� �����" �����) ��������$

������������  ��������� ���������  ������ 5������� � ����� �������

�������

,�����������  ������ 5������� � ����� ������� ������ �  ����� �

��0�$ ���0�� �0������ �������� �������$ � �������



&JJ

������ 

������� ��
�� ��������� ������� � ��%

��
� �� ���������

?�������1$�� ������ �� ����������� �����  ����� ������ �  �������

������ � �����  ��������� ����5������� ��������� - ��0�������" ������

���. ���. ��0� ���������� ��������0���� ��������$��� �������$ �����

����3�) ��� �����$�� �0������ �������� �������$ � ������� ,�������

������ ����2���1$�� ��� ���� ������"R ��� �����������  ������� ������)

3� �������$�� ���� �� ���1� ��� ������� ������) � ���0 ��� ������ �

������������ ���������������) 3� �������$�� �����  �  ���� ��� ����

���� ������� #�� ����2������ ��1. ������ ��������1$�� ���� ��������

������"�

0�� 4��
� �	 �	5���


9����� � � ������ � ?������ � ������ ������ ���������� �����������

���������  ���) 3�  ����0�1$�� ���1� � ������ �� ��������) ��0�� ������

��� �� ��� �� �� 
�  ��5��� �� � ��������1$�� �������������� �������

��������� ���) 3� ������� �0���� �����)  ����0�����  ����� 7� ������

�� ���� ������� ������� � ��0�������� ��58) ���� �  ��������� � ���0����

�������. ����� �&)Q%�) �������������� ������ ��0�� ��������� � ������ ���

���� �2����� ���������. �$������$��" ������� 9 ��1� ���� � ?������ Q ����



&JL
�����$�� ����2����� ������������ ������ ������$ 
��21�	����� 
� ������

��������� ����2���� �������1�� �����  ������ �������� ������� � ��0�

�������" ������) ����� 	������ � ��� ���� 5������� �� ����� u1(y, t) �

�� ������ u2(y, t) � ����� ������� ������ � �����0 ������  ������ �$���

 �������

O� ��  ���"���� �� ������� �� � ����2����� - �$��� ?������ ��������1�

$�� �������� ������) 3�  �����1 � ���������� ���������  ���) �����������

�� ���1� ��������3� � ������ � �����  ��������� ����5������� ���������

#�"��� ��� ���� 5������� �� ����� � ���� ������� ������ u1(y, t)) ��������

����"  ������ ������  ������) ��0�� ������� �� �������� �����  ��

 �������� ��������. ������ � ������) 3� ��0�$ ��3�  �  ���� ��� ����

���� ������� +) ��� ������ ��� ���� 5������� �� ������ � ����� �������

������ u2(y, t) ��0��  ��"��� �� �������� �����  ��  �������� ������

���. ������ � ������) 3� ��0�$ ��0��  �  ���� ��� ������� ������� O���

����2������ ������  �� ���������� ���������  ��� �����$�� �� ����2������

���� ����� �������  ������ �����R ��������. ������ �  ������� �� ���������

������� ��������� ������  �������) �� ���� ����� ������ �����" ��� ����

 ����0�$�. 5�������) 3�  ��������� �����1$��) � ����������. ��������.

������ �  ������� ���������� ��������� �&Jt�� 4�� �$���) ��3� ����� ���

�� �������� ����) � �����  ���� ��0�� ������� � ���0��) 3� ����

 �5���1$�� �� ����) �� � ���������� ��������3�� 4���� ����2���� ���

���� ����� ��0�� �������� ��� �������� ������������ ��������  ����

� �������) ����5������  � ������ ���� ��� ������� ������) � ��� �����

��� ���� ��������� ���� � �������$��. 5��������

0�� 9����5 ��5
������� �	5���
�$
 ����.

6����$�� ����������� ���. � ������ � �����  ��������� ����5������

�� �������� ����  �������� � ?������ Q� 4������������) 3� � ��0�����

���" ������ ��0� ��� ����� ���0���� ������� O� �� ����$�� �������1��



&J'
������� �����$�� �����$�� � ���� ��������� � ��� �0����� ��������

�������$�


� ������� S��  ����������  ��� ����������� ���.  �� ������ �������

��� ����� ?�"���$���� !��$����  �����1$�� �������� ������������ 	���"

����� ��� �����1 ���21���" ����������� 7������������ ������� ������  �

�����������" ������8) �������" ; ������" ����������� 7������������ ����

���� ������  ��� �����������. ������8� #���� �����) ��  ���) �������

� 5�����. ����. ������ ������ � ���$��" ����  ��5��� ������) �����1 �

��0���������  ������ ������$� 
�  �������  ��������  ��5��� ������

������$�� ��� ����������  ����0���� 5��� 7������" � ��0��"8) ���  ����

������� ���  ������� ������  ��5��� ������ �����$��  ����� � ��0���

����� �����$) �� ������$ ��� ���$�� ������� 5��� 75��� ���5������8 ��

������" � ��0��" ��0�� �������� 4�� �$���) 5������$ ���� ��������3�

Vx � 5��� ���5������ �����1$�� ���������� O��)  ��  ��������� ��� ����

��5�$�.  ������� 5��� ���5������ �� "��� �����5�$�.  �������) 5������$

���� ��������3� ���0�1$��  �������� ��  �������


� 5���� ��� ������ ������ ��  ������ ������ 5��� ��3� ���5�����

$�� � ��� �����$�� ��3��� ������� � �������� 5�����  ��  ������ ��

������� ������ ��1 ���$5� 5����� "��� ������ P�  �������$ �� ���)

3� ��0��" ������" 5�� �������1$��  �������� �������� ����� �������

������� �����5�� ������ ������� 5����  ������$ ����� ���� �������

������ �  ������$ ��0������� �����$) � �����5�� 5��� �������$ �

������ � ��0�� ��5�) �� ������$ ��� ������� ���������"�� ���. 7��� ���

����� ������8� K��������$ � ��0�������� ��5��) �� ��� �������� ������

 �������$ ������ ��������" ������. ������� � ��"��� ����� .. � ���� ����

���� ������ � ��"�� ������ ������� �  ��5��� ������ 7�����$ �������8�

O���� �����) ��� ������� ������) �������� � ��0�������� ��5��) �������

�$ ���$ ������ ��������� ��2����)  � ����� ������ ������. � ������ ����.

������"��. ���������. ������  �������$�� �� .. ����� ,) �� ������ � ����.

����������$) �������$ ��������� ��2���� � ������"��� ������� �����1

 ��������� ��� ���������� � ��" ����������$���  �������� 9����"��) ���
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?��� S��R 4��� �����������  �� ������ ��������� ����� ?�"���$���� ������

��0�������. ������ �������1 5����� ������) ��� D4 = D1R ; ; Re = 2088

7V1 = 0.6 ���8) A ; Re = 3132 7V1 = 0.9 ���8) - ; Re = 4176 7V1 = 1.2 ���8)

� ; Re = 6264 7V1 = 1.8 ���8) � ; Re = 8352 7V1 = 2.4 ���8) � ; Re = 10440

7V1 = 3 ���8



&JS
�����$ ������������ �� �� ����0�$ ��� ����$�� ��������) ��������� �

���� 1 ��������" �����$ ������. � ������ ��������� ��2���� � "��� �� �����

����� �� ����� 7��� ����8� 4�� �������� ���$��" 5�������  ����) �������

������ �� ����$ �����$��� � ���� �� �����$ ������� � ��� ��������

���$ � ������ �� ������1 7���� ������� S�� � ��� Re = 2088 7V1 = 0.6 ���88�

�� �����) �� ����$5����� �������� ����� ?�"���$��� ������ ���. ��1

����� ���������� O� �� ������. � ������ ��������� ��2���� ������1$��

����$) 3�� � ����� �� ����� �������� 4�� Re = 3132)  ��������  ���

������ � �������� ��0���������  ������) ������$ ������1 ��������� ���

������) � � ������� 5���� �����1$�� ���������  ����������$ ��������

4�� �$��� ���� ������� � �����$��� � ��0�$��� ������� 5���� ����5����

�$�� ���� �������� ������ � 5�������  ������� 
�������� �� ���� �������

������) �� ���� ������� ��������$ ����������� 7�������� ��� �������8

 ��������� ��������� �������$����  ������ 5������� � ���������  ��

������ ������� ������� �� ����1$�� ������� �������) ��� ������$�� �

��5�� � 1 ��� ����� ������� ��������� ��2����) � � �� .� 5��� ���$ ��

�����$��" �������) �  ����������"�

��0�� ��������� ��� ��0����� ���������")  ��������� ����������

�����" ������) 3� ��������1$��R

• ,����������� � ������ �������$ ��$��  ���� ���������� �����.  ��

������. 5�������  ����) 3� ������� � ��� ��� ���� ��������������

������ �����) � ���� � ��������$�� ������������� � ����" ������

������������  ������$ �������  �� ��������� Re) 3� ��0�$ ��0

&%// � J�J&�

• #��  ����������� �������) ��� ������$�� � ������� 5����) ����5��

���$�� � 5�������  ������� K0�) ������ � ��0�� ������ �������$

 ������� ������ ������� ������  � ������

• 4����� ����������$ ����5�1$�� �� ��������� 5�������  �����

9�������  ������ T � ����� 	������ St = L4/(V2T )  �� ������ ������

���� ����� ?�"���$���  �������� � ������ S���



&J/

O���� S��R 9������� ����� 	������  �� ������ ��������� ����� ?�"���$����

O���0 �������� �������� �������� 5������� �� ����� V1 �  ������ ������

�������� T

Re V1 7���8 n 7e8 St

J�J& %�t 2.77 · 10−4 &�'/

L�SQ ��& 1.94 · 10−4 &�SS

Q&QL ��/ 1.16 · 10−4 J�%/

/J'& &�L 0.74 · 10−4 J�QJ

• +� ��������� 5�������  ���� ���0 ���� �� ����� �������$  ���

���� 5�������) 3� ������  ������� �����$�� ���� �������� �������

 �����

• 9� ����$5����� 5�������  ���� ����) ��  ������$ �������� ���

���� � ������� 5����) ���3�1$�� � ���  ��5��� ������� 4����$5�

����$5���� 5������� �� V1 = 2.4 ��� 7Re = 83528  ������$ �� ��

��) 3� ���� �������� ������� � �������� 5��� ���3�1$�� �� ����$�.

������ �����  ��5��� �������

• 4��  ����$5��� ����$5���� 5�������  ���� �������� ������� �

������� 5���� � ��0�������" ������ ��� 3� � �������1$��)  ���

� ����� ��3� ������������� ����  ���� � ��0�������" ������ ���

0�$ �� ����������� M������ ����  ���� ��0� �������� �������$�

��� �  ��"��� �����$�� ��0����) 3� ������$�� � ������ 4���5�1�

$��  ����������$  ������ �������� ������� � .� ��������� �� �����"

������

- ?������ Q ������  �� ���� ������ �  ������� ������ �� �������� ����

�5������ ���� �� ����� ���� ������� ����2���������  �� ������ ���������

5����� ������ � ��0�������" ������ D4� 9������) ����  �������) 3�  ��

����5���� ������� ��0�������� ��5 ������ ������ � ������� 5���� ���0

����5����� � 5�������  ������ 7������� S�& �8� +) �0�) � ����������  ���
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; A

?��� S�&R 4��� �����������  �� ����5���� �������$���� ������� 7�������8

��0�������� ��5 7� ���� �� ����� Re = 3132 7V1 = 0.9 ���88R ; ; D4−D3 =

(D1 −D3)/2) A ; (D4 −D3) = (D1 −D3)/4

���� 5������� � ����� ������� ������ ������1 ������������ ���������

4�� ����5���� ������� ��0�������� ��5 ������� �������� � ������� 5��

��� �0� �����$ ���������" ������� �������� ��� ������ 7������� S�&

�8 �) �0�) ���������  ������ 5������� � ����� ������� ������ ����$ ���

���������� !��� ���) ���� ��������) 3� � ��" ������  ����� ����������

����������$ ���� ��"0� ������ ���$5�) ��0  ����� �������$ � ��� ������"

������ � ��������� ��0��������� ��5���� O��  �� Re = 3132  ����� �����

���$ � ������ � ��������� ��5��� ��� �����" T = 2.77 · 10−4� - �� ���� 0

���������. ���. � ������ � ������� ��5���  ����� ���� T = 5.2 · 10−4�

9����� �� �� �� �������� ������ ������ ���������  ��� ��� ��� ������

 ���������$  ��5 �� ��� ���������  ������  ����0�$�. 5������� ��

����� � �� ������ � ����� ������� ������� 9 ��1� ���� ��� ���� 5�������

Ux �  �������� S1 � S2 ���� ���������� �� ���������� � ��������� ��������R

uk(y, t) = u
(s)
k (y) + u

(o)
k (y, t), k = 1, 2 , 7S��8

�� ���������� ������  ������ 5������� �������1$�� �� ���$���" ����

�������� ���21 �� �����R

u
(s)
k (y) =

1

T

T∫
0

uk(y, t)dt, k = 1, 2 , 7S�&8
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t=0 t=T/2 t=T

u  (y,t)
2

y
( 

  
)

м
м

8

9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9

(o)

?��� S�JR !������$�� ������  ������ 5������� u(o)2 (y, t) �� ������ � �����

������� ������ ��� �� ���� Re = 3132 7V1 = 0.9 ���8� !���� � � t  ����

������� ����� �������� ���� T/8� !���� �  �����1 ��� ���� 5������� �

����� t = 0) ����� t ; � ����� t = T


� ������� S�J  ���������� ��������� ������ 5������� u(o)2 (y, t) � ���

��� ������  ������ �������$ ����� ������� T/8 ��� �� ���� Re = 3132�

�����) 3�  �����$ 5������� ��1 ������� �����)  ��� ������������

������ 1 �����������

9����"��) ������1  ��������  �����R �� �����$�� ���������  �������

5������� u(o)k , k = 1, 2  ������������ ��� ��� ����� �� ��  ����� ���

0��  �������� ������0�����  ������ 5������� � ������� ���� ���21  �

��������� yR

u
(o)
k (y, t) =

∞∑
n=1

an(t) sin
2nπy

D3
+

∞∑
n=0

bn(t) cos
2nπy

D3
,

k = 1, 2 . 7S�J8


� ������� S�L  ������� ����� � ���� �������1��� a2) a3 � a4) ��� ���$ ��"�

���$5� �� ����� �������$� 	���  �������� ���������) 3� ����� 5������

�������$) ���������� ���������� �� �����" ����� �������) 3� ��������

�� � ��0���������  ������) ���$ �����  ����$�� ���������) ���������

����������� �������) ���������� � ����� ������� ������ � ������ ,��

���������� �������) 3� �����1 � ����� � �����) ������0������� � ����

���� 7����) �� ������) ������������ � ����� �J%%�) � ���0 �&t'�8� K����) �
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; A 2

?��� S�LR 9��������� � ���� �������1��� �����������  ������ 5�������

u
(o)
2 (y, t) � ��� ���21  � ��������� y ��� �� ���� Re = 3132 7V1 = 0.9 ���8�

�����) 3� ������������ ���������) ���������  ������� ������������� �

��0�������" ������) ��������$�� �� ���$�������� ���������) ��������

��  ���������� ������ �� ����� ���� ������ �������)  ������ �� �����

������������� �������$ ��1��  �����3�1 �� ����� ���$���������R ;

; a2) A ; a3) - ; a4

����" �����  ����$�� ��������$�� ��������� �������) 3� �����1 � �����

������� ������) ��  ���������$ ������) �����$�� �� ������0�1�� ������

��  ���) ��������� 5�������  �����������  ��������) 3� �����0��$�� �

��0���������  ������� O��� ���$�������� ���������  ������ 5������

��) ���������  ����$���� ����������� �������) 3� ������$ � ����� �

�����) ���� �����$�� ������$������ � ������� �� ������$ ak � bk� -  ������

��� ����� ����� ?�"���$��� ��������� ak � bk) 3� ����5�����) ����$ ������

�� ����0���"  ���������" �������� 4������) �������� �����) 3� �����

�������$ ��� ���� �������1��� ��������� O���� �����) � ����" ������������

���" ������ ��"��� ���$ ����� ����������$�� ���3� � ����1� ����������

������) � ������ �� ���� f = 3.61 �:��

0�! 6	����	�$� �$
�����	. 5�����

4�� ����2������ ������  �� ���� ������ � ������ � �����  ���������



&L&
����5������� ��������) ��������  ���� ��0�� ������ �������� �� ���

��������� 4��5� � �� ��������  ���� 5������� � ����) 3� �����0��$�� �

���$��� ������� 5���� � ��0���������  ������� ��3� ����  �������) 3� ��

�������� ���$ �����)  �������� � �������  ��������� �������� ����� ?�"�

���$���) � �  ������ ��� ����� ������$ ����� ?�"���$��� �� �������� ���$

 ���������" �������� ���� �������������$�� � ����� ������� ��������

���$�� ������) ��������� ���. � ��������$  ���� ����$���� ������ 4��

������ �����  ������ �� ����$�� �������� � ?������ &� #���� �������� �

�� ��������) 3� ��������$�� � �������  ���� �������� .. � ����� �������

������ � ������ P� ��0�$ ��� �������� 3� ��������$��  �� ����������.

���������. �������) ��������� ���� ������1 5������������" 5��� �����

���� ���������� 5���  ����� ��� ��������1$�� ��� ��������� ����������

����$���� ����� �  ��2�����" �� � ���������� ����������� � ���1����1�

����� ��������3� � ����������� �������� � ���" ���. �������$ ���

������5���� ������ ��$�� �0����� ����� �) �� �����$�) 5������������"

5�� �&�� O���0 ����� �������� ��0� �������  ����$�� ��������� ��$���

�������) 3� �����1 � ����� ������� ������ � ������ - �$��� ������0����

��  ������1�� �����  ��5�" ��������" �) �0�) ��������1���$ �� � ������

��������. �  �5������ ����$���� �����) �����������  ����������  �������

��������. ������� � ��0���������  �������


�����1��) 3� ������ � ���������  ���0������ ��������. �������. ��"�

����� �&�') &�Q�) � ���0 .. ������$����� �� �� ����  �������� ��0 �

 ����) ���������� !����� �&�S�) �� �� �������1�� ������� ������� ����

�� �� �������  ����)  �5������ ����� �� ������� 5������� ���������

 ���� 7��������� �����8) � ���0 �������� ������ O� �� �� �������1��

� ����2���1�� ������ ��� �������� ������� 4��5� � ��� �1. ������ �����

��) ��� �������$��  ����5� ��� ������� ������R x > L2 + L3 + L4 + L5� +

����� � ��� �1. ������ ������) ��� �������$�� ����5� �� �����" ����� R

x < L2 + L3 + L4�

0����� �= O���� �����) � �����$���� ����2���� ��� ������. ������ ���

�����������)  ������������ �  � �����$��� ?������) �� ��1�� ��������



&LJ

x’

y’

D
3

0

D
1

?��� S�'R :������� ������ �

�� ������ ��� �����  ����0�$�. 5������� u(o)2 (y, t) � ���������  �������

x = L2 + L3 + L4 + L5� ������� u
(o)
2 (y, t) �����1$�� � ����  ��������� �

 ������� T � P�  ��$����. 5������� � ��������� ����� ������� ������ ����

0�$ �0������ �������� �������$ � ������ x > L2+L3+L4+L5� :�������

������  ������� �� ������� S�'� #��  ����� �� ����� ������ ��������

(x′, y′) ���� �����) 3��  �1���� ���$ y′ � ������� � ����� ������� ������

x = L2 + L3 + L4 + L5�

,��������� ���) �� ��  ������������ � �&) &L&�) ���0�1��) 3� ���� ��

���1����1 �  �����) �  �5���1$�� �� ����) �� � ���������� ��������3��

O���� �����)  ������� 5������� φ(x′, y′, t) �������$��) �� ����2���� ����

�$����� ��������) 3� �������$��1 � ������ x′ > 0) 0 < y′ < D1 ���� ���

��������� ������� 
� ������" ����� x′ = 0R

ux′ = − ∂φ

∂x′
=

⎧⎨
⎩

0,  �� y′ ∈ Γ ,

u
(o)
2 (y′, t),  �� y′ ∈ Δ.

7S�L8

O� Γ ������1 �����  ������� ����) ��� Γ = [0, (D1 −D3)/2] ∪ [(D1 +

D3)/2, D1]) � Δ ������1 � ������ ����) ���  �� ���1 �� ���� ������

Δ = [(D1 −D3)/2, (D1 +D3)/2]�


� ������" � ��0��" ������ ������ y′ = 0 � y′ = D1 �������1�� ������

��� 0����� �������� �����R

uy′(x
′, y′, t) ≡ − ∂φ

∂y′
= 0  �� x′ > 0 . 7S�'8

0����� �= ,��������� �������1�� �������� ������ ��� �1. ������

������) ��� ��0�$ ����5� �� �����" ����� x < L2 + L3 + L4� 9 �����$����

����2���� ��� ������. ������ ������������� �� ��1�� ��������� ������



&LL

x’’

y’’

D
1 D

3

L3 L4

0

D4

?��� S�QR :������� ������ &� -  ����$5��� ���0 ����������1$��  �����

����� L6 = L3 + L4

��� �����  ����0�$�. 5������� u(o)1 (y, t) � ��������  ������� x = L2 +L3 +

L4� ������� u
(o)
1 (y, t) 1  ���������� �� ����� �  ������� T � P�  ��$����.

5������� � ��������  ������� ����� ������� ������ ���0�$ �0������

�������� �������$ � ������ x < L2 + L3 + L4� :������� ������  ������� ��

������� S�Q� #��  ����� ������� ������ �������� (x′′, y′′)) ���) 3� ���$

y′′  ������$ ����� ������"  ������ ����� ������� ������ x = L2+L3+L4�

O���0 �������  ��������� L6 = L3 + L4�

4������� 5������� φ(x′′, y′′, t) �������$��) �� ����2���� ����$�����

��������) 3� �������$��1 � ����" ������ ������ x′′ < 0 ���� ��� ����

������ ������� 
� ������" ����� x′′ = 0R

ux′′ = − ∂φ

∂x′′
=

⎧⎨
⎩

0,  �� y′′ ∈ Υ ,

u
(o)
1 (y′′, t),  �� y′′ ∈ Δ .

7S�Q8

O� Υ ������1 �����  ������� ���� ��0�������. ������) ��� Υ =

[(D1 − D4)/2, (D1 − D3)/2] ∪ [(D1 + D3)/2, (D1 + D4)/2]) � Δ) �� � ����5�)

������1 ���� �������


� ���� ���������$��� ������ ������������. ������ ��1�� ��������

0����� �������� �����R

uy′′(x
′′, y′′, t) = − ∂φ

∂y′′
= 0 . 7S�S8

,���������) �� �������$���  ��������  ��5��� ������ ��1��

ux′′(−L4, y
′′, t) ≡ − ∂φ

∂x′′
= 0,  �� y′′ ∈ Υ , 7S�/8



&L'

ux′′(−L6, y
′′, t) ≡ − ∂φ

∂x′′
= 0,  �� y′′ ∈ Γ . 7S�t8

0�( 8	5�7�5	$ �1	��
��	����� �$
������� 5����

>�������� ������ �= 9����� � 1 ������� ���������� ����������  ��� �

 ������� ����������� �� ��������������� ��������� �� ������� ���������

�� ����� ?���2���� ���. ��������. ������ ����$�� � ����� � �&Jt)J%&�� ���

��0� ���  ����������" � �������  ����"���� ���� ���21R

φ =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

Anme
i(γ

(1)
nmx′−nωt)α(1)

m (y′) , 7S��%8

��

α(1)
m (y′) = cos

πmy′

D1
, γ(1)nm =

√
n2k2 − π2m2

D2
1

, 7S���8

�� ω ; ����� �����) k ; ����$��� �����) Anm ; �������� ���� �������1���


���� ������" α(1)
m (y′)) m = 0, 1, 2 . . .  ��������1 �����  ���� ��������$�

�� ������ �� �������� [0, D1]� 	��� ��������) 3�  ��  ������� ����2����

�������� 7������� S�'8 ��������1$�� �� �����������"  ����� ������$��"

�������� �� ������� �  ������� x′ = 0 ��� ������ 5�������� P� �������1 �

��� �������� ���� ���21  � n � 7S��%8  ����������� ��$��  � �������

������� ���21��� ������ n ��� ������$ ������) 3�  �5����$�� � ����"

������ ��������� x′ < 0�

?���2���� 7S��%8 �������$��1 �������� ����� 7S�'8 �� ������" � ��0��"

������ ������� , �������1�� Anm ��������$�� � ������ ������� � ������

���. ����� 7S�L8 �� ����� #�"��� ������ 5������� ux′ �� ���� x′ = 0 ��1

������R

ux′=

∞∑
n=0

∞∑
m=0

[anm cos(nωt) + bnm sin(nωt)]α(1)
m (y′) , 7S��&8

�� anm, bnm ; ��"��� � ����� ������ �������1�� −iγnmAnm = anm + ibnm�

4�������5� ����� 7S��&8 � ����� 7S�L8) � �������5� "��� �� ���������



&LQ
α
(1)
m (y′)) �����1�� ����� ��� ��������� �������1���

anm = G

T∫
0

∫
Δ

u
(o)
2 (y′, t)α(1)

m (y′) dy′ cos(nωt) dt , 7S��J8

bnm = G

T∫
0

∫
Δ

u
(o)
2 (y′, t)α(1)

m (y′) dy′ sin(nωt) dt , 7S��L8

�� ��������$��" �������1�R

G =
(2− δn0)(2− δm0)

TD1
, 7S��'8

�� δn0, δm0 ; ������� !���������

>�������� ������ �= K����$) 3� ��0�$ ����� ��� ������� ������)

������1$�� � �� �������������. ����� � ����  ������������ 
�0�� �� �����

��  �������� ����$���� �������R

• +R x′′ < −L6) y′′ ∈ Δ ∪ Γ�

• ++R −L6 < x′′ < −L4) y′′ ∈ Δ�

• +++R −L4 < x′′ < 0) y′′ ∈ Δ ∪Υ�

#�� ����2������ ������ & �� ����������1�� ���� �������� ������"�

#���$�� � ������ ��������  ���0��$ ����� �������� ������" ��0��

���"� � ������" �������� 7����) �� ������) �&Jt�8� � �J%J) J%L� ���� ����

����� ������" ��� ����������" ���  ������� ����2���� ����$����� ����

����� � ������� � ������������ ��������������� � ������� �������� ���

������� 9����� � ��� ������ ��������"  ������� 5������� �����$�� �

��0��" ������ ������) � �� ��0� ������� ������" �������$��1$�� �����

� ��0����  ����� #�� ����. ������ ��1�� ���� �� ����� �5����R

φ(1) = φ(2) ,

u
(1)
x′′ = u

(2)
x′′

⎫⎬
⎭  �� x′′ = −L6, y′′ ∈ Δ 7S��Q8

�
φ(2) = φ(3) ,

u
(2)
x′′ = u

(3)
x′′

⎫⎬
⎭  �� x′′ = −L4, y′′ ∈ Δ . 7S��S8



&LS
O� ������" ������ ������1 �����$) � ���" ��������� ����  ���� ������

 ��� ��0�$ ���  ���������� � �������  ����"��� ����� ���21 ���� ���

�����R

φ(1)=
∞∑
n=0

∞∑
m=0

C(1)
nme

−i(γ
(1)
nm(x′′+L6)+nωt)α(1)

m (y′′) , 7S��/8

φ(2) =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

(
B(2)

nme
−i(−γ

(2)
nm(x′′+L6)+nωt)+

+C(2)
nme

−i(γ
(2)
nm(x′′+L4)+nωt)

)
α(2)
m (y′′) , 7S��t8

φ(3) =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

(
B(3)

nme
−i(−γ

(3)
nm(x′′+L4)+nωt)+

+C(3)
nme

−i(γ
(3)
nmx′′+nωt)

)
α(3)
m (y′′) , 7S�&%8

��

α(2)
m (y′′) = cos

(
πm

D3
(y′′ − D1 −D3

2
)

)
, 7S�&�8

α(3)
m (y′′) = cos

(
πm

D4
(y′′ − D1 −D4

2
)

)
, 7S�&&8

γ
(1)
nm ������ �������� 7S���8) � ������ ��� γ

(2)
nm � γ(3)nm ���$ ���" ����"

������) �� 7S���8) ����� �����$ D1 ����  ������� D3 � D4) ��� �������

4��������� ���� ����� ����2���� �������$���$ �������� ����� 7S�S8

�� ���������$���  ��������� , �������� �������1�� ����2���� ���������

$�� � ��������� ���� �� �������$���  �������� 7S�Q8) 7S�/8) 7S�t8) � ���0

���� � ��0����  ���� 7S��Q8) 7S��S8� 4���������� ������ 7S��/8 ; 7S�&%8 �

�������� ����� 7S�Q8) 7S�/8) 7S�t8) � ���0 ����� � ��0����  ���� 7S��Q8)

7S��S8) �����1�� ��� ������  2�$ ����������$��� ������$� ,������.�����

��� ����������$��� ������$  �������� ��������� �����) ����$�� � ��

����� � �&Jt�� 9 ��1� ���� ��������1�� ��0�� ����������$�� ��������

 � ��� ������" ������ ������" α
(i)
m (y′′)) 3� �����1  ���� � ��������$��

������ �� ��� �������� ��������) � ���0  �  ����" � ��������$��" �� ���

������ (0, T ) ������ ������" cos(nωt), sin(nωt)) n = 0, 1, 2 . . .� � �����$��

�����1�� ����������� ������ ����"��� �������.���� ������$) ��� ����2��

�������� �����$�� ������ �������. �&Jt��



&L/

O���� S�&R 
�"���$5�" ����� M ��0���. �����  �� ������ ��������� n

Re = 3132) D4 = D1

n & J L ' Q S / t �%

M % � % � & � & J &

Re = 4176) D4 = D1

n & J L ' Q S / t �%

M % � & � & J L ' L

Re = 6264) D4 = D1

n & J L ' Q S / t �%

M % � & J L ' Q S /

Re = 8352) D4 = D1

n � & J L ' Q S / t �%

M � & J L S / t �% �J �L

Re = 3132) D4 = D1/3

n � ; t �%

M % &

0�, 8�5
������ �	5���
�$
 5�
$	�		 �	��

	 ����� ���������� ������� �����$�� �����$�� ������ ��� �����

� � &) �  ��� ���������� ������������ ���������  ��� ��� ���1. ���������

����. ������ � �������

0����� �= 4�������� ���� ��������) 3� � ���� ������ ����� ������

 ����"���� ���� � ����2���� 7S��%8) ��� ��������� ���������� ��� ��������

����2���� �  ��"����� ������) ���� ����  �������� ���� ��  ��������

��� ����������� 4���� ������0���� ��������� �������1��� ����2���� Anm)

 �����������  ����"���� ���������� 7S��J8) ����  ��������� �����$�� ���

������� ��������� ���� 7S�L8 �� ���� x′ = 0� � �����  ������� ����������
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; A

?��� S�SR 4�������� ��������� ��������. ����� �� ���� ������ x′ = 0 ���

�� ���� Re = 3132 � D4 = D1 7����. ���������$�� ���$���� �  ��������

�������8R ; ; 5������$ ux′ �� ������ � ����� ������� ������ y′ ∈ Δ �

����� t = 0� ������� ����� 7����� �8 ; ������"  �����$ 5������� u(o)2 )

���� ����� 7����� &8 ; 5������$) �����������  � 7S��%8 � ������������ JQ%

������ � ����  � m � &% ������ � ����  � n) A ; 5������$ ux′) ����������� ��

��$��� ���� x′ = 0 � ����� t = 0

�� ���� Re = 3132  ��  ����" ������� ��0�������� ��5D4 = D1� 
� ������

�� S�S �  �������  �����$ 5������� u(o)2 ) ������" �� ���� x′ = 0 �� ������

� ����� ������� ������ y′ ∈ Δ) � ���0  �����$ 5�������) �������" �

����2���� 7S��%8  �� ����������� JQ% ������ ����  ��  �������������  � m

� &% ������ ����  � n� �����) 3� ����� ����� ���������� ������ ���� �����

��1) 3�� ��������  ������ ����� ������. �����.� 
������� �����0���$)

3� ��1 ��5� �����$�� ��������) � �������1$�� � ��� ��������" ����$����

�� ����� ������ �� �������) �� ������"  �����$ 5������� ��1 ������� ���

�������� ������ 
� ������� S�S �  ������� 5������$ ux′) ����������� ��

��$��� ���� x′ = 0� �����) 3� ����$ � ��� ��������" ����$���� �� ������

�������  ������ ��  �����3�1 �� 5�������) ������. � ����� ������� 4��

���������� ��� ����� ������ ���5) ��0 �� �� ��� D1  ������ ��  �����3�1

%��� ��� ������. � ����� 5�������� +������$�� ������ ������ ����2����
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; A

?��� S�/R 	 ��� �������$ 5������� u(o)2 � ����� ������� ������ 7Re = 3132

� D4 = D18R ; ; ������������ �������� ����� A ; ��� ��������$�� ����

 ���������$ �� �� ������ ���� ��� ���� � �������5��$R

δ1 =
1

A

T∫
0

∫
Δ

[
u
(o)
2 (y′, t)− ux′(y′, t)

]2
dy′dt, 7S�&J8

δ2 = δ1 +
1

A

T∫
0

∫
Γ

u2x′(y′, t)dy′dt, 7S�&L8

�� �������1� ���������� ��������� ���� ��� �����

A =

T∫
0

∫
Δ

[
u
(o)
2 (y′, t)

]2
dy′dt. 7S�&'8

�������� δ1 1 �������$��� ������� ��������� ��������. ����� � �����

������� ������) � δ2 ; ������� ��������� ��������. ����� �� ��$��� ����

x′ = 0� #�� ������  ������� δ1 = 6.5 · 10−4 � δ2 = 1.2 · 10−3� O��� �����$

 ��������1$�� ������  ��"������ K����) ����������) 3�  �� ����������

�� ���0���$ �����) �) �0�) � �����$ ����2���� ��0� ���  ����3���� #��

�$��� ��������� ������� � ������ ������� ���������$ ���������  ��� �

����� �����) ��� �������1$�� ������� ��"������ 7���� �&Jt)J%��8) � �������

��� �� ������� � ����2����� 7S��/8 ; 7S�&%8� 4���) � ��" ��� � �$��� ��

���� �����������) �����$�� ����������� ��������� ��������. ����� �� ����

������$  �� �) 3� �����$ �����$���� ����2���� � �� 1 ����$ ��������



&'�

O���� S�JR ,� ����� �������$ ������� φ) p � ux′ ���  ��5�� ������� ����

n � ������� ��� ��������� m) 3�  ���������$ ��0��� �����

Re = 3132) D4 = D1

n m | φ | | p | | ux′ |
& % 1.07 · 10−7 6.29 · 10−3 1.47 · 10−5

J � 1.12 · 10−6 9.91 · 10−2 1.25 · 10−4

L % 4.33 · 10−9 5.11 · 10−4 1.20 · 10−6

' � 3.16 · 10−8 4.66 · 10−3 9.39 · 10−6

Q % 1.56 · 10−9 2.75 · 10−4 6.44 · 10−7

Q & 8.87 · 10−9 1.57 · 10−3 1.98 · 10−6

Re = 4176) D4 = D1

n m | φ | | p | | ux′ |
& % 1.14 · 10−7 9.48 · 10−3 2.22 · 10−5

J � 9.75 · 10−7 1.22 · 10−1 2.28 · 10−4

L % 4.10 · 10−9 6.83 · 10−4 1.60 · 10−6

L & 2.01 · 10−7 3.34 · 10−2 3.46 · 10−5

' � 8.59 · 10−8 1.79 · 10−2 3.90 · 10−5

Re = 6264) D4 = D1

n m | φ | | p | | ux′ |
& % 9.80 · 10−8 1.32 · 10−2 3.10 · 10−5

J � 5.38 · 10−7 1.09 · 10−1 2.37 · 10−4

L % 1.64 · 10−9 4.43 · 10−4 1.03 · 10−6

L & 2.13 · 10−8 5.75 · 10−3 1.12 · 10−5

' � 1.21 · 10−8 4.11 · 10−3 9.37 · 10−6

' J 4.81 · 10−8 1.63 · 10−2 2.85 · 10−5

Re = 8352) D4 = D1

n m | φ | | p | | ux′ |
� � 2.47 · 10−5 2.71 4.65 · 10−3

& % 4.31 · 10−8 9.45 · 10−3 2.21 · 10−5



&'&

& & 7.47 · 10−7 1.63 · 10−1 2.81 · 10−4

J � 4.40 · 10−7 1.45 · 10−1 3.30 · 10−4

J J 1.68 · 10−6 5.54 · 10−1 9.50 · 10−4

Re = 3132) D4 = D1/3

n m | φ | | p | | ux′ |
� % 5.15 · 10−6 8.04 · 10−2 1.88 · 10−4

& % 1.48 · 10−6 4.63 · 10−2 1.08 · 10−4

J % 4.80 · 10−7 2.25 · 10−2 5.26 · 10−5

L % 2.65 · 10−7 1.66 · 10−2 3.87 · 10−5

��� ��� ��� ��� ���

�% & 7.68 · 10−8 1.20 · 10−2 8.20 · 10−6


� ������� S�/  ���������� �� �������������" � ��� �������$ 5���

����� � ����� ������� ������� �����) 3� ������������ ���� ����� �����

�0��$�� � ��� ��������$���� ��  � �� �����) �� �  � �������" �����

7JQ�% :�8) 3� ���0 1  ������0����� �����$�. ������ ��������� ���

���$���� ����� ����2������ ������� 9������� �����) 3� �� ������� S�/ �)

�� �����  ���������� ������������ ����) ������� �����  �������$ ���0

�������� ���$5 �������  �������� , �� ������� S�/ �  ������ 5����� �����

�����

O���0 � ����  ������0���� ��������� �������� ������������� ���

��� ���� ��� �����������" �������" ��  �����  ���  ��0���� ���������

 ��� ����$ ���  ������� ������ R

Wc(x
′) =

1

T

T∫
0

D1∫
0

pu∗x dy
′ dt , 7S�&Q8

�� ∗ ������1 ��� ������ � ��0����� K���  ������ ����5��������  ����

�� ���� x′ = 0) � �����"  ������ ; �� ������� x′ = 2 �� 	��� ���������

��0� ����5�" ���� �����$���� �������� �����0���$  �� ���� ����������

��������� ����� ?�"���$��� ��  �����3����� 10−10�

������) 3� �����$��" ����2���� ����$����� �������� � ��������� �������
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u
x’

(2,y ,t)’

y’

8
10

A

?��� S�tR 9���������  ������ 5������� ux′ � ����  ������ ������  ������

7Re = 3132) D4 = D18R ; ; � ����� ������� ������ x′ = 0) A ; �  �������

x′ = 2 �

1$�� � ���� ������$��� ��0���� ����$ � ������������ ����$� O��� ����2��

��� ����. ������ 7S��%8 ��0��  �������� � ����

φ =

∞∑
n=0

M(n)∑
m=0

Anme
i(γ

(1)
nmx′−nωt) cos

πmy′

D1
+ 7S�&S8

+
∞∑
n=0

∞∑
m=M(n)+1

Anme
(−|γ(1)

nm|x′−inωt) cos
πmy′

D1
.

O�  ��5� ���� 1 �� �� �����1� ��0���� ����$) ����� � ������������ ����$)

M ; ��������$��" ����� ��0���. �����) ��� ��������$��" ����� ����

m)  �� ����� γ(1)nm) ��������� �������� 7S���8 ��"��1 ��"��� ��������� K���

�����) 3� � ���" ������ � �������1$�� M + 1 ��0���� ����$ � ��������

������ nω� 9 7S���8 �����) 3� γ(1)2nm ����1 ����  �� ��������  ������ �����

���$

T ∗ =
2D1n

c m
. 7S�&/8

��3� T < T ∗) � γ(1)2nm > 0 �) �0�) ���� �������� n � m ��������$ ��0���
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A

?��� S��%R 9���������  ������ 5������� ux′ � ����  ������ ������  ������

7Re = 8352) D4 = D18R ; ; � ����� ������� ������ x′ = 0) A ; �  �������

x′ = 2 �

������ ��3� 0 T > T ∗) � ���� �������� n � m ��������$ �����������

������

9�������  ������ �������$  �� ������ ������ ?�"���$��� ���. ��������

� ������ S�� ��� �� ���� �������� ��0�������� ��5 7D4 = D18� - ����

0 ���������� �������$) 3� �������$ � ������ � ������� ��5��� 7����

������� S�& �8)  ����� �������$ ����� �����1� O��  �� Re = 3132  �����

T = 5.2 · 10−4� 9����� ��������  ������ �������$) ��������� � 7S�&/8  ���

������� ���5� ������ M ��0���� ����$ ��� ��0���� ������ ����� n�

9������� M ��� ���� ����� ���" �������� � ������ S�&� 
�����1��) 3�  ��

���$�� ��������� ������ ������� ���� �� ������������$) � �����������$

��$�� ���������) ��������� ��������� ������� � ������� 5���� � ��0�

�������" ������� +�5��� �������) ��������� ���� � ������ � ���������

��5���) �� ������ ����5����$�� � 5�������  ������) �� ���0���) 3�

������  ������$ �� ����� ������� ������  � �����) ���  � ��1������ ���

�������� �������� ��� ������ y′ = D1/2� 
�  ������ �� ��������) 3� ��
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?��� S���R 9���������  ������ 5������� ux′ � ����  ������ ������  ������

7Re = 3132) D4 = D1/38R ; ; � ����� ������� ������ x′ = 0) A ; �  �������

x′ = 2 �

����� �� ����� ����� � ��������  ��� ��$�� �. ������  ������ 5����

���� u(o)2 (y′, t)) ��� ��1 ���� �� ��������$ ������. R

u
(o)
2 (y′, t) = u

(o)
2 (D1 − y′, t+

T

2
). 7S�&t8

O��� �����  �� ������  ��� 5������� �������0�1$�� ��������� ��������

��� ������ y′ = D1/2� O��� � 7S��J8 7S��L8 ��������) 3� Anm = 0) ��3� ����

� �������� �� ����") � ��5�"  ����" n + m = 2k − 1� 9����"��) � ������

S�& �������� ��5� � �������� M ) ��� ��� ������$ ������ � �����$����

�� ������ AnM �= 0� ,���������) � �� ���� ���. � ������ � ������� ��0�

��������� ��5��� �� ����������� ����� � �������  ��� ��$�� ���������.

������  ������ 5������� �� ���� u(o)2 (y′, t) = u
(o)
2 (D1 − y′, t)) ���� ���

��� ���������  ����$�� ���3���� ������ �������� O��� ������� ������1)

3� ��� ���� � �� ������ �������� ���$ ���$��� �� ����� An 2k−1 = 0�

	��� ��������) 3� ��  ��5�� ���2�� ������ ��0���� ���� ��$��  �����

����� 7���$��� ����8�
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?��� S��&R 6����� ����0���� �������$��. 5������� � �������" ���� � ����

��0���� 7� �� ���� �������� ��5 7D4 = D18 ������� ���� � �����0����

� ����������� x′ = 2 �) y′ = 17 ��� � �� ���� ������ ��5 7D4 = D1/38

; ���� � ����������� x′ = 2 �) y′ = 9 ��8R ; ; Re = 3132) D4 = D1) A ;

Re = 4176) D4 = D1) - ; Re = 6264) D4 = D1) � ; Re = 8352) D4 = D1) � ;

Re = 3132) D4 = D1/3

	 �����  ���������1�� �����$�� ��� ���. � ��������� ��5��� 7D4 =

D18� � ���� ����� �� �����) ����� �����$��� 7Re = 83528 ��  ��5�" �����

n = 1 ��0���� ��0� ��� ��$�� ���$��� ���� M = 0� 4���) � ���� 7S�&t8

.. �� ����� AnM = 0 � ��� ���� �� ������� � ������� #��� �����) 3� ��

��������� 5�������  ���� �) �0�) � ����� �������$ ���� � ��������

�������� �2�����$��  �� ���5�� ������� ����� O�� � �� ���� Re = 3132

�����) 3� ��� ����� n = 2 ��$�� ���$��� ���� 1 ��0���� ������) ���$5

������ ����  ���������$ ����������� ������ +�5��� �������) �� ��0��"
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?��� S��JR ,� ������" � ��� ������. ����0���� �������$��. 5������� �

�������" ���� � �����0���� 7� �� ���� �������� ��5 7D4 = D18 �������

���� � �����0���� � ����������� x′ = 2 �) y′ = 17 ��� � �� ���� ������

��5 7D4 = D1/38 ; ���� � ����������� x′ = 2 �) y′ = 9 ��8R ; ; Re = 3132)

D4 = D1) A ; Re = 4176) D4 = D1) - ; Re = 6264) D4 = D1) � ; Re = 8352)

D4 = D1) � ; Re = 3132) D4 = D1/3

����� ��$�� �����"��  ����� �����  �5���1$�� �����0 ��� ���������� +

��$��  �������� � ��$�. ����� 7n = 38) �2����1$�� ��0��� ����  ���

5���  ������ 7M = 18 � ��� ������ �� �����  �  ������� ��������� �

����� ��������� O��� 0 ������ � �������1$�� �  �� Re = 4176) � ���0

 �� Re = 6264� 4��  ����$5��� ����$5���� 5�������  ���� 7Re = 83528

��0��� ����  ��5���  ������ 7M = 18 �2����1$�� �0� ��  ��5�" �����

n = 1� - �� ���� ������ � ������� ��0��������� ��5��� 7��" �� ����

 ��������" ������� � ������ S�&8) ��  ��5�� ���2�� ������ ��$��  ���

��� �����  �5���1$�� �����0 ���������� #���� ����M = 2 ��1 ��0����
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?��� S��LR �������$ ux′′ �� ����� � ���� ������� ������ x′′ = 0) y′′ ∈ Δ

� ����� t = 0� ������� ����� 7����� �8 ; ������"  �����$ 5������� u(o)1 )

���� ����� 7����� &8 ; 5������$) ����������� � ������������ JQ% ������

� ����  � m � &% ������ � ����  � n 7Re = 3132 � D4 = D18

������ ��$�� �� �����" ����� 7n = 108� 	��� ���0 ���������) 3� ��0��

�� ����  ��5���  ������  ������ ���� � �2������ ��  2��" ����� n = 5)

���� �� ��  ��"����  �����$ 5������� �� ���� u(o)2 (y′, t) ����� �������

���� �������� ��� �������

��� �������� ��� � ����$ ��1 ��"���$5�" ����� � �������  ��� ������

����) ��������� ���������� .� �� ������ K�������) 3� �� ����� ���� m

����� n � ������ ���  �������� 5������� 7S��%8) � ���0 �� ����� ����

 ������� ��� � ������ ��� ���� p � 5������� ux′ ��������$�� ���� ���

�����R
| φnm |=| Anm | ,
| pnm |= ωρn | Anm | ,
| ux′ nm |= γnm | Anm | .

7S�J%8

-  ����������� ����������� �� ρ ������� ������  �����  �� �� ������

0◦CR ρ = 1.2920 ����3�

,� ����� φ) p � ux′ ��� ������ ������� ����� n � ������� ��0���� ���

���������m  ���������� � ������ S�J� �����) 3� � �� ���� �������� ��0�

�������� ��5) ���� ������) 3� �������$�� � ������� 5����) 5����$��

� 5�������  ������) ��"���$5� �� ����� ��1 � �����) �� ���"  ��5�

���� ��1 ��0���� ������ 7M = 18� O�� ���  ��5�� �$�� �� ����� ��"�
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?��� S��'R 9���������  ������ 5������� ux′′ �  ������� x′′ = −2 � � ����

 ������ ������  ������R ; ; Re = 3132) D4 = D1) A ; Re = 4176) D4 = D1)

- ; Re = 6264) D4 = D1) � ; Re = 8352) D4 = D1) � ; Re = 3132) D4 = D1/3

���$5� �� ����� ��1 ��  ����� ����� � ��"���5�� ������� ����� n = 2)

� ����� � ��$�� ������ n = 3)  �������� � ���.  ��5� ���� 7m = 18

��1 ��0���� ������� #���� ��0��� ���� 7m = 28 �2����1$�� ��$��  ��

���$5 ������� ������� ���� � ��1 �� ����� ����� ���5�) ��0 �� ����

��  ��5�. ����  �� ���5�� ������� ���� n� 4��  ����$5��� ����$5����

����� ?�"���$��� 7� �����������  ������� Re = 83528 ����� ���������

���  ����� �������$ �����1 �����$��) 3� M = 1 �0� ��  ��5�" �����

n = 1� ��� ������) �����  ��5�. ����� � ���$�1 ��������  ��� ��1 �����

������� � ������" ������ ������ S�J  ���������� �� ����� ����$ ���
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?��� S��QR 6����� ����0���� �������$��. 5������� � �������" ���� � ����

��0���� 7� ���� �� �����) ����� A) ������� ���� �� ��� ������ x′′ = −2 �)

y′′ = 9 ��� � �� ���� A ���� � �����0���� ���3��� �� ���% 5����� �����

�� x′′ = 2 �) y′′ = 7.2 ��8R ; ; Re = 3132) D4 = D1) A ; Re = 4176) D4 = D1)

- ; Re = 6264) D4 = D1) � ; Re = 8352) D4 = D1) � ; Re = 3132) D4 = D1/3

�� ���� ������ ��0�������� ��5 D4 = D1/3� �����) 3� ��"���$5� �� ���

��� ��1 ����� � ������� ����� n = 1� , �� ����� ��5�� ����$ � ����$

� ������� ����� n�

9 �����)  ����������� � ������ S�J) ��0�� ������ ���� ��" ������

���� ��3� ����� ?�"���$��� ���5� ������� ��������� ��������) � � �����

�� � ��������� ��0��������� ��5��� 7D4 = D18) �� ������ ���������� �

������� 5����) ����5����$�� � 5�������  ������) ���������" ����� �

���$�1 �������  ��� � ������ �����$ ����� � ��$�� ������ 7n = 38 �

 ��5�� ����� 7m = 18� 4�� ����$5���� 5�������  ����) ���� ����� ?�"�



&Q�
���$���  �����3�1 ����� ������� ��������) �������" ����� � ���$�1 ����

����  ��� � ������ �����$ �����) 3� ��� �����1  ��5�" ����� �  ��5�" ����

7n = 1) m = 18� � ������ � ������� ��0��������� ��5��� 7D4 = D1/38) ��

�������� � ������� 5���� ����$ ����������� �������� ��� ������) �����

�����" ����� � ���$�1 �������  ��� � ������ �����$  ����� ����� 7m = 08)

3�  �5���1$�� ��  ��5�" ����� 7n = 18� 
�  ��5�� ���2�� ������ ���

0�$  �5�������� ��$�� ���$��� ����) � ������ ����$ � ���$�1 �������

 ��� ����5�1$�� � ������� ����� n�

9��������) 3� ����� �������� ��� ����. � ����  �5������ ������� � �$��

�� ����$ ���� �������$ � ��������� ,��������� �J%&� �� ������0�����

 �5������ �������$ � ����� ���������) � ������ ������ ����0����  ����

� �$��  �������� ��������� 7x′ = 1 � & �) J �8� 
� ������� S�t ; S��%  ����

���� ���������� � ����  ������ �������$��. 5������� ux′ �� ���� x′ = 0

� � ������$��� � ��������  �������� x′ = 2 �  �� ������ ��������� �����

?�"���$��� ��� �� ���� �������� ��0�������� ��5 7D4 = D18� �����0 ���

������ ���������� �������� 5������� � ������ ���� ��� % �� n � ������

n��Q� 4�� �$��� �������� ���  �5������ ������� �� 5������� c ��� ����

x′ = 0 �� ���� � �����0���� x′) ��� ��� x′/c�

,��������� ������� �����$��) ��0�� ��������� ���� �� ���������

���������� ������� �������� 4�� ��5�) � ���� ��� ����. �������1$�� ���

����� �������  �������� � �����  �5������ x′/c� � �����$��  �����$ ���

�����$��. 5������� � ����� t = 0 73� ��� �����1 ����  �5������ x′/c8 ��1

�������� ����� ����� � ���� �$�� ��������  �������� ������� 4�������)

 �����$ 5������� � ��������  �������� ����1$�� ��"0� �������������

�������� ��� ������ y′ = D1/2� P�" ��� ������$  �� �) 3� �  ��� �����

���$��. 5������� ������� ������1  ��5� ���� 7m = 18) 3� �������$�� �

��� �������� � ������) ���������� � ������ S�J�

,���������) �� ������� S���  ������� ���������� � ����  ������ �����

���$��. 5������� ux′ �� ���� x′ = 0 � � ������$��� � ��������  ��������

x′ = 2 � � �� ���� ������ ��0�������� ��5 7D4 = D1/38� K�������) 3�

 ������ �������$��" 5������� � ��������  ��������  ������� �����$��



&Q&
 ������ ������� 4������ �������" ����� �����$ ����� �  ��5�� �����

�� 7n = 18) 3� ���0 ��� �����1 ����� ������ S�J�

#�� � ������ ����� ������� � ���� � ��0���� � �������� ��3�  ��������

��������� 7x′ = 1 �) & �) J �8 ���� ������� �������� ���� � ��������

y′ = 17 ��) ��� ����) ����$�� �� ��0� ���������) �� �� ����� �����

���$ ���� ��������$�� � �� ���� D4 = D1� 6����� ����0���� �������$��.

5������� � �������" � �������� ���� � �����0���� 7x′ = 2 �8  �������

�� �� ������� S��&� P� ������� ���0 ���������$) 3� �  ��5�� �$��

�� ����� 7������� S��& � ; �8) ���� ����� ?�"���$��� ���5� ������� ����

������ ��������) ���������" ����� � ��������� �����$ ���� � ��$��

������ n = 3� 4�� ����$5���� ����� ?�"���$��� �� Re = 8352 7�������

S��& �8 ���������� ��1 ���� �  ��5�� ������ n = 1� 
� ������� S��&

�  ������� ������ ����0���$ �������$��. 5������� � �������" � ��������

���� 7x′ = 2 �8 � �� ���� ������ ��5 7D4 = D1/38� K����$��  �����$ �����

���$��. 5������� � ������ �� ���� ���� ���������� �������� ��� ������

y′ = D1/2) �����$�� ���� � �����0���� ������  ���� �� ��� y′ = D1/2�

�����) 3� � ������ �� ���� �������" ����� � ���$�1 �������  ��� ���0

�����$ ���� �  ��5�� ������ n = 1� 4���) ����� ������ � ���$5 �����

���� �������� ���� ���0 ���� ������� 4���������� �����$�� ����

����$�� �  ����" ��� �������� � ������) ���������� � ������ S�J�


� ������� S��J  ������� �� ������" � ��� ������)  ����������� ��

������� S��&� 4�������� ������� ���0  ������0��$ �" �����$�) 3� �

�� ���� �������� ��5  �� ����$ ���$��� ��������� ����� ?�"���$��� �����

�����" ����� � �������  ��� �����$ ���" ���� n = 3� O��  �� Re = 3132

�� ����� ������1 �%�/J �:�� +� ��������� 5�������  ���� ��� �����

7n = 38 �����1� O��  �� Re = 6264 ���� ������1 &'�/Q �:�) ��� ������$

�� ��0� ��� ����� ����� ����$��� ����� ����� K0�) � �������� �����

�0�  ����� ����� �� �����" ����� 7n = 28) ��� � ������ �� ���� �������1

�S�&L �:�� 4�� ����$5���� 5�������  ���� �) �0�) �������� ����� ?�"�

���$��� 7� �����������  ������� Re = 8352) ���� ������� S��J �8 �������"

����� � �������  ��� �0� ��������  ��5� ����� 7n = 18) �� ���"  ���



&QJ
5� ���� 7_��8 ��1 ��0����� P� ����� �������1 �J�' �:�� O���� �����)

��1 ����� ���� ��" ����R �� ��������� 5�������  ���� ����� ������

����� ���� ���  ��� �������� ����� ?�"���$��� �� ������� ������� ����

������ ��������� 4�� ���  ������� ����� ?�"���$��� ����� �� �������

�������� ����� ����� �����  ���1�

0����� �= � �$��� �� ���� ���� ���0 ����  �������� �� ���0�� ������

����� � ���� ������ ����� ������  ����"��� �����) 3� �����$ � ����2����

7S��/8 ; 7S�&%8) ��� ��������� ���������� ��� �������� ����2���� �  ��"���

��� ������� N���  ��������� �����$�� ��������� ��������� ���� 7S�Q8)

7S�/8) 7S�t8 � ���� � ��0����  ���� 7S��Q8) 7S��S8� � �����$��) �� ����) ��

� ������ �) � �����  � n  �������������$ &% ������� #�� ����2����� � 5��

�����  ��������� φ(1) � φ(3) � �����  � m ������������� JQ% ������) � �

���$��" ������ φ(2) ; �&% ������� O����� ����� ������ ���� �����$� ���

���) 3�� �������� �������$��� �������� ����� � ����� � ��0����� 
���

������ �������$�� ������ δ1 � δ2) 3� � ����$ �����0���$ ������ �� ��0��)

��  �����3����� 10−4 ���  ��������� � 10−2 ��� 5�������"�

O���0 � ����  ������0���� ��������� �������� ������������� ���

���) ���������� ��� �� �� ���� �������� � ������ �) ���� ��� �����������"

�������" ��  �����  ���  ��0���� ���������  ��� ����$ ���  ������� ���

����� K���  ������ ����5��������  ���� �� ���� x′′ = 0) � �����"  ������

�� ������� x′′ = −2 �� O���  ������� �����������  � ����� ������  ��5���

������� 	��� �������� ��0� ����5�" ���� �����$���� O�� ���� �� � � �����

�� �) �������� �����0���$  �� ���� ���������� ��������� ����� ?�"���$���

��  �����3����� 10−10�


�����1��) 3� � ������ & �� �������� ����� �� ����  ��"�����  �����$

5�������  ���� � ��������  ������� ������� ������) � � ������ � ; � �����

�����  �������� ������) ���������� � ������� 5���� � ��0�������" ������)

�������$  ��� �� �����" ������ 4�� �$��� ������ ������� �����1$��  ��

������� �������� ������ � �����$�� � ��0�������  ���0����) � ������

�������$��  ����� ���� ����� ���� ������� ������� 4�� �$��� �������

��������  ���� 5������� � ����  ���"���$ �� ����  ������ ������ ������



&QL
�� ������ � ������"  ������ ������ P��  �����1$�� �" ���) 3� �� �����

���������  ������ 5������� � ��������  ������� ����� ����  �������� �

J ���� ���$5�) ��0 �� ����� ���������  ������ � ���������  �������� ,

���� ��"���$5��� ��������  ������ 5������� ����$ ����5����� � ����

 ��������" ����$���� �� ������ ������) 3� �����  ��  ��������� ��������

S��L � S�S� P�" ��� ������$  �� �) 3� �������� �������1�� ����2����) ���

� �� ����� ����$) ����$ ���5� � ���� �� � ������� ����� n) �� � �

������� ���� m) ��0 � ������ �) �) �0�) ����� ���$5 ������� ��� �� ���$5

������� ������ � ���$�1 ��������  ��� ���� ���$5 ��1����

	��� ��������) 3� � ������ � ��������$�� ������ ��0���� ��� M(n)

��������$��) �� ����) �� � � ������ �) ������ ������� γ
(1)2
nm � O��� ���

���� M � ������ � ����$ ��� 0 ����) �� � �) 3� �������� � ������ S�&)

3� ����1$�� ��������  ��������) �����$�� �������� ������" ���������

K����) �� ���� ������� ��3�)  �����$ 5�������) ������" � �� ���� x′′ = 0)

����� ��������1$�� ��� ���) ���" ��������� � ������ �) �� ���� x′ = 0�

P� ���������$ ��0�  ������ �� ���) 3� ����� � �������  ��� �������� �

���$5 �������� ��������m �� ���$5 ������� ������ n ��0� ��� �����

���$5�" � ��" �������

O���� S�LR ,� ����� �������$ ������� φ(1)) p(1) � u(1)x′′ ���  ��5�� �������

���� n � ������� ��� ��������� m) 3�  ���������$ ��0��� �����

Re = 3132) D4 = D1

n m | φ(1) | | p(1) | | u(1)x′′ |
& % 3.58 · 10−7 2.12 · 10−2 4.95 · 10−5

J � 1.05 · 10−8 9.34 · 10−4 1.18 · 10−6

L % 7.41 · 10−9 8.75 · 10−4 2.05 · 10−6

' � 3.52 · 10−11 5.19 · 10−6 1.05 · 10−8

Q % 1.15 · 10−8 2.04 · 10−3 4.78 · 10−6

Q & 4.18 · 10−8 7.40 · 10−3 9.32 · 10−6

S � 9.70 · 10−11 2.00 · 10−5 4.37 · 10−8

/ % 1.77 · 10−8 4.18 · 10−3 9.77 · 10−6



&Q'

/ & 4.45 · 10−8 1.05 · 10−2 1.91 · 10−5

Re = 4176) D4 = D1

n m | φ | | p | | ux′ |
& % 2.74 · 10−7 2.28 · 10−2 5.33 · 10−5

J � 5.44 · 10−10 6.79 · 10−5 1.27 · 10−7

L % 4.81 · 10−8 8.01 · 10−3 1.87 · 10−5

L & 2.12 · 10−7 3.52 · 10−2 3.65 · 10−5

' � 2.12 · 10−9 4.40 · 10−4 9.61 · 10−7

��� ��� ��� ��� ���

t ' 8.59 · 10−7 3.22 · 10−1 6.67 · 10−5

Re = 6264) D4 = D1

n m | φ | | p | | ux′ |
& % 3.49 · 10−7 4.73 · 10−2 1.11 · 10−4

J � 4.57 · 10−9 9.28 · 10−4 2.02 · 10−6

L % 9.44 · 10−8 2.56 · 10−2 5.98 · 10−5

L & 2.21 · 10−7 5.97 · 10−2 1.16 · 10−4

' � 1.96 · 10−9 6.65 · 10−4 1.52 · 10−6

' J 7.48 · 10−9 2.53 · 10−3 4.43 · 10−6

Re = 8352) D4 = D1

n m | φ | | p | | ux′ |
� � 1.64 · 10−7 1.80 · 10−2 3.08 · 10−5

& % 6.23 · 10−7 1.37 · 10−1 3.19 · 10−4

& & 1.66 · 10−6 3.64 · 10−1 6.23 · 10−4

J � 2.58 · 10−8 8.50 · 10−3 1.94 · 10−5

J J 1.00 · 10−7 3.30 · 10−2 5.66 · 10−5

Re = 3132) D4 = D1/3

n m | φ | | p | | ux′ |
� % 8.01 · 10−5 1.25 2.92 · 10−3

& % 1.55 · 10−5 4.83 · 10−1 1.13 · 10−3

J % 1.90 · 10−6 8.89 · 10−2 2.08 · 10−4
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L % 3.73 · 10−7 2.33 · 10−2 5.45 · 10−5

��� �������� ����� ����$ � �������  ��� ���������) ��������� ������

����� .� �� ������ ,� ����� φ) p � ux′′ ��� ������ ������� ����� n �

������� ��0���� ��� ��������� m) 3�  ���������� � ������ S�L� �����)

3� �������  ��� � ������ �  ����� ��� ��������1$�� ��� ���) ��� ����

� ����� � ������ �� 
���$ � ���� �������� ��0�������� ��5) ���� ������)

���������� � ������� 5����) ���������$�� � 5�������  ������) ��"���$�

5� �� ����� ��0�$ ��� ���$��� � ����� ���� 7m = 0 � m = 28� O��

 �� Re = 3132 ������� ������1  ����� ����� 7m = 08 �� �����" �����

7n = 28� 4�� ����$5���� 5�������  ���� 7Re = 4176 ��� Re = 62648 ����

��� ���0 ��1 ����� �����. ���� 7m = 28) ��� ��1 ��0���� ������ ��

������" ����� 7n = 48� !��� ���) ���� ��������) 3� � ���� Re = 4176

���������" ����� � ���$�1 �������  ��� �����$ �� ���� ���� m = 5) ���

��1 ��0���� �� ���2��" ����� n = 9� 4��  ����$5��� ����$5���� �����

?�"���$��� 7� �����������  ������� Re = 83528 ��"���$5� �� ����� �0�

��1 ��  ����� ����� 7m = 08) � ����� ���� 7m = 28) ��� �0� �2����1$�� ��

�����" ����� 7n = 28� ��� ������) ����� ��������� �����. ����� � ���$�

�1 ��������  ���) �� � ����5�) ����5�1$�� ����������) �� ���� �� �  ��

��0��� ��������� ����� ?�"���$���� � ������" ������ ������ S�L  ����

������� �� ����� ����$ ��� �� ���� ������ ��0�������� ��5 D4 = D1/3�

�����) 3� ��"���$5� �� ����� ��1  ����� ����� � ������� ����� n = 1�

, �� ����� ��5�� ����$  ����$ �� ����$5����� ������ ����� n�

4������1�� ���� ������ S�J � ������ S�L ��� �� ���� �������� ��0���

������ ��5) ���� ������) ���������� � ��0�������" ������) 5����$�� �

5�������  ������� ��0�� �����) 3� ���� �� ����� ���������  ������

5������� � ��������  ������� ����� ������� ������ u(o)1 ����  ��������

� J ���� ���$5�) ��0 �� ����� ���������  ������ � ���������  �������

u
(o)
2 ) �� ����� �����) 3� ��1 ��"���$5�" ����� � ���$�1 �������  ���) ����

����� ��3� � ������ �) ��0 � ������ &� �������) � ������ & ��0�������"

��21� �  ��5�" ����� ����$ ���$ ���$��) ���$�� ����5���� �� �����



&QS
�� ����� ���) ��� � ������ � ������ ��"���$5�" �����) � ���0 ����$5����

�� �����  ����� ���� - ���� 0 ������ ��5) ���� ��������) ���������� �

��0�������" ������) ���$ ���������" �������) �� ���� ����) �������)

������� � �� ��0��� � ��������  �����0��" ����� ,� ����� ��� �����

��� ����$ � ������ & �������$�� ����� ��3�) ��0 � ������ ��

9 �����)  ����������� � ������ S�L) ��0�� ������ ���� ��" ������

���� 
� ������� ��� ������ � � ������ & ��������$��" ����� � ���$�1 �������

 ��� � ������ � �����$  ���� ����� 4�� �$��� ��0������� �����$ �  ���

5�" �����) ����$ ���� ����� �����  �������$ � �����$ �) ����$ ���$

���$��) ���$�� ����5���� �� ����� �� ����� ��� � ����$5���� �� ����

��  ������ ��3� ����� ?�"���$��� ���5� ������� ��������� ��������) �

� ������ � ��������� ��0��������� ��5��� 7D4 = D18) �� ������) �����

������ � ������� 5����) ����5����$�� � 5�������  ������) ���������"

����� � ���$�1 �������  ��� � ������ � �����$  ����� ����� 7m = 08 �

������ ������ 7n = 28� 4�� ����$5���� 5�������  ����) ���� �����

?�"���$���  �����3�1 ����� ������� ��������) �������" ����� � ���$�

�1 �������  ��� � ������ � �����$ �����) 3� ��� �����1 �����" ����� �

�����" ���� 7n = 2) m = 28� !��� ���) ���� ��������) 3� � ������ & �  ���

���� ��� ����� ����� ?�"���$��� ��0� ��������) 3� �����" ��� ����$

���������" ����� � �������  ��� ��������$ ���$5 ������ ���� 7� �������

�����  ������� m = 58��� �2�����$�� � ����� ��0���� ����$ �� ���$5

������� ������ 7� �����������  ������� n = 98� � ������ � �������

��0��������� ��5��� 7D4 = D1/38) �� �������� � ������� 5���� ����$

����������� �������� ��� ������) ���������" ����� � ���$�1 �������  ���

� ������ �����$  ����� ����� 7m = 08) 3�  �5���1$�� ��  ��5�" �����

7n = 18� 
�  ��5�� ���2�� ������ ��0�$  �5�������� ��$�� ���$���

����) � ����� ����$ � ���$�1 �������  ��� ����5�1$�� � ������� �����

n�

4�������) 3� ����� �������� ��� ����. � ����  �5������ ������� � ���

���� ����$�� � ��������� ,��������� ���) �� �� ���� �������� � �����

�� �) �� ������0�����  �5������ �������$ � ������ �) � ������ ������
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?��� S��SR ,� ������" � ��� ������. ����0���� �������$��. 5������� �

�������" ���� � �����0���� x′′ = −2 �) y′′ = 9 �� 7Re = 3132)D4 = D1/38

����0����  ���� � �$��  �������� ��������� 7x′′ = −1 �) −2 �) −3 �8� 
�

�������� S��' � ; �  ������� ���������� � ����  ������ �������$��. 5����

���� ux′′ � ������$��� � ��������  �������� x′′ = −2 � ��� �� ���� ��������

��0�������� ��5 7D4 = D18� -����0 ��� ������ ���������� �������� 5����

���� � ������ ���� ��� % �� n � ������ n��Q� 4�� �$��� �������� ���

 �5������ ������� �� 5������� c ��� ���� x′′ = 0 �� ���� � �����0����

x′′ = −2 �) ��� ��� |x′′|/c�
,��������� ������� �����$��) ��0�� ��������� ���� �� ���������

���������� ������� �������� � ���� ���������� �� �����) �� �������

�� ���� Re = 4176)  �����$ 5������� � ��������  �������� 1 ��"0� ���

�������� �������� ��� ������ y′′ = D1/2� P�" ��� ������$  �� �) 3� �

 ��� �������$��. 5������� ������� �������$  ���� ����) 3� �������$��

� ��� �������� �� �����) ��������� � ������ S�L� 
� ������� S��' � �����)

3�  �� ����$ ����� ��������� ����� ?�"���$��� 7Re = 31328  �����$

�������$��. 5������� ����$ ���� �������1$��  ��5��� ����� ������

7m = 0 � m = 28� +� ��������� ����� ?�"���$��� ������ ��1 ����� �

���$5 ������� ���) � ��� ����� � �� �����) ��� ���$ ��0����� �� ���$5

������� ������� 9������ � �����������  ������� Re = 4176 �������

�����  2�� ���� m = 5  �� ���2��" ����� n = 9� ,���������) �� ������

�� S��' �  ������� ���������� � ����  ������ �������$��. 5������� ux′′

� ������$��� � ��������  �������� x′′ = −2 � � ���� ������ ��0��������

��5 7D4 = D1/38� K�������) 3�  ������ �������$��. 5������� � ��������



&Qt
 ��������  ������� 1  ������ ������) � �������" ����� �����$ ����� �

 ��5�� ������ 7n = 18) 3� ���0 ��� �����1 ����� ������ S�L�

#�� � ��� ���������� ������� � ���� � ��0���� � �������� ��3�  ��

������� ��������� 7x′′ = −1 �) � & �) � J �8 ���� ������� �������� ����

� �����0����� � ���� ���������� �� �����) ����� Re = 4176) ���� �����

������ �� ��� ������) ��� � �������� y′′ = 9 ��� - �� ���� Re = 4176)

�� ���������� ���� ����� �� ����. ���� m = 5) ���� ���������� �� ����

3����� ��� ��� ������ �� D1/10) ��� � �������� y′′ = 7.2 ��� 6�����

����0���� �������$��. 5������� � �������" � ������� ���� � �����0���

�� 7x′′ = −2 �8  �������� �� ������� S��Q�

P� ������� ���0 ���������$) 3� � �$�� ���������� �� ����� 7���

����� S��Q �) �) �8) ���� ����� ?�"���$��� ���5� �� ����� ������� �������

��) ���������" ����� � ��������� �����$ ���� � ������ ������ 7n = 28�

4������) ��3� �  ��5��� � ��� �$�� �� ����� ����� ����$ � ���$5 �������

�� ������� ��0�� ���0�� ����1���) �  �� ���$5 ������� ���������

����� ?�"���$��� ����� ������ � �������� �������� ���� ��1 ��������

- �� ���� Re = 4176 7������� S��Q �8 ��"���$5�" ����� �����$ ����� �

���2��� ������ 7n = 98� 
� ������� S��Q �  ������� ������ ����0���$

�������$��. 5������� � �������" � �������� ���� 7x′′ = −2 �8 � �� ����

������ ��5 7D4 = D1/38� �����) 3� � ������ �� ���� �������" ����� �

���$�1 �������  ��� �����$ ���� �  ��5�� ������ n = 1� 4�� �$���

����� ������ � ���$5 �������� �������� ���� ���� ������� ��0��" �

 ��������� � ����������� ��3� �� ������ �������� ��0�������� ��5) ��

����� ������������� ������ ��� ������� 4���������� �����$�� ���0

�������$�� �  ����" ��� �������� � ������)  ���������� � ������ S�L�

,��������� ���) �� �� ���� �������� � ������ �) ���� ���� �����������

�� ������ � ���� ������)  ����������� �� ������� S��Q� ����  ������

 ������0��$ �����$��)  ���������� ��3�� � �����  ������� �� ������

�� S��S  ������� � ��� �����. ������� S��Q �� �����) 3� � ���� �������

��0�������� ��5 � ��� ����� � ���� ������1 �") ���" ���  ���������

��" ��� ������ � �� ������� S��J� ,� ����� ����� �  ��5�� ������ ����



&S%

O���� S�'R ,�������  ��0���$ � ������� � � &) ��������  ��0���$ ����

����

Re W
(1)
c 7�8 W

(2)
c 7�8 Wk 7�8 η

J�J& 1.14 · 10−7 2.25 · 10−8 %�Q/S 1.99 · 10−7

L�SQ 3.04 · 10−7 2.59 · 10−7 ��QJ 3.45 · 10−7

Q&QL 2.96 · 10−7 2.57 · 10−7 '�Lt 1.01 · 10−7

/J'& 4.29 · 10−5 5.31 · 10−6 �J�%& 3.70 · 10−6

J�J& 4.03 · 10−7 7.61 · 10−5 %�Q/S 1.11 · 10−4

��"���$5��� +� ��������� ������ ����� �� ����� ����5��$���

	�������� �-����������= O� �� ��������� ��� ���� ���������$  ��

��������� ��������. ������. ������� � �������� �������� +�5��� ������

��) ��� ������ ��������. ������. �������  �������1$�� �� ��������

�������� !������1�  ���������� ������. �������1$��) �� �����5���� ����

�����.  ��0���� �� ��������.  ��0���� ������� �&�) �J%'�R

η =
Wc

Wk
, 7S�J�8

�� ��������  ��0���$ ������1$�� � ���� ����� 7������ � � &8 R Wc =

W
(1)
c +W

(2)
c � O� ���1 �������� ��������$��  � ������� 7S�&Q8� , ��������

 ��0���$ �������  ������� �������� ����� 5��������" �� �� � �����

������ ρV 2
2 ) �����$�� ���� �� ��������  ��"������ ���� �� ���5�� ����

 �� ���������������� ������$ 
��21�	����� K������ ��1��

Wk =
ρV 3

2 s

2
, 7S�J&8

�� s = D2 · 1 � �  ��3�  ������� � ����� �������

?����������� �������� Wk) W
(1)
c ) W (2)

c  �������� � ������ S�'� �����)

3� � �� ���� �������� ��0�������� ��5 �������� ���������$ �����

 ����3�1$�� ��$�� � �����$��� � ���������� �� �����) ���� �2����1$��

��0��� ����� �  ��5�� ������ 7n = 18� O���0 ��0�� �����) 3� ������

��� ���������$ ������ � ������� ��0��������� ��5��� ����  ��������

�� ��  ������ ��3�) ��0 ������ � ��������� ��0��������� ��5����



&S�

0�/ 4���	�$� �	 �	5���



� ������  ������)  ������������ � �&L&�) � ����" ����� �� �� �������

����������" ������� ������ ����������� ���������  ���) 3�  ����0�1�

$�� ���1� � ������ � �����  ��������� ����5������� ��������� 	�$ ���

 �� ��������� ��������  �����1 � ���) 3� ��  ��������� �� � � ������

������ �2����. ���������. �$������$��. ������ � ���1$�� ���� � ������ ��

��������� 9������) ���� � �����  ��������� �������� ���.) 3� �������$

� ������� 5���� � ��0�������" ������� N���  �������) 3� � �� ���� ����

����� ��0�������� ��5 ������) ���������� � ������� 5���� ��0�������.

������) 5����$�� � 5�������  ������� , � �� ���� ������ ��0��������

��5) �� �������� � ������� 5���� � ��0�������" ������ ����5����$��

��������� �������� ��� �������

� ������ ?������) � ������ ������� �� � �� �� ��������� ��������)

�� ������ �����$��� ����2������ ��������������. ������)  ����������� �

 � �����$��� ?������) ������1$�� �0����� ��������� �������$) 3� �����

���$ �  ����� 9� ��� �0����� �������$  ��"��1$��  ��������� ��������

������� ��21��)  ���3����� � ����� ������� ������) ��������) �����������

�� � ��0�������" ������� ,������� ������ ����2���1$�� ��� ���� �����

��"R ��� �����������  ������� ������) 3� �������$�� ���� �� ���1� ���

������� ������ 7������ �8) � ���0 ��� ������ � ������������ ���������

�������) 3� �������$�� ��3�  �  ���� ��� ������� ������ 7������ &8�

#�� ����2������ ��1. ������ ��������1$�� ���� �������� ������" �&Jt��

#�� ������ � ���� ���������� ���� �� �����$��� ��3� ����� ?�"�

���$��� ���5� ������� ��������� ��������) � � ������ � ��������� ��0�

��������� ��5��� 7D4 = D18) �� ������) ���������� � ������� 5����) ����

�5����$�� � 5�������  ������) ���������" ����� � ���$�1 �������  ���

� ������ �����$ ����� � ��$�� ������ 7n = 38 �  ��5�� ����� 7m = 18�

4�� ����$5���� 5�������  ����) ���� ����� ?�"���$���  �����3�1 �����

������� ��������) �������" ����� � ���$�1 �������  ��� � ������ �����$



&S&
�����) 3� ��� �����1  ��5�" ����� �  ��5�" ���� 7n = 1) m = 18�

� ������ & ��������$��" ����� � ���$�1 �������  ��� �����$  ���� ���

��� 4�� �$��� ��0�������" ��21� �  ��5�" �����) ����$ ���� ����� �����

 �������$ � �����$ �) ����$ ���$ ���$��) ����5���� �� ����� ���

 ����� ��� � ����$5���� �� �����  ������ 4�� ����� ��������� �����

?�"���$��� ���������" ����� � ���$�1 �������  ��� �����$  ����� �����

7m = 08 �� �����" ����� 7n = 28� 4�� ����$5���� 5�������  ����) ���

�� ��������� ����� ?�"���$��� ���� ����� �����. ���� 7m = 28) ��� ��1

��0���� �� ������" ����� 7n = 48� 4��  ����$5��� ����$5���� 5����

����  ����) ���� ����� ?�"���$���  �����3�1 ����� ������� ��������)

�������" ����� � ���$�1 �������  ��� �����$ ����� ����) ��� ��1 ��0����

�0� �� �����" ����� 7m = 2 n = 28� !��� ���) ���� ��������) 3� �  ���

���� ��� ����� ����� ?�"���$��� ��0� ��������) 3� �����" ��� ����$

���������" ����� � �������  ��� ��������$ ���$5 ������ ����) ��� �2���

���$�� � ����� ��0���� ����$ �� ���$5 ������� ������ 7� �����������

 ������� n = 9) m = 58�

- ������ � ������� ��0��������� ��5��� 7D4 = D1/38) �� �������

�� � ������� 5���� ����$ ����������� �������� ��� ������) ���������"

����� � ���$�1 �������  ��� � ������ �����$  ����� ����� 7m = 08) 3�

 �5���1$�� ��  ��5�" ����� 7n = 18� ����� ����$ � ���$�1 �������  ���

����5�1$�� � ������� ����� n�

,������� ���������$ ������ � ������� ��0��������� ��5��� 7��

 ��������� ��������  ����) 3� �2�����$�� � ��0�������" ������) ����$

����������� �������� ��� ������8 ����  �������� �� ��  ������ ��3�)

��0 ������ � ��������� ��0��������� ��5��� 7�� ������) 3� �2�����$��

� ��0�������" ������) ����5����$�� � 5�������  ������8�
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������ �

(����
� ������������� ����� ����%

��� � �����
����� ����
�

3�� 4��
� �	 �	5���


4��"��� ���0��) 3� ������������� �������� 1 ������) ��� ���$

���������� ��� ������� �����$�� ����������� 
� ������) ����) ����� ����

5������ ��� ���0����) �������0����) ����� �������� ���������" �����

� �� ����� 
�� ���������$ ����������� ������) � ���� 1 ��� ����� ���0��

���) ���������� ���� ��� ������ �� ������$)  �������� � 5������ �������

#���� ������) 3�  �� ����  ���� ������ ��� ����  � ����� ������ � ���

���$�� ���1����.  ���� � ���� ���0������ ��0�$ ������� ������ ����

���� ��������� �&)J')&tS)J%Q�� 
�������� ������) 3� ������  �������� ����

 ���������$ ������) �� ��� ������) �� � ��� �������

+������� �������� ��) 3� ��  ����� ������ � ����� ���0������ ����

"5�� ����������� � ��������  �������) �� �� ������ ���� ��������)

�������� ���������" ����)  ����������  ���� 7���"  �����" �����

��1$�� ���2�� ���  2�3�� �&�8� ,  ����5�)  �� �������� ������ ������$���

������� �  ��0��� ������ � ������������ � ����$���� ���� ���� K�����

���) 3�  �� �������� ���� ������� � ������) ��������� ��������� ������

���$��. ����������  ���������� ������.  ���� � ������� ��������

+�5��)  �������� ����� ������ ������) � ���" ���"5�� ����������



&SL
�� ������ � ����� ���0������ �����$�� ����� ������ ������ ������

�� �J%S;J%t�� 	��� � ������ ��0 ���0������ �������1$�� �������  �����) �

���$ ���0��$ �������$ ������� ��������) ��� ������$  ������ ���0��$ �

�� �����) �������$ �������� ��� �������� �������� K����)  �� �$���

 ��� ������� ����� ��0� ������  ��0�� ������� ��������� �) ��� ������)

�������. ��������) 3� � ���� ����� ��0�  ������� ��  ���5���� 5����

��0����  ������  ����� � �������� ��� �) ����$) �� ��"������� ���������

,������� ��������) 3�  �� �������� ���� ������� �������� ���������

��������� �������$��. ����������  ���������� ������.  ���� � �������

������� ���) ��0����) ������� ���� �3���� ����0���� �������� �������$�

��� �$��� ?������ ;  ������ ��) �� �� ������ ��������$���� ������

�����������  �������� ������ ��0 ���0������) ��0�� �������  ���

��� �) ��� ������) ������ �� ����������. ��� �������. ������.� P�  �������

����5������$ �� ������ �����$���� ����2������ ������$ 
��21�	���� ���

 ���� � ������ � ����� ���0������ �  ����$5��� ������� �������� ���$�

������ ������ ?����$�� �$��� ������� � ���������� � ��� �&J���

3�� ;�	���

?��������� �����������"  �����" ����� � ����� ���0������) ��������

���� ���� ��� ������ �� ������$  �������� � 5������ ������) ���� �����

��� /��� ���0������) 3�  ���) ���" ����1$�� �� 5������� V1) ������1 ��

���0���� � ���� ���21���� ������$ ��� Ox� � ?������ � � ���� �&JJ) J�%�

��0� ����$�� � ����� ���� ������ ��������������� � �������� ���������

���  ���� �  ������� �������� O��� �� �$��� �� �� ������ �� ������)

� ��5� ���0���) 3� ������ ����2���1$�� � ��� �� �R ��  ��5��� �� �

�����$��� ������ ���������� ��21��� ����2���1$�� ������������ ������

������$ 
��21�	����) � �� ������� �� �) �� ������ ���������� ������������

���� �����������) �����1$�� ����������  ����� �������  ���� 4�� �$��

�� �����������$�� ���� �� �� ����R  ��0���$ �����) 3�  ����0�1$��

 �����) ���� �  ��������� �  ��0����  ����) 3� ������1 �� ���0����) �
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?��� /��R 
����������" ����� � ����� ���0������R � � ����� ������) & �

 ��5� 7 �  ����8 ���0����) J � ����� ���0����

 ����0���" ���� �� � ����1 �� ������� ������  �����

3�! 9����5 ��������� ��5
�������

- ?������ Q) � ���0 � ������ �&) &JJ) J�%�  �������) 3�  �������� �

������ �������� ������$ ����� ?�"���$��� � ������ ��0 ���0������ ���

�����$ �������������� ������������� #�� ���) 3�� �������� �������

 ������ .�  ���� ���������� � ���  ��� �����������) 3� ������1 � ������

� ����� ���������� ���0������  �� ����  ���� � ����������� ���������

�� ����� ?�"���$��� 7���� ������� /�& �8� �� �����)  ��5� ���0���� �����1

������$ �) ��  �������� ����� ������$�� ��� 7������" � ��0��"8 ��������

���  ����0���� 5���� �  ������ ���� ������� � ������ ��0 ���0������

��� ���5���1$��) �) �0�) ���5����$�� �  ����0��� 5���� P�  ������$

�� ���) 3�  �� ����� ������� � ����� ���0���� ��� ���3� ��1$��� K���

7������$��8 ������  ������$ � ���� ������� ���0����) � ����� ������

7 �������� ������� &8 ����1$�� �����0 ����� ������� ���0����) �����

�� � �����  ��5��� ���0���� � ��������� �� ����� �) ���5��) ������1

 ����� 7������8 ��������

O���� �����) �� ��1�� �������������� ������ � ���� ����0���� ����

����� ��2������ ���������� ����������$) �����"��) ���� ����� �����

0�� ���  ��0���� ���������  ���� & � "��� ������� ������������

O� ��������� ������� ��������) 3� �� ������� ��� ����������  �������



&SQ

?��� /�&R 4��� ����������� ���.R � ;  �� ���������� ������ ?�"���$���)

� ;  �� Re = 4000) L1/D1 = 0.32) D4/D1 = 1) D1/D2 = 9) D2 = D3

?��� /�JR 4��� ����������� ���.R � ;  �� L1/D1 = 0.45) � ;  �� a/D1 = 0.25

7��5�  ������� � �� ����$ � ���) 3� ������ �� ������� /�& �8

7�� ������) ���������� ��������8 � �������� �������� ��2�����) �� 1 ���

0�����$  �������� ����  ������� �����$ � ���� ������� ��������� ��2���

�� ��� ����� ������ ��"��� ����������$) � ����" ��������������" ������

���"���� �� ��0� �� ����� +  ��2����� �� � ��) 3� � ��5��� �� ����

 ��� & ��� �������" �  ������ � � ��0��" ���� �$���  ������ ��� �����

������1$�� ���.� ��������� 5������� ���� � ������������ O��� �� ���

���� �������  ��� & �������1 ����5 ����� ��������3�) 3� ���$ �����

�������������� ������������) �) �0�) ��� ����� ����������$ ��  �����

�������$ ������������ ��� �� � ��� ���� .�  ��0���$ ��0� �������� O��

�� ���5�)  �������  �� ����) 3� �������� ���������� ������������

������ ��0 ���0������ � ����� ���0��$ ��0�� �������� � ����� ��  ��



&SS

?��� /�LR 4��� ����������� ���.  �� D4/D1 = 0.33 7��5�  ������� � �� ��

���$ � ���) 3� ������ �� ������� /�& �8

�� ��������� ��2���� �) �� �����) � ����� �� ��������� ����������$

� ����������" ���� �����$ �������� �������$� 4���0��� �� ��0�����$ ��

���������  ���������


� ������� /�& � ��������  ��� �����������  �� Re = 4000 7����� ?�"�

���$��� ������������$  � ���0��� L18� 4�� �������� �����������  ��

�������) ������. �  ���� ��������� ��2���� & ����$ 3�� � ������ ��0

���0������ � ����� �� �����$ �������) ��������� ���� � ������� 5��

��� �����1$�� ���������  ����������$ �������� 4�� �$��� ���� �����

��� � �����$��� � ��0�$��� ������� 5���� ����5����$�� ���� ��������

������ � 5�������  ������� 
�������� �� ����� ���0����) �� ������ ���

������$ ������������  ������� �������"�� ��������� �������$����

 ������ 5������� � ������� ���0����) ��������� ���� ����0��$�� ������

�� ������ K����$�� ���������  ������ 5������� ������������) �������

�0����� � ���0���� ��1 �� ��$��" �������� + ���� �� ��$�� �0����� �� 1

���������� �0������� �����)  ���) ���������� ������  ��0���$  ��

��� ����� � ������� �������� ����� ������� �������� ����  ����������

����$ ��������. ���� ������. �$���  ���� � ������� ������� ��0� ��������

� � ������� �������� ������� ��������� ������ ��� ��"������� ��������)

3� �������$ ��� ��������)  �� 3� ������������ ����������� � �J%S;J%t��

- ����� �Q%� ����������) 3� ����$5���� �����5���� L1/D1  �������$

�� ��"������� � ����������. �������. ������� � ������ ��0 ���0�����



&S/
�� �) ��� ������) �� ������� ���0���� �� ����������. �������. ������.� #�"�

���) ��3�  ������� ������� /�J � � /�& �) � ��1 ���������) 3� �0�  ��

L1/D1 = 0.45 7 �� ��5�� ������  ��������8  ���� ��������� ��2���� �

������" � ��0��"  �������� ������ ��0 ���0������ ���$ �������� ���

����� � ��  �����$ �� ������ �������� ��������� �$��� � ����������

������� ������� � ������� 5����  �������  ������ ��"��1$��� #����

���� ����������  ������$) 3� � �$��� �� ���� ��������� �������$���

 ������� 5������� � ������� ���0���� ���$ ���������� � ������� �������

���0�1$�� ��"0� ��  �������

��0�� ������ 3� ��� � �����) ��� ��������$ ����� ������� ����

����" ��2����) 3�  ������$ �� ������� ���0���� ������. ��������������

4��5�" � ���� ��������" �  �����1 � ���5������ ������� ���0����) ��� ��

����$5���� �����5���� D3/D2� �0�  �� D3/D2 ≥ 1.3 ������$  �������

�� ���� ���3� ������$ �� ������� ���0���� �  ������  ������������

����� ���0����) �� ��������  ��� ��������� ��2�����

#����" � ����  �� ����1 ���3���� ���0��$ �������� ��� ������ �������

� �$��� �� ���� �������� �����$�. � ��0�$�. ������") �� �����$  ����

��������� ��2����) ����$ �������) �) �0�) ��� .�  ������ �� ������ ����

���� ���� �������$������) �) �0�) ����$ ������� ����� ��� ����0����

����������$� ��  ������) �� ������� /�J �  ����������  ��� ����������

��  �� ���3����  ��5��� ���0���� ����� � ������� ���0���� ���� ��������

��� ������. ������� O� ����� �����) 3� � ������� 5���� ������� � ��

���������� �������� ������ �� � �������1$�� � ���� ���$ �������"

�������� O��� � ������� ����� ����$ ���������

#��� �� ������������  ����� ���0���� ����� �� ����������� ����� �

����������� ������� O� �� ���������� ��0������ "��� ����$5����� �����

����" ��3� ������ �������1  �� ����) 3� ���  ����3���� ����������

 ���������� ������.  ���� � ������� ������� ��������� ����� ���� ���

��$ ���$��" � ��"��"  ��� ��������� ��2����� K���� � ��������� 5�����

1 ����5���� ��21�� ������ ��0 ���0������) �� ������) �� ������� �����

5���� ������� D4� � ����� ��������. ���. ��0������ �� ������� /�L ���



&St
������  ��� �����������  �� D4/D1 = 0.33� O� ����� �����) 3� � �������

5���� ������� ������$�� ���������  ��� ������� � ��� �������$��

 ������ 5������� � ������� ���0���� ���0 ����$ ����������� ��������

��� ������. ������ �������

, �� � ���� ����� ����� ���1 �����  ���� � ������� ���0���� ���������

�0����� ���� ��$���� � �� #������� ����������  �������) 3�  �� ���"

�������. ������ �����$ �� ������������ ����� ����$5���� ���$5 ��0 ��

 ������  �  ��������� � �������) �����0���� �� ������� /�& ��

3�( 4���	�$� �	 �	5���


?�������� ����� � ��������  ����� � �� ����������� .� ��������

������1� � ������������� ������) 3� ����$ ��� ���0����� 4�������) 3�

����� � ��������� ������ 1 ��������$��" ����� �������. ������ ��0 ����

0������ � ����5������� ������ ���0��$� 9������ ����������) 3� ���

���0���� �� ����������.  ����� �������. ������. ��������� ����$5����

��21� ������ ��0 ���0������ � ���3���� ����� ���0��$ �������� ��� ���

����. ������� +) ��� ���) ��� ����$5���� �� ����������.  ����� �������.

������. ��������� ����5���� ��21� ������ ��0 ���0�������

4��������" ������" ������ ��1 ��0���� ���������� ��� ����������. ���

��������$���  �������) 3� ����� ����$ �������� ���$������ ������ ���

��������� ���������  ����



&/%

��������

#�������"�� �����  ��������� ������0����  ������� ��������. �����

 ������) 3� �������$ �� �����  ���5����� � ����� ������� ��� �������

�����$��R

�� 4��������� ������� ����2������ �����  �� ��������� �����  �����

��) 3� �������$ �� ����� ���� 4���������" ������� ����0�$ ��

����� ��������� ������) ��� ��������$ �������� ������  �� �����

����� �����  ����� �� ��� �� �� 
�  ��5��� �� � ���������1$��

�������������  ���� ��������3�) �� ������� �� � ; �����������

�� ����������  ���) ������������  ������ 4�� �����$���� �������

����� �������� ����������� ���" ������ ���������������� ������

 ������ �����$���� ������������ 
�������� �����$ ����������� �

����������� ��� ����� ����� ?�"���$��� ���������$ 5�����  ��� 5��

��� ������������� ����� - �� ���� ���������� ���" ����� <=>

���������������� ��$�� � ���������� ��0���� ���.� 4�� ��������

��� ��0���� �� ���������� ���� ������� ������� 7@A>8� ?�� �

���) 3� ��������� ���. 1 ��  ������ ���������5��� �� ��� 2����

��� �������� �) �0�) ������ ��0���. ������ �����$���� ����������

�� 5�����  ������ ����$5���� ����� ������ ������������. ���� ���

��0����� K���������  ���������� �� ���������� �� ����� 2����

	�� +����� ���������� 
,
 -���.��� #�� ��� ������������ ���

������$ ���������������$ ��������� BC+� ?�� ������������  ���

�������$ ��  ����� �� ������������  ����������� 4��  ���������

�����$��� ����������� ���������������$ ����������$��  ��������

������� � �������� ����� DEFGHDIB� 
� ������� �� �  ��������



&/�
���� ���� ���������� �������� ����2��������$ �������� ������� 4��

����2������ ��������� ����� ���������$ ��������� ����2���� ��� ����

 ������� ��������� ����� ��� ����$����� ����������

&� ?���2����� ������  �� ��������� ������� ����) 3� �������$  �� ���

������ ��������  ������ P� ������ ����2����� �  ��5� ����� � ����

��������  ����������� �����$���� ��������� K������ ������� ���

������������ ������������) � ��� ����� �������1�� �������� � ��

�� �  ��"����. ����) � ���0 � �����  ����� ��������� � ���� ���)  ���

�������� �� ��������� K �����  �����  ���������. ����� � ���� ��� ��

���� ���� ��  ������� ��������� K������ �������� ����� 	������

 �� ������ ��������� ����� ?�"���$���� 4��������  �������$��" ����

��� ��� ����� � ���������� � ��� ��������$���� ������) ������

���� ��5��� �������� ����������) 3�  ���������" ���� �������

�����$���� ����2������ ������ �������1 �������� � ���� ������0��

���� ���� � ��� ����� 50 ≤ Re ≤ 400) � ����� �������1$�� ��0��

���. �  ���������� �������� ������� �� ���������� 
� ������� �� �)

������������� ����  �� ��� ���� ���� ��  ������� �������� � �����

��������. �����) ����2����� ������  �� �� ����������� �����  ���

���) 3� ������1 �� �������� #��� �����$��� �����������  ���������

 �����$���$ ���������  �� �3��$� 9������  �������) 3�  ���� ����

�����  ��0���$ �������� ��� �� �����  ������� ���5�  ��0����

 ����) 3� ������1 �� �������� K������  �������� ��� ����� ������

����  ��� 7�������� � ����������8  �� ������ ��������� ����� ?�"�

���$���� 4�������) 3� ���$ �������� � ����������  ��5�. ���������

�������� ��� 7p18) ����0�����. �����������  ��"����. ����) ����5��

����  �� ����������� �� �����  ����) � ���$ �������� � ���������

�� �����. ��������� �������� ��� 7p28) 3� ����0�1$�� �����������

���� �������� � ���) � �� ���1 � �� ������  ����� ����������) 3�

p2/p1 � 1)  ��� �� ��������� ����� ?�"���$��� �����5���� ��������

p2/p1 �����1�



&/&
J� ?���2����� ������  �� ��������� ����� 7�������� ����8 ��� �����

��������) 3� �����1 �� �����" ����� 
�  ��5��� �� � 5�����  ���

���� �����$���� ����������� ������������. ������ ������$ 
��21�

	���� ����2����� ������ �������������  �� �������� ��� ������

�������) ������������ ���$��� ������� 7�� ���8) �� �����" 0����

��" ����� K ����� ������� �������������� ������������ ����. ���.�

K������ �  ������������� ����0����  ���� ����������� �  ���� ����

��� ���� � ����  ����������  ������) 3�  ������$ �� ����0����  ��

 ������� �������$ �������� #�����0��� ���0  ����� �������� ���

��������$ �������� 9������ ����������) 3� � �����0  ����������

 ������ ���$ ���������������� ������ ��������� ��2���� �������$

������� ��������) 3� ������� � �����  ��������� �������� ����

���� �� ����) �����$��  ��� ���. �  �������$�� �� �����" ������

!��� 0  ����� ����������$ ����������) ��������������" ����� ����

������ ��2���� �����1$�� �� ������� ������� ����� �� ������ �����

�  ���������. ����� .� �����) 3� �������1  ���������" 7�����������"8

 ��� ��������3� � ����1. ����� ����� �� ��5� ����$ �) �� ��������)

 ���������  � ������ ��������� �������� K������ ������� ��������

������� ������������) � ��� ����� �������1�� �������� � ��� �

 ��"����. ���� Cx � Cy) � ���0 � �����  ����� ��������� � ���� ���)

 ���������� �� ������ K �����  �����  ���������. ����� � ���� ����

 ����� ���� ��  ������� ������ K������ �������� ����� 	������

St  �� ������ ��������� ����� ?�"���$��� Re� 4��������� ��������

���������) ����� ��0������ �������$����  �������) �� ����� ����

�������$ �������) � ��� ��������$��� ��������� �����  �����1

.� ����� 
� ������� �� �) ������������� ����  �� ��� ���� ���� ��

 ������� ����� � ����� ��������. �����) ����2����� �������� ������

 �� �� ����������� ����� ��� ����� ��������) 3� ������1 �� �����

#��� �����$��� �����������  ���������  �����$���$ ���������  ���

 �3��$� 9������  �������) 3�  ���� ��������  ��0���$ ��������

�� ��� �� �����  ������� ���5�  ��0���� �������) 3� ������1 ��



&/J
����� K������  �������� ��� ����� ���������  ��� 7�������� � ���

��������8  �� ������ ��������� ����� ?�"���$���� 4�������) 3� ���$

�������� � ���������� ��������� ��� p1) ����0������� �����������

 ��"����. ����) ����5�����  �� ����������� �� �� �����  ����) �

���$ �������� � ���������� ��������� ��� p2) ����0������� ��������

���� ���� �������� � ���) � �� ���1 � �� ������  ����� ����������)

3� p2/p1 � 1)  ��� �� ��������� ����� ?�"���$��� �����5���� p2/p1

�����1�

L� 6����$�� ����2����� ������  �� �������� ��������� �������� �  ���

���� � ������)  ��1������ � ��$���� ���� ��������� K ����� ����

�������  ���� ����������� � ����� ����" �����  ������  ������

�����  ������ ���������� �  ����� ������� ������� �� ����������

O���0 � �����  ����� �������� ����������$  ����) ���������"  ��

��������� ������ �������� :�������������" ����� ��������� ��2����

�����1$�� �� ������� ������� ����� �� ������" � ��0��"  ��������

�������� � � ����� �  ���������. ����� .. �����) 3� � �������1  ��

��������"  ����� �������� � ����� �������� 4�������� ������������

���� �������� ����������� ���. ��� ������ ���0�� � �����) � ��

��0 ��� �� ����) ���� � ����  �������  �� ���� �� �� ����� ���.�

4�������) 3� �������$ � �����) ����5������� �����0  ����) ����

�� ���0�1 � �� �������� � �� ����� ��������� ���)  ���������� ��

�$���� 4������ �� ��������� ���0��� � ����� ������1 �������� ���

�� � ��� �������� ����5�1$��� � �" ���) �� �� ����� ���������

���)  ���������� �� ���) 3� �����1$��) ������$�� �����������

4������� ���0) 3�  ��  ������ � ����� ��  �������� ��������"

�� α = 20◦  ����� ����� ������� �  ������� ��� ���0 � �������1�

$��)  ��� ���"  ����� �0� �� ���� ����� ���������� �  �����������

O���0 ���� ��������) 3�  ��������� ����� ���� �� ������� ������

��� � � ����� 1 �0������ �������� �������$ �� ��$���� � �) ���"

������������ ��� ��������$�� � ���������� ����$�� �������������



&/L
'� ?�������� ������ �������� ����� � 5������� ��� ����� ������$ ���

��� ?�"���$��� ��� ����������� ������������� ��0��� ���.) �� �����

������ ��0����� 4���������" � ����� �����$��" ������� ��������

�������� � ���� ���� � ���� ������� ���������� ��0����� N���

 ������� ����5� ��� �������$ �������� ���� �����$��� � �����$��

��� ��5�� ������� O���0 ��� ���������" ��� ���� ����� ?�"���$���)

� ����� �  ���� �������$ ������������ �) �0�) ���"  ��� ��0�

 ����0���� ����� N��� � ����� �� ����������) �� � ����������

�� �������$�� ��0���� O���0 ���� ����������) 3� � �����������

��0��� ���. �� ����� �������$ �����. ����)  ���������. �� �����)

 �������� �  2�$ �����  �����3�1 �� ����� �������$ ���� � ����

P�" ��� �������1  �� ����) 3�) �� � � �� ���� �������� ��������

�� ��������) ������� ������ ��������. ������.) ����������.  �����

 �� �������� �����) �� �����������$�� � ������� �� ������ 4��

���������� ��0���� ���. ������) 3� ������$��)  � ����� ����$�

�� �� �������� �����$ �) �0�) �� ��1��  ���� ��������) 3� �������

������ ��������. ������.) ����������.  �����  �� �������� �����)

�� �����������$�� � �� �����  ����� K������ �������� � �����

������ ���������  ���� 9��"���� ��� ���� ����� ?�"���$���) � �����

�����) 3� �����1$��) �� ������1 �� �� ��$� 4�������) 3� ���$ ����

����� � ���������� ����5����� ��  �� ����������� �� �����  ��

���) �� � �� ���� �������� ��������� ��������) �  �� ������ ����

������� P�" ���� ��1 ����� ����� �) 3� �������  ���) ��� ������$��

�  ������� �����) �� ����$ ������������) �� � �� ���� ��������

��������� #�� ��������� p2 �������� � ���������� ��1 �������5�"

���) ��0 � ������  �� �������� ��������� ,������� ������� �� �����

��1$�� �� � ������� �� �����) �� � � �� �����  �����

Q� 4��������  ���� �����$�� ����������� ���. �2����. ���������. �����

�� �  ������� ������ �� �������� ����5������ ���� �� ����� ����

�������� K������ ������ ����" ����� �  ���� ������������ 4���

����������� ���������� ���� ��������3� � ���� ������� ����0�� ���



&/'
5�������  ����� ����������) 3�  �� �������� ����� ������ ?�"�

���$��� 7Re ≤ 20888 ���� ������ � ������ ��0 �������� ���������

�� � ����������1$�� �������� � ��0�������" ������ 5���������

�� �������) 3� �����1 � �������� �����  ��5��� ������ � ����1 �

���� ������� ������� 4�� �$��� ��  �������� ������� �2�����$��

��"�� ������ 5���) �������  ����0����� 5�����) 3� �����$ �  ��

����$�. ������ �����  ��5��� ������� 9����� 5��� ���3� ���$��

 �������� �������� ������� ������) ��������� ���� � ��5�� 7��3�

� ��0�� �������8 ������$�� ���������"�� ���� ��������3�) ���

 �������$ ������ ��������. ������. ������� ����� �� ������ ����

����� P�  ���������� ������. ��0�� ���� ������ �� ������������

���" ����� ��������� ��2����) 3� �������1 �������� ������������

� ����" ������� 4�������) 3�  �� ����$5���� ����� ?�"���$���) ����

������� � ������ ��������� ��2���� ������1$�� �����$��) ��������

��"�� ���� � ��5��  ������$ ���� �� ������ 5���) ��������� ����

���� ������$ ��"���$� ���� ��"���� ��������1 �� ���  ������

�������� � ��0���� �� ������� 5����  ����������� ���� �������) ���

����5����$�� ���� �������� ������ � 5�������  ������� 
��������

�� ���� ������� ������) �� ������ ��������$  ��������� ��������

����� ���������  ������ 5������� � ������ ����������) 3�  �����

�������$  ������ 5������� �� ������ � ����� ������� ������ �����

������� ����5�1$�� �� ��������� 5�������  ����� 92�������) 3�

 �� �������� ������� 5��������  ���� 7Re ≥ 104408  ���������" ���

����� ���.  ���5�1$��� ,����������� � ������  ������$ ���

�����  �����������) ��� ��� ���� ��������� ������ 4�� �$���

� ��������$�� ����� ��0��� ���.) ��� �����$��  ��������$�� ��0

������ � �����$�� �$��� ������������ �����������$�� �� ����1�

������) � ����� ����� K����� ����������� �  ������������� ����

������� ���� ��������3� � ����0���� ��� 5����� ������ � ��0���

�����. ������� ����������) 3�  �� ����$ ����� ������ ?�"���$���

7� �����������  ������� Re = 31328 �  �� ����$ ���$��" ��0�����



&/Q
���" ������ ������ 7� �����������  ������� 5����� ����� � ������

�� ��0�������"  ���0���� � ������������� �� ���8 � ������� 5����

� ��0�������" ������ ����$  ��������� � ���� ����������� ������

�� ������� ��������� �������� ��� ������� ,) �0�) � � ����������

 ������ 5������� � ����� ������� ������ ����������� ���������

������� O���0  �������) 3� �� ����$5����� 5����� ��0�������. ���

���� ������ ������ ���.  ����� ��� ����1$��� - ������� 5����

� ��0�������" ������ ������$�� ��� ���� �������� P� ������ ����

�5����$�� ���� �������� ������ � 5�������  ������� O��� ������)

��������� �� �����" �����) ��������$ ������������  ���������

���������  ������ 5������� � ����� ������� ������� ,���������

���  ������ 5������� � ����� ������� ������ �  ����� � ��0�$

���0�� �0������ �������� �������$ � �������

S� 4�������� ���������� ����������� ���������  ���) 3�  ����0�1�

$�� ���1� � ������ � �����  ��������� ����5������� ���������


� ������ �����$��� ����2������ ��� ������. ��������������. �����

��) ������1$�� �0����� ��������� �������$) 3� �������$ � ���"

������ O���� �0������ �������$ ����  ��������� �������� �������

��21��)  ���3����� � ���� ������� ������) ��������) ������������ �

��0�������" ������� ,������� ������ ����2���1$�� ��� ���� �����

��"R ��� �����������  ������� ������) 3� �������$�� ���� �� ���1�

��� ������� ������ 7������ �8) � ���0 ��� ������ � ������������

���������������) 3� �������$�� �����  �  ���� ��� ������� ������

7������ &8� #�� ����2������ ��1. ������ ��������1$�� ���� ��������

������"� #�� ������ � ���� ���������� ���� �� �����$��� ��3�

����� ?�"���$��� ���5� ������� ��������� ��������) � � ������ �

��������� ��0��������� ��5��� 7D4 = D18) �� ������) ����������

� ������� 5����) ����5����$�� � 5�������  ������) ���������"

����� � ���$�1 �������  ��� � ������ �����$ ����� � ��$�� ���

���� 7n = 38 �  ��5�� ����� 7m = 18� 4�� ����$5���� 5�������

 ����) ���� ����� ?�"���$���  �����3�1 ����� ������� ��������)



&/S
�������" ����� � ���$�1 �������  ��� � ������ �����$ �����) 3� ����

 �����1  ��5�" ����� �  ��5�" ���� 7n = 1) m = 18� � ������ & ������

���$��" ����� � ���$�1 �������  ��� �����$  ���� ����� 4�� �$���

��0�������" ��21� �  ��5�" �����) ����$ ���� ����� �����  �������

�$ � �����$) ����5����� ��3�  �  ���� ��� �������) ����$ ���$

���$��) ����5���� �� ����� �� ����� ��� � ����$5���� �� �����

 ������ 4�� ����� ��������� ����� ?�"���$��� ���������" ����� �

���$�1 �������  ��� �����$  ����� ����� 7m = 08 �� �����" �����

7n = 28� 4�� ����$5���� 5�������  ����) ��� �� ��������� ���

��� ?�"���$���) ���� ����� �����. ���� 7m = 28) ��� ��1 ��0����

�� ������" ����� 7n = 48� 4��  ����$5��� ����$5���� 5�������

 ����) ���� ����� ?�"���$���  �����3�1 ����� ������� ��������)

�������" ����� � ���$�1 �������  ��� �����$ ����� ����) ��� ��1

��0���� �0� �� �����" ����� 7m = 2) n = 28� !��� ���) ���� ������

���) 3� �  ������ ��� ����� ����� ?�"���$��� ��0� ��������) 3�

�����" ��� ����$ ���������" ����� � �������  ��� ����$ ������

���$5 ������ ����) ��� �2�����$�� � ����� ��0���� ����$ �� ���$5

������� ������ 7� �����������  ������� n = 9 m = 58� � ������

� ������� ��0��������� ��5���) �� �������� � ������� 5���� ���

��$ ����������� �������� ��� ������) ���������" ����� � ���$�1

�������  ��� � ������ �����$  ����� ����� 7m = 08) 3�  �5���1�

$�� ��  ��5�" ����� 7n = 18� ����� ����$ � ���$�1 �������  ���

����5�1$�� � ������� ����� n� ,������� ���������$ ������

� ������� ��0��������� ��5��� 7��  ��������� ��������  ����) 3�

�2�����$�� � ��0�������" ������) ����$ ����������� �������� ���

������8 ����  �������� �� ��  ������ ��3�) ��0 ������ � ��������

�� ��0��������� ��5��� 7�� ������) 3� �2�����$�� � ��0�������"

������) 5����$�� � 5�������  ������8�

/� ?�������� ����� � ��������  ����� � �� ����������� .� ��������

������1� � ������������� ������) 3� ����$ ��� ���0����� 4�������)

3� ����� � ��������� ������ 1 ��������$��" ����� �������. ������



&//
��0 ���0������ � ����5������� ������ ���0��$� 9������ �������

����) 3� ��� ���0���� �� ����������.  ����� �������. ������. ���

������� ����$5���� ��21� ������ ��0 ���0������ � ���3���� ����

�� ���0��$ �������� ��� ������. ������� +) ��� ���) ��� ����$5����

�� ����������.  ����� �������. ������. ��������� ����5���� ��21�

������ ��0 ���0������� 4��������" ������" ������ ��1 ��0���� ���

�������� ��� ����������. ����������$���  �������) 3� ����� ����$

�������� ���$������ ������ ����������� ���������  ����
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������) &%%'� JQ/ ��
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