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Вступ

Суть лагранжевих методiв для опису суцiльного середовища (рiдини або

газу) полягає у використаннi лагранжевих змiнних, що рухаються разом з

потоком. При чисельному моделюваннi суцiльного середовища використову-

ється велика кiлькiсть рiдких частинок, що рухаються разом з потоком та

кожна з яких представляє собою певну кiлькiсть речовини та має певнi вла-

стивостi (наприклад швидкiсть, тиск, густина, температура). На вiдмiну вiд

ейлерового пiдходу, в якому всi характеристики суцiльного середовища роз-

глядаються в деякiй нерухомiй точцi простору, в лагранжевому пiдходi всi

характеристики розглядаються в рухомiй точцi середовища. Хоча метод для

рiдин та газiв Лагранжа є бiльш складним для математичної та чисельної

реалiзацiї, але, водночас, вiн є бiльш природнiм, бо в дiйсностi будь-яке се-

редовище на молекулярному рiвнi складається с елементарних частинок, якi

рухаються та взаємодiють мiж собою. Лагранжевi чисельнi методи для роз-

рахункiв переносу домiшок та забруднень мають ряд значних переваг у порiв-

няннi з ейлеровими: вони не потребують наперед визначеної незмiнної областi

моделювання (частинки можуть рухатися як завгодно далеко в залежностi

вiд сил, що на неї дiють); вони дозволяють вiдслiдковувати траєкторiю руху

кожної частинки середовища; вони дозволяють розглядати мiлкомасштабнi

процеси у великих розрахункових областях; вони вiльнi вiд числової дифу-

зiї та є консервативними за своєю суттю. Моделювання методами частинок
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стає все бiльш популярним з розвитком розрахункових можливостей i пара-

лельних технологiй [48], [23]. Важливим моментом як в теоретичних, так i

експериментальних дослiдженнях є вмiння простежувати рух великого чи-

сла частинок в полях, створюваних ними самими i пiд дiєю зовнiшнiх сил.

В даний час все бiльш привабливими стають гiбриднi лагранжево-ейлеровi

моделi (частинки та сiтковi моделi), особливо в гiдродинамiчних задачах, в

яких необхiдно розглядати рiзномасштабнi процеси. Термiн “моделi частинок”

є загальним для класу обчислювальних моделей лагранжевої гiдродинамiки,

в яких дискретний опис фiзичних явищ включає використання взаємодiючих

частинок. У бiльшостi застосувань цим частинкам можна прямо зiставити

фiзичнi об’єкти. Кожна частинка може мати набiр атрибутiв, таких як маса,

заряд, положення, швидкiсть. Стан фiзичної системи визначається атрибу-

тами ансамблю частинок, а еволюцiя системи визначається законами взає-

модiї цих частинок. Особливiсть, яка робить моделi частинок привабливими

з обчислювальної точки зору, полягає в тому, що ряд атрибутiв частинки

зберiгається, i тому їх не треба змiнювати протягом всього часу обчислень.

Актуальнiсть роботи полягає в низцi переваг лагранжевих методiв та

перспектив їх застосування до нерозв’язаних задач прибережної гiдромеха-

нiки. Метою роботи є розробка методологiчних та технологiчних засад для

моделювання лагранжевими методами гiдродинамiчних полiв та полiв роз-

повсюдження забруднень в задачах, що виникають в прибережнiй гiдроди-

намiцi. Представлена мета передбачає такi основнi задачi, що пiдлягають

вирiшенню в рамках дисертацiйної роботи:

\bullet Розробка ефективних лагранжевих методiв моделювання переносу за-

бруднень у рiзних станах та багатофракцiйних намулiв

\bullet Розробка ефективних гiдродинамiчних моделей прибережних процесiв
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\bullet Застосування розроблених методiв до задач прибережної гiдродинамiки

Об’єктом наукового дослiдження є розповсюдження забруднень та наму-

лiв в прибережних зонах морiв.

Предметом наукового дослiдження є методи моделювання розповсюдже-

ння забруднень та намулiв в прибережних зонах морiв та гiдродинамiчнi про-

цеси, що на нього впливають.

Наукова новизна одержаних результатiв полягає в:

\bullet Розробцi узагальненого алгоритму побудови чисельних схем з незмiще-

ними моментами розподiлу для розв’язання рiвняння переносу та дифу-

зiї методом частинок в неоднорiдних полях течiй та коефiцiєнту дифузiї.

Отриманнi нових аналiтичних розв’язкiв для параметрiв розподiлу ча-

стинок для характерних випадкiв одновимiрного руху.

\bullet Застосуваннi стохастичних методiв до моделювання ймовiрностi змiни

стану речовини. Розробцi методу оцiнки точностi при моделюваннi та-

ких процесiв методами частинок. Одержаннi нових аналiтичних розв’яз-

кiв для процесiв розпаду та адсорбцiї-десорбцiї радiонуклiдiв на бага-

тофракцiйних намулах. Розробцi нового алгоритму апроксимацiї грани-

чних умов у методах частинок через розрахунок ймовiрностi змiни стану

частинки в околi границi

\bullet Розробцi та вдосконаленнi нових гiдродинамiчних моделей прибережних

процесiв, що дозволяють описувати взаємодiю хвиль та течiй, негiдроста-

тичнi гравiтацiйнi та струменевi течiї для розрахунку переносу намулiв

та забруднень.

\bullet Розробцi нової лагранжевої моделi переносу багатофракцiйних намулiв,

що описує сумiш зв’язних та незв’язних намулiв, мiграцiю намулiв у дон-
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них шарах та змiну гранулометричного складу та пористостi в донних

вiдкладеннях.

\bullet Розробцi нової лагранжевої моделi розповсюдження нафтопродуктiв в

прибережних зонах, що враховує вплив обертання Землi за рахунок утво-

рення пограничного шару Екмана пiд поверхневою плiвкою нафти, до-

зволяє моделювати взаємодiю з нафтовими бонами та вплив дисперсан-

тiв на розповсюдження нафтового забруднення; отриманнi нових авто-

модельних розв’язкiв для розтiкання одновимiрних та осесиметричних

плям у гравiтацiйно-в’язкому та гравiтацiйно-в’язко-обертальному режи-

мах; застосуваннi розробленої моделi до моделювання наслiдкiв нафто-

вих аварiй.

\bullet Розробцi нової лагранжевої моделi розповсюдження радiонуклiдiв в при-

бережних зонах, що включає радiоактивний розпад, адсорбцiю-десорбцiю

на багатофракцiйних намулах, мiграцiю радiонуклiдiв у донних вiдкла-

деннях та у поровiй водi; застосуваннi моделi до моделювання наслiдкiв

аварiї на АЕС Фукусiма.

Практичне значення одержаних результатiв полягає в розробцi низ-

ки математичних та чисельних моделей гiдродинамiки та розповсюдження за-

бруднень в прибережних зонах, що дозволяють враховувати бiльшiсть основ-

них гiдродинамiчних процесiв, що впливають на розповсюдження забруднень

та намулiв. Результати роботи знайшли впровадження в багатьох науково-

дослiдницьких та прикладних проектах. Розробленi моделi використовува-

лись для моделювання наслiдкiв аварiйних забруднень, зокрема, розповсю-

дження радiонуклiдiв внаслiдок аварiї на АЕС Фукусiма. Розроблена мо-

дель розповсюдження нафтопродуктiв використовується Сiнгапурським На-

цiональним Унiверситетом для моделювання нафтових розливiв у Сiнгапур-
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ськiй протоцi.

Достовiрнiсть наукових положень дисертацiї забезпечується: використа-

нням загальноприйнятих моделей рiдин; коректною постановкою граничних

задач; застосуванням надiйних аналiтичних методiв для розв’язку задач; кон-

трольованою точнiстю чисельних обчислень; узгодженiстю мiж собою чисель-

них, аналiтичних та експериментальних результатiв, отриманих в роботi; не-

суперечливiстю одержаних результатiв вiдповiдним опублiкованим результа-

там iнших авторiв

Особистий внесок здобувача Аналiтичнi результати, розробка чисель-

них алгоритмiв, що представленi в роботi та їх чисельна реалiзацiя належить

автору. В роботах [254,255,256,257,275] автору належить участь у постановцi

задач по розповсюдженню радiонуклiдiв у морському середовищi внаслiдок

аварiї на АЕС Фукусiма разом з мiжнародною групою спiвавторiв з метою

проведення порiвняння рiзних розрахункiв та моделей, проведення части-

ни розрахункiв власними моделями та обговорення формулювання виснов-

кiв. В роботах [9,13] автору належить розробка чисельної гiдродинамiчної

моделi негiдростатичних гравiтацiйних течiй, розрахунки, участь в обгово-

реннi постановки задач та висновкiв разом з групою чл.-кор. НАНУ Нiкi-

шова В.I., якiй належить проведення лабораторного експерименту. В робо-

тах [76,77,78,194] автору належить постановка задач по оцiнцi стiйкостi дна

пiд дiєю струменевих течiй та чисельна реалiзацiя розрахункiв. В роботах

[6,8,16,18] автору належить участь в постановцi задач про перенос намулiв та

радiонуклiдiв, розробка та впровадження чисельних алгоритмiв. В роботах

[156,24] автору належить iдея впровадження алгоритмiв швидкого пошуку та

їх реалiзацiя. В роботах [195,268] автору належить участь у постановцi задач,

впровадження рiзних пiдходiв до врахування взаємодiї хвиль та течiй, про-

ведення частини чисельних розрахункiв. В роботах [15,196] автору належить
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отримання аналiтичних результатiв щодо розповсюдження нафти по поверх-

нi води, розробка чисельних лагранжевих алгоритмiв розв’язку рiвнянь, шо

описують розповсюдження нафтових забруднень та їх реалiзацiя. В роботах

[192,78, 11,12,14,15] автору належить участь у постановцi задач та чисельна

реалiзацiя їх розв’язку. В роботах [40,193,195,31,41,42,43,44,45,197,32,33] авто-

ру належить розвиток гiдродинамiчних моделей негiдростатичних течiй та їх

чисельна реалiзацiя, постановка задач та iнтерпретацiя результатiв належать

спiвавторам. Доповiдi на 20-ти конференцiях проведенi особисто автором, iн-

шi доповiдi проведено спiвавторами.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами

Робота виконувалась в рамках:

\bullet бюджетних тем та фундаментальних дослiджень Iнституту Проблем Ма-

тематичних Машин та Систем НАН України: “Розробка теоретичних

основ побудови нових моделей, алгоритмiв i розподiлених iнформацiйних

технологiй пiдтримки прийняття рiшень в системах електронного уря-

дування (Е-СИСТЕМА)”; “Розробка моделюючої системи оперативного

прогнозування температури у водоймищi–охолоджувачi АЕС для пiд-

тримки прийняття рiшень з пiдвищення ефективностi вироблення еле-

ктроенергiї на АЕС у лiтнiй перiод”; “Методи та моделi створення та iнте-

грацiї новiтнiх iнформацiйних технологiй в системах пiдтримки прийня-

ття рiшень рiзного призначення (IНТЕГРАЦIЯ)”; “Розробка наукових

засад систем пiдтримки прийняття рiшень з збереження та полiпшення

навколишнього середовища на основi новiтнiх Веб та ГIС технологiй”;

“Комплексна система пiдтримки прийняття рiшень у розподiлених сере-

довищах (РЕГЛАМЕНТ)”.

\bullet проекту Державного Фонду Фундаментальних Дослiджень Ф64/22 “Мо-
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делювання змiн рiвня, температури, солоностi у Чорному та Азовському

морях та їх впливу на навколишнє природне морське середовище згiдно

сценарiїв змiн клiмату в ХХI столiттi”;

\bullet проекту Державного Фонду Фундаментальних Дослiджень Ф68/12879

“Перенос радiоактивностi мiж забрудненими донними намулами i мор-

ським середовищем пiсля аварiй на Чорнобильськiй та Фукусiмськiй

АЕС” разом iз Японським Iнститутом радiоактивностi навколишнього

середовища;

\bullet проекту INTAS №03-51-3728 “Пiвнiчнi моря в глобальнiй клiматичнiй си-

стемi” (2004-2007)

\bullet проекту INTAS №03-51-4620 “Сильно нелiнiйнi внутрiшнi хвилi в озерах:

виникнення, трансформацiя та перемiшування”(2004-2007)

\bullet спiльного проекту РФФД (Росiя) - ДФФД (Україна) “Внутрiшнi хвилi

великої амплiтуди в океанi iз змiнною глибиною: аналiтичнi розв’язки та

чисельне моделювання” (2009-2010)

\bullet проекту МАГАТЕ “Моделювання та данi оцiнки впливу радiацiйних за-

бруднень” (2012-2015)

\bullet спiльного проекту РФФД (Росiя) - ДФФД (Україна) “Внутрiшнi хвилi

великої амплiтуди та їх вплив на пiдводнi конструкцiї та платформи”

(2013)

\bullet науково-дослiдних роботах молодих вчених НАН України: “Iнтелекту-

альна iнформацiйна система стану прибережної зони моря” (2005 - 2006);

“Моделювання плавучих струменевих течiй та прогнозування їх впливу
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на оточуюче середовище” (2007-2008); “Тривимiрне моделювання взає-

модiї хвиль та течiй в задачах прибережної гiдродинамiки” (2009-2010)

\bullet стипендiї Всесвiтньої Федерацiї вчених (WFS) i МЦНК “Всесвiтня лабо-

раторiя”, “Розробка прогностичної системи для моделювання аварiйних

нафтових виливiв в прибережних зонах” (2007-2008)

\bullet грантiв Президента України “Чисельне негiдростатичне моделювання

струменiв та гравiтацiйних течiй та його застосування до проблем при-

бережної гiдродинамiки”(2008,2014)

\bullet гранту Київського мiського Голови для талановитої молодi (2010)

\bullet стипендiї Президента України для молодих вчених (2010-2012)

Апробацiя роботи. Матерiали рiзних роздiлiв дисертацiї доповiдались

та обговорювались на 49-ти доповiдях на мiжнародних та вiтчизняних кон-

ференцiях, зокрема на: 5-ти конференцiях “Моделювання” Iнституту проблем

моделювання в енергетицi iм. Г.Е. Пухова НАН України (2006,2010,2012,2013,

2014); 9-ти конференцiях “Математичне та iмiтацiйне моделювання систем”

(МОДС) (2006,2007,2008,2009,2010,2011,2013,2014,2016); конференцiї Euromech

Fluid Mechanic Conference, Стокгольм (2006); 6-ти конференцiях Європей-

ської Геофiзичної Спiлки (EGU), Вiдень (2007,2012,2013,2014,2015,2016); 3-

х конференцiях Американської Геофiзичної Спiлки (AGU), Сан-Франциско

(2007), Портленд (2009), Солт Лейк Сiтi (2012); на щорiчному з’їздi Корей-

ської Асоцiацiї наук та технологiй про океан (KAOST) (2008); на IV Мiжна-

роднiй Антарктичнiй конференцiї, Київ (2009); на V Мiжнароднiй Антаркти-

чнiй конференцiї, Київ (2011); на XXIII конференцiї ICTAM, Пекiн (2012);

на XXII Науковiй Сесiї Ради РАН по нелiнiйнiй динамiцi, Москва (2013); на

конференцiї “Комп’ютерна Гiдромеханiка”, Київ (2016).
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Робота в цiлому доповiдалась на семiнарах в Iнститутi проблем матема-

тичних машин та систем НАНУ, на семiнарi Ради молодих вчених IПММС

НАНУ (2016), на семiнарi Iнституту Гiдромеханiки НАНУ (2016). Окремi роз-

дiли роботи доповiдалась на семiнарах Першого Океанографiчного Iнституту

(FIO), Циндао, Китай (2012-2016); семiнарах Корейского Iнституту Наук про

Океан та Технологiй (KIOST), Ансан, Пiвденна Корея (2010-2016); семiнарах

Нацiонального Унiверситету Сеулу (SNU), Пiвденна Корея (2011-2014).

Публiкацiї Результати дисертацiї опублiковано у 85 роботах: у двох гла-

вах монографiй (у спiвавторствi), 34 статтi у фахових вiтчизняних та зарубi-

жних виданнях (з них 2 одноосiбнi), 49 робiт в збiрниках праць та тез мiж-

народних конференцiй. З опублiкованих робiт 17 iндексованi у мiжнароднiй

наукометричнiй базi Scopus.

Структура дисертацiї

Робота складається зi вступу, семи роздiлiв, висновкiв, додаткiв та спи-

ску використаних джерел з 324 найменувань. Робота включає 305 сторiнок

основного тексту, 146 рисункiв, 9 таблиць, усього 370 сторiнок. В першому

роздiлi дається огляд iснуючих чисельних сiткових, гiбридних та безсiткових

методiв розв’язання гiдродинамiчних задач, висвiтлюються переваги, недолi-

ки, проблеми i складностi при моделюваннi лагранжевими методами. Поряд

з вiдомими методами, представлено розроблений автором метод розв’язку

рiвнянь мiлкої води безсiтковим методом взаємодiючих частинок.

Другий роздiл присвячений методам частинок розв’язку рiвняння адвекцiї-

дифузiї. Викладенi теоретичнi основи моделювання броунiвського руху та ди-

фузiї стохастичними методами. Представлений новий алгоритм, що дозволяє

будувати чисельнi схеми випадкових блукань з незмiщеною дисперсiєю для

тривимiрного випадку змiнних полiв течiй та коефiцiєнту дифузiї. Отримано

новi аналiтичнi розв’язки для змiщення центру мас та дисперсiї розподiлу по-
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ложення частинки при моделюваннi методом випадкових блукань для окре-

мих часткових випадкiв одновимiрного руху. Виведено критерiї оцiнки ма-

ксимальних часових крокiв для розв’язку рiвняння адвекцiї-дифузiї методом

частинок. Застосовано теорiю стохастичних процесiв Маркова до моделюва-

ння методом частинок процесiв змiну стану речовини, таких як, наприклад,

хiмiчнi реакцiї, радiоактивний розпад та адсорбцiя-десорбцiя розчинених ре-

човин на пiщинках завислих чи донних намулiв. Представлений чисельний

алгоритм для загального випадку розрахунку ймовiрностi змiни стану для

кожної частинки протягом часового кроку.

В третьому роздiлi представленi вдосконаленi гiдродинамiчнi моделi, що

дозволяють описувати основнi гiдродинамiчнi процеси прибережних зон: вплив

складного рельєфу та берегової лiнiї на течiї, вiтровi поверхневi хвилi, при-

пливнi та гравiтацiйнi течiї, негiдростатичнi гравiтацiйнi та струменевi течiї.

Представлена нова математична модель переносу багатофракцiйних намулiв,

що включає мiграцiю донних намулiв у шарi вiдкладень завдяки механiчному

перемiшуванню донними органiзмами та вiдповiдну еволюцiю гранулометри-

чного складу та пористостi донних намулiв.

В четвертому роздiлi описана нова тривимiрна лагранжева модель пере-

носу багатофракцiйних намулiв, представлений чисельний алгоритм моделi,

результати тестiв на аналiтичних розв’язках та лабораторних експериментах,

наведенi приклади застосування моделi.

П’ятий роздiл присвячений новiй лагранжевiй моделi розповсюдження

нафтопродуктiв. Модель описує розтiкання двовимiрної плiвки нафти по по-

верхнi води, а також тривимiрний перенос нафтових крапель в товщi води.

Модель враховує вплив обертання Землi при довготривалих розливах за ра-

хунок утворення пограничного шару Екмана пiд плiвкою, що розтiкається по

поверхнi води. Отримано новi автомодельнi аналiтичнi розв’язки для розтi-
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кання осесиметричної плiвки нафти на поверхнi спокiйної води для випадку

миттєвого та неперервного розливiв, якi враховують обертання Землi. Робо-

та чисельної моделi була перевiрена на отриманих аналiтичних розв’язках та

при моделюваннi вiдомих аварiйних нафтових розливiв.

У шостому роздiлi наводиться опис нової тривимiрної моделi розповсю-

дження радiонуклiдiв. Модель здатна описувати тривимiрний перенос та тур-

булентну дифузiю радiонуклiдiв, процеси адсорбцiї та десорбцiї iз багатофра-

кцiйними завислими та донними намулами, а також процес розпаду радiону-

клiдiв. Модель враховує мiграцiю радiонуклiдiв у донних вiдкладеннях за

рахунок молекулярної дифузiї та механiчного перемiшування донними ор-

ганiзмами. Отримано новi аналiтичнi розв’язки для розрахунку ймовiрно-

стей переходу частинок мiж станами при радiоактивному розпадi, адсорбцiї-

десорбцiї. Побудовано алгоритм моделювання граничних умов для методу

частинок, що заснований на розрахунку ймовiрностi змiни стани частинок

бiля границi. Робота моделi перевiрена на аналiтичних розв’язках, на лабо-

раторному експериментi по мiграцiї радiонуклiдiв в ґрунтi.

В сьомому роздiлi описується застосування розроблених моделей до розра-

хунку наслiдкiв аварiї на АЕС Фукусiма. Проведений аналiз донних вимiрю-

вань радiоактивного забруднення у водi та у ґрунтi. Проведене моделювання

розповсюдження радiонуклiдiв протягом перших мiсяцiв пiсля аварiї, та про-

аналiзовано результати моделювання та спостережень.

Автор висловлює щиру вдячнiсть науковому консультантовi доктору фiзико-

математичних наук Володимиру Станiславовичу Мадеричу за постiйну

увагу до роботи та кориснi дискусiї



Роздiл 1

ЕЙЛЕРОВI ТА ЛАГРАНЖЕВI

ЧИСЕЛЬНI МЕТОДИ

1.1 Роль чисельного моделювання для розв’язання гi-

дродинамiчних задач

Чисельне моделювання за допомогою комп’ютерiв стало дуже важливим

пiдходом до вирiшення складних практичних задач в областi технiки i науки.

Чисельне моделювання переводить важливi аспекти фiзичної задачi в дискре-

тну форму математичного опису, вiдтворює i вирiшує задачу на комп’ютерi,

i показує явища придатними до аналiзу вiдповiдно до вимог користувачiв.

Новiтнiй чисельний пiдхiд дозволяє розв’язувати задачi в усiх їх деталях, не

роблячи занадто багато припущень та спрощень, за допомогою збiльшення

обчислювальної потужностi.

Чисельне моделювання забезпечує додатковий iнструмент наукового дослi-

дження, замiсть проведення дорогого, потребуючого багато часу або навiть

небезпечного експерименту в лабораторiї або в польових умовах. Чисельнi iн-

струменти часом є бiльш корисними, нiж традицiйнi експериментальнi методи

з точки зору забезпечення повних та детальних даних, якi не можуть бути
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отриманi безпосереднiми вимiрами або спостереженнями, або важко отрима-

ти за допомогою iнших засобiв.

Чисельне комп’ютерне моделювання вiдiграє важливу роль в забезпеченнi

перевiрки теорiй, дозволяє дослiдити i деталiзувати експериментальнi резуль-

тати i сприяє в iнтерпретацiї або навiть вiдкриттi нових явищ.

1.2 Сiтковi методи

Пiсля вибору вiдповiдної математичної моделi, разом з вiдповiдними гра-

ничними i початковими умовами, ми можемо приступити до її розв’язку. У

цьому роздiлi ми коротко розглянемо методи чисельних розв’язкiв математи-

чних задач якi описуються рiвняннями в частинних похiдних. Як уже обгово-

рювалось, є два фундаментальнi пiдходи до побудови рiвнянь, що описують

рух суцiльного середовища: ейлеровий та лагранжевий. Для прикладу, якщо

ми розглянемо рiвняння руху, знехтувавши в’язкiстю та зовнiшнiми силами,

то в лагранжевiй формi отримаємо рiвняння

Dui
Dt

=  - 1

\rho 

\partial p

\partial xi

А в ейлеровiй формi воно має такий вигляд:

\partial ui
\partial t

+ uj
\partial ui
\partial xj

=  - 1

\rho 

\partial p

\partial xi

Рiзниця мiж двома пiдходами полягає у визначеннi повної похiдної як суми

локальної та конвективної похiдної:

D

Dt
=

\partial 

\partial t
+ uj

\partial 

\partial xj

В лагранжевому пiдходi змiна будь-якої величини в часi визначається в рухо-

мiй точцi простору, в а ейлеровому - в нерухомiй, звiдси з’являється додаткова
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конвективна похiдна. Використання рiзних пiдходiв до опису суцiльного се-

редовища призводить до рiзних типiв дискретизацiї розрахункової областi з

метою чисельного розв’язку вихiдних рiвнянь, побудови лагранжевої та ей-

лерової розрахункової сiтки.

1.3 Лагранжевi сiтковi методи

При лагранжевому пiдходi вузли розрахункової сiтки асоцiйованi з речо-

виною та рухаються разом з нею впродовж всього часу моделювання. Так як

вузол сiтки повторює траєкторiю руху речовини, то вiдносний рух сусiднiх

вузлiв призводить до деформацiї комiрок або елементiв розрахункової сiтки.

Маса, iмпульс та енергiя переносяться разом з рухом вузлiв сiтки. Потiк ма-

си через границi елементiв вiдсутнiй, бо маса кожного елемента зберiгається.

Коли матерiал деформується, розрахункова сiтка деформується разом з ним.

Використання лагранжевої дискретизацiї є стандартним в задачах механiки

деформiвного твердого тiла. Сiтковi лагранжевi методи мають деякi переваги

[184]:

1. Так як у рiвняннях вiдсутнi нелiнiйнi конвективнi члени, то чисельна

дискретизацiя таких рiвнянь є простiшою.

2. Так як вузли сiтки прив’язанi до рухомої речовини, то траєкторiї руху

та кiнцевi положення точок можуть бути просто обчисленi.

3. В лагранжевому пiдходi деякi вузли можуть бути розмiщенi на рухомих

границях областi, що полегшує задання граничних умов на вiдкритих

рухомих границях, наприклад, вузли, розташованi на вiльнiй поверхнi

рухаються разом з речовиною.

4. Складна геометрiя задачi може бути описана нерегулярною сiткою.



22

Завдяки цим своїм перевагам, лагранжевi сiтковi методи дуже популярнi в

чисельнiй механiцi твердого деформiвного тiла, де вiдноснi деформацiї не такi

великi, як у рiдинах.

1.4 Ейлеровi сiтковi методи

Трьома класичними методами чисельного розв’язання математичних за-

дач, заданих в рiвняння з частинними похiдними в Ейлеровiй постановцi є

метод скiнченних рiзниць (МСР), метод скiнченних елементiв (МСЕ) i метод

скiнченних об’ємiв (МСО) [247]. Можна видiлити окремо спектральний метод

[47], що формально вiдноситься до скiнченно-елементних методiв Гальоркi-

на, але має ряд суттєвих особливостей, що вiдрiзняє його вiд традицiйних

скiнченно-елементних методiв. Метод скiнченних рiзниць є найстарiшим i за-

снований на застосуваннi локального розвинення Тейлора для апроксимацiї

диференцiальних рiвнянь. МСР використовує топологiчно прямокутну мере-

жу лiнiй, щоб побудувати дискретизацiю рiвняння в частинних похiдних. Це

є потенцiйним недолiком при застосуваннi до областей складної геометрiї в

декiлькох вимiрах. Особливостi застосування МСР для задач газової дина-

мiки розглянуто в [37]. Щоб позбутися недолiкiв скiнченно-рiзницевих мето-

дiв розвинулися чисельнi методи, що заснованi на використаннi iнтегральної

форми рiвнянь, що привело до виникнення та розвитку методiв скiнченних

елементiв та скiнченних об’ємiв. Дамо дуже короткий вступ в цi методи, для

чого розглянемо дискретизацiю одновимiрного рiвняння. Це, не в повнiй мiрi,

але дозволить проiлюструвати геометричну гнучкiсть МСЕ та МСО, виявити

деякi подiбностi мiж методами та вiдзначити вiдноснi переваги та недолiки.
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Рисунок 1.1: Дискретизацiя одновимiрної областi

1.4.1 Метод скiнченних рiзниць

Цей метод розв’язку використовує рiвняння в природнiй диференцiальнiй

формi. Вiзьмемо для прикладу одновимiрне рiвняння дифузiї з постiйним

коефiцiєнтом дифузiї D :
\partial C

\partial t
= D

\partial 2C

\partial x2
(1.1)

Вважаємо, що функцiя C(x, t) задана на деякому наборi координат xi, i =

1, N , як показано на рис. 1.1. Чисельний розв’язок рiвняння ми шукаємо у ви-

глядi набору значень Ci , що є апроксимацiєю точного розв’язку Ci \approx C(xi) .

Покладемо, що всi точки xi рiвномiрно розподiленi з вiдстанню мiж точками

\Delta x = xi+1  - xi, i = 1, N  - 1 . Таке розбиття розрахункової областi будемо

називати розрахунковою сiткою. Тодi просторовi похiднi в точцi xi можна

визначити декiлькома способами:

\partial C

\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
xi

= lim
\Delta x\rightarrow 0

C(xi +\Delta x) - C(xi)

\Delta x
\partial C

\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
xi

= lim
\Delta x\rightarrow 0

C(xi) - C(xi  - \Delta x)

\Delta x
\partial C

\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
xi

= lim
\Delta x\rightarrow 0

C(xi +\Delta x) - C(xi  - \Delta x)

2\Delta x

(1.2)

З математичної точки зору цi означення еквiвалентнi, так як всi три гра-

ницi збiгаються при \Delta t \rightarrow 0 . Проте, якщо \Delta t мале, але скiнчене, то рiзнi
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визначення призводять до рiзних апроксимацiй.

\partial C

\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
xi

\approx =
Ci+1  - Ci

\Delta x
\partial C

\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
xi

\approx Ci  - Ci - 1

\Delta x
\partial C

\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
xi

\approx Ci+1  - Ci - 1

2\Delta x

(1.3)

Вирази (1.3) називаються скiнченими рiзницями по потоку, проти потоку та

центральними, вiдповiдно. Точнiсть таких апроксимацiй визначається шля-

хом розкладання розв’язку в ряд Тейлора та оцiнкою порядка членiв, що

втрачаються при заданiй апроксимацiї. Наприклад, для напрямленої рiзницi

та центральної рiзницi отримаємо:

\partial C

\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
xi

=
Ci  - Ci - 1

\Delta x
+

\Delta x

2

\partial 2C

\partial x2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
xi

\partial C

\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
xi

Ci+1  - Ci - 1

2\Delta x
+

\Delta x2

12

\partial 4C

\partial x4

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
xi

(1.4)

Тому схема напрямлених рiзниць має перший порядок точностi, а схема цен-

тральних рiзниць другий порядок точностi. Таким же чином будується апро-

ксимацiя другої похiдної:

\partial 2C

\partial x2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
xi

=
Ci+1  - 2Ci + Ci - 1

\Delta x2
+O(\Delta x2) (1.5)

Похiднi по часу наближуються таким же чином. Позначивши верхнiм iнде-

ксом n поточний часовий крок, а n + 1 наступний часовий крок, можна

отримати неявну скiнченно-рiзницеву схему для розв’язку рiвняння (1.1):

Cn+1
i  - Cn

i

\Delta t
= D

Cn+1
i+1  - 2Cn+1

i + Cn+1
i - 1

\Delta x2
(1.6)

Така схема є неявною, бо просторовi похiднi визначаються на n+1 -му часово-

му кроцi та не дозволяють явно визначити з рiвняння Cn+1
i . Пiсля визначення

чисельної схеми задача розв’язання рiвняння в частинних похiдних зводиться

до розв’язання системи лiнiйних рiвнянь методами лiнiйної алгебри.
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1.4.2 Метод скiнченних елементiв

МСР використовує диференцiальну форму вихiдних рiвнянь. Є два аль-

тернативнi методи, якi використовують для побудови чисельного методу iн-

тегральнi форми рiвнянь: МСЕ та МКО. Використання iнтегральних форм є

кращим, оскiльки воно забезпечує бiльш природне задання граничних умов та

джерел завдяки менш строгим вимогам на регулярнiсть та гладкiсть розв’яз-

ку. Крiм того, воно краще пiдходить, нiж МСР для випадкiв складних гео-

метрiй в багатовимiрних задачах, так як iнтегральнi формулювання не зале-

жать вiд структури розрахункової сiтки. Рiвняння дифузiї можна записати

у формi:

\partial 

\partial t

L\int 
0

C(x, t)w(x)dx = D

L\int 
0

w(x)
\partial 2C

\partial x2
dx (1.7)

Тут w(x) – вагова функцiя, що визначає схему розв’язку.

В методi скiнченних елементiв апроксимацiя розв’язку будується у виглядi

розкладення по базових функцiях:

C\delta (x, t) =
N\sum 
i=1

Ci(t)Ni(x) (1.8)

де Ni(x)– базиснi функцiї. Розглянемо МСЕ на прикладi методу Гальоркiна,

коли базовi функцiї спiвпадають з ваговими функцiями. Якщо Ni(x) визна-

ченi на всiй розрахунковiй областi, то такi методи звуться спектральними.

Зазвичай Ni(x) кусково-лiнiйнi функцiї, що визначенi в декiлькох вузлах

навколо i . Перетворимо праву частину рiвняння (1.7):

L\int 
0

w(x)
\partial 2C

\partial x2
dx = w(L)

\partial C

\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
L

 - w(0)
\partial C

\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
0

 - 
L\int 

0

w(x)

\partial x

\partial C

\partial x
dx (1.9)

Таке спрощення дозволяє зменшити вимоги на гладкiсть розв’язку та робить

симметричною матрицю дискретизованої системи. Значення функцiй на кiн-
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цях iнтервалу задаються з граничних умов. Тепер, поклавши, згiдно (1.8)

C \approx C\delta (x, t) =
\sum N

i=1Ci(t)Ni(x) , та поклавши w(x) = Ni(x) отримаємо з

рiвняння (1.7):

\partial 

\partial t

L\int 
0

Ni(x)
N\sum 
i=1

Ci(t)Ni(x)dx =  - D
L\int 

0

dNi(x)

dx

L\sum 
0

Cj
dNi(x)

dx
dx (1.10)

Пiсля обрання дискретизацiї по часу, рiвняння (1.10) задає систему з N  - 1

лiнiйних рiвнянь (для кожного i = 2, N ).

1.4.3 Метод скiнченних об’ємiв

Для цього методу запис рiвняння в iнтегральнiй формi записується не для

всiєї розрахункової областi, а лише для деякого контрольного об’єму \Omega i в

околi вузла xi . Для одновимiрного випадку \Omega i = [xi - 1/2;xi+1/2] :

xi+1/2\int 
xi - 1/2

\partial C

\partial t
dx = D

xi+1/2\int 
xi - 1/2

\partial 2C

\partial x2
dx (1.11)

Апроксимувавши iнтеграл злiва по правилу середньої точки, та обчисливши

iнтеграл справа аналiтично, отримаємо:

\partial C

\partial t

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
xi

(xi+1/2  - xi - 1/2) = D

\Biggl( 
\partial C

\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
xi+1/2

 - \partial C

\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
xi - 1/2

\Biggr) 
(1.12)

Даний пiдхiд робить чисельну схему консервативною, якщо потiк речовини

на границi однiєї комiрки дорiвнює потоку на границi сусiдньої комiрки.

Для рiвномiрних прямокутних структурованих сiток всi три методи (МСР,

МСЕ, МСО) можуть приводити до однакових чисельних схем [247], але МСЕ

та МСО дозволяють використовувати бiльш загальний пiдхiд, що дозволяє

оперувати з нерiвномiрними та неструктурованими сiтками, що є значною

перевагою для задач складної геометрiї.
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1.4.4 Спектральний метод

Як вже було зазначено в роздiлi 1.4.2, спектральний метод використо-

вує розкладення функцiї по базисним функцiям (1.8) та належить до класу

скiнченно-елементних методiв Гальоркiна, в якому базиснi функцiї визначе-

нi на всiй розрахунковiй областi. В цьому сенсi спектральний метод, як i

традицiйний метод Гальоркiна є глобальними [47]. На вiдмiну методу скiнче-

них елементiв, значення коефiцiєнтiв при базисних функцiях в розкладi (1.8)

не вiдповiдають вузловим значенням функцiї. Iншою суттєвою вiдмiннiстю

спектрального методу є те, що в якостi базисних функцiй мають використо-

вуватись ортогональнi функцiї, тобто такi, що:
\infty \int 

 - \infty 

Ni(x)Nj(x)dx =

\left\{   0, i \not = j

\not = 0, i = j
(1.13)

Прикладами таких функцiй можуть бути ряди Фур’є, полiноми Лежандра,

полiноми Чебишева. Використання ортогональних функцiй дозволяє значно

спростити вигляд диференцiальних рiвнянь, та в деяких випадках отримати

розв’язки високої точностi при невеликiй кiлькостi членiв розкладу наближе-

ного розв’язку [47].

Розглянемо розв’язок рiвняння дифузiї (1.1) спектральним методом за до-

помогою розкладення функцiї в ряд Фур’є з кiлькiстю членiв N :

C\delta (x, t) =
N\sum 
i=1

Ci(t)e
ikx (1.14)

Тодi
\partial C\delta (x, t)

\partial t
=

N\sum 
i=1

\partial Ci(t)

\partial t
eikx (1.15)

\partial 2C\delta (x, t)

\partial x2
=  - 

N\sum 
i=1

Ci(t)k
2eikx (1.16)
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Пiдставляючи значення похiдних у вихiдне рiвняння, та використовуючи

теорему Гейне-Кантора, отримаємо систему диференцiальних рiвнянь вiдно-

сно коефiцiєнтiв Фур’є, в якiй вiдсутня похiдна по координатi:

\partial Ci(t)

\partial t
=  - k2Ci(t) (1.17)

Тепер цi рiвняння є звичайними диференцiальними рiвняннями, а не рiвня-

ннями в частинних похiдних. Розв’язувати їх можна будь-якими скiнченно

рiзницевими методами. Для того, щоб знайти початковi значення коефiцiєн-

тiв Фур’є Ci(0) можна скористатись швидким перетворенням Фур’є [104] для

початкового розподiлу концентрацiї. Детальнiше про задання граничних та

початкових умов в спектральних методах викладено в [47].

1.5 Обмеження сiткових методiв

Звичайнi сiтковi чисельнi методи є традицiйними та загальновживаними

методами обчислювальної гiдромеханiки. Незважаючи на зручнiсть та успi-

шнiсть їх застосування, їх використання пов’язано з деякими складностями,

що обмежують їх застосування до багатьох задач [184]. Побудова розрахун-

кової сiтки, що завжди передує розрахункам, може виявитись складною за-

дачею, особливо для областей складної неправильної форми. Сама задача

побудови сiтки вимагає складних математичних перетворень та розрахункiв,

що, в деяких випадках, може бути бiльш складною та ресурсомiсткою пробле-

мою, нiж, власне, самi розрахунки, для яких вона будується. Рухома вiльна

поверхня, рухомi бiчнi границi, та границi роздiлу мiж рiдинами завжди ста-

ють проблемою при використаннi ейлерових сiткових методiв в механiцi рiдин

та газiв. Для лагранжевих сiткових методiв обмеженням є великi деформацiї.

Значнi деформацiї лагранжевих сiток вимагають спецiальних пiдходiв, ада-
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птивної перебудови сiтки, що сильно впливає на складнiсть алгоритму та на

точнiсть обчислень. Складностi та обмеження сiткових методiв переконливо

проявляються в задачах про вибух або про розповсюдження ударних хвиль.

В таких задачах одночасно присутнi таки особливостi, як сильна неоднорi-

днiсть, великi деформацiї, рухома вiльна поверхня та границi. Такi властиво-

стi задач становлять значнi перешкоди до чисельного розв’язання сiтковими

методами.

Для подолання проблем з вiльною поверхнею було розроблено декiлька

модифiкацiй ейлерових сiткових методiв. Деякi проблеми з вiльною поверх-

нею розв’язуються модифiкованими сiтковими методами, наприклад, метод

маркерiв в клiтинцi (MAC, [138]). В методi MAC пасивнi маркери, що запов-

нюють всю область, що займає рiдина або газ, використовуються для вiдсте-

жування рiвня вiльної поверхнi та рухомих границь. Положення маркерiв,

що рухаються з швидкостями течiї показують заповненi та пустi розрахун-

ковi клiтинки та нове положення рухомих границь. Метод МАС належить

до сiткових методiв, хоча i використовує лагранжевi частинки в розрахун-

ках. Подiбну iдею вiдслiдковування вiльної поверхнi використовують мето-

ди VOF (Volume Of Fluids, методи об’ємiв рiдини). Такi методи (наприклад

SLIC [236], VOF [142], Young [321], FLAIR [56], HELMIT [132]) основанi на

використаннi скалярної функцiї, що вказує на ступiнь заповненостi клiтинки

рiдиною. Значення функцiї 0 вiдповiдає “сухiй” клiтинцi, а 1 – повнiстю за-

повненiй клiтинцi. Промiжнi значення означають, що в клiтинцi проходить

поверхня роздiлу. В залежностi вiд складностi алгоритму, поверхня роздiлу

може вважатися однорiдною в серединi клiтинки, або лiнiйною, або можуть

використовуватися бiльш складнi апроксимацiї. Для визначення скалярної

функцiї, тобто об’ємної концентрацiї рiдини в клiтинцi, розв’язується рiвня-

ння переносу, використовуючи поле швидкостей, що задане у вузлах сiтки.
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Такий метод дозволяє моделювати декiлька рiдин, що не змiшуються, так як в

однiй клiтинцi може знаходитися декiлька рiдин одночасно. Для кожної рiди-

ни необхiдно окремо розв’язувати рiвняння для своєї скалярної функцiї. Хоча

наведенi вище приклади дещо розширюють область застосовностi класичних

сiткових методiв, однак, вони є дещо штучними, i вносять новi складностi,

пов’язанi з чисельною реалiзацiєю подiбних алгоритмiв, зокрема чисельна

дисперсiя та стiйкiсть.

1.6 Метод частинок в клiтинках (PIC)

Лагранжево-Ейлеровий метод частинок в клiтинках (Particle-In-Cell Method

PIC) з’явився приблизно одночасно з методом MAC [119]. Подiбно методу

МАС вiн також використовує лагранжевi частинки та нерухому ейлерову роз-

рахункову сiтку. Але, на вiдмiну вiд МАС, в методi РIС частинки окрiм свого

положення в просторi (координат) мають додатковi властивостi, такi як маса

та густина рiдини. Метод РIС є, по сутi змiшаним Ейлерово-Лагранжевим

методом, бо для опису руху рiдини вiн використовує лагранжевi частинки,

а для розрахунку сил, що дiють на частинку використовує нерухому розра-

хункову сiтку. Огляд та класифiкацiя таких методiв данi в [184]. Розв’язок

рiвняння динамiки в методi РIС вiдбувається класичними сiтковими метода-

ми, наприклад методом скiнченних рiзниць. Але швидкостi та iншi власти-

востi вузлiв сiтки спершу розраховується методом усереднення властивостей

частинок у клiтинцi. Потiм, нове поле швидкостi на наступному часовому

кроцi отримується з розв’язку рiвняння динамiки на сiтцi. А далi вiдбуває-

ться рух частинок згiдно нового поля швидкостi в нове положення. Можна

розглядати метод РIС як модифiкований метод МАС iз зворотнiм впливом

частинок не тiльки на визначення рiвня вiльної поверхнi, а й на властивостi
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вузлiв розрахункової сiтки.

1.7 Безсiтковi методи частинок

Основна iдея безсiткових методiв полягає в тому, щоб використовувати для

розв’язку рiвнянь гiдродинамiки положення вузлiв (частинок) без структури

зв’язку мiж цими вузлами. Наявнiсть структури зв’язку мiж вузлами, власне,

i визначає розрахункову сiтку. Розв’язок розглядається в рухомих, або неру-

хомих точках, якi нiяким чином не пов’язанi одна з одною. Детальний огляд

безсiткових методiв викладений в [185]. Спiльною рисою для всiх безсiткових

методiв є початкова генерацiя та заповнення розрахункової областi та границi

областi незв’язаними мiж собою вузлами, або частинками. Вузли можуть бу-

ти розмiщенi нерiвномiрно. Визначається область впливу для кожного вузла,

в якiй буде враховуватися значення змiнних у вузлi для iнтерполяцiї змiнних

та впливу мiж вузлами. Так як в безсiткових методах немає структурованої

сiтки, що пов’язує вузли, то iнтерполяцiя змiнних для довiльної змiнної у до-

вiльнiй точцi x вiдбувається через значення змiнної у вузлах, що попадають

в область впливу

u(x) =
n\sum 
i=1

\phi i(x)ui (1.18)

де n– кiлькiсть вузлiв, в чию область впливу входить точка x , ui – значення

змiнної у вузлi i , \phi i(x)– функцiя ядра i -го вузла. Для простоти обмежи-

мось розглядом одновимiрних задач. Функцiя ядра приймає ненульовi значе-

ння лише в областi впливу вузла. За межами цiєї областi \phi i(x) обертається

в нуль. Для чисельного розв’язку задачi рiвняння задачi дискретизуються

за допомогою функцiї ядра. Процедура розв’язку дискретизованих рiвнянь

подiбна до кiнцево-елементних методiв.

Розвиток деяких безсiткових методiв розпочався понад 70-80 рокiв тому з
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методiв колокацiї [276,65]. Деякi з методiв починались з узагальненого мето-

ду скiнченних рiзниць (GFDM) з довiльними сiтками [246,134]. Одним iз най-

старших i найвiдомiших безсiткових методiв частинок є метом SPH (Smoothed

Particle Hydrodynamic), метод гiдродинамiки згладжених частинок, який спо-

чатку використовувався для моделювання астрофiзичних явищ, таких, як ви-

бух зiрок та розповсюдження хмар пилу, що не мають границь. Явний метод

гiдродинамiки згладжених частинок (SPH) [188,107,223,224,222,306] та неяв-

ний метод рухливих частинок (MPS) [135] опираються на модель Лагранжа

й не використовують обчислювальнi сiтки. Цi методи з успiхом використову-

ються при моделюваннi складних течiй, в тому числi руху рiдини iз вiльною

поверхнею, при моделюваннi турбулентних течiй, при моделюваннi поведiн-

ки багатофазних сумiшей, при моделюваннi пересування рiчкового русла, при

моделюваннi плавання тiл, при моделюваннi тривимiрних течiй.

Основнi безсiтковi методи частинок можна роздiлити за методами вибору

та представлення iнтерполюючої функцiї та знаходження просторових похi-

дних. Методи SPH вiдносяться до методiв iнтегрального представлення фун-

кцiї через функцiю ядра. Рухомий метод найменших квадратiв (MLS– Moving

Least squares) був вперше винайдений в роботi [178]. В основi методу MLS ле-

жить представлення функцiй у виглядi скiнченних рядiв. Метод PIM (Point

Interpolation Method) також використовує скiнченi ряди, але базиснi функцiї

розраховується не для всiх вузлiв, що потрапляють в область впливу точки. В

методi PIM використовується локальний розподiл вузлiв, що дозволяє змен-

шити кiлькiсть членiв ряду у порiвняннi з методом MLS.

Iснують iншi способи класифiкацiї безсiткових методiв, крiм зазначеної

класифiкацiї за вибором iнтерполюючої функцiї. Безсiтковi методи можна

також подiлити за формою запису вихiдних рiвнянь у сильнiй формi, слабiй

формi, та у змiшаних формах, коли деякi групи вузлiв можуть мати рiзнi
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властивостi. Також безсiтковi методи подiляються на об’ємнi (domain-type)

та граничнi (boundary-type) методи. Бiльш повна та детальна класифiкацiя

викладена в роботах [128,184,185,234,186,161]. В наступних кiлькох парагра-

фах бiльш детально описанi основнi методи згiдно класифiкацiї за методом

iнтерполювання.

1.7.1 Метод MLS

Рухомий метод найменших квадратiв був розвинений для побудови глад-

ких поверхонь при апроксимацiї даних, що заданi в неструктурованих то-

чках. Апроксимацiя деякої функцiї u в розрахунковiй областi пропонується

у виглядi полiному m -го порядку, але зi змiнними коефiцiєнтами. Локальна

апроксимацiя в точцi x в околi деякої точки x\prime визначається так:

u(x) =
m\sum 
i=0

xmai(x
\prime ) = pT (x)a(x\prime ) (1.19)

де

pT = (1 x x2 ... xm)

aT (x) = (a0(x) a1(x) a2(x) ... am(x))

Невiдомi коефiцiєнти ai(x) визначаються в будь-якiй точцi x через мiнiмiза-

цiю функцiонала I(x) , що визначається через зваженi рiзницi по всiм вузлам

i \in [1, n] , де визначенi значення функцiї ui :

I(x) =
n\sum 
i=1

W (x - xi) [u(xi, x) - ui]
2 =

n\sum 
i=1

W (x - xi)
\bigl[ 
pT (xi)a(x) - ui

\bigr] 2
(1.20)

де n– кiлькiсть вузлiв в околi точки x , де вагова функцiя W (x  - xi) не

дорiвнює нулевi.

Екстремум функцiоналу I(x) знаходиться з умови рiвностi нулю похiдних
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вiд I(x) по коефiцiєнтах ai(x) :
n\sum 
i=1

W (x - xi)2pj(xi)
\bigl[ 
pT (xi)a(x) - ui

\bigr] 2
= 0, j = 1, n (1.21)

Розв’язуючи систему лiнiйних рiвнянь (1.21), знаходяться невiдомi коефiцiєн-

ти ai(x) , а по ним вiдтворюється функцiя u(x) згiдно представлення (1.19).

Так як коефiцiєнти a(x) є функцiями вiд x , то в результатi такого алгоритму

будується неперервна, гладка крива або поверхня.

1.7.2 Метод PIM

В методi точкового iнтерполювання (PIM– Point Interpolation Method), по-

дiбно до методу MLS також використовується полiномiальне представлення

функцiї:

u(x) =
m\sum 
i=0

xmai = pT (x)a (1.22)

На вiдмiну вiд MLS, в методi PIM коефiцiєнти ai не залежать вiд координати.

Для того, щоб визначити коефiцiєнти ai , визначається область навколо точки

x , що мiстить n вузлiв iз значеннями функцiї. Коефiцiєнти ai визначаються

з умови рiвностi кривої або поверхнi (1.22) вузловим значенням функцiї:\left\{               

u1 = a0 + a1x1 + a2x
2
1 + ... amx

m
1

u2 = a0 + a1x2 + a2x
2
2 + ... amx

m
2

...

un = a0 + a1xn + a2x
2
n + ... amx

m
n

(1.23)

Систему лiнiйних рiвнянь можна записати в матричному виглядi

u = Pa (1.24)

u = (u1, u2, . . . , un)
T , a = (a1, a2, . . . , an)

T . P матриця коефiцiєнтiв системи.

Розв’язок системи можна представити у виглядi:

a = P - 1u (1.25)
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При цьому необхiдно задовольнити iснування оберненої матрицi P - 1 . За умо-

вами iснування такої матрицi можна звернутися до [186]. Знайденi таким чи-

ном коефiцiєнти ai не змiнюються при змiнi координати x , змiна коефiцiєнтiв

вiдбувається тiльки при змiнi шаблону з n вузлiв, по на якому розв’язується

система лiнiйних рiвнянь.

Пiдставляючи розв’язок (1.25) у представлення (1.22), отримаємо:

u(x) = pT (x)P - 1u =
n\sum 
i=1

\phi iui = \Phi T (x)u (1.26)

де

\Phi T (x) = pT (x)P - 1 = (\phi 1(x), \phi 2(x), . . . \phi n(x))

Вiд таких функцiй легко знайти похiднi, тому що iнтерполяцiйна функцiя

має полiномiальний вигляд. Похiдна l -го ступеня може бути обчислена так:

\Phi (l)(x) =

\left\{               

\phi 
(l)
1 (x)

\phi 
(l)
2 (x)
...

\phi 
(l)
n (x)

\right\}               
=
\partial lpT (x)
xl

P - 1 (1.27)

Вiдмiтимо, що, на вiдмiну вiд методу MLS, метод PIM при побудовi iнтер-

поляцiйної кривої або поверхнi точно задовольняє рiвнiсть значень кривої у

вузлових точках. Водночас, знайденi коефiцiєнти полiному є постiйним для

вибраного шаблону, тому побудована поверхня може бути не такою гладкою,

як при використаннi методу MLS.

1.7.3 Метод SPH

Особливiсть методу SPH полягає у введеннi штучної обчислювальної сти-

сливостi рiдини з високим показником полiтропи для того, щоб зробити рiвня-

ння задачi гiперболiчними та обмежити область їх iнтегрування. Рух в’язкої
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ньютонiвської рiдини в деякiй областi \Omega описується рiвняннями Нав’є-Стокса

\rho 
dva

dt
=  - \partial p

\partial xa
+

\partial 

\partial xb
(\mu \varepsilon ab) + \rho F a, (1.28)

рiвнянням нерозривностi
d\rho 

dt
+ \rho div\vec{}v = 0, (1.29)

та рiвнянням стану

p = p(\rho ). (1.30)

Тут верхнi та нижнi iндекси a , b = 1,2 (2D) або a , b = 1,2,3 (3D) пов’язанi

iз координатними напрямками x , y , z , вiдповiдно; \vec{}v = \{ va\} - компоненти

вектора швидкостi; p , \mu , \rho - тиск, коефiцiєнт динамiчної в’язкостi та густина

рiдини, вiдповiдно; \varepsilon ab =
\partial va

\partial xb
+
\partial vb

\partial xa
 - 2

3
div\vec{}v \cdot \delta ab  - компоненти тензора

швидкостей деформацiї; \delta ab  - дельта Кронекера.

Рiдина моделюється ансамблем взаємодiючих “рiдких” частинок. Введемо

максимальну вiдстань взаємодiї мiж частинками h (довжина згладжування).

Обмежимося спочатку двовимiрним рухом рiдини. Якщо навколо кожної iн-

дивiдуальної частинки описати коло радiусом 2h , тодi тiльки в серединi цього

кола заходяться частинки, якi взаємодiють iз центральною частинкою.

Нехай A деяка скалярна функцiя. Iнтерполяцiя за просторовими коорди-

натами за методом SPH заснована на наступнiй iнтегральнiй iнтерполяцiї

\langle A(r)\rangle =
\int 
\sigma 

A(r\prime )W (r  - r\prime , h\prime )dr\prime , (1.31)

де W (r  - r\prime , h\prime )  - це iнтерполяцiйне ядро, а h\prime представляє собою мас-

штаб згладжування для довiльної частинки iз областi \sigma . Представляючи

iнтеграл в (1.31) у виглядi iнтегральної суми, маємо

As(rj) =
n\sum 
i=1

Ai
Mi

\rho i
Wij. (1.32)
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Тут ri , Mi , \rho i  - радiус-вектор, маса та густина i -частинки, вiдповiдно;

n – число “рiдких” частинок (може змiнюватися у майбутньому); Wij = W (rj –

ri , hi) – кусково-неперервна кубiчна сплайн-функцiя Монахама (iнтерполя-

цiйне ядро або вагова функцiя) [223].

Використовуючи властивостi ядра, запишемо частиннi похiднi за просто-

ровими змiнними:

\nabla Ai =
\sum 
j

Mj

\rho j
Aj\nabla iWij. (1.33)

Отже, iнтерполяцiя за методом SPH полягає у тому, що за рахунок взаємо-

дiї тiльки сусiднiх частинок, всi члени у рiвняннях (1.28)-(1.30) представля-

ються у виглядi (1.32) або (1.33). Тобто основнi рiвняння набувають вигляду:

Рiвняння неперервностi

d\rho i
dt

=
\sum 
j

Mj (vi  - vj) \cdot \nabla iWij; (1.34)

або

\rho i =
\sum 
j

MjWij; (1.35)

рiвняння Нав’є-Стокса

dvai
dt

=  - 
\sum 
j

Mj

\biggl( 
pi + pj
\rho i\rho j

\partial Wij

\partial xai
+\Pi ab

ij

\partial Wij

\partial xbi

\biggr) 
+ F a

i ; (1.36)

рiвняння стану

p(\rho ) = P0

\biggl[ \biggl( 
\rho 

\rho 0

\biggr) \gamma 
 - 1

\biggr] 
(1.37)

та рiвняння руху частинок для визначення нового положення частинки

dri
dt

= vi + \omega 
\sum 
j

Mj

\biggl( 
vji
\=\rho ij

\biggr) 
Wij. (1.38)
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В’язкий член для рiвняння (1.36) у загальному випадку має вигляд :

\Pi ab
ij =

\mu i\varepsilon 
ab
i + \mu j\varepsilon 

ab
j

\rho i\rho j
, (1.39)

\varepsilon abi =
\sum 
j

Mj

\rho j
vbji

\partial Wij

\partial xai
+
\sum 
j

Mj

\rho j
vaji

\partial Wij

\partial xbi
 - 

 - 

\Biggl( 
2
3

\sum 
j

Mj

\rho j
vaji \cdot \nabla iWij

\Biggr) 
\delta ab

. (1.40)

Тут \omega – це параметр релаксацiї (0 \leq \omega \leq 1); vaji = vaj  - vai , \=\rho ij =

(\rho i + \rho j)/2 . Нехай \rho 0 – це деяка початкова густина рiдини (iндекс “0” вказує,

що параметр знаходиться у станi спокою або на нескiнченностi); \gamma – полiтро-

пний iндекс в рiвняннi стану : \gamma = \gamma a =1.4 для повiтря та \gamma = \gamma w =7 для

води. Згiдно введеної штучної обчислювальної стисливостi рiдини, початко-

вий тиск P0 буде пов’язаний iз швидкiстю звуку в рiдинi ( cs) :

cs =
\sqrt{} 
\gamma P0/\rho 0. (1.41)

Рiвняння стану (1.37) для частинки тодi набуває вигляду:

pi = B

\Biggl[ \biggl( 
\rho i
\rho 0

\biggr) 7

 - 1

\Biggr] 1/7
, (1.42)

де B = c2s \rho 0 / 7, \rho 0 = 1000 kg/m 3 . Для моделi SPH, що розглядається,

будемо вважати cs \approx 10 umax , де umax – це максимальна швидкiсть “рiд-

кої” частинки. Якщо при цьому у модель входить гiдростатичний тиск, тодi

початковий розподiл густини знаходять iз рiвняння стану (1.42) у виглядi:

\rho i = \rho 0

\biggl( 
1 +

\rho 0g(d - xi2)

B

\biggr) 1/7

. (1.43)

Тут d – початковий рiвень рiдини, xi2 – вертикальна координата частинки.

Iншi параметри в рiвняннi (1.43) тi ж самi, що й в рiвняннi (1.42).
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1.7.4 Безсiтковий лагранжевий метод для розв’язку рiвнянь мiл-

кої води

Для течiй з вiльною поверхнею в полi сили тяжiння рiвняння мiлкої во-

ди отримуються з рiвнянь Нав’є-Стокса шляхом усереднення за глибиною,

припускаючи, що горизонтальний масштаб набагато бiльший за вертикаль-

ний, вертикальна компонента швидкостi та її прискорення малi у порiвняннi

з горизонтальною, вертикальний градiєнт тиску близький до нуля, горизон-

тальна компонента швидкостi є рiвномiрною за глибиною.

Рiвняння мiлкої води можуть бути розв’язанi методом частинок [3] мето-

дом, подiбним до SPH, але без гiпотези штучної стисливостi. Розглянемо для

простоти випадок плоского дна, та знехтуємо силою Корiолiса. Тодi рiвняння

мiлкої води матимуть вигляд:

\partial h

\partial t
+ \vec{}\nabla (\vec{}uh) = 0

D\vec{}u

Dt
= g\vec{}\nabla h+ \vec{}F

(1.44)

де t - час, h - товщина шару; \vec{}u = (u, v) - усереднена по товщинi шару

швидкiсть у декартовiй системi координат \vec{}x = (x, y) , \vec{}\nabla - горизонтальний

диференцiальний оператор. \vec{}F може включати в себе зовнiшнi сили, сили

вязкого тертя, силу Корiолiса, \vec{}F = \vec{}F (\vec{}u, h, t)

Для розв’язання системи рiвнянь лагранжевим методом проведемо дис-

кретизацiю в часi рiвняння динамiки. Так як повна похiдна записується для

рухомої частинки, то
D\vec{}u

Dt
\approx \vec{}un+1  - \vec{}un

\Delta t
(1.45)

Тодi чисельна схема для розв’язку рiвняння динамiки виглядатиме так:

\vec{}un+1 = \vec{}un +
1

\Delta t

\Bigl( 
g\vec{}\nabla h+ \vec{}F (\vec{}u, h, t)

\Bigr) 
(1.46)
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В залежностi вiд того, на якому кроцi визначати \vec{}u в правiй частинi рiв-

няння, i в залежностi вiд вигляду функцiї \vec{}F (\vec{}u, h, t) можна отримати явнi,

або неявнi чисельнi схеми. Детальнiше про конкретнi види чисельних схем

обговорюється в роздiлi 5.2.2. В поточному роздiлi подано загальнi методи

побудови чисельного алгоритму для розв’язку рiвнянь мiлкої води методом

SPH.

Для визначення товщини шару h та його похiдних \vec{}\nabla h , скористаємось,

представленням (1.32,1.33).

h(rj) =
n\sum 
i=1

Mi

\rho i
Wij (1.47)

\vec{}\nabla h =
\sum 
j

Mj

\rho j
\vec{}\nabla Wij (1.48)

Тут Wij – двовимiрна вагова функцiя. Огляд по вибору можливих вагових

функцiй можна побачити, наприклад, в [184]. Зазвичай вибираються симетри-

чнi “гаусоподiбнi” функцiї або їх полiномiальнi наближення, щоб було просто

розрахувати як саму функцiю, так i її першi похiднi. Вiдмiннiсть вiд кла-

сичного методу SPH полягає в тому, що замiсть рiвняння для знаходження

тиску використовується рiвняння (1.47) для знаходження товщини шару рi-

дини. Градiєнт гiдростатичного тиску в рiвняннях мiлкої води (1.44) виража-

ється через \vec{}\nabla h , тому немає необхiдностi у використаннi штучної стисливостi

рiдини подiбно до класичних методiв SPH.

Таким чином, використовуючи (1.46) з представленнями (1.47,1.48) зна-

ходиться поле швидкостей в кожнiй точцi положення частинки. Двовимiрне

рiвняння нерозривностi є, по сутi, рiвнянням переносу, тому, при вiдомому по-

лi швидкостей, розв’язок такого рiвняння зводиться до iнтегрування рiвнянь
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руху для кожної частинки.
d\vec{}x

dt
= \vec{}u (1.49)

Представлений метод розв’язання рiвнянь мiлкої води вперше був запропо-

нований автором [3], схожi методи було розвинуто в роботах [63],[266]. Метод

взаємодiючих частинок для розв’язання рiвнянь мiлкої води використано в

роздiлi 5 для моделювання розтiкання нафтових плiвок по поверхнi води.

1.8 Висновки до роздiлу

В роздiлi дано короткий огляд ейлерових та лагранжевих, сiткових та без-

сiткових методiв розв’язання гiдродинамiчних задач, висвiтлюються перева-

ги, недолiки, проблеми i складностi при моделюваннi лагранжевими мето-

дами. Представлено новий метод розв’язку рiвнянь мiлкої води безсiтковим

методом взаємодiючих частинок.



Роздiл 2

ЧИСЕЛЬНЕ МОДЕЛЮВАННЯ

ПЕРЕНОСУ ТА ДИФУЗIЇ МЕТОДОМ

ЧАСТИНОК

Молекули рiдини, або частинки домiшок у рiдинi на мiкроскопiчному рiв-

нi рухаються за рахунок хаотичного випадкового руху молекул рiдини, що

називається броунiвським рухом (рис. 2.1). На бiльших масштабах рух части-

нок визначається випадковим каскадом вихорiв, що спричиняє турбулентну

дифузiю. Хоча молекулярна та турбулентна дифузiя є рiзними явищами за

своєю природою, однак, для моделювання цих процесiв можна застосовувати

подiбнi математичнi методи. Методи моделювання дифузiї частинок домiшок

у рiдинi розглянутi в наступних роздiлах.
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Рисунок 2.1: Механiзми молекулярної та турбулентної дифузiї

2.1 Моделювання процесу дифузiї методом випадкових

блукань

2.1.1 Броунiвський рух

Явище броунiвського руху було вiдкрите у 1827 ботанiком Робертом Бро-

уном, який при дослiдах iз маленьким частинками спор грибiв у водi помiтив

неперервний хаотичний рух таких частинок. Рух такої броунiвської частинки

визначається рiвнодiйною всiх сил, що спричиненi зiткненнями з молекула-

ми середовища. А. Ейнштейн в роботi [116] з умови того, що всi можливi

рухи рiвноймовiрнi, та можна знехтувати iнерцiєю частинки отримав, що в

такому випадку середнiй квадрат змiщення частинки пропорцiйний часу та

коефiцiєнту молекулярної дифузiї:

x2 = 2Dt (2.1)

Також Ейнштейн отримав вираз для коефiцiєнту дифузiї, як функцiї тем-

ператури, в’язкостi та дiаметру частинки. Спiввiдношення (2.1) лежить в
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Рисунок 2.2: Приклад двовимiрного Броунiвського руху [229]

основi чисельних методiв випадкових блукань, що основанi на розрахунку

випадкового змiщення частинки протягом часового кроку чисельної моделi.

Броунiвський рух називають випадковими блуканнями, тому що в кожний

момент часу частинка отримує випадкове змiщення незалежно вiд свого по-

переднього стану.

Детально математична теорiя броунiвського руху викладена в [312,233,

229]. З математичної токи зору, броунiвський рух є Вiнерiвсьским процесом.

Приклад двовимiрного броунiвського руху частинку зображений на рис. 2.2.

Такий процес можна описувати стохастичними рiвняннями Ланжевена для

траєкторiї руху частинки, або за допомогою рiвняння Фоккера-Планка, що є

детермiнованим та описує щiльнiсть розподiлу положення частинки.

2.1.2 Рiвняння Ланжевена

Рiвняння Ланжевена є наслiдком застосування другого закону Ньютона

для частинки, що рухається в рiдинi. Позначимо m - маса частинки, v -

вiдносна швидкiсть частинки та рiдини, тодi

m
dv
dt

= F - \gamma v+ \eta (t), (2.2)
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де F -масовi сили, що дiють на частинку, наприклад сила тяжiння, \gamma v - сила

в’язкого тертя, що для маленьких частинок визначається формулою Стокса

\gamma = 6\pi a\rho \nu ,

де a -радiус частинки, \nu – кiнематична в’язкiсть рiдини. \eta (t) - випадковий

Броунiвський процес, що представляє собою сили випадкових зiткнень з мо-

лекулами рiдини. За означенням броунiвського руху всi напрямки зiткнень

рiвноймовiрнi, тому матсподiвання випадкової величини \eta (t) = 0 . Сили, що

дiють на частинку в рiзнi моменти часу рiвноймовiрнi, тому немає кореля-

цiї, мiж випадковими величинами \eta (t)\eta (t\prime ) = 2D\gamma 2\delta (t - t\prime ) , тут \delta (t) - дельта

функцiя Дiрака. Тобто, середнiй добуток сил в довiльнi рiзнi моменти часу

дорiвнює нулю. В той же час середнiй квадрат сили є постiйною додатною

величиною.

Якщо припустити, що маса частинки настiльки мала, що можна знехту-

вати iнерцiйним членом, то рiвняння (2.2) спроститься до вигляду:

dx

dt
=

1

\gamma 
\eta (t) (2.3)

З рiвняння (2.3) слiдує, що якщо знехтувати масою частинки, швидкiсть

частинки пропорцiйна випадковiй силi, що на неї дiє. Таке рiвняння є схемою

випадкових блукань, де випадкове перемiщення в будь-який момент часу не

залежить вiд перемiщення в попереднi моменти часу. Рiвняння (2.3) можна

проiнтегрувати, щоб отримати випадкову траєкторiю [67]:

x(t) =
1

\gamma 

t\int 
0

\eta (t\prime )dt\prime (2.4)

Так як середнє випадкової величини \eta (t) = 0 , то i матсподiвання траєкторiї
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x(t) = 0 . Середнiй квадрат змiщення визначається як

x2(t) =
1

\gamma 2

t\int 
0

t\int 
0

\eta (t\prime )\eta (t\prime \prime )dt\prime dt\prime \prime , (2.5)

Звiдки, скориставшись незалежнiстю випадкових величин \eta (t\prime ), \eta (t\prime \prime ) , отри-

маємо вираз для середнього квадрату змiщення частинки протягом часу t

x2 = 2Dt,

що спiвпадає з виразом (2.1), тобто D є коефiцiєнтом дифузiї, для якого мо-

жна використовувати формулу Ейштейна-Стокса [115] для випадкових рухiв,

що викликанi молекулярними силами:

D =
kBT

6\pi \rho \nu a
, (2.6)

де kB – стала Больцмана, T - температура.

2.1.3 Рiвняння Фоккера-Планка

Броунiвський рух частинки можна описувати не у виглядi стохастично-

го рiвняння траєкторiї частинки, а у виглядi функцiї розподiлу положення

частинки f(x, t) такої, що ймовiрнiсть знаходження частинки в iнтервалi

[x;x+\Delta x] протягом iнтервалу часу [t; t+\Delta t] дорiвнює:

p = f(x, t)\Delta x\Delta t

Причому
 - \infty \int 

 - \infty 

f(x, t)dx = 1

у будь-який момент часу.

Розглянемо одновимiрне рiвняння Ланжевена, що не враховує iнерцiю ча-

стинки у виглядi:
dx

dt
= u(x, t) + \xi (t)

\surd 
2D (2.7)
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Тут u(x, t) -детермiноване поле швидкостi, що переносить частинку, \xi (t) стан-

дартний вiнерiвський процес (тобто \xi (t), \xi (s) є незалежними та \xi (t)  - \xi (s)

мають нормальний розподiл), такий, що \xi 2(t) = t . Для такого стохастичного

рiвняння вiдповiдне рiвняння для щiльностi ймовiрностi розподiлу положен-

ня частинки виглядає так:

\partial f(x, t)

\partial t
=  - \partial u(x, t)f(x, t)

\partial x
+
\partial 2D(x, t)f(x, t)

\partial x
(2.8)

Рiвняння (2.8)– рiвняння Фоккера-Планка для стохастичного процесу (2.7).

Тут розглядається випадок змiнного в просторi i часi коефiцiєнту дифузiї, це

буде важливо для подальшого розгляду чисельних методiв розв’язання цього

рiвняння та для порiвняння з рiвнянням адвекцiї-дифузiї.

2.1.4 Рiвняння переносу та дифузiї

Розглянемо тепер процес дифузiї як процес перемiшування i взаємного

проникнення атомiв чи молекул одної речовини з iншою. Дифузiя призво-

дить до виникнення руху у речовинi при неоднорiдному розподiлi частинок i

призводить з часом до їх рiвномiрного розподiлу. Згiдно першого закону Фiка,

потiк речовини, що проходить через деякий перерiз пропорцiйний градiєнту

концентрацiї цiєї речовини та площi перерiзу. Потiк направлений в сторону

зменшення концентрацiї:

J =  - DSdC
dx

(2.9)

тут S – площа уявного перерiзу, D – коефiцiєнт дифузiї. Якщо на дифунду-

ючи частинки речовини дiє зовнiшня сила та вони рухаються з середньою

швидкiстю u , тодi питомий потiк на одиницю площi дорiвнює

J =  - DdC
dx

+ uC (2.10)
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З першого закону Фiка шляхом розгляду балансу речовини в елементi \Delta x

протягом часу \Delta t , та переходячи до границi при \Delta x,\Delta t \rightarrow 0 , можна отри-

мати рiвняння дифузiї:

\partial C(x, t)

\partial t
=  - \partial u(x, t)C(x, t)

\partial x
+

\partial 

\partial x
D(x, t)

\partial C(x, t)

\partial x
(2.11)

Рiвняння дифузiї тут записано в одновимiрному виглядi та iз змiнним в часi

i просторi коефiцiєнтом дифузiї. Рiвняння (2.8) описує одновимiрну функцiю

розподiлу однiєї частинки в полi швидкостi та змiнного коефiцiєнту дифузiї.

Якщо n частинок мають щiльнiсть розподiлу f(x, t) то середня концентра-

цiя буде дорiвнювати \=C(x, t) = nmpf(x, t) , де mp – масса або заряд однiєї

частинки. Домноживши рiвняння (2.8) на nmp отримаємо рiвняння переносу

для середньої концентрацiї речовини. Якщо коефiцiєнт дифузiї є постiйним,

то рiвняння Фоккера-Планка (2.8), що домножене на масу частинки та рiвня-

ння дифузiї (2.11) збiгаються. Однак в загальному випадку вони не iдентичнi.

Перепишемо рiвняння дифузiї (2.11) таким чином, щоб привести його до

вигляду рiвняння (2.8):

\partial C(x, t)

\partial t
=  - \partial 

\partial x

\biggl( 
u(x, t) +

\partial D(x, t)

\partial x

\biggr) 
C(x, t) +

\partial 2D(x, t)C(x, t)

\partial x2
(2.12)

Рiвняння (2.12) вiдповiдає рiвнянню Фоккера-Планка (2.8) iз змiненою де-

термiнованою частиною (u + \partial D
\partial x замiсть u ). По модифiкованому рiвнянню

Фоккера-Планка можна вiдтворити вiдповiдний стохастичний процес:

dx

dt
= u(x, t) +

\partial D(x, t)

\partial x
+ \xi (t)

\sqrt{} 
2D(x, t) (2.13)

Розглянемо тепер перенос частинок турбулентним потоком. Обмежимось,

як i ранiше одновимiрним випадком. Знехтувавши молекулярною дифузiєю

запишемо рiвняння переносу:

\partial C

\partial t
=  - \partial uC

\partial x
(2.14)
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Представивши поля концентрацiї та швидкостi як суму середнiх детермiно-

ваних величин u,C та випадкових вiдхилень u\prime , C \prime . Тодi, зробивши усере-

днення по ансамблю, отримаємо рiвняння для турбулентного переносу:

\partial C

\partial t
=  - \partial uC

\partial x
 - \partial u\prime C \prime 

\partial x
(2.15)

Для використання рiвняння (2.15) необхiдно визначити кореляцiю u\prime C \prime . Одним

iз поширених замикань теорiї турбулентностi є напiвемпiрична теорiя, що

основана на гiпотезi Бусiнеска [35], яка пов’язує кореляцiї флуктуацiй швид-

костi та концентрацiї з градiєнтом середньої концентрацiї:

u\prime C \prime =  - D\partial C
\partial x

Де D – коефiцiєнт турбулентної дифузiї. В рамках цiєї гiпотези рiвняння тур-

булентного переносу перетворюється на рiвняння дифузiї

\partial C

\partial t
=  - \partial uC

\partial x
+

\partial 

\partial x
D
\partial C

\partial x
(2.16)

вiдносно середнiх полiв концентрацiї i течiї з коефiцiєнтом турбулентної ди-

фузiї замiсть молекулярної. Якщо вiдомий коефiцiєнт турбулентної дифузiї,

то для моделювання рiвняння (2.16) методом частинок можна застосувати

рiвняння Ланжевена (2.13) та будь-яку з чисельних схем його розв’язку.

Вiдомо, що рiвняння дифузiї не досить коректно працює в околi дiючо-

го або миттєвого джерела забруднення ([180] з посиланням на [316]), тому

що складно визначити коефiцiєнт дифузiї в таких умовах. Також вiдомо, що

траєкторiї частинок в турбулентному потоцi – криволiнiйнi кривi, сполуче-

нi раптовими змiнами напрямкiв ([296], рис. 2.3). Тобто, рухи частинок не

рiвноймовiрнi в кожний момент часу. Деякий час частинка може зберiгати

напрямок свого руху, або незначно вiдхилятися вiд нього. Це означає, що,

строго кажучи, на маленьких часових iнтервалах процес турбулентної дифу-

зiї не є маркiвським, який не залежить вiд стану системи в попереднi моменти
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Рисунок 2.3: Експериментальнi траєкторiї частинок, якi на початку знаходилися на вiд-

станi 2мм одна вiд одної [242]

часу, а залежить тiльки вiд стану систему в поточний момент часу. В робо-

тi [315] обговорюються методи моделювання турбулентного перемiшування в

атмосферному пограничному шарi для рiзних режимiв турбулентностi в за-

лежностi вiд характеристик турбулентностi. В нашiй роботi вважається, що

рiвняння адвекцiї-дифузiї описує процес турбулентного переносу та перемi-

шування з достатньою точнiстю. Основними параметрами є змiнне в просторi

поле швидкостей та коефiцiєнта турбулентного перемiшування.

В наступних роздiлах бiльш детально розглядаються чисельнi схеми, що

приводять до розв’язку рiвняння переносу та дифузiї методом частинок в

одномiрному та загальному випадках.
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2.1.5 Методи випадкових блукань для моделювання процесу ди-

фузiї

Для чисельної реалiзацiї рiвняння (2.13) необхiдно використовувати ге-

нератор випадкових чисел, щоб вiдтворити випадковий процес \xi (t) . Так як

\xi (t) стандартний вiнерiвський процес, то в кожний момент часу \xi (t) є ви-

падковою величиною з нульовим матсподiванням та середньоквадратичним

вiдхиленням, рiвним 1. Для чисельного розв’язку цього рiвняння при часовiй

дискретизацiї для моделювання такого процесу можна використовувати на

кожному часовому кроцi випадкову величину, що має будь-який розподiл з

нульовим матсподiванням та дисперсiєю 1. Наприклад, якщо r нормально

розподiлена величина з параметрами N(0, 1) , то чисельний алгоритм може

виглядати так:

xn+1 = xn + (u+
\partial D

\partial x
)\Delta t+ r\Delta t

\sqrt{} 
2D/\Delta t (2.17)

Якщо r – випадкова величина, що рiвномiрно розподiлена на [ - 1; 1] , то зро-

бивши масштабування цiєї величини, щоб забезпечити дисперсiю рiвну 1,

отримаємо чисельний алгоритм з iншим коефiцiєнтом:

xn+1 = xn + (u+
\partial D

\partial x
)\Delta t+ r\Delta t

\sqrt{} 
6D/\Delta t (2.18)

Алгоритми (2.17) та (2.18) є прикладами схеми випадкових блукань для чи-

сельного розв’язку методом частинок рiвняння адвекцiї-дифузiї iз змiнним в

просторi i часi коефiцiєнтом дифузiї.

Алгоритми випадкових блукань можуть будуватися рiзними методами [221].

Головна особливiсть методу, те, що положення частинок у наступнi моменти

часу визначається випадковим чином. Що, власне, випливає з назви методу.

Теорiя випадкових блукань викладена в [67], а короткий огляд практичних

реалiзацiй при застосуваннi до задач бiодифузiї (перемiшування бiологiчни-
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ми органiзмами) викладений в [221]. Одною з найпростiший схем випадкових

блукань є схема “п’яного матроса”, в якiй в кожний дискретний момент ча-

су робиться крок рiвної довжини, випадковим є напрямок пересування. В

такому випадку положення частинки розподiлене на колi навколо початко-

вого положення частинки. Якщо довжина стрибку має певний розподiл, то

положення частинки стає розподiленим по деякiй областi. Рiзнi методи побу-

дови схем випадкових блукань для розв’язку рiвняння переносу та дифузiї

обговорюються в наступних пiдроздiлах.

2.1.6 Випадковi блукання з неперервним часом

В загальному випадку для моделювання процесу дифузiї використовують

метод випадкових блукань з неперервним часом (CTRW - Continuous Time

Random Walk), що вперше був представлений в роботi [227] як узагальне-

ння фiзичного процесу дифузiї. Випадковi блукання з неперервним часом

дозволяють описати процеси аномальної дифузiї: випадки супердифузiї та

субдифузiї. Аномальна дифузiя – це процес дифузiї з нелiнiйною залежнi-

стю вiд часу, на вiдмiну вiд “нормальної” дифузiї, коли середньоквадратичне

вiдхилення пропорцiйне часу \sigma 2 \sim Dt . При аномальнiй дифузiї ця зале-

жнiсть описується степеневим законом \sigma 2 \sim Dt\alpha . При \alpha < 1 говорять про

субдифузiю, при \alpha > 1 явище називають супердифузiєю, яка виникає, на-

приклад, при розповсюдженнi рiдини в неоднорiдних пористих середовищах

[20,174]. При цьому супердифузiя спостерiгається, якщо проникнiсть зростає

зi збiльшенням насиченостi. Якщо ж, навпаки, проникнiсть зменшується, то

вiдбувається субдифузiя.

У механiзмi випадкового блукання з неперервним часом випадковим є не

тiльки змiщення частинки в кожний момент часу, але й час очiкування мiж
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стрибками. Такi моделi застосовуються, наприклад, коли подiї перемiшуван-

ня вiдбуваються дуже нерегулярно, та iнтервали мiж подiями можуть бути

великi, як, наприклад при бiотурбацiї [82]. Випадковий час очiкування та,

власне, випадкове змiщення мають певний розподiл. Тодi траєкторiю руху

частинки можна представити у виглядi суми випадкових змiщень:

xN = xN - 1 + JN = x0 +
N\sum 
i=1

Ji (2.19)

А загальний час складається з суми часiв очiкування.

tN = tN - 1 + JN = t0 +
N\sum 
i=1

ti (2.20)

В загальному випадку вважається, що час очiкування та змiщення частин-

ки, що в час t знаходиться в положеннi x має спiльну функцiю розподiлу

\Psi (x\prime , t\prime ;x, t) , таку, що
\infty \infty \int \int 

0  - \infty 

\Psi (x\prime , t\prime ;x, t)dx\prime dt\prime = 1 (2.21)

Якщо випадковi величини та незалежнi, а їх розподiл не залежить вiд

поточного положення та часу, то

\Psi (x\prime , t\prime ;x, t) = \Psi \tau (t
\prime )\Psi \lambda (x

\prime ) (2.22)

де \Psi \tau (t
\prime ),\Psi \lambda (x

\prime ) розподiл часу очiкування та довжини стрибка, що повнiстю

визначають траєкторiю частинки.

Якщо в початковий момент часу розподiл концентрацiї якоїсь речовини

був C0(x) , то в роботi [221] показано, що рiвняння для еволюцiї концентрацiї

виглядатиме так:

C(x, t) = C0(x)

\left(  1 - 
t\int 

0

\Psi \tau (t
\prime )dt\prime 

\right)  +

t \infty \int \int 
0  - \infty 

\Psi \tau (t
\prime )\Psi \lambda (x

\prime )C(x - x\prime , t - t\prime )dx\prime dt\prime 

(2.23)
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Середнiй час очiкування, середнє змiщення та середньоквадратичне вiдхиле-

ння визначаються як

\=t =
\int \infty 
0 t\prime \Psi \tau (t

\prime )dt\prime 

\=x =
\int \infty 
 - \infty x\prime \Psi \lambda (x

\prime )dx\prime 

\sigma 2 =
\int \infty 
 - \infty (x\prime  - \=x)2\Psi \lambda (x

\prime )dx\prime 

(2.24)

З цього еволюцiйного рiвняння можна отримувати конкретнi схеми ви-

падкових блукань, пiдставляючи вiдомi вирази для розподiлiв \Psi \tau (t
\prime ),\Psi \lambda (x

\prime ) .

Наприклад, якщо схема з детермiнованим часовим кроком tc , то \Psi \tau (t
\prime ) =

\delta (t\prime  - tc) , i тодi рiвняння еволюцiї концентрацiї для кожного часового кроку

буде таким:

CN+1(x) =

\infty \int 
 - \infty 

\Psi \lambda (x
\prime )CN(x - x\prime )dx\prime (2.25)

В роботi [221] було проведено класифiкацiя режимiв дифузiї в залежностi

вiд вигляду функцiй \Psi \tau (t
\prime ),\Psi \lambda (x

\prime ) . У випадку, якщо \Psi \tau ,\Psi \lambda мають вигляд

дельта функцiї або мають скiнчене середнє та середньоквадратичне вiдхиле-

ння, то такий процес описує “нормальну” дифузiю. Якщо \Psi \lambda має нескiнченну

дисперсiю, то в такий спосiб можна описати супердифузiю. Якщо \Psi \tau має не-

скiнченне середнє, то маємо процесс субдифузiї. В роботi [221] було показано,

що, якщо мати справу з нормальною дифузiєю, то через час t \gg \=t згiдно

закону великих чисел розподiл концентрацiї збiгається до розв’язку рiвняння

дифузiї, з коефiцiєнтом дифузiї, що визначається через середнiй час очiкува-

ння та дисперсiю змiщення:

\partial C

\partial t
=
\sigma 2

\=t

\partial 2C

\partial t2
(2.26)

В нашiй роботi не розглядаються процеси аномальної дифузiї. Чисельнi ме-

тоди, що використовуються для розрахункiв, основанi на схемi випадкових
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блукань з детермiнованим часом очiкування. Основна увага придiляється ме-

тодам побудови функцiї розподiлу змiщення для розв’язку рiвняння адвекцiї-

дифузiї в неоднорiдному полi швидкостi та при неоднорiдному коефiцiєнтi

перемiшування.

2.1.7 Одновимiрний процес випадкових блукань

В роботах [146],[307] було показано, що чисельний алгоритм (2.17) або

(2.18), хоча i призводять до правильного змiщення центра мас частинки (мат-

сподiвання), але некоректно вiдтворює дисперсiю розподiлу, що має вiдповiд-

ати рiвнянню адвекцiї-дифузiї при неоднорiднiй дифузiї. В роботах [146],[307]

отримано, що, якщо у випадку, коли коефiцiєнт дифузiї змiнюється лiнiйно

в околi положення частинки D = D0 + xD\prime 
0 , то коректний алгоритм має

виглядати так:

\Delta x = (u+D\prime 
0)\Delta t+ r\Delta t

\sqrt{} 
2D(x0 + (u+D\prime 

0)t/2)/\Delta t (2.27)

Тобто, коефiцiєнт дифузiї має бути розрахований не в точцi де знаходилась

частинка в попереднiй момент часу, а в точцi посерединi шляху детермiнова-

ного змiщення центру масс.

Узагальнимо цей пiдхiд для випадку неоднорiдної швидкостi. Для цього

розрахуємо моменти розподiлу частинки, що рухається в змiнному полi швид-

костi i коефiцiєнту дифузiї згiдно одновимiрного рiвняння адвекцiї-дифузiї.

Рiвняння (2.11) записано в консервативнiй формi (за умови \partial u/\partial x = 0 ).

Але для змiнної швидкостi в одновимiрному випадку використаємо рiвняння

адвекцiї-дифузiї в неконсервативнiй формi:

\partial C

\partial t
=  - u\partial C

\partial x
+

\partial 

\partial x
D
\partial C

\partial x
(2.28)

для спрощення припустимо, що u,D не залежать вiд часу. Будемо шукати
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моменти розподiлу

Mn =

\infty \int 
 - \infty 

xnCdx (2.29)

Домножимо рiвняння 2.11 на xn та проiнтегруємо в межах [ - \infty ;\infty ]

dMn

dt
=  - 

\infty \int 
 - \infty 

xnu
\partial C

\partial x
dx+

\infty \int 
 - \infty 

xn
\partial 

\partial x
D
\partial C

\partial x
dx (2.30)

Проiнтегрувавши два рази частинами, та враховуючи, що xnC, xn\partial C/\partial x пря-

мує до нуля на нескiнченностi, отримаємо

dMn

dt
= n

\infty \int 
 - \infty 

xn - 1(u+D\prime )Cdx+

\infty \int 
 - \infty 

xnu\prime Cdx+ n(n - 1)

\infty \int 
 - \infty 

xn - 2DCdx (2.31)

Якщо, ми розглядаємо розподiл окремої частинки, то вiдповiднi початковi

умови є такими:

C(x, 0) = \delta (x)
\infty \int 

 - \infty 
C(x, 0)dx = 1

M1(0) = 0

M2(0) = 0

(2.32)

Та всi моменти вищих порядкiв дорiвнюють нулевi. Нас будуть цiкавити тiль-

ки першi два моменти, якi визначають матсподiвання та дисперсiю змiщення

частинки. Розкладемо швидкiсть та коефiцiєнт дифузiї в ряд Тейлора в околi

початкового положення точки x = x0 , та залишимо лише першi два члени:

u(x) = u0 + u\prime 0x

D(x) = D0 +D\prime 
0x

(2.33)

Отримаємо рiвняння для перших двох моментiв:

dM1

dt
= u0 +D\prime 

0 + 2u\prime 0M1

dM2

dt
= 2(u0 +D\prime 

0)M1 + 3u\prime 0M2 + 2D0 + 2D\prime 
0M1

(2.34)
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Перше рiвняння можна розв’язати незалежно, з вiдповiдними початковими

умовами розв’язок має вигляд:

M1(t) =
u0 +D\prime 

0

2u\prime 0

\Bigl( 
e2u

\prime 
0t  - 1

\Bigr) 
(2.35)

Пiдставляючи отриманий розв’язок в друге рiвняння системи та iнтегруючи

його з початковою умовою M2(0) = 0 , отримаємо:

M2(t) =
2D0

3u\prime 0

\Bigl( 
e3u

\prime 
0t  - 1

\Bigr) 
 - (u0 +D\prime 

0)
2

12u
\prime 2
0

\Bigl( 
eu

\prime 
0t  - 1

\Bigr) 2 \Bigl( 
2eu

\prime 
0t + 1

\Bigr) 
+

D\prime 
0(u0 +D\prime 

0)

3u
\prime 2
0

\Bigl( 
eu

\prime 
0t  - 1

\Bigr) 2 \Bigl( 
2eu

\prime 
0t + 1

\Bigr) (2.36)

Тепер можна знайти дисперсiю розподiлу

M2  - M 2
1 =

2
\bigl( 
e3u

\prime 
0t  - 1

\bigr) 
3u\prime 0

\Biggl( 
D0 +D\prime 

0M1

\bigl( 
2eu

\prime 
0t + 1

\bigr) 
(eu

\prime 
0t + 1) (e2u

\prime 
0t + eu

\prime 
0t + 1)

 - 

(u0 +D\prime 
0)

2
\bigl( 
eu

\prime 
0t  - 1

\bigr) 3 \bigl( 
3eu

\prime 
0t + 1

\bigr) 
8u

\prime 2
0 (e3u

\prime 
0t  - 1)

\Biggr) (2.37)

Легко пересвiдчитись, що переходячи до границi при u\prime 0 \rightarrow 0 , отримаємо

формулу, що було отримано в роботi [146]

M2  - M 2
1 = 2D(M1/2)t (2.38)

Тобто рiвняння (2.37) є узагальненням одновимiрного рiвняння (2.38) для ви-

падку змiнної в просторi швидкостi. В одновимiрному випадку змiнна швид-

кiсть означає, що не виконується умова нерозривностi (\partial u/\partial x = 0 ). Такi

задачi можуть виникати, якщо частинка, що рухається не є пасивною домi-

шкою в потоцi. Наприклад, якщо частинка має прискорення внаслiдок сут-

тєвої маси, якою не можна знехтувати. Або при моделюваннi осiдання части-

нок зв’язних намулiв, коли вiдбувається процес флокуляцiї. При флокуляцiї

швидкiсть осiдання частинок може не бути постiйною, а залежати вiд локаль-

ної концентрацiї намулiв та характеристик турбулентностi. В такому випадку

чисельна схема реалiзацiї стохастичного процесу виглядатиме:
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\Delta x =M1(\Delta t) +R
\sqrt{} 
M2(\Delta t) - M 2

1 (\Delta t) (2.39)

Де R – випадкова величина з нульовим матсподiванням та одиничною дис-

персiєю. Таким чином побудовано новий алгоритм, що задається формулами

(2.35,2.37,2.39) для моделювання одновимiрного переносу та дифузiї в нео-

днорiдному полi течiї та коефiцiєнта перемiшування.

2.1.8 Тривимiрна схема випадкових блукань

Для того, щоб побудувати чисельну схему випадкових блукань з незмi-

щеною дисперсiєю, розглянемо тепер тривимiрне рiвняння адвекцiї-дифузiї в

консервативному виглядi та методи його розв’язання лагранжевим методом

\partial C

\partial t
=  - \partial uC

\partial x
 - \partial vC

\partial y
 - \partial wC

\partial z
+

\partial 

\partial x
D
\partial C

\partial x
+

\partial 

\partial y
D
\partial C

\partial y
+

\partial 

\partial z
D
\partial C

\partial z
(2.40)

Тут C = C(x, y, z, t), u = u(x, y, z), v = u(x, y, z), w = u(x, y, z), D =

D(x, y, z) Як i в одновимiрному випадку будемо будувати такий розподiл

положення кожної окремої частинки, щоб задовольнити рiвнiсть матсподiва-

ння та дисперсiї розв’язку рiвняння (2.40). Введемо позначення для моментiв

тривимiрної випадкової величини

Mi,j,k =

\infty \infty \infty \int \int \int 
 - \infty  - \infty  - \infty 

xiyjzkC dx dy dz (2.41)

Тодi, домножуючи обидвi частини рiвняння (2.40) на xiyjzk отримаємо систе-

му звичайних диференцiальних рiвнянь для моментiв розподiлу випадкової
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величини:

dMi,j,k

dt
= i

\infty \infty \infty \int \int \int 
 - \infty  - \infty  - \infty 

xi - 1yjzk(u+D\prime 
x)C dx dy dz +

j

\infty \infty \infty \int \int \int 
 - \infty  - \infty  - \infty 

xiyj - 1zk(v +D\prime 
y)C dx dy dz +

k

\infty \infty \infty \int \int \int 
 - \infty  - \infty  - \infty 

xiyjzk - 1(w +D\prime 
z)C dx dy dz +

i(i - 1)

\infty \infty \infty \int \int \int 
 - \infty  - \infty  - \infty 

xi - 2yjzkDC dx dy dz +

j(j  - 1)

\infty \infty \infty \int \int \int 
 - \infty  - \infty  - \infty 

xiyj - 2zkDC dx dy dz +

k(k  - 1)

\infty \infty \infty \int \int \int 
 - \infty  - \infty  - \infty 

xiyjzk - 2DC dx dy dz (2.42)

Для того, щоб знайти iнтеграли в рiвняннях (2.42), розкладемо невiдомi фун-

кцiї u(x, y, z), v(x, y, z), w(x, y, z), D(x, yz) в ряди Маклорена:

u =
\infty \sum 
n=0

\infty \sum 
m=0

\infty \sum 
l=0

1

n!m! l!

\partial (n+m+l)

\partial xn\partial ym\partial zl
u(0, 0, 0)xnymzl

v =
\sum 
n=0

\infty \sum 
m=0

\infty \sum 
l=0

1

n!m! l!

\partial (n+m+l)

\partial xn\partial ym\partial zl
v(0, 0, 0)xnymzl

D =
\sum 
n=0

\infty \sum 
m=0

\infty \sum 
l=0

1

n!m! l!

\partial (n+m+l)

\partial xn\partial ym\partial zl
D(0, 0, 0)xnymzl

w =
\sum 
n=0

\infty \sum 
m=0

\infty \sum 
l=0

1

n!m! l!

\partial (n+m+l)

\partial xn\partial ym\partial zl
w(0, 0, 0)xnymzl

D =
\sum 
n=0

\infty \sum 
m=0

\infty \sum 
l=0

1

n!m! l!

\partial (n+m+l)

\partial xn\partial ym\partial zl
D(0, 0, 0)xnymzl

(2.43)

Тепер, пiдставляючи вирази (2.43) в (2.42) отримаємо загальнi рiвняння для

знаходження моментiв:



60

dMi,j,k

dt
= i

\infty \sum 
n=0

\infty \sum 
m=0

\infty \sum 
l=0

1

n!m! l!

\partial (n+m+l)u0
\partial xn\partial ym\partial zl

Mi+n - 1,j+m,k+l +

i
\infty \sum 
n=1

\infty \sum 
m=0

\infty \sum 
l=0

n

n!m! l!

\partial (n+m+l)D0

\partial xn\partial ym\partial zl
Mi+n - 2,j+m,k+l +

j
\infty \sum 
n=0

\infty \sum 
m=0

\infty \sum 
l=0

1

n!m! l!

\partial (n+m+l)v0
\partial xn\partial ym\partial zl

Mi+n,j+m - 1,k+l +

j
\infty \sum 
n=0

\infty \sum 
m=1

\infty \sum 
l=0

m

n!m! l!

\partial (n+m+l)D0

\partial xn\partial ym\partial zl
Mi+n,j+m - 2,k+l +

k
\infty \sum 
n=0

\infty \sum 
m=0

\infty \sum 
l=0

1

n!m! l!

\partial (n+m+l)w0

\partial xn\partial ym\partial zl
Mi+n,j+m,k+l - 1 +

k
\infty \sum 
n=0

\infty \sum 
m=0

\infty \sum 
l=1

l

n!m! l!

\partial (n+m+l)D0

\partial xn\partial ym\partial zl
Mi+n,j+m,k+l - 2 +

i(i - 1)
\infty \sum 
n=0

\infty \sum 
m=0

\infty \sum 
l=0

1

n!m! l!

\partial (n+m+l)D0

\partial xn\partial ym\partial zl
Mi+n - 2,j+m,k+l +

j(j  - 1)
\infty \sum 
n=0

\infty \sum 
m=0

\infty \sum 
l=0

1

n!m! l!

\partial (n+m+l)D0

\partial xn\partial ym\partial zl
Mi+n,j+m - 2,k+l +

k(k  - 1)
\infty \sum 
n=0

\infty \sum 
m=0

\infty \sum 
l=0

1

n!m! l!

\partial (n+m+l)D0

\partial xn\partial ym\partial zl
Mi+n,j+m,k+l - 2 (2.44)

Для того, щоб знайти матсподiвання да дисперсiю у напрямку осей, достатньо

знайти моменти у напрямку цих осей (Mi,0,0,M0,j,0,M0,0,k ), для яких можна

отримати простiшi вирази:

dMi,0,0

dt
= i

\infty \sum 
n=0

\infty \sum 
m=0

\infty \sum 
l=0

1

n!m! l!

\partial (n+m+l)u0
\partial xn\partial ym\partial zl

Mi+n - 1,m,l +

i
\infty \sum 
n=1

\infty \sum 
m=0

\infty \sum 
l=0

n

n!m! l!

\partial (n+m+l)D0

\partial xn\partial ym\partial zl
Mi+n - 2,m,l

+i(i - 1)
\infty \sum 
n=0

\infty \sum 
m=0

\infty \sum 
l=0

1

n!m! l!

\partial (n+m+l)D0

\partial xm\partial yl
Mi+n - 2,m,l (2.45)
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dM0,j,0

dt
= j

\infty \sum 
n=0

\infty \sum 
m=0

\infty \sum 
l=0

1

n!m! l!

\partial (n+m+l)v0
\partial xn\partial ym\partial zl

Mn,j+m - 1,l +

j
\infty \sum 
n=0

\infty \sum 
m=1

\infty \sum 
l=0

m

n!m! l!

\partial (n+m+l)D0

\partial xn\partial ym\partial zl
Mn,j+m - 2,l

+j(j  - 1)
\infty \sum 
n=0

\infty \sum 
m=0

\infty \sum 
l=0

1

n!m! l!

\partial (n+m+l)D0

\partial xm\partial yl
Mn,j+m - 2,l (2.46)

dM0,0,k

dt
= k

\infty \sum 
n=0

\infty \sum 
m=0

\infty \sum 
l=0

1

n!m! l!

\partial (n+m+l)w0

\partial xn\partial ym\partial zl
Mn,m,k+l - 1 +

k

\infty \sum 
n=0

\infty \sum 
m=0

\infty \sum 
l=1

l

n!m! l!

\partial (n+m+l)D0

\partial xn\partial ym\partial zl
Mn,m,k+l - 2

+k(k  - 1)
\infty \sum 
n=0

\infty \sum 
m=0

\infty \sum 
l=0

1

n!m! l!

\partial (n+m+l)D0

\partial xm\partial yl
Mn,m,k+l - 2 (2.47)

Формули (2.44,2.45,2.46,2.47) є точними та дозволяють обчислити момен-

ти високих порядкiв якщо вiдомi всi похiднi вiд швидкостi течiї та коефiцi-

єнту дифузiї. M1,0,0,M0,1,0,M0,0,1 – x,y,z координати положення центру мас.

D[x] = M2,0,0  - M 2
1,0,0 – дисперсiя у напрямку x, D[y] = M0,2,0  - M 2

0,1,0 –

дисперсiя у напрямку y, D[z] = M0,0,2  - M 2
0,0,1 – дисперсiя у напрямку z.

Отримаємо тепер наближенi вирази для двовимiрної чисельної схеми. Щоб

знайти матсподiвання та дисперсiї двовимiрної випадкової величини нас бу-

дуть цiкавити моменти M1,0,M0,1,M2,0,M0,2,M1,1 . Враховуючи, що M0,0 = 1 ,

випишемо рiвняння для цих моментiв вiдкидаючи члени вище другого поряд-

ку в рядах Маклорена:
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dM1,0

dt
= u0 +D\prime 

x +
\partial 

\partial x
(u0 +D\prime 

x)M1,0 +
\partial 

\partial y
(u0 +D\prime 

x)M0,1

dM0,1

dt
= v0 +D\prime 

y +
\partial 

\partial x

\bigl( 
v0 +D\prime 

y

\bigr) 
M1,0 +

\partial 

\partial y

\bigl( 
v0 +D\prime 

y

\bigr) 
M0,1

dM1,1

dt
= (u0 +D\prime 

x)M0,1 +
\bigl( 
v0 +D\prime 

y

\bigr) 
M1,0 +

\partial 

\partial x

\bigl( 
v0 +D\prime 

y

\bigr) 
M2,0

+
\partial 

\partial y
(u0 +D\prime 

x)M0,2 +

\biggl( 
\partial u

\partial x
+
\partial v

\partial y

\biggr) 
M1,1

dM2,0

dt
= 2D0 + 2(u0 + 2D\prime 

x)M1,0 + 2u\prime xM2,0 + 2D\prime 
yM0,1 + 2u\prime yM1,1

dM0,2

dt
= 2D0 + 2(v0 + 2D\prime 

y)M0,1 + 2v\prime yM0,2 + 2D\prime 
xM1,0 + 2v\prime xM1,1

(2.48)

Першi два рiвняння можуть бути розв’язанi незалежно вiд iнших i є рiвня-

ннями траєкторiї руху центру мас. Останнiй член третього рiвняння обер-

тається в нуль внаслiдок рiвняння нерозривностi. В загальному випадку iн-

тегрування даної системи виглядає дуже громiздким, тому для практичного

використання можна скористатися чисельними схемами розв’язання системи

лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого порядку. В деяких окремих ви-

падках простих течiй рiвняння можуть бути проiнтегрованi аналiтично для

аналiзу точностi чисельної схеми.

Пiсля того, як знайдений розв’язок системи (2.48) через часовий крок \Delta t ,

нове положення частинки слiд отримати згiдно алгоритму:

xn+1 = xn +M1,0(\Delta t) +R
\sqrt{} 
M2,0(\Delta t) - M 2

1,0(\Delta t)

yn+1 = yn +M0,1(\Delta t) +R
\sqrt{} 
M0,2(\Delta t) - M 2

0,1(\Delta t)
(2.49)

Тут R – будь-яка випадкова величина, що має нульове матсподiвання та оди-

ничну дисперсiю. Використовуючи викладений в цьому роздiлi пiдхiд можна

отримати схеми бiльш високих порядкiв, залишаючи бiльше членiв нескiнчен-

них рядiв та знаходячи моменти вищих порядкiв. В загальному випадку, при

неоднорiдному полi швидкостi та коефiцiєнтi дифузiї, розподiл випадкової
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величини може стати несиметричним, i потрiбно розраховувати асиметрiю,

ексцес розподiлу, та генерувати випадкову величину з вiдповiдним законом

розподiлу. Якщо ж задовольнитися тiльки другими моментами та лiнiйним

наближенням невiдомих функцiй, то можна провести моделювання за допо-

могою симетричних випадкових величин.

2.1.9 Схема випадкових блукань в горизонтально однорiдному по-

тоцi

В попереднiх параграфах, розглянуто метод побудови загальної схеми

випадкових блукань з незмiщеною дисперсiєю в одно- дво- та тривимiрних

випадках. Для одновимiрного випадку отримано аналiтичний розв’язок у ви-

падку, якщо швидкiсть та коефiцiєнт дифузiї є лiнiйними функцiями коорди-

нати в околi точки положення частинки. В цьому параграфi знаходиться iн-

ший аналiтичний одновимiрний розв’язок для матсподiвання та дисперсiї для

випадку квадратичного коефiцiєнту дифузiї. Для цього розглянемо однови-

мiрну задачу, в якiй коефiцiєнт дифузiї описується квадратичною функцiєю,

тобто має скiнчену другу похiдну у всiй областi моделювання. Така задача

виникає, наприклад, при розглядi переносу завислих намулiв в горизонтально

однорiдному каналi. Вiдповiдна постановка ейлерової задачi буде мати вигляд

\partial C

\partial t
+ ws

\partial C

\partial z
=

\partial 

\partial z
Kz

\partial C

\partial z
, (2.50)

z = a - H : Kz
\partial C

\partial z
= wsCa;

z = 0 : Kz
\partial C

\partial z
= wsC;

t = 0 : C = 0.

де ws – постiйна швидкiсть осiдання пiщинок, Kz = Kz(z) – коефiцiєнт вер-

тикальної дифузiї. Профiль коефiцiєнту вертикальної дифузiї заданий у ви-
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глядi:

K(z) = \kappa u\ast z
\Bigl( 
1 - z

H

\Bigr) 
.

Рiвняння (2.50) має аналiтичний стацiонарний розв’язок (профiль Рауза).

C(z) = Ca

\biggl( 
h - z

z

a

h - a

\biggr) ws
\kappa u\ast 

. (2.51)

Для розв’язку рiвняння 2.50 методом частинок знайдемо вирази для моментiв

розподiлу частинок застосувавши формули 2.42. Розв’яжемо спочатку задачу

використавши змiстивши початок координат в точку положення частинки z0

та розклавши коефiцiєнт дифузiї в ряд Маклорена в околi положення точки:

K(z) = K0 +K \prime 
0z +

K \prime \prime 
0

2
z2

K0 = \kappa u\ast z0

\Bigl( 
1 - z0

H

\Bigr) 
, K \prime 

0 = \kappa u\ast 

\biggl( 
1 - 2z0

H

\biggr) 
, K \prime \prime 

0 =  - 2
\kappa u\ast 
H

Отримаємо рiвняння для перших двох моментiв:

dM1

dt
=  - ws +K \prime 

0 +K \prime \prime 
0M1

dM2

dt
= 2( - ws +K \prime 

0)M1 + 3K \prime \prime 
0M2 + 2K \prime 

0M1 + 2K0

(2.52)

Розв’язавши систему з початковими умовами M1(0) =M2(0) = 0 , отримаємо

розв’язки для середнього змiщення та дисперсiї:

M1(t) =
 - ws +K \prime 

0

K \prime \prime 
0

\Bigl( 
eK

\prime \prime 
0 t  - 1

\Bigr) 
(2.53)

M2(t) - M 2
1 (t) =

2(e3K
\prime \prime 
0 t  - 1)

3K \prime \prime 
0

\cdot \biggl[ 
K0 +K \prime 

0

M1

2

(eK
\prime \prime 
0 t  - 1)(eK

\prime \prime 
0 t + 2)

e3K
\prime \prime 
0 t  - 1

+K \prime \prime 
0

M 2
1

2

(eK
\prime \prime 
0 t  - 1)

e3K
\prime \prime 
0 t  - 1

\biggr] (2.54)

Або, якщо використати розкладення коефiцiєнту дифузiї в ряд Маклорена,

то можна отримати бiльш компактний запис:
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D(t) =M2(t) - M 2
1 (t) =

2(e3K
\prime \prime 
0 t  - 1)

3K \prime \prime 
0

K(z1) +K(z2)

2

z1,2 =M1
eK

\prime \prime 
0 t  - 1

2(e3K
\prime \prime 
0 t  - 1)

\Bigl[ 
2 + eK

\prime \prime 
0 t(1\pm 

\surd 
3)
\Bigr] (2.55)

У випадку квадратичної залежностi коефiцiєнту дифузiї обчислення дис-

персiї не звелося до обчислення коефiцiєнту дифузiї в однiй точцi, як у ви-

падку лiнiйного коефiцiєнту. У випадку квадратичного K(z) обчислення дис-

персiї зводиться до обчислення значення коефiцiєнту дифузiї в двох точках.

Обидвi точки лежать у промiжку z1,2 \in (0,M1) , тобто в промiжку вiд по-

чаткового положення до точки змiщення центру мас. В початковi моменти

часу

z1,2 =
M1

2

\biggl( 
1\pm 1\surd 

3

\biggr) 
А при прямуваннi часу до нескiнченностi двi точки збiгаються до одного

значення:

lim
t\rightarrow \infty 

z1,2 =M1

Якщо пiдставити вiдомi вирази для коефiцiєнту дифузiї, то отримаємо такi

рiвняння для перших двох моментiв:

dM1

dt
=  - ws + \kappa u\ast  - 2

\kappa u\ast 
H

M1

dM2

dt
= (4\kappa u\ast  - 2ws)M1  - 6

\kappa u\ast 
H

M2

(2.56)

Так як ми використали вираз для Kz як ряд Тейлора в околi точки z = 0 ,

то початковi умови для моментiв виглядають так:

M1(0) = z, M2(0) = z2

Розв’язок цiєї системи з вiдповiдними початковими умовами виглядає таким
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чином:

M1 =
\kappa u\ast  - ws
2\kappa u\ast 

H +

\biggl( 
z  - \kappa u\ast  - ws

2\kappa u\ast 
H

\biggr) 
e - 2\kappa u\ast 

H t

M2 = 2(2\kappa u\ast  - ws)

\biggl[ 
\kappa u\ast  - ws
12\kappa 2u2\ast 

H2 +

\biggl( 
zH

4\kappa u\ast 
 - \kappa u\ast  - ws

8\kappa 2u2\ast 
H2

\biggr) 
e - 2\kappa u\ast 

H t

\biggr] 
+\biggl( 

z2  - 2(2\kappa u\ast  - ws)

\biggl[ 
\kappa u\ast  - ws
24\kappa 2u2\ast 

H2 +
zH

4\kappa u\ast 

\biggr] \biggr) 
e - 6\kappa u\ast 

H t

(2.57)

вираз для дисперсiї D =M2  - M 2
1 буде мати такий вигляд:

D(t) =
\kappa 2u2\ast  - w2

s

12\kappa 2u2\ast 
H2 +

ws
2\kappa u\ast 

\biggl( 
z  - \kappa u\ast  - ws

2\kappa u\ast 

\biggr) 
e

 - 2\kappa u\ast t
H  - \biggl( 

z  - \kappa u\ast  - ws
2\kappa u\ast 

\biggr) 2

e
 - 4\kappa u\ast t

H +

\biggl( 
z2  - 2\kappa u\ast  - ws

2\kappa u\ast 
H2

\biggl( 
ws  - \kappa u\ast 
6\kappa u\ast 

 - z

H

\biggr) \biggr) 
e

 - 6\kappa u\ast t
H

(2.58)

З розв’язку видно, що при прямуваннi часу до нескiнченностi матсподiвання

ти дисперсiя приймають скiнченi граничнi значення:

lim
t\rightarrow \infty 

M1 =
\kappa u\ast  - ws
2\kappa u\ast 

H, lim
t\rightarrow \infty 

D =
\kappa 2u2\ast  - w2

s

12\kappa 2u2\ast 
H2

Змiст значення матсподiвання на нескiнченностi – це координата, в якiй швид-

кiсть осiдання пiщинки врiвноважується похiдною вiд коефiцiєнту дифузiї.

Розв’язки (2.53-2.55) та (2.57-2.58) є еквiвалентними. Формули (2.53-2.55)

є зручним для застосування в чисельних моделях, тому що записанi в системi

координат, що рухається з частинкою та використовують значення функцiї та

похiдних в точцi положення точки. У формулах (2.57-2.58) використовуються

аналiтичнi вирази для функцiй та дозволяють аналiзувати залежнiсть вiд

фiзичних величин.
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2.1.10 Порiвняння чисельних схем випадкових блукань рiзної то-

чностi

В цьому роздiлi дослiджується застосування рiзних схем випадкових блу-

кань на прикладi задачi про одновимiрний перенос в горизонтально однорi-

дному потоцi, що був розглянутий в роздiлi 2.1.9. При моделюваннi методом

частинок, схеми випадкових блукань вiдрiзняються мiж собою способом об-

числення положення центру мас частинки через заданий час t , тобто перший

момент розподiлу M1 , та дисперсiї розподiлу положення частинки D , що ви-

значається через другий момент розподiлу D = M2  - M 2
1 . Розглянемо такi

чисельнi схеми розрахунку параметрiв розподiлу при початковому положеннi

частинки в точцi з координатою z0 :

Перший спосiб. При змiщеннi центру мас враховується тiльки швидкiсть

осiдання. Для обчислення дисперсiї використовується значення коефiцiєнту

дифузiї в точцi положення частинки

M1 = z0  - wst, D = 2K(z0)t (2.59)

Ця схема є точною тiльки для постiйної швидкостi осiдання та коефiцiєнту

дифузiї. Такий спосiб використовують моделi, що нехтують вертикальною

неоднорiднiстю коефiцiєнту дифузiї, наприклад моделi [249,305].

Другий спосiб. При змiщеннi центру мас враховується швидкiсть осiдання

та похiдна коефiцiєнту дифузiї в точцi положення частинки. Для обчислення

дисперсiї використовується значення коефiцiєнту дифузiї в точцi положення

частинки

M1 = z0  - wst+
dK(z0)

dz
t, D = 2K(z0)t (2.60)

Ця формула задає точне змiщення центру мас та наближену дисперсiю у

випадку постiйної швидкостi та при лiнiйному коефiцiєнтi дифузiї. Такий

пiдхiд використовуються в таких моделях як [50, 273]
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Рисунок 2.4: Залежнiсть змiщення цен-

тру мас з часом при ws/\kappa u\ast = 0.1 ,

z/H = 0.9

Рисунок 2.5: Дисперсiя розподiлу поло-

ження частинки з часом при ws/\kappa u\ast =

0.1 , z/H = 0.9

Третiй спосiб. При змiщеннi центру мас враховується швидкiсть осiдання

та похiдна коефiцiєнту дифузiї в точцi положення частинки. Для обчислення

дисперсiї використовується значення коефiцiєнту дифузiї в точцi, шо змiщена

на половину змiщення центру масс вiдносно початкового положення частинки

M1 = z0  - wst+
dK(z0)

dz
t, D = 2K((M1 + z0)/2)t (2.61)

Ця схема є точною для постiйної швидкостi та лiнiйного коефiцiєнту дифу-

зiї. Такий пiдхiд використовується в алгоритмах, шо базується на роботах

[146,307].

Четвертий спосiб. Змiщення центру мас та дисперсiя задаються точними

формулами (2.57,2.58). Цi формули виведенi автором в представленi роботi

та є точними для постiйної швидкостi та квадратичного коефiцiєнту дифузiї.

На рис. (2.4-2.15) показанi обчисленi змiщення центру мас частинки та

дисперсiї для чотирьох описаних чисельних пiдходiв. Для вiдображення ре-

зультатiв у безрозмiрних змiнних було обрано такi масштаби. Для вертикаль-
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Рисунок 2.6: Залежнiсть змiщення цен-

тру мас з часом при ws/\kappa u\ast = 0.1 ,

z/H = 0.5

Рисунок 2.7: Дисперсiя розподiлу поло-

ження частинки з часом при ws/\kappa u\ast =

0.1 , z/H = 0.5

ної координати z\ast = z/H , для часу t\ast = 1/K \prime \prime = H/(2\kappa u\ast ) , для дисперсiї –

D\ast = \kappa u\ast H/4 , що є максимальним значенням коефiцiєнту дифузiї. Графiки

побудованi для рiзних значень параметра R\ast = ws/\kappa u\ast , що показує вiдно-

шення дiї осiдання до дифузiйного переносу. При R\ast = 0.1 домiнуючим є

дифузiйний перенос, R\ast = 1 обидва процеси рiвнозначнi, при R\ast = 10 до-

мiнує процес осiдання. На графiках цифрами 1, 2, 3, 4 позначенi обчисленi,

виконанi вiдповiдною чисельною схемою.

З графiкiв та аналiтичних розв’язкiв видно, що лiнiйними наближення-

ми можна користуватися при часових кроках \Delta t \ll 1/K \prime \prime при обчисленнi

центру мас положення частинки та \Delta t \ll 1/3K \prime \prime при обчисленнi дисперсiї.

Якщо для значення K \prime \prime невiдомий аналiтичний вираз, а друга похiдна оцiню-

ється по шаблону з декiлькох вузлових значень коефiцiєнту дифузiї в околi

точки розташування пiщинки, то часовий крок треба обирати з умови, що

змiщення центру мас M1 не виходило за межi шаблону протягом одного ча-
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Рисунок 2.8: Залежнiсть змiщення цен-

тру мас з часом при ws/\kappa u\ast = 1.0 ,

z/H = 0.9

Рисунок 2.9: Дисперсiя розподiлу поло-

ження частинки з часом при ws/\kappa u\ast =

1.0 , z/H = 0.9

сового кроку. Таким чином одержана оцiнка для часових крокiв, що можуть

бути використанi в моделях, якi використовують лiнiйнi наближення при об-

численi положення центру мас та дисперсiї. Моделювання переносу частинок

з використанням чисельної схеми №2 наведено в роздiлi 4.3.1.

2.2 Моделювання змiни стану речовини

В даному параграфi розглядаються стохастичнi процеси, що можуть вва-

жатися маркiвськими та до яких можна застосувати рiвняння Колмогорова

[26] для опису розподiлу ймовiрностей рiзних станiв речовини. Розглянемо

випадки, коли частинка, що рухається у водному середовищi може змiню-

вати свiй стан. Наприклад, це може бути крапля нафти, що може рухатись

у складi поверхневої плiвки, або у виглядi диспергованих крапель в товщi

води, або прилипнути до дна або до берегової лiнiї. Це може бути хiмiчна

або радiоактивна речовина, що може адсорбуватись на намулах, або органi-
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Рисунок 2.10: Залежнiсть змiщення цен-

тру мас з часом при ws/\kappa u\ast = 1.0 ,

z/H = 0.5

Рисунок 2.11: Дисперсiя розподiлу поло-

ження частинки з часом при ws/\kappa u\ast =

1.0 , z/H = 0.5

чних речовинах. Або частинки можуть зникати внаслiдок хiмiчних реакцiй,

випаровування або радiоактивного розпаду. Всi наведенi стани можна розгля-

дати як рiзнi фази перебування одної частинки, що представляє собою певну

кiлькiсть речовини. Частинка може змiнювати стани свого iснування в деякi

моменти часу з деякими ймовiрностями. Якщо в будь-який момент часу ймо-

вiрнiсть переходу в iнший стан для речовини не залежить вiд попередньої

iсторiї перетворень речовини, то такий процес є маркiвським, та до нього

може бути застосована теорiя стохастичних рiвнянь маркiвських процесiв.

Нехай деяка система має скiнчений набiр дискретних станiв S1, S2, ..., Sn .

Ставиться задача визначити ймовiрностi pi(t) перебування системи в кожно-

му з можливих станiв в кожний момент часу. Ймовiрнiсть переходу визнача-

ється щiльностями переходу:

\lambda ij = lim
\Delta t\rightarrow 0

pij(\Delta t)

\Delta t
(2.62)

де pij(\Delta t)– ймовiрнiсть переходу зi стану i в стан j за час \Delta t . Такi систе-
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Рисунок 2.12: Залежнiсть змiщення цен-

тру мас з часом при ws/\kappa u\ast = 10.0 ,

z/H = 0.9

Рисунок 2.13: Дисперсiя розподiлу поло-

ження частинки з часом при ws/\kappa u\ast =

10.0 , z/H = 0.9

ми прийнято зображати графами. Приклад такого графа показаний на рис.

2.16, тут зображена система, що може перебувати в трьох станах S1, S2, S3 ,

напрямки переходу позначенi стрiлочками, а щiльностi ймовiрностей сим-

волами \lambda ij . Тодi з означення щiльностi переходу можна виписати систему

диференцiальних рiвнянь, що описують ймовiрностi перебування системи з

кожному станi. Для графу 2.16 така система має вигляд:\left\{               

\partial p1
\partial t

= \lambda 31p3(t) - \lambda 13p1(t) - \lambda 12p1(t)

\partial p2
\partial t

= \lambda 12p1(t) + \lambda 32p3(t) - \lambda 23p2(t)

\partial p3
\partial t

= \lambda 13p1(t) + \lambda 23p2(t) - \lambda 31p3(t) - \lambda 32p3(t)

(2.63)

Система (6.80) є системою рiвнянь Колмогорова [26] для розподiлу ймо-

вiрностей мiж можливими станами системи. Розв’язок цiєї системи pi(t) з

початковими умовами pi(0) = pi0 визначає розподiл ймовiрностей перебу-

вання в кожному станi системи, причому
\sum 3

i=1 pi(t) = 1 . Якщо вiдомо, що
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Рисунок 2.14: Залежнiсть змiщення цен-

тру мас з часом при ws/\kappa u\ast = 10.0 ,

z/H = 0.5

Рисунок 2.15: Дисперсiя розподiлу поло-

ження частинки з часом при ws/\kappa u\ast =

10.0 , z/H = 0.5

Рисунок 2.16: Приклад графу неперервного маркiвського процесу

система перебуває в деякому станi Si , тобто в деякий момент часу t0 = 0

pi = 1, pj = 0, j \not = i ймовiрнiсть залишитися в цьому ж станi через час \Delta t

дорiвнює p = pi(\Delta t) , а значить ймовiрнiсть q змiнити свiй стан буде дорiв-

нювати:

q = 1 - pi(\Delta t) (2.64)
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Загальний вигляд рiвняння Колмогорова для системи з n можливих станiв:

dpi
dt

=
n\sum 
j=1

\alpha i,jpj, i = 1, n (2.65)

Це система лiнiйних однорiдних звичайних диференцiальних рiвнянь. Та-

ка система є iнтегровною в елементарних функцiях або квадратурах. Нехай

pi0, i = 1, n– початковi умови для системи (2.65). Позначимо p = pij(\Delta t) ймо-

вiрнiсть переходу зi стану i в стан j за час \Delta t при умовi, що в початковий

момент часу система знаходилася в положеннi i , тобто pi0 = 1, pj0 = 0, j \not = i .

Тодi, щоб повнiстю визначити ймовiрностi всiх можливих переходiв частин-

ки необхiдно отримати n розв’язкiв системи (2.65) з початковими умовами

pi0 = 1, pj0 = 0, j \not = i для кожного i = 1, n . Таблиця з n2 функцiй pij(\Delta t)

повнiстю визначає ймовiрностi всiх можливих фазових переходiв частинки.

Таким чином, задача моделювання фазових переходiв частинки зводиться до

визначення коефiцiєнтiв рiвняння Колмогорова, що описують вiдповiднi фа-

зовi перетворення та до методiв розв’язку такого рiвняння. Бiльш детально

методи побудови та розв’язку рiвняння Колмогорова для конкретних при-

кладiв розглянутi в роздiлi 6.8.

2.3 Оцiнка точностi стохастичних методiв моделювання

змiни стану речовини

При розв’язаннi рiвнянь Колмогорова для розподiлу ймовiрностей ста-

нiв деякої системи методом частинок постає питання точностi отриманого

розв’язку. Точнiсть розв’язку може залежати вiд кiлькостi частинок, що ви-

користовуються при моделюваннi, вiд часового кроку та вiд обраної чисель-

ної схеми чи аналiтичного спiввiдношення. Розглянемо в загальному виглядi
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рiвняння Колмогорова у матричному виглядi:

dP
dt

= QP (2.66)

де P = (p1, p2, ..., pn)
T - вектор розв’язкiв системи, а Q –матриця коефiцiєн-

тiв системи:

Q =

\left(        
\alpha 1,1 \alpha 1,2 . . . \alpha 1,n

\alpha 2,1 \alpha 2,2 . . . \alpha 2,n

. . . . . . . . . .

\alpha n,1 \alpha n,2 . . . \alpha n,n

\right)        (2.67)

Тодi розв’язок системи можна записати в матричному виглядi:

P = eQtP0, (2.68)

де P0 = (p10, p20, ..., pn0)
T – вектор початкових умов.

Нехай знайдено точний розв’язок системи P(t) = (p1(t), p2(t), ..., pn(t))
T .

Тодi можемо знайти ймовiрностi всiх можливих переходiв, задаючи вiдповiднi

початковi умови:

pi,j(\Delta t) = pj(\Delta t), при умовi pi0 = 1, pj0 = 0, i \not = j (2.69)

Таким чином заповнюємо матрицю переходу ймовiрностей A протягом ча-

сового кроку \Delta t :

A(\Delta t) =

\left(        
p1,1 p2,1 . . . pn,1

p1,2 p2,2 . . . pn,2

. . . . . . . . . .

p1,n p2,n . . . pn,n

\right)        (2.70)

Тодi, при довiльних початкових умовах P0 = (p10, p20, ..., pn0)
T вектор розв’яз-

ку на першому часовому кроцi визначиться як

P(\Delta t) = A(\Delta t)P0, (2.71)
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Так як матриця A є точним розв’язком системи диференцiальних рiвнянь

протягом часу \Delta t , то

A = eQ\Delta t (2.72)

Тодi, зробивши m часових крокiв, отримаємо вектор розв’язку:

P(m\Delta t) = AmP0 = eQm\Delta tP0 = eQtP0, (2.73)

Тобто, отриманий таким чином чисельний розв’язок залишається точним

розв’язком системи протягом довiльної кiлькостi часових крокiв. Якщо ми

обрали для моделювання n частинок, то кожна з цих частинок через час t

буде мати розподiл P(t) = AmP0 . Математичне сподiвання кiлькостi части-

нок у кожному станi буде дорiвнювати точному розв’язку системи. А сере-

дньоквадратичне вiдхилення визначається з бiномiального розподiлу. Може-

мо отримати вектор середньоквардратичнх вiдхилень

\bfitsigma (t) =

\sqrt{} 
P(t)(1 - P(t))

n
(2.74)

де 1 = (1, 1, ..., 1)T – одиничний вектор.

Якщо замiсть точного розв’язку використовується наближення \~A \approx A ,

то математичне сподiвання такого чисельного розв’язку вже не буде дорiв-

нювати точному розв’язку. Тодi нев’язку через деякий час t можна виразити

таким чином:

\Delta P =
\Bigl( 
\~A
m  - eQt

\Bigr) 
P0, (2.75)

де матричну експоненту можна знайти за означенням з будь-якою бажаною

точнiстю:

eQt =
\infty \sum 
n=0

Qntn

n!
(2.76)

Рiвняння (2.76) можна використовувати для отримання розв’язку системи

(2.66) за вiдомою матрицею коефiцiєнтiв Q .
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2.4 Висновки до роздiлу

Викладенi теоретичнi основи моделювання броунiвського руху та дифузiї

стохастичними методами. Представлений новий алгоритм, що дозволяє буду-

вати чисельнi схеми випадкових блукань з незмiщеною дисперсiєю для три-

вимiрного випадку змiнного поля течiї та коефiцiєнту дифузiї. Отримано новi

аналiтичнi розв’язки для змiщення центру мас та дисперсiї розподiлу частин-

ки при моделюваннi методом випадкових блукань для окремих часткових ви-

падкiв одновимiрного руху. Виведено критерiї оцiнки максимальних часових

крокiв для розв’язку рiвняння адвекцiї-дифузiї методом частинок. Застосова-

но теорiю стохастичних процесiв Маркова до моделювання методом частинок

процесiв змiну стану речовини, таких як, наприклад, хiмiчнi реакцiї, радiо-

активний розпад та адсорбцiя-десорбцiя радiонуклiдiв на пiщинках завислих

чи донних намулiв. Представлена чисельна схема для загального випадку

розрахунку ймовiрностi змiни стану для кожної частинки протягом часового

кроку. Отриманий вираз для математичного сподiвання та дисперсiї розподi-

лу стану речовини при розв’язаннi рiвняння Колмогорова для моделювання

змiни станiв речовини в залежностi вiд часового кроку та кiлькостi частинок.

На основi отриманих результатiв побудованi узагальненi чисельнi алгоритми

розв’язку рiвнянь переносу та дифузiї неконсервативних домiшок методом

частинок.



Роздiл 3

ГIДРОДИНАМIЧНI ПРОЦЕСИ В

ПРИБЕРЕЖНИХ ЗОНАХ МОРIВ

3.1 Особливостi гiдродинамiчних процесiв в прибережних

зонах морiв

Гiдродинамiчнi процеси, та розповсюдження забруднень, що вiдбуваються

в прибережних зонах морiв мають суттєвi особливостi, на вiдмiну вiд випадкiв

глибокої води далеко вiд берегiв.

1. Наявнiсть берегової лiнiї. Найбiльшої шкоди навколишньому середови-

щу, життєдiяльностi людей, забруднення чинить саме в прибережнiй зо-

нi. Прибережнi зони є найбiльш заселеними, з найбiльшою кiлькiстю

морських споруд. Активнiсть морських органiзмiв, риб та рослинностi

найбiльша в шельфових районах, на невеликих глибинах. Тому саме в

таких мiсцях забруднення можуть завдавати найбiльшу шкоду навколи-

шньому середовищу. Типи берегових лiнiй та рельєфу дна можуть бути

дуже рiзноманiтними i вимагати особливих пiдходiв до чисельних алго-

ритмiв гiдродинамiчних моделей та побудову розрахункових сiток

2. Вплив поверхневих вiтрових хвиль. В прибережних зонах, на глиби-
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нах, що спiвставнi з довжиною хвиль, вiтровi хвилi можуть спричиня-

ти вздовжбереговi течiї, якi можуть досягати порядку 1м/с. Такi течiї

можуть впливати на стiйкiсть дна та берегiв. При взаємодiї з особли-

востями берегової лiнiї можуть утворювати “rip currents” – струменевi

течiї, напрямленi вiд берегу, що можуть становити загрозу для плавцiв

та впливати на локальний характер течiї. Хвилi пiдсилюють донне тертя

та спричиняють додатковий розмив дна за рахунок орбiтальних хвильо-

вих швидкостей.

3. Доннi намули можуть рухатись у придонному шарi або пiднiматись i ру-

хатись як завислi намули через придоннi напруження тертя, прибережнi

течiї та турбулентне перемiшування. Також джерелами намулiв можуть

бути рiчки, що впадають в моря i можуть виносити значну кiлькiсть

донного матерiалу. Наявнiсть завислих намулiв впливає на прозорiсть

та густину води, через це впливає на морську рослиннiсть, живi органi-

зми, гiдродинамiчнi процеси, розповсюдження теплових потокiв у при-

поверхневому шарi води. Тип та характернi розмiри намулiв впливають

на розповсюдження забруднень. Наприклад радiоактивнi речовини, що

розчиненi у водi, адсорбуються на пiщинках зависли i донних намулiв.

Концентрацiя та характеристики намулiв можуть суттєво впливати на

швидкiсть адсорбцiї, концентрацiю розчинених радiонуклiдiв, забрудне-

ння донних вiдкладень та мiграцiю радiонуклiдiв у днi.

4. При розвиненому судноплавствi корабельнi гвинти на мiлинi можуть пiд-

силювати турбулентне перемiшування, спричиняти перенос донних на-

мулiв, впливати не переформування дна, стiйкiсть берегової лiнiї.
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Рисунок 3.1: Схема взаємодiї хвиль та течiй

3.2 Модель взаємодiї хвиль та течiй

В даному роздiлi представлена моделююча система нелiнiйної взаємодiї

хвиль та течiй що основана на неструктурованих сiтках та придатна для

крупномасштабних дослiджень з високої роздiльною здатнiстю. Тривимiрна

гiдродинамiчна модель циркуляцiї (SELFE, [324]) поєднана зi спектральною

моделлю вiтрових хвиль (WWM-II,[267]). Моделi поєднанi в одному програм-

ному кодi та працюють на однакових розрахункових сiтках, використовую-

чи паралельну iмплементацiю засобами MPI. Застосовнiсть моделi SELFE-

WWM продемонстрована на рядi аналiтичних розв’язках, лабораторних та

польових дослiдженнях, що довело придатнiсть моделi для застосування при

рiзноманiтних масштабах та навколишнiх умовах.

Нелiнiйна взаємодiя мiж течiями з великим часовим масштабом (напри-

клад припливнi течiї) з короткоперiодними (<30 с) хвилями вiдiграє важливу

роль особливо в прибережних районах через декiлька механiзмiв. Потiк iм-

пульсу вiд хвильових рухiв до середнiх течiй, що визначається “радiацiйними
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напруженнями”, якi приводять до генерацiї течiй, що вперше були отрима-

нi [187], а потiм узагальненi на тривимiрний випадок [215,216,217,218,318,57]

Хвилi пiдсилюють поверхневе тертя та турбулiзують приповерхневий шар

[105]. Також хвилi спричиняють додатковi доннi напруження в мiлководних

районах [136,319]. В приповерхневому шарi хвилi викликають стоксiв дрейф,

що має бути врахований при моделюваннi розповсюдження забруднень у по-

верхневих шарах морiв. На рис. 3.1 зображено схема взаємодiї спектральної

моделi хвиль та моделi циркуляцiї. Окрiм вже згаданих радiацiйних та дон-

них напружень в моделi хвиль розраховується потiк iмпульсу що передається

течiям внаслiдок перекидання хвиль, а також шорсткiсть поверхнi води, що

впливає на вiтровi напруження та теплообмiн з атмосферою. В свою чер-

гу, модель циркуляцiї передає в хвильову модель усередненi за глибиною та

поверхневi поля течiй, рiвень вiльної поверхнi та змiну розрахункової обла-

стi внаслiдок затоплення чи осушення. В цьому роздiлi надається опис спе-

ктральної моделi хвиль, тривимiрної гiдродинамiчної моделi, алгоритму їх

взаємодiї, та приклади валiдацiї та застосування.

3.2.1 Рiвняння моделi

Спектральна модель хвиль

Рiвняння для хвильової дiї записується наступним чином ([166])

\partial 

\partial t
N\underbrace{}  \underbrace{}  

Змiна в часi

+\nabla \bfX 

\Bigl( 
\.XN
\Bigr) 

\underbrace{}  \underbrace{}  
адвекцiя

+
\partial 

\partial \sigma 

\Bigl( 
\.\theta N
\Bigr) 
+

\partial 

\partial \theta 
( \.\sigma N)\underbrace{}  \underbrace{}  

перенос в спектральному просторi

= Stot\underbrace{}  \underbrace{}  
джерела

,

(3.1)

де хвильова дiя визначається як
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N(t,X,\sigma ,\theta ) =
E(t,X,\sigma ,\theta )

\sigma 
, (3.2)

тут E – щiльнiсть розподiлу рiвнiв вiльної поверхнi моря. Швидкостi переносу

в рiзних фазових просторах задаються наступним чином:

\.X = cX =
dX

dt
=
d\omega 

dk
= cg + UA(k)

(3.3)

\.\theta = c\theta =
1

k

\partial \sigma 

\partial d

\partial d

\partial m
+ k \cdot 

\partial UA(k)
\partial s

(3.4)

\.\sigma = c\sigma =
\partial \sigma 

\partial d

\biggl( 
\partial d

\partial t
+ UA \cdot \nabla Xd

\biggr) 
 - cgk

\partial UA(k)
\partial s

(3.5)

Тут s представляє координату вздовж напрямку розповсюдження хвилi, а

m перпендикулярну до неї. X – декартовi координати (x,y) в географiчному

просторi, d – глибина, k – вектор хвильових чисел, c g – групова швидкiсть

\nabla X – оператор градiєнту в географiчному просторi. Групова швидкiсть роз-

раховується з лiнiйного дисперсiйного спiввiдношення. Ефективна швидкiсть

переносу UA(k) в загальному випадку залежить вiд вектору хвильового чи-

сла кожної хвильової компоненти, в моделi вона була апроксимована через

поверхневу течiю. На мiлкiй водi UA(k) може бути апроксимоване через усе-

реднену по глибинi течiю ([92]).

Права частина рiвняння 3.1 Stot – це функцiя джерела, що включає в се-

бе потiк енергiї за рахунок вiтру (Sin) , нелiнiйну взаємодiю на глибокiй та

мiлкiй водi (S nl4 та S nl3 ), дисипацiю енергiї на глибокiй та мiлкiй водi за

рахунок бурунцiв та перекидання хвиль (Sds and Sbr ) та дисипацiя енергiї

за рахунок донного тертя (S bf ):

DN

Dt
= Stotal = Sin + Snl4 + Sds + Snl3 + Sbr + Sbf (3.6)
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Для розв’язку рiвняння вiдносно хвильової дiї використовується чисельний

метод розщеплення [320]:

\partial N \ast 

\partial t
+

\partial 

\partial \theta 
(c\theta N) = 0;

\Bigl[ 
N \ast 

(t=0) = N0

\Bigr] 
на [0,\Delta t] (3.7)

\partial N \ast \ast 

\partial t
+

\partial 

\partial \sigma 
(c\sigma N

\ast ) = 0;
\Bigl[ 
N \ast \ast 

(t=0) = N \ast 
(t=\Delta t)

\Bigr] 
на [0,\Delta t] (3.8)

\partial N \ast \ast \ast 

\partial t
+

\partial 

\partial x
(cxN

\ast \ast ) +
\partial 

\partial y
(cyN

\ast \ast ) = 0 ;
\Bigl[ 
N \ast \ast \ast 

(t=0) = N \ast \ast 
(t=\Delta t)

\Bigr] 
на [0,\Delta t] (3.9)

\partial N \ast \ast \ast \ast 

\partial t
= S(N\ast \ast ),tot;

\Bigl[ 
N \ast \ast \ast \ast 

(t=0) = N \ast \ast \ast 
(t=\Delta t)

\Bigr] 
на [0,\Delta t] (3.10)

Бiльш детально чисельний метод алгоритм описаний в [268]

Фiзичне формулювання функцiй джерела

Бiльшiсть функцiй джерела визначаються з напiвемпiричних спiввiдно-

шень, окрiм iнтегралу Больцмана, що описує нелiнiйний перенос енергiї на

глибокiй водi (Snl4 ), який може бути отриманий точно ([303]) для довiльно-

го хвильового спектру. Для практичного застосування використання точного

розв’язку не виглядає доцiльним через складнiсть чисельного алгоритму. В

[140] знайдено апроксимацiю для чотирихвильової взаємодiї, що зветься DIA

(Discrete Interaction Approximation). Ця апроксимацiя дозволила запровадити

цей базовий фiзичний процес в спектральнi хвильовi моделi.

Член с генерацiєю хвиль вiтром та дисипацiєю має багато вiдомих па-

раметризацiй [153,64], що неперервно оновлюються та вдосконалюються на

пiдставi нових даних та полiпшеному розумiнню фiзичних процесiв. WWM-

II має двi основнi параметризацiї для вiтрової генерацiї та дисипацiї [70] та
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[59]. Перекидання хвиль на мiлкiй водi основане на [66]. Дисипацiя енергiї за

рахунок тертя о дно основане на результатах експерименту JONSWAP [139].

Гiдродинамiчна модель

За допомогою тривимiрної гiдростатичної гiдродинамiчної моделi цирку-

ляцiї SELFE [324] розв’язуються усередненi за Рейнольдсом рiвняння Нав’є-

Стокса (RANS) використовуючи скiнченно-елементний пiдхiд та неструкту-

рованi розрахунковi сiтки. Вихiдними рiвняннями є рiвняння збереження ма-

си, iмпульсу, солi та тепла в гiдростатичному наближеннi Бусiнеска:

\nabla \cdot \vec{}u+ \partial w

\partial z
= 0 (3.11)

\partial \eta 

\partial t
+\nabla \cdot 

\int h

 - h
\vec{}udz = 0 (3.12)

D\vec{}u

Dt
=  - f\vec{}k \times \vec{}u+ \alpha g\nabla \^\psi  - 1

\rho 0
\nabla pa  - 

g

\rho 0

h\int 
 - h

\nabla \rho d\varsigma +\nabla \cdot (KM\nabla \vec{}u) - 

g\nabla \eta + \partial 

\partial z

\biggl( 
\nu t
\partial \vec{}u

\partial z
+ \vec{}Rs

\biggr) (3.13)

DS

Dt
=

\partial 

\partial z

\biggl( 
\nu t
\partial S

\partial z

\biggr) 
+ Fs (3.14)

DT

Dt
=

\partial 

\partial z

\biggl( 
\nu t
\partial T

\partial z

\biggr) 
+

\.Q

\rho 0Cp
+ Fh (3.15)

Тут (x,y) - горизонтальнi декартовi координати, в [м], z – вертикальна

координата, додатна нагору, в [м], t - час [с]

\nabla =

\biggl( 
\partial 

\partial x
,
\partial 

\partial y

\biggr) 
,

D

Dt
=

\partial 

\partial t
+ \vec{}v\nabla + w

\partial 

\partial z
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\eta – рiвень вiльної поверхнi, в [м]; h– глибина, в [м]; D = H + \eta – товщина

водного шару, в [м]; \vec{}v = (u, v)– горизонтальна швидкiсть з декартовими ком-

понентами (u,v), в [м с - 1 ]; w – вертикальна швидкiсть, в [м с - 1 ]; f – параметр

Корiолiса , в [с - 1 ]; g - прискорення вiльного падiння, в [м с - 2 ]; \~\psi – приплив-

ний потенцiал Землi, [м]; \alpha – ефективний коефiцiєнт пружностi Землi; \rho –

густина води, вiдлiкова величина \rho 0 = 1025kg m - 3 ; pa – атмосферний тиск

на вiльнiй поверхнi, [Н м - 2 ]; S, T – солонiсть та температура води [practical

salinity units (psu), oC]; \nu t – вертикальний коефiцiєнт турбулентної дифузiї,

[м 2 с - 1 ]; KM – горизонтальний коефiцiєнт турбулентної дифузiї, [м 2 с - 1 ] ;

\nu \prime t – вертикальний коефiцiєнт турбулентної дифузiї для солi, тепла, [м 2 с - 1 ];

FS, FT –горизонтальна дифузiя в рiвняннях переносу.

Для члену з радiацiйними напруженнями R s iснує багато рiзноманiтних

формулювань ([215,216,217,318,68]) якi мають рiзний вертикальний розподiл

напружень. Було проведено перевiрку деяких параметризацiй, а також кла-

сичного двовимiрного формулювання [187]:\left\{           
\bfR s = (Rsx, Rsy)

Rsx =  - 1

\rho 0H

\partial Sxx
\partial x

 - 1

\rho 0H

\partial Sxy
\partial y

Rsy =  - 1

\rho 0H

\partial (HSyy)

\partial y
 - 1

\rho 0H

\partial (HSxy)

\partial x

(3.16)

\left\{               

Sxx = E
\bigl[ 
n cos2 \theta w + n - 0.5

\bigr] 
Syy = E

\bigl[ 
n sin2 \theta w + n - 0.5

\bigr] 
Sxy = En sin \theta w cos \theta w

n = 1
2

\bigl( 
1 + 2kH

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h} 2kH

\bigr) (3.17)

де H = h+ \eta – загальна глибина води, \theta w – кут мiж вiссю x та домiнуючим

напрямком хвиль,k – хвильове число. Радiацiйнi напруження є рiвномiрно

розподiленими по глибинi при цьому формулюваннi
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На мiлкiй водi пiдсилене хвилями донне тертя у придонному примежовому

шарi може мати визначальну роль у переносi намулiв. В моделi використанi

параметризацiї [136,323]. В цих параметризацiях початкове донна шорсткiсть

(тобто дiаметр намулiв) замiнюється на ефективну донну шорсткiсть z0b , як

подано нижче. З квадратичного закону тертя:

\tau b = \rho 0CD| \bfu | \bfu 

CD = [\kappa / log(zb/z0)]
2

(3.18)

де \kappa = 0.4– константа Кармана, zb – вiдстань вiд дна до першого розрахун-

кового вузла, and z0 – донна шорсткiсть, що пов’язана з розмiром донних

вiдкладень.

Максимальний хвильове донне напруження визначається як:

\tau w = 0.5\rho 0fwU
2
w (3.19)

де Uw величина орбiтальної швидкостi:

Uw =
aw\omega 

sinh kH
(3.20)

Тут aw – амплiтуда хвилi, \omega – кутова частота. Множник fw є функцiєю вiд

параметрiв як хвиль, так i течiй [323]:\left\{           
\gamma = | \tau b| 

\tau w

C\gamma =
\bigl( 
1 + 2\gamma | cos \theta w| + \gamma 2

\bigr) 1/2
fw = C\gamma exp

\biggl[ 
5.61

\Bigl( 
C\gamma Uw

30z0\omega 

\Bigr)  - 0.109

 - 7.3

\biggr] (3.21)

Рiвняння (3.25) та (3.27) розв’язуються iтеративно вiдносно (\gamma , C\gamma , \tau w) з

першим наближенням \gamma = 0, C\gamma = 1 . Збiжнiсть зазвичай досягається за

кiлька iтерацiй. Пiсля того, як знайденi цi величини, ефективна шорсткiсть

знаходиться таким чином:

z0b = \delta wc

\biggl( 
\delta wc
z0

\biggr)  - 
\surd 

| \tau b| /(C\gamma \tau w)
(3.22)
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де товщина хвильового пограничного шару:

\delta wc =

\sqrt{} 
C\gamma \tau w
\rho 0

\omega 
exp

\Biggl[ 
2.96

\biggl( 
C\gamma Uw
30z0\omega 

\biggr)  - 0.071

 - 1.45

\Biggr] 
. (3.23)

Ефективна шорсткiсть z0b , що задається рiвнянням (3.22) має використо-

вуватись замiсть z\mathrm{w} в рiвняннi (4.19). Як було показано в розрахунках [268]

ефективна шорсткiсть може бути значно бiльшою за z0 навiть при помiрних

хвилях в естуарiях.

Затухання хвиль через “бурунцi” та перекидання, що викликане змiною

глибини також призводить до передачi iмпульсу до течiй [258]. Взагалi, по-

тiк iмпульсу вiд хвиль, що перекидаються має бути розподiлений на деякiй

товщинi [105].

В горизонтальному напрямку в SELFE використовується трикутна сiтку, в

той час, як у вертикальному напрямку модель використовує гiбриднi коорди-

нати: вздовж-рельєфнi S-координати та частково Z-координати, хоча в кодi

всi рiвняння записанi в Z-системi координат. Правильне представлення го-

ризонтальних похiдних в S-системi досягається вертикальною iнтерполяцiєю

змiнних.

В SELFE використовується Generic Length Scale (GLS) замикання турбу-

лентностi [295] яке складається з двох рiвнянь для турбулентної кiнетичної

енергiї та узагальненого масштабу турбулентностi:

DK

Dt
=

\partial 

\partial z

\biggl( 
\nu \psi k
\partial K

\partial z

\biggr) 
+ \nu M 2 + \mu N 2  - \varepsilon 

D\psi 

Dt
=

\partial 

\partial z

\biggl( 
\nu \psi 
\partial \psi 

\partial z

\biggr) 
+
\psi 

K

\bigl( 
C\psi 1\nu M

2 ++C\psi 3\mu N
2  - C\psi 2Fw\varepsilon 

\bigr) (3.24)

де \nu \psi k та \nu \psi коефiцiєнти вертикальної дифузiї, C\psi 1 , C\psi 2 , C\psi 3 - константи

моделi, Fw пристiнна функцiя, M та N зсув та плавучiсть, \varepsilon швидкiсть

дисипацiї енергiї турбулентностi. Узагальнений масштаб турбулентностi ви-
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значається як

\psi =
\bigl( 
C0
\mu 

\bigr) p
Km\ell n

де C0
\mu =

\surd 
0.3 та \ell масштаб турбулентного перемiшування. Вибiр констант

p,m, n призводить до рiзних видiв замикань: k - \varepsilon [265], k - \omega [314], q2 - q2\ell 

[212].

\nu =
\surd 
2smK

1/2\ell 

\mu =
\surd 
2shK

1/2\ell 

\nu \psi k =
\nu 

\sigma \psi k
\nu \psi =

\nu 

\sigma \psi 

де \sigma \psi k , \sigma \psi константи моделi.

На поверхнi води в моделi забeзпечується баланс мiж внутрiшнiми напру-

женнями Рейнольдса та прикладеними до поверхнi вiтровим напруженням

\vec{}\tau a :

\nu 
\partial \vec{}u

\partial z
=
\vec{}\tau a
\rho 0

. (3.25)

На вiльнiй поверхнi для кiнетичної енергiї турбулентностi та масштабу

турбулентностi задаються граничнi умови Дiрiхлє:

K =
1

2
B

2/3
1 | \vec{}\tau w| , l = \kappa ds (3.26)

Тут \kappa - константа Кармана, ds - вiдстань вiд поверхнi до першого розрахун-

кового вузла.

В придонному шарi постiйних напружень граничнi умови записуються як

\nu 
\partial \vec{}u

\partial z
= \vec{}\tau b, (3.27)

де донне тертя \vec{}\tau b знаходиться з (4.19).

Описаний алгоритм взаємодiї хвиль та течiй був також впроваджений для

взаємодiї хвильової моделi SWAN ([80]) та гiдродинамiчної моделi THREETOX
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[203,192,195]. Для цих моделей була впроваджена одностороння взаємодiя,

тобто вплив моделi циркуляцiї на хвильову модель не враховувався, для роз-

рахунку радiацiйних напружень та ефективної донної шорсткостi викори-

стовувались попередньо розрахованi стацiонарнi поля хвильових параметрiв.

Детально ця моделююча система описана в роботi [195]. Моделювання ла-

бораторного експерименту, що описане в параграфi 3.2.2 було проведена за

допомогою поєднання моделей SWAN та THREETOX.

3.2.2 Перевiрка моделi на аналiтичному розв’язку та лаборатор-

ному експериментi

Аналiтичний розв’язок

Longuet-Higgins та Stewart [187] отримали аналiтичний розв’язок для на-

кату хвиль на похилий уклiн дна. В цiй простiй одновимiрнiй стацiонарнiй

задачi досягається баланс сил мiж градiєнтом тиску та радiацiйними напру-

женнями:

g
\partial \eta 

\partial x
=  - 1

\rho 0H

\partial E(2n - 0.5)

\partial x
. (3.28)

Розв’язок дається в двох зонах: всерединi та зовнi зони прибою. Зовнi зони

прибою (x \geq xB) маємо:

\eta =  - a2k

2 sinh 2kh
(3.29)

Закон збереження енергiї хвиль приводить до:

a2 =
n0k

nk0
a20 (3.30)

де iндекс “0” означає параметри набiгаючої хвилi.

Всерединi зони прибою (x \leq xB) , амплiтуда хвилi пропорцiйна локальнiй

глибинi:

a = \beta (h+ \eta ), (3.31)
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де \beta = 0.41 константа перекидання хвиль. Якщо ми припустимо, що справе-

дливо довгохвильове дисперсiйне спiввiдношення в цiй зонi (тобто n=1), то

отримаємо:

\eta =
1

1 + 2
3\beta 2

(hB  - h) + \eta B (3.32)

де iндекс “B ” означає параметри при x = xB .

Спiвставляючи розв’язки (4.27) та (3.71) отримаємо 4 рiвняння для чоти-

рьох невiдомих (hB, \eta B, aB, kB) , якi можуть бути зменшенi для знаходження

одного невiдомого kB :

k10B  - 8

c0

\biggl( 
1 +

2

\beta 2

\biggr) 
\^kk5B +

16

c0
\^k4 = 0 (3.33)

де c0 = a20n0/k0,
\^k = \omega 2/g . Потiм kB знаходиться з рiвняння (4.28), повний

розв’язок може бути побудований для кожної зони.

Рисунок 3.2: Схема чисельного експерименту для порiвняння з розв’язками [187]

Рисунок 3.3: Збiжнiсть до стацiонарного стану при x=0.38m (h=0.038m)
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Рисунок 3.4: Порiвняння аналiтичного (пунктирна лiнiя) з чисельним розв’язком (суцiльна

лiнiя) для (а) хвильового нагону та (б) висоти хвиль x=0.38m (h=0.038m)

Для перевiрки роботи моделi взаємодiї хвиль та течiй генерувалися моно-

хроматичнi хвилi з амплiтудою 9см та перiодом 1.5с на правiй границi; поча-

тковi рiвнi вiльної поверхнi та швидкостi дорiвнювали нулевi. Моделi хвиль

та гiдродинамiки обмiнювалися даними на кожному часовому кроцi 0.05с. По

горизонталi використовувалась однорiдна розрахункова сiтка з роздiльною

здатнiстю 12.5см, по вертикалi використовувалось 9 рiвномiрно розподiле-

них \sigma рiвнiв. Для вiдповiдностi аналiтичному розв’язку було задане нульове

донне тертя. Загальний час моделювання - 1 година для досягнення стацiо-

нарного розподiлу. На рис. 3.3 показано затухання осциляцiй рiвня вiльної

поверхнi при досягненнi стацiонарного стану пiсля близько пiвгодини моде-

лювання. Рис. 3.4 показує порiвняння розрахункiв з аналiтичним розв’язком

для рiвня вiльного поверхнi та висоти хвилi.
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Моделювання лабораторного експерименту

В цьому параграфi модельнi розрахунки спiвставляється з даними лабо-

раторного експерименту [308], эксперимент №4. В цьому експериментi моно-

хроматичнi хвилi генерувались в лабораторному басейнi з розмiрами 8.253м

поперек берегу та 17м вздовж берегу. Лабораторний басейн мав постiйний

уклiн дна 0.05 з максимальною глибиною 0.35 м на вiдкритiй границi (Рис.

3.5).

Для вiдтворення тривимiрної структури течiй було використано параме-

тризацiї, що отриманi в роботах [217,218]. В цьому випадку тензор радiацiй-

них напружень записується у виглядi:

S\alpha \beta = kE

\biggl( 
k\alpha k\beta 
k

FCSFCC  - \delta \alpha \beta FSCFSS

\biggr) 
+ \delta \alpha \beta ED, (3.34)

де

FSS =
sinh kD(1 + s)

sinh kD
, FCS =

cosh kD(1 + s)

sinh kD
,

FSC =
sinh kD(1 + s)

cosh kD
, FCC =

cosh kD(1 + s)

cosh kD
.

k –модуль хвильового числа поверхневих хвиль, k\alpha – компоненти вектора

хвильового числа, \delta \alpha \beta – символ Кронекера, c – модуль фазової швидкостi

лiнiйних поверхневих хвиль. Фазова швидкiсть знаходиться з дисперсiйного

спiввiдношення для лiнiйних поверхневих хвиль

c =
\sigma 

k
=

\sqrt{} 
g

k
tanh kD, (3.35)

де \sigma -хвильова частота. Модуль групової швидкостi cg = cn , де

n =
1

2

kD

sinh kD
. (3.36)

Модифiкована дельта функцiя ED в рiвняннi (3.34) введена наступним чи-

ном: \int \~\eta 

 - H
EDdz =

E

2
, ED = 0 при z = 0 (3.37)
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Рисунок 3.5: Схема експерименту [308]. Стрiлками вказанi напрямки хвиль та напрямки

течiй, що ними викликанi.

Швидкiсть U\alpha включає середню ейлерову швидкiсть течiй \^U\alpha та стоксову

швидкiсть U s
\alpha 

U\alpha = \^U\alpha + U s
\alpha (3.38)

Стоксова швидкiсть знаходиться iз спiввiдношення

U s
\alpha =

2k\alpha E

c

cosh 2k(z +H)

sinh 2kD
(3.39)

Моделювалося розповсюдження монохромної хвилi висотою 0.076м , перi-

одом 1.02с , що падає пiд кутом 19.9o до берегової лiнiї. Використовувалась

рiвномiрно розрахункова сiтка з 550 вузлiв поперек берега (вiсь ОХ) та 100

вузлiв вздовж берега (вiсь ОY). В розрахунках використовувалось 20 рiвно-

мiрно розподiлених напрямкiв в секторi вiд 5o до 24.8o та 30 частот. Ре-

зультатами розрахункiв хвильової моделi були двовимiрнi поля висот хвиль,

середнiх напрямкiв, хвильових чисел, а також швидкiсть дисипацiї хвильової

енергiї за рахунок “бурунцiв” на гребнях хвиль. В подальшому розрахова-

нi поля хвильових характеристик використовувались в моделi гiдродинамiки

для розрахунку радiацiйних напружень, коефiцiєнту ефективної шорсткостi
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Рисунок 3.6: Щiльнiсть енергiї хвиль в роз-

рiзi на вiсь OX

Рисунок 3.7: Хвильове число в розрiзi на

вiсь OX

та напруження тертя на поверхнi за рахунок перекидання хвиль. На рис.

3.6-3.7 показанi розподiли хвильових характеристик вздовж вiсi ОХ перпен-

дикулярної до берегу. Графiки побудованi вздовж перерiзу посерединi розра-

хункової областi.

В гiдродинамiчнiй моделi використовувалась нерiвномiрна прямокутна сi-

тка 300 на 72 вузли. Роздiльна здатнiсть по вiсi OX змiнювалась вiд 40см до

1.5 см, а по вiсi OY була рiвномiрною i складала 10см. В моделi використову-

валось 10 вертикальних \sigma  - рiвнiв. Для розрахунку коефiцiєнтiв вертикаль-

ної в’язкостi та дифузiї використовувалась k - \epsilon модель турбулентностi, для

розрахунку горизонтальної в’язкостi використовувалась модель пiдсiткової

в’язкостi Смагоринського. Часовий крок складав 0.004с.

Метою моделювання даного експерименту є вiдтворення вздовжберегово-

го струменя, що виникає при падiннi хвиль пiд кутом до берега, порiвняння з

добре документованими експериментальними даними та вiдтворення триви-

мiрної структури течiй. Результати розрахункiв представленi на рис. 3.8-3.9.

На рис. 3.8-3.9 представленi профiлi середньої швидкостi та змiни рiвня

вiльної поверхнi при розрахунку усереднених по глибинi радiацiйних напру-

жень згiдно [187], при розрахунках за формулами (3.34) та експериментальнi

профiлi. Порiвняння показує, що використання двовимiрного представлення



95

Рисунок 3.8: Профiль середньої швидкостi.

Тут 1 - вимiри, 2 - двовимiрне представле-

ння радiацiйних напружень, 3 - тривимiрне

представлення радiацiйних напружень

Рисунок 3.9: Змiна рiвня вiльної поверхнi.

Тут 1 - вимiри, 2 - двовимiрне представле-

ння радiацiйних напружень, 3 - тривимiрне

представлення радiацiйних напружень

радiацiйних напружень в тривимiрнiй моделi призводить до суттєвого зани-

ження вздовжберегового струменя у порiвняннi з експериментальними дани-

ми.

На рис. 3.10-3.11 показано залежнiсть результатiв розрахункiв вiд врахува-

ння механiзмiв додаткового хвильового тертя та передачi iмпульсу вiд хвиль

до течiй при перекиданнi хвиль. Рис. 3.10-3.11 демонструють необхiднiсть

враховувати як придоннi хвильовi напруження, так i перекидання поверхне-

вих хвиль.

На рис. 3.12-3.13 представлена тривимiрна структура течiй в розрiзi ZOX

при двовимiрному представленi радiацiйних напружень [187] та при викори-

станнi тривимiрного представлення радiацiйних напружень разом iз додатко-

вим хвильовим придонним тертям та iмпульсом вiд хвиль, що перекидаються.

Рис. 3.14 демонструє змiну придонного напруження при розрахунку ефе-

ктивного хвильового тертя за формулою и (3.22). Порiвняння показує збiль-

шення придонного тертя на 30% в експериментi, що розглядається.

Бiльш детально модель та розрахунки описанi в роботах [195],[268].
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Рисунок 3.10: Профiль середньої швидко-

стi. Тут 1 - вимiри, 2 - тривимiрне представ-

лення радiацiйних напружень при наявно-

стi перекидання хвиль та хвильового тер-

тя, 3 - тривимiрне представлення радiацiй-

них напружень без хвильового тертя та пе-

рекидання хвиль, 4 - тривимiрне представ-

лення радiацiйних напружень з хвильовим

тертям, але без перекидання хвиль, 5 - роз-

рахунок при наявностi тiльки перекидання

хвиль (без радiацiйних напружень)

Рисунок 3.11: Змiна рiвня вiльної поверхнi.

Тут 1 - вимiри, 2 - тривимiрне представ-

лення радiацiйних напружень при наявно-

стi перекидання хвиль та хвильового тер-

тя, 3 - тривимiрне представлення радiацiй-

них напружень без хвильового тертя та пе-

рекидання хвиль, 4 - тривимiрне представ-

лення радiацiйних напружень з хвильовим

тертям, але без перекидання хвиль, 5 - роз-

рахунок при наявностi тiльки перекидання

хвиль (без радiацiйних напружень)

Рисунок 3.12: Перерiз швидкостi при двовимiрному представленнi радiацiйних напружень

3.3 Негiдростатична модель гiдродинамiки прибережних

зон морiв

В роздiлi 3.2.1 описана тривимiрна гiдродинамiчна модель, що основана

на розв’язаннi рiвняння Нав’є-Стокса в гiдростатичному наближеннi, тобто
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Рисунок 3.13: Перерiз швидкостi при тривимiрному представленнi радiацiйних напружень

Рисунок 3.14: Придоннi напруження у розрiзi вздовж вiсi ОХ. Тут 1 - тривимiрне пред-

ставлення радiацiйних напружень при наявностi перекидання хвиль та хвильового тертя,

2 - тривимiрне представлення радiацiйних напружень при наявностi перекидання хвиль,

але без хвильового тертя

нехтуючи прискоренням вертикальної швидкостi та враховуючи тiльки гi-

дростатичну складову тиску. Вiдомо, що для широкого класу задач прибе-

режної гiдродинамiки, таких, як, наприклад, струменевi течiї ([7],[192]), вну-

трiшнi i поверхневi хвилi великих амплiтуд ([9],[193],[40]), таке наближення

не є прийнятним. Саме тому став необхiдним перехiд до моделей наступно-

го рiвня, якi враховують прискорення вертикальної швидкостi та динамiчну

компоненту тиску. Таким пiдходом є безпосереднє iнтегрування вихiдних рiв-
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нянь гiдродинамiки. В серединi 90х рокiв були розвиненi двовимiрнi чисель-

нi моделi, що базуються на розв’язаннi двовимiрних у вертикальнiй площи-

нi рiвнянь Ейлера [176], i Нав’є – Стокса [309] за допомогою яких вдалося

описати важливi процеси еволюцiї сильно-нелiнiйних хвиль. Обчислювальнi

труднощi i вимоги до комп’ютерних ресурсiв перешкоджали розвитку три-

вимiрних моделей заснованих на рiвняннях Нав’є-Стокса. Проте, в 1996-1998

роках були розвиненi так званi “негiдростатичнi” моделi» ([200]; [201]; [91]).

Цей пiдхiд ґрунтувався на тому, що у вертикальному напрямку домiнуючим є

гiдростатичний баланс. Тому розв’язання здiйснювалося шляхом розщепле-

ння повного тиску i швидкостi на гiдростатичну i негiдростатичну компо-

ненти i послiдовного знаходження цих компонент, що iстотно прискорювало

процедуру розрахунку. Ряд вiдомих моделей циркуляцiї був перетворений iз

квазi-гiдростатичних у негiдростатичнi, використовуючи вказану процедуру

([157]; [159]). Спочатку, негiдростатичнi моделi розглядалися як узагальнен-

ня традицiйних моделей циркуляцiї (модель MIT), але детальне порiвняння

з аналiтичними рiшеннями i лабораторними експериментами [157] показало,

що вказаний пiдхiд ефективний i для внутрiшнiх хвиль. Тому останнi ро-

ки було розроблено цiлий ряд негiдростатичних моделей, прямо призначених

для вирiшення завдань динамiки нелiнiйних внутрiшнiх хвиль [159].

Негiдростатична модель основана на методi розщеплення тривимiрних по-

лiв швидкостей та тиску на гiдростатичну та негiдростатичну компоненти.

Цей метод є бiльш швидким нiж розв’язання повних рiвнянь Нав’є-Стокса,

але значно повiльнiший нiж гiдростатична версiя моделi. Особливостями цiєї

моделi є:

\bullet модель з вiльною поверхнею

\bullet використання вертикальної узагальненої системи координат
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\bullet модель використовує криволiнiйнi горизонтальнi координати та “Arakawa

C” горизонтальну сiтку

\bullet використовується метод розщеплення задачi на внутрiшню та зовнiшнi

моди. При цьому пiдходi середня швидкiсть та рiвень розраховуються

за явною схемою з малим кроком зовнiшньої моди, що визначається з

умови Куранта та швидкостi поверхневих хвиль. Повна швидкiсть та

скаляри розраховуються з великим кроком по часу внутрiшньої моди,

що визначається з умови Куранта та швидкостi внутрiшнiх хвиль

\bullet для опису вертикального перемiшування в моделi для усереднених за

Рейнольдсом характеристик використовувалась опцiонально двопараме-

трична модель Мелора-Ямади та модель пiдсiткової в’язкостi

3.3.1 Рiвняння моделi

Вихiднi рiвняння задачi, отриманi з рiвнянь Нав’є-Стокса усередненням

по Рейнольдсу мають вигляд:
\partial ui
\partial xi

= 0, (3.40)

\partial ui
\partial t

+ uj
\partial ui
\partial xj

=  - 1

\rho 0

\partial p

\partial xi
 - \partial uiuj

\partial xj
 - gi, (3.41)

де xi = (x, y, z) – декартовi координати, вiсь z напрямлена вертикально вго-

ру; ui = (u, v, w)– складовi середнiх швидкостей; p – тиск; gi = (0, 0, g)–

прискорення сили тяжiння; \rho 0 – постiйна густина води в наближеннi Бусi-

неска. Напруження Рейнольдса uiuj апроксимуються в рамках наближення

турбулентної в’язкостi:

uiuj =  - KM

\biggl( 
\partial ui
\partial xj

+
\partial uj
\partial xi

\biggr) 
+

1

3
q2\delta ij, (3.42)

де \delta ij – символ Кронекера. Коефiцiєнт турбулентної в’язкостi KM виражає-

ться через кiнетичну енергiю турбулентностi q2
\big/ 
2 та масштаб турбулентностi
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l :

KM = SMql, (3.43)

де q2
\big/ 
2 = uiui

SM =
A1 (B1  - 6A1  - B1C1)

A2 (B1  - 6A1)
, (3.44)

A1, A2, B1, C1 - константи моделi.

Для замикання використовується тривимiрне узагальнення q2 - q2l моделi

[212] для однорiдної рiдини:

\partial q2

\partial t
+ uj

\partial q2

\partial xj
=

\partial 

\partial xj

\biggl[ 
Sqql

\partial q2

\partial xj

\biggr] 
+KMP  - 2

q3

B1l
(3.45)

\partial q2l

\partial t
+ uj

\partial q2l

\partial xj
=

\partial 

\partial xj

\biggl[ 
Slql

\partial q2l

\partial xj

\biggr] 
++2E1lkmP  - q3

B1

\Biggl( 
1 + E2

\biggl[ 
1

\kappa L

\biggr] 2\Biggr) 
, (3.46)

де SM , B1, E1, E2, Sq, Sl – константи моделi, \kappa – константа Кармана,

P =

\biggl( 
\partial u

\partial y
+
\partial v

\partial x

\biggr) 2

+

\biggl( 
\partial u

\partial z
+
\partial w

\partial x

\biggr) 2

+

\biggl( 
\partial v

\partial z
+
\partial w

\partial y

\biggr) 2

(3.47)

генерацiя турбулентностi за рахунок зсуву швидкостi. На вiдмiну вiд однови-

мiрної задачi [212], де враховується лише вертикальний зсув швидкостi, вираз

для генерацiї (3.47) доповнено горизонтальним зсувом швидкостi. Останнiй

член в квадратних дужках рiвняння (3.46) є пристiнною функцiєю, що не-

обхiдна моделi для того, щоб правильно описати течiю бiля твердої границi.

Згiдно [212], вiдстань вiд твердої границi L визначено наступним чином:

L - 1 =
1

2\pi 

\int \int 
dA(\vec{}r0)

| \vec{}r  - \vec{}r0| 3
, (3.48)

де \vec{}r – радiус-вектор для даної точки; \vec{}r0 –радiус-вектор твердої границi; dA(\vec{}r0)–

елементарна площадка поверхнi твердої границi. Коли горизонтальний мас-

штаб розрахункової областi багато бiльше глибини, можна використовувати
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спiввiдношення:

L - 1 = z - 1 + (H  - z) - 1 (3.49)

У моделi турбулентностi (3.45-3.47) в якостi вiдстанi L використовується

мiнiмальна вiдстань вiд точки до найближчої границi розрахункової областi.

Постiйнi моделi A1, A2, B1, C1, E1, E2, Sq, Sl, \kappa вiдповiдно до [13], складають

вiдповiдно 0.92, 0.74, 16.6, 0.08, 1.8, 1.32, 0.2, 0.2, 0.4

Умови на поверхнi води z = \eta (x, y, t) мають вигляд

\partial \eta 

\partial t
+ u

\partial \eta 

\partial x
+ v

\partial \eta 

\partial y
= w, (3.50)

KM
\partial \vec{}Vh
\partial z

=
\vec{}\tau 0
\rho 0
, (3.51)

де \vec{}Vh = (u, v) , \vec{}\tau 0 = (\tau 0x, \tau 0y) – дотичнi напруження вiтру. У дна на найближ-

чому до нього розрахунковому рiвнi z = H + zb

 - u\partial H
\partial x

 - v
\partial H

\partial y
= w, (3.52)

KM
\partial \vec{}Vh
\partial z

=
\vec{}\tau b
\rho 0
, (3.53)

де \vec{}\tau b = \rho 0CD

\bigm| \bigm| \bigm| \vec{}Vh\bigm| \bigm| \bigm| \vec{}Vh ,
CD = max

\Biggl( 
0.0005;

\biggl( 
1

\kappa 
ln

\biggl( 
zb + z0
z0

\biggr) \biggr)  - 2
\Biggr) 
,

zb – висота першої розрахункової точки в пограничному шарi, z0 - величина

шорсткостi. Вiдповiднi граничнi умови для рiвнянь у поверхнi води i у дна

мають вигляд:

\bigl( 
q2 (\eta ) , q2l (\eta )

\bigr) 
=
\Bigl( 
B

2/3
1 u2\ast (0) , 0

\Bigr) 
,\bigl( 

q2 ( - H) , q2l ( - H)
\bigr) 
=
\Bigl( 
B

2/3
1 u2\ast ( - H) , 0

\Bigr) 
,

(3.54)
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де u\ast (0) , u\ast ( - H) – динамiчнi швидкостi,

u\ast (0) =
| \vec{}\tau 0| 
\rho 0

u2\ast ( - H) =

\bigm| \bigm| \vec{}\tau 20 \bigm| \bigm| 
\rho 0

.

(3.55)

На твердiй стiнцi заданi умови непротiкання i спiввiдношення для при-

стiнного логарифмiчного шару, аналогiчно (3.52-3.54). На рiдких границях,

де задається струмiнь вiд гвинтового рушiя, нормальна швидкiсть i потоки

турбулентних характеристик дорiвнюють нулю, крiм областi, з якої витiкає

струмiнь. На вiдкритих границях використовуються два види умов. Одна з

них являє собою умову випромiнювання (див. напр. огляд [244]). Крiм того,

використовуються новi граничнi умови, в яких застосовується ньютонiвська

схема засвоєння даних. Iдея методу полягає у введеннi уздовж вiльної гра-

ницi вiдносно вузької релаксационной зони, в якiй рiвняння для пiдвищення

рiвня, що отримане iнтегруванням рiвняння нерозривностi по глибинi, допов-

нюється релаксацiйними складовими:

\partial \eta 

\partial t
+
\partial u (H + \eta )

\partial x
+
\partial v (H + \eta )

\partial y
=  - \eta  - \eta B

T
\alpha (3.56)

Тут \alpha –релаксацiйний параметр, \alpha = 1 в релаксационной зонi, \alpha = 0 поза

нею, T – час релаксацiї, який вибирається так, щоб забезпечити повне по-

глинання збурень, що йдуть з розрахункової областi. Перевага даного методу

над умовами випромiнювання i методу релаксацiї FRS [207] полягає в тому,

що швидкостi природним чином обчислюються з повних рiвнянь гiдродина-

мiки, виходячи з засвоєння в зонi релаксацiї, в загальному випадку змiнного

в часi i просторi, рiвня вiльної поверхнi.
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Рисунок 3.15: Вертикальна сiтка. Квазi- z (злiва), та \sigma -система (справа)

3.3.2 Узагальнена вертикальна система координат

В негiдростатичнiй моделi використовується нова узагальнена вертикаль-

на система координат [213], яка має своїми частинними випадками як z си-

стему координат так i \sigma - систему координат. Перехiд вiд декартової системи

до узагальненої має вигляд\left\{         
x = x\ast 

y = y\ast 

t = t\ast z = \eta (x\ast , y\ast , t\ast ) + s(x\ast , y\ast , k, t\ast )

де k - вертикальна змiнна. Верхнiй чисельний рiвень k=1 вiдповiдає воднiй

поверхнi (s = 0 при k = 1), а найнижчий чисельний рiвень повторює дно

( s =  - (H + \eta )при k = kb ). Перетворення включає в себе як граничнi ви-

падки стандартну \sigma -систему s = \sigma (k)(H(x, y) + \eta (x, y, t)) i квазi-z-систему

s = \sigma (k)(H\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} + \eta (x, y, t)) , де H\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} - максимальна глибина (рис. 3.15). В

квазi-z системi s - рiвнi є функцiями часу, i z-рiвнi змiнюються у часi у вiдпо-

вiдностi зi змiнами вiльної поверхнi. z-рiвнi представляють собою насправдi

квазi z-рiвнi, так як залежить вiд часу, а самi рiвнi змiнюються за рахунок

змiни рiвня вiльної поверхнi. Але такi z-рiвнi не описують плавно особливостi

дна, як це можна зробити за рахунок \sigma - системи координат. Квазi z-система

застосовується задля того, щоб уникнути обчислювальних помилок у розра-

хунках градiєнту тиску, що iснують у \sigma -системi координат. Перетворення
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рiвнянь (3.40,3.41) з декартової системи координат в s-вертикальну систему

координат виглядає наступним чином:

\partial Usk
\partial x

+
\partial V sk
\partial y

+
\partial UA1

\partial k
+
\partial V A2

\partial k
+
\partial W

\partial k
= 0, (3.57)

\partial Usk
\partial t

+
\partial U 2sk
\partial x

+
\partial UV sk
\partial y

+
\partial U\omega 

\partial k
 - fV sk =  - gsk

\partial \eta 

\partial x

 - gsk
\rho 0

1\int 
k

\biggl[ 
sk
\partial \rho 

\partial x
+ A1

\partial \rho 

\partial k\prime 

\biggr] 
dk\prime  - 

\biggl( 
\partial skQ

\partial x
+
\partial QA1

\partial k

\biggr) 
+
\partial 

\partial k

\biggl[ 
(KM + \nu )

sk

\partial U

\partial k

\biggr] 
+Dif(U),

(3.58)

\partial V sk
\partial t

+
\partial UV sk
\partial x

+
\partial V 2sk
\partial y

+
\partial V \omega 

\partial k
+ fUsk =  - gsk

\partial \eta 

\partial y

 - gsk
\rho 0

1\int 
k

\biggl[ 
sk
\partial \rho 

\partial y
+ A2

\partial \rho 

\partial k\prime 

\biggr] 
dk\prime  - 

\biggl( 
\partial skQ

\partial y
+
\partial QA2

\partial k

\biggr) 
+
\partial 

\partial k

\biggl[ 
(KM + \nu )

sk

\partial V

\partial k

\biggr] 
+Dif(V ),

(3.59)

\partial Wsk
\partial t

+
\partial WUsk
\partial x

+
\partial WV sk
\partial y

+
\partial W\omega 

\partial k
=  - \partial Q

\partial k
+
\partial 

\partial k

\biggl[ 
KM

sk

\partial W

\partial k

\biggr] 
+Dif(W ) (3.60)

де sk = \delta s - вiдстань мiж s-рiвнями

A1 =  - 
\biggl( 
\partial s

\partial x
+
\partial \eta 

\partial x

\biggr) 
, A2 =  - 

\biggl( 
\partial s

\partial y
+
\partial \eta 

\partial y

\biggr) 
, A3 =  - 

\biggl( 
\partial s

\partial t
+
\partial \eta 

\partial t

\biggr) 
.

Вiдмiтимо, що в рiвняннях (3.58,3.58) сили Корiолiса враховуються в так

званому “традицiйному наближеннi” та f = 2\Omega z де \Omega z - вертикальна ком-

понента кутової швидкостi обертання Землi. Перетворена вертикальна швид-

кiсть \omega має вигляд

\omega = W + A1U + A2V + A3
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Рiвняння для скалярiв \phi з буде мати вигляд:

\partial \phi sk
\partial t

+
\partial U\phi sk
\partial x

+
\partial V \phi sk
\partial y

+
\partial W\phi 

\partial k
=

\partial 

\partial k

\biggl[ 
(KH + \chi \phi )

sk

\partial \phi 

\partial k

\biggr] 
+Dif(\phi ). (3.61)

Члени, що описують горизонтальну дифузiю мають вигляд:

Dif(U) =
\partial \^\tau xx
\partial x

+
\partial 

\partial k

A1

sk
\^\tau xx +

\partial \^\tau xy
\partial y

+
\partial 

\partial k

A2

sk
\^\tau xy,

Dif(V ) =
\partial \^\tau yy
\partial y

+
\partial 

\partial k

A2

sk
\^\tau yy +

\partial \^\tau xy
\partial x

+
\partial 

\partial k

A1

sk
\^\tau xy,

Dif(W ) =
\partial \^\tau zx
\partial x

+
\partial 

\partial k

A2

sk
\^\tau zx +

\partial \^\tau zy
\partial y

+
\partial 

\partial k

A1

sk
\^\tau zy,

Dif(\phi ) =
\partial \^qx
\partial x

+
\partial 

\partial k

A1

sk
\^qx +

\partial \^qy
\partial y

+
\partial 

\partial k

A2

sk
\^qy,

де

\^\tau xx = 2KM

\biggl( 
sk
\partial U

\partial x
+

\partial 

\partial k
A1U

\biggr) 
,

\^\tau xy = \^\tau yx = KM

\biggl( 
sk
\partial U

\partial y
+

\partial 

\partial k
A2U + sk

\partial V

\partial x
+

\partial 

\partial k
A1V

\biggr) 
,

\^\tau yy = 2KM

\biggl( 
sk
\partial V

\partial y
+

\partial 

\partial k
A2V

\biggr) 
,

\^\tau xz = 2KM

\biggl( 
sk
\partial W

\partial x
+

\partial 

\partial k
A1W

\biggr) 
,

\^\tau yz = 2KM

\biggl( 
sk
\partial W

\partial y
+

\partial 

\partial k
A2W

\biggr) 
,

\^qx = KH

\biggl( 
sk
\partial \phi 

\partial x
+

\partial 

\partial k
A1\phi 

\biggr) 
, \^qy = KH

\biggl( 
sk
\partial \phi 

\partial y
+

\partial 

\partial k
A2\phi 

\biggr) 
В багатьох моделях (POM, BOM, ROMS, THREETOX) вертикально про-

iнтегрованi рiвняння руху та нерозривностi (зовнiшня мода) вiдокремленi вiд

рiвнянь з вертикальною структурою (внутрiшня мода). Двовимiрнi рiвняння

зовнiшньої моди розв’язуються явно з коротким кроком по часу \Delta tE для
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того, щоб задовольнити умови Куранта для баротропних довгих хвиль. Три-

вимiрнi рiвняння зовнiшньої моди розв’язуються за напiв-неявними схемами з

великим кроком по часу \Delta tI . Усередненi по вертикалi баротропнi швидкостi

та негiдростатичний тиск:

\=U \equiv 
1\int 

kb

Udk \=V \equiv 
1\int 

kb

V dk, \=Q \equiv 
1\int 

kb

Qdk.

Враховуючи це, рiвняння для рiвня буде переписано наступним чином

\partial \eta 

\partial t
+
\partial Usk
\partial x

+
\partial V sk
\partial y

= 0.

Посерединi по глибинi рiвняння для горизонтальних швидкостей мають ви-

гляд

\partial \=Usk
\partial t

+
\partial \=U 2sk
\partial x

+
\partial \=U \=V sk
\partial y

 - f \=V sk + gsk
\partial \eta 

\partial x
=  - \tau 0x + \tau bx +Dif( \=U)

 - gsk
\rho 0

1\int 
kb

1\int 
k

\biggl[ 
sk
\partial \rho 

\partial x
+ A1

\partial \rho 

\partial k\prime 

\biggr] 
dk\prime dk  - 

\biggl( 
sk
\partial \=Q

\partial x
+ A1

\partial \=Q

\partial k

\biggr) 
+Gx,

\partial V sk
\partial t

+
\partial \=U \=V sk
\partial x

+
\partial \=V 2sk
\partial y

+ f \=Usk + gsk
\partial \eta 

\partial y
=  - \tau 0y + \tau by +Dif( \=V )

 - gsk
\rho 0

1\int 
kb

1\int 
k

\biggl[ 
sk
\partial \rho 

\partial y
+ A2

\partial \rho 

\partial k\prime 

\biggr] 
dk\prime dk  - 

\biggl( 
sk
\partial \=Q

\partial y
+ A2

\partial \=Q

\partial k

\biggr) 
+Gy,

де Gx, Gy так званi дисперсiйнi члени ([73]), \tau bx, \tau by донi зсувнi напруження,

якi можуть бути визначенi з розв’язкiв внутрiшньої моди.

3.3.3 Чисельний алгоритм

Особливiстю цiєї моделi є розщеплення поля швидкостi на баротропну та

бароклiнну складовi. Баротропна складова знаходиться шляхом розв’язання
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з малим кроком по часу (зовнiшнiй крок) проiнтегрованих по глибинi рiвнянь

руху та нерозривностi, а бароклiнна компонента - шляхом розв’язку з бiль-

шим кроком по часу тривимiрних вихiдних рiвнянь Нав’є-Стокса. Алгоритм

включає чотири етапи.

1 етап: розрахунок вiльної поверхнi. Обчислення вiльної поверхнi прово-

диться з проiнтегрованих по глибинi рiвнянь руху з малим кроком по часу

\Delta tE = \Delta tI/M за допомогою явної схеми. Початкове двовимiрне поле швид-

костi на кожному етапi визначається iнтегруванням по глибинi знайденого на

попередньому кроцi тривимiрного поля швидкостi.

\eta m+1  - \eta m - 1

2\Delta tE
+
\partial 
\bigl( 
\=Usk
\bigr) m

\partial x
+
\partial 
\bigl( 
\=V sk
\bigr) m

\partial y
= 0,

\bigl( 
\=Usk
\bigr) m+1  - 

\bigl( 
\=Usk
\bigr) m - 1

2\Delta tE
+
\partial 
\bigl( 
\=U 2sk

\bigr) m
\partial x

+
\partial 
\bigl( 
\=U \=V sk

\bigr) m
\partial y

 - Dif
\bigl( 
\=Um - 1

\bigr) 
+ gsk

\partial \eta m

\partial x
 - f

\bigl( 
\=V sk
\bigr) m

=  - 
\biggl( 
sk
\partial \=Qn

\partial x
+ A1

\partial \=Qn

\partial k

\biggr) 

 - gsk
n

\rho 0

1\int 
kb

1\int 
k

\biggl( 
sk
n\partial \rho 

n

\partial x
+ A1

\partial \rho n

\partial k\prime 

\biggr) 
dk\prime dk +Gn

x  - 
\tau (x)

\rho 0
+\tau nbx,

\bigl( 
\=V sk
\bigr) m+1  - 

\bigl( 
\=V sk
\bigr) m - 1

2\Delta tE
+
\partial 
\bigl( 
\=V \=Usk

\bigr) m
\partial x

+
\partial 
\bigl( 
\=V 2sk

\bigr) m
\partial y

 - 

Dif
\bigl( 
\=V m - 1

\bigr) 
+ gsk

\partial \eta m

\partial y
+ f
\bigl( 
\=Usk
\bigr) m

=  - 
\biggl( 
sk
\partial \=Qn

\partial y
+ A2

\partial \=Qn

\partial k

\biggr) 

 - gsk
n

\rho 0

1\int 
kb

1\int 
k

\biggl( 
sk
n\partial \rho 

n

\partial y
+ A2

\partial \rho n

\partial k\prime 

\biggr) 
dk\prime dk +Gn

y  - 
\tau (y)

\rho 0
+\tau nby.

Iндексом m = 1, ...,M позначається зовнiшнiй часовий крок, тодi як iн-

декс n вiдноситься до внутрiшнього кроку. Умови Куранта чисельної стiй-

костi накладають обмеження на зовнiшнiй часовий крок \Delta tE . Всi члени в
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правiй частинi рiвняння розраховуються з внутрiшнiм кроком по часу та за-

лишаються константами пiд час розрахункiв з зовнiшнiм кроком по часу.

2 етап: гiдростатичнi компоненти поля швидкостi та тиску. На цьому

етапi тривимiрнi рiвняння гiдродинамiки розв’язуються за допомогою напiв-

неявної схеми з внутрiшнiм кроком по часу. Таким чином знаходиться про-

мiжне поле швидкостi.

\Bigl( 
\~Usk

\Bigr) n+1

 - (Usk)
n - 1

2\Delta tI
+
\partial 
\bigl( 
U 2sk

\bigr) n
\partial x

+
\partial (UV sk)

n

\partial y
+
\partial (U\omega sk)

n

\partial k

=  - gsk
\partial \~\eta 

\partial x
 - g

sk
n

\rho 0

1\int 
k

\biggl[ 
sk
n\partial \rho 

n

\partial x
+ A1

\partial \rho n

\partial k\prime 

\biggr] 
dk\prime 

+
\partial 

\partial k

\Biggl[ 
(KM + \nu )

skn+1

\partial \~Un+1

\partial k

\Biggr] 
+Dif

\bigl( 
Un - 1

\bigr) 
+ f(V sk)

n,

\Bigl( 
\~V sk

\Bigr) n+1

 - (V sk)
n - 1

2\Delta tI
+
\partial (UV sk)

n

\partial x
+
\partial 
\bigl( 
V 2sk

\bigr) n
\partial y

+
\partial (V \omega )n

\partial k

=  - gsk
\partial \~\eta 

\partial y
 - g

sk
n

\rho 0

1\int 
k

\biggl[ 
sk
n\partial \rho 

n

\partial y
+ A2

\partial \rho n

\partial k\prime 

\biggr] 
dk\prime 

+
\partial 

\partial k

\Biggl[ 
(KM + \nu )

skn+1

\partial \~V n+1

\partial k

\Biggr] 
+Dif

\bigl( 
V n - 1

\bigr) 
 - f(Usk)

n,

\Bigl( 
\~Wsk

\Bigr) n+1

 - (Wsk)
n - 1

2\Delta tI
+
\partial (UWsk)

n

\partial x
+
\partial (VWsk)

n

\partial y
+
\partial (W\omega sk)

n

\partial k

=
\partial 

\partial k

\Biggl[ 
(KM + \nu )

skn+1

\partial \~W n+1

\partial k

\Biggr] 
+Dif

\bigl( 
W n - 1

\bigr) 
На цьому етапi задовольняються всi граничнi умови для поля швидкостi.
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3 етап: негiдростатичне поле швидкостi та тиску. Знайдене на попере-

дньому етапi промiжне поле швидкостi доповнюється негiдростатичною ком-

понентою поля швидкостi за рахунок градiєнту негiдростатичного тиску

(Usk)
n+1  - 

\Bigl( 
\~Usk

\Bigr) n+1

2\Delta tI
=  - 

\Biggl( 
\partial (skQ)

n+1

\partial x
+
\partial (QA1)

n+1

\partial k

\Biggr) 
, (3.62)

(V sk)
n+1  - 

\Bigl( 
\~V sk

\Bigr) n+1

2\Delta tI
=  - 

\Biggl( 
\partial (skQ)

n+1

\partial y
+
\partial (QA2)

n+1

\partial k

\Biggr) 
, (3.63)

(Wsk)
n+1  - 

\Bigl( 
\~Wsk

\Bigr) n+1

2\Delta tI
=  - \partial Q

n+1

\partial k
. (3.64)

таким чином, щоб задовольнити рiвнянню нерозривностi.

\partial (Usk)
n+1

\partial x
+
\partial (V sk)

n+1

\partial y
+
\partial (UA1)

n+1

\partial k
+
\partial (V A2)

n+1

\partial k
+
\partial W n+1

\partial k
= 0.

В результатi задача зводиться до розв’язання рiвняння Пуассона для не-

гiдростатичної компоненти тиску:

\biggl[ 
\partial 

\partial x

\biggl( 
sk
\partial Q

\partial x

\biggr) 
+

\partial 

\partial x

\biggl( 
A1
\partial Q

\partial k

\biggr) 
+

\partial 

\partial k

\biggl( 
A1
\partial Q

\partial x

\biggr) 
+
\partial 

\partial y

\biggl( 
sk
\partial Q

\partial y

\biggr) 
+

\partial 

\partial y

\biggl( 
A2
\partial Q

\partial k

\biggr) 
+

\partial 

\partial k

\biggl( 
A2
\partial Q

\partial y

\biggr) 
+
\partial 

\partial k

\biggl( 
1

sk

\partial Q

\partial k

\biggr) 
+

\partial 

\partial k

\biggl( 
A1

2

sk

\partial Q

\partial k

\biggr) 
+

\partial 

\partial k

\biggl( 
A2

2

sk

\partial Q

\partial k

\biggr) \biggr] n+1

=
1

2\Delta tI

\left[   \partial 
\Bigl( 
\~Usk

\Bigr) 
\partial x

+
\partial 
\Bigl( 
\~V sk

\Bigr) 
\partial y

+
\partial 
\Bigl( 
\~UA1

\Bigr) 
\partial k

+
\partial 
\Bigl( 
\~V A2

\Bigr) 
\partial k

+
\partial \~W

\partial k

\right]  n+1

.

Дискретизоване рiвняння представляє собою систему лiнiйних рiвнянь, ма-

триця якої є несиметричною, п’ятнадцяти дiагональною.



110

a1Qi+1,j,k + a2Qi - 1,j,k + a3Qi+1,j,k+1 + a4Qi - 1,j,k+1 + a5Qi,j+1,k

+a6Qi,j - 1,k + a7Qi,j+1,k+1 + a8Qi,j - 1,k+1 + a9Qi+1,j,k - 1 + a10Qi - 1,j,k - 1

+a11Qi,j+1,k - 1 + a12Qi,j - 1,k - 1 + a13Qi,j,k+1 + a14Qi,j,k - 1 + a15Qi,j,k = RQ

де

a1 =
dzijk(sk)i+1/2,j

dxijddxij
, a2 =

dzijk(sk)i - 1/2,j

dxijddxi - 1,j
,

a3 =  - dzijk
dxij

\Biggl( 
Ai+1,j,k

1

dzi+1,j
+
Ai,j,k+1

1

dzi,j

\Biggr) 
, a4 =

dzijk
dxij

\Biggl( 
Ai - 1,j,k

1

dzi - 1,j
+
Ai,j,k+1

1

dzi,j

\Biggr) 
,

a5 =
dzijk(sk)i,j - 1/2

dyijdyyij
, a6 =

dzijk(sk)i,j - 1/2

dyijdyyi,j - 1
,

a7 =  - dzijk
dyij

\Biggl( 
Ai,j+1,k

2

dzi,j+1
+
Ai,j,k+1

2

dzi,j

\Biggr) 
, a8 =

dzijk
dyij

\Biggl( 
Ai,j - 1,k

2

dzi,j - 1
+
Ai,j,k+1

2

dzi,j

\Biggr) 
,

a9 =
dzijk
dxij

\Biggl( 
Ai+1,j,k

1

dzi+1,j
+
Ai,j,k - 1

1

dzi,j

\Biggr) 
, a10 =  - dzijk

dxij

\Biggl( 
Ai - 1,j,k

1

dzi - 1,j
+
Ai,j,k - 1

1

dzi,j

\Biggr) 
,

a11 =
dzijk
dyij

\Biggl( 
Ai,j+1,k

2

dzi,j+1
+
Ai,j,k - 1

2

dzi,j

\Biggr) 
, a12 =  - dzijk

dyij

\Biggl( 
Ai,j - 1,k

2

dzi,j - 1
+
Ai,j,k - 1

2

dzi,j

\Biggr) 
,

a13 =  - 
1 +

\Bigl( 
A1

i,j,k+1/2
\Bigr) 2

+
\Bigl( 
A2

i,j,k+1/2
\Bigr) 2

(sk)ij \cdot dzzijk
, a14 =

1 +
\Bigl( 
A1

i,j,k - 1/2
\Bigr) 2

+
\Bigl( 
A2

i,j,k - 1/2
\Bigr) 2

(sk)ij \cdot dzzij,k - 1
,

a15 =  - 
dzijk(sk)i+1/2,j

dxijdxxij
 - 
dzijk(sk)i - 1/2,j

dxijdxxi - 1,j
 - 1

(sk)ij

\left(   1 +
\Bigl( 
A1

i,j,k - 1/2
\Bigr) 2

+
\Bigl( 
A2

i,j,k - 1/2
\Bigr) 2

dzzijk - 1
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+
1 +

\Bigl( 
A1

i,j,k+1/2
\Bigr) 2

+
\Bigl( 
A2

i,j,k+1/2
\Bigr) 2

dzzijk

\right)    - 
dzijk(sk)i,j+1/2

dyijdyyij
 - 
dzijk(sk)i,j - 1/2

dyijdyyi,j - 1

RQ =
1

2\Delta tI

\Biggl[ 
\~Ui+1,j,k(sk)i+1/2,j  - \~Ui,j,k(sk)i - 1/2,j

dxi,j

+
\~Vi+1,j,k(sk)i+1/2,j  - \~Vi,j,k(sk)i - 1/2,j

dyi,j
+
\Bigl( 
\~Ui,j,k - 1A

i,j,k - 1
1  - \~Ui,j,k+1A

i,j,k+1
1

\Bigr) 
+
\Bigl( 
\~Vi,j,k - 1A

i,j,k - 1
2  - \~Vi,j,k+1A

i,j,k+1
2

\Bigr) 
+
\Bigl( 
\~Wi,j,k  - \~Wi,j,k+1

\Bigr) \Bigr] n+1

де

dxxi,j =
dxi,j + dxi+1,j

2

dyyi,j =
dyi,j + dyi,j+1

2

dzi,j,k = zi,j,k  - zi,j,k+1

dzzi,j,k = zzi,j,k  - zzi,j,k+1

Система розв’язується за допомогою методу спряжених градiєнтiв. Пiсля

того як знайдено розподiл тиску, знаходиться залишкове негiдростатичне по-

ле швидкостi. На твердих границях ставляться умови нульових потокiв. На

вiльнiй поверхнi та на вiдкритих границях Q = 0 . Пiсля того, як знайде-

но поле негiдростатичного тиску, обчислюється вiдповiдне поле швидкостi\bigl( 
Un+1, V n+1,W n+1

\bigr) 
з рiвнянь (3.62-3.64).

4 етап: розрахунок скалярiв. На цьому етапi розв’язуються рiвняння для

скалярiв (температура, солонiсть, а також характеристики турбулентностi).

(\phi isk)
n+1  - (\phi isk)

n - 1

2\Delta ti
+
\partial (U\phi isk)

n

\partial x
+
\partial (V \phi isk)

n

\partial y
+
\partial (W\phi isk)

n

\partial k

=
\partial 

\partial k

\biggl[ 
(KH + \chi \phi )

sk

\partial \phi i
n+1

\partial k

\biggr] 
+Dif

\bigl( 
\=\phi n - 1
i

\bigr) 
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Для розрахункiв застосовувалась напiв-неявна схема з неявним представ-

ленням складових вертикальної дифузiї. Для обчислення адвективних скла-

дових використовувались рiзницевi схеми другого порядку, що належать до

так званих TVD схем. Запропонований алгоритм поєднує у собi найбiльш ефе-

ктивнi компоненти гiдростатичних моделей, що дозволяє розглядати модель

як узагальнення та розширення iснуючих гiдростатичних моделей.

Застосування представленої гiдродинамiчної моделi негiдростатичних те-

чiй представлено в роздiлах 4.3.2,4.3.4,4.3.5,4.3.6.

3.4 Модель переносу багатофракцiйних намулiв

Одною з характерних особливостей прибережних зон морiв є наявнiсть за-

вислих намулiв та донних вiдкладень, якi можуть впливати як на гiдродина-

мiку через змiну рiвня дна, каламутностi води, густини каламутних потокiв,

так i напряму впливати на розповсюдження рiзного роду забруднень через

процеси адсорбцiї. Тому моделювання процесiв, що пов’язанi з переносом на-

мулiв становить як окремий iнтерес для задач прибережної гiдродинамiки,

так i є важливим фактором при моделюваннi транспорту забруднень. В да-

ному роздiлi представлена тривимiрна математична модель транспорту бага-

тофракцiйних намулiв та морфологiчних змiн дна. Модель описує транспорт

як незв’язних, так i зв’язних намулiв, а також сумiшi фракцiй рiзних розмi-

рiв зв’язних/незв’язних намулiв. Шар води та дно подiленi на набiр шарiв:

шар води, кiлька активних донних шарiв та донний шар, що не розмивається.

Транспорт намулiв у водному шарi описується рiвнянням переносу:

\partial Swp,i
\partial t

+ \vec{}U\nabla Swp,i = Wp,i

\partial Swp,i
\partial z

+DIFF
\bigl( 
Swp,i
\bigr) 
, (3.65)

де t час; z –вертикальна координата, напрямлена вгору; \vec{}U = (U, V,W ) швид-
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кiсть течiї; \vec{}\nabla тривимiрний векторний оператор; i – iндекс класу розмiрiв

намулiв; n –загальна кiлькiсть класiв розмiрiв намулiв; Sp,i концентрацiя

i-го класу завислих намулiв (кг м - 3 ); Wp,i швидкiсть осiдання намулу кла-

су i (м с - 1) . Член DIFF описує вертикальну та горизонтальну турбулентну

дифузiю

DIFF ( ) =
\partial 

\partial z
\nu T
\partial ( )

\partial z
+ \vec{}\nabla HKH

\vec{}\nabla H( ),

де \nu T та KH - вертикальнi та горизонтальнi коефiцiєнти турбулентної дифузiї

(м 2 с - 1) , \vec{}\nabla H горизонтальний векторний оператор.

Граничнi умови на вiльнiй поверхнi z = \eta та на днi z =  - H :

\nu T
\partial Swp,i
\partial z

 - (W  - Wp,i)S
w
p,i = 0, z = \eta (3.66)

\nu T
\partial Swp,i
\partial z

 - (W  - Wp,i)S
w
p,i =  - Di + Ei, z =  - H (3.67)

де Di швидкiсть осiдання намулiв (кг м - 2 с - 1) , а Ei швидкiсть ерозiї наму-

лiв (кг м - 2 с - 1) .

Для осiдання та ерозiї сумiшi зв’язних та незв’язних намулiв ми слiдує-

мо припущенню [298] про те, що цi процеси залежать вiд критичної фракцiї

зв’язних намулiв у сумiшi у днi \varphi 0,cr . Ерозiя сумiшi зв’язних та незв’язних на-

мулiв є незалежною, якщо фракцiя зв’язних намулiв є нижчою за критичну.

При концентрацiї зв’язних намулiв вище критичної дно поводиться зв’язно. В

незв’язному режимi обмiн з дном зв’язних та незв’язних намулiв вiдбувається

незалежно, в той час як в зв’язному режимi ерозiя обох типiв намулiв вiдбу-

вається як ерозiя зв’язних намулiв. Осiдання є завжди незалежним процесом

незалежно вiд концентрацiї зв’язних намулiв.

Якщо об’ємна фракцiя зв’язних намулiв у верхньому донному шарi \varphi 0,1
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є нижчою за критичне значення \varphi 0,cr то ерозiя та осiдання вiдбувається у

незв’язному режимi. Потiк за рахунок ерозiї для незв’язних намулiв розра-

ховується згiдно формул [301]:

Ei = E0,i(di)(1 - \varepsilon 1)\varphi i,1

\biggl( 
\tau b

\tau cr,i(1 + \varphi 0,1)
 - 1

\biggr) 1.5

коли \tau b > \tau cr,i (3.68)

де E0,i(di) = 0.015Wp,i\rho sdia
 - 1D - 0.3

\ast – швидкiсть ерозiї; D\ast =
\bigl[ 
g(\rho s\rho 

 - 1
w  - 1)\nu  - 2

\bigr] 1/3
;

di - дiаметр пiщинок; \varepsilon 1 - пористiсть верхнього донного шару; \varphi i,1 - об’ємна

концентрацiя намулу класу i у верхньому шарi дна; \tau b - донне напруження

тертя; \tau cr,i - критичне напруження тертя для намулiв класу i ; a = 3di -

вiдлiковий рiвень над дном. Потiк осiдання незв’язних намулiв моделюється

як потiк частинок, якi падають на дно iз швидкiстю осiдання Wp,i :

Di = Wp,iS
w
p,i( - H) (3.69)

деSwp,i( - H) придонна концентрацiя завислих намулiв класу i>0.

Потiк ерозiї для зв’язних намулiв формулюється згiдно [61]

E0 = E0,0(1 - \varepsilon 1)\varphi 0,1

\biggl( 
\tau b
\tau cr,0

 - 1

\biggr) 
, \tau b > \tau cr,0 (3.70)

де \tau cd - критичне напруження тертя для осiдання зв’язних намулiв; \tau cr,0 -

критичне напруження тертя для ерозiї зв’язних намулiв, E0,0 – швидкiсть еро-

зiї для зв’язних намулiв. Для зв’язних намулiв осiдання вiдбувається тiльки

коли напруження тертя менше критичного напруження тертя для осiдання:

D0 =  - Wp,0S
w
p,0

\biggl( 
1 - \tau b

\tau cd

\biggr) 
, \tau b < \tau cd (3.71)

Якщо фракцiя зв’язних намулiв у днi вища критичної (\phi 0 > \phi 0,cr) тодi

ерозiя для всiх фракцiй (0 \leq i \leq n) вiдбувається в зв’язному режимi:

Ei = E0,0 (1 - \varepsilon 1)\varphi i

\biggl( 
\tau b
\tau cr,0

 - 1

\biggr) 
для i = 0, n (3.72)
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Рисунок 3.16: Схема донних шарiв намулiв

Неперервний вертикальний розподiл намулiв апроксимується як послiдов-

нiсть добре перемiшаних шарiв (1 \leq j \leq m) слiдуючи [260] та [311]. Змiна в

часi товщини Z1 та маси намулiв у верхньому шарi ( j=1) описується рiвня-

ннями

\partial Z1

\partial t
=

1

1 - \varepsilon 0

n\sum 
i=0

Di

\rho s,i
 - 1

1 - \varepsilon 1

n\sum 
i=0

Ei

\rho s,i
(3.73)

\partial Z1\rho s,i (1 - \varepsilon 1)\varphi i,1
\partial t

=  - W (1,2)
bt (\varphi i,1\rho s,i (1 - \varepsilon 1) - \varphi i,2\rho s,i (1 - \varepsilon 2)) +Di  - Ei

(3.74)

Тут \varepsilon 0 – емпiричний параметр, що визначає пористiсть новоутвореного шару

намулiв [220].

Змiна фракцiйного складу в iнших шарах (1 < j \leq m) описується рiвня-

ннями



116

\partial Zj\rho s,i (1 - \varepsilon j)\varphi i,j
\partial t

=  - W (j,j+1)
bt (\varphi i,j\rho s,i (1 - \varepsilon j) - \varphi i,j+1 (1 - \varepsilon j+1))

+W
(j - 1,j)
bt (\varphi i,j - 1\rho s,i (1 - \varepsilon j - 1) - \varphi i,j\rho s,i (1 - \varepsilon j)) ,

(3.75)

Шари донних намулiв з товщиною Zj характеризуються пористiстю \varepsilon j ,

фракцiєю частинок i -го класу \varphi i,j в j -го шару (
\sum n

i=1 \varphi i,j = 1) та густини

фракцiї намулу \rho s,i . Швидкiсть обмiну за рахунок бiотурбацiї W (j,j+1)
bt мiж

шарами j та j + 1 може бути параметризована за допомогою коефiцiєнту

бiотурбацiї \nu B,j в шарах таким чином

W
(j,j+1)
bt =

2\nu B,j\nu B,j+1

\nu B,jZj+1 + \nu B,j+1Zj
. (3.76)

По сутi, бiотурбацiя дiє на мiкроскопiчному рiвнi окремих частинок, якi

перемiщуються окремо у виглядi дискретних подiй змiшування, викликаних

рiзними типами взаємодiї мiж донними органiзмами та намулами, такi як

закопування, споживання/екскрецiя та пересування. Такими донними орга-

нiзмами можуть бути доннi риби, молюски, ракоподiбнi, черви. Морськi тва-

рини риють нори, що сприяють фiльтрацiї та додатковому перемiшуванню

намулiв. Також процес перемiшування може носити нелокальний характер

завдяки тому, що, наприклад, споживання та екскрецiя намулiв черв’яками

рознесене у часi i просторi. Для опису таких процесiв iснують бiльш складнi

математичнi моделi [219]. Представлена модель не ставить за мету описати

кожну iндивiдуальну подiю змiшування, а використовує модель з одним пара-

метром iнтенсивностi перемiшування – коефiцiєнт бiодифузiї [83]. Зменшення

коефiцiєнту бiодифузiї з вiдстанню вiд поверхнi дна zb =  - H  - z може бу-

ти апроксимоване залежнiстю \nu B,j = \nu 0B exp( - z2bj/z2eff) де zeff характерний

масштаб затухання для бiотурбацiї, zj =
\sum j

k=1 Zk , \nu 0B - значення коефiцiєн-

ту бiотурбацiї на поверхнi.
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При перемiшуваннi завдяки бiотурбацiї вiдбувається масообмiн мiж шара-

ми намулiв. Якщо гранулометричний склад намулiв, був неоднорiдний по вер-

тикалi, то вiдбувається змiна фракцiйного складу намулiв. Якщо пористiсть

\varepsilon j також неоднорiдна по вертикалi, то пористiсть також буде змiнюватись з

часом. При бiотурбацiї незмiнними залишаються границi мiж шарами наму-

лiв, тобто товщини шарiв (крiм верхнього шару, де вiдбувається осiдання та

ерозiя намулiв). Тому для знаходження в загальному випадку невiдомої пори-

стостi \varepsilon j маємо ще одне спiввiдношення збереження загального об’єму шару

намулiв, що включає об’єм, власне, намулiв, та порової води. Отримаємо таку

умову для j > 1 :

Zj
\partial \varepsilon j
\partial t

=  - W j,j+1
bt (\varepsilon j  - \varepsilon j+1) +W j - 1,j

bt (\varepsilon j - 1  - \varepsilon j), (3.77)

В першому шарi умова збереження об’эму не виконується, тому що верх-

ня границя шару є рухомою через змучування та випадiння намулiв. Змiна

товщини першого рiвня задається рiвнянням (3.73). Для того, щоб врахува-

ти змiну пористостi завдяки осiданню та ерозiї, обчислимо об’єм води (на

одиницю площi за одиницю часу), що додається при вiдкладаннi намулiв, та

вимивається при ерозiї. Об’єм пiщинок фракцiї i , що вiдкладаються завдяки

випадiнню дорiвнює Di/\rho i . Тодi загальний об’єм шару, що при цьому утво-

рюється (включаючи порову воду) дорiвнює:

\Delta Vd,i =
Di

\rho i(1 - \varepsilon 0)

Тодi об’єм води, що долучається до порової води шару разом iз пiщинками,

що осiдають, обчислюється так

\Delta Vdw,i =
\varepsilon 0Di

\rho i(1 - \varepsilon 0)
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При розмиваннi об’єм води, що змивається разом iз пiщинками можна об-

числити таким же чином, використовуючи \varepsilon 1 замiсть \varepsilon 0 , тому що вода, що

вимивається має пористiсть того шару, з якого вона вимивається.

\Delta Vew,i =
\varepsilon 1Di

\rho i(1 - \varepsilon 1)

Тодi рiвняння змiни пористостi першого шару задається спiввiдношенням:

\partial Z1\varepsilon 1
\partial t

=  - W 1,2
bt (\varepsilon 1  - \varepsilon 2) +

\varepsilon 0
1 - \varepsilon 0

n\sum 
i=0

Di

\rho i
 - \varepsilon 1

1 - \varepsilon 1

n\sum 
i=0

Ei

\rho i
(3.78)

Таким чином, рiвняння (3.73,3.74,3.75,3.77,3.78) дозволяють описати змiну

товщини першого шару намулiв, фракцiйний склад та пористiсть всiх шарiв

для загального випадку неоднорiдного розподiлу по вертикалi фракцiйного

складу та пористостi намулiв.

Якщо розглянути iзольований верхнiй шар намулiв, випадок коли вiдбува-

ється тiльки ерозiя цього шару i нульове осiдання (Di = 0 ), то при вимиваннi

порової води пористiсть шару не повинна змiнюватись. В цьому можна пере-

свiдчитись, якщо представити рiвняння (3.78) у виглядi:

Z1
\partial \varepsilon 1
\partial t

+ \varepsilon 1
\partial Z1

\partial t
=  - \varepsilon 1

1 - \varepsilon 1

n\sum 
i=0

Ei

\rho i
(3.79)

Тепер, пiдставивши
\partial Z1

\partial t
з рiвняння (3.73)

\partial Z1

\partial t
=  - 1

1 - \varepsilon 1

n\sum 
i=0

Ei

\rho s,i
(3.80)

отримаємо, що

Z1
\partial \varepsilon 1
\partial t

= 0, (3.81)

тобто пористiсть верхнього шару не змiнюється при розмиваннi.
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У загальному випадку, коли наявний обмiн з нижнiм шаром, осiдання та

ерозiя, використавши рiвняння (3.73) можна прийти до бiльш простої форми

рiвняння (3.78), яке вже не залежить вiд ерозiї:

Z1
\partial \varepsilon 1
\partial t

=  - W 1,2
bt (\varepsilon 1  - \varepsilon 2) +

\varepsilon 0  - \varepsilon 1
1 - \varepsilon 0

n\sum 
i=0

Di

\rho i
(3.82)

Результати застосування моделi переносу намулiв представленi в роздiлi

(4.3)

3.5 Висновки до роздiлу

Модифiкована тривимiрна гiдростатична гiдродинамiчна модель для вра-

хування взаємодiї поверхневих хвиль та течiй. Модель здатна вiдтворювати

складну тривимiрну структуру течiй викликаних хвильовими рухами. Розра-

хунки моделi порiвнювалася з аналiтичним розв’язком та з вимiрами в лабо-

раторному експериментi, в якому формувався вздовжбереговий струмiнь пiд

дiєю поверхневих хвиль, що падають пiд кутом до берега. Порiвняння з екс-

периментальними даними показало необхiднiсть використання тривимiрного

представлення радiацiйних напружень, а також необхiднiсть врахування до-

даткового хвильового придонного тертя i потоку iмпульсу в течiї за рахунок

перекидання хвиль.

Представлено нову модель переносу намулiв, що оперує з сумiшшю бага-

тофракцiйних намулiв та здатна описувати морфологiчнi змiни дна та змiну

фракцiйного складу в донних шарах намулiв. Вперше побудоване рiвняння

для змiни пористостi викликаних механiчним перемiшуванням донними ор-

ганiзмами (бiотурбацiєю).

Вдосконалено чисельний алгоритм тривимiрної негiдростатичної моделi

з вiльною поверхнею для застосування узагальненої вертикальної системи
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координат, що дозволяє розв’язувати задачi моделювання негiдростатичних

струменевих та гравiтацiйних течiй в прибережних областях рiзкими змiнами

рельєфу дна.



Роздiл 4

ЛАГРАНЖЕВА МОДЕЛЬ ПЕРЕНОСУ

БАГАТОФРАКЦIЙНИХ НАМУЛIВ

В даному роздiлi запропонована нова тривимiрна лагранжева модель пе-

реносу зв’язних та незв’язних багатофракцiйних намулiв у випадку коли тип

донного матерiалу та його гранулометричний склад змiннi в областi моделю-

вання. Модель спряжена з тривимiрними моделями гiдродинамiки, в яких

використовується сiгма-система координат, що дозволяє природнiм чином

описувати перенос в пограничному шарi та переформування дна. Результати

розрахункiв спiвставленi з аналiтичним та чисельним розв’язками ейлерових

задач та лабораторним експериментом. Модель застосована до задачi зимової

конвекцiї на арктичному шельфi, що викликає рушання намулiв на схилах та

пiдсилення густинних гравiтацiйних течiй за рахунок намулiв.

4.1 Вступ

Моделювання переносу намулiв у повiтряному i водному середовищi

є складною задачею, особливо у випадку гравiтацiйних потокiв, що несуть

намули [148], коли важлива взаємодiя завислих намулiв та течiй. Прикла-

дом таких течiй на шельфi океанiв i морiв є, наприклад, каламутнi потоки
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в пiдводних каньйонах на схилах. Додатковi складностi виникають, коли ка-

ламутнi потоки є полiдисперсними i коли плавучiсть в гравiтацiйних течiях

пiдтримується рiзницею температур та солоностi разом iз намулами. Кала-

мутнi потоки iз гирл рiчок в море [93] та шельфова конвекцiя в полярних

морях [127] вiдносяться до такого типу течiй.

Останнiми роками був розроблений ряд тривимiрних ейлерових та лагран-

жевих моделей переносу намулiв (див. напр.[131,182,171,177]). Лагранжевi

моделi [171,177] мають ряд переваг у порiвняннi з ейлеровими, якi зумов-

ленi природнiм описом транспорту часток та можливiстю опису переносу на

масштабах менших за крок ейлерової сiтки. Однак, на вiдмiну вiд ейлерових

моделей [131,182], у вiдомих лагранжевих моделях не розглядаються процеси

переносу багатофракцiйних намулiв. Зворотнiй вплив сил плавучостi, що ви-

кликанi присутнiстю завислих намулiв також бралося до уваги лише в деяких

ейлерових моделях (напр. [148],[93],[127]).

В цьому роздiлi описана тривимiрна лагранжева модель переносу зв’язних

та незв’язних намулiв, що є узагальненням двовимiрної моделi [6]. Модель

поєднана з тривимiрними моделями гiдродинамiки, в яких використовується

сигма-система координат, що дозволяє природнiм шляхом описувати перенос

у пограничному шарi i переформування дна. Результати розрахункiв спiв-

ставленi з аналiтичними i чисельними розв’язками ейлерових задач. Наведе-

нi результати моделювання переносу намулiв в лабораторному каналi [302].

Модель застосована до задачi зимової конвекцiї на арктичному шельфi, ко-

ли конвективнi потоки викликають рушання намулiв на схилах i посилення

гравiтацiйних течiй за рахунок намулiв.
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4.2 Алгоритм лагранжевої моделi

4.2.1 Загальний опис моделi

Так же як i в [6] тривимiрна лагранжева модель описує розмив, перенос та

осiдання багатофракцiйних зв’язних та незв’язних намулiв, а також їх сумi-

шей. В подальшому для скорочення будемо називати “пiском” фракцiї незв’я-

зних намулiв починаючи з гальки i закiнчуючи розмiром часток D > 0.063

мм, а “мулом” – намули, що включають в себе мул (0.063 мм > D > 0.004 мм)

та глину (D < 0.004 мм). Водний шар та дно подiлене на ряд шарiв: водний

шар, активний шар, декiлька донних шарiв та нижнiй донний шар (Рис. 4.1).

Завислi намули переносяться течiями та хвилями у водному шарi. В актив-

ному шарi (АШ ) частки пiску можуть рухатись у виглядi донних рухомих

наносiв, пiдiйматися в шар води або випадати в самий верхнiй активний дон-

ний шар(АДШ ). Якщо в результатi ерозiї або дивергенцiї донних рухомих

наносiв товщина АДШ hAB стає рiвною нулевi, тодi нижнiй шар починає

взаємодiяти з водним шаром та стає АДШ. Якщо товщина АДШ перебiль-

шує деяке значення h
(c)
AB , тодi виникає новий донний шар. Нижнiй донний

шар, що не розмивається знаходиться нижче донних слоїв. Модель дозволяє

розраховувати перенос будь-якої кiлькостi фракцiй пiску. Припускається,що

всi часточки пiску даного класу розмiрiв в АШ та АДШ пiддаються впли-

ву потоку води та залучення до водного шару та АШ, вiдповiдно. Розподiл

фракцiй пiску в АШ вiдрiзняється вiд АДШ внаслiдок рiзної швидкостi за-

лучення часток рiзного розмiру у водний шар. Таке сортування приводить

природнiм шляхом до ефекту самовiдмостки донного матерiалу. Вплив мi-

груючих гряд на перенос i сортування донного матерiалу в моделi не врахо-

вується.

Мул рухається у виглядi завислих намулiв лише у водному шарi, в який
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Рисунок 4.1: Схематичне представлення процесiв переносу намулiв в лагранжевiй моделi

[6]

вiн потрапляє з АДШ та осiдає в АДШ. Моделюється лише один клас мулiв.

Консолiдацiя донних шарiв в моделi не враховується. Процесу змучування

пiску та мулу в сумiшi можуть бути взаємопов’язанi. Умова збереження маси

сумiшi в АДШ, що включає одну фракцiю мулу та n фракцiй пiску має

вигляд:

pm +
n\sum 
i=1

psi = 1 (4.1)

де psi та pm вмiст i -ї фракцiї песку та фракцiї мулу, вiдповiдно, який визна-

чається як вiдношення маси часток одного класу в АДШ на елементi поверхнi

дна до маси всiх часток намулiв, що знаходяться в цьому об’ємi. Слiдуючи

[297-298] покладаємо, що змучування сумiшi мулу та пiску вiдбувається згi-

дно закономiрностям незв’язних намулiв якщо вмiст зв’язних намулiв в АДШ

pm нижче за критичне значення pm,cr , та по закономiрностям для зв’язних

намулiв, якщо концентрацiя зв’язних намулiв вище за критичну pm > pm,cr .

В той же час осiдання обох класiв намулiв вiдбувається незалежно. Значення

pm,cr для Пiвнiчного моря, наприклад, дорiвнює приблизно 0.3 [297].
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4.2.2 Перенос завислих намулiв

Для моделювання змучування, випадiння та переносу намулiв використо-

вується лагранжева технiка. Концентрацiя завислих намулiв характеризує-

ться ансамблем часток, а задача переносу зводиться до стеження за траєкто-

рiєю часток. Маса суспензiї у водному шарi i в АШ розподiлена мiж великою

кiлькiстю часток однакової маси. Кожна частка має три властивостi протягом

моделювання:

1. Стан (або “зависла” або “На днi”)

2. Клас розмiрiв (вiд 1 до n -того, “0” клас вiдповiдає мулу)

3. Клас джерела (от 1 до ns -того)

Частинки “На днi” знаходяться в АШ, де частинки пiску та мулу можуть

залишатися на днi. Частинки пiску в АШ можуть також рухатись у виглядi

рухомих донних наносiв. АДШ є джерелом часток для АШ - коли цей шар

втрачає масу за рахунок переходу часток в завислi намули та/або диверген-

цiї потоку рухомих донних намулiв. Вiн також забирає частки iз АШ, коли

товщина останнього hA перевищує деяке задане значення. Завислi частки

мулу характеризуються дiаметром “флокiв” Dfloc , що виникають внаслiдок

злипання (флокуляцiї) часток в турбулентному водному шарi. Частки марко-

ванi класом джерела для того, щоб мати можливiсть вiдстежити траекторию

часток вiд заданого джерела.

Для моделювання переносу завислих намулiв у водному шарi використову-

ється лагранжева модель випадкових блукань (Random Dispersion Model или

RDM), в якiй зсуви часток моделюються як випадковий маркiвський процес

[315]. Рiвняння для змiщення частинки d\vec{}x = (dx, dy, dz) на кожному кроцi
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по часу dt мають вигляд

dx = udt+

\biggl( 
\partial Kx

\partial x

\biggr) 
dt+

\surd 
2Kd\xi x, (4.2)

dy = vdt+

\biggl( 
\partial Ky

\partial y

\biggr) 
dt+

\surd 
2Kd\xi y, (4.3)

dz = wdt+ wsdt+

\biggl( 
\partial Kz

\partial z

\biggr) 
dt+

\sqrt{} 
2Kxd\xi z. (4.4)

Тут \vec{}U = (u, v, w) – адвективна складова швидкостi частинки: \vec{}x(t) = (x, y, z) –

координати частинки; вiсь z напрямлена вгору, а початок координат z = 0

розмiщено на незбуренiй поверхнi води; ws – швидкiсть гравiтацiйного осi-

дання частинок у водi, Kx, Ky, Kz – ненульовi дiагональнi елементи тензора

коефiцiєнтiв турбулентной дифузiї, в моделi покладається Kx = Ky = K ;

d\xi x, d\xi y, d\xi z – нормально розподiленi випадковi величини з вiдхиленням, рiв-

ним dt .

Змiщення кожної частинки розраховувалося за допомогою схеми Ейлера

з дискретним часовим кроком \Delta t = tn+1  - tn наступним чином

\Delta xi = udt+

\biggl( 
\partial K

\partial x

\biggr) 
\Delta t+ Px

\surd 
6K\Delta t, (4.5)

\Delta yi = v\Delta t+

\biggl( 
\partial K

\partial y

\biggr) 
\Delta t+ Py

\surd 
6K\Delta t, (4.6)

\Delta zi = w\Delta t - ws\Delta t+

\biggl( 
\partial Kz

\partial z

\biggr) 
\Delta t+ Pz

\sqrt{} 
6Kz\Delta t, (4.7)

де Px, Py, Pz – випадковi величини, що рiвномiрно розподiленi на iнтервалi

[ - 1; 1] . Тривимiрнi поля швидкостей та коефiцiєнтiв турбулентної дифузiї

розраховуються за допомогою гiдродинамiчної моделi. Цi значення iнтерпо-

люються у просторi та часi для кожної частинки.
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4.2.3 Параметризацiя потоку намулiв мiж водним шаром та актив-

ним донним шаром в режимi незв’язних намулiв

Гiдродинамiка взаємодiї частики намулiв на днi з потоком достатньо скла-

дна, тому потоки намулiв мiж водним шаром та АШ в моделi параметризу-

ються базуючись на вiдомих напiвемпiричних спiввiдношень. Турбулентний

потiк завислих незв’язних намулiв i –го класу Es на рiвнi z =  - H + a

описується формулами 3.67, 3.68 наступним чином

Kz
\partial Cs,i
\partial z

=  - Es =  - ws,iCa,i, (4.8)

де Cs,i –концентрацiя для i –того класу пiску, Ca,i – рiвноважна концен-

трацiя для цього класу пiску на деякому вiдлiковому рiвнi a над дном, який

вiзьмемо рiвним товщинi АШ hA . Для рiвноважної концентрацiї був побу-

дований ряд напiвемпiричних спiввiдношень. Одними з найбiльш поширених

є спiввiдношення [301]:

Cs
a,i = \rho s

0.015DiT
1.5
i

aD0.3
\ast ,i

, (4.9)

D\ast ,i = Di

\biggl[ 
(s - 1)g

\nu 2

\biggr] 1/3
, (4.10)

Ti =
u2\ast 

u2\ast cr,i(1 + p\beta m)
 - 1, (4.11)

де \rho s – густина частинок пiску; \nu – кiнематична в’язкiсть води; s = \rho s/\rho w , де

\rho w – густина води; Di –розмiр частинок пiску i -того класу; u\ast – динамiчна

швидкiсть; u\ast i,cr – критична динамiчна швидкiсть для початку змучування,

що розраховується за критерiєм Шiлдса

u\ast cr,i =
\sqrt{} 

(s - 1)gDi\Theta cr,i, (4.12)
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де \Theta cr,i – параметр мобiльностi, який апроксимується в [301] у виглядi

\Theta cr,i =

\left\{                     

0.24D - 1
\ast ,i , D\ast ,i \leq 4

0.14D - 0.64
\ast ,i , 4 < D\ast ,i \leq 10

0.04D - 0.1
\ast ,i , 10 < D\ast , \leq 20

0.013D0.29
\ast ,i , 20 < D\ast ,i \leq 150

0.055, D\ast ,i > 150

(4.13)

Слiдуючи [298], у виразi (4.11) для параметру Ti врахований вплив вмiсту

мулу, что призводить до того, що iз збiльшенням долi мулу в АДШ значе-

ння динамiчної швидкостi, при якiй вiдлiкова концентрацiя дорiвнює нулю

зростає. Параметр \beta = 0.75 - 1.25 [298].

Швидкiсть осiдання пiщинок у водi ws,i розраховується згiдно [301]:

ws,i
gD2

i /\nu 
=

\left\{                   

D
3/2
\ast ,i

18
, при Di \leq 0.1

10

D
3/2
\ast ,i

\Bigl( \sqrt{} 
1 + 0.01D3

\ast ,i  - 1
\Bigr) 
,

при 0.1 < Di \leq 1

1.1, при Di > 1,

(4.14)

де розмiри частинок пiску данi в мiлiметрах.

4.2.4 Алгоритм змучування та осiдання частинок

Розглянемо граничнi умови для i –того класу пiску в лагранжевому ме-

тодi на рiвнi hA над поверхнею дна z =  - H . В подальшому для простоти

iндекс i будемо опускати. Потiк пiску кожного класу за рахунок змучування

моделюється шляхом створення нових частинок даного класу на рiвнi hA .

Кiлькiсть нових частинок, що виникають за один часовий крок дорiвнює:

N =
wsCa\Delta t

mp
(4.15)
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де mp – маса одної частинки. Потiк часток в дно за рахунок осiдання Ds

має бути рiвним:

Ds = wsC
A
s (4.16)

де CA
s – концентрацiя пiску даного класу на рiвнi hA . Кожна частинка, що

знаходиться на рiвнi z > hA може пересiкти границю АШ z = hA  - H за

один часовий крок при русi згiдно алгоритму (4.5)-(4.7) з деякою ймовiрнiстю

p(z) . Причому в кожний момент часу модна видiлити придонний шар, що має

товщину \Delta zbot для якого\left\{   p(z\prime ) = 0, z\prime < \Delta zbot

p(z\prime ) > 0, z\prime > \Delta zbot

\right\}   , (4.17)

де z\prime = z  - hA +H . При цьому товщина шару \Delta zbot залежить вiд часового

кроку, коефiцiєнту турбулентної дифузiї та швидкостi осiдання. Кiлькiсть на-

мулiв даного класу, яке за один часовий крок перетнуло границю АШ можна

виразити формулою:

F =

\Delta zbot\int 
0

p(z\prime )Cs(z
\prime )dz\prime (4.18)

Припустимо, що частка, яка перетнула границю з ймовiрнiстю q залишається

в АШ, а з ймовiрнiстю 1 - q повертається у вихiдне положення. Тодi згiдно

(4.16) необхiдно, щоб виконувалась рiвнiсть:

q

\Delta zbot\int 
0

p(z\prime )C(z\prime )dz\prime = wsC
A
s \Delta t (4.19)

Отже, ймовiрнiсть, з якою частка має залишитись в АШ дорiвнює:

q =
wsC0\Delta t

\Delta zbot\int 
0

p(z\prime )C(z\prime )dz\prime 
(4.20)
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Знайдемо ймовiрнiсть p(z\prime ) . Згiдно алгоритму (4), частинка, що знаходиться

нi рiвнi z\prime в наступний момент часу може опинитися рiвноймовiрно в iнтер-

валi

z\prime \in [lw + lk  - lr; lw + lk + lr], (4.21)

де

lw =  - ws\Delta t,

lk =
\partial Kz(z

\prime )

\partial z
\Delta t,

lr =
\sqrt{} 

6Kz\Delta t. (4.22)

Тодi, згiдно визначення геометричної ймовiрностi

p(z\prime ) =
lw + lk  - lr  - z\prime 

2lr
(4.23)

Бiля дна коефiцiєнт дифузiй лiнiйно зростає у вiдповiдностi iз спiввiдношення

пограничного шару:

K(z\prime ) \approx \kappa u\ast hA + \kappa u\ast z
\prime (4.24)

Розкладемо концентрацiю Cs(z
\prime ) в ряд бiля дна:

Cs(z
\prime ) = CA

s +
\partial CA

s (0)

\partial z\prime 
z\prime +O(z\prime 2) (4.25)

Тодi, використовуючи умову (4.8), i вiдкидаючи в (4.25) члени другого по-

рядку малостi отримаємо, що

Cs(z
\prime ) = CA

s  - wsCa
\kappa u\ast hA

z\prime (4.26)

Товщина шару \Delta zbot визначається iз спiввiдношення:

\Delta zbot = (lr  - lw  - lk)| z=\Delta zbot
(4.27)

Пiдставляючи (4.17,4.24) в (4.27) отримаємо спiввiдношення

\Delta zbot = 2lk + lw +
\sqrt{} 
l2d + 6lwlk + 3l2k (4.28)
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З урахуванням (4.23), (4.26) отримаємо остаточний вираз для ймовiрностi

осiдання частинки:

q =
wsC0\Delta t

1

2
I1  - 

lw + lk
2

I2  - 
1

2
I3

(4.29)

I1 =

\Delta zbot\int 
0

(C0 + kz) dz = \Delta zbot(C0 + k\Delta zbot/2)

I2 =

\Delta zbot\int 
0

(C0 + kz)\sqrt{} 
l2d + 6lkz

dz \approx \Delta zbot (C0 + k\Delta zbot/2)\sqrt{} 
l2d + 3lk\Delta zbot

I3 =

\Delta zbot\int 
0

z (C0 + kdz)\sqrt{} 
l2d + 6lkz

dz \approx \Delta z2bot (C0/2 + k\Delta zbot/3)\sqrt{} 
l2d + 3lk\Delta zbot

4.2.5 Перенос рухомих донних намулiв

Перенос рухомих донних намулiв i –того класу в активному шарi моделю-

ється формулою [300] з поправкою [298] на ефект присутностi мулу в АДШ.

Потiк рухомих донних намулiв є вектором

\vec{}Qi = | Qi| 
\vec{}ub
| ub| 

, (4.30)

| Qi| /psi =

\left\{         
0 Ti < 0

0.053
\sqrt{} 

(s - 1)gD1.5
i D - 0.3

\ast ,i T 2.1
i , 0 < Ti < 3

0.1
\sqrt{} 

(s - 1)gD1.5
i D - 0.3

\ast ,i T 1.5
i , Ti > 3

(4.31)

Перенос рухомих донних намулiв розраховувався лагранжевим методом

для кожного скiнченого елементу дна. Частинка пересувається iз швидкiстю

Ubi = u\ast 

\Biggl( 
10 - 7

\sqrt{} 
\Theta cr

\Theta 

\Biggr) 
, (4.32)

\Theta =
u\ast 

(s - 1)gDi
(4.33)
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Повна кiлькiсть частинок, що рухаються в елементi дна розраховується за

формулою:

Nbi = SE
| Qi| 
VpUbi

(4.34)

де SE – площа элементу поверхнi, Vp – об’єм частинки. Ця кiлькiсть ви-

падково обраних частинок пересувається у заданому елементi, i на кожному

кроцi по часу перераховується розподiл частинок мiж елементами. Товщина

активного шару для кожної градацiї розмiрiв залишається постiйним в часi.

Надлишок частинок поглинається в актиний донний шар або ж новi частинки

надходять в активний шар з АДШ при дивергенцiї потоку рухомих донних

намулiв.

4.2.6 Обмiн мiж дном та водним шаром

При pm < pm,cr обмiн пiском та мулом мiж дном та водою вiдбувається

незалежно. Обмiн мулом описується напрямленим догори ерозiйним потоком

E(m) i напрямленим донизу потоком випадiння мулу D(m) :

w(m)
s C(m) +Kz

\partial C(m)

\partial z
=  - E(m) +D(m), (4.35)

де w(m)
s – швидкiсть осiдання мулу, C(m) – концентрацiя мулу. Частинки зв’я-

зних зважених намулiв у водi можуть злипнутися внаслiдок зiткнень одна з

одної та утворювати флоки - конструкцiї з декiлькох прилипших частинок

[317]. Розмiр та стiйкiсть флокiв залежить властивостей речовини, концен-

трацiї намулiв та характеристик турбулентностi потоку. Швидкiсть осiдання

мулу залежить вiд розмiрiв флокiв Dfloc , що виникли в результатi флокуля-

цiї i описується формулою [317]

w(m)
s =

\rho s  - \rho w
18\mu 

D
3 - nf
0

D
nf - 1
floc

1 + 0.15Re0.657floc

, (4.36)
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nf -фрактальна розмiрнiсть, \mu - динамiчна в’язкiсть, Re– число Рейнольдса

флоку.

Refloc =
wsDfloc

\nu 
.

Еволюцiя розмiрiв флоку розраховується за допомогою лагранжевої моделi

[317]:

dDfloc

dt
= kAC

(m)
m GD

nf - 1
floc  - 

kBG
q+1(Dfloc  - D0)

pD2q+1
floc , (4.37)

де kA -параметр агрегацiї, а kB –параметр роздрiбнення флокiв, C(m)
m –

масова концентрацiя мулу, G =
\sqrt{} 
\varepsilon /\nu , \varepsilon – швидкiсть дисипацiї енергiї тур-

булентностi, параметри q = 1/2 и p = 3  - nf . В рiвноважному випадку

dDfloc/dt = 0 та для стоксового режиму осiдання виходить спрощена фор-

мула при nf = 2 [317]

w(m)
s =

(\rho s  - \rho w)gD
2
0

18\mu 
+
kA
kB
D0

\rho s  - \rho w
18\nu 

C
(m)
m\surd 
G
, (4.38)

На основi лабораторних дослiдiв [317] значення kA = 14.6 м 2 кг - 1 , kB =

14000 с 1/2 м 2 для часток мулу з дiаметром D0 = 4 \cdot 10 - 6 м.

При u\ast > u
(m)
\ast ce вiдбувається залучення мулу, що описується формулою

[245]

E(m) = pmE0

\Biggl( 
u2\ast  - u

(m)2
ce

u
(m)2
ce

\Biggr) 
,

D(m) = 0,

(4.39)

в якiй змiна вмiсту мулу враховується множником pm . Тут u
(m)2
ce = \tau 

(m)
ce /\rho w ,

\tau 
(m)
ce – критичнi динамiчна швидкiсть та напруження тертя для початку еро-

зiї, вiдповiдно, а E0 = \rho mM – параметр ерозiї, \rho m -густина мулу. Типове

значення емпiричної сталої M дорiвнює 10 - 7 . В режимi незв’язних намулiв
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частинки мулу легко змиваються з поверхнi грунту [291] та u
(m)
\ast ce має бути

менше, нiж u
(m)
\ast ce в режимi зв’язних намулiв.

При u\ast < u
(m)
\ast cd потiк мулу, що випадає на дно описується формулою Кроне

[172]:

E(m) = 0,

D(m) =
w

(m)
s C(m)

H

\Biggl( 
1 - u2\ast 

u
(m)2
cd

\Biggr) 
,

(4.40)

коли концентрацiя мулу у водному шарi C(m) < C
(m)
0 . Тут u

(m)2
cd = \tau 

(m)
cd /\rho w ,

\tau 
(m)
cd – критична динамiчна швидкiсть та критичне дотичне напруження для

випадiння мулу, вiдповiдно, C0 = 0.3 кг м - 3 – критична об’ємна концентра-

цiя мулу.

Критичне напруження тертя для ерозiї та випадiння мулу є функцiями

густини вологого грунту \rho b [149]. Значення \tau e та \tau d змiнюються в дiапазонi

0.1-1.0 и 0.05-0.25 Н/м 2 , вiдповiдно.

4.2.7 Параметризацiя потоку намулiв мiж водним шаром та актив-

ним донним шаром в режимi зв’язних намулiв

В режимi зв’язних намулiв (pm \geq pm,cr ), змучування як мулу, так i пiску,

при u\ast > u
(m)
\ast ce описується формулою (4.39) з поправкою на вмiст пiску та

мулу:

E(m) = pmE0

\Biggl( 
u2\ast  - u

(m)2
ce

u
(m)2
ce

\Biggr) 
,

E
(s)
i = ps,iE0

\Biggl( 
u2\ast  - u

(m)2
ce

u
(m)2
ce

\Biggr) 
.

(4.41)

Вважається, що процеси осiдання пiску та мулу вiдбуваються незалежно i

описуються спiввiдношеннями (4.29)-(4.40). Для режиму зв’язних намулiв
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транспорт рухомих донних намулiв не вiдбувається:

\vec{}Q
(s)
i = 0. (4.42)

Рiвень дна змiнюється в залежностi вiд процесiв змучування/осiдання а та-

кож транспорту рухомих донних намулiв

(1 - \varepsilon )
\partial \varsigma 

\partial t
=

1

\rho s

n\sum 
i=1

\Bigl( 
\nabla \vec{}Q

(s)
i  - E

(s)
i +D

(s)
i

\Bigr) 
 - 

 - 1

\rho m
(E(m) +D(m)), (4.43)

Змiна вмiсту i -ї фракцiї пiску визначається рiвнянням

\rho s(1 - \varepsilon )
\partial psi\varsigma 

\partial t
= \nabla \vec{}Q

(s)
i  - E

(s)
i +D

(s)
i . (4.44)

4.2.8 Взаємодiя полiв течiй та каламутних потокiв

Взаємодiя течiй та каламутних потокiв спрощено описується на рiвнi сере-

днiх полiв. По-перше, змiна рiвню дна, що описується (4.43), впливає но поля

течiй. По-друге, у водному шарi змiнюється густина сумiшi вода-намули, що

змiнює таким чином сили плавучостi, що впливають на поля течiй та на тур-

булентнi потоки.

Ранiше описана модель переносу намулiв була спряжена з тривимiрною

гiдростатичною моделлю [214] та її негiдростатичним розширенням [157,77].

Особливiстю цих моделей є використання \sigma -координати, що пов’язана з вер-

тикальною координатою z спiввiдношенням

\sigma =
z  - H

\eta  - H
; (4.45)

де \eta – вiдхилення рiвня вiльної поверхнi вiд незбуреного значення z = 0 ,

H(x, y, t) = H0(x, y) - \zeta , де H0(x, y) – початкова глибина. Застосування \sigma -

координати дозволяє проводити розрахунки при змiнному в часi за рахунок
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Рисунок 4.2: Порiвняння профiлей концентрацiй завислих намулiв розрахованих лагран-

жевою та ейлеровою моделями в рiзнi моменти часу

ерозiї/осiдання рельєфi дна

\rho m =
N\sum 
i=0

Csi + \rho w

\Biggl( 
1 - 

N\sum 
i=0

Csi/\rho si

\Biggr) 
, (4.46)

\rho w(T, S, P ) –густина морської води як функцiя температури T , солоностi S

та тиску P ; \rho si –густина фракцiй намулiв.

4.3 Приклади розрахункiв

4.3.1 Розвиток шару завислих намулiв в горизонтально однорi-

дному потоцi

Розглянемо задачу про змучування одного класу незв’язних намулiв в го-

ризонтально однорiдному каналi. Вiдповiдна постановка ейлерової задачi бу-

де мати вигляд

\partial C

\partial t
+ ws

\partial C

\partial z
=

\partial 

\partial z
Kz

\partial C

\partial z
, (4.47)

z = a - H : Kz
\partial C

\partial z
= wsCa; (4.48)

z = 0 : Kz
\partial C

\partial z
= wsC; (4.49)

t = 0 : C = 0. (4.50)
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Рисунок 4.3: Схема эксперименту [301]. Цифри в кружках вiдповiдають положенню роз-

рiзiв, в яких проводилися вимiри швидкостi течiї та концентрацiї намулiв

Профiль коефiцiєнту вертикальної дифузiї заданий у виглядi:

K(z) = \kappa u\ast z
\Bigl( 
1 - z

H

\Bigr) 
.

Рiвняння (4.47) має аналiтичний стацiонарний розв’язок (профiль Рауза).

C(z) = Ca

\biggl( 
h - z

z

a

h - a

\biggr) ws
\kappa u\ast 

. (4.51)

Нестацiонарний аналiтичний розв’язок рiвняння (4.47) з дещо iншими гра-

ничними умовами (C = Ca при z = a - H ) був отриманий в [143]. В роботi

був отриманий розв’язок ейлерової задачi (4.47)-(4.50) чисельно з використа-

нням скiнченно-рiзницевого методу, неявної схеми та методу прогонки. Па-

раметри розрахункiв: H = 0.4 m, u\ast = 0.05 m/s, Ca = 1 kg/m, ws = 0.01

m/s, \kappa = 0.4 , mp = 3 \cdot 10 - 8 kg. В лагранжевих розрахунках використовува-

лось до 1000 000 частинок. Як випливає з Рис.4.2, лагранжева модель добре

узгоджується с чисельною ейлеровою моделлю i достатньо точно вiдтворює

аналiтичний розв’язок (4.51).

4.3.2 Моделювання лабораторного експерименту про перенос на-

мулiв у каналi iз заглибленням

Були проведенi розрахунки для умов лабораторного експерименту [301],

в якому моделювалася заносимiсть судоходного каналу. Експеримент прово-

дився в лотку довжиною 30 м, шириною 0.5 м, та глибиною 0.7 м. Профiль
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Рисунок 4.4: Порiвняння розрахованих та вимiряних [301] профiлей концентрацiї намулiв

робочої дiлянки дна та положення профiлей вимiрiв показаний на рис. 4.3.

Шар намулiв на днi складався з фракцiї мiлкого пiску зi швидкiстю осiдання

0.013 м/с. Швидкiсть потоку на входi в лоток була 0.5 м/с, а глибина шару

води – 0.4 м. Завислий пiсок тої ж фракцiї поступав на входi i формував рiв-

новажний профiль. В експериментi ефективна шорсткiсть ks = 0.025м. Течiї

моделювались за допомогою тривимiрної гiдростатичної моделi РОМ [214]. В

розрахунках горизонтальна роздiльна здатнiсть складала 5 см. По вертика-

лi використовувався 21 сигма-рiвень iз згущенням бiля дна. Повна кiлькiсть

лагранжевих частинок у завислих та рухомих донних намулах складала бi-

ля 30тис. Часовий крок гiдродинамiчної моделi складав 0.0025 с, в той же

час крок лагранжевої моделi був в п’ять разiв меншим. На рис. 4.4 наведенi

вимiрянi та розрахованi профiлi концентрацiї завислих намулiв в середньому
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Рисунок 4.5: Порiвняннi всiх експериментальних даних вимiрiв [301] концентрацiї завислих

намулiв з розрахунками

розрiзi лотку, в точках, що показанi на рис. 4.3. Миттєва концентрацiя на про-

фiлi була усереднена в часi по iнтервалу 100 с. Як слiдує з рис. 4.4, результати

дослiду та розрахункiв добре узгоджуються. На рис. 4.5 показане порiвняння

всiх експериментальних даних вимiрiв [302] концентрацiї завислих намулiв з

розрахунками чисельною моделлю. Середнє геометричне вiдношення розра-

хованих значень до експериментальних становить 1.011. Середнє геометричне

квадратичне вiдхилення складає 1.35.

4.3.3 Дослiдження стiйкостi дна та берегiв пiд дiєю струменевих

течiй

В цьому пiдроздiлi описується застосування тривимiрної негiдростатичної

гiдродинамiчної моделi, опис якої викладений в роздiлi 3.3 до моделювання

струменевих течiй. Розроблена модель застосована розроблена для моделю-

вання стiйкостi дна i берегiв пiд дiєю струменiв суднових гвинтових рушi-

їв. На вiдмiну вiд вiдомих моделей, вона описує тривимiрнi поля швидкостi,
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що генеруються судновими рушiями, iнтенсивнiсть i iнтегральний масштаб

турбулентностi в заданiй розрахункової областi з довiльним рельєфом дна.

Модель описує як ближню, так i дальню область струменя за гвинтом. Роз-

раховуються мiнливi в часi i просторi придоннi напруження тертя i градiєнти

тиску, викликають ерозiю дна i ушкоджують природне середовище iснування

органiзмiв на днi. Результати розрахункiв зiставленi з даними лабораторних

експериментiв.

Струменi вiд гвинтiв суднових рушiїв при русi в вузьких проходах i на

малих глибинах можуть викликати розмив донних вiдкладень, впливати на

стiйкiсть берегiв i завдавати шкоди природному середовищi iснування донних

органiзмiв. Особливо iстотний вплив такi струменя надають в морських i

рiчкових термiналах при маневруваннi i пiдходi / вiдходi судiв. В останнi

роки ця проблема дослiджувалася експериментально i теоретично (див. напр.

[71],[129],[137],[208],[209],304), однак отриманi в цих роботах напiвемпiричнi

залежностi не описують вплив складного рельєфу дна.

Струмiнь вiд гвинтового рушiя

Для розрахунку поля швидкостей, викликаних гвинтовим рушiєм, вико-

ристовувалися спiввiдношення, заснованi на напiвемпiричнiй моделi [71], в

якiй реальний гребний гвинт замiнювався ефективним двигуном. У данiй ро-

ботi розглядається початок руху судна, тодi згiдно [71] швидкiсть витiкання

струменя розраховується за спiввiдношенням:

U0 =

\sqrt{} 
8n2D2

\pi 
KT (4.52)

где D – дiаметр гвинта, n – частота обертiв гвинта емпiричний коефiцiєнт

упору гребного гвинта. Якщо коефiцiєнт упору гвинта неможливо визначити,
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c

Рисунок 4.6: Схема лабораторного експерименту

то може бути використано емпiричне спiввiдношення [71]

U0 = C2

\biggl( 
P

\rho 0D2
p

\biggr) 1/3

, (4.53)

де P – потужнiсть на гребному валу [Вт], C2 - емпiрична постiйна, рiвна

за даними експериментiв [71] та по даним [209].

Моделювання лабораторного експерименту [271]

Проведено зiставлення результатiв моделювання з лабораторним експери-

ментом [271], в якому дослiджувався вплив струменя вiд гвинтового рушiя

на похилий берег. Схема експерименту представлена на рис. 4.6. Експеримент

проводився в лотку розмiром 2\times 1.9\times 0.48м . Гвинт дiаметром D0 = 0.1м був

встановлений на глибинi 0.28м в перегородцi, що вiдокремлює робочий об’єм

вiд допомiжного, в який надходила вода з насоса, щоб зрiвноважити рiвень

в обох вiдсiках. Надлишок води при роботi гвинта витiкав через бiчнi стiн-

ки. Початкова швидкiсть струменя становила U0 = 1.36м/с . В розрахунках

струмiнь витiкав з прямокутного отвору розмiром 10.8\times 6.6см з початковою

швидкiстю 1.38м/с , що вiдповiдало iмпульсу струменя в експериментi.

При моделюваннi вода витiкала назовнi через бiчнi границi, на яких вико-

ристовувалася ньютонiвська схема засвоєння даних. Розрахункова сiтка мо-
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Рисунок 4.7: Розподiл швидкостей у вертикальному перерiзi по осi струменя

Рисунок 4.8: Розподiл швидкостей бiля дна

делi становила 100\times 80\times 50 вузлiв. Результати розрахункiв усталеного руху

представленi на рис. 4.7-4.9. На рис. 4.7 i 4.8 представлено розподiл швид-

костей у вертикальному перетинi i в придонному шарi в момент часу, коли

рух струменя встановився. На рис. 4.9 наведено порiвняння розрахованих

та експериментальних [271] профiлiв горизонтальної швидкостi в ближнiй i

дальнiй зонах розвитку струменя. Як видно з малюнка, розподiл швидкостей

непогано узгоджується з експериментальним.
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Рисунок 4.9: Порiвняння розрахованих та вимiряних профiлей горизонтальної швидкостi

Рисунок 4.10: Розташування зони максимального розмиву дна

Рис. 4.11 показує стале поле дотичних напружень у дна. Як видно з малюн-

ка, зона максимальних дотичних придонних напружень знаходиться поблизу

точки перетину осi струменя з дном. Аналiз експериментальних даних, про-

ведений в [271] показав, що зона максимального розмиву дна знаходиться

на перших 10 сантиметрах початку схилу дна (рис. 4.10). Згiдно з експери-

ментальними даними зона максимального впливу знаходиться значно нижче

зони максимальних придонних швидкостей i дотичних напружень. Причому

рух частинок донних вiдкладень в нижнiй частинi ухилу вiдбувалося проти

напрямку руху течiї.

В рамках представленої тут моделi задача розмиву дна не розглядається.

Однак, огляд iснуючих моделей переносу наносiв [див. напр. [113],[154],[210],[280]]
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Рисунок 4.11: Поле придонних дотичних напружень

Рисунок 4.12: Модуль градiєнту придонного динамiчного тиску

показав, що бiльшiсть з них при розрахунку руху донних вiдкладень врахо-

вують тiльки придоннi дотичнi напруження. Отже, бiльшiсть з вiдомих мо-

делей не пiдходять для задачi розмиву дна в даному експериментi. Розподiл

модулю градiєнту динамiчного тиску, представлений на рис. 4.12 дозволяє

пояснити експериментальне розташування зони максимально розмиву дна.

Сила, викликана перепадом тиску, також є рушiйною для частинок наносiв,



145

Рисунок 4.13: Схема чисельного експерименту по розмиву дна придонним струменем

Рисунок 4.14: Розмив дна через 3хв моделювання.

що лежать на днi. З рис. 4.12 видно, що градiєнт тиску максимальний на по-

чатку схилу дна i спрямований проти течiї, що дозволяє пояснити напрямок

i механiзм руху частинок, що спостерiгається експериментально.

4.3.4 Моделювання розмиву дна струменем вiд судового рушiя

Чисельна модель була застосована для моделювання розмиву дна пiд дi-

єю затопленного придонного струменя. Чисельне моделювання проводилося

у прямокутному лотку довжиною 3м, шириною 1.14м та глибиною 0.456м.

Схема експерименту показана на рис. 4.13. При моделюваннi струмiнь втi-

кав з прямокутного отвору зi стороною b0 = 7.6 см. Початкова швидкiсть

струменя задавалась рiвною 1.31м/с. Перед початком моделювання дно було
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вкрите однорiдними пiщинками дiаметром 2.6мм. Процеси бiотурбацiї при мо-

делюваннi не розглядалися. Моделювався рух зважених намулiв та рухомих

донних намулiв. Моделювання проводилося за допомогою негiдростатичної

моделi гiдродинамiки (роздiл 3.3), що динамiчно поєднана з лагранжевою

моделлю переносу намулiв, що представлена в даному роздiлi. Обмiн дани-

ми мiж моделями вiдбувався на кожному часовому кроцi. Гiдродинамiчна

модель розраховувала тривимiрнi поля течiй, коефiцiєнти турбулентного пе-

ремiшування та придоннi напруження. Лагранжева модель, використовуючи

отриманi данi, розраховувала потоки ерозiї та осiдання, змiну рiвня дна за

поточний часовий крок, концентрацiю завислих намулiв. Гiдродинамiчна мо-

дель перебудовувала вертикальну чисельну сiтку згiдно змiнi рiвня дна, що

розрахувала лагранжева модель, та враховувала концентрацiю завислих на-

мулiв для розрахунку сил плавучостi.

Роздiльна здатнiсть гiдродинамiчної моделi була 2.5см у горизонтальному

напрямку та 1.5см у вертикальному. Час розгону для встановлення струме-

невої течiї складав 2хв. Через 2хв. починала працювати лагранжева модель

переносу намулiв. На рис. 4.14 показаний розмив на намив, шо спричинений

придонним струменем через 3 хвилини моделювання.

4.3.5 Моделювання гравiтацiйних каламутних течiй, що виклика-

нi конвекцiєю на шельфi

Модель була застосована до дослiдження виникнення гравiтацiйних кала-

мутних потокiв на схилах в результатi шельфової конвекцiї в океанi [152].

Шельфова конвекцiя являє собою розповсюджене явище в полярних обла-

стях океану, коли в результатi зимової конвекцiї, що проникає до дна вiдносно

мiлкого шельфу густина води над шельфом стає бiльшою, нiж у вiдкритому
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океанi, де конвекцiя охоплює бiльш глибокi шари. Градiєнт густини, що при

цьому виникає, викликає гравiтацiйну течiю бiльш щiльної води в глибиннi

шари океану. Цей потiк моде мобiлiзувати намули на схилi, що в свою чергу

може пiдсилити густиннi гравiтацiйнi течiї за рахунок намулiв. Ця пробле-

ма розглядалась в рядi робiт, починаючи з [127]. Тут розглядається вiдносно

проста двовимiрна задача про збудження каламутних потокiв густинною гра-

вiтацiйною течiєю на схилi мiж вузьким шельфом з глибиною 50 м та морем

з глибиною 200 м. Параметри задачi вiдповiдають iдеалiзованому опису кон-

векцiї на шельфi Нової Землi в Баренцевому морi [152]. Використовувалась

спряжена система рiвнянь лагранжевої моделi та гiдростатичної моделi POM

[214]. Ефекти обертання Землi не враховувались. Початкова температура i

солонiсть води у вiдкритому морi T = 0oC та S = 34.3 , вiдповiдно. Припу-

скається, що шельф та схил вкритi мулом з дiаметром частинок 6 \cdot 10 - 6 м

та швидкiстю осiдання 1.9 \cdot 10 - 6м/с. Критичнi напруження змучування та

осiдання дорiвнюють 0.095 Н/м 2 .

Результати розрахункiв представленi на рис.4.15-4.17. На рис.4.15 наве-

денi вертикальнi розрiзи солоностi в гравiтацiйнiй течiї на схилi через 2.5

доби пiсля початку, який виник в результатi тiльки термохалiнної шельфо-

вої конвекцiї та термохалiнної конвекцiї iз змучуванням донних намулiв на

схилi. Вiдповiдний вертикальний розрiз концентрацiї намулiв представлений

на рис. 4.15. Як видно з рис. 4.15 змучування призводить до збiльшення сил

плавучостi прискорення руху голови течiї (див. також рис.4.17). В той же час

збiльшення швидкостi гравiтацiйної течiї супроводжується додатковим залу-

ченням оточуючих вод в гравiтацiйну течiю. Тому, при досягненнi пiдошви

схилу густина води в потоцi буде меншою, нiж у випадку тiльки термохалiн-

ної густинної течiї.
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Рисунок 4.15: Вертикальний розрiз солоностi в гравiтацiйнiй течiї на схилi при t = 2.5 дiб,

що виникло в результатi термохалiнної шельфової конвекцiї (а) та термохалiнної конвекцiї

iз змучуванням донних намулiв на схилi

Рисунок 4.16: Вертикальний розрiз концентрацiї намулiв в гравiтацiйнiй течiї на схилi

при t = 2.5 дiб, що виникла в результатi термохалiнної конвекцiї iз змучуванням донних

намулiв на схилi

4.3.6 Моделювання розмиву шельфової зони накатом поодинокої

внутрiшньої хвилi

Природна ерозiя донних вiдкладень на шельфi може бути викликана не

тiльки течiями, але й внутрiшнiми хвилями та, на окремих дiлянках, спричи-

няти значне осадонакопичення [84]. Ерозiя намулiв може впливати на фiто-

планктон та бактерiальну бiомасу, збiльшувати потiк газiв. Руйнування хвиль

на пiдводних схилах може провокувати епiзодичнi спалахи турбулентностi iз
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Рисунок 4.17: Положення фронту гравiтацiйної течiї iз часом. Термохалiнна конвекцiя (1)

и термохалiнна конвекцiя iз змучуванням донних намулiв на схилi (2)

подальшою ерозiєю та переносом намулiв.

Для моделювання ерозiї шельфу пiд впливом внутрiшнiх хвиль розгля-

немо iдеалiзований шельф, який за своїми параметрами подiбний до шель-

фу в естуарiї Св. Лоренца бiля острова Ливрес [84]. На рис. 4.18 показана

розрахункова область та розповсюдження поодинокої внутрiшньої хвилi при

набiганнi на уклiн дна. Кут нахилу шельфу приблизно 0.05, термоклин роз-

ташовується на глибинi 8.5 метрiв i роздiляє шари з густиною 1015 кг/м 3 та

1023 кг/м 3 . Внутрiшня хвиля мала початкову амплiтуду a=6.5 м, що вiдпо-

вiдає параметрам спостережуваних в естуарiї Св. Лоренца внутрiшнiх хвиль.

Максимальна глибина розрахункової областi складала 40 м. При пiдходi до

берега хвиля починає деформуватись, укручуватись, а потiм розповсюджу-

ватись по шельфу у виглядi болуса (рис. 4.19).

Розрахунки розповсюдження внутрiшньої хвилi проводилися за допомо-

гою чисельної моделi, що описана в роздiлi 3.3. Довжина розрахункової обла-

стi складала 3 км, роздiльна здатнiсть моделi по горизонталi - 1 м, по верти-

калi роздiльна здатнiсть складала 200 рiвномiрно розподiлених \sigma -рiвнiв. Для

розрахунку коефiцiєнту вертикальної в’язкостi та дифузiї використовувалась

модель пiдсiткової турбулентностi Смагоринського [197]. Поля швидкостей,
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Рисунок 4.18: Накат поодинокої внутрiшньої хвилi на шельф. Стрiлкою позначено напря-

мок руху хвилi

рiвня вiльної поверхнi та коефiцiєнту вертикальної дифузiї було збережено з

часовим кроком 5 секунд.

Для моделювання розмиву та переносу намулiв використовувалася ла-

гранжева модель переносу намулiв, кiлькiсть лагранжевих частинок скла-

дала близько 100 000. Параметри розрахункiв моделi: тип донних намулiв

- однорiдний мiлкий пiсок дiаметром 0.1 мм, швидкiсть осiдання - 4.6мм/с.

Потоки ерозiї розраховувались згiдно формул [301]. Результати розрахункiв

представленi на рис. 4.19. Показано розташування частинок пiску та iзолi-

нiї солоностi, що показують розповсюдження та трансформацiю внутрiшньої

хвилi. Поля солоностi та розташування частинок пiску показано через кожнi

3 хвилини. Видно, як при пiдходi хвилi до мiлкої частини шельфу прискорен-

ня придонного потоку спричиняє розмив дна. Турбулентнiсть, що спричинена

руйнуванням хвилi на мiлкiй частинi шельфу сприяє iнтенсивному перемiшу-

ванню пiщинок в шарi води. З розрахункiв видно, що для даних реалiстичних

параметрiв дна та внутрiшньої хвилi, накочування хвилi на берег може спри-

чиняти ерозiю дна та перенос намулiв у прибережнiй зонi.
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Рисунок 4.19: Перенос намулiв пiд дiєю поодинокої внутрiшньої хвилi, що накочується на

шельф

4.4 Висновки до роздiлу

У роботi побудована нова тривимiрна лагранжева модель, що використовує

метод випадкових блукань для моделювання переносу та дифузiї та описує

перенос сумiшi зв’язних та незв’язних багатофракцiйних намулiв з перемiн-

ним гранулометричним складом. Модель вiдтворює основнi процеси перено-

су завислих та рухомих донних намулiв та переформування дна, включаючи

ефекти самовiдмостки. Отримано вираз для ймовiрностi осiдання незв’язних

намулiв залежно вiд характеристик турбулентностi та швидкостi осiдання

частинок намулiв, що використовується для задання граничних умов для

при розв’язаннi рiвняння переносу та дифузiї методом частинок. Результа-

ти розрахункiв добре узгоджуються з аналiтичним i чисельним розв’язками

для ейлерової моделi та з даними лабораторного експерименту. Порiвнян-

ня розрахункiв моделi з даними концентрацiї завислих намулiв в каналi з

заглибленням з лабораторного експерименту [302] показало, що середнє гео-

метричне вiдношення розрахованих значень до експериментальних становить
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1.011, середнє геометричне квадратичне вiдхилення складає 1.35. Модель бу-

ла застосована для дослiдження виникнення гравiтацiйних каламутних течiй

на схилах в результатi шельфової конвекцiї та для моделювання набiгання

внутрiшнiх хвиль на уклiн дна. Показано, що гравiтацiйнi течiї та внутрiшнi

хвилi є одними з механiзмiв переносу донних намулiв в шельфових зонах.

Представленi розрахунки оцiнки стiйкостi дна та берегiв пiд дiєю струме-

невих течiй вiд судових рушiїв за допомогою негiдростатичної гiдродинамi-

чної моделi. На вiдмiну вiд вiдомих моделей, вона описує тривимiрнi поля

швидкостi, що генеруються судовими рушiями, iнтенсивнiсть i iнтегральний

масштаб турбулентностi в заданiй розрахункової областi з довiльним рельє-

фом дна i формою берегiв. Модель дозволяє розраховувати розподiл придон-

ного напруження тертя, градiєнту придонного тиску i оцiнювати умови зру-

шення донних наносiв пiд дiєю струменя гребного гвинта. Результати розра-

хункiв узгоджуються з лабораторним експериментом [271]. Зроблено висно-

вок про те, що в розглянутих задачах при моделюваннi розмиву дна необхiдно

використання моделей переносу намулiв, що використовують параметриза-

цiю сили, що дiє на доннi вiдкладення за рахунок градiєнту тиску спiльно з

придонними напруженнями тертя. Представлена модель може використову-

ватись для розрахункiв локального переформування дна навколо перешкод,

моделювання днопоглиблювальних робiт або розмиву дна пiд впливом стру-

менiв вiд судових рушiїв або хвиль при проходженнi судiв.



Роздiл 5

ЛАГРАНЖЕВА МОДЕЛЬ

РОЗПОВСЮДЖЕННЯ

НАФТОПРОДУКТIВ

5.1 Вступ

Перенос i змiна фiзико-хiмiчних властивостей нафти в морi регулюється

безлiччю взаємопов’язаних процесiв: адвекцiї течiями; розтiкання поверхне-

вої плями за рахунок гравiтацiйних сил i поверхневого натягу; масообмi-

ну i змiни фiзико-хiмiчних властивостей за рахунок процесiв вивiтрюван-

ня; взаємодiї нафти з зваженими i донними вiдкладеннями та береговою

лiнiєю ([62],[264]). Вздовж напрямку в якому розтягується поверхнева пля-

ма за рахунок зсувних течiй i вихорiв, розтiкання є важливим процесом

у змiнi фiзико-хiмiчних властивостей розливу нафти, тому що це призво-

дить до суттєвого росту площi поверхневої плями. У свою чергу, це при-

зводить до iнтенсифiкацiї процесiв вивiтрювання. Згiдно [122] за допомогою
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аналiзу розмiрностей процес поширення плями можна роздiлити на три ета-

пи: iнерцiйний етап (1), коли при русi сила плавучостi врiвноважується си-

лою iнерцiї; гравiтацiйно-в’язка стадiя (2), коли сили плавучостi врiвнова-

жуються силами в’язкостi; етап поверхневого натягу (3), коли при русi сили

поверхневого натягу врiвноважуються силами в’язкостi. Розтiкання нафти

- це складний процес, який був детально вивчений для деяких iдеалiзова-

них задач. Бiльшiсть дослiджень були обмеженi випадками автомодельного

поширення симетричної плями пiсля миттєвого розливу в спокiйному мо-

рi [122,144,121,79,126,284,285,89,259,95,96]. Формули Фея [122] доповнюються

емпiричними параметрами, що використовуються в багатьох моделях розли-

вiв нафти. Тим не менше, цi спiввiдношення не можуть описати реалiстичну

змiну товщини плями, несиметричнiсть поширення нафтової плями пiд дiєю

вiтру i течiй, що спостерiгається при реальних розливах, та динамiку розли-

вiв, викликаних безперервним витоком зi змiнною у часi швидкiстю [264]. На

даний момент вiдома тiльки невелика кiлькiсть моделей, що описують роз-

тiкання плям реалiстичних форм: двовимiрна ейлерова модель поверхневої

плями [235], що була отримана з рiвнянь мiлкої води для в’язкого режиму

та режиму поверхневого натягу i тривимiрна лагранжева модель ([3,74,75])

та ейлерова модель [290], якi були нещодавно розробленi, для того, щоб вра-

хувати ефекти вивiтрювання. Тим не менш, можливий вплив сили Корiолiса

на розтiкання ще не був дослiджений, або навiть обговорений, незважаючи

на те, що час розтiкання у випадку великих розливiв може тривати багато

годин i навiть днiв. Витiк можне продовжуватися декiлька днiв i мiсяцiв,

як у випадках розливiв “Ixtoc I” та “Deep Horizon” . Таким чином, важли-

во розумiти можливий вплив, що спричинений силою Корiолiса на динамiку

розповсюдження поверхневої плями, що утворилась внаслiдок безперервного

або миттєвого витоку.
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У роздiлi розглядається модифiкована модель ([3,74,75,196]), яка здатна

описувати динамiку розтiкання поверхневої плями пiд впливом сили Корiо-

лiса i поверхневих течiй для випадкiв миттєвого або неперервного витоку, а

також моделювати тривимiрну дисперсiю нафтових крапель в стовпi води.

5.2 Модель поверхневої плiвки нафти

5.2.1 Рiвняння моделi динамiки плiвки нафтопродуктiв з ураху-

ванням впливу обертання Землi

Основнi рiвняння, що описують розтiкання нафтової плями виводяться в

наближеннi мiлкої води, беручи до уваги рiвняння нерозривностi i рiвняння

Нав’є-Стокса, що усереднюються по товщинi слою нафти. Рiвняння мiлкої

води та метод його розв’язку методом частинок в загальному випадку було

розглянуто в роздiлi 1.7.4. Усередненi по товщинi нафтового шару рiвняння

мають вигляд:
\partial h

\partial t
+ \vec{}\nabla (\vec{}uoh) = Q, (5.1)

де t - час, h - товщина плiвки; \vec{}uo = (uo, vo) - усереднена по товщи-

нi нафтової плiвки швидкiсть у Декартовiй системi координат \vec{}x = (x, y) ,

\nabla - горизонтальний диференцiальний оператор. Припускається, що вiдома

швидкiсть на поверхнi \vec{}uw = (uw, vw) . Q– джерела та стоки завдяки випаро-

вуванню, дисперсiї нафтових крапель вглиб води, дiючим джерелам розливiв

та заходам щодо збору нафти. Для простоти, процеси вивiтрювання поки не

розглядаються в цьому роздiлi.

Iнерцiйний режим є вiдносно коротким. Нехтуючи iнерцiйними членами у

рiвняннях руху, що усередненi по товщинi шару нафтової плями ми припуска-

ємо, що баланс мiж гравiтацiєю, силами тертя, силами поверхневого натягу
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i силами Корiолiса, що дає:

f\vec{}z \times \delta \vec{}u =  - g\prime \vec{}\nabla h+
\vec{}\tau a  - \vec{}\tau b
\rho oh

, (5.2)

де \vec{}z - одиничний вектор, що напрямлений вгору; \delta \vec{}u = \vec{}uo  - \vec{}uw ; f -

параметр Корiолiса; g\prime = g(\rho o  - \rho w)/\rho o ; g - гравiтацiя; \rho o та \rho w - густина

води та нафти, вiдповiдно; \vec{}\tau b та \vec{}\tau a є напруження тертя на межi нафта-вода,

та нафта-повiтря, вiдповiдно.

Оскiльки в’язкiсть нафти \mu o набагато бiльше, нiж в’язкiсть води \mu w (\mu o/\mu w \approx 

20) ми можемо припустити, що швидкостi в нафтовiй плямi розподiленi рiв-

номiрно по товщини. Тому, iмпульс вiд дiї вiтру передається безпосередньо

до води, що пiд плямою. Це означає, що

\vec{}\tau b = \vec{}\tau a + \vec{}\tau w, (5.3)

де \vec{}\tau w = (\tau xw, \tau 
y
w) є напруження тертя, викликане вiдносним рухом пля-

ми та поверхневих потокiв. На вiдмiну вiд багатьох моделей розливiв нафти

([62],[264]) ми не припускаємо, що вiтровi напруження викликають додаткову

“вiтрову” швидкiсть [235], що вiдрiзняється вiд поверхневої швидкостi.

Через велику в’язкiсть нафти пограничний шар, що викликається вiдно-

сним рухом плями i води iснує тiльки у водi. Припускаючи ламiнарний хара-

ктер цього пограничного шару, напруження тертя на поверхнi води та нафти

без врахування обертання Землi можна визначити так:

\vec{}\tau w
\rho w

= \nu w
\partial \vec{}u

\partial z
\approx \nu w

\delta \vec{}u

\delta w
, (5.4)

де \nu w = \mu w/\rho w - кiнематична в’язкiсть, \delta w - це товщина пограничного шару,

яка може бути оцiнена за формулою Релея

\delta w =
\sqrt{} 
\nu wt\prime , (5.5)

де t\prime = \ell /| \vec{}\delta u| - характерний масштаб часу для рухiв в пограничному шарi,

\ell - це масштаб довжини. Вважаючи, що \ell - вiдстань вiд переднього краю
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плями, рiвняння (5.4) може бути переписано у формi, що використовується

у теорiї пограничного шару [270] як:

\vec{}\tau w
\rho w

= C \prime 
wRe

 - 1/2
\ell | \vec{}\delta u| \vec{}\delta u, (5.6)

де Re\ell = | \vec{}\delta u| \ell /\nu w - число Рейнольдса, C \prime 
w - це константа, яка оцiнюється як

0.332 при розв’язаннi рiвняння Блазiуса [270]. Якщо Re\ell зростає iз збiльшен-

ням вiдстанi вiд передньої кромки плями, то пограничний шар стає турбулен-

тним при Re\ell > 5 \cdot 105 пiсля певної перехiдної зони. За теорiєю пограничного

шару [270] турбулентний зсув може бути наближено

\vec{}\tau w
\rho w

= C \prime \prime 
wRe

 - 1/5
\ell | \vec{}\delta u| \vec{}\delta u, (5.7)

де константа C \prime \prime 
w = 0.0296 [270]. Для характерного часу t\prime \sim f - 1 обертання

Землi обмежує товщину пограничного шару глибиною Екманiвського шару

\delta E =
\sqrt{} 
\nu w/f . У шарi Екмана член Корiолiса знаходиться у балансi iз в’яз-

кiстю. Iз вiдстанню \~z =  - z вiд поверхнi рiзниця мiж швидкостями у шарi

Екмана (u, v) та поверхневими потоками зменшується. Розв’язок цiєї задачi

добре вiдомий [108]:

u - uw = exp( - \xi \~z)[\delta u cos(\xi \~z) + \delta v sin(\xi \~z)],

v  - vw = exp( - \xi \~z)[\delta v cos(\xi \~z) - \delta u sin(\xi \~z)],
(5.8)

де \xi =
\sqrt{} 
f/(2\nu w) , \delta u = uo  - uw, \delta v = vo  - vw, . Напруження тертя мiж

нафтовою плямою та водою отримується з (5.8) як

\tau 
(x)
w /\rho w =  - \lambda (\delta u - \delta v)

\tau 
(y)
w /\rho w =  - \lambda (\delta u+ \delta v),

(5.9)

де \lambda =
\sqrt{} 
\nu f/2 . Вiдмiтимо, що вектор уповiльнення в’язких сил вiдхиляється

на кут 45\circ вiд вектору уповiльнення в’язких сил без обертання Землi (5.6).

Форма ламiнарного пограничного шару залежить вiд числа Росбi

Ro =
\delta E
\delta w

=
U

f\ell 
. (5.10)
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Якщо Ro \gg 1 тодi напруження тертя мiж водою та плямою описується (5.6)

в той час Ro \ll 1 напруження тертя в шарi Екмана (5.9) домiнують.

Пiдставляючи параметризацiю Екмана (5.9) в рiвняння руху (5.2) отрима-

ємо:

uo = uw  - g\prime h

\lambda [(1 + fh/\lambda )2 + 1]

\biggl[ 
(1 + fh/\lambda )

\partial h

\partial y
+
\partial h

\partial x

\biggr] 
,

vo = vw +
g\prime h

\lambda [(1 + fh/\lambda )2 + 1]

\biggl[ 
(1 + fh/\lambda )

\partial h

\partial y
 - \partial h

\partial x

\biggr] 
,

(5.11)

де член fh/\lambda =
\surd 
2h/\delta E - вiдношення товщини шару плями до товщини шару

Екмана. Для f = 10 - 4с - 1 \nu w = 10 - 6м2с - 1 товщина шару Екмана є 10 - 1м - 1 .

Таким чином, член Корiолiса в рiвняннi (5.1) є незначною h \ll 10 - 1м - 1 .

Однак, тертя Екмана не може бути проiгнороване на великих промiжках часу

та на великих вiдстанях вiд передньої кромки плями. Параметризацiя зсувних

напружень (5.9) призводить до вiдхилення розтiкання нафти вiд напрямку

градiєнту товщини нафтової плями

5.2.2 Чисельний алгоритм розв’язку рiвняння руху нафтової плiв-

ки методом частинок

Загальний алгоритм розв’язання рiвнянь мiлкої води був представление

в роздiлi 1.7.4. В цьому роздiлi це метод розглядається бiльш детально для

застосування до задачi про рух нафтової плiвки по поверхнi води. У лагран-

жевому пiдходi поверхнева нафтова пляма моделюється як набiр “частинок”,

якi мають просторово розподiлену масу. Розподiл товщини плями апрокси-

мується за допомогою полiномiальної функцiї [188] як

hi(r, R) =
5Vi
\pi R2

\left\{   (1 + 3ri/R)(1 - ri/R)
2, ri \leq R,

0, ri < R.
(5.12)

Тут ri =
\sqrt{} 
(x - xi)2 + (y  - yi)2 , де (xi, yi) - декартовi координати центру



159

мас частинок, R - горизонтальний розмiр частинок , Vi - об’єм частинок.

h(x, y) =

Np\sum 
i=1

hi(x, y), (5.13)

де Np - кiлькiсть частинок. Просторова похiдна вiд hi в частинцi може

бути легко розрахована, а сума забезпечує наближення \vec{}\nabla Hh , що є необхi-

дним для розрахунку гравiтацiйних сил у рiвняннях руху (5.2). Цей пiдхiд

([3,74,75,196]) дозволяє брати до уваги взаємодiю часточок в ансамблi i описа-

ти розтiкання плями довiльної форми. Подiбнi методи були розробленi у фi-

зицi плазми для опису системи часток, що не стикаються методом “частинка-

частинка” ( див. [48]) та у гiдромеханiцi згладжених частинок (“Smoothed

Particle Hydrodynamics” метод [188] ,[133],[184]). Траєкторiя частки розрахо-

вується за формулою
d\vec{}xi
dt

= \vec{}uoi (5.14)

де \vec{}uoi - швидкiсть частинки. У чисельному алгоритмi положення частинок в

момент часу tn+1 = tn +\Delta t задається у виглядi

\vec{}xn+1
i = \vec{}xni +\Delta t(\vec{}uw(\vec{}x

n
i ) + \delta \vec{}u(\vec{}xni )) (5.15)

Для випадку без обертання, та за умови, що ми нехтуємо iнерцiйним етапом

розтiкання плями \delta \vec{}U обчислюється для ламiнарного ( s = 1/2 ) i турбулен-

тного ( s = 1/5 ) розтiкання як

\delta \vec{}u =  - 
\biggl( 

h\rho o\ell 
s

Cw\rho w\nu sw

\biggr) 1/(2 - s)
\vec{}\nabla h/

\bigm| \bigm| \bigm| \vec{}\nabla h\bigm| \bigm| \bigm| (1 - s)/(2 - s) , (5.16)

де Cw \equiv C \prime 
w для ламiнарного режиму та Cw \equiv C \prime \prime 

w для турбулентного ре-

жиму. Для того, щоб порахувати \delta \vec{}u нам необхiдно знати спочатку значення

h, \vec{}\nabla h, \ell у кожнiй точцi де розмiщуються частинки. Для використання фор-

мули (5.13) ми провели попереднє ланцюжкове сортування [48], для того, щоб

враховувати тiльки вiдстанi меншi анiж R . Вiдстань до границi плями \ell ми
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визначаємо як мiнiмальну вiдстань вiд точки до границi плями, що розрахо-

вується у 8 напрямках: 4 вздовж осей декартових координат в обох напрямках

i 4 напрямку на 45\circ мiж осями.

Розрахункове значення швидкостi розтiкання (5.16) потiм використовує-

ться для перевiрки критерiю Росбi (5.10) для параметризацiї в’язкого тертя.

У випадку Ro < 1 рiвняння (5.11) використовуються для обчислення нових

значень швидкостi розтiкання.

5.2.3 Автомодельнi розв’язки для гравiтацiйно-в’язкого i гравiта-

цiйно-турбулентного режиму

Розглянемо автомодельне розтiкання симетричної плями в спокiйному мо-

рi (\vec{}uw = 0 ) без дiї сили Корiолiса. Напруження тертя мiж водою i плямою

параметризуються за допомогою теорiї пограничного шару (5.6) для ламiнар-

ного гравiтацiйно-в’язкого режиму та (5.8) для гравiтацiйно-турбулентного

режиму. Замiсть координат (x, y) ми будемо використовувати вiдстань у

напрямку розтiкання плями r . Рiвняння нерозривностi та iмпульсу в обох

режимах можна записати в безрозмiрних змiнних \^r, \^t, \^h, \^uo використовую-

чи таке масштабування: [r] \sim L0 , [h] \sim h0 = W0/L
n+1
0 , [uo] \sim U0 =

(g\prime h20L
s - 1
0 C - 1

w \nu  - s)1/(2 - s) , [t] \sim L0/U0 . Де L0 характерна ширина смуги на-

фти у разi односпрямованого розтiкання або радiальний масштаб плями в

осесиметричному випадку i W0 - характеристичний об’єм у разi осесимме-

тричного розтiкання та об’єм на одиницю довжини нафтової смуги у випад-

ку односпрямованого розтiкання. Значення показника n is n = 0 у випадку

односпрямованого розповсюдження n = 1 , а у випадку осесимметричного
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розтiкання. Використовуючи таке масштабування, ми отримуємо

\partial \^h

\partial \^t
+

1

\^rn
\partial (\^h\^uo\^r

n)

\partial \^r
= 0, (5.17)

\^h
\partial \^h

\partial \^r
=  - \^u2 - so

\^\ell s
. (5.18)

Характерний масштаб нафтової плями \^\ell = \^rmax  - \^r це вiдстань вiд пере-

дньої кромки плями \^rmax . Як i в [147] рiвняння (5.17)-(5.18) були доповненi

до повного рiвняння нерозривностi:

\^W =

\int \^rmax

0

(2\pi \^r)n\^hd\^r = \^q\^tm. (5.19)

де ми припустили, що об’єм плями \^W (\^t) змiнюється як \^tm за рахунок дже-

рела, помiщеного в \^r = 0 . Тут \^q (\^q > 0) та m (m \geq 0) - константи. Для

випадку m = 0 режим вiдповiдає миттєвому розливу.

Ми шукаємо автомодельний розв’язок (5.17)-(5.19) у виглядi:

\^h = \^t\alpha H(\eta ), \^uo = \^t\beta U(\eta ), \eta = \^r/\^t\gamma , \^\ell = (\eta \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}  - \eta )\^t\gamma , (5.20)

де \eta \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} -вiдповiдає переднiй кромцi плями. Пiдставляємо (5.20) в (5.17)-(5.19)

та пiсля спрощення отримаємо:

\^t\gamma  - \beta  - 1

\biggl( 
\alpha H  - \gamma \eta 

dH

d\eta 

\biggr) 
+

1

\eta n
d

d\eta 
(\eta nUH) = 0, (5.21)

\^t2\alpha  - (1 - s)\gamma  - (2 - s)\beta H
dH

d\eta 
=  - (\eta max  - \eta ) - sU 2 - s, (5.22)

\^t\alpha +(n+1)\gamma  - m(2\pi )n
\int \eta max

0

H\eta nd\eta = \^q. (5.23)

Автомодельнiсть вимагає, щоб ступенi \^t у (5.21)-(5.23) були нулями. Вiд-

повiднi константи \alpha , \beta , \gamma визначаються як

\alpha =
3m - 2(n+ 1) + (n - 2m+ 1)s

2(n+ 1) + 3 - 2s
, \beta =  - 2(n - m) + 3 - s

2(n+ 1) + 3 - 2s
,

\gamma =
2m+ 2 - s

2(n+ 1) + 3 - 2s
. (5.24)
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Табл. 5.1: Чисельнi значення ступенiв в степеневих законах подiбностi для односпрямова-

ного i осесиметричного розтiкання нафтової плями

Режим n m \alpha \beta \theta \gamma \phi 

Гравiтацiйно-в’язкий 0 0 -3/8 -5/8 – 3/8 -1/4

Гравiтацiйно-в’язкий 1 0 -1/2 -3/4 – 1/4 -1/2

Гравiтацiйно-в’язкий 0 1 1/8 -1/8 – 7/8 3/4

Гравiтацiйно-в’язкий 1 1 -1/6 -5/12 – 7/12 1/6

Гравiтацiйно-турбулентний 0 1 4/23 -4/23 – 19/23 15/23

Гравiтацiйно-турбулентний 1 1 -5/33 -14/33 – 19/33 5/33

Гравiтацiйно-в’язко-обертальний 0 0 -1/4 -3/4 -3/4 1/4 -1/2

Гравiтацiйно-в’язко-обертальний 1 0 -1/3 -5/6 -5/6 1/6 -2/3

Гравiтацiйно-в’язко-обертальний 0 1 1/4 -1/4 -1/4 3/4 1/2

Гравiтацiйно-в’язко-обертальний 1 1 0 -1/2 -1/2 1/2 0

Число Рейнольдса Re\ell залежить вiд часу по закону \^t\phi , де \phi = \beta + \gamma .

Чисельнi значення показникiв ступенiв в автомодельних законах для одно-

спрямованого i осесимметричного поширення нафтової плями в гравiтацiйно-

в’язкому режимi наведенi в таблицi 5.1. Вiдповiдно до таблицi 5.1 Re\ell за-

тухає iз часом (\phi < 0 ) для миттєвого витоку (m = 0 ). Тому пограничний

шар при розтiканнi плями залишається ламiнарним при вiдсутностi сильної

зовнiшньої турбулентностi, викликаної повiтряними течiями та хвилями, що

перекидаються. Однак, Re\ell зростає iз часом для неперервних витокiв нафти,

що дає можливiсть переходу до гравiтацiйно-турбулентного режиму при до-

статньо великих Re\ell i вiдповiднi значення ступенiв приведенi в таблицi 5.1.

Введемо такi позначення \eta \ast = \eta /\eta max H\ast = H/\eta max та U\ast = U/\eta max . Розв’я-

зок системи рiвнянь (5.21)-(5.22) повинен задовольняти двi граничних умови.

Перша з них H\ast = 0 - на границi плями \eta \ast = 1 . Умова збереження (5.23)

вiдiграє роль другої граничної умови. Новi аналiтичнi розв’язки системи рiв-

нянь (5.21)-(5.22) для гравiтацiйно-в’язкої стадiї ( s = 1/2 ) були отриманi для
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випадку миттєвого витоку m = 0 як

H2
\ast =

3\pi \gamma 3/2

4

\biggl[ 
1 +

\sqrt{} 
1 - \eta \ast 

\biggl( 
2

\pi 

\surd 
\eta \ast +

4

3\pi 
\eta \ast 
\surd 
\eta \ast 

\biggr) 
 - 2

\pi 
arctan

\sqrt{} 
\eta \ast 

1 - \eta \ast 

\biggr] 
,(5.25)

U\ast = \gamma \eta \ast ,(5.26)

Значення для \eta max були отриманi за допомогою чисельного розв’язання рiв-

няння (5.25), що було пiдставлено в (5.23). Цi значення дорiвнюють 1.06 для

n = 0 та 0.89 для n = 1 . Закон розтiкання у безрозмiрних величинах задає-

ться як

rmax = Fi

\Bigl( 
g\prime W 2/\nu 1/2

\Bigr) 2\gamma /3
t\gamma (5.27)

Коефiцiєнт Fi = \eta max/C
\prime 2\gamma /3
w дорiвнює 1.62 для односпрямованого розтiкання

(n = 0) та 1.06 для осесимметричного розтiкання (n = 1) . Як видно з Табли-

цi 5.2 перше значення добре узгоджується з експериментальним значенням

1.5 [?]. У теоретичних дослiдженнях, якi вiдрiзнялися головним чином па-

раметризацiєю пограничного шару пiд плямою, значення Fi де 1.39 [?], 1.76

[?], 1.77 [?] для односпрямованого розтiкання та 1.12 [?], 0.98 [?], 1.15 [?] для

осесимметричного розтiкання.

Слiдуючи [147] розв’язок задачi для неперервного розливу (m > 0 ) може

бути отримано шляхом iнтегрування (5.21)-(5.22) \eta \ast = 1 . Рiвняння (5.22)

мають особливiсть у \eta \ast = 1 . Тому початковi умови для рiвнянь (5.21)-(5.22)

були отриманi вiд степеневих асимптотик при \eta \ast = 1 як

H\ast =

\sqrt{} 
2

1 - s
\gamma 
2 - s
2 (1 - \eta \ast )

1 - s
2 [1 +O(1 - \eta \ast )] , U\ast = \gamma +O(1 - \eta \ast ) (5.28)

Розв’язок (5.28) у \eta \ast = 0.999 були використанi в якостi початкових умов для

розв’язку системи (5.21)-(5.22) методом Руннге-Кутта. Вiдмiтимо для m = 0

наближений розв’язок вищого порядку апроксимацiї для гравiтацiйно-в’якого

режиму може бути отримано близько \eta \ast = 1 як

H\ast = 2\gamma 3/4(1 - \eta \ast )
1/4

\biggl[ 
1 - 1

4
\xi +O((1 - \eta \ast )

2)

\biggr] 
, U\ast = \gamma \eta \ast (5.29)
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Табл. 5.2: Числовi параметри закону розтiкання для гравiтацiйно-в’язкого режиму.

Автор Дослiдження n = 0 n = 0 n = 1 n=1

m = 0 m = 1 m = 0 m = 1

[144] Експ. 1.5

[144] Теорiя 1.12

[121] Теорiя 1.39 0.98

[79] Теорiя 1.76

[96] Теорiя 1.77 1.12

[97] Експ. 0.572

[98] Експ. 0.363

Ця робота Теорiя 1.62 1.09 1.06 0.816

Рисунок 5.1: Автомодельнi профiлi товщини нафтової плями H\ast в гравiтацiйно-в’язкому

та гравiтацiйно-турбулентному режимi у випадку осесимметричного розтiкання для m = 0

and m = 1 . Повнi розв’язки показанi суцiльною лiнiєю, а асимптотичнi розв’язки (5.29)

зображенi пунктиром. Аналiтичнi розв’язки (5.25) показанi чорними кружками.

Автомодельнi профiлi H\ast у випадку осесимметричного розтiкання пока-

занi на Рис.5.1. Як видно iз рисункiв, при гравiтацiйно-в’язкому режимi при

m = 0 чисельний розв’язок з початковими умовами (5.28) спiвпадає з аналi-

тичним розв’язком (5.25). Зауважимо, що наближений розв’язок (5.29) узго-
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джується iз аналiтичним, навiть при \eta \ast \approx 0 . Профiлi H\ast у [96] бiльш крутi

бiля кромки за рахунок вiдмiнностей в описi ламiнарного пограничного шару

в плямi. Профiль H\ast для гравiтацiйно-в’язкого режиму iз постiйним прито-

ком нафти (m = 1) на Рис.5.1 вiдрiзняється вiд випадку миттєвого розливу

(m = 0) . Товщина i швидкiсть необмежено зростають при r = 0 . Така сингу-

лярна поведiнка розв’язку пояснюється iдеалiзованими умовами для притоку

r \rightarrow 0 у випадку осесимметричного розтiкання. В реальних умовах потiк вiд

пiдводного викиду розтiкається по деякiй областi на поверхнi. У разi точко-

вого джерела в рiвняннях руху iнерцiйнi члени мають бути врахованi.

Значення \eta max у випадку гравiтацiйно-в’язкого режима були отриманi чи-

сельно. Вони дорiвнюють 0.834 для n = 0 i 0.679 для n = 1 . Вiдповiдний

закон розтiкання в розмiрних змiнних має вигляд:

rmax = FCV

\Bigl( 
g\prime q2/\nu 1/2

\Bigr) 2\gamma /7
t\gamma (5.30)

Коефiцiєнт FCV = \eta max/C
\prime 2\gamma /7
w дорiвнює 1.09 та 0.816 для односпрямованого

i осесиметричного розтiкання, вiдповiдно. Це вiдрiзняється вiд значень 0.572

та 0.363, що отриманi iз лабораторних експериментiв [97]. Можливi причини

цих розбiжностей будуть обговоренi в наступному роздiлi.

Вiдмiтимо, що показники у степеневих законах у випадку гравiтацiйно-

в’язкого та гравiтацiйно-турбулентного режиму близькi, тобто для n = 1 та

m = 1 значення \gamma дорiвнюють 7/12 \approx 0.583 та 19/33 \approx 0.576 . Однак, як ви-

дно iз рис. 5.1 автомодельнi профiлi H\ast вiдрiзняються. Профiль в гравiтацiйно-

турбулентному режимi не настiльки крутий на краю нафтової плями, як у

гравiтацiйно-в’язкому режимi. Закон розтiкання для гравiтацiйно-турбулент-

ного режима є

rmax = FCT
\bigl( 
g\prime q2/\nu s

\bigr) \gamma /(4 - s)
t\gamma , (5.31)

де множник FCT = \eta max/C
\prime \prime \gamma /(4 - s)
w . Значення \eta max та множник FCT дорiвнює
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0.598 та 1.30 для односпрямованого розтiкання 0.81 та 1.40 для осесимметри-

чного розтiкання, вiдповiдно.

5.2.4 Автомодельнi розв’язки для гравiтацiйно-в’язко-обертального

режиму

Симетричне розтiкання в спокiйному морi (\vec{}uw = 0 ) у гравiтацiйно-в’язкiй

стадiї пiд дiєю сили Корiолiса (гравiтацiйно-в’язкий режим iз обертанням)

можуть бути вивченi в подiбнiй спосiб. Для цього режиму використовується

параметризацiя тертя (5.9). Замiсть координат (x, y) ми будемо використо-

вувати вiдстань вздовж нафтової смуги r у випадку для односпрямованого

розтiкання та радiальну вiдстань у випадку осесимметричного розтiкання.

Рiвняння нерозривностi та рiвняння руху можуть бути записанi у безроз-

мiрних змiнних \^r, \^t, \^h, \^uo, \^vo, iз використанням масштабування: [r] \sim L0 ,

[h] \sim h0 = W0/L
n+1
0 , [uo] \sim U0 = (

\surd 
2g\prime h20/(L0

\surd 
\nu wf) , [vo] \sim U0 , [t] \sim L0/U0 ,

де uo та vo компоненти швидкостi поперек i вздовж смуги нафти, вiдповiдно,

або радiальна i трансверсальна швидкiсть у разi осесимметричного розтiка-

ння.

Використовуючи це масштабування та пiсля спрощення рiвнянь руху, отри-

маємо

\^h
\partial \^h

\partial \^r
=  - [1 + (1 + \epsilon \^h)2]\^uo, (5.32)

\^vo =  - (1 + \epsilon \^h)\^uo, (5.33)

де \epsilon =
\sqrt{} 
2fh2o/\nu - корiнь квадратний iз оберненого числа Екмана для на-

фтової плями. Рiвняння нерозривностi (5.17) та рiвняння руху (5.32)-(5.33)

доповнюються iнтегральним законом збереження (5.19).

Будемо шукати автомодельнi розв’язки (5.17), (5.32)-(5.33) та (5.19) у ви-
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глядi

\^h = \^t\alpha H(\eta ), \^uo = \^t\beta U(\eta , ), \^vo = \^t\theta V (\eta , ), \eta = \^r/\^t\gamma , (5.34)

Пiдставляємо (5.34) в (5.17), (5.32)-(5.33), що призводить до системи звичай-

них диференцiальних рiвнянь

\eta n
\biggl( 
\alpha H  - \gamma \eta 

dH

d\eta 

\biggr) 
+

d

d\eta 
(\eta nUH) = 0, (5.35)

H
dH

d\eta 
=  - 2U, (5.36)

V =  - U, (5.37)

якщо \alpha , \beta , \theta , \gamma зв’язанi як

\alpha =  - 1 + n - 2m

2(2 + n)
, \beta = \theta =  - 3 + 2n - 2m

2(2 + n)
, \gamma =

2m+ 1

2(2 + n)
. (5.38)

Чисельнi значення показникiв в автомодельних степеневих законах для одно-

спрямованого i осесимметричного розтiкання нафтової плями в гравiтацiйно-

в’язкому режимi iз обертанням наведенi в таблицi 5.1. Як видно з таблицi,

розтiкання в гравiтацiйно-в’язкому режимi iз обертанням вiдбувається по-

вiльнiше, анiж в гравiтацiйно-в’язкому режимi. Це можна пояснити спосте-

режуваним уповiльненням розтiкання в деяких випадках [264].

Переглянемо змiннi \eta \ast = \eta /\eta max , H\ast = H/\eta max U\ast = U/\eta max та V\ast =

V/\eta max де \eta max вiдповiдає переднiй кромцi плями \^rmax . Аналiтичнi розв’язки

(5.35)-(5.37) при m = 0 мають вигляд

H\ast =
\sqrt{} 
2\gamma 
\bigl( 
1 - \eta 2\ast 

\bigr) 1/2
(5.39)

U =  - V = \gamma \eta \ast , (5.40)

де \eta max = (3/2)1/6\pi  - 1/3 отримано iз використанням (5.23).

При m > 0 ми знаходимо аналiтичний розв’язок (5.35)-(5.37) при \eta \ast = 1
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Рисунок 5.2: Автомодельнi профiлi товщини нафтової плями H\ast в гравiтацiйно-в’язкому

режимi iз обертанням для m = 0 and m = 1 . Повнi розв’язки показанi суцiльною лiнiєю, а

асимптотичнi розв’язки (5.41) зображенi пунктиром. Аналiтичнi розв’язки (5.39) показанi

чорними кружками

як

H\ast =
\sqrt{} 

4\gamma (1 - \eta \ast )
1/2
\bigl[ 
1 - a1(1 - \eta \ast ) +O(1 - \eta \ast )

2
\bigr] 
, (5.41)

U\ast =  - V\ast = \gamma + 2
\sqrt{} 
4\gamma a1(1 - \eta \ast ) + a21(1 - \eta \ast )

2 +O(1 - \eta \ast )
3, (5.42)

де a1 =  - 
\surd 
4\gamma [1  - (2n + 1)\gamma ]/(12\gamma ) . Цi розв’язки були використанi у якостi

початкових умов при \eta \ast = 0.995 для чисельного розв’язку рiвнянь (5.35)-

(5.36) методом Рунге-Кутта.

Автомодельнi профiлi H\ast та компоненти швидкостi U\ast and V\ast для ви-

падку осесимметричного розтiкання нафтової плями приведенi на рис.5.2 та

5.3. Як видно з рис.5.2 чисельний повний розв’язок для миттєвого витоку збi-

гається з аналiтичним розв’язком (5.39) та асимптотичним розв’язком (5.41)

добре узгоджуються з повним розв’язком виключаючи внутрiшню область

плями. Профiль H\ast не настiльки крутий на кромцi плями як у випадку iз

плямою без обертання завдяки лiнiйному закону тертя (5.9). Наближений
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Рисунок 5.3: Автомодельнi профiлi компонент швидкостi U\ast та V\ast для випадку осесим-

метричного розтiкання нафтової плями в гравiтацiйно-в’язкому режимi iз обертанням для

m = 0 та m = 1 .

розв’язок (5.41) для постiйного витоку вiдрiзняється вiд повного розв’язку

бiля \eta \ast = 0 тому що товщина H\ast та компоненти швидкостi U\ast та V\ast для пов-

ного розв’язку нескiнченно зростають до витоку джерела нафти при \eta \ast = 0 .

Новою найбiльш важливою особливiстю гравiтацiйного-в’язкого режиму iз

обертанням є поява трансверсальної швидкостi за рахунок сили Корiолiса.

Частинки нафти рухаються вiд центру осесимметричного плями по спiралях.

Компоненти швидкостi зростають з вiдстанню вiд центру плями у разi миттє-

вого розливу в той час як для постiйної швидкостi витоку обидвi компоненти

швидкостi збiльшуються к центру плями. В обох випадках трансверсальна

швидкiсть не зникає на краях плями. Тим не менш, на краю плями товщина

пограничного шару менше товщини шару Екмана i вектори швидкостi розтi-

кання будуть спрямованi по нормалi до кромки.

Цей ефект вiдсутнiй в iдеалiзованiй задачi (5.17), (5.32)-(5.33). Це буде

розглянуто у наступному роздiлi, де буде приведено чисельний розв’язок пов-

ної задачi. Закон розтiкання у розмiрних змiнних для миттєвого розливу в
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гравiтацiйно-в’язкому режимi iз обертанням має вигляд:

rmax = FIR

\Bigl( 
g\prime W 2

0 /
\sqrt{} 
\nu wf

\Bigr) \gamma 
t\gamma (5.43)

де множник FIR = 2\gamma /2\eta max є 0.994 для осесиметричного розливу. Вiдповiд-

ний закон розтiкання для безперервного розливу має вигляд:

rmax = FCR

\Bigl( 
g\prime q2/

\sqrt{} 
\nu wf

\Bigr) \gamma /3
t\gamma (5.44)

де множник FIR = 2\gamma /6\eta max is 0.777 для осесиметричного розливу.

5.2.5 Чисельнi розрахунки по розтiканню осесиметричної нафто-

вої плями по поверхнi спокiйної води

В цьому параграфi наводяться та аналiзуються результати розрахункiв,

що проведенi чисельною моделлю поверхневої плiвки нафти, опис якої наве-

дений в роздiлi 5.2.1. Порiвнюються 6 розрахункiв. У всiх розрахунках на-

ступнi параметри були спiльнi: \rho o = 870 кг м - 3, \rho w = 1024 кг м - 3, \nu w =

1.1 \cdot 10 - 6 м2с - 1, f = 10 - 4 с - 1 . Загальна кiлькiсть частинок, що брали участь

у кожному розрахунку, була близько 105 , об’єм кожної частинки 0.6 м3 , ча-

совий крок моделi \Delta t = 5 с, горизонтальний масштаб частинки R = 100м.

В перших двох розрахунках (сценарiй 1 та 2) моделювався миттєвий роз-

лив 30000 м 3 нафти з урахуванням сили Корiолiса та без урахування, вiдпо-

вiдно. Нафту було розлито у колi дiаметром 200м за часовий iнтервал 2000с. В

наступних двох розрахунках (сценарiй 3 та 4) моделювався неперервний роз-

лив з урахуванням та без урахування сили Корiолiса, вiдповiдно. Швидкiсть

витоку була q = 0.3 м3с - 1 . Новi частинки, що виникали на кожному часовому

кроцi були випадковим образом розподiленi в колi дiаметром 150м. Змiна з ча-

сом радiусу нафтової плiвки rmax в сценарiях 1-4 показана на рис. 5.4. В цих

сценарiях на початку моделювання домiнував гравiтацiйно-в’язкий режим в
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Рисунок 5.4: Змiна з часом радiусу поверхневої нафтової плями в гравiтацiйно-в’язкому

режимi та в гравiтацiйно-в’язкому режимi з обертанням. (а) при миттєвому та (б) при

неперервному розливi. Автомодельнi залежностi позначенi згiдно залежностей (5.24) та

(5.38)

процесi розтiкання. Але, пiсля 3-4 годин тертя Екмана почало сповiльнювати

розтiкання. Через 2 доби площа плiвки в сценарiях 2 та 4 стала меншою, нiж

в сценарiях 1 та 3 в 1.96 та 1.82 рази, вiдповiдно. Це демонструє важливiсть

сили Корiолiса в процесi розтiкання. Чисельнi розрахунки добре узгоджую-

ться з автомодельними залежностями (5.24) та (5.38). Зауважимо, що режим

розтiкання в сценарiях 2 та 4 не є чисто гравiтацiйно-в’язко-обертальним як

в автомодельних розв’язках, тому що в чисельних розрахунках зовнiшнiй

край плiвки розповсюджується в гравiтацiйно-в’язкому режимi. Була отри-

мана оцiнка для константи розтiкання для сценарiїв 1 та 3, що склала 1.1 в

(5.27) та 0.84 в (5.30), вiдповiдно. Цi значення добре узгоджуються з теоре-

тичним значеннями, що наведенi в Таблицi (5.2).

Так само як i теоретичне значення, обчислена з чисельних розрахункiв

константа розтiкання дещо бiльша за експериментальне значення [98]. Згi-

дно (5.30) залежнiсть множника FCV вiд константи C \prime 
w є слабкою. Стандар-
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Рисунок 5.5: Траєкторiї частинок в iнтервалi вiд t = 2 hr до t = 48 годин (розрахунок

4). Товщину плiвки позначено в мм на момент часу 48 годин

тне значення C \prime 
w = 0.332 [270] має бути збiльшене в 64 рази для того, щоб

зменшити константу розтiкання вдвiчi, що не є реалiстичним. Особливо при

умовi гарного узгодження з експериментальними та теоретичними роботами

для миттєвого розливу. Тому ми можемо припустити iснування додаткової

уповiльнюючої сили в мiлкомасштабних експериментах [97]-[98]. Можливим

механiзмом уповiльнення є сила поверхневого натягу, що дiє в околi джере-

ла в експериментах (тонка стiна [97] або трубка [98]). Детальний аналiз цих

процесiв виходить за межi цiєї роботи де розглядаються великомасштабнi

процеси розтiкання.

Структура течiї в плiвцi з урахуванням ефекту Корiолiса показана на рис.

5.5 де траєкторiї частинок в сценарiї 4 наведенi для часового промiжку вiд

t = 2 до t = 48 годин. Траєкторiї частинок вiдхиляються вiд напрямку гра-

дiєнту товщини плiвки за рахунок Екманiвського тертя як це було показано в

роздiлi 5.2. Нормальна та тангенцiальна компоненти швидкостi розтiкання в
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Рисунок 5.6: Перерiз компонент швидкостi вздовж вiсi х в гравiтацiйно-в’язко-

обертальному режимi при неперервному розливi в сценарiї 4 в момент часу t = 48 годин.

Джерело позначено товстими вертикальними лiнiями

перерiзi вздовж дiаметру показанi на рис. 5.6. Згiдно з автомодельним аналi-

зом в роздiлi 5.2.4, профiлi цих компонент є подiбними. В розрахунках немає

особливостi в центрi плями, тому що розмiр джерела є скiнченим, як видно

з рис. 5.6 через неважливiсть Екманiвського тертя на кромцi плями, танген-

цiальна компонента прямує до нуля на границi плiвки, що вiдрiзняється вiд

автомодельного розв’язку на рис. 5.3.

В останнiх двох розрахунках (сценарiї 5 та 6) моделювався неперервний

розлив в полi течiй з урахуванням та без урахування сили Корiолiса. Умови

витоку були такi ж як i в сценарiях 3,4. Течiя була напрямлена пiд кутом 45\circ 

до вiсi x , а швидкiсть дорiвнювала 0.2м с - 1 . На рис. 5.7 показаний розподiл

товщини плiвки через 3 години пiсля початку витоку. Як видно з рисунку,

вплив сили Корiолiса призводить до бiльш вузької та товстої плями при розтi-

каннi вiд джерела. Через двi доби пiсля початку витоку площа плями стала в

2.38 рази меншою за пляму в сценарiї без обертання. Цей ефект є сильнiшим,

нiж в сценарiї без течiй, тому що у видовжених плямах домiнує одновимiрний

закон розтiкання.
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Рисунок 5.7: Товщина нафтової плiвки при неперервному розливi в полi течiй пiсля 3х

годин моделювання. (a) без обертання (сценарiй 5) та (b) з обертанням (сценарiй 6)

5.3 Модель диспергованих нафтових крапель

В даному роздiлi наводиться короткий опис моделi диспергованих кра-

пель нафти, що бiльш детально розглянутий в серiї робiт [74,75,4,5,191]. В

наступних роздiлах наведено модифiкацiї моделi для урахування процесiв

вивiтрювання та врахуванню впливу нафтових бумiв.

Введемо до розгляду шар перекидання хвиль, якому концентрацiя нафти

передбачається однорiдною за глибиною. Iснування такого шару пiдтверджу-

ється експериментами [112] по перекиданню поодинокої хвилi. Товщина цього

шару пов’язана зi значущою висотою хвилi (Zs \approx 1.5Hs ). Джерело нафти за

рахунок надходжень з поверхневої плями вважаємо рiвномiрно розподiленим

по глибинi шару обвалення хвиль i нульовим поза цим шаром. Тодi, вважаю-

чи краплi нафти пасивної домiшкою, що не впливає на середнi течiї i з огляду

на плавучiсть крапель, запишемо рiвняння адвекцiї-дифузiї для концентрацiї

нафти заданого розмiру d :

\partial Cd
\partial t

+ \vec{}\nabla (Cd\vec{}u) - \vec{}\nabla h(Kh
\vec{}\nabla hCd) - 

\partial 

\partial z
Kv

\partial Cd
\partial z

= Q1 (5.45)

Тут введенi наступнi позначення: Cd – питома концентрацiя нафтових ча-



175

стинок [ кгм3м ] диаметра d ,
\vec{}\nabla h =

\biggl( 
\partial 

\partial x
,
\partial 

\partial y

\biggr) 
,

Q1 =

\left\{     
Q(d)\rho o
Zs

, z \in [0; - Zs]

0, z \in [ - Zs; - \infty ]
, (5.46)

\vec{}u = (ux, uy, u
\prime 

z) ; u
\prime 

z = uz + vd , де ux, uy, uz – компоненти швидкостi течiї, а

ud – швидкiсть пiдняття частики дiаметру d ; Q(d) – потiк нафтових крапель

дiаметру d з поверхнi; Kh, Kv – коефiцiєнти горизонтальної та вертикальної

турбулентної дифузiї, вiдповiдно. Швидкiсть спливання частки пiд дiєю сили

плавучостi обчислюється за формулами [117]:

ud =

\left\{       
gd2(1 - \rho 0/\rho )

18\nu 
, d < dc\sqrt{} 

8

3
gd(1 - \rho 0/\rho ), d \geq dc

(5.47)

де

dc =
9.5\nu 2/3

3
\sqrt{} 
g(1 - \rho 0/\rho )

. (5.48)

Формула для швидкостi спливання краплi малого розмiру є формулою Сто-

кса, отриманої для обтiкання сфери в’язкою рiдиною при малих числах Рей-

нольдса [28]. Швидкiсть спливання для великих крапель отримана для тур-

булентного обтiкання сфери при нехтуваннi силами в’язкостi [117].

Модель розповсюдження поверхневої плiвки нафти пов’язана з тривимiр-

ною моделлю дисперсiї нафти через граничнi умови на поверхнi, якi моде-

люються джерельної членами в рiвняннях (5.1), (5.45). Розглянемо випа-

док, коли випаровування немає, i змiна маси поверхневої плiвки вiдбуває-

ться тiльки за рахунок дисперсiї нафти i спливання крапель на поверхню

(Qwa = Qdisp  - Qres ). Визначимо Qdisp наступним чином:

Qdisp =

d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\int 
d\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

Q(d)\delta d, (5.49)
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де Q(d) – потiк нафтових крапель розмiру d , d\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}, d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} – мiнiмальний та

максимальний розмiри крапель, що виникають при перекиданнi хвиль. Згiдно

[112] Q(d) може бути визначено за формулою:

Q(d) =
C(o)

\rho o
FwcD

0.57
ba d0.7, (5.50)

де C(o) – розмiрна емпiрична константа, що залежить вiд властивостей на-

фти; Dba – енергiя, що дисипується при перекиданнi хвиль на одиницю площi;

Fwc – доля поверхнi, що вкрита “бурунцями” за одиницю часу.

Fwc = cb(Uw  - Uwi)/Tw, (5.51)

де Tw – перiод хвилi; Uw – швидкiсть вiтру; Uwi – критична швидкiсть вiтру

(\approx 5м/с) ; cb – емпiрична константа (\approx 0.032) .

Dba \approx 0.034\rho wgH
2
rms, (5.52)

де Hrms – середньоквадратична висота хвилi. Середньоквадратичну висоту

хвилi зазвичай пов’язують зi висотою значущої хвилi Hs таким чином:

Hrms = 0.7Hs (5.53)

Вiдмiтимо, що Qdisp має розмiрнiсть [м \cdot с - 1] , а Q(d) , вiдповiдно [с - 1] .

Спiввiдношення (5.50) засноване на експериментальному розподiлi кра-

пель нафти за розмiрами, а саме n(d) \sim d - 2.3 . Як показано в [163] ця за-

лежнiсть не цiлком точно описує бiльш точнi експерименти. Тому в моделi

використовується спiввiдношення, яке ґрунтується на припущеннi, що роз-

подiл часток є логарифмiчно-нормальним. Згiдно з результатами [4,5], таке

припущення виглядає бiльш виправданим. Таким чином

Q(d) =
C1(o)

\rho o
FwcD

0.57
ba d3f(d/d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}). (5.54)
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Тут f(k) визначається за формулою, що отримана в [4]:

f \ast (k) =
M\surd 
2\pi \sigma k

exp

\biggl( 
(ln k  - a)2

2\sigma 2

\biggr) 
(5.55)

де k \in [0; 1] , а константа M знаходиться з умови збереження об’єму:

1\int 
0

k3f \ast (k)dk = 1 (5.56)

а нова константа C1(o) знаходиться з умови збереження iнтегрального пото-

ку Qdisp , тобто:

d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\int 
d\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

C1(o)d
3f(d/d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x})\delta d =

d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\int 
d\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

C(o)d0.7\delta d (5.57)

Втрати маси з поверхневої плями визначаються за формулою (5.49), де Q(d)

обчислюється з (5.54).

Постановку задачi завершує задання граничних умов на поверхнi та на

нескiнченiй глибинi:

Cd| z\rightarrow  - \infty = 0;
\partial Cd
\partial z

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
z=0

= 0 (5.58)

Пояснимо докладнiше вибiр граничних умов на поверхнi. Задання додатнього

градiєнта на поверхнi означало б додатковий приплив нафти з поверхнi, хоча

за умовами задачi весь приплив нафти моделюється джерельним членом в

рiвняннi (5.45). Завдання ж негативного градiєнта на поверхнi призвело б до

утворення локального максимуму в профiлi концентрацiї. Завдання подiбних

граничних умов означає вiдсутнiсть дифузiйного потоку на поверхнi. Тодi

потiк крапель нафти дiаметру d на поверхню за рахунок спливання може

бути визначений за формулою:

Qres(d) = Cdvd (5.59)
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де Cd визначається з розв’язку рiвняння (5.45), а швидкiсть спливання vd згi-

дно формулам (5.47). Пiсля розв’язку задачi (5.45) для знаходження сумарної

концентрацiї нафти необхiдно проiнтегрувати отриманi питомi концентрацiї

крапель нафти конкретних розмiрiв, тобто

C(x, y, z, t) =

d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\int 
d\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

Cd(x, y, z, , t, d)\delta d, (5.60)

Таким чином, тривимiрна модель нафтового розливу складається з моделi

поверхневої плiвки нафти (5.1), рiвняння для тривимiрного переносу нафто-

вих крапель у водi (5.45), якi пов’язанi мiж собою джерельними членами за

рахунок потоку нафтових крапель з поверхнi (5.54) та наступним їх пiднят-

тям на поверхню пiд дiєю сили плавучостi (5.59).

5.4 Моделювання процесiв вивiтрювання

Випаровування

Для моделювання процесу випаровування нафти використовувався пiд-

хiд, описаний в [123]. Основними факторами, що впливають на процес ви-

паровування є температура i iндивiдуальнi характеристики сорту нафти. У

цих роботах було обґрунтовано, що з хорошою точнiстю закон випаровуван-

ня практично всiх вiдомих сортiв нафти (вiрнiше тих, з якими проводилися

експерименти) можна описати за допомогою функцiй ln(t) и
\surd 
t :

FE = (C1 + C2T ) ln(t), або FE = (C1 + C2T )
\surd 
t, (5.61)

Рiвняння (5.61) явно залежать вiд часу i мають особливiсть в нульовий мо-

мент часу для логарифмiчної залежностi. Для застосування цього пiдходу в
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моделi спiввiдношення (5.61) були переписанi в диференцiальнiй формi:

ln : F \prime 
E = (C1 + C2T ) exp ( - FE/(C1 + C2T ))

\surd 
: F \prime 

E =
(C1 + C2T )

2

2FE

(5.62)

У чисельнiй моделi рiвняння (5.62) розв’язувалися явно чисельної схемою

першого порядку точностi:

F n+1
E = F n

E +\Delta tF \prime n+1
E (5.63)

На кожному часовому кроцi розраховується маса нафти, яка повинна випару-

ватися на цьому часовому кроцi mn
ev = \Delta tF \prime n+1

E Mn
oil , де M

n
oil – загальна маса

нафтової плями на n -му часовому шарi. Процес випаровування моделюється

“усуненням” вiдповiдної кiлькостi часток. Видалення частинок вiдбувається

за схожим алгоритмом iз “змиванням” нафти з берега. Кiлькiсть частинок

округлюється до меншого цiлого, i до цiєї кiлькостi додається ще одна ча-

стинка з ймовiрнiстю, рiвнiй залишку вiд округлення. Потiм необхiдне число

частинок видаляється iз загальної кiлькостi частинок, що беруть участь в

моделюваннi поверхневої плiвки, випадковим чином.

Емульгацiя

Емульгацiя нафти i нафтопродуктiв - це процес залучення крапельок води

в нафту, тобто утворення емульсiї води в нафти. Здатнiсть нафти утворю-

вати емульсiї пов’язана з часткою асфальтенiв в складi нафти, а стiйкiсть

такої емульсiї визначається кiлькiстю воскових сполук. В результатi емуль-

гацiї iстотно збiльшується об’єм плями (можливо в 3-4 рази в порiвняннi з

обсягом не емульгованої нафти), а так само значно збiльшується густина i

в’язкiсть емульсiї (так званого “шоколадного мусу”).

Залучення води в нафту може бути обчислене використовуючи рiвняння
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[190]:

YE = C3

\biggl[ 
1 - exp

\biggl( 
 - 2\times 10 - 6

C3
(1 +W )2t

\biggr) \biggr] 
(5.64)

Для моделювання емульгацiї рiвняння (5.64) також було переписано в дифе-

ренцiальнiй формi:

dYE
dt

= 2\times 10 - 6 (1 +W )2
\biggl( 
1 - YE

C3

\biggr) 
(5.65)

Рiвняння (5.65) також розв’язувалося найпростiшою чисельною схемою:

Y n+1
E = Y n

E +\Delta tY \prime n+1
E (5.66)

При моделюваннi процес емульгацiї враховувався шляхом вiдповiдного збiль-

шення маси всiєї частинки, при цьому вiдповiдно змiнювались в’язкiсть та

густина всiєї нафтової плями згiдно спiввiдношенням (5.70)–(5.69).

Розчинення

Для моделювання потоку нафти в воду в результатi розчинення Q(diss)

використовуємо метод [103] згiдно якого

Q(diss) = KdissfsSoil, (5.67)

де Kdiss=0.01 м/год. емпiричний коефiцiєнт розчинення, fs фракцiя поверх-

нi, що вкрита нафтою, що дорiвнює вмiсту нафти в емульсiї нафти i води,

Soil розчиннiсть у водi. Нафтова розчиннiсть з часов зменшується за рахунок

вивiтрювання, це процес можна описати згiдно [145]:

Soil = S0 exp( - \alpha t), (5.68)

де S0 – розчиннiсть для свiжої нафти (S0 = 30 г/м 3) , \alpha =0.1 константа зату-

хання, t - час в годинах.
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Змiна густини

Густина нафти, що змiнюється в результатi процесiв вивiтрювання розра-

ховується iз спiввiдношення [272]:

\rho o = Yemu\rho w + \rho inio (1 - Yemu)(1 + cDEYeva) [1 - cDT (T  - Tref)] (5.69)

де \rho inio – густина свiжої нафти при заданiй температурi Tref , Yeva фракцiя

нафти, що випарувалася, cDE = 0.18 та cDT = 8 \cdot 10 - 4 – емпiричнi константи.

Змiна в’язкостi

В’язкiсть нафти, що змiнюється в результатi процесiв вивiтрювання роз-

раховується iз спiввiдношення [272]:

\mu o = \mu inio exp

\biggl[ 
c\mu eYeva +

cvYemu
1 - cmYemu

+ cT

\biggl( 
1

T
 - 1

Tref

\biggr) \biggr] 
(5.70)

де \mu inio динамiчна в’язкiсть свiжої нафти при температурi Tref , а c\mu e , cv , cm –

емпiричнi константи. Тут c\mu e змiнюється з сортом нафти мiж 1 та 10. В

цiй моделi, коли свiжа нафта при початковiй температурi має кiнематичну

в’язкiсть \nu o бiльше за 38 cSt, c\mu e дорiвнює 10. Для менш в’язких сортiв

нафти, c\mu e оцiнюється з полiномiальної регресiї другого порядку:

c\mu e =  - 0.0059\nu 2o + 0.4661\nu o + 1.413.

Значення iнших констант такi: cv = 2.5, cm = 0.65, cT = 5000K .

Змiна поверхневого натягу

Змiна поверхневого натягу з часом може бути розрахована зi спiввiдноше-

ння

\sigma 0 = \sigma 
(ini)
0 (1 - Yemu) (5.71)

де \sigma (ini)0 – коефiцiєнт поверхневого натягу для свiжої нафти.
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5.5 Модель нафтового бона

У цьому роздiлi описується iмiтацiйна модель локалiзацiї розливу нафти

бонами. Бум є плаваючим механiчний бар’єром, що призначений для зупинки

або перенаправлення руху нафти на водi [124]. Бони можуть бути схематично

представленi як вертикальнi завiси з частин, що проходять вище i нижче

рiвня вiльної поверхнi моря. Бони споруджуються iз з’єднаних секцiй, як

правило, 15 або 30 м завдовжки.

Коли бони використовуються для локалiзацiї нафтових розливiв, вони ча-

сто розташованi в U-, V-, або J-конфiгурацiї [124]. Ефективнiсть бона бум

i його здатнiсть утримувати нафту залежить вiд його конструкцiї i геоме-

трiї. Робочi характеристики бона залежать вiд умов морського середовища,

якi регулюються течiями, хвилями i вiтрами. Нафта, що утримується боном

знаходиться в рiвновазi мiж силами тертя, викликаного течiями та поверх-

невими напруженнями вiтру та градiєнтом тиску. Течiї, хвилi i вiтер можуть

призвести до збою в роботi бона та втрати масла. Кiлька випадкiв, в яких

бони бути неефективнi описуються в [124]. Як правило, з практики розливiв

нафти вiдомо, що бум не затримує нафту при течiї, швидкiсть якої бiльше

0.5 м/с, якщо бон розташований перпендикулярно течiї i 1.9 м/с при кутi

вiдхилення 15 \circ .

У чисельнiй моделi нафтовий бон iмiтується простим способом. Вiн мо-

делюється як додатковий тип “берегової лiнiї”, але з додатковими властиво-

стями: пiдводна юбка (частина стрiли нижче ватерлiнiї) i надводний борт

(частина бона над ватерлiнiєю). Схематичне зображення бона приведена на

рис. 5.8. Бон може складатися з декiлькох секцiй з заданими координатами

кiнцiв кожної секцiї. Цi дiлянки, як правило бiльше, нiж секцiї справжнього

бону.
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Частинки нафти в моделi не можуть прилипнути до бона i завжди вiд-

биваються вiд нього. Розподiл нафти, що утримується боном розраховується

моделлю. Коли товщина нафтової плями перевищує глибину юбки бона, то

надлишок нафти пропливає пiд боном. Це вiдповiдає механiзму, що описаний

у [124] як “провал дренажу”. Iнший механiзм пропускання нафти пов’язаний

з переносом дисперсних крапель нафти течiями пiд боном. Хоча наявнiсть

бону впливає на поле швидкостей навколо бону, але гiдростатична модель

гiдродинамiки не може описати цей ефект. Для iмiтацiї викривлення потоку

боном поля швидкостей при перетинi бону параметризуються з використан-

ням функцiї току у виглядi гаусiана.

Для моделювання вертикального змiщення диспергованих крапель нафти

течiями, що спотворенi нафтовим боном ми додамо до полю потоку додаткову

вертикальну складову швидкостi:

w = w  - \partial \psi (x, z)

\partial x
,

де x– нормальний до сегменту бону напрямок, \psi - функцiя току.

Функцiя току у формi гаусiана задається спiввiдношенням.

z  - ae - 
x2

2\sigma 2 = C,

a = H, при C = 0,

a = 0, при C = D.

обираючи лiнiйну залежнiсть для a одержимо:

a = H  - H

D
C, C \in [0, D] .

Остаточно, вираз для функцiї току такий:

\psi (x, z) =
z  - He - 

x2

2\sigma 2

1 - H
De

 - x2

2\sigma 2

= C.
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Рисунок 5.8: Схема нафтового бону.(a) вигляд зверху; (b) вигляд у вертикальному перерiзi.

Рисунок 5.9: Схема потоку навколо нафтового бону у вертикальному перерiзi

Ця залежнiсть має 2 параметри D, \sigma якi мають залежати вiд юбки бона та

параметрiв потоку та може бути калiбрована на доступних експерименталь-

них даних. Для того, щоб обчислити вертикальну компоненту швидкостi течiї

навколо бону ми використовуємо аналiтичний вираз для похiдної вiд функцiї

току:

wboom =
\partial \psi (x, z)

\partial x
=

Hx
\sigma 2 e

 - x2

2\sigma 2 (1 - z/D)\Bigl( 
1 - H

De
 - x2

2\sigma 2

\Bigr) 2
Припускаємо, що wboom = 0 при z > D або z < He - 

x2

2\sigma 2 .
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5.6 Урахування використання дисперсантiв

Основний ефект вiд використання дисперсантiв є змiна спектру розмiрiв

крапель нафти в сторону зменшення розмiру крапель. Малий розмiр крапель

призводить до невеликої швидкостi спливання i, отже, бiльше нафти зали-

шається пiд водою. Потiк нафтових крапель в шар води з поверхнi, завдяки

хвилям, що перекидаються, описується в моделi формулами (5.49-5.53).

Загальний потiк нафтових крапель визначається зi спiввiдношення

Q(dis) =

d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\int 
d\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

Q
(dis)
d \delta d (5.72)

де d\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}, d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} – мiнiмальний та максимальний дiаметри крапель, вiдповiд-

но. Згiдно лабораторних дослiджень [112] d\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n} \approx 5\mu m . Для d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} ми викори-

стовуємо вираз

d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} = 0.363(\sigma /\rho w)
3/5\varepsilon  - 2/5 (5.73)

де \varepsilon – швидкiсть дисипацiї турбулентної енергiї. Так як швидкiсть дисипацiї

турбулентної енергiї є невiдомим параметром, то в моделi d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} є вхiдним

параметром.

Використання дисперсантiв призводить до зменшення поверхневого натягу

i в’язкостi. Якщо ми знаємо новий коефiцiєнт поверхневого натягу, то ми

можемо розрахувати змiну розмiру крапель нафти:

d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}_d = d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(\sigma d/\sigma )
3/5

Припускаючи, що загальний об’єм нафтових крапель має лишитися незмiн-

ним пiсля застосування дисперсантiв, одержимо:

d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\int 
d\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

Q
(dis)
d \delta d =

d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}_d\int 
d\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

Q
(dis)
d \delta d
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Консервативне припущення може бути не зовсiм вiрним, тому що залежнiсть

вiд в’язкостi може збiльшити загальний потi нафтових крапель. Ми можемо

задовольнити консервативну умову змiнюючи емпiричну константу C(o) :

d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\int 
d\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

C(o)d0.7\delta d =

d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}_d\int 
d\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

Cd(o)d
0.7\delta d

Cd(o) = C(o)
d1.7\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}  - d1.7\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

d1.7\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}_d  - d1.7\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

\approx C(o)

\biggl( 
d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}d

\biggr) 1.7

= C(o)

\biggl( 
\sigma 

\sigma d

\biggr) 1.02

\approx C(o)

\biggl( 
\sigma 

\sigma d

\biggr) 
В нашiй моделi C(o) залежить вiд в’язкостi нафти

C(o) = C1Ln(\nu ) + C2

Остаточно, для того, щоб включити ефект дисперсантiв ми маємо вiдпо-

вiдно змiнити у вхiдних параметрах значення d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} та констант C1, C2 :

C1d(o) = C1(o)
\Bigl( 
\sigma 
\sigma d

\Bigr) 
C2d(o) = C2(o)

\Bigl( 
\sigma 
\sigma d

\Bigr) 
d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}_d = d\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} (\sigma d/\sigma )

3/5

Розрахунки поширення нафтової плями з використанням дисперсантiв

Для iлюстрацiї ефекту використання дисперсантiв було проведено 2 тести:

\bullet Розповсюдження нафти в околi бону в полi хвиль та течiй;

\bullet Розповсюдження нафти в околi бону в полi хвиль та течiй з використан-

ням дисперсантiв;

Всi розрахунки були виконанi в прямокутному басейнi довжиною 10км,

шириною 2км i глибиною 50 м. Гiдродинамiчнi поля були змодельованi з

використанням 3D-моделi Selfe неструктурованою трикутною сiткою з роз-

дiльною здатнiстю 50 м i 20ма вертикальних шарами iз згущенням поблизу
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поверхнi i дна. Вертикальна роздiльна здатнiсть поблизу вiльної поверхнi i

дна була 2см. Течiї генерувались постiйним притоком зi схiдної границi для

пiдтримки постiйного поля швидкостей 0.3м/с. На рис. 5.10 показана схема

чисельного експерименту, положення розливу нафти i бону.

Рисунок 5.10: Схема чисельного експерименту

Бон складався з 6-ти лiнiйних сегментiв iз загальною довжиною 1500м. У

всiх розрахунках горизонтальна турбулентна дифузiя не враховувалася. Не

враховувались також процеси вивiтрювання. Для нафтового розливу вико-

ристовувались тiльки поверхневi поля швидкостей.

Основнi параметри розливу:

\bullet Густина нафти 845кг/м3

\bullet Загальний об’єм нафти 21600м3

\bullet Швидкiсть витоку 2м3/s

\bullet Час розливу 3год

Розрахунки проводились з використанням 216000 частинок, об’єм кожної

частинки дорiвнював 0.1м3 .

Для моделювання залучення крапель нафти з поверхнi в шар води було

використане штучне поле вiтрових хвиль. Хвильовi параметри були обчисленi

при припущеннi, що встановився рiвноважний спектр Пiрсона-Московiц:

Hs = 0.22
U 2
10

g
= 1.1м
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Рисунок 5.11: Загальна кiлькiсть частинок на поверхнi води. Чорна лiнiя – без дисперсан-

тiв, червона – з використанням дисперсантiв

Рисунок 5.12: Загальна кiлькiсть нафтових крапель. Чорна лiнiя – без дисперсантiв, чер-

вона – з використанням дисперсантiв

T = 7.3
U10

g
= 5.2с

З обраними параметрами хвиль був обчислений потiк нафтових крапель

в шар води 2.16 \cdot 10 - 3кг/м2с для випадку без дисперсантiв. Загалом викори-

стовувалось 5 фракцiй розмiрiв нафтових крапель: 0.17мм , 0.5мм , 0.89мм ,

1.3мм , 1.7мм , зi швидкостями пiдйому: 1.17мм/с , 10мм/с , 33мм/с , 53мм/с ,

62мм/с . Стоксiв дрейф враховувався, поверхнева швидкiсть Стоксова дрей-

фу становила2.7 \cdot 10 - 2м/с . Коефiцiєнт вертикальної турбулентної дифузiї

обчислювався гiдродинамiчної моделлю.
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Рисунок 5.13: Загальна кiлькiсть нафтових частинок, що пройшли крiзь бон. Чорна лiнiя

– без дисперсантiв, червона – з використанням дисперсантiв

Для моделювання ефекту дисперсантiв, ми припустили, що

\sigma 

\sigma d
= 10.

та вiдповiдно перерахували вхiднi параметри моделi.

Ефективнiсть дисперсантiв також залежить вiд в’язкостi нафти. Сорти на-

фти з високою в’язкiстю мають меншу ефективнiсть дисперсантiв. В чисель-

нiй моделi вплив в’язкостi був включений у формулу для потоку нафтових

крапель C(o) = C1Ln(\nu ) + C2 . C1 має вiд’ємне значення i це призводить до

зменшення потоку нафти iз збiльшенням в’язкостi.

На рис. 5.11-5.11 показаний ефект вiд використання дисперсантiв на по-

рiвняння балансу маси. Чорна лiнiя вiдповiдає розрахунку без дисперсантiв,

а червона – з використанням дисперсантiв.

5.7 Застосування лагранжевої моделi переносу нафто-

продуктiв до моделювання аварiйного розливу з тан-

кера “Hebei Spirit”

Для розрахункiв розповсюдження нафти внаслiдок аварiї на танкерi “Hebei

Spirit”, модель була налаштована для Жовтого моря вздовж узбережжя Пiв-
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Рисунок 5.14: Карта глибин захiдної частини Жовтого моря вздовж корейського пiвостро-

ва та розташування мiсця аварiї

денної Кореї (рис. 5.14).

Для цiєї областi доступна детальна iнформацiя по розташуванню берегової

лiнiї з характеристиками рiзних типiв берегової лiнiї. Данi карти глибин ви-

користовувалися з роздiльною здатнiстю 3 км, якi був використаний в моделi

циркуляцiї. Проте, така роздiльна здатнiсть не дозволяє опис полiв течiй нав-

коло численних островiв i скель. Для того, щоб врахувати вплив маленьких

островiв, що не описуються моделлю гiдродинамiки було застосовано ймо-

вiрнiсть потрапляння частинки нафти на острiв, що дорiвнює вiдношенню

довжини берегової лiнiї острова до периметру розрахункової комiрки, в якiй

вiн знаходиться.

Данi по циркуляцiї використовувались з результатiв розрахункiв гiдроди-

намiчної моделi ROMS, що проводились в iнститутi KIOST. Тривимiрнi поля

швидкостi течiї, температури, солоностi, турбулентної кiнетичної енергiї та

масштабу турбулентностi на 20-ти \sigma -рiвнях використовувались з часовим

кроком в три години. Також використовувались данi хвильових параметрiв,
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Рисунок 5.15: Порiвняння положення нафтової плями через один день пiсля початку роз-

ливу згiдно спостережень [164] (злiва) та згiдно розрахункiв (справа).

що розрахованi на 8-ми кiлометровiй сiтцi моделлю WaveWatch III. Хвильо-

вi параметри використовувались для розрахункiв потокiв нафтових крапель

пiд дiєю хвиль, що перекидаються та для розрахунку стоксова дрейфу.

7 грудня 2007 року о сьомiй годинi ранку за мiсцевим часом танкер “Hebei

Spirit”, що перевозив 209 000 тон сирої нафти, був протаранений крановою

баржею в той час як стояв на якорi в п’яти милях вiд берегiв пiвострова Теан

Республiки Корея. Близько 10 800 тон сирої нафти вилилося з танкера через

три отвори. Нафта забруднила три з чотирьох провiнцiй захiдного берега

корейського пiвострова. Близько 70ти кiлометрiв берегової лiнiї було сильно

уражено, 101 острiв зазнав забруднення.

Моделювання нафтового розливу проводилось протягом 40 днiв починаю-

чи з 7-го грудня 2007 року. Основнi вхiднi параметри надано в таблицi 5.3.

Результати розрахункiв представлено на рис. 5.15-5.18. На рис. 5.15 показа-

но порiвняння розрахованого положення нафтової плями зi спостереженнями

[164] за 8-ме грудня 11:04 мiсцевого часу. Порiвняння показує що чисельна

модель вiрно прогнозує перенос нафти припливними течiями i уражену зону

берегової лiнiї. Ефект впливу поверхневих хвиль показаний на рис. 5.16, на
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Табл. 5.3: Параметри моделi переносу нафтопродуктiв

Тривалiсть моделювання, днi 40

Часовий крок моделi, с 20

Кiлькiсть частинок в моделi 100 000

Розташування розливу 126.06E, 36.84N

Початок розливу 7.12.2007 7:00

Тривалiсть витоку, год 37

Загальний об’єм нафти, м3 12500

Питома густина нафти 0.87

Тип нафти Iranian heavy crude

В’язкiсть води, м2/с 1.1 \cdot 10 - 6

В’язкiсть нафти, cSt 42.8

Вiдповiдна температура в’язкостi нафти, С 10

Температура води, С 15

Максимальна фракцiя води в нафтi 0.65

Константи випаровування, C1, C2 2.27, 0.045

Кiлькiсть класiв розмiрiв крапель нафти 20

Мiнiмальний дiаметр нафтової краплi, м 5.0 \cdot 10 - 6

Максимальний дiаметр нафтової краплi, м 1.0 \cdot 10 - 3

якому показано розраховану товщину нафтової плiвки з урахуванням впли-

ву хвиль та без. В розрахунках, в яких враховуються хвилi нафтова пляма

ближче притискається до берега через додатковий перенос за рахунок сто-

ксова дрейфу. На рис. 5.17 показано порiвняння забруднення берегової лiнiї

згiдно спостережень i розрахункiв через 1 мiсяць пiсля розливу. Порiвняння

показало, що модель вiрно описує зони максимального ураження берегової

лiнiї та островiв. Згiдно розрахованого масового балансу на рис. 5.18 можна

зробити висновок що переважна бiльшiсть нафти (близько 70 %) налипає на

берег чи острови протягом перших 7-10 днiв пiсля початку розливу. Дисперсi-

єю нафтових крапель внаслiдок перекидання хвиль в даному випадку можна



193

Рисунок 5.16: Порiвняння положення нафтової плями через один день пiсля початку роз-

ливу урахуванням впливу хвиль (справа) та без урахування (злiва).

Рисунок 5.17: Порiвняння спостережуваного [164] забруднення берегової лiнiї (злiва) з

розрахунками (справа)

нехтувати, кiлькiсть маси, що розповсюджується у виглядi нафтових крапель

у шарi води складає менше 1% вiд загальної кiлькостi розлитої нафти.

5.8 Висновки до роздiлу

В даному роздiлi описана нова чисельна тривимiрна лагранжева модель

переносу нафтопродуктiв, що складається з моделi поверхневої плiвки нафти

та моделi дисперсiї нафтових крапель в шарi води. Було розглянуто ефект
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Рисунок 5.18: Баланс маси нафтового розливу з часом

сили Корiолiса на поширення нафтової плями у гравiтацiйно-в’язкому режи-

мi. Тертя на межi нафта-вода було параметризоване в рамках теорiї погра-

ничного шару, враховуючи пограничний шар Екмана. Модель також врахо-

вує силу Корiолiса в рiвняннi динамiки. Було отримано новi автомодельнi

розв’язки рiвнянь моделi для одновимiрного та осесимметричного розтiкан-

ня в гравiтацiйно-в’язкому, гравiтацiйно-турбулентному i гравiтацiйно-в’язко-

обертальному режимах для миттєвого i неперервного розливу. Слiдуючи [122]

показники ступеня в законах подiбностi можуть бути отриманi з використа-

нням масштабування. Проте, щоб визначити значення констант в законi роз-

тiкання необхiдний повний розв’язок задачi. Отриманi значення коефiцiєнта

добре узгоджуються як з експериментами так i з теоретичними дослiджен-

нями гравiтацiйно-в’язкого режиму для миттєвого розливу.

Було показано, що член з силою Корiолiса в рiвняннi динамiки може не

враховуватись, якщо товщина плiвки значно менша за товщину ламiнарного

шару Екмана. Однак важливо, що екманiвське тертя має бути враховане при

будь-якiй товщинi плями при великих масштабах часу. Екманiвське тертя

призводить до iстотного уповiльнення розтiкання порiвняно з необертальним

рухом i призводить до вiдхилення швидкостi розтiкання нафти на 45\circ вiд на-
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прямку швидкостi в разi вiдсутностi обертання. Чисельне моделювання роз-

ширює цi результати для випадку неперервного розливу в полi течiй. У всiх

розрахунках через два днi площа плями в разi врахування ефекту Корiолiса

була приблизно в два рази менше за площу плями без обертання. Таким чи-

ном, обертання Землi може бути важливим також у процесах вивiтрювання.

Аналогiчним чином, обертання впливає на пляму, що розтiкається в режимi

поверхневого натягу.

Представлений чисельний лагранжевий метод часток, що взаємодiють, що

дозволяє в рамках моделi суцiльного середовища розраховувати поле тиску

в плямi. Наведений алгоритм взаємодiї плям нафти з нафтовими бонами, та

алгоритм, що дозволяє врахувати вплив дисперсантiв через змiну коефiцiєнта

поверхневого натягу. Результати модельних розрахункiв добре узгоджуються

з аналiтичними автомодельними розв’язками задачi для iдеалiзованих випад-

кiв. За допомогою методу випадкових блукань модель описує рух поверхневої

плями нафти та рух диспергованих нафтових крапель у водi пiд впливом те-

чiй та вiтру. Модель описує дисперсiю нафтових крапель з поверхневої плiвки

нафти пiд дiєю хвиль, що перекидаються. Проведене чисельне моделювання

розповсюдження нафтового розливу внаслiдок аварiї на танкерi “Hebei Spi-

rit” у груднi 2007-го року. Порiвняння зi спостереженнями показало, що мо-

дель адекватно прогнозує положення нафтової плями та зони максимального

ураження берегової лiнiї. Зроблено висновок, що для даного випадку процес

дисперсiї нафти пiд дiєю хвиль що перекидаються несуттєвий, хоча ефект по-

верхневих хвиль необхiдно враховувати при розрахунках стоксового дрейфу

поверхневої плiвки.



Роздiл 6

ЛАГРАНЖЕВА МОДЕЛЬ

РОЗПОВСЮДЖЕННЯ

РАДIОАКТИВНИХ ЗАБРУДНЕНЬ

6.1 Вступ

В останнi десятилiття було розроблено ряд чисельних моделей, що моде-

люють циркуляцiю, дисперсiю наносiв i радiонуклiдiв дисперсiї в три етапи:

розчиненi у водi, завислi намули i доннi вiдкладення. У таблицi 6.1 пред-

ставленi важливi характеристики моделей переносу радiонуклiдiв. В таблицi

представлений список iз 9-ти моделей та їх основнi властивостi: дво- чи триви-

мiрнiсть, одношарове чи багатошарове представлення дна, однофракцiйнi чи

багатофракцiйнi намули, одно- чи двоступенева кiнетична реакцiя адсорбцiї-

десорбцiї, чи включений розгляд порової води в модi, чи включена залежнiсть

коефiцiєнту розподiлу вiд розмiру частинки намулiв.
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Табл. 6.1: Моделi переносу радiонуклiдiв з намулами

Посилання Розмiрнiсть Шар дон-

них наму-

лiв

Фракцiї

намулiв

Модель

обмiну

Порова

вода

Залежнiсть

сорбцiї вiд

розмiру

частинки

Onishi, Trent

(1989)

3D Single Single 1 step - -

Periáñez et.

al. (1986)

2D Single Single 1 step - +

Margelashvily

et al. (1997)

3D Single Single 1 step - -

Margelashvily

et al. (2000)

3D Single Single 2 step + +

Aldridge et

al. (2003)

2D Single Multiple 1step - -

Periáñez et al.

(2004)

2D Single Multiple 2 step - +

Periáñez et al.

(2004)

3D Single Multiple 1 step - +

Kobayashi

et/ al. (2007)

3D Single Single 1 step - -

Представлена

модель

3D Multiple Multiple 2 step + +

6.2 Рiвняння моделi переносу радiонуклiдiв у водi та

мiграцiї у донних багатофракцiйних намулах

Модель переносу радiонуклiдiв описує основнi обмiннi процеси в системi

вода-багатофракцiйнi намули (рис. 6.2). У товщi води радiонуклiди в роз-

чиненiй формi та адсорбованi на твердих частинках переносяться течiями

(адвекцiйнi процеси) з одночасним впливом турбулентних процесiв дифузiї.
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вода
перша
ступiнь

друга
ступiнь
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Рисунок 6.1: Схема двоступеневої реакцiї

Радiонуклiди в розчиненої фазi взаємодiють з фазою радiонуклiдiв на зави-

слих намулах та донних вiдкладеннях. Передача активностi мiж розчиненими

i адсорбованими радiонуклiдами описується процесами адсорбцiї-десорбцiї.

Осiдання забруднених завислих наносiв i розмив дна є важливими шляхами

обмiну радiонуклiдiв мiж дном i завислими намулами. Передача активностi

мiж водою та поровою водою у верхньому шарi донних вiдкладень регулює-

ться дифузiйними процесами.

Розглядається двоступенева послiдовна кiнетична реакцiя адсорбцiї радiо-

нуклiдiв намулами. Первинна адсорбцiя радiонуклiду частинкою намулу вiд-

бувається через поверхню частинки, цей процес описується кiнетичним коефi-

цiєнтом k1(c
 - 1) , який є пропорцiйним площi поверхнi частинки. Швидкiсть

десорбцiї є постiйної i описується коефiцiєнтом k2(c
 - 1) . Схему двоступеневої

реакцiї показано на рис. 6.1. Пiсля поверхневої адсорбцiї починається друга

“повiльна” фаза реакцiї, повiльна дифузiя iонiв всередину частинки ([250]).

Швидкiсть адсорбцiї та десорбцiї для другої ступенi кiнетичної реакцiї кон-

тролюється емпiричними параметрами afs, asf (рис. 6.1).

Рiвняння для просторово-часової змiни концентрацiї розчинної фази ра-

дiонуклiдiв у водi Cw
d (Бк м

 - 3) та для концентрацiї “швидкої” реверсивної та

“повiльної” фази Cw
p,i та \~Cw

p,i , вiдповiдно, (Бк м
 - 3) в адсорбованiй фазi для

кожного класу розмiрiв намулiв i у водi запишемо в декартових координатах
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Рисунок 6.2: Схема розповсюдження радiонуклiдiв у водному середовищi

(x, y, z) :

\partial Cw
d

\partial t
+ \vec{}U\nabla Cw

d =  - ads

\Biggl( 
Cw
d

n\sum 
i=1

Sp,iKd,i  - Cw
p

\Biggr) 
 - \lambda Cw

d +DIFF (Cw
d ) , (6.1)

\partial Cw
p,i

\partial t
++\vec{}U\nabla Cw

p,i = Wp,i

\partial Cw
p,i

\partial z
+ ads

\bigl( 
Cw
d Sp,iKd,i  - Cw

p,i

\bigr) 
 - 

afsC
w
p,i + asf \~C

w
p,i  - \lambda Cw

p,i +DIFF
\bigl( 
Cw
p,i

\bigr) (6.2)

\partial \~Cw
p,i

\partial t
+ \vec{}U\nabla \~Cw

p,i = Wp,i

\partial \~Cw
p,i

\partial z
+ afsC

w
p,i  - asf \~C

w
p,i  - \lambda \~Cw

p,i +DIFF
\Bigl( 
\~Cw
p,i

\Bigr) 
, (6.3)

де \vec{}U – швидкiсть течiї, \lambda – параметр розпаду радiонуклiду, Sp,i – концен-

трацiя завислих намулiв кг/м3 , DIFF () описує молекулярну та турбулентну

дифузiю. afs та asf (с - 1 ) це пряма та обернена швидкостi обмiну мiж швид-

кою та повiльною реверсивними фракцiями. Зауважимо, що для отримання

одноступеневої кiнетичної реакцiї в моделi достатньо покласти afs та asf

рiвними нулевi. Перехiд радiонуклiдiв з розчиненого стану в адсорбований

на намулах записаний у виглядi швидкостi десорбцiї ads ( c - 1 ) та коефiцiєн-
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ту розподiлу для одно-ступеневої реакцiї Kd,i (м3кг - 1 ), де

Kd,i =
k1i
k2Sp,i

, ads = k2. (6.4)

Зауважимо, що коефiцiєнт розподiлу зазвичай визначається як вiдношення

концентрацiй адсорбованого радiонуклiду до концентрацiї розчиненого в ста-

нi рiвноваги, тобто:

Kd,i = lim
t\rightarrow \infty 

Cp,i
Sp,iCw

, (6.5)

де Cp,i – загальна концентрацiя адсорбованого радiонуклiду. В нашiй моделi

ми розумiємо коефiцiєнт розподiлу Kd,i як вiдношення тiльки концентрацiї

швидкої реверсивної фази в рiвняннi (6.5). При розглядi лише одно-ступеневої

реакцiї Kd,i має звичайний класичний змiст 6.5. Загальна концентрацiя швид-

кої реверсивної фракцiї радiонуклiдiв в адсорбованому виглядi Cw
p у товщi

води має вигляд:

Cw
p =

n\sum 
i=1

Cw
p,i, (6.6)

Неперервний вертикальний розподiл намулiв та радiоактивностi в донних вiд-

кладеннях апроксимується в моделi як послiдовнiсть добре перемiшаних m

шарiв, починаючи з верхнього шару (j=1) у вiдповiдностi з моделлю переносу

намулiв. Мiграцiя радiоактивностi через цi шари вiдбувається за рахунок ди-

фузiї порової води та бiотурбацiї. Рiвняння для усередненої за верхнiм шаром

концентрацiї в поровiй водi Cb
d,1 (Бк м - 3 ) та для концентрацiї в швидкiй та

повiльнiй реверсивнiй фракцiї радiонуклiдiв Cb
s,i,1 та \~Cb

s,i,1 , вiдповiдно, (Бк

кг - 1 ) в адсорбованому станi фазi для кожного класу намулiв i записанi у

виглядi:

\partial Z1\varepsilon 1C
b
d,1

\partial t
= \varepsilon 1W

(0,1)
pw

\bigl( 
Cw
d ( - H) - Cb

d,1

\bigr) 
 - W (1,2)

pw

\bigl( 
\varepsilon 1C

b
d,1  - \varepsilon 2C

b
d,2

\bigr) 
 - ads\theta Z1(1 - \varepsilon 1)

\Biggl( 
Cb
d,1

n\sum 
i=0

\rho s,i\phi i,1Kd,i  - Cb
s,1

\Biggr) 
 - \lambda \varepsilon 1Z1C

b
d,1,

(6.7)
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\partial Z1\phi i,1C
b
s,i,1

\partial t
=  - W (1,2)

bt

\bigl( 
\phi i,1C

b
s,i,1  - \phi i,2C

b
s,i,2

\bigr) 
+ ads\theta \phi i,1Z1

\bigl( 
Kd,iC

b
d,1  - Cb

s,i,1

\bigr) 
+
\phi i,1
\rho s,i

Fwb  - afs\phi i,1Z1C
b
s,i,1 + asf\phi i,1Z1

\~Cb
s,i,1

+
\phi i,1DiC

w
s,i

Si\rho s,i(1 - \varepsilon 1)
 - 

EiC
b
s,i,1

\rho s,i(1 - \varepsilon 1)
 - \lambda \phi i,1Z1C

b
s,i,1,

(6.8)
\partial Z1\phi i,1 \~C

b
s,i,1

\partial t
=  - W (1,2)

bt

\Bigl( 
\phi i,1 \~C

b
s,i,1  - \phi i,2 \~C

b
s,i,2

\Bigr) 
+ afs\phi i,1Z1C

b
s,i,1  - asf\phi i,1Z1

\~Cb
s,i,1

+
\phi i,1Di

\~Cw
s,i

Si\rho s,i(1 - \varepsilon 1)
 - 

Ei
\~Cb
s,i,1

\rho s(1 - \varepsilon 1)
 - \lambda \phi i,1Z1

\~Cb
s,i,1,

(6.9)

Тут Fwb, [Бк/м
2/c] – потiк адсорбцiї через прямий контакт води у придон-

ному шарi та пiщинок намулiв.

Рiвняння для усереднених по шару концентрацiй в поровiй водi та концен-

трацiй швидкої та повiльної фракцiї радiонуклiдiв Cb
d,j ,C

b
s,i,j , \~Cb

s,i,j , вiдпо-

вiдно, для решти донних шарiв (1 < j \leq m ):

\partial Zj\varepsilon jC
b
d,j

\partial t
= W (j - 1,j)

pw

\bigl( 
\varepsilon j - 1C

b
d,j - 1  - \varepsilon jC

b
d,j

\bigr) 
 - W (j,j+1)

pw

\bigl( 
\varepsilon jC

b
d,j  - \varepsilon j+1C

b
d,j+1

\bigr) 
 - ads\theta Zj(1 - \varepsilon j)

\Biggl( 
Cb
d,j

n\sum 
i=0

\rho s,i\phi i,jKd,i  - Cb
s,j

\Biggr) 
 - \lambda \varepsilon jZjC

b
d,j,

(6.10)
\partial Zj\phi iC

b
s,i,j

\partial t
= W

(j - 1,j)
bt

\bigl( 
\phi i,j - 1C

b
s,i,j - 1  - \phi i,jC

b
s,i,j

\bigr) 
 - 

W
(j,j+1)
bt

\bigl( 
\phi i,jC

b
s,i,j  - \phi i,j+1C

b
s,i,j+1

\bigr) 
+ ads\theta \phi i,jZj

\bigl( 
Kb
d,i,jC

b
d,j  - Cb

s,i,j

\bigr) 
 - afs\phi i,jZjCb

s,i,j + asf\phi i,jZj \~C
b
s,i,j  - \lambda \phi i,jZjC

b
s,i,j,

(6.11)

\partial Zj\phi j \~C
b
s,i,1

\partial t
= W

(j - 1,j)
bt

\Bigl( 
\phi j - 1

\~Cb
s,i,j - 1  - \phi j \~C

b
s,i,j

\Bigr) 
 - W

(j,j+1)
bt

\Bigl( 
\phi j \~C

b
s,i,j  - \phi j+1

\~Cb
s,i,j+1

\Bigr) 
+afs\phi i,jZjC

b
s,i,1  - asf\phi i,jZj \~C

b
s,i,1  - \lambda \phi i,jZj \~C

b
s,i,1,

(6.12)

де \theta – корекцiйний множник для десорбцiї, що враховує те, що в донних ша-

рах частина пiщинок може бути недоступна для iнших частинок намулiв зав-
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дяки щiльному розташуванню частинок ([250]). Вiдмiтимо, що обмiн мiж ша-

рами для порової води включає бiотурбацiю, тому що бiотурбацiя пiдсилює

дифузiю у поровiй водi за рахунок перемiщення частинок намулiв. Загальна

концентрацiя швидкої реверсивної фракцiї Cb
s в донних намулах:

Cb
s,j =

n\sum 
i=1

\rho s,i\phi i,jC
b
s,i,j. (6.13)

Залежнiсть Kd,i вiд дiаметру частинки намулу di записана за [248] як

Kd,i =
\chi 

ads\rho s,i

6

di
, (6.14)

де \chi – швидкiсть обмiну (м с - 1 ). Значення швидкостi десорбцiї згiдно [250]

приблизно стале для рiзних типiв радiонуклiдiв:ads = 1.16 \cdot 10 - 5 s - 1 , в той

час як \chi залежить вiд типу радiонуклiду ([250]) та солоностi S :

\chi = \chi 0
S0

S0 + S
(6.15)

де \chi 0 це швидкiсть обмiну в прiснiй водi, S0=45 ([175]).

На вiльнiй поверхнi z = \eta граничнi умови:

\nu T
\partial Cw

d

\partial z
 - WCw

d =  - qd, (6.16)

\nu T
\partial Cw

p,i

\partial z
 - (W  - Wp,i)C

w
p,i =  - qp,i, (6.17)

де \eta – рiвень вiльної поверхнi, qd та qp,i – потоки випадiння з атмосфери

(Бк м - 1 с - 1 ) розчинених та адсорбованих радiонуклiдiв, вiдповiдно. Потоки

в дно на рiвнi z =  - H + z0 :

\nu T
\partial Cw

d

\partial z
 - WCw

d = \varepsilon 1W
(0,1)
pw

\bigl( 
Cw
d  - Cb

d,1

\bigr) 
, (6.18)

\nu T
\partial Cw

p,i

\partial z
 - (W  - Wp,i)C

w
p,i =  - 

Cw
p,iDi

Si
+ Cb

s,iEi, (6.19)
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де z0 висота шорсткостi. Швидкiсть обмiну W
(0,1)
pw може бути оцiнена за ви-

разом [274], що скориговане для шорсткого дна ([82])

W (0,1)
pw = 0.01778u\ast Re

 - 0.2Sc - 0.604, (6.20)

де u\ast швидкiсть тертя, Re = u\ast \delta \ast \nu 
 - 1
M – число Рейнольдса, \delta \ast – середня

висота шорсткостi елементiв, Sc =\nu M/\nu D – число Шмiдта, \nu M – кiнематична

в’язкiсть, \nu D – коефiцiєнт вiльної дифузiї в розчинi.

Швидкiсть обмiну W
(j,j+1)
pw мiж шарами донних намулiв при j > 0 запи-

сується як

W (j,j+1)
pw =

2\nu \prime D,j\nu 
\prime 
D,j+1

\nu \prime D,jZj+1 + \nu \prime D,j+1Zj
, (6.21)

де \nu \prime D,j – ефективний коефiцiєнт дифузiї. Цей коефiцiєнт включає коефiцi-

єнт дифузiї \nu D , що скоригований на звивистiсть \psi 2 в намулах та коефiцiєнт

бiотурбацiї \nu B , бо бiотурбацiя пiдсилює дифузiю в поровiй водi через пере-

мiшування частинок

\nu \prime D,j =
\nu D,j
\psi 2
j

+ \nu B, (6.22)

Параметр звивистостi пов’язаний з пористiстю згiдно [82] як \psi 2
j = 1 - 2 ln \varepsilon j .

Швидкiсть обмiну Wbt для адсорбованих радiонуклiдiв дорiвнює швидкостi

обмiну донних намулiв i обчислюється за формулою 3.76.

Для того, щоб визначити сорбцiйний потiк Fwb розглянемо окремо процеси

сорбцiї та десорбцiї на межi мiж водою та донними намулами. Сорбцiйний

потiк iз води до твердих частинок вiдбувається пропорцiйно площi поверхнi

пiщинок [175], тобто f = \chi SpCd, [Бк/с] , де Sp – площа поверхнi частинки, м2 .

Якщо нам потрiбен потiк на одиницi площi дна, то Sp – це площа контакту

пiщинок, що знаходяться у верхньому шарi намулiв. Роздiливши, на площу

дна, що вкрите пiщинками, отримаємо потiк на одиницю площi: Fs \approx (1  - 

\varepsilon )\chi Cd , [Bq/m - 2 - 1] , тут ми знехтували кривизною пiщинок намулiв. Щоб
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оцiнити потiк десорбцiї, розглянемо тонкий шар донних намулiв товщиною

h\ast \approx d50 . Припускаючи, що всi частинки в цьому шарi беруть участь в обмiнi

з водою за рахунок десорбцiї, отримаємо потiк десорбцiї: Fd = ads\rho h\ast (1  - 

\varepsilon )Cb
s,1 . Остаточно, комбiнуючи обидва потоки отримаємо обмiнний потiк мiж

придонним шаром води та верхнiм шаром донних намулiв:

Fwb = (1 - \varepsilon )\chi Cd  - ads\rho h\ast (1 - \varepsilon )Cb
s,1

6.3 Моделювання лабораторного експерименту по мi-

грацiї 134Cs в донних намулах

Для перевiрки роботи моделi був вибраний лабораторний експеримент

[278], в якому проводився дослiд по розповсюдженню радiонуклiдiв в дон-

них намулах тiльки за рахунок молекулярної дифузiї. Такий лабораторний

експеримент дозволяє дослiдити окремо процеси обмiну з дном, розповсю-

дження радiоактивностi в шарi намулiв та очищення забрудненої води. Такi

дослiди є корисними для розумiння та оцiнки процесiв, що вiдбуваються у

водоймах зi стоячою водою (озерах, ставках) пiсля радiоактивного випадiння

з атмосфери.

Для проведення лабораторного експерименту [278] було зiбрано 14 однако-

вих зразкiв намулiв з озера Iствейт, Великобританiя, та помiщенi в пластиковi

трубки, дiаметром 6.9см. На рис. 6.3 показана схема лабораторного дослiду.

Кожна трубка була сконструйована з набору вiдокремлюваних концентри-

чних кiлець, кiльця були ущiльненi водонепроникною стрiчкою та додатково

вкритi воском. Глибина води понад намулами була 2см, в цей об’єм води було

впорскнуто 1000Bq 134Cs. Дослiднi трубки були закоркованi та залишенi в

холоднiй кiмнатi при температурi 4 \circ C.
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Рiвень води

Концентричнi
кiльця

Намули

Пластикова
трубка

Воскова
пломба

Рисунок 6.3: Схема лабораторного експери-

менту [278]

Через певнi перiоди часу (15хв,

3год, 24год, 3д, 10д, 61д, 1рiк)

двi трубки розпаковувались, та вiд-

окремлювались концентричнi кiль-

ця, починаючи з верхнього. Концен-

тричнi кiльця вiдповiдали глибинам:

0-0.5, 0.5-1.0, 1.0-1.5, 1.5-2.0, 2-3, 3-4,

4-5, 5-6, 6-8 та 8-10 см. Пiсля цьо-

го проводились вимiри концентрацiй
134Cs у поровiй водi (Бк/м3 ) та у на-

мулах (BБк/кг ).

Для чисельного моделювання ви-

користовувались параметри, що на-

веденi в Таблицi 6.2. Густина наму-

лiв, пористiсть та коефiцiєнт Kd на-

веденi в роботi [278].

на рис. 6.5 показано порiвняння всiх значень вимiрiв концентрацiї радiону-

клiдiв в дослiдi [278] з розрахунками. Середнє геометричне для вiдношення

розрахункiв до вимiрiв дорiвнює 0.92 для повної концентрацiї на намулах i

0.81 для концентрацiї у поровiй водi. Середньоквадратичне геометричне вiд-

хилення дорiвнює 1.77 для концентрацiї на намулах та 2.8 для концентрацiї

у поровiй водi.

Окрiм концентрацiї 134Cs у поровiй водi, експериментально вимiрювалась

загальна концентрацiя у намулах та концентрацiя у повiльнiй “незворотнiй”

фазi намулiв. Чисельна модель дозволяє вiдокремлювати “швидку” реверсив-

ну та “повiльну” нереверсивну фази забруднення намулiв та дає змогу порiв-

няти розрахунки з експериментальними даними. Експериментально було по-



206

Табл. 6.2: Параметри для чисельного моделювання

Параметр Значення

Вид радiонуклiду 134Cs

Параметр розпаду \lambda 1.06 \cdot 10 - 8s - 1

Початкова концентрацiя у во-

дi

1.337 \cdot 107Бк/м3

К-сть донних шарiв 100

Товщина донних шарiв 1мм

Пористiсть 0.93

Густина намулiв 1420 кг/м3

Коефiцiєнт молекулярної ди-

фузiї

1.45 \cdot 10 - 9м2/с

Коефiцiєнт бiотурбацiї 0м2/с

Kd 2м3/кг

afs, asf 0.25 \cdot 10 - 7, 0.25 \cdot 10 - 8с - 1

казано, що в дослiдi [278] через 1 рiк проведення експерименту близько 65%

становило забруднення на швидкiй обмiннiй фазi намулiв, та лише 35% на

повiльнiй фазi. Щоб досягти таких результатiв при чисельному моделюваннi

були обранi параметри afs, asf , що наведенi в Таблицi 6.2. Так як не було

жодної згадки про наявнiсть живих органiзмiв у намулах, при чисельному

моделюваннi було припущено, що протягом року в холоднiй водi без джерела

кисню живi органiзми активностi не проявляли. Тому коефiцiєнт бiотурбацiї

був покладений рiвним нулевi.

На рис. 6.4 наведено порiвняння результатiв моделювання через 10 днiв, 2

мiсяцi та 1 рiк розрахункiв з результатами дослiду. Показанi розрахованi та

вимiрянi профiлi концентрацiї радiонуклiдiв у поровiй водi, на швидкiй фазi

намулiв та загальна концентрацiя у намулах. Порiвняння показує, що модель

достатньо точно описує розповсюдження радiонуклiдiв в шарi намулiв. Хоча
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Рисунок 6.4: Порiвняння профiлiв концентрацiї радiонуклiдiв з лабораторним дослiдом

[278] в рiзнi моменти проведення дослiду. На верхнiй панелi – концентрацiя в намулах,

на нижнiй – концентрацiя в поровiй водi. Червоною лiнiєю показана концентрацiя при

розрахунках моделлю з одноступеневою кiнетичною реакцiєю, чорною лiнiєю показана

концентрацiя при розрахунках моделлю з двоступеневою кiнетичною реакцiєю

не був вiдтворений локальний максимум концентрацiї, що спостерiгався у

дослiдi бiля поверхнi дна.

На рис. 6.6 показано результати дослiдження чутливостi моделi до кiль-

костi шарiв ґрунту, що беруть участь у моделюваннi. При загальнiй товщинi

шару 10см, було проведено 5 чисельних експериментiв з загальною кiлькi-

стю шарiв 100, 50, 20, 10 та 1. На рис. 6.6а показаний профiль концентрацiї

радiонуклiду у поровiй водi при рiзнiй роздiльнiй здатностi шару ґрунту. Ре-

зультат моделювання одного шару не показаний, бо вiн складається з одного

значення i профiль не утворюється. З рис. 6.6а видно, що остаточний профiль

концентрацiї збiгається для всiх варiантiв. На рис. 6.6б наведено залежнiсть
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Рисунок 6.5: Порiвняння всiх значень вимiрiв концентрацiї радiонуклiдiв в дослiдi [278] з

розрахунками. По осi абсцис вiдкладено вимiри, а по осi ординат – розрахунки. Злiва –

для концентрацiї адсорбованого на намулах 134Cs. Справа – концентрацiя розчиненого у

водi поровiй 134Cs

Рисунок 6.6: Профiлi концентрацiї радiонуклiдiв пiсля одного року моделювання у по-

рiвняннi з лабораторним дослiдом [278]. Злiва - концентрацiя у поровiй водi. Справа -

загальна концентрацiя а намулах.

iнтегрального забруднення всього донного шару з часом. Видно, що забру-

днення швидко (протягом перших кiлькох днiв) досягає максимуму та потiм

поступово зменшується завдяки розпаду. При чому результати розрахункiв

при кiлькостi донних шарiв 100, 50, 20 та 10 майже збiгаються. У варiантi з
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одним донним шаром видно, що забруднення вiдбувається значно повiльнi-

ше, але остаточно всi кривi збiгаються в одну. Це пояснюється тим, що наша

система замкнена, тому рано чи пiзно вона прямує до однакового положен-

ня рiвноваги. В цьому вiдмiннiсть з експериментами в каналi, що розглянутi

в роздiлi 6.7. В тому випадку система була вiдкритою, тому розбiжностi в

забрудненi дна з часом збiльшувались у випадку одношарового та багатоша-

рового дна.

6.4 Перерозподiл концентрацiї радiоактивностi мiж по-

ровою водою та намулами в iзольованому шарi дна

Розглянемо обмiннi процеси в одному iзольованому донному шарi (j=1;

W
(0,1)
pw = W

(1,2)
pw = Ei = Di = 0 ) при \lambda = 0 . Розв’язок рiвнянь (6.7-6.9) з

початковими умовами при t = 0 :Cb
d,1 = Cb

d(0), C
b
s,i,1 = Cb

s,i,j(0) та \~Cb
s,i,1 =

\~Cb
s,i,j(0) мають вигляд:

Cb
d,1(t) =

1

\beta Sb + 1

\Bigl[ 
Sb(\beta C

b
d,1(0) - Cb

s,1(0))e
 - ads\theta (\beta Sb+1)t + (Cb

d,1(0) + Cb
s,1(0)Sb)

\Bigr] 
,

(6.23)

\phi i,1C
b
s,i,1(t) =  - \beta i

(\beta Sb + 1)\beta 

\Bigl[ 
(\beta Cb

d,1(0) - Cb
s,1(0))e

 - ads\theta (\beta Sb+1)t - 

\beta (Cb
d,1(0) + Cb

s,1(0)Sb)
\bigr] 
+

\biggl[ 
Cb
s,i,1(0)\phi i  - 

\beta i
\beta 
Cb
s,1(0)

\biggr] 
e - ads\theta t,

(6.24)

де Sb = (1 - \varepsilon 1)\rho 
1
s\varepsilon 

 - 1
1 , Cb

s,1(0) =
\sum n

i=1 \phi iC
b
s,i,1(0) та

\beta i = \phi iKd,i, \beta = Kb
d,1. (6.25)

Спiввiдношення мiж Cb
s,i та C

b
s має вигляд

Cb
s,i,1\phi i,1  - 

\beta i
\beta 
Cb
s,1 =

\biggl( 
Cb
s,i,1(0)\phi i  - 

\beta i
\beta 
Cb
s,1(0)

\biggr) 
e - ads\theta t. (6.26)
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Як випливає з розв’язку (6.23-6.24), концентрацiя активностi в поровiй водi

швидко прямує до рiвноваги з загальною концентрацiєю на намулах:

Kb
d,1C

b
d,1 = Cb

s,1. (6.27)

Характерний час переходу \sim \varepsilon 1(ads\theta K
b
d,1\rho 

1
s(1 - \varepsilon 1))

 - 1 залежить вiд фракцiй-

ного складу намулiв, густини та пористостi. Це приблизно 250с для характер-

них значень \rho 1s = 2.6 \cdot 103 кг м - 3 , \varepsilon 1 = 0.6 , Kb
d,1 = 2 м 3 кг - 1 . В той же час,

як слiдує з (6.24) розподiл радiоактивностi мiж рiзними фракцiями намулiв

є набагато повiльнiшим. Характерний час для досягнення рiвноважних кон-

центрацiй на багатофракцiйних намулах \sim a - 1
ds \theta 

 - 1 має порядок 10 6 с (десять

днiв).

6.5 Спрощення моделi для одношарового представлен-

ня дна

В багатьох моделях переносу радiонуклiдiв розподiл радiоактивностi в дон-

них намулах апроксимується одним шаром (напр. [202],[250], таблиця 6.1).

Беручи до уваги той факт, що час переходу для концентрацiї в поровiй водi

значно менший за iншi часовi масштаби, можливо провести спрощення для

рiвнянь, що описують один донний шар. Припустимо, що обмiн мiж поровою

водою та водним шаром в (6.8) урiвноважений перерозподiлом активностi в

донних намулах. Тодi концентрацiя в поровiй водi а у донному шарi намулiв

може бути виражена таким чином:

Cb
d =

W
(0,1)
pw Cw

d ( - H) + ads\theta Z1\rho s,1(1 - \varepsilon 1)C
b
s,1

W
(0,1)
pw + ads\theta Z1\rho s,1(1 - \varepsilon 1)Kb

d,1

. (6.28)

Використовуючи (6.28) рiвняння (6.8) для m=1 може бути переписане у ви-

глядi
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\partial Z1C
b
s,i,1

\partial t
= abdsZ1

\bigl( 
Cw
d ( - H)Kb

d,1  - Cb
s,1

\bigr) 
+ arsZ1

\Biggl( 
Cb
s

Kb
d,i

Kb
d,1

 - Cb
s,i,1

\Biggr) 
+

DiC
w
s,i

\rho s,i(1 - \varepsilon 1)
 - 

EiC
b
s,i,1

\rho s,i(1 - \varepsilon 1)
 - afsZ1C

b
s,i,1 + asfZ1

\~Cb
s,i,1  - \lambda Z1C

b
s,i,1,

(6.29)

де abds – швидкiсть “десорбцiї” радiоактивностi з шару намулiв у шар води, а

ars – швидкiсть “перерозподiлу” мiж фракцiями намулiв:

abds =
ads\theta W

(0,1)
pw

W
(0,1)
pw + ads\theta Z1\rho 

(1)
s (1 - \varepsilon 1)Kb

d,1

ars =
a2ds\theta 

2Z2
1\rho 

(1)
s (1 - \varepsilon 1)K

b
d,1

W
(0,1)
pw + ads\theta Z1\rho 

(1)
s (1 - \varepsilon 1)Kb

d,1

.

(6.30)

Характерне значення W (0,1)
pw має порядок 10 - 6 - 10 - 5 м s - 1 для u\ast = 0.001 - 

0.01 м s - 1 та Sc=1000. Другий член в знаменнику обох виразiв рiвняння

(6.30) набагато бiльший за перший при характерних значеннях \rho 1s \sim 103 кг

м - 3 , \varepsilon 1 \sim 1 , Kb
d,1 \sim 1 м 3 kg - 1 , Z1 \sim 10 - 2м. Вiдношення W (0,1)

pw /(ads\theta Z1\rho 
(1)
s (1 - 

\varepsilon 1)K
b
d,1) має порядок 10 - 2  - 10 - 1 . В цьому випадку параметри abds та ars

можуть бути наближено представленi у виглядi:

abds =
W

(0,1)
pw

Z1\rho 
(1)
s (1 - \varepsilon 1)Kb

d,1

ars = ads\theta .

(6.31)

Важливо вiдмiтити, що abds в (6.31) регулюється процесами дифузiї з ша-

ром води та сорбцiї в шарi намулiв. В той же час, швидкiсть десорбцiї не

впливає на обмiн мiж шаром води та шаром намулiв. Це твердження може

бути несправедливо для дуже тонкого шару при сильнiй турбулентностi у

водi та для випадку маленького коефiцiєнту розподiлу. Процес десорбцiї в

моделi з одним шаром намулiв важливий для перерозподiлу активностi мiж

рiзними фракцiями намулiв. На вiдмiну вiд (6.31) вiдповiдний параметр в

([202]; [250]) є емпiричним та не залежить вiд товщини шару.
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Розглянемо iдеалiзований випадок забруднення шару намулiв водою зав-

дяки дифузiї. Рiвняння (6.29) та (6.9) при Ei = Di = \lambda = 0 та постiйному

Z1 переписуються у виглядi:

\partial Cb
s,i,1

\partial t
= abds

\bigl( 
Kb
d,i,1C

w
d ( - H) - Cb

s,i,1

\bigr) 
 - afsC

b
s,i,1 + asf \~C

b
s,i,1, (6.32)

\partial \~Cb
s,i,1

\partial t
= afsC

b
s,i,1  - asf \~C

b
s,i,1 (6.33)

Концентрацiя радiоактивностi у водi задається таким способом, щоб симу-

лювати аварiйний викид та подальше очищення забрудненого дна:

Cw
d ( - H) = C0 0 \leq t \leq t1,

Cw
d ( - H) = 0 t1 \leq t,

(6.34)

де C0 та t1 – константи. Початковi значення Cb
s,i,1 = \~Cb

s,i,1 = 0 при t=0.

Розв’язком системи рiвнянь (6.32–6.33) є

Cb
s,1(t) = A exp(k1t) +B exp(k2t) + C, (6.35)

Cb
s,1(t) = A

k1 + abds + afs
asf

exp(k1t) +B
k2 + abds + afs

asf
exp(k2t) +

afs
asf

C, (6.36)

де \left\{       
A = Kb

d,1C0

\biggl( 
1 - k1 + abds

k1  - k2

\biggr) 
;

B =  - Kb
d,1C0

k1 + abds
k1  - k2

; C = Kb
d,1C0

0 \leq t \leq t1,

\left\{     
A = Cb

s,1(t1) - B;

B =
(k1 + abds + afs)C

b
s,1(t1) - asf \~C

b
s,1(t1)

k1  - k2
; C = 0

t1 \leq t,

(6.37)

k1,2 =  - 1

2
(abds + afs + asf)\pm 

\sqrt{} 
1

4
(abds + afs + asf)2  - abdsasf .
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Для цього окремого випадку:

Cb
s,i,1\phi i,1 =

\beta i
\beta 
Cb
s,1; Cb

s,i,1\phi i,1 =
\beta i
\beta 
Cb
s,1; . (6.38)

На рис. 6.7 показано залежнiсть концентрацiї вiд фракцiйного складу та

товщини верхнього шару. Розглядалося три фракцiї з розмiрами R = 50; 100

та 200 \mu . Вiдповiднi параметри фракцiйного складу \phi поданi в Таблицi 6.3

разом з розрахованими значеннями Kb
d,1 та abds . Решта параметрiв такi:

\rho s,1=1600 кг м
 - 3 , \varepsilon 1 = 0.6 , \theta =0.1. Забруднення 137Cs моделювалося зi зна-

ченням параметра \chi =3.8\cdot 10 - 6 см - 1 . Концентрацiя 137Cs у водi була задана

як C 0=20,000 Бк м - 3 в початковий перiод t 1=30 днiв. В розрахунках 1-3

склад намулiв змiнювався для того, щоб оцiнити вплив сорбцiї-десорбцiї. Ре-

зультати моделювання показали, що початковий зрiст концентрацiї 137Cs не

залежить вiд складу намулiв завдяки тому, що при малих abdst залежнiсть

вiд Kb
d,1 зникає. Однак, очищення намулiв залежить вiд фракцiйного скла-

ду намулiв через значення Kb
d,1 . Активнiсть зменшується повiльнiше коли є

бiльшою фракцiя мiлких намулiв. Вибiр товщини донного шару i порiвнян-

ня в сценарiях 1,4-5 сильно впливає як на максимальну концентрацiю, так i

на швидкiсть очищення. Потрiбно зазначити, що використання одно-шарової

апроксимацiї не є коректним для моделювання на великих промiжках часу.

На рис. 6.8 показано залежнiсть концентрацiї вiд фракцiйного складу для

двоступеневої моделi. Значення фракцiйного складу подано в Таблицi 6.3 ра-

зом з розрахованими значеннями Kb
d,1 , abds , k1 та k2 (Сценарiї 1-3). Ре-

шта параметрiв такi самi, як було використано в попереднiх розрахунках.

В розрахунках 1-3 склад намулiв змiнювався для того, щоб оцiнити вплив

сорбцiї-десорбцiї для обмiну мiж швидкою та повiльною фракцiєю радiону-

клiдiв. Графiк показує концентрацiю 137Cs для одно-ступеневої моделi та для

дво-ступеневої (перша ступiнь, друга ступiнь та загальна концентрацiя). Ре-
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Табл. 6.3: Параметри сценарiїв

Сценарiї 1 2 3 4 5

\phi 1 0.333 0.667 0 0.333 0.333

\phi 2 0.333 0.333 0.667 0.333 0.333

\phi 3 0.333 0 0.333 0.333 0.333

Z1 м 0.05 0.05 0.05 0.025 0.10

Kb
d,1 м

3кг - 1 4.05 5.79 2.32 4.05 4.05

abds с
 - 1 5.06 \cdot 10 - 8 3.59 \cdot 10 - 9 8.58 \cdot 10 - 8 9.7 \cdot 10 - 8 2.6 \cdot 10 - 8

k1с
 - 1 3.21 \cdot 10 - 9 2.50 \cdot 10 - 9 4.48 \cdot 10 - 9 4.8 \cdot 10 - 9 1.93 \cdot 10 - 9

k2 с
 - 1 1.57 \cdot 10 - 7 1.43 \cdot 10 - 7 1.91 \cdot 10 - 7 2.02 \cdot 10 - 7 1.33 \cdot 10 - 7

зультати моделювання показали, що початкове зростання концентрацiї 137Cs

майже однакове для одно-ступеневої моделi та дво-ступеневої моделi. Концен-

трацiя другої ступiнi повiльно зростає. Однак зменшення концентрацiї 137Cs

в донних намулах завдяки очищенню водою вiдбувається в рiзний спосiб для

рiзних реакцiй. Хоча для одно-ступеневої моделi концентрацiя затухає екс-

поненцiйно з показником експоненти abds , процес затухання контролюється

двома показниками для повiльної та швидкої реакцiї. Для всiх випадкiв 1-3

повiльна фракцiя була домiнуючою, що призводило до дуже повiльного за-

тухання у порiвняннi з одно-ступеневою моделлю.

6.6 Спрощення для багатошарової моделi мiграцiї за-

бруднення в намулах

Одношарове представлення забруднення донних намулiв використовується

в бiльшостi моделей (таблиця 6.1). Однак, як показано в попередньому роз-

дiлi, результати залежать вiд товщини шару та узгоджуються з багатошаро-
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Рисунок 6.7: Змiна в часi концентрацiї 137Cs згiдно (6.19) для рiзних сценарiїв для одно-

шарової моделi

Рисунок 6.8: Змiна в часi концентрацiї 137Cs для одноступеневої та дво-ступеневої кiне-

тичної реакцiї згiдно (6.30-6.32) для сценарiю 1 в одношаровiй моделi

вою моделлю. В свою чергу, багатошарова модель (6.7)-(6.7) потребує малих

часових крокiв для того, щоб явно описати швидкий процес перерозподiлу

радiоактивностi мiж намулами та поровою водою. Тому необхiдно шукати

спрощення для багатошарової моделi для застосування на великих часових

масштабах шляхом фiльтрацiї швидких процесiв. Припустимо, на основi по-

переднього аналiзу, обмiн мiж поровою водою у верхньому шарi намулiв (j=1)
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та водою у придонному шара врiвноважується перерозподiлом радiоактивно-

стi мiж намулами та обмiном з нижнiм шаром. Тодi концентрацiю в поровiй

водi у верхньому донному шарi можна обчислити таким чином:

Cb
d,1 =

\varepsilon 1W
(0,1)
pw Cw

d ( - H) + \varepsilon 2(W
(1,2)
pw +W

(1,2)
bt )Cb

d,2 + ads\theta Z1(1 - \varepsilon 1)C
b
s,1

\varepsilon 1(W
(0,1)
pw +W

(1,2)
pw +W

(1,2)
bt ) + ads\theta Z1(1 - \varepsilon 1) \^Kb

d,1

(6.39)

Використовуючи (6.39) рiвняння (6.8) для m=1 може бути переписане у ви-

глядi

\partial Z1\phi i,1C
b
s,i,1

\partial t
=  - W (1,2)

bt

\bigl( 
\phi i,1C

b
s,i,1  - \phi i,2C

b
s,i,2

\bigr) 
+ abdsZ1 \cdot \bigl( 

Cw
d ( - H)Kb

d,i  - Cb
s,i,1

\bigr) 
+ arsZ1

\Biggl( 
Cb
s

Kb
d,i

\^Kb
d,1

 - Cb
s,i,1

\Biggr) 
 - a11C

b
s,i,1 + a12C

b
d,2 +

\phi i,1DiC
w
s,i

\rho s,i(1 - \varepsilon 1)
 - 

EiC
b
s,i,1

\rho s,i(1 - \varepsilon 1)
 - afs\phi i,1Z1C

b
s,i,1 + asf\phi i,1Z1

\~Cb
s,i,1  - \lambda \phi i,1Z1C

b
s,i,1,(6.40)

де

abds =
ads\theta \phi i,1\varepsilon 1W

(0,1)
pw

\varepsilon 1(W
(0,1)
pw +W

(1,2)
pw +W

(1,2)
bt ) + ads\theta Z1(1 - \varepsilon 1) \^Kb

d,1

ars =
a2ds\theta 

2\phi i,1Z1(1 - \varepsilon 1) \^K
b
d,1

\varepsilon 1(W
(0,1)
pw +W

(1,2)
pw +W

(1,2)
bt ) + ads\theta Z1(1 - \varepsilon 1) \^Kb

d,1

a11 =
ads\theta Z1\varepsilon 1\phi i,1(W

(1,2)
pw +W

(1,2)
bt )

\varepsilon 1(W
(0,1)
pw +W

(1,2)
pw +W

(1,2)
bt ) + ads\theta Z1(1 - \varepsilon 1) \^Kb

d,1

a12 =
ads\theta \phi i,1Z1\varepsilon 2(W

(1,2)
pw +W

(1,2)
bt )Kb

d,i

\varepsilon 1(W
(0,1)
pw +W

(1,2)
pw +W

(1,2)
bt ) + ads\theta Z1(1 - \varepsilon 1) \^Kb

d,1

Припустимо, згiдно розрахункiв у попередньому роздiлi, що всюди, крiм

верхнього шару (j=1) концентрацiя у поровiй водi знаходиться в рiвновазi з

намулами

\^Kd,jC
b
d,j = Cb

s,j (6.41)

де

\^Kd =
\sum n

i=0
\rho s,i\phi i,1Kd,i (6.42)
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Тодi рiвняння (6.10)-6.11) можуть бути об’єднанi в одне рiвняння для

Cb
e,j = \varepsilon jC

b
d,j + (1 - \varepsilon j)C

b
s,j, (6.43)

де Cb
e,j це “обмiнна” фракцiя радiоактивностi, що пов’язана з Cb

d,j та Cb
s,j в

такий спосiб:

Cb
d,j =

Ce,j

\varepsilon j + (1 - \varepsilon j) \^Kd,j

, Cb
s,j =

\^Kd,jCe,j

\varepsilon j + (1 - \varepsilon j) \^Kd,j

. (6.44)

Тодi рiвняння для Cb
e,j виглядає так

\partial ZjC
b
e,j

\partial t
=
\Bigl( 
W (j - 1,j)

pw +W
(j - 1,j)
bt

\Bigr) \Biggl( \varepsilon j - 1C
b
e,j - 1

\varepsilon j - 1 + (1 - \varepsilon j - 1) \^Kd,j - 1

 - 
\varepsilon jC

b
e,j

\varepsilon j + (1 - \varepsilon j) \^Kd,j

\Biggr) 
+

W
(j - 1,j)
bt (1 - \varepsilon j)

\Biggl( 
\^Kd,j - 1C

b
e,j - 1

\varepsilon j - 1 + (1 - \varepsilon j - 1) \^Kd,j - 1

 - 
\^Kd,jC

b
e,j

\varepsilon j + (1 - \varepsilon j) \^Kd,j

\Biggr) 

+
\Bigl( 
W (j,j+1)

pw +W
(j,j+1)
bt

\Bigr) \Biggl( \varepsilon jC
b
e,j

\varepsilon j + (1 - \varepsilon j) \^Kd,j

 - 
\varepsilon j+1C

b
e,j+1

\varepsilon j+1 + (1 - \varepsilon j+1) \^Kd,j+1
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6.7 Чисельнi експерименти розповсюдження радiонуклi-

дiв в каналi iз заглибленням

Для дослiдження та демонстрацiї залежностi результатiв розрахункiв вiд

використання багато-шарового дна та дво-ступеневої реакцiї в намулах було

проведено ряд чисельних тестiв в каналi з постiйною течiєю. Метою дослiдже-

ння є оцiнка важливостi багато-шарового представлення для донних намулiв

та розгляд дво-ступеневої обмiнної реакцiї радiонуклiдiв.

Розглянемо великий басейн довжиною 40км, шириною 1км та глибиною,

що змiнюється вiд 10-ти до 20-ти метрiв, як зазначено на схемi експерименту

на рис. 6.9. З лiвої границi вiдбувається постiйний витiк води, що забрудне-

на постiйною концентрацiєю розчиненого радiонуклiду. Дно вкрите однорi-

дними пiщинками. В такiй конфiгурацiї можна дослiдити окремо процеси та

параметри, що впливають на перенос радiонуклiдiв та забруднення дна. Як

впливає врахування багатошаровостi дна, двоступеневої реакцiї, наявнiсть чи

вiдсутнiсть завислих намулiв, наявнiсть неоднорiдностей дна (у нашому ви-

падку заглиблення). Будемо дослiджувати як процес забруднення дна, так

i подальше його очищення, коли джерело радiоактивностi перестало дiяти.

Було проведено низку чисельних експериментiв, якi буде детально описанi у

наступних пiдроздiлах.

6.7.1 Довготривале забруднення дна за рахунок дифузiї розчине-

ного радiонуклiду

В даному пiдроздiлi дослiджується вплив багатошарового дна та наявностi

ями в каналi на процес забруднення дна. Вважаємо джерело забруднення

нескiнченно тривалим, щи витiкає з вiдкритої границi каналу з постiйною

концентрацiєю. Розмив та осiдання намулiв не враховувались, забруднення
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Рисунок 6.9: Схема чисельних експериментiв в каналi з заглибленням

Рисунок 6.10: Концентрацiя 137Cs у поверхневому шарi в кiнцi каналу (злiва); Концен-

трацiя 137Cs у поверхневому шарi в ямi (справа)

дна вiдбувалось лише за рахунок дифузiї розчиненого радiонуклiду в порову

воду. Чисельнi значення основних параметрiв моделi наведенi в Таблицi 6.4.

Список сценарiїв:

1. Один шар донних намулiв, одно-ступенева реакцiя

2. Один шар донних намулiв, дво-ступенева реакцiя

3. Багатошарове представлення дна, одно-ступенева реакцiя

4. Багатошарове представлення дна, дво-ступенева реакцiя
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Табл. 6.4: Параметри моделi для тестiв в каналi

Параметр Значення

Вид радiонуклiду 137Cs

Середня швидкiсть води 0.4 м/

Концентрацiя 1 Бк/м3

Роздiльна здатнiсть 100м,10м, 21 s рiвнiв

Пористiсть 0.6

Густина намулiв 2600 кг/м3

Уклiн дна 5 \cdot 10 - 6

Шорсткiсть дна 1 \cdot 10 - 5м

Kd 20м3/кг

Розмiр пiщинок намулiв 0.1мм

Рисунок 6.11: Профiлi концентрацiї в кiнцi каналу пiсля 125 днiв моделювання (злiва);

Профiлi концентрацiї в ямi пiсля 125 днiв моделювання (справа)

Основнi висновки, якi можна зробити на пiдставi проведених чисельних

експериментiв:

1. Модель, що враховує дво-ступеневу реакцiю значно не вiдрiзняється вiд

одно-ступеневої на часових масштабах менше 1/afs \approx 100 днiв

2. Друга “повiльна” фаза стає переважною при часових масштабах t\gg 100

днiв
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Рисунок 6.12: Профiлi концентрацiї в кiнцi каналу пiсля 250 днiв моделювання (злiва);

Профiлi концентрацiї в ямi пiсля 250 днiв моделювання (справа)

Рисунок 6.13: Профiлi концентрацiї в кiнцi каналу пiсля 450 днiв моделювання (злiва);

Профiлi концентрацiї в ямi пiсля 450 днiв моделювання (справа)

3. Зменшення придонного тертя приводить до зниження концентрацiї в

донних намулах та зменшенню вiдносної рiзницi мiж одно- та дво-ступеневими

моделями.

4. Використання одношарової моделi донних намулiв приводить до збiль-

шення швидкостi забруднення дна у порiвняннi з багатошаровою моде-

ллю, тому може призвести до значних похибок.

5. Врахування повiльної фази забруднення намулiв при довготривалих роз-
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Рисунок 6.14: Профiлi концентрацiї в кiнцi каналу пiсля 750 днiв моделювання (злiва);

Профiлi концентрацiї в ямi пiсля 750 днiв моделювання (справа)

Рисунок 6.15: Змiна запасу 137Cs з часом в кiнцi каналу (злiва); Змiна запасу 137Cs з

часом в ямi (справа)

рахунках призводить до значного збiльшення загального забруднення

дна у порiвняннi з одно-ступеневою моделлю.

6.7.2 Забруднення дна в каналi з урахуванням переносу намулiв

В даному пiдроздiлi описуються чисельнi експерименти по забрудненню

дна в каналi iз заглибленням. Конфiгурацiя розрахункової областi вибрана

така ж, як i в роздiлi 6.7.1. Метою чисельних розрахункiв є дослiдження
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Рисунок 6.16: Стацiонарний розподiл концентрацiї зважених намулiв у вертикальному

перерiзi

впливу транспорту намулiв на забруднення донних намулiв радiонуклiдами.

Як i ранiше, розчинений у водi 137Cs постiйної концентрацiї поступав з лi-

вої сторони каналу (рис. 6.9). При розрахунках використовувалась багато-

шарова модель донних намулiв. При обчисленнi процесiв адсорбцiї-десорбцiї

використовувалась модель одноступеневої кiнетичної реакцiї. Концентрацiя

розчиненого у водi 137Cs на втоцi в канал дорiвнювала:

Cs = 106Бк/м3, при, t < 14дiб; Cs = 0Бк/м3, при t > 14дiб;

Тобто моделювалось початкове короткотривале (2 тижнi) забруднення дна

розчиненим радiонуклiдом високої концентрацiї, а потiм поступове очищення

дня при нульовiй концентрацiї 137Cs , що втiкає в канал. Було проведено два

чисельних експерименти:

1. Моделлю що не враховує наявнiсть зважених намулiв, осiдання намулiв

та ерозiю дна

2. Моделлю, що включає повну модель переносу намулiв, змучування осi-

дання та змiну рiвня дна.

На рис. 6.16 показаний стацiонарний розподiл зважених намулiв у верти-

кальному перерiзi. Зваженi намули зосередженi, в основному в придонному
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Рисунок 6.17: Вертикальний перерiз концентрацiї розчиненого у водi радiонуклiду. Злiва

– через 100 днiв моделювання, справа – через 150 днiв моделювання.

Рисунок 6.18: Вертикальний перерiз концентрацiї адсорбованого на зважених намулах.

Злiва – через 100 днiв моделювання, справа – через 150 днiв моделювання.

шарi. Концентрацiї намулiв невеликi, максимальнi придоннi значення дося-

гають 50мг/л. Концентрацiя зважених намулiв зменшується iз збiльшенням

глибини та обертається в нуль в найглибшiй точцi каналу.

Через наявнiсть зважених намулiв, у водному шарi починається процес

адсорбцiї, при цьому зменшується концентрацiя розчиненого 137Cs i з’явля-

ється новий механiзм забруднення дна – осiдання забруднених пiщинок на

дно. Коли припиняється дiя постiйного джерела розчиненого 137Cs , то дно

починає додатково очищуватись за рахунок ерозiї та видаленню забруднених

пiщинок, а чиста вода, що втiкає в канал, починає забруднюватись за рахунок

процесу десорбцiї.

На рис. 6.17-6.18 показанi вертикальнi концентрацiї розчиненого та адсор-

бованого 137Cs через 100 та 150 днiв пiсля початку моделювання. Джерелом

забруднення розчиненим та адсорбованим радiонуклiдом на цi моменти часу

є забруднене дно. Наведенi зображення iлюструють те, що розподiл 137Cs

не є стацiонарним в часi, його концентрацiя поступово зменшується разом iз
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Рисунок 6.19: Порiвняння концентрацiї радiонуклiдiв у верхньому шарi намулiв при вра-

хуваннi переносу намулiв та без урахування.

очищенням дна та зменшенням потоку радiонуклiдiв через дифузiйний обмiн

з поровою водою та через ерозiю дна. Концентрацiя адсорбованого 137Cs зо-

середжена у придонному шарi, в зонi найбiльшою концентрацiї завислих на-

мулiв. А забруднення розчиненим 137Cs розповсюджується по всiй товщинi

водного шару завдяки турбулентному перемiшуванню.

Результати моделювання повною морфологiчною моделлю порiвнювались

з результатами моделювання без урахування переносу намулiв у п’яти точках.

Для порiвняння було обрано такi положення: x1 = 10км– точка на плоскiй

дiлянцi каналу, перед заглибленням; x2 = 19км – точка на початку заглибле-

ння; x3 = 20км – найглибше мiсце каналу; x4 = 22км – кiнець заглиблення,

початок плоскої дiлянки каналу; x5 = 30км – плоска дiлянка каналу пiсля

заглиблення.

На рис. 6.19 показано порiвняння змiни концентрацiї забруднення верхньо-

го шару намулiв з часом у п’яти обраних точках для двох варiантiв конфiгу-

рацiї моделi. В точках 1 та 5 концентрацiї майже не вiдрiзняються одна вiд

одної, бо на пласких дiлянках потiк ерозiї у випадку морфологiчної моделi
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Рисунок 6.20: Порiвняння загального забруднення дна при врахуваннi переносу намулiв

та без урахування.

компенсується притоком зважених намулiв зверху по течiї. Найбiльшi розбi-

жностi знаходяться в мiсцях неоднорiдностей глибини. В точцi 3 на початку

заглиблення морфологiчна модель прогнозує бiль високу концентрацiю на-

мулiв, за рахунок того, що на цьому схилi вiдбувається вiдкладення намулiв,

через те що падає швидкiсть потоку. На схилi в кiнцi ями, навпаки, вiдбуває-

ться швидкий розмив дна за рахунок прискорення потоку. Тому в точцi 4 за

кiлька мiсяцiв звивається весь забруднений шар намулiв, i концентрацiя стає

майже рiвною нулевi. В найглибшiй точцi каналу 3 немає нiякої рiзницi при

моделювання рiзними конфiгурацiями моделей через те, що вкрив перенесу

намулiв не досягає такої глибини, всi зваженi намули осiдають на схилi. В цiй

точцi забруднення дна вiдбувається тiльки за рахунок дифузiйного обмiну.

Ще бiльшою рiзниця виглядає, якщо порiвнювати загальне забруднення

(проiнтегроване по глибинi шару донних намулiв) в цих же точках. Таке по-

рiвняння показане на рис. 6.20. В точках 1 та 5 забруднення вiдрiзняється не

сильно. В точцi три воно точно спiвпадає. А в точцi 2, на початку схилу, ура-

хування переносу намулiв призводить до збiльшення загального забруднення

у близька 5 разiв. Причому iнтегральне забруднення монотонно збiльшується
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Рисунок 6.21: Порiвняння профiлiв концентрацiї забруднення дна при врахуваннi переносу

намулiв та без урахування.

з часом за рахунок за рахунок постiйного притоку забруднених намулiв.

На рис. 6.21 показанi профiлi забруднення дня через 150 днiв моделюва-

ння. Можна бачити, що в точцi 2 значно бiльшою є глибина проникнення

забруднення за рахунок того, що у верхнiй шар iснує постiйне вiдкладення

забруднених намулiв. При такому процесi формується локальний максимум

забруднення на деякiй глибинi. Причиною цього є те, що на поверхню вiдкла-

даються намули, концентрацiя забруднення яких зменшується з часом. Таким

чином найбiльш забрудненi намули опиняються похованими пiд шаром бiльш

чистих намулiв.

Наведенi розрахунки демонструють необхiднiсть використання повної мо-

делi переносу намулiв при моделюваннi забруднення дна радiонуклiдами.
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Процеси ерозiї, осiдання та переносу зважених намулiв можуть бiти причи-

ною значних неоднорiдностей в забрудненнi дна, що спостерiгається в деяких

натурних дослiдженнях, наприклад [289]

6.8 Лагранжевий алгоритм моделi дисперсiї радiонуклi-

дiв

Для розв’язку задачi про розповсюдження радiонуклiдiв в морському се-

редовищi побудуємо лагранжевий алгоритм розв’язку задачi, що в ейлеровiй

постановцi ставиться рiвняннями (6.7-6.12). Обмежимося випадком одноша-

рового представлення дна. Згодом алгоритм може бути узагальнений для ба-

гатошарового дна з використанням пiдходiв, що описанi в роздiлi 4. В лагран-

жевому пiдходi дисперсiя радiонуклiдiв розглядається як рух певної кiлькостi

частинок, кожна з яких представляє собою певну кiлькiсть радiоактивностi.

Будемо вважати “заряд” кожної такої частинки рiвним i незмiнним в часi.

Кожна частинка може iснувати одночасно лише в однiй “фазi”, або в одному

станi. Кожна “фаза” в ейлеровiй постановцi описується окремим рiвнянням

системи (6.7-6.12). Радiоактивний розпад, тобто зменшення кiлькостi радiо-

активностi моделюється зменшенням кiлькостi частинок, тобто знищенням

деяких з них. Належнiсть частинки до певної фази визначається атрибута-

ми (властивостями, або мiтками) частинки. Кожна частинка повинна мати

мiтку, по якiй можна визначити до якої фази вона належить. Це означає,

що кожна з частинок в кожний момент часу повинна мати одну з наступних

мiток.

1. Розчинена у водi (1 мiтка)

2. Адсорбована на i -му класi намулiв (n мiток)
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3. Розчинена у поровiй водi (1 мiтка)

4. Адсорбована на i -му класi донних намулiв (n мiток)

Всього потрiбно 2n + 1 мiток щоб описати всi можливi стани частинки. Де

n– кiлькiсть класiв розмiрiв намулiв, що беруться до уваги. Крiм опису адве-

ктивного переносу течiями та турбулентної дифузiї задача зводиться до ал-

горитму змiни мiток кожної частики з часом у вiдповiдностi до постановки

задачi, що визначається рiвняннями (6.7-6.12). Розглянемо окремо кожний

механiзм, що впливає на дисперсiю радiонуклiдiв у водному середовищi.

6.8.1 Перенос та дифузiя

Перенос та турбулентна дифузiя моделюється методом iнтегрування тра-

єкторiї частинок для адвективного переносу та метод випадкових блукань

для турбулентної дифузiї. Детально лагранжевий алгоритм вже розглянуто

в роздiлi 2. В цьому сенсi перенос радiонуклiду нiчим не вiдрiзняється вiд

переносу часточок намулу або диспергованих нафтових крапель. Слiд тiльки

зазначити, що радiонуклiд адсорбований зваженим намулом має додаткову

швидкiсть осiдання, що дорiвнює швидкостi осiдання даної частинки намулу.

6.8.2 Радiоактивний розпад

Радiоактивний розпад - це зменшення з часом радiоактивних частинок за

рахунок випромiнювання. Основною характеристикою радiоактивного розпа-

ду є перiод напiврозпаду, тобто час за який кiлькiсть радiоактивної речовини

зменшується вдвiчi. Перiод напiврозпаду залежить вiд конкретної речовини,

значення для деяких радiоактивних iзотопiв наведенi в Таблицi 6.5.

З Таблицi 6.5 видно, що перiоди напiврозпаду для рiзних речовин можуть

суттєво вiдрiзнятися, в деяких випадках при короткостроковому процесi ни-



230

Табл. 6.5: Значення перiоду напiврозпаду для деяких радiоактивних iзотопiв

Назва iзотопу Перiод напiврозпаду

131I 8.04 дiб

137Cs 30.17 рокiв

134Cs 2.06 рокiв

90Sr 28.79 рокiв

239Pu 2.4 104 рокiв

ми можна знехтувати, а в деяких радiоактивний розпад може бути одним з

основних процесiв. Зменшення кiлькостi радiоактивностi описується рiвнян-

ням розпаду:
dC

dt
=  - \lambda C (6.45)

де \lambda = 0.693/T1/2 – швидкiсть розпаду, T1/2 – перiод напiврозпаду. Спiввiдно-

шення мiж швидкiстю розпаду та перiодом розпаду знаходиться виходячи з

означення перiоду розпаду (C(0) = 2C(T1/2) ) та з розв’язку рiвняння (6.45),

звiдки випливає, що  - \lambda T1/2 = ln 1/2 . Для побудови лагранжевого алгоритму

розглянемо розв’язок цього рiвняння:

C(t) = C0e
 - \lambda t (6.46)

Тодi вiдносна кiлькiсть речовини, що має зменшитись за час \Delta t :

\Delta C

C
=
C(t) - C(t+\Delta t)

C(t)
=
C0  - C0e

 - \lambda \Delta t

C0
= 1 - e - \lambda \Delta t (6.47)

Вiдносне зменшення кiлькостi речовини за один часовий крок моделювання

для випадку лагранжевого моделювання частинками – це ймовiрнiсть зни-

кнення частинки. Тобто

p = 1 - e - \lambda \Delta t, p \in (0; 1) (6.48)

це ймовiрнiсть того, що на даному часовому кроцi дана частинка може зни-

кнути. Для чисельної реалiзацiї такого механiзму необхiдно на кожному часо-
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Рисунок 6.22: Моделювання радiоактивного розпаду 131I , при використаннi 100 часток

(злiва); 1000 часток (справа).

Рисунок 6.23: Моделювання радiоактивного розпаду 131I , при використаннi 10000 часток

(злiва); 100000 часток (справа)

вому кроцi для кожної частинки згенерувати випадкове число r , що рiвномiр-

но розподiлене на [0; 1] . Тодi, якщо p \geq r , то частинку необхiдно знищити,

якщо p \leq r , то частинка залишається до наступного кроку, на якому знову

“розiгрується” ймовiрнiсть знищення частинки.
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6.8.3 Оцiнка точностi розв’язання рiвняння розпаду стохастичним

методом

Зрозумiло, що в чисельному алгоритмi (6.48) результат моделювання буде

залежати вiд кiлькостi частинок. Чим бiльше частинок, тим бiльш точним

слiд очiкувати результат. В роздiлi 2.3 описаний загальний пiдхiд для оцiнки

точностi моделювання змiни станiв речовини. В цьому роздiлi розглядаються

конкретнi приклади застосування до рiвнянь, що стосуються змiни стану ра-

дiонуклiдiв з часом.

Розглянемо для прикладу радiоактивний розпад 131I з параметром розпа-

ду \lambda = 9.97 10 - 7c - 1 . Отримаємо чисельний розв’язок рiвняння (6.45) за до-

помогою алгоритма (6.48). Крiм кiлькостi частинок результат може залежати

ще вiд часового кроку \Delta t , що присутнiй в формулi (6.48). Проведемо декiль-

ка чисельних експериментiв з рiзною кiлькiстю частинок i рiзними часовими

кроками. Результати змiни кiлькостi частинок в часi будемо порiвнювати з

точним розв’язком рiвняння (6.45). На рис. (6.22,6.22) показано порiвняння

результатiв моделювання статистичними методами процесу розпаду 131I з

точним розв’язком рiвняння (6.45). З представлених рисункiв випливає, як i

було очiкувано, що точнiсть розрахункiв збiльшується iз збiльшенням кiлько-

стi частинок та iз зменшенням часового кроку. Побудуємо тепер стандартне

вiдхилення в залежностi вiд кiлькостi частинок. Не рис. 6.24 показано, що

стандартне вiдхилення швидко зменшується при збiльшеннi кiлькостi части-

нок до 4000, далi точнiсть також росте, але зростання сповiльнюється. Також

з графiку видно, що зменшення часового кроку також призводить до суттєво-

го уточнення результатiв моделювання. При частинок бiльше 1000 стандар-

тне вiдхилення не перевищує 1%. Зауважимо, графiки на рис. 6.24 отриманi

шляхом ковзного усереднення по шаблону з 11 точок для зручностi вiзуалi-
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зацiї. Насправдi, амплiтуди випадкових коливань без згладжування є дещо

бiльшими.

Слiд зазначити, що при користуваннi статистичним методами розв’язку

рiвнянь не зовсiм коректно говорити про точнiсть розв’язку в сенсi стан-

дартного вiдхилення чисельного розв’язку вiд точного. Статистичнi методи

основанi на використаннi випадкових величин, якi, хоч i мають певний роз-

подiл, але, строго кажучи, можуть мати довiльнi послiдовностi випадкових

чисел при кожному конкретному розрахунку. Тому чисельний розв’язок слiд

розумiти як випадковий розв’язок, математичне сподiвання якого дорiвнює

точному розв’язку. Точнiсть такого розв’язку визначається, як ймовiрнiсть

того, що вiдхилення вiд математичного сподiвання на задану величину не

менше деякого значення:

P

\Biggl( \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| C  - \~C

C

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < \varepsilon 

\Biggr) 
> P0. (6.49)

Тут | C  - \~C| – вiдхилення точного розв’язку вiд чисельного, \varepsilon – точнiсть,

P0 – ймовiрнiсть того, що вiдхилення не перевищить точнiсть. Нехай маємо

n частинок в якiйсь момент часу t . Для кожної частинки з ймовiрнiстю

p = 1 - exp( - \lambda t) розiгрується знищення частинки. Точна “бажана” кiлькiсть

частинок, яка має бути знищена дорiвнює

M = np (6.50)

M – це математичне сподiвання, яке рiвне точному розв’язку M = n(1  - 

exp( - \lambda t) . Таке незалежного розiгрування n частинок називається схемою

незалежних дослiдiв Бернуллi. Згiдно схеми Бернуллi, ймовiрнiсть того, що

в n незалежних дослiдах буде знищено m частинок дорiвнює

Pm,n = Cm
n p

n(1 - p)n - m =
n!

m!(n - m)!
pn(1 - p)n - m (6.51)
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Рисунок 6.24: Стандартне вiдхилення вiд точного розв’язку в залежностi вiд кiлькостi

частинок та часового кроку

Розподiл (6.51) називається бiномiальним. Тодi ймовiрнiсть того, що m =

np , можна знайти за формулою (6.51) тобто P[np],n . Для великих значень n

(бiльше сотень) практичне використання формули (6.51) сильно ускладнює-

ться в зв’язку з необхiднiстю обчислення факторiалiв великих чисел. Тому

використовується наближення локальної теореми Лапласа, згiдно якої шу-

кану ймовiрнiсть можна знайти наближено:

Pm,n \approx 
1

npq

e - x
2/2

\surd 
2\pi 

(6.52)

де q = 1 - p– ймовiрнiсть залишитися частинцi, x = m - np\surd 
npq . З формули (6.52)

випливає, що значення ймовiрностi того, що кiлькiсть знищених частинок

буде дорiвнювати математичному сподiванню:

P[np],n \approx 
1

npq

1\surd 
2\pi 

(6.53)

Якщо ж потрiбно розрахувати ймовiрнiсть потрапляння в деякий iнтервал,

як в рiвняннi (6.49), то доцiльно використати iнтегральну теорему Лапла-
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са, яка отримується iнтегруванням рiвняння (6.52) по iнтервалу (m1,m2) .

Ймовiрнiсть потрапляння в iнтервал (m1,m2) дорiвнює

P(m1,m2),n \approx \Phi (x\prime \prime ) - \Phi (x\prime ), (6.54)

де \Phi (x) =
1

npq

\int x

0

e - z
2/2dz – так звана функцiя помилок, x\prime =

m1  - np
\surd 
npq

,

x\prime \prime =
m2  - np
\surd 
npq

. Тодi для заданої точностi \varepsilon , ймовiрнiсть того, что кiлькiсть

знищених частинок вiдхилиться вiд математичного сподiвання з точнiстю не

бiльше \varepsilon буде дорiвнювати

P

\biggl( \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| mnp  - 1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < \varepsilon 

\biggr) 
= 2\Phi 

\biggl( 
\varepsilon p

\sqrt{} 
n

pq

\biggr) 
(6.55)

\Phi (x)– монотонно зростаюча функцiя. З формули (6.55) випливає, що ймо-

вiрнiсть вiдхилення менше заданої точностi зростає iз збiльшенням кiлькостi

частинок, а також зростає iз збiльшенням значення p . Якщо залежнiсть то-

чностi вiд кiлькостi часток видається очевидною, то збiльшення точностi iз

збiльшенням p виглядає трошки дивним, адже p монотонно залежить вiд

\Delta t , а в чисельному експериментi було показано (рис. 6.24), що точнiсть має

падати iз збiльшенням часового кроку. Справа в тому, що формула (6.55)

розглядає лише один часовий крок. Рiзнi ймовiрностi p вiдповiдають рiзним

\Delta t , а тому вiдповiдають рiзним моментам часу. Збiльшення точностi для ма-

леньких крокiв по часу (з маленькою p ) досягається за рахунок збiльшення

кiлькостi крокiв, тобто збiльшення кiлькостi випробувань n .

Розглянемо тепер скiнчений промiжок часу t \in [0;T ] на якому розв’язує-

ться рiвняння розпаду (6.45), та розiб’ємо його на nt рiвних промiжкiв три-

валiстю \Delta t = T/nt . Найiмовiрнiше число частинок, яке залишиться через

nt часових крокiв, при початковiй кiлькостi частинок n буде дорiвнювати

n(1  - p)nt = nqnt . Тодi кiлькiсть частинок, що буде знищено за весь цей час

буде дорiвнювати n - nqnt = n(1 - qnt) . З iншого боку, математичне сподiван-
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ня кiлькостi знищених частинок має дорiвнювати M = Np , де N – загальна

кiлькiсть випробувань за nt часових крокiв. N \not = nnt , тому що кiлькiсть

частинок постiйно зменшується з кожним часовим кроком. Тому, маємо, що

матсподiвання загальної кiлькостi випробувань N = n
1 - qnt

p
. Тодi, для оцiн-

ки точностi в формулi (6.55) потрiбно кiлькiсть випробувань n замiнити на

N , тодi отримаємо:

P

\biggl( \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| m

n(1 - qnt)
 - 1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < \varepsilon 

\biggr) 
= 2\Phi 

\biggl( 
\varepsilon p

\sqrt{} 
n
1 - qnt

p2q

\biggr) 
(6.56)

Формула (6.56) задає вираз для залежностi точностi розрахункiв з часом i

може бути використана для планування та визначення параметрiв моделi,

наприклад кiлькостi частинок для досягнення бажаної точностi наприкiнцi

часу розрахункiв.

Замiсть оцiнки ймовiрностi вiдхилення, зручно користуватися значенням

середньоквадратичного вiдхиленням, що є характеристикою випадкової вели-

чини. Розглянемо залежнiсть точностi розрахункiв, а саме розрахункiв часу

життя частинки, вiд часового кроку. Розглянемо розподiл часу життя одної

частинки. Ймовiрнiсть того, що частинка зникне через один часовий крок \Delta t

дорiвнює P (\Delta t) = p . Щоб частинка зникла на другому кроцi, необхiдно, щоб

з ймовiрнiстю q = 1  - p вона не зникла на першому кроцi i з ймовiрнiстю

p зникла на другому. Згiдно теореми множення ймовiрностей незалежних

подiй, ймовiрнiсть такої подiї дорiвнює P (2\Delta t) = p(1  - p) = pq . Щоб по-

дiя вiдбулася на часовому кроцi n\Delta t , потрiбно, щоб перед цим на n - 1 -му

кроцi частинка не зникла, а зникла лише на n -му. Тодi P (n\Delta t) = pqn - 1 .

Ймовiрнiсть того, що частинка зникне на промiжку t \in [0;n\Delta t] дорiвнює\sum n
n=1 pq

n - 1 = p1 - q
n

p = 1 - qn згiдно суми геометричної прогресiї. При n\rightarrow \infty \sum n
n=1 pq

n - 1 = 1 .
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Математичне сподiвання такої випадкової величини буде дорiвнювати:

M [X] =
\infty \sum 
n=1

n\Delta tpqn - 1 =
\Delta t

p

Другий момент дорiвнює

M [X2] =
\infty \sum 
n=1

(n\Delta t)2pqn - 1 =
\Delta t2(2 - p)

p2

Тодi можемо розрахувати дисперсiю

D[X] =M [X2] - M 2[X] ==
\Delta t2q

p2

Маємо вираз для середньоквадратичного вiдхилення часу життя частинки:

\sigma =
\sqrt{} 
D[X] =

\Delta t

p

\surd 
q (6.57)

З наведенного спiввiдношення видно, що точнiсть розрахунку тривалостi жи-

ття частинки прямо пропорцiйне ймовiрностi зникнення частинки за один

часовий крок та обернено пропорцiйне часовому кроку.

Повернемося тепер до оцiнки точностi розрахунку кiлькостi частинок. Для

бiномiального розподiлу (6.51) середньоквадратичне вiдхилення дорiвнює \sigma =
\surd 
npq . Якщо розглянути один часовий крок i нормувати середньоквадрати-

чне вiдхилення до загальної кiлькостi частинок, то отримаємо

\=\sigma =

\sqrt{} 
pq

n
(6.58)

Побудуємо тепер розподiл кiлькостi частинок у довiльний момент часу

T = j\Delta t . Будемо позначати його Pj,(k,n) –ймовiрнiсть того, що на j -му кроцi

зникне k частинок при початковiй кiлькостi частинок перед початком про-

цесу n . На першому кроцi отримаємо бiномiальний розподiл (6.51), тобто

P1,(k,n) = Ck
np

kqn - k (6.59)
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На часовому кроцi j ймовiрнiсть Pj,(k,n) за формулою умовної ймовiрностi:

Pj,(k,n) =
k\sum 
i=0

Pj - 1,(i,n)

\bigl( 
Ck - i
n - ip

k - iqn - k
\bigr) 

(6.60)

Тут перший множник пiд сумою є ймовiрнiстю того, що на j - 1 -му кроцi

були зниклими i частинок, а другий множник ймовiрнiсть того, що на j -му

кроцi зникне ще k  - i частинок. Запишемо вираз для 2-го кроку:

P2,(k,n) =
k\sum 
i=0

C i
np

iqn - iCk - i
n - ip

k - iqn - k = Ck
np

kq2n - k
k\sum 
i=0

C i
kq

 - i (6.61)

Скориставшись формулою бiному Ньютона, знайдемо, що
\sum k

i=0C
i
kq

 - i = (1 + 1/q)k .

Остаточно отримаємо вираз для P2,(k,n) :

P2,(k,n) = Ck
np

kq2n - k
\biggl( 
1 + q

q

\biggr) k
(6.62)

Таким же чином знайдемо вираз для 3-го кроку:

P3,(k,n) =
k\sum 
i=0

P2,(i,n)

\bigl( 
Ck - i
n - ip

k - iqn - k
\bigr) 
= Ck

np
kq3n - k

\biggl( 
1 + q + q2

q2

\biggr) k
(6.63)

Продовживши послiдовнiсть, отримаємо загальний вираз для Pj,(k,n) :

Pj,(k,n) = Ck
np

kqjn - k
\biggl( 
1 + q + q2 + ...+ qj - 1

qj - 1

\biggr) k
(6.64)

Скориставшись формулою суми геометричної прогресiї, i враховуючи, що p =

1 - q отримаємо вираз:

Pj,(k,n) = Ck
nq

j(n - k)(1 - qj)k (6.65)

Спiввiдношення (6.65) задає розподiл кiлькостi зниклих частинок на часово-

му кроцi j . З формули бiному Ньютона випливає, що
n\sum 
k=0

Pj,(k,n) = 1 (6.66)
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Якщо зробити замiну p\prime = 1 - qj, q\prime = qj , то розподiл (6.65) перетвори-

ться в стандартний бiномiальний розподiл, для якого добре вiдомi математи-

чне сподiвання та середньоквадратичне вiдхилення.

Mj[k] = np\prime = n(1 - qj)

\=\sigma j[k] =

\sqrt{} 
p\prime q\prime 

n
=

\sqrt{} 
(1 - qj)qj

n

(6.67)

Перше спiввiдношення з рiвняння (6.67) задає математичне сподiвання кiль-

костi зниклих частинок на часовому кроцi j . Якщо пiдставити значення

qj = (1 - p)j = exp( - \lambda \Delta t)j = exp( - \lambda j\Delta t) , то отримаємо, що

Mj[k] = n(1 - e - \lambda j\Delta t) (6.68)

задає аналiтичне значення кiлькостi зниклих часток, що випливає з рiвнян-

ня (6.45). Тому можна бути певними, що чисельний алгоритм завжди при-

зводить до випадкового результату, математичне сподiвання якого дорiвнює

аналiтичному розв’язку. Згiдно 2-го спiввiдношення (6.67), середньоквадра-

тичне вiдхилення чисельного розв’язку зменшується iз збiльшенням кiлькостi

частинок n , а також залежить вiд номеру часового кроку. Пiдставивши зна-

чення ймовiрностi q , отримаємо

\=\sigma j[k] =
1\surd 
n

\sqrt{} 
(1 - e - \lambda j\Delta t)e - \lambda j\Delta t (6.69)

Вiдмiтимо, що \=\sigma j[k] не залежить явно вiд часового кроку, а залежить вiд за-

гального промiжку T = j\Delta t . \=\sigma j[k] є мiнiмальним на початку моделювання

(при j = 1 ), i починає збiльшуватись з плином часу. При заданiй кiлькостi

часток, середньоквадратичне вiдхилення досягає максимуму при qj = 1/2 ,

тобто e - \lambda j\Delta t = 1/2 . Це означає, що похибка є максимальною при часi моде-

лювання, що дорiвнює перiоду напiврозпаду T1/2 , в цей момент середньоква-

дратичне вiдхилення досягає максимального значення, що дорiвнює:

\=\sigma \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}[k] =
1

2
\surd 
n

(6.70)
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Рисунок 6.25: Стандартне вiдхилення вiд точного розв’язку в залежностi вiд кiлькостi

частинок та часового кроку. Рiзнi кривi побудованi для рiзних значень часового кроку при

моделюваннi. Суцiльною чорною кривою показано аналiтична оцiнка для максимального

середньоквадратичного вiдхилення.

Спiввiдношення (6.70) можна використовувати для оцiнки максимальної по-

хибки при моделюваннi статистичним методом. На рис. 6.25 показано порiв-

няння стандартного вiдхилення з аналiтично знайденим значенням макси-

мального середньоквадратичного вiдхилення. Порiвняння пiдтверджує спра-

ведливiсть знайденої оцiнки для максимальної похибки. Також з формули

(6.70) випливає, що будь-якої бажаної точностi можна досягти використа-

нням достатньої кiлькостi частинок при моделюваннi. Необхiдну кiлькiсть

частинок, щоб гарантувати задану точнiсть \=\sigma \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}[k] можна знайти зi спiввiд-

ношення (6.70).

Рис. 6.26 показує залежнiсть нормованого на
\surd 
n середньоквадратичного

вiдхилення, що задається спiввiдношенням (6.70) для 131I з перiодом напiв-

розпаду T1/2 = 8.04 доби. Тепер, для того, щоб розрахувати “середнє” сере-

дньоквадратичне вiдхилення за весь перiод моделювання, тобто стандартне
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Рисунок 6.26: Середньоквадратичне вiдхилення вiд точного розв’язку в залежностi вiд

часу моделювання

вiдхилення, яке було знайдено чисельно на рис. 6.24, треба усереднити в часi

спiввiдношення (6.69). Послiдовно отримаємо:

\=\sigma =
1\surd 
n

\sqrt{}    1

Nt

Nt\sum 
j=1

qj(1 - qj) =
1\surd 
n

\sqrt{} 
(q  - qNt)(1 - qNt)

Nt(1 - q2)
(6.71)

Виявилося, що для розглянутого перiоду часу T = 60 дiб, для розпаду 131I

середнє стандарте вiдхилення майже не залежить вiд часового кроку i при-

близно дорiвнює

\=\sigma =
0.31\surd 
n

(6.72)

Ця крива також показана на рис. 6.26. Незалежнiсть вiд часового кроку мо-

жна зрозумiти обчисливши вираз (6.71) наближено. Покладемо q \approx 1 , що

справедливо \Delta t \ll T , та розклавши знаменник в ряд Тейлора, залишив-

ши першi два члени 1  - q2 = 1  - exp(2\lambda \Delta t) \approx 1  - (1  - 2\lambda \Delta t) . Тодi маємо

наближений вираз:

\=\sigma \approx 1\surd 
n

1 - e - \lambda T\surd 
2\lambda T

(6.73)

Цей вираз не залежить вiд часового кроку, а тiльки вiд перiоду усереднення.

Отже, знайдено аналiтичний вираз (6.70), який задає максимальне середньо-

квадратичне вiдхилення в довiльний момент часу при розв’язаннi рiвняння
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розпаду (6.45) методом частинок. Знайдено вираз (6.71) та наближений ви-

раз (6.73) для середнього в часi вiдхилення вiд точного розв’язку. Аналiтичнi

вирази узгодженi з чисельними експериментами.

Формула (6.70) задає середньоквадратичне вiдхилення, тобто параметр

розподiлу випадкової величини. Для того, щоб оцiнити точнiсть розрахун-

кiв за формулою (6.55) можна використати нерiвнiсть Чебишева [22], яка має

мiсце для будь-якого розподiлу випадкової величини:

P (| X  - M [x]| < \varepsilon ) \geq 1 - D[x]

\varepsilon 2
(6.74)

В цiй формулi \varepsilon – абсолютна похибка. Тобто, в нашому випадку, кiлькiсть

частинок. Якщо замiсть абсолютної похибки обчислити вiдносну (замiнити

\varepsilon = \varepsilon M [x] ), то можна отримати оцiнку точностi по вже знайденим значенням

M [x], D[x] = \sigma 2 :

P (| X  - M [x]| < M [x]\varepsilon ) \geq 1 - \sigma 2

M 2[x]\varepsilon 2
= 1 - e - \lambda T

\varepsilon 2n
(6.75)

З формули (6.75) випливає, що для будь-якої заданої точностi (вiдносної по-

хибки) можна знайти таку кiлькiсть частинок n , щоб ймовiрнiсть вiдхилення

вiд точного розв’язку була бiльшою за будь-яке задане значення. Причому то-

чнiсть буде збiльшуватись з часом. Необхiдну кiлькiсть частинок для заданої

точностi \varepsilon та ймовiрностi вiдхилення можна обчислити за формулою (6.75).

Наприклад, щоб досягти ймовiрностi 0.99 вiдхилення вiд точного розв’язку

не бiльше нiж на 1% ( \varepsilon = 0.01 ) вже в початковий момент часу, необхiдно

використати не менш як 106 частинок. Якщо ж достатньо ймовiрностi 0.9,

то для такої ж точностi достатньо 105 частинок. З часом ймовiрнiсть досягти

заданої точностi зростає i прямує до 1.
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6.8.4 Адсорбцiя/десорбцiя при однофракцiйних намулах

Для моделювання процесiв адсорбцiї-десорбцiї розглянемо тепер алгоритм

розв’язку методом частинок системи рiвнянь типу:\left\{       
\partial C1

\partial t
=  - \alpha C1 + \beta C2

\partial C2

\partial t
= \alpha C1  - \beta C2

(6.76)

Тут \alpha , \beta > 0 . Ця система особлива тим, що стоковий член одного рiвняння

точно дорiвнює джерелу другого рiвняння, i навпаки. Тобто дану систему

можна розглядати як два рiвняння розпаду (що детально описане в роздiлi

6.8.3), в якому речовина при розпадi не пропадає, а переходить до iншого ста-

ну (фази). Попавши до iншої фази, речовина може повернутися по первiсного

стану знову шляхом розпаду з iншої фази. Рiвняння (6.81) має властивiсть

консервативностi, бо
\partial (C1 + C2)

\partial t
= 0, (6.77)

тобто загальна кiлькiсть речовини не змiнюється. Тому чисельний розв’язок

такого рiвняння можна шукати методом частинок, як розв’язок двох рiвнянь

розпаду, коли при розпадi частинка не зникає, а переходить до iншої фази.

Чисельний алгоритм розв’язку системи (6.81) має наступний вигляд.

1. Якщо частинка належить до першої фази, то з ймовiрнiстю p1 = 1 - e - \alpha \Delta t

перемiстити її до другої фази.

2. Якщо частинка належить до другої фази, то з ймовiрнiстю p2 = 1 - e - \beta \Delta t

перемiстити її до першої фази.

3. Перейти на наступний часовий крок i повторити.

Якщо тепер записати рiвняння (6.1,6.2) для одної фракцiї намулiв, вiдки-

нувши всi члени, крiм фазових обмiнних членiв мiж водою та намулами, то
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отримаємо систему двох рiвнянь:\left\{       
\partial Cw

d

\partial t
=  - ads

\bigl( 
Cw
d SKd  - Cw

p

\bigr) 
\partial Cw

s

\partial t
= ads

\bigl( 
Cw
d SKd  - Cw

p

\bigr) (6.78)

Якщо привести систему (6.78) до вигляду (6.78) та позначити за p1 ймовiр-

нiсть адсорбцiї частинки, а за p2 ймовiрнiсть десорбцiї, то отримаємо:

p1 = 1 - e - adsSKd\Delta t

p2 = 1 - e - ads\Delta t
(6.79)

Використовуючи отриманi значення ймовiрностей адсорбцiї та десорбцiї та

алгоритм розв’язку рiвняння розпаду, можна отримати розв’язок рiвняння

(6.78), тобто змоделювати обмiннi члени рiвняння (6.1,6.2) для випадку одної

фракцiї намулiв.

6.8.5 Ймовiрнiсть фазового переходу частинки як розв’язок рiв-

няння Колмогорова

В роздiлi (6.8.3) був представлений та проаналiзований алгоритм розв’яз-

ку рiвняння розпаду. Ймовiрнiсть зникнення частинки було виведено з ана-

лiтичного розв’язку рiвняння, та показано, що запропонований чисельний

алгоритм приводить до випадкового розв’язку з матсподiванням, що рiвне

точному аналiтичному розв’язку.

В роздiлi (6.8.4) був даний алгоритм розв’язку систему двох рiвнянь фазо-

вих трансформацiй. Алгоритм заснований на ймовiрностi переходу частинки

з одного стану в iнший i навпаки. Значення ймовiрностей переходу частинки

отриманi по аналогiї з рiвнянням розпаду, але, строго кажучи, цi ймовiрно-

стi не було виведено аналiтично. В роботi, наприклад, [249] було показано,

що даний алгоритм ефективно розв’язує систему рiвнянь (6.81) i експери-

ментально показано, що чисельний розв’язок збiгається до аналiтичного iз
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збiльшенням кiлькостi частинок. Але залишається питання як подiбний алго-

ритм узагальнити для випадку коли станiв частинки може бути бiльше двох.

Наприклад, якщо разом з адсорбцiєю-десорбцiєю розглянути радiоактивний

розпад та/або дифузiйний обмiн з дном. Тодi правильний чисельний алго-

ритм та вираз для ймовiрностей переходу стає неочевидним. Даний роздiл

показує як можна отримати ймовiрностi переходу для всiх станiв частинки

користуючись рiвнянням Колмогорова. Такi ймовiрностi можна моделювати

по схемi неперервних маркiвських процесiв. Цей метод застосовується для

систем, що змiнюють свiй стан у випадковi моменти часу. В цьому роздiлi

застосовується загальний пiдхiд для розрахунку ймовiрностей змiни станiв

речовини, що описаний в роздiлi 2.2.

Рiвняння розпаду (6.45) та рiвняння фазових перетворень (6.81) при за-

стосуваннi методу частинок можна розглядати як рiвняння Колмогорова для

опису ймовiрностей стану частинки. Одержавши аналiтичнi розв’язки такої

системи з початковими умовами pi(0) = 1 можна отримати ймовiрностi фа-

зових переходiв за формулою (2.64).

Покажемо для прикладу спочатку застосування рiвняння Колмогорова

для моделювання рiвняння розпаду (6.45). Маємо два стани частинки: S1 –

жива, та S2 – мертва частинка. Тодi рiвняння, що описують ймовiрностi пе-

ребування в обох станах будуть такими:\left\{       
\partial p1
\partial t

=  - \lambda p1(t)

\partial p2
\partial t

= \lambda p1(t)

(6.80)

Розв’язком такої системи буде p1(t) = e - \lambda t , тодi ймовiрнiсть “смертi” такої

частинки за час \Delta t дорiвнює 1 - p1\Delta t = 1 - e - \lambda \Delta t , що збiгається з виразом,

отриманим в роздiлi (6.8.3).

Перейдемо тепер до системи двофазних перетворень (6.81). Граф такої
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Рисунок 6.27: Граф двофазних перетворень станiв

системи показаний на рис. 6.27. Рiвняння Колмогорова для такого графу:\left\{     
\partial p1
\partial t

=  - \alpha p1 + \beta p2
\partial p2
\partial t

= \alpha p1  - \beta p2

(6.81)

Розв’язком такої системи при початкових умовах p1(0) = p10, p2(0) = p20

буде:

p1(t) =
\beta 

\alpha + \beta 

\biggl( 
\alpha p10  - \beta p20

\beta 
e - (\alpha +\beta )t + (p10 + p20)

\biggr) 
p2(t) =

\alpha 

\alpha + \beta 

\biggl( 
\beta p20  - \alpha p10

\alpha 
e - (\alpha +\beta )t + (p10 + p20)

\biggr) (6.82)

Отримавши розв’язок при початкових умовах p1(0) = 1, p2(0) = 0 , отримає-

мо ймовiрнiсть переходу частинки з стану 1 в стан 2 за час \Delta t :

p12 = 1 - p1(\Delta t) =
\alpha 

\alpha + \beta 

\Bigl( 
1 - e - (\alpha +\beta )\Delta t

\Bigr) 
(6.83)

А отримавши розв’язок при початкових умовах p1(0) = 0, p2(0) = 1 , отри-

маємо ймовiрнiсть переходу частинки з стану 2 в стан 1 за час \Delta t :

p21 = 1 - p2(\Delta t) =
\beta 

\alpha + \beta 

\Bigl( 
1 - e - (\alpha +\beta )\Delta t

\Bigr) 
(6.84)

Бачимо, що формули (6.83,6.84) досить сильно вiдрiзняються вiд формул

(6.79) (p12 =
\bigl( 
1 - e - \alpha \Delta t

\bigr) 
, p21 =

\bigl( 
1 - e - \beta \Delta t

\bigr) 
). Причина того, що пiдхiд (6.79)

застосовується на практицi та дає вiрнi результати криється в наступному.

Якщо ми розкладемо експоненту в ряд по \Delta t та вiдкинемо члени друго-

го порядку малостi, то для обох формул (6.83,6.84) та (6.79) ми отримаємо



247

однакове наближення:

p12(\Delta t) \approx \alpha \Delta t

p21(\Delta t) \approx \beta \Delta t
(6.85)

Рiвняння (6.85) є найпростiшою чисельною схемою для розв’язку рiвняння

Колмогорова (6.81), що випливає з означення щiльностi ймовiрностi перехо-

ду (2.62). Тому чисельний розв’язок, отриманий по такiй схемi буде збiгатися

до точного при \Delta t\rightarrow 0 . Формули (6.79) також є чисельною схемою що при-

водить в границi до точного розв’язку. А рiвняння (6.83,6.84) є не чисельною

схемою, а точним розв’язком рiвняння Колмогорова, тому мають не залежати

вiд часового кроку.

Порiвняємо тепер три рiзних формулювання ймовiрностей переходу, що

задаються формулами (6.85), (6.79) та (6.83,6.84). Для цього розв’яжемо рiв-

няння адсорбцiї радiонуклiду на завислих намулах (6.78) використовуючи цi

три методи. Будемо використовувати такi чисельнi параметри. Kd = 2м3/кг ,

S = 1кг/м3 , a12 = 1.16 \cdot 10 - 5c - 1 , \alpha = a12KdS, \beta = a12 . Тодi можемо побу-

дувати залежнiсть ймовiрностi переходу p12 вiд часового кроку \Delta t . Графiк

такої залежностi показаний на рис. (6.28).

На рис. (6.28) цифрою 1 позначена формула (6.85). Це лiнiйна функцiя, що

має обмеження по часовому кроку, так як рано чи пiзно вона досягне одиницi

i тодi моделювання за цiєю формулою втратить сенс. Цифрою 2 позначена

ймовiрнiсть, розрахована за формулою (6.79). Видно, що на початковому про-

мiжку часу вона близька до лiнiйної функцiї, але з часом також прямує до

1. Цифрою 3 позначена ймовiрнiсть, розрахована за формулою (6.83), яка,

як ми стверджуємо, є найбiльш точною та придатною для будь-яких часових

крокiв.

На рис. 6.29 показано результат моделювання рiвняння (6.78) трьома мето-

дами при використаннi часового кроку 100с та 10000с з загальною кiлькiстю
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Рисунок 6.28: Залежнiсть ймовiрностi переходу вiд часового кроку для трьох рiзних ви-

разiв ймовiрностей

Рисунок 6.29: Моделювання адсорбцiї-десорбцiї радiонуклiду, при використаннi часового

кроку 100 сек. (злiва); 10000 сек. (справа).

частинок 10000. Видно, що результати для всiх методiв добре узгодженi мiж

собою та з точним розв’язком. Це можна було передбачити, з огляду на те,

що для таких часових крокiв ймовiрностi переходу близькi мiж собою, що

видно з рис. (6.28). Але з цього ж рисунку видно, що слiд очiкувати значних

розбiжностей при бiльших часових кроках.

На рис. 6.30 показано результати моделювання при часовому кроцi 40000с.

З рисунку видно, що лiнiйна апроксимацiя ймовiрностей приводить до вели-
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Рисунок 6.30: Моделювання адсорбцiї-десорбцiї радiонуклiду, при використаннi часового

кроку 40000 сек.

ких похибок на початку моделювання. Формули (6.79) приводять до система-

тичного вiдхилення вiд точного розв’язку, а формули (6.83, 6.84), як i перед-

бачувалось залишились такими ж точними, як i для менших часових крокiв.

На перший погляд може статися дивним, що проста лiнiйна функцiя з часом

дає бiльш точний розв’язок, нiж бiльш точнi формули (6.79). Це можна по-

яснити тим, що граничний рiвноважний стан системи залежить не стiльки

вiд точностi виразiв для ймовiрностей, скiльки вiд вiдношення ймовiрностей

p12/p21 . Це вiдношення у випадку лiнiйної апроксимацiї спiвпадає з точним

аналiтичним, тому виводить систему на точний рiвноважний стан. У випадку

використання формул (6.79) lim\Delta t\rightarrow \infty p12/p21 = 1 , що приведе до того, що чи-

сельний розв’язок буде все бiльше вiдхилятись вiд правильного рiвноважного

iз збiльшенням часового кроку. Можна зробити висновок,що використання

для таких систем формул (6.79) не є виправданим, тому що при маленьких

часових кроках розв’язок збiгається з бiльш простими формулами, а при ве-

ликих кроках може призводити до значних похибок. Формули (6.83, 6.84) є
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унiверсальними i можуть бути використанi при будь-яких \Delta t

6.8.6 Оцiнка точностi розв’язання рiвнянь адсорбцiї-десорбцiї сто-

хастичним методом

Розглянемо чисельний розв’язок системи рiвнянь (6.81), що знаходиться

стохастичним методом за допомогою ймовiрностей переходiв мiж двома ста-

нами, якi задаються формулами (6.83,6.84). Кожна частинка в кожний мо-

мент часу може перебувати в одному з двох станiв: в розчиненому або ад-

сорбованому. Нехай в початковий момент часу всi n частинок перебувають

в першому станi. Розглянемо розподiл ймовiрностей станiв одної частинки i

його змiну з часом. Позначимо P (j)
1 ймовiрнiсть перебування частинки пiсля

j часових крокiв в розчиненому станi (1-й стан), а P
(j)
2 – ймовiрнiсть пере-

бування частинки пiсля j часових крокiв в адсорбованому станi (2-й стан).

Так як частинка обов’язково знаходиться в якомусь з двох станiв в будь-який

момент часу, то

\forall j \geq 0, P
(j)
1 + P

(j)
2 = 1 (6.86)

Згiдно обраних початкових умов:

P
(0)
1 = 1 P

(0)
2 = 0 (6.87)

Якщо частинка в якийсь момент часу перебуває в першому станi, то з ймо-

вiрнiстю p1 , що визначається формулою (6.83) вона переходить до другого

стану, а з ймовiрнiстю q1 = 1  - p1 залишається в першому станi. Якщо ча-

стинка в якийсь момент часу перебуває в другому станi, то з ймовiрнiстю

p2 , що визначається формулою (6.84) вона переходить до першого стану, а з

ймовiрнiстю q2 = 1 - p2 залишається в другому станi. В такому випадку мо-

жна виразити ймовiрностi перебування частинки в кожному станi в поточний
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момент часу через ймовiрностi з попереднього моменту часу через формулу

повної ймовiрностi:

P
(j)
1 = P

(j - 1)
1 q1 + P

(j - 1)
2 p2

P
(j)
2 = P

(j - 1)
1 p1 + P

(j - 1)
2 q2

(6.88)

Врахувавши, що P (j)
1 + P

(j)
2 = 1 , отримаємо:

P
(j)
1 = P

(j - 1)
1 q1 +

\Bigl( 
1 - P

(j - 1)
1

\Bigr) 
p2 = P

(j - 1)
1 (q1  - p2) + p2

P
(j)
2 =

\Bigl( 
1 - P

(j - 1)
2

\Bigr) 
p1 + P

(j - 1)
2 q2 = P

(j - 1)
2 (q2  - p1) + p1

(6.89)

Тепер, використовуючи початковi умови послiдовно знайдемо:

P
(1)
1 = q1, P

(2)
1 = q1(q1  - p2) + p2, P

(3)
1 = q1(q1  - p2)

2 + p2(q1  - p2) + p2

P
(j)
1 = q1(q1  - p2)

j - 1 + p2(q1  - p2)
j - 2 + ...+ p2(q1  - p2) + p2

P
(1)
2 = p1, P

(2)
2 = p1(q2  - p1) + p1, P

(3)
2 = p1(q2  - p1)

2 + p1(q2  - p1) + p1

P
(j)
2 = p1(q2  - p1)

j - 1 + p1(q2  - p1)
j - 2 + ...+ p1(q2  - p1) + p1

(6.90)

Спростивши останню рiвнiсть за допомогою формули геометричної прогресiї,

отримаємо

P
(j)
2 =

p1
1 - (q2  - p1)

\bigl( 
1 - (q2  - p1)

j
\bigr) 

P
(j)
1 = 1 - P

(j)
2

(6.91)

або
P

(j)
2 =

p1
p1 + p2

\bigl( 
1 - (1 - p1  - p2)

j
\bigr) 

P
(j)
1 = 1 - P

(j)
2

(6.92)

Тепер повернемося до розгляду n частинок. Маємо n частинок, кожна з

яких з ймовiрнiстю P
(j)
1 знаходиться в першому станi, i з ймовiрнiстю P

(j)
2

в другому станi. Тобто в кожний момент часу можемо побудувати розподiл
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кiлькостi частинок в кожному станi згiдно схеми незалежних дослiдiв Бер-

нуллi. Розподiл ймовiрностi кiлькостi частинок, що перебувають в станi 1

дорiвнює:

P (n1 = k) = Ck
nP

(j)k

1 P
(j)n - k

2 (6.93)

А розподiл ймовiрностi кiлькостi частинок, що перебувають в станi 2 дорiв-

нює:

P (n2 = k) = Ck
nP

(j)k

2 P
(j)n - k

1 (6.94)

Математичне сподiвання та середньоквадратичне вiдхилення для бiномiаль-

ного розподiлу добре вiдомi. Пiдставивши вирази для ймовiрностей з (6.83,6.84),

отримаємо вираз для середньоквадратичного вiдхилення:

\=\sigma 1(t) =

\sqrt{} 
P

(j)
1 P

(j)
2

n
=

1

\alpha + \beta 

\sqrt{} 
\beta 

n
e - (\alpha +\beta )t

\bigl( 
1 - e - (\alpha +\beta )t

\bigr) 
\=\sigma 2(t) =

\sqrt{} 
P

(j)
1 P

(j)
2

n
=

1

\alpha + \beta 

\sqrt{} 
\alpha 

n
e - (\alpha +\beta )t

\bigl( 
1 - e - (\alpha +\beta )t

\bigr) (6.95)

Вiдмiтимо, що, як i у випадку з рiвнянням розпаду, середньоквадратичне

вiдхилення не залежить вiд часового кроку, а залежить лише вiд загального

часу моделювання. Ця властивiсть випливає з того, що при моделюваннi бу-

ло використано точнi розв’язки вiдповiдних рiвнянь Колмогорова. З формул

(6.96) випливає, що максимального значення середньоквадратичне вiдхилен-

ня набуває, коли e - (\alpha +\beta )t = 1
2 , тобто t = ln 2/(\alpha +\beta ) . Тодi отримаємо оцiнку

для максимального середньоквадратичного вiдхилення незалежно вiд часу

моделювання:

\=\sigma 1,max(t) =
1

2(\alpha +\beta )

\sqrt{} 
\beta 
n

\=\sigma 2,max(t) =
1

2(\alpha +\beta )

\sqrt{} 
\alpha 
n

(6.96)
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6.8.7 Моделювання системи рiвнянь розпаду, коли кiлькiсть ста-

нiв речовини бiльше двох

Побудуємо тепер алгоритм розв’язку задачi, що враховує сорбцiю-десорбцiю

та радiоактивний розпад одночасно. Граф такої системи зображений на рис.

6.31. Станом S1 позначимо розчинений у водi радiонуклiд, S2 - адсорбована

частинка, S3 - мертва частинка. Рiвняння Колмогорова для такого процесу

має вигляд: \left\{               

\partial p1
\partial t

=  - \alpha p1 + \beta p2  - \lambda p1

\partial p2
\partial t

= \alpha p1  - \beta p2  - \lambda p2

\partial p3
\partial t

= \lambda p1 + \lambda p2

(6.97)

Розв’язком такої системи при початкових умовах p1(0) = p10, p2(0) =

p20, p3(0) = 0 є:

p1(t) =
\beta 

\alpha + \beta 

\biggl( 
\alpha p10  - \beta p20

\beta 
e - (\alpha +\beta +\lambda )t + (p10 + p20)e

 - \lambda t
\biggr) 

p2(t) =
\alpha 

\alpha + \beta 

\biggl( 
\beta p20  - \alpha p10

\alpha 
e - (\alpha +\beta +\lambda )t + (p10 + p20)e

 - \lambda t
\biggr) 

p3(t) = 1 - e - \lambda t

(6.98)

Якщо система знаходиться в станi S1 , то ймовiрностi переходiв знаходя-

ться з умов p10 = 1, p20 = 0 , отримаємо:

1 - p1(\Delta t) =
\alpha 

\alpha +\beta 

\Bigl( 
\alpha +\beta (1 - e - \lambda \Delta t)

\alpha  - e - (\alpha +\beta +\lambda )\Delta t
\Bigr) 

p12 = p2(\Delta t) =
\alpha 

\alpha +\beta 

\bigl( 
e - \lambda \Delta t  - e - (\alpha +\beta +\lambda )\Delta t

\bigr) 
p13 = p3(\Delta t) = 1 - e - \lambda \Delta t

(6.99)

Тут 1 - p1(\Delta t) - ймовiрнiсть того, що частинка змiнить свiй стан протягом

часу \Delta t , якщо вона спочатку перебувала в станi S1 . p12(\Delta t)– ймовiрнiсть
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Рисунок 6.31: Граф розподiлу ймовiрностей для сорбцiї-десорбцiї та розпаду

переходу в адсорбований стан, p13(\Delta t)– ймовiрнiсть зникнути в результатi

розпаду.

Якщо система знаходиться в станi S2 , то ймовiрностi переходiв знаходя-

ться з умов p10 = 0, p20 = 1 , отримаємо:

1 - p2(\Delta t) =
\beta 

\alpha +\beta 

\Bigl( 
\beta +\alpha (1 - e - \lambda \Delta t)

\beta  - e - (\alpha +\beta +\lambda )\Delta t
\Bigr) 

p21 = p1(\Delta t) =
\beta 

\alpha +\beta 

\bigl( 
e - \lambda \Delta t  - e - (\alpha +\beta +\lambda )\Delta t

\bigr) 
p23 = p3(\Delta t) = 1 - e - \lambda \Delta t

(6.100)

Тут 1 - p2(\Delta t) - ймовiрнiсть того, що частинка змiнить свiй стан протягом

часу \Delta t , якщо вона спочатку перебувала в станi S2 . p21(\Delta t)– ймовiрнiсть

переходу в розчинений стан, p23(\Delta t)– ймовiрнiсть зникнути в результатi роз-

паду.

6.8.8 Адсорбцiя/десорбцiя при багатофракцiйних намулах

Якщо стоїть задача змоделювати обмiн радiонуклiдами мiж водою та ба-

гатофракцiйними намулами, з кiлькiстю фракцiйних розмiрiв n , то маємо

розв’язати систему з n+ 1 рiвнянь:\left\{         
\partial Cw

d

\partial t
=  - ads

\Biggl( 
Cw
d

n\sum 
i=1

Sp.iKd,i  - Cw
p

\Biggr) 
 - \lambda Cw

d

\partial Cw
p,i

\partial t
= ads

\bigl( 
Cw
d Sp.iKd,i  - Cw

p,i

\bigr) 
 - \lambda Cw

p,i, i = 1, n

(6.101)
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Рисунок 6.32: Граф розподiлу ймовiрностей для багатофракцiйної сорбцiї-десорбцiї та роз-

паду

де Cw
p =

\sum n
i=1C

w
p,i . Граф такої системи зображено на рис. 6.32. S0 -розчинений

у воды стан, Si, i = 1, n– адсорбований на i -му класi намулiв, Sn+1 -мертва

внаслiдок розпаду частинка. Рiвняння Колмогорова для цього графа вигля-

дає таким чином:

\left\{                 

\partial p0
\partial t

=  - 
n\sum 
i=1

\alpha ip0 + \beta 
n\sum 
i=1

pi  - \lambda p0

\partial pi
\partial t

= \alpha ip0  - \beta pi  - \lambda pi, i = 1, n

\partial pn+1

\partial t
= \lambda 

\Biggl( 
p0 +

n\sum 
i=1

pi

\Biggr) (6.102)

Тут \alpha i = adsSp,iKd,i, \beta = ads . Позначимо \alpha =
n\sum 
i=1

\alpha i, Ps =
n\sum 
i=1

pi . Для

розв’язання системи (6.101) перейдемо спочатку до системи з двох рiвнянь

вiдносно повної концентрацiї радiонуклiдiв, адсорбованих на всiх фракцiях

намулiв. Так як рiвняння лiнiйнi, то склавши n рiвнянь для Cw
p,i , отримаємо:\left\{           

\partial Cw
d

\partial t
=  - ads

\Biggl( 
Cw
d

n\sum 
i=1

Sp.iKd,i  - Cw
p

\Biggr) 
 - \lambda Cw

d

\partial Cw
p

\partial t
= ads

\Biggl( 
Cw
d

n\sum 
i=1

Sp.iKd,i  - Cw
p

\Biggr) 
 - \lambda Cw

p

(6.103)
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Вiд цiєї системи перейдемо до вiдповiдного рiвняння Колмогорова.\left\{               

\partial p0
\partial t

=  - \alpha p0 + \beta Ps  - \lambda p0

\partial Ps
\partial t

= \alpha p0  - \beta Ps  - \lambda Ps

\partial pn+1

\partial t
= \lambda (p0 + Ps)

(6.104)

Розв’язок такої системи рiвнянь задається рiвняннями (6.98). Та ймовiр-

ностями переходiв (6.99,6.100). Єдина вiдмiннiсть полягає в тому, що пiсля

розв’язку системи (6.104), потрiбно повернутися до системи (6.102) щоб зна-

йти ймовiрностi pi переходiв до кожної окремої фракцiї завислих намулiв.

Скориставшись отриманими розв’язками (6.98) другим спiввiдношенням си-

стеми (6.102), щоб знайти pi(t) , можемо виписати розв’язок рiвняння Кол-

могорова з початковими умовами p0(0) = p00, pi(0) = pi0, Ps(0) =
\sum 
pi0 =

Ps0, pn+1(0) = 0 :

p0(t) =
\beta 

\alpha + \beta 

\biggl( 
\alpha p00  - \beta Ps0

\beta 
e - (\alpha +\beta +\lambda )t + (p00 + Ps0)e

 - \lambda t
\biggr) 

Ps(t) =
\alpha 

\alpha + \beta 

\biggl( 
\beta Ps0  - \alpha p00

\alpha 
e - (\alpha +\beta +\lambda )t + (p00 + Ps0)e

 - \lambda t
\biggr) 

pi(t) =
\alpha i

\alpha (\alpha + \beta )

\Bigl( 
(\beta Ps0  - \alpha p00)e

 - (\alpha +\beta +\lambda )t + \alpha (p00 + Ps0)e
 - \lambda t
\Bigr) 
+\biggl( 

pi0  - 
\alpha iPs0
\alpha 

\biggr) 
e - (\lambda +\beta )t

pn+1(t) = 1 - e - \lambda t

(6.105)

Тепер, користуючись отриманими розв’язками знайдемо ймовiрностi пере-

ходiв частики. Якщо система знаходиться в станi S0 (частинка розчинена у

водi), то ймовiрностi переходiв знаходяться з умов p00 = 1, pi0 = 0 , отрима-

ємо:
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1 - p0(\Delta t) =
\alpha 

\alpha + \beta 

\biggl( 
\alpha + \beta (1 - e - \lambda \Delta t)

\alpha 
 - e - (\alpha +\beta +\lambda )\Delta t

\biggr) 
p0i = pi(\Delta t) =

\alpha i
\alpha + \beta 

e - \lambda \Delta t
\Bigl( 
1 - e - (\alpha +\beta )\Delta t

\Bigr) 
p0,n+1 = pn+1(\Delta t) = 1 - e - \lambda \Delta t

(6.106)

Тут 1 - p0(\Delta t) - ймовiрнiсть того, що частинка змiнить свiй стан протягом

часу \Delta t , якщо вона спочатку перебувала в станi S0 . pi(\Delta t)– ймовiрнiсть

переходу в адсорбований стан, на завислий намул класу i , pn+1(\Delta t)– ймо-

вiрнiсть зникнути в результатi розпаду.

Якщо система знаходиться в станi Si, i = 1, n , то ймовiрностi переходiв

знаходяться з умов p00 = 0, pi0 = 1, pj0 = 0, j \not = i , тодi одержимо:

1 - pi(\Delta t) =
\beta 

\alpha + \beta 

\biggl( 
\beta + \alpha (1 - \alpha i

\alpha e
 - \lambda \Delta t)

\beta 
 - \alpha i
\alpha 
e - (\alpha +\beta +\lambda )\Delta t

\biggr) 
+
\Bigl( \alpha i
\alpha 

 - 1
\Bigr) 
e - (\lambda +\beta )\Delta t

pi0 = p0(\Delta t) =
\beta 

\alpha + \beta 
e - \lambda \Delta t

\Bigl( 
1 - e1 - (\alpha +\beta )\Delta t

\Bigr) 
pi(\Delta t) =

\alpha j
(\alpha + \beta )

e - \lambda \Delta t
\biggl( 
1 +

\beta 

\alpha 
e - (\alpha +\beta )\Delta t

\biggr) 
+ e - \lambda \Delta t

\Bigl( 
1 - \alpha j

\alpha 

\Bigr) 
e - \beta \Delta t

pij = pj(\Delta t) =
\alpha j

(\alpha + \beta )
e - \lambda \Delta t

\biggl( 
1 +

\beta 

\alpha 
e - (\alpha +\beta )\Delta t

\biggr) 
 - e - \lambda \Delta t

\alpha j
\alpha 
e - \beta \Delta t

pi,n+1 = pn+1(\Delta t) = 1 - e - \lambda \Delta t

(6.107)

Тут 1 - pi(\Delta t) - ймовiрнiсть того, що частинка змiнить свiй стан протягом

часу \Delta t , якщо вона спочатку перебувала в станi Si . p0(\Delta t)– ймовiрнiсть

переходу в розчинений стан, pn+1(\Delta t)– ймовiрнiсть зникнути в результатi

розпаду, pi(\Delta t)– ймовiрнiсть залишитися в станi Si , pj(\Delta t)– ймовiрнiсть

переходу в адсорбований стан на iнший клас завислого намулу j . На перший

погляд може здатися дивним наявнiсть переходу pij , тому що в графi нашої

системи (рис. 6.32) переходи мiж рiзними класами намулiв не передбаченi.

Але для скiнченого промiжку часу \Delta t частинка може встигнути перейти до
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розчиненого стану, а потiм, вже з нього, до будь-якого класу намулiв. Тому

iснує ненульова ймовiрнiсть pj(\Delta t) того, що частинка за час \Delta t перейде з

адсорбованого класу i на клас j .

Отже, незалежно вiд того в якому станi Si знаходиться частинка, при

розв’язку задачi адсорбцiї на багатофракцiйних намулах можна знати ймо-

вiрностi перебування у всiх iнших класах (та в класi Si також) на наступному

часовому кроцi pi(\Delta t), i = 0, n+ 1 . Причому
\sum n+1

i=0 pi(\Delta t) = 1 . Тепер задача

зводиться до того, що iз заданими ймовiрностями розподiлити частинку по

всiм можливим класам.

Для моделювання ймовiрностей розподiлу частинки введемо послiдовнiсть

чисел:

ri : r0 = p0, r1 = r0 + p1, ... , ri = ri - 1 + pi, ... , \beta n+1 = \beta 1 + pn+1 = 1 (6.108)

Числа ri дiлять вiдрiзок [0; 1] на вiдрiзки довжиною pi . Тепер, для того,

щоб визначити до якої саме фракцiї перейде частинка з класу i , необхiдно

згенерувати випадкове число r \in (0; 1) i визначити iндекс j , при якому

rj - 1 < r < rj . Iндекс j буде номером стану Sj до якого перейде частин-

ка. Алгоритм адсорбцiї радiонуклiдiв багатофракцiйними намулами методом

частинок побудований.

З практичної точки зору, iнколи зручно спочатку знайти ймовiрнiсть то-

го, що частинка змiнить свiй стан i розiграти спочатку цю подiю. Якщо ви-

явилось, що частинка стану не змiнює, то нiчого бiльше робити не потрi-

бно. Якщо ж виявилось, що треба змiнити стан частинки, то, щоб визначити

в який саме стан частинка перейде, розглядаються нормованi ймовiрностi

p\prime j = pj/(1  - pi), i \not = j . З нормованими ймовiрностями p\prime j будується по-

слiдовнiсть чисел згiдно (6.108) з кiлькiстю вiдрiзкiв на один менше, бо ми

виключили з розгляду стан i .
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Рисунок 6.33: Схема алгоритму дифузiї мiж поровою водою та водою

6.8.9 Обмiн мiж поровою водою та водним стовпом

Розглянемо як задовольнити методом частинок граничнi умови (6.18) та

вiдповiдне рiвняння балансу у верхньому шарi порової води (6.7). Запишемо

граничнi умови (6.18) та рiвняння (6.7) вiдкинувши в них все, крiм дифузiй-

ного обмiну: \left\{     
\nu T
\partial Cw

d

\partial z
= \varepsilon 1W

(0,1)
pw

\bigl( 
Cw
d  - Cb

d,1

\bigr) 
\partial Z1\varepsilon 1C

b
d,1

\partial t
= \varepsilon 1W

(0,1)
pw

\bigl( 
Cw
d ( - H) - Cb

d,1

\bigr) (6.109)

Запишемо тепер перше рiвняння (граничну умову) цiєї системи у виглядi ба-

лансового рiвняння з розподiленим джерелом у придонному шарi, товщиною

Z1 . Тобто, розглядаємо два прилеглих один до одного шари, товщиною Z1 ,

верхнiй з яких належить водi, а нижнiй – поровiй водi у днi. Границя мiж

шарами – це границя мiж водою та дном (рис. 6.33). Система рiвнянь матиме

вигляд: \left\{       
\partial Cw

d

\partial t
=
\varepsilon 1
Z1
W (0,1)

pw

\bigl( 
Cw
d  - Cb

d,1

\bigr) 
\partial \varepsilon 1C

b
d,1

\partial t
=
\varepsilon 1
Z1
W (0,1)

pw

\bigl( 
Cw
d ( - H) - Cb

d,1

\bigr) (6.110)

Таким чином, ми отримали систему з двох рiвнянь розпаду, до розв’яз-

ку якої можна застосувати методи роздiлiв 6.8.4,6.8.5. Алгоритм чисельного
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методу схематично зображений на рис. 6.33. Частинка, що потрапляє в при-

донний шар, товщиною Z1 з ймовiрнiстю pw_p осiдає на дно та стає частин-

кою порової води. Перебуваючи в придонному шарi, на кожному часовому

кроцi випадково розiгрується чи осiдає частинка на дно, чи залишається на

мiсцi. Така процедура вiдбувається до тих пiр, поки частинка не осяде, або

частинка не залишить придонний шар. Якщо частинка осiла на дно та пере-

творилась у порову воду, то на кожному часовому кроцi з ймовiрнiстю pp_w

ця частинка може вiдкрiпитися вiд дна i стати розчиненим у придонному

шарi радiонуклiдом. Згiдно розв’язку системи рiвнянь двофазних перетво-

рень (6.81), ймовiрностi фазових переходiв системи (6.110) можна записати у

виглядi формул (6.83,6.84):

pw_p =
1
2

\Bigl( 
1 - e - 

2\varepsilon 1
Z1
W

(0,1)
pw \Delta t

\Bigr) 
pp_w = 1

2

\Bigl( 
1 - e - 

2\varepsilon 1
Z1
W

(0,1)
pw \Delta t

\Bigr) (6.111)

З останнього рiвняння випливає, що ймовiрностi переходу частинки з розчи-

неного у водi стану до порової води, та навпаки, рiвнi мiж собою. Якщо ча-

стинка, що представляє собою розчинений радiонуклiд у водi, потрапляє до

порової води, то вона рiвноймовiрно розподiляється у верхньому шарi ґрунту,

товщиною Z1 . Для цього вона отримує вертикальну координату z =  - rZ1 ,

де r – рiвномiрно розподiлена на [0; 1] випадкова величина. Якщо ж частин-

ка, що представляє собою розчинений радiонуклiд у поровiй водi, потрапляє

до придонного водного шару товщиною Z1 , то вона рiвномiрно розподiля-

ється у ньому. Для цього вона отримує вертикальну координату z = rZ1 ,

де r – рiвномiрно розподiлена на [0; 1] випадкова величина. Зауважимо що

система рiвнянь (6.110) та вiдповiднi ймовiрностi переходу отриманi без ура-

хування радiоактивного розпаду. Для урахування розпаду для визначення

ймовiрностей необхiдно користуватись формулами (6.99,6.100).
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6.8.10 Дифузiя мiж поровою водою та водним стовпом з урахува-

нням сорбцiї-десорбцiї у придонному шарi.

Об’єднаємо тепер випадки, що розглянутi в роздiлах 6.8.8,6.8.9. Знайдемо

розподiл ймовiрностi для частинки, що знаходиться в придонному шарi при

наявностi в ньому завислих намулiв. По аналогiї з попереднiми роздiлами

рiвняння Колмогорова для цього випадку буде виглядати так:\left\{                         

\partial p0
\partial t

=  - 
n\sum 
i=1

\alpha ip0 + \beta 
n\sum 
i=1

pi  - \lambda p0  - \gamma (p0  - pn+2)

\partial pi
\partial t

= \alpha ip0  - \beta pi  - \lambda pi, i = 1, n

\partial pn+1

\partial t
= \lambda 

\Biggl( 
p0 +

n\sum 
i=1

pi + pn+2

\Biggr) 
\partial pn+2

\partial t
= \gamma (p0  - pn+2) - \lambda pn+2

(6.112)

Як i ранiше позначимо \alpha =
n\sum 
i=1

\alpha i, Ps =
n\sum 
i=1

pi та перейдемо до рiвняння

для повної ймовiрностi адсорбцiї на всiх класах намулiв.\left\{                   

\partial p0
\partial t

=  - \alpha p0 + \beta Ps  - \lambda p0  - \gamma (p0  - pn+2)

\partial Ps
\partial t

= \alpha p0  - \beta Ps  - \lambda Ps
\partial pn+1

\partial t
= \lambda (p0 + Ps)

\partial pn+2

\partial t
= \gamma (p0  - pn+2) - \lambda pn+2

(6.113)

Така система зводиться до розв’язання кубiчного характеристичного рiв-

няння, розв’язок якого можна отримати, але вiн виглядає досить громiзд-

ким. Тому тут пропонується розв’язати останнє рiвняння наближено, а для

iнших використати вже отриманi аналiтичнi розв’язки. Будемо шукати роз-

подiл ймовiрностей для частинки, що знаходиться в розчиненому станi. При-

пустимо, що в початковий момент часу частинка з ймовiрнiстю \gamma \Delta t перейде



262

до стану Sn+2 , тобто до стану розчиненого у поровiй водi, i повернутися про-

тягом часу \Delta t ця частинка не може. Таким чином ми виключаємо з розгля-

ду останнє рiвняння та останнiй член першого рiвняння. Для перших двох

рiвнянь можна отримати аналiтичний розв’язок, що задається формулами

(6.105). Щоб знайти розподiл ймовiрностей для розчиненої частинки, покла-

демо початковi умови p00 = 1 - \gamma \Delta t, Ps0 = 0 . Тодi отримаємо розв’язок:

p0(\Delta t) =
\beta 

\alpha + \beta 
(1 - \gamma \Delta t)e - \lambda \Delta t

\biggl( 
\alpha 

\beta 
e - (\alpha +\beta )\Delta t + 1

\biggr) 
p0i = pi(\Delta t) =

\alpha i
\alpha + \beta 

(1 - \gamma \Delta t)e - \lambda \Delta t
\Bigl( 
1 - e - (\alpha +\beta )\Delta t

\Bigr) 
p0,n+1 = pn+1(\Delta t) = 1 - e - \lambda \Delta t

p0,n+1 = pn+2(\Delta t) = e - \lambda \Delta t\gamma \Delta t

(6.114)

Цей розв’язок є наближеним в тому сенсi, що ймовiрнiсть переходу в порову

воду була розрахована наближено з першим порядком точностi. Iншi ймовiр-

ностi було знайдено з точних аналiтичних розв’язкiв.

Якщо частинка знаходиться у адсорбованому станi, то можна вважати,

що з поровою водою вона напряму не взаємодiє, тому можна користуватися

розподiлом ймовiрностей, що задається формулами (6.107)

6.8.11 Адсорбцiя/десорбцiя в багатофракцiйних донних намулах

Адсорбцiя та десорбцiя, що вiдбувається в донних намулах мiж поровою

водою та частинками намулiв моделюється за таким же алгоритмом, як i

для завислих намулiв. Запишемо рiвняння (6.7,6.8) залишивши лише обмiннi

члени: \left\{         
\partial \varepsilon 1C

b
d

\partial t
=  - ads\theta (1 - \varepsilon 1)

\Biggl( 
Cb
d

n\sum 
i=0

\rho s,i\phi i,1Kd,i  - Cb
s

\Biggr) 
\partial Cb

s,i

\partial t
= ads\theta 

\bigl( 
Kd,iC

b
d  - Cb

s,i

\bigr) 
, i = 1, n

(6.115)
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Тут Cb
s має розмiрнiсть Бк/кг . Щоб побудувати чисельний алгоритм, пере-

йдемо до концентрацiї C
\prime b
s,i = (1 - \varepsilon )Cb

s,i\rho s,i\phi i , що має розмiрнiсть Бк/м3 . Та

запишемо рiвняння вiдносно повної адсорбованої концентрацiї C
\prime b
s =

n\sum 
i=0

C
\prime b
s,i :\left\{           

\partial \varepsilon Cb
d

\partial t
=  - ads\theta 

\Biggl( 
(1 - \varepsilon )Cb

d

n\sum 
i=0

\rho s,i\phi iKd,i  - C
\prime b
s

\Biggr) 
\partial C

\prime b
s,i

\partial t
= ads\theta 

\Biggl( 
(1 - \varepsilon )Cb

d

n\sum 
i=1

\rho s,i\phi iKd,i  - C
\prime b
s,i

\Biggr) (6.116)

Тодi, згiдно алгоритму розв’язання системи рiвнянь розпаду методом части-

нок, отримаємо вирази для ймовiрностi адсорбцiї та десорбцiї:

pads,b =

(1 - \varepsilon )
n\sum 
i=0

\rho s,i\phi iKd,i

(1 - \varepsilon )
n\sum 
i=0

\rho s,i\phi iKd,i + 1

\Biggl( 
1 - e

 - ads\theta 
\biggl( 
(1 - \varepsilon )

n\sum 
i=0

\rho s,i\phi iKd,i+1

\biggr) 
\Delta t

\Biggr) 

pdes,b =
1

(1 - \varepsilon )
n\sum 
i=0

\rho s,i\phi iKd,i + 1

\Biggl( 
1 - e

 - ads\theta 
\biggl( 
(1 - \varepsilon )

n\sum 
i=0

\rho s,i\phi iKd,i+1

\biggr) 
\Delta t

\Biggr) (6.117)

Для частинки, для якої вiдбулася адсорбцiя з ймовiрнiстю pads,b , необхiдно,

як i у випадку завислих намулiв, визначити до якого класу намулiв ця ча-

стинка потрапить. Для цього, по аналогiї з формулою (6.106) розраховуються

ймовiрностi ri потрапляння на класс намулiв i :

ri \approx 
\rho s,i\phi iKd,i
n\sum 
i=0

\rho s,i\phi iKd,i

(6.118)

Далi розрахунок номеру i проводиться згiдно алгоритму (6.108).

6.8.12 Обмiн мiж швидкою i повiльною реверсивними фазами

Обмiн мiж швидкою та повiльною реверсивними фазами у намулах опи-

сується однаковими рiвняннями незалежно вiд того, розглядаємо ми завислi
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чи доннi намули. \left\{       
\partial Cb

s,i,1

\partial t
=  - afsCb

s,i,1 + asf \~C
b
s,i,1

\partial \~Cb
s,i,1

\partial t
= afsC

b
s,i,1  - asf \~C

b
s,i,1

(6.119)

Так як частинка при переходi з швидкої фази у повiльну i навпаки не

змiнює номер класу намулiв, то ймовiрностi переходiв визначається згiдно

алгоритму розв’язку системи з двох рiвнянь розпаду:

pfs =
afs

afs + asf

\Bigl( 
1 - e - (afs+asf )\Delta t

\Bigr) 
psf =

asf
afs + asf

\Bigl( 
1 - e - (afs+asf )\Delta t

\Bigr) (6.120)

Кожна частинка, що в поточний момент часу адсорбована на швидкiй фазi

намулiв протягом часу \Delta t з ймовiрнiстю pfs переходить на повiльну фазу,

не змiнюючи номеру класу намулiв. Кожна частинка, що в поточний момент

часу адсорбована на повiльнiй фазi намулiв протягом часу \Delta t з ймовiрнiстю

psf переходить на швидку фазу, не змiнюючи номеру класу намулiв.

6.8.13 Дифузiя та бiотурбацiя

Якщо донна частинка представляє собою розчинений у поровiй водi радiо-

нуклiд, то вона може рухатись вертикально завдяки молекулярнiй дифузiї

порової води. На цей процес впливає звивистiсть, що виникає внаслiдок при-

сутностi частинок намулiв i подовженню дифузiйного шляху. Алгоритм руху

такої частинки, згiдно методу випадкових блукань, виглядає таким чином:

zn+1
i = zni +R

\sqrt{} 
6\nu \prime D\Delta t, (6.121)

де ефективний коефiцiєнт дифузiї \nu \prime D визначається за формулою (6.22), що

включає в себе звивистiсть, а R – рiвномiрно розподiлена на [ - 1; 1] випадкова

величина.
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Якщо донна частинка представляє собою радiонуклiд, що адсорбований

частинкою намулу, то вона може рухатись завдяки бiотурбацiї – механiчному

перемiшуванню намулiв донними органiзмами. В такому випадку рух частин-

ку також описується методом випадкових блукань з коефiцiєнтом дифузiї, що

рiвний коефiцiєнту бiотурбацiї:

zn+1
i = zni +R

\sqrt{} 
6\nu \prime B\Delta t, (6.122)

6.8.14 Загальний пiдхiд до розрахунку ймовiрностей переходу мiж

станами радiонуклiдiв

Детально, кожен з видiв фазових перетворень окремо був розглянутий

в роздiлах 6.8.3-6.8.13. В цьому роздiлi дамо загальний пiдхiд для алгори-

тму одночасного моделювання всiх видiв фазових перетворень, що розгля-

даються. Нехай, маємо n класiв розмiрiв намулiв. Тодi кожна частинка, що

представляє собою певну кiлькiсть радiонуклiдiв може належати одному з

наступних класiв:

1. Розчинена у водi

Один клас

2. Адсорбована на швидкому реверсивному станi завислого намулу класу

i

n класiв

3. Адсорбована на повiльному реверсивному станi завислого намулу класу

i

n класiв

4. Розчинена у поровiй водi
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Один клас

5. Адсорбована на швидкому реверсивному станi донного намулу класу i

n класiв

6. Адсорбована на повiльному реверсивному станi донного намулу класу i

n класiв

Якщо ще виокремити один клас мертвих частинок, тодi загалом маємо

m = 4n + 3 можливих станiв частинки. Тодi ймовiрностi перебування ча-

стинки в кожному можливому станi можна описати рiвнянням Колмогорова,

яке в загальному виглядi можна записати так:

dpi
dt

=
m\sum 
j=1

\alpha i,jpj, i = 1,m (6.123)

де \alpha i,j визначаються коефiцiєнтами диференцiальних рiвнянь, що описують

фазовi перетворення. Система рiвнянь (6.123) є системою лiнiйних однорi-

дних звичайних диференцiальних рiвнянь з постiйними коефiцiєнтами. Та-

ка система є iнтегровною в елементарних функцiях, або в квадратурах (34).

Розв’язок такої системи зводиться до розв’язку характеристичного рiвняння:

\Delta (\lambda ) \equiv 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 

\alpha 1,1  - \lambda \alpha 1,2 . . . \alpha 1,m

\alpha 2,1 \alpha 2,2  - \lambda . . . \alpha 2,m

. . . . . . . . . . . . . .

\alpha m,1 \alpha m,2 . . . \alpha m,m  - \lambda 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
= 0 (6.124)

Хоча матриця нашої системи буде дуже розрiджена, все ж таки, в загаль-

ному випадку, аналiтичний розв’язок виглядає дуже громiздким для пра-

ктичного застосування. При розв’язаннi рiвняння можна розглядати повну
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Рисунок 6.34: Граф всiх перетворень станiв системи, не враховуючи розподiл по фракцiям

та радiоактивний розпад

концентрацiю на намулах без розподiлу по класам. Отримати розподiл по кла-

сам можна розв’язавши попередньо рiвняння для повної концентрацiї. Розпад

теж можна врахувати пiсля отримання розв’язку системи без розпаду. Таким

чином можно значно зменшити кiлькiсть рiвнянь системи. Граф шести станiв

системи зображений на рис. 6.34.

Матриця такої системи є трьохдiагональною. Граф 6.34 представляє собою

класичну задачу народження та загибелi iз теорiї маркiвських процесiв, коли

з кожного стану можливий перехiд по ланцюжку тiльки до сусiднiх станiв.

На жаль така система може бути проiнтегрована аналiтично лише в деяких

специфiчних випадках коефiцiєнтiв системи. В загальному випадку розв’язок

ще не знайдено.

Якщо записати рiвняння 6.123 у матричному виглядi

dP
dt

= QP (6.125)

де Q -матриця системи. Тодi розв’язок такого рiвняння можна записати в

матричному виглядi.
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P = eQtC (6.126)

де C– вектор констант iнтегрування, P(0) = P0 \Rightarrow C = P0 . Скористав-

шись означенням матричної експоненти, можемо записати розв’язок системи

у виглядi нескiнченного ряду:

P(t) =

\Biggl( \infty \sum 
n=0

Qntn

n!

\Biggr) 
P0 (6.127)

Цей ряд є збiжним для всiх t , тому для отримання бажаної точностi, необ-

хiдно потрiбну кiлькiсть разiв перемножити матрицю системи. Для застосу-

вання в чисельних моделях можна використовувати розв’язок у виглядi ряду

або будь-якi iншi чисельнi розв’язки системи (6.123). Для того, щоб знайти

розподiл ймовiрностей pi,j для частинки, що знаходиться в станi Si потрiбно

розв’язати систему (6.123) з початковими умовами pi(0) = 1, pj(0) = 0, i \not = j .

Тобто, щоб знайти розподiл ймовiрностей для всiх можливих станiв частинки,

нам необхiдно знайти m розв’язкiв системи (6.123) з рiзними початковими

умовами. Коефiцiєнти системи та початковi умови є постiйними, незмiнними

у часi. Тому ймовiрностi pi,j не будуть змiнюватися протягом моделювання,

якщо у чисельної моделi незмiнний часовий крок \Delta t . Тому m2 значень pi,j

(несиметричну матрицю m \times m ) можна знайти будь-яким чисельним мето-

дом розв’язку систем лiнiйних ЗДР. Як було показано в роздiлi 6.8.5 при

достатньо малих кроках по часу прийнятною є чисельна схема

pi,j = \alpha i,j\Delta t, i \not = j

pi,i = 1 + \alpha i,i\Delta t
(6.128)

що є чисельною схемою Ейлера першого порядку точностi. Для збiльшення

точностi розрахунку можна використовувати схеми бiльш високого порядку

точностi.
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6.8.15 Загальний опис лагранжевого алгоритму для моделювання

переносу, дифузiї та змiни станiв радiонуклiдiв у водному

середовищi та намулах

Перенос та дифузiя. Для розчинених у водi радiонуклiдiв та для радiо-

нуклiдiв, що адсорбованi на зважених намулах, алгоритм переносу течiями

та турбулентним перемiшуванням такий же як i для, наприклад, зважених

намулiв. Алгоритм детально описаний в роздiлi .

Для розчинених у поровiй водi радiонуклiдiв та для радiонуклiдiв, що

адсорбованi на донних намулах, алгоритм руху завдяки молекулярнiй дифузiї

та бiотурбацiї описаний в роздiлi 6.8.13

Перетворення стану. Загальний метод розрахунку ймовiрностей перехо-

дiв мiж станами частинки викладений в роздiлi 6.8.14. В цьому роздiлi дамо

опис чисельного алгоритму для практичного застосування, що представляє

собою одну з можливих чисельних схем розв’язку загальної системи (6.123).

Якщо частинка належить до класу розчиненого у водi радiонуклiду,

то вона може перейти до адсорбованому на завислому намулi стану, до поро-

вої води, якщо вона знаходиться в придонному шарi, або зникнути за рахунок

розпаду. Введемо такi позначення: pdec – ймовiрнiсть розпаду, визначається

формулою (6.48), qdec = 1 - pdec ; pads,w – ймовiрнiсть адсорбцiї завислими на-

мулами, визначається формулою (6.107), qads,w = 1 - pads,w ; pdif – ймовiрнiсть

переходу до порової води, визначається формулою (6.111), qdif = 1 - pdif . То-

му ймовiрнiсть того, що така частинка змiнить свiй стан дорiвнює:

p = 1 - qdecqads,wqdif = 1 - e
 - 
\Bigl( 
\lambda +ads

\sum n
i=1 Sp.iKd,i+\Lambda (z)

\varepsilon 1
Z1
W

(0,1)
pw

\Bigr) 
\Delta t

де \Lambda (z) = 1 в придонному шарi та \Lambda (z) = 0 в стовпi води, крiм придонного

шару. Якщо подiя вiдбулася, тобто, частинка має змiнити свiй стан, то вона
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має розподiлитися мiж iншими можливими станами у пропорцiях:

\alpha 1 =
\lambda 

\lambda +ads
\sum n

i=1 Sp.iKd,i+\Lambda (z)
\varepsilon 1
Z1
W

(0,1)
pw

,

\alpha 2 =
ads
\sum n

i=1 Sp.iKd,i

\lambda +ads
\sum n

i=1 Sp.iKd,i+\Lambda (z)
\varepsilon 1
Z1
W

(0,1)
pw

,

\alpha 3 =
\Lambda (z)

\varepsilon 1
Z1
W

(0,1)
pw

\lambda +ads
\sum n

i=1 Sp.iKd,i+\Lambda (z)
\varepsilon 1
Z1
W

(0,1)
pw

Тодi моделювання до якого саме стану перейде частинка проводиться згiдно

алгоритму (6.108), що описаний у роздiлi 6.8.8. В результатi такого алгори-

тму частинка або зникне в результатi розпаду, або адсорбується на завислих

намулах, або перейде до порової води. Якщо частинка зникає, або перетво-

рюється на порову воду, то алгоритм фазового переходу частики, що пред-

ставляє собою розчинений у водi радiонуклiд, закiнчується. Якщо сталася

подiя переходу частинку до адсорбованого стану, то необхiдно визначити до

якого саме класу розмiрiв намулiв потрапляє частинка. Для цього ще раз

застосовується алгоритм (6.108) i визначається номер класу намулiв на яко-

му адсорбується розчинена у водi частинка радiонуклiду. На цьому алгоритм

змiну стану розчинених у водi частинок завершений.

Якщо частинка адсорбована на i -му класi завислих намулiв у швид-

кому станi, то вона може перейти до розчиненого у водi вигляду за рахунок

десорбцiї, або перейти у повiльний реверсивний стан, або зникнути за рахунок

розпаду. Ймовiрнiсть змiну стану такої частинки дорiвнює:

p = 1 - e - (\lambda +ads+afs)\Delta t

Якщо вiдбулася подiя змiни стану частинки, то що саме з нею сталося визна-

чається з ймовiрностей \alpha i :

\alpha 1 =
\lambda 

\lambda +ads+afs

\alpha 2 =
ads

\lambda +ads+afs

\alpha 3 =
afs

\lambda +ads+afs
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Застосувавши алгоритм (6.108) визначимо в який саме стан переходить ча-

стинка.

Якщо частинка адсорбована на i -му класi завислих намулiв на повiль-

нiй фазi, то вона може перейти у швидку реверсивну фазу, або зникнути за

рахунок розпаду. Ймовiрнiсть змiну стану такої частинки дорiвнює:

p = 1 - e - (\lambda +asf )\Delta t

Якщо вiдбулася подiя змiни стану частинки, то що саме з нею сталося визна-

чається з ймовiрностей \alpha i :

\alpha 1 =
\lambda 

\lambda +asf

\alpha 2 =
asf

\lambda +asf

Застосувавши алгоритм (6.108) визначимо в який саме стан переходить ча-

стинка.

Якщо частинка належить до класу розчиненого у поровiй водi радiо-

нуклiду, то вона може перейти до адсорбованому на донному намулi стану,

до розчиненого у придонному шарi води, якщо вона знаходиться у верхньому

донному шарi, або зникнути за рахунок розпаду. Ймовiрнiсть того, що така

частинка змiнить свiй стан дорiвнює:

p = 1 - e
 - 
\biggl( 
\lambda +ads\theta (1 - \varepsilon )

n\sum 
i=0

\rho s,i\phi iKd,i+\Lambda (z)
\varepsilon 1
Z1
W

(0,1)
pw

\biggr) 
\Delta t

де \Lambda (z) = 1 у верхньому донному шарi та \Lambda (z) = 0 в iнших донних шарах.

Якщо подiя вiдбулася, тобто, частинка має змiнити свiй стан, то вона має

розподiлитися мiж iншими можливими станами у пропорцiях:

\alpha 1 =
\lambda 

\lambda +ads\theta (1 - \varepsilon )
n\sum 

i=0

\rho s,i\phi iKd,i+\Lambda (z)
\varepsilon 1
Z1
W

(0,1)
pw

,

\alpha 2 =
ads\theta (1 - \varepsilon )

n\sum 
i=0

\rho s,i\phi iKd,i

\lambda +ads\theta (1 - \varepsilon )
n\sum 

i=0

\rho s,i\phi iKd,i+\Lambda (z)
\varepsilon 1
Z1
W

(0,1)
pw

,

\alpha 3 =
\Lambda (z)

\varepsilon 1
Z1
W

(0,1)
pw

\lambda +ads\theta (1 - \varepsilon )
n\sum 

i=0

\rho s,i\phi iKd,i+\Lambda (z)
\varepsilon 1
Z1
W

(0,1)
pw
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Застосувавши алгоритм (6.108) визначимо в який саме стан переходить ча-

стинка.

Якщо частинка адсорбована на i -му класi донних намулiв нашвидкiй

фазi, то вона може перейти до розчиненого у поровiй водi вигляду за рахунок

десорбцiї, або перейти у повiльну реверсивну фазу, або зникнути за рахунок

розпаду. Ймовiрнiсть змiну стану такої частинки дорiвнює:

p = 1 - e - (\lambda +ads\theta +afs)\Delta t

Якщо вiдбулася подiя змiни стану частинки, то що саме з нею сталося визна-

чається з ймовiрностей \alpha i :

\alpha 1 =
\lambda 

\lambda +ads\theta +afs

\alpha 2 =
ads\theta 

\lambda +ads\theta +afs

\alpha 3 =
afs

\lambda +ads\theta +afs

Застосувавши алгоритм (6.108) визначимо в який саме стан переходить ча-

стинка.

Якщо частинка адсорбована на i -му класi донних намулiв на повiль-

нiй фазi, то вона може перейти у швидку реверсивну фазу, або зникнути за

рахунок розпаду. Ймовiрнiсть змiну стану такої частинки дорiвнює:

p = 1 - e - (\lambda +asf )\Delta t

Якщо вiдбулася подiя змiни стану частинки, то що саме з нею сталося визна-

чається з ймовiрностей \alpha i :

\alpha 1 =
\lambda 

\lambda +asf

\alpha 2 =
asf

\lambda +asf

Застосувавши алгоритм (6.108) визначимо в який саме стан переходить ча-

стинка.
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Рисунок 6.35: Конфiгурацiя каналу для чисельного експерименту

Табл. 6.6: Параметри для чисельного моделювання

Параметр Значення

Вид радiонуклiду 137Cs

Параметр розпаду \lambda 7.33 \cdot 10 - 10s - 1

Витрата води на лiвiй границi 10000м3/c

Початкова концентрацiя у водi 1.0Бк/м3

Роздiльна здатнiсть 100м,100м,21\sigma -рiвень

Швидкiсть осiдання намулiв 5мм/с

Потiк ерозiї 5 \cdot 10 - 4кг/м2/c

Критичне донне напруження 0.05N/м2

Пористiсть 0.4

Густина намулiв 2600 кг/м3

Параметр шорсткостi дна 0.53мм

Уклiн дна 10 - 5

6.9 Порiвняння лагранжевої та ейлерової моделi розпо-

всюдження радiонуклiдiв на прикладi потоку в ка-

налi

В даному пiдроздiлi описуються чисельнi експерименти з течiєю в кана-

лi iз заглибленням. Метою розрахункiв є перевiрка алгоритму та чисельної

реалiзацiї лагранжевої моделi переносу радiонуклiдiв. Для перевiрки алгори-
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Рисунок 6.36: Стацiонарний розподiл концентрацiї завислих намулiв у вертикальному пе-

рерiзi

Рисунок 6.37: Вертикальний перерiз концентрацiї розчиненого у водi 137Cs розрахований

за допомогою ейлерової моделi (злiва) та лагранжевої моделi (справа)

тму лагранжевої моделi проводилося порiвняння розрахункiв з результата-

ми розрахункiв такої ж задачi ейлеровою скiнченно-елементною моделлю. В

даному чисельному експериментi розглядаються процеси переносу радiону-

клiдiв течiями, турбулентне перемiшування, адсорбцiя-десорбцiя на завислих

намулах. Процеси забруднення дна та мiграцiя радiонуклiдiв в донних нарах

намулiв не розглядається.

Схема чисельного експерименту показана на рис. 6.36. Розрахунковий ка-

нал мав довжину 10 км, ширину 1 км та глибину вiд 10 до 60 метрiв. З лiвої

границi задавався постiйний витiк забрудненої розчиненим радiонуклiдом во-

ди. Дно вкрите однорiдними за розмiрами пiщинками. Чисельнi параметри

моделювання поданi в таблицi 6.6.

На рис. 6.36 показаний стацiонарний розподiл концентрацiї завислих на-

мулiв у вертикальному перерiзi. Так як на втоцi концентрацiя намулiв дорiв-
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Рисунок 6.38: Вертикальний перерiз концентрацiї адсорбованого 137Cs розрахований за

допомогою ейлерової моделi (злiва) та лагранжевої моделi (справа)

нює нулi, но концентрацiя поступово збiльшується вниз по потоку на плоскiй

дiлянцi каналу. Над заглибленням швидкiсть потоку зменшується, та концен-

трацiя намулiв падає.

На рис. 6.37 показано стацiонарний розподiл концентрацiї розчиненого у

водi 137Cs у вертикальному перерiзi i порiвняння з розрахунками за допомо-

гою лагранжевого алгоритму. Концентрацiя радiонуклiду поступово зменшу-

ється за рахунок адсорбцiї. В придонному шарi концентрацiя падає швидше

за рахунок того, що там вища концентрацiя завислих намулiв, i процеси ад-

сорбцiї вiдбуваються швидше. Загалом, протягом всього каналу концентрацiя

розчиненого 137Cs зменшується приблизно вдвiчi.

На рис. 6.38 показано стацiонарний розподiл концентрацiї адсорбованого

на зважених намулах 137Cs у вертикальному перерiзi i порiвняння з розра-

хунками за допомогою лагранжевого алгоритму. Концентрацiя радiонуклiду

поступово збiльшується вниз по потоку за рахунок адсорбцiї. В придонному

шарi концентрацiя росте швидше за рахунок того, що там вища концентра-

цiя завислих намулiв, i процеси адсорбцiї вiдбуваються швидше. Найбiльшою

концентрацiя адсорбованого радiонуклiду є в найглибших мiсцях каналу. Та-

кий розподiл встановлюється по причинi того, що за час, поки частики наму-

лiв осiдають на дно, за рахунок адсорбцiї, вони встигають отримати значну

порцiю забруднення. Таким чином виходить, що найбiльша концентрацiя ад-

сорбованого радiонуклiду знаходиться на великих глибинах, хоча концентра-
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цiя завислих намулiв в тих мiсцях є незначною.

Порiвняння результатiв розрахункiв (рис. 6.37,6.38) за допомогою скiнченно-

елементного методу та методу частинок показало, що лагранжевий метод та

його чисельна реалiзацiя правильно описують процеси переносу, турбулентно-

го перемiшування, граничнi умови на днi, поверхнi та на вiдкритих границях,

а також процеси адсорбцiї-десорбцiї та розпаду.

6.10 Моделювання гiпотетичного аварiйного викиду 137Cs

з АЕС Санмень

Лагранжева модель дисперсiї радiонуклiдiв в морському середовищi бу-

ла застосована для моделювання гiпотетичного аварiйного викиду 137Cs а

АЕС Санмень в акваторiї Жовтого моря з метою оцiнки можливого забру-

днення моря, намулiв та оцiнки впливу багатофракцiйних донних та завислих

намулiв на розповсюдження радiонуклiдiв. Атомна електростанцiя Санмень

знаходиться на захiдному китайському березi Жовтого моря пiвденнiше есту-

арiю р. Янцзи (рис. 6.39). Жовте море досить мiлке, середня глибина складає

близько 40 метрiв, завдяки сильним припливним течiям та мулистому дну в

морi спостерiгається висока концентрацiя завислих намулiв. Можна очiкува-

ти, що наявнiсть великої кiлькостi завислих намулiв може суттєво вплинути

на розповсюдження радiонуклiдiв внаслiдок гiпотетичного аварiйного вики-

ду.

Для розрахунку тривимiрного поля течiй, рiвню вiльної поверхнi та коефi-

цiєнтiв турбулентної дифузiї використовувалась тривимiрна гiдродинамiчна

гiдростатична модель SELFE, що була описана в роздiлi 3.2 та включала в

себе спектральну модель хвиль для врахування радiацiйних напружень та

додаткового донного тертя.
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Рисунок 6.39: Розташування АЕС Санмень

Жовте море вiдоме своїми сильними припливними течiями та високої кон-

центрацiєю намулiв. Для розрахунку переносу намулiв та концентрацiй зави-

слих намулiв, що необхiдно для моделi переносу радiонуклiдiв, використову-

валась Ейлерова модель переносу багатофракцiйних намулiв, що описана в

роздiлi 3.4. Модель здатна описувати сумiш зв’язних намулiв (глина) та де-

кiлькох фракцiй незв’язних намулiв (мул та пiсок рiзного гранулометричного

складу). Ейлерова модель переносу намулiв була обрана з огляду на великий

час моделювання, що потрiбен для розгону моделi а також, щоб отримати

гладкi поля концентрацiї намулiв для подальшого використання в моделi пе-

реносу радiонуклiдiв.

Попередньо розрахованi поля течiй, коефiцiєнтiв турбулентного перемi-

шування, концентрацiй завислих намулiв з часовим кроком 1 година викори-

стовувались для розрахункiв лагранжевою моделлю переносу радiонуклiдiв,

алгоритм якої описаний в роздiлi 6.8.

Сценарiй витоку 137Cs вибирався подiбний до аварiї, що вiдбулася у 2011му

роцi на АЕС Фукусiма для того, щоб оцiнити можливi наслiдки для акваторiї

Жовтого моря для гiпотетичної аварiї такого масштабу. Моделювався непе-

рервний витiк 137Cs протягом двох тижнiв з початком 20го березня 2011го
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року iз загальною кiлькiстю радiонуклiду 4ПБк (4 \cdot 1015Бк). Для розгону

гiдродинамiчної моделi, перевiрки її роботи i коректного моделювання зави-

слих намулiв розрахунки гiдродинамiчних полiв почалися з 1го сiчня 2007го

року.

6.10.1 Розрахункова сiтка

Для розрахунку гiдродинамiчних полiв було побудовано розрахункову сi-

тку для скiнченно-елементної гiдродинамiчної моделi з 50613 вузлiв та 96217

трикутних елементiв (рис. 6.40). Роздiльна здатнiсть розрахункової сiтки

складала до 8км на вiдкритiй пiвденнiй границi та до 400м вздовж китай-

ського та корейського берегiв. По вертикалi використовувалась змiшана \sigma  - z

система координат: 11 \sigma – рiвнiв на глибинi до 300м та 7 z -рiвнiв для бiльших

глибин. Паралельнi розрахунки проводилися на 80-ти процессорах кластеру

Корейського Iнституту Наук про Океан та Технологiй (KIOST).

Рисунок 6.40: Розрахункова область та розрахункова сiтка гiдродинамiчної моделi Жов-

того моря.
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6.10.2 Граничнi умови

Для того, щоб задати граничнi умови на вiдкритих границях було викори-

стано результати глобального моделювання моделi HYCOM за 2007-2011роки

(https://hycom.org/dataserver/glb-analysis). Цi данi глобального моделювання

є у вiдкритому доступi, роздiльна здатнiсть 1/12o по горизонталi та 36 z-

рiвнiв по вертикалi. Гiдродинамiчнi данi доступнi з часовим кроком 1 день.

Для задання граничних умов у граничних вузлах моделi було проведено iн-

терполяцiю даних в точки розташування вузлiв в просторi та в часi. Так як

гiдродинамiчна модель HYCOM не враховує припливи, то до граничних умов

на рiвень вiльної поверхнi було добавлено припливну компоненту рiвня вiль-

ної поверхнi з часовим кроком 12 хвилин. Для розрахунку припливних рiвнiв

вiльної поверхнi на вiдкритiй границi була використана глобальна модель

прогнозування припливiв NAO99b (http://www.miz.nao.ac.jp/staffs/nao99/ ),

що основана на спектральному аналiзi. Для розрахунку вiтрових напружень

на поверхнi, а також теплообмiну мiж атмосферою та океаном були викори-

станi глобальнi метеорологiчнi данi ERA-INTERIM (http://apps.ecmwf.int/-

datasets/data/interim-full-daily/levtype=sfc/ ). Було використано данi по тем-

пературi повiтря, атмосферного тиску, вологостi повiтря, хмарностi та швид-

костi вiтру з часовим кроком 6 годин.

Був врахований витiк прiсної води i зважених намулiв з 6 головних рi-

чок Жовтого моря: Фучун Цзян, Янцзи, Хуай, Хуанхе, Хаiхо i рiчки Хан,

клiматичнi стоки яких зображено на рис. 6.41.

6.10.3 Розподiл параметрiв донних намулiв

Для розрахунку концентрацiї завислих намулiв, потокiв ерозiї та осiдан-

ня за допомогою багатофракцiйної моделi переносу намулiв було побудовано
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Рисунок 6.41: Клiматичнi стоки основних рiчок Жовтого моря. 1– Фучун Цзян, 2– Янцзи,

3– Хуай, 4– Хуанхе, 5–Хаiхо, 6– Хан.

карту гранулометричного складу донних намулiв Жовтого моря. Для цьо-

го було використано данi про розподiл середнього дiаметру намулiв (d50 ),

що був наданий Першим Океанографiчним Iнститутом Китаю (FIO) (рис.

6.42). Так як дiаметри намулiв можуть вiдрiзнятися на декiлька порядкiв,

то прийнято зображати розмiри за допомогою параметра d = 2 - \varphi , де d в

мм. Згiдно загальновживаної шкали розмiрiв Вентворта ([313]) розмiри \varphi > 8

вважаються глиною (зв’язнi намули), розмiри 4 > \varphi > 8 вiдповiдають мулам

(незв’язнi), розмiри  - 1 > \phi > 4 вiдповiдають пiску (незв’язнi).

Для побудови гранулометричного розподiлу намулiв Жовтого моря було

використано данi з Атласу Жовтого моря [111], в якому наведено розподiл

глинистої фракцiї (\varphi > 8 ), рис. 6.43.

Припускаючи логнормальний розподiл дiаметру намулiв кожнiй точцi, або
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Рисунок 6.42: Середнiй розмiр донних намулiв, \varphi 50

нормальний розподiл параметру \varphi 

p(\varphi ) =
1\surd 
2\pi \sigma 

e - 
(\varphi  - \varphi 50)

2

2\sigma 2

в кому є невiдомий параметр \sigma . Для знаходження \sigma можна скористатися

вiдомим значенням фракцiї зв’язних намулiв, тодi \sigma можна знайти зi спiв-

вiдношення

fc =

\infty \int 
8

1\surd 
2\pi \sigma 

e - 
(\varphi  - \varphi 50)

2

2\sigma 2

Розв’язавши чисельно це рiвняння для кожного вузла розрахункової областi

було знайдено значення середньоквадратичного вiдхилення \sigma для кожного

вузла (рис. 6.44).

Для проведення розрахункiв було обрано п’ять класiв розмiрiв намулiв:
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Рисунок 6.43: Розподiл фракцiї зв’язних намулiв, \varphi > 8

Рисунок 6.44: Розподiл розрахованого середньоквадратичного вiдхилення розмiрiв намулiв

\sigma 

Клас розмiрiв \varphi 

глина \varphi > 8

дрiбний мул 8 > \varphi > 6

крупний мул 6 > \varphi > 4

дрiбний пiсок 4 > \varphi > 2

крупний пiсок 2 > \varphi >0
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Пiсля обчислення параметру \sigma фракцiї кожного складу намулiв обчислю-

валися як

fi =

\varphi i+1\int 
\varphi i

1\surd 
2\pi \sigma 

e - 
(\varphi  - \varphi 50)

2

2\sigma 2

Таким чином було побудовано карту неперервного розподiлу гранулометри-

чного складу намулiвЖовтого моря, що використовувалася при моделюваннi

дисперсiї намулiв.

6.10.4 Результати розрахункiв

Припливи

Припливнi течiї є домiнуючими в Жовтому морi [101]. Амплiтуда припли-

вiв в деяких мiсцях може сягати 4.5 метрiв а швидкiсть припливних течiй

бiльше 2 м/с. При короткочасному моделюваннi розповсюдження рiзного ро-

ду забруднень (до кiлькох тижнiв) в Жовтому морi необхiдно особливу увагу

придiляти саме припливним течiям. Саме припливнi течiї є основним джере-

лом завислих намулiв в морi, концентрацiя яких може сягати бiльше 1кг/м3 .

Тому при для коректного моделювання гiдродинамiчних процесiв Жовтого

моря проводилося порiвняння результатiв розрахункiв рiвня вiльної поверх-

нi за даними вимiрювань. На рис. 6.45 показано розташування припливних

станцiй Жовтого моря. Для кожної станцiї Iнститутом KIOST було надано

амплiтуди та фази 62 припливних гармонiк для кожної припливної станцiї за

якими було вiдтворено припливнi рiвнi вiльної поверхнi для часу чисельних

розрахункiв.

На рис. 6.46 показано порiвняння даних розрахункiв та вимiрювань рiвнiв

вiльної поверхнi для восьми станцiй Жовтого моря. З порiвняння випливає,

що чисельна модель адекватно описує припливнi течiї, спiвпадiння добре на

вiдкритi границi (що слiд очiкувати, тому що там задаються граничнi умо-
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Рисунок 6.45: Положення припливних станцiй у Жовтому морi

Рисунок 6.46: Порiвняння розрахованих та вимiряних рiвнiв вiльної поверхнi для деяких

станцiй Жовтого моря: 1 - Anheung, 2 - Dalian, 3 - Kanmen, 4 - Keelung, 5 - Naha, 6 -

Nakano, 7 - Seogwipo, 8 - Shijisuo

ви), вздовж корейського берега де спостерiгаються найбiльш припливи та у

бохайськiй затоцi. Розрахованi припливи виявилася трохи заниженими на за-

хiдному березi в центральнiй частинi моря.
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Хвилi

Основна частинаЖовтого моря досить мiлка, максимальна глибина основ-

ної його частини до 100м. Завдяки високим припливам, значнi райони бiля

берегiв бувають затопленi чи осушенi в залежностi вiд фази припливу. В та-

ких умовах значну роль можуть вiдiгравати поверхневi хвилi, якi можуть

впливати на вздовжбереговi течiї та сприяти додатковiй ерозiї намулiв че-

рез пiдсилення донного тертя. Для моделювання хвильових параметрiв було

використана спектральна модель хвиль, що описана в роздiлi 3.2. Модель

використовувала тi ж вузли, що i гiдродинамiчна модель, 12 напрямкiв та

10 частот хвиль. Для перевiрки роботи моделi було проведено порiвняння

розрахункiв з вимiрами значущих висот хвиль на декiлькох станцiях, розта-

шування яких показано на рис. 6.47.

Рисунок 6.47: Розташування станцiй вимiрiв хвильових параметрiв

Данi про вимiри висот хвиль було надано Корейською Гiдрографiчною та

Океанографiчною Агенцiєю (KHOA). На рис. 6.48 зображене порiвняння ча-

сових рядiв висот хвиль розрахованих з вимiряними. З порiвняння випливає,

що чисельна модель досить добре описує помiрнi хвилi, а при екстремаль-

них подiях (штормах та тайфунах) модель дещо недооцiнює висоти хвиль.

Це можна пояснити тим, що станцiї вимiрiв знаходяться близько до берега

(рис. 6.47), де не вистачає роздiльної здатностi моделi для того, щоб коректно
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Рисунок 6.48: Порiвняння розрахованих висот хвиль з даними вимiрювань для чотирьох

станцiй: 1 - Boksacho, 2 - Donongtan, 3 - Gyoboncho, 4 - Ieodo

описати екстремальнi подiї.

На рис. 6.49 показане розраховане чисельною моделлю поле висот та на-

прямкiв хвиль при проходженнi тайфуну Muifa у серпнi 2011 року. Згiдно

розрахункiв, найбiльша висота хвилi становила близько 8.5 метрiв в районi

острова Чечжу, що узгоджується зi спостережуваними хвилями близько 9-ти

метрiв в тому районi (http://www.koreaherald.com/view.php?ud=20110807000254).

Концентрацiя завислих намулiв

Наявнiсть високої концентрацiї завислих намулiв можна мати значну роль

при розповсюдженнi радiонуклiдiв у морському середовищi. ВЖовтому морi,

що вiдоме високими концентрацiями намулiв необхiдно використовувати мо-

дель переносу намулiв. Для чисельного розрахунку параметрiв намулiв було

використано ейлерову модель переносу багатофракцiйних намулiв, що описа-

на в роздiлi 3.4. Для перевiрки розрахункiв моделi та визначення емпiричних

параметрiв моделi необхiдно провести порiвняння з даними вимiрiв. Прямi ви-

мiри наявностi намулiв у перiод моделювання (2007-2011) проводилися тiльки

в роботi [69], але в цих дослiдженнях вимiрювалась не концентрацiя намулiв,
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Рисунок 6.49: Розраховане поле висот та середнiх напрямкiв хвиль при проходженнi тай-

фуну Muifa з пiвдня на пiвнiч для 5,6,7,8 серпня 2011 року.

а каламутнiсть води (turbidity) в одиницях FTU (Formazin Turbidity Units).

Так як не iснує прямого однозначного спiввiдношення мiж концентрацiєю за-

вислих намулiв та каламутнiстю для даного району спостережень, то прямо

порiвнювати результати розрахункiв та спостережень складно. Порiвняння

показало, що характер розповсюдження концентрацiї намулiв в розрахунках

та спостереженнях схожий, спiвпадають зони максимальних та мiнiмальних

концентрацiй.

Для прямого порiвняння було використано данi спостережень геостацiо-

нарного супутника GOCI, данi обробки супутникових фотографiй згiдно ал-

горитму [100] було надана Iнститутом KIOST. Так як якiсть супутникових

даних дуже сильно залежить вiд хмарностi, та вiд довжини свiтлового дня,



288

Рисунок 6.50: Порiвняння загальної поверхневої концентрацiї намулiв згiдно даних супу-

тникових спостережень (злiва) та розрахункiв чисельної моделлю переносу намулiв (спра-

ва) для моменту часу 12 квiтня 2011 року

то для порiвняння було обрано два найбiльш безхмарних знiмки 2011 року

за 14 квiтня та 13 травня. Алгоритм [100] був калiбрований на даних прямих

вимiрiв бiля корейських берегiв, точнiсть алгоритму для центральної частини

Жовтого моря та для китайських берегiв невiдома.

На рис. 6.50, 6.51 показане порiвняння розрахованої загальної приповерх-

невої концентрацiї i данi обробки супутникових фотографiй (GOCI) згiдно

алгоритму [100]. Порiвняння показує, що модель здатна вiдтворювати хара-

ктер та абсолютнi значення розподiлу концентрацiї завислих намулiв в при-

бережних районах та в центральнiй частинi Жовтого моря.

Розподiл радiонуклiдiв у водi

Для оцiнки гiпотетичного забруднення дна та розповсюдження у водному

середовищi 137Cs внаслiдок можливої аварiї на АЕС Санмень було прове-

дено моделювання лагранжевою моделлю дисперсiї радiонуклiдiв, алгоритм

якої описаний в роздiлi 6.8. Для розрахунку переносу, дифузiї та адсорбцiї-
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Рисунок 6.51: Порiвняння загальної поверхневої концентрацiї намулiв згiдно даних супу-

тникових спостережень (злiва) та розрахункiв чисельної моделлю переносу намулiв (спра-

ва) для моменту часу 13 травня 2011 року

Рисунок 6.52: Концентрацiя розчиненого 137Cs у приповерхневому шарi моря

десорбцiї було використано попередньо розрахованi за допомогою ейлерової

моделi поля течiй, коефiцiєнту турбулентного перемiшування та концентрацiї

завислих намулiв.

На рис. 6.52,6.54 показано розподiл концентрацiї розчиненого радiонуклiду

та радiонуклiду, що адсорбований на завислих намулах в послiдовнi моменти
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Рисунок 6.53: Концентрацiя адсорбованого на завислих намулах 137Cs у приповерхневому

шарi моря

часу. З рисункiв випливає, що через значну концентрацiю намулiв у водi,

концентрацiї розчиненого та адсорбованого радiонуклiду мають один порядок

величини, що говорить про необхiднiсть враховування процесiв адсорбцiї в

даному випадку.

Забруднення радiонуклiдами донних намулiв

При наявностi високої концентрацiї намулiв, а вiдповiдно i концентрацiї

адсорбованого на намулах радiонуклiду пiдсилюється забруднення дна через

осiдання забруднених частинок намулiв. Адсорбцiя сприяє швидкому очи-

щенню води вiд розчиненого радiонуклiду та сильнiшому забрудненню дна.

Тому висока концентрацiя намулiв сприяє зменшенню областi розповсюджен-

ня розчиненого радiонуклiду, але призводить до бiльш високих концентрацiй

забруднення донних намулiв в околi аварiї.

На рис. 6.54 показане загальне забруднення дна [Бк/м2] в послiдовнi мо-

менти часу. З рисунку випливає, що бiльша частина радiонуклiду випадає на

дно на невеликiй вiдстанi вiд станцiї.
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Рисунок 6.54: Загальне забруднення дна адсорбованим на донних намулах 137Cs

Рисунок 6.55: Загальний баланс 137Cs протягом першого мiсяця пiсля аварiйного викиду

На рис. 6.55 показано змiну загального балансу радiонуклiдiв в рiзних

станах з часом: в розчиненому станi, а адсорбованому на завислих намулах

станi, та в адсорбованому на донних намулах станi. З рисунку випливає, що

протягом двох тижнiв пiсля закiнчення витоку зi станцiї основна частина

забруднення випадає на дно, а загальна кiлькiсть розчиненого радiонуклiду

зменшується вдвiчi.
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6.11 Умовнi позначення до роздiлу

ads швидкiсть десорбцiї для радiонуклiду, адсорбованого на зважених наму-

лах, 1/с

a13 швидкiсть десорбцiї для радiонуклiду, адсорбованого на верхньому шарi

донних намулiв

Cw
d концентрацiя розчиненого у водi радiонуклiду, Бк/м 3

Cw
p,i концентрацiя адсорбованого радiонуклiду на зважених намулах фракцiї

i, Бк/м 3

Cw
p загальна концентрацiя адсорбованого на зважених намулах радiонуклiду,

Бк/м 3

Cb
d,j концентрацiя розчиненого радiонуклiду в доннiй поровiй водi, у донному

шарi намулiв j, Бк/м 3

Cb
s,i,j концентрацiя адсорбованого радiонуклiду на донних намулах фракцiї

i, у донному шарi намулiв j, Бк/кг

Cb
s,j загальна концентрацiя адсорбованого радiонуклiду в донних намулах, в

шарi j, Бк/кг

D i потiк осiдання намулiв фракцiї i на дно, кг м - 2 с - 1

E i потiк ерозiї намулiв фракцiї i з дна, кг м - 2 с - 1

i iндекс фракцiї розмiрiв намулiв

j iндекс донного шару

Kw
d,i коефiцiєнт розподiлу радiонуклiду для зважених намулiв фракцiї i, м

3 /кг

Kb
d,i,j коефiцiєнт розподiлу радiонуклiду для донних намулiв фракцiї i, м

3 /кг

Ri радiус частинки намулiв фракцiї i, (m)

n загальна кiлькiсть класiв розмiрiв намулiв

m загальна кiлькiсть шарiв донних намулiв

Sp,i концентрацiя i -го класу зважених намулiв, кг м - 3
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\vec{}U = (U, V,W ) швидкостi течiї в декартових координатах, м/с

Wp,i швидкiсть осiдання частинки намулу фракцiї i, м/с

Zj товщина j -го шару донних намулiв, м

\chi швидкiсть адсорбцiї, м/с

\lambda швидкiсть радiоактивного розпаду, с - 1

\phi i,j об’ємна доля частинок фракцiї i в j -му шарi донних намулiв,

\nu T коефiцiєнт вертикального перемiшування, м 2 с - 1

\nu D коефiцiєнт дифузiї у поровiй водi, м 2 с - 1

\rho s,i густина намулiв фракцiї розмiрiв i, кг м - 3

6.12 Висновки до роздiлу

Наведений опис нової тривимiрної моделi розповсюдження радiонуклiдiв.

Модель здатна описувати тривимiрний перенос та турбулентну дифузiю, про-

цеси адсорбцiї та десорбцiї iз завислими та донними намулами, а також про-

цес розпаду радiонуклiдiв. Модель враховує мiграцiю радiонуклiдiв у дон-

ному шарi за рахунок молекулярної дифузiї та механiчному перемiшуван-

ню донними органiзмами. Отримано новi аналiтичнi розв’язки для розрахун-

ку ймовiрностей переходу частинок мiж станами при радiоактивному розпа-

дi, адсорбцiї-десорбцiї. Представлено новий лагранжевий алгоритм розв’язку

рiвнянь моделi, що дозволяє моделювати процеси радiоактивного розпаду

та адсорбцiю-десорбцiю на багатофракцiйних намулах. Отримано алгоритм

моделювання граничних умов для методу частинок, що заснований на роз-

рахунку ймовiрностi змiни стану частинок бiля границi. Розрахунки моделi

перевiренi на аналiтичних розв’язках, на лабораторному експериментi по мi-

грацiї радiонуклiдiв в донному ґрунтi. Порiвняння всiх значень вимiрiв кон-

центрацiї радiонуклiдiв в дослiдi [278] з модельними розрахунками показало,
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що середнє геометричне для вiдношення розрахункiв до вимiрiв дорiвнює 0.92

для повної концентрацiї на намулах i 0.81 для концентрацiї у поровiй водi, а

середньоквадратичне геометричне вiдхилення дорiвнює 1.77 для концентрацiї

на намулах та 2.8 для концентрацiї у поровiй водi. Проведено моделювання

гiпотетичного аварiйного викиду 137Cs в Жовтому морi з урахуванням при-

пливiв, вiтрових поверхневих та намулiв. Було показано, що для даних умов

значну роль для забруднення дна та розповсюдження розчиненого радiону-

клiду вiдiграють процеси адсорбцiї та десорбцiї радiонуклiдiв на завислих

намулах.



Роздiл 7

МОДЕЛЮВАННЯ

РОЗПОВСЮДЖЕННЯ 137CS В

ОКЕАНI ВНАСЛIДОК АВАРIЇ НА

АЕС ФУКУСIМА

Атомна електростанцiя Фукусiма-1 (Fukushima Daiichi), розташована в пре-

фектурi Фукусiма на схiдному узбережжi о. Хонсю, складається з шести ки-

плячих ядерних реакторiв (BWR). Цi легководнi реактори мали потужнiсть

4.7 ГВт, що робило Фукусiма-1 одною з 15 найбiльших атомних електростан-

цiй у свiтi (рис. 7.1).

Рисунок 7.1: Атомна електростанцiя Фукусiма-1 до та пiсля аварiї
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Аварiя на Фукусiмськiй АЕС внаслiдок 9-ти бального землетрусу Тохо-

ку i цунамi вiдбулася 11 березня 2011 року на пiвнiчно-схiдному узбережжi

Японiї. Блоки 4, 5 i 6 були зупиненi до землетрусу для планового технiчного

обслуговування. Решта реакторiв були закритi системою SCRAMed автома-

тично пiсля землетрусу, а тепло що залишилося внаслiдок розпаду палива

вiдводилося за рахунок енергiї вiд аварiйних генераторiв. Подальше руйнiвне

цунамi з хвилями висотою до 14 метрiв, що були бiльше нiж висота захисних

дамб, затопило аварiйнi генератори, необхiднi для охолодження реакторiв i

вiдпрацьованого палива в басейнах в блоках 1-5. Протягом наступних трьох

тижнiв мало мiсце часткове розплавлення активних зон реакторiв блокiв 1- 3,

видiлення водню з ТВЕЛiв з подальшими вибухами. Викиди радiоактивностi

в атмосферу, витоки в океан (в основному 131I , 134Cs i 137Cs ) призвели до

значного забруднення суходолу та моря. На вiдмiну вiд чорнобильської аварiї

бiля 80% радiоактивностi випало в Тихому океанi.

Протягом перших мiсяцiв пiсля аварiї концентрацiя 134Cs i 137Cs (перiод

напiврозпаду 2.06 i 30.2 рокiв, вiдповiдно) швидко зменшилася в результатi

переносу i розчинення течiями [85,261]. Проте, вiдносно висока концентрацiя
137Cs зберiгалася наступнi два роки пiсля аварiї бiля схiдного узбережжя

Японiї [173,241,72,52]. Стiйке забруднення донних намулiв потенцiйно може

вплинути на харчовий ланцюг в зв’язку з постiйним прийомом їжi органiчної

речовини iз забрудненого шару осаду донними безхребетними i придонни-

ми рибами [86,279,310], тому для прогнозування таких процесiв необхiдна

модель, що здатна описувати мiграцiю радiонуклiдiв у донних шарах багато-

фракцiйних намулiв.
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7.1 Вхiднi данi для моделювання розповсюдження ра-

дiонуклiдiв пiсля аварiї на АЕС Фукусiма-1

Для моделювання розповсюдження 137Cs внаслiдок аварiї на АЕС Фукусi-

ма було побудовано неструктуровану розрахункову сiтку (рис. 7.2) що скла-

дається з 49700 вузлiв та 97989 трикутних елементiв. Роздiльна здатнiсть

сiтки нерiвномiрна, i складає близько 500м бiля витоку станцiї i близько 10-

15км на вiдкритiй границi. Карта глибин була отримана з глобального масиву

GEBCO-08 з роздiльною здатнiстю 30 секунд. По вертикалi використовува-

лася \sigma -система координат з 36 рiвнями, що мають згущення бiля дна та бiля

поверхнi.

Рисунок 7.2: Розрахункова область i сiтка

7.1.1 Джерела забруднення

Можна видiлити чотири основних джерела радiонуклiдiв, якi попали в

океан в результатi аварiї на АЕС Фукусiма 1. Найбiльшим та найпершим

джерелом є викиди з АЕС за рахунок вентилювання i вибуховi викиди газiв i

летючих радiонуклiдiв в атмосферу, що призвело до випадiнь на сушi i в океа-
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нi. Атмосфернi випадiння досягли свого пiку близько 15 березня [99,228,283].

Оцiнки загальної атмосферних випадiнь 137Cs сильно розрiзняються через

невизначенiсть в параметрах перенесення i осiдання в атмосферних моделях,

а також вiдсутнiсть спостережень, необхiдних для проведення обернених роз-

рахункiв. Дещо менший прямий вилив забрудненої матерiалу в океан мав мi-

сце пiд час надзвичайної ситуацiї при охолодженнi реакторiв, яка привела до

стоку забрудненої води в океан з пiдвалу будiвлi реактора. Цей процес досяг

свого пiку близько 6 квiтня 2011 року, коли найвища концентрацiя радiоцезiю

спостерiгалась в океанi в безпосереднiй близькостi вiд АЕС [85]. Щоб оцiнити

загальний прямий викид радiоцезiю в океан, кiлька груп використовували

моделi океану в поєднаннi зi спостереженнями 134,137Cs в поверхневих водах,

близьких до АЕС в перiод найвищого прямого витоку з березня по травень

2011 року [162, 118, 165, 211]. Надходження радiоцезiю в японськi прибере-

жнi води також вiдбувалося через гирла рiчок та поверхневого змиву [94, 231,

120]. Цезiй в значнiй мiрi нерозчинний в прiснiй водi, i, таким чином, його

перенос та постачання через рiчки в море пов’язанi в основному з високою

концентрацiєю завислих намулiв пiд час сильних дощiв i повеней. Модельнi

оцiнки [120] дають, що це вiдповiдало б менше 1-2% вiд загального випадiння

радiоцезiю на сушу. Потiк за рахунок ґрунтових вод являє собою додаткове

довгострокове джерело радiоцезiю до океану, зокрема, вiд забрудненої тери-

торiї АЕС. В роботi [160] було оцiнено цей потiк, який має той же порядок

що i величина притоку з рiчок, хоча велика частина притоку цезiю з рiчок в

океан складається з адсорбованого на намулах цезiю, в той час як розчинений

цезiй є домiнуючим в ґрунтових водах.

На рис. 7.3 подано прямий потiк зi станцiї [165], що було використано при

моделюваннi. На рис. 7.4 представлено загальне випадiння 137Cs з атмосфе-

ри, що було використано в моделi як об’ємне джерело, що розподiлене у верх-
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Рисунок 7.3: Прямий витiк 137Cs в океан [165]
Рисунок 7.4: Загальне атмо-

сферне випадiння 137Cs на по-

верхню океану

нiй комiрцi моделi.

7.1.2 Граничнi умови

Для запуску гiдродинамiчної моделi на трикутнiй скiнченно-елементнiй

розрахунковiй сiтцi, що показана на рис. 7.2 необхiдно було пiдготувати гра-

ничнi умови на вiдкритих границях та на поверхнi океану. На вiдкритих гра-

ницях значення компонент швидкостi, температури, солоностi та рiвня вiль-

ної поверхнi задавалися з результатiв розрахункiв глобальної тривимiрної гi-

дродинамiчної моделi HYCOM (https://hycom.org/dataserver/glb-analysis). Цi

данi є у вiдкритому доступi, роздiльна здатнiсть 1/12o по горизонталi та 36

z-рiвнiв по вертикалi. Гiдродинамiчнi данi доступнi з часовим кроком 1 день.

Для задання граничних умов у граничних вузлах моделi було проведено iн-

терполяцiю даних в точки розташування вузлiв в просторi та в часi. Так як

в HYCOM не враховуються припливи, то до граничних умов на рiвень вiль-

ної поверхнi було добавлено припливну компоненту рiвня вiльної поверхнi

з часовим кроком 12 хвилин. Для розрахунку припливних рiвнiв вiльної по-

верхнi на вiдкритiй границi була використана глобальна модель прогнозуван-
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ня припливiв NAO99b (http://www.miz.nao.ac.jp/staffs/nao99/ ), що основана

на спектральному аналiзi. Для розрахунку вiтрових напружень на поверхнi,

а також теплообмiну мiж атмосферою та океаном були використанi глобаль-

нi метеорологiчнi данi ERA-INTERIM (http://apps.ecmwf.int/datasets/data/-

interim-full-daily/levtype=sfc/ ). Було використано данi по температурi повi-

тря, атмосферного тиску, вологостi повiтря, хмарностi та швидкостi вiтру з

часовим кроком 6 годин.

7.1.3 Розподiл параметрiв донних намулiв

Використовуючи опублiкованi данi натурних дослiджень ([72,52,240, 173]) бу-

ло побудовано неоднорiдний по простору розподiл середнiх розмiрiв пiщинок

намулiв (рис. 7.5). Згiдно даних натурних дослiджень [173] для даного регiо-

ну iснує сильна залежнiсть мiж середнiм розмiром пiщинок та вмiстом води

у намулах (пористiстю). Для побудови розподiлу перемiнної пористостi для

використання при моделюваннi була використана емпiрична формула:

D50 = 121\varepsilon  - 1.85

де \varepsilon пористiсть (%).

В роботi [72] було одержано експериментальну оцiнку для коефiцiєнту бiо-

дифузiї. Було знайдено, що коефiцiєнт бiотурбацiї може змiнюватись у широ-

кому дiапазонi вiд 0.1 до бiльш, нiж 10 см 2 /рiк. Було побудовано кореляцiйну

криву залежностi коефiцiєнта бiотурбацiї вiд глибини, та використано в чи-

сельнiй моделi спiввiдношення:

\nu bio = min(10,max(0.1, 2807.36D - 1.296))
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Рисунок 7.5: Розподiл середнього дiаметру донних намулiв згiдно компiляцiї даних натур-

них дослiджень [72,52,240,173]

7.2 Розповсюдження 137Сs в океанi

До 2011 р. концентрацiя 137Сs в поверхневих водах пiвнiчної частини Ти-

хого океану i його окраїнних морiв була 1-2 Бк/м3 , як наслiдок випробувань

в атмосферi ядерної зброї [53,54]. У березнi- на початку квiтня 2011 року

концентрацiя 137Сs стрiмко зросла до 68 мiльйонiв Бк/м3 в поверхневих во-

дах, що безпосередньо прилягають до Фукусiма-1, а потiм знизився бiльш

нiж на три порядка протягом приблизно мiсяця, i приблизно 10 000 Бк/м3

до початку 2012 року [85], i приблизно 1000 Бк/м3 з 2013 до 2015 року.

Бiльшiсть радiонуклiдiв, якi витекли з АЕС Фукусiма швидко змiшалися з

океанськими водами в енергетичних прибережних водах Японiї пiд впливом

течiй, припливiв, i мезомасштабних вихорiв. Забрудненi води просуваються

на схiд пiд впливом течiї Ойясiо, направленої на пiвденний схiд i далi на схiд

пiд впливом теплої течiї Куросiо. У пiвденному напрямку переносу забрудне-

ння, або принаймнi його прояв на поверхнi, було заблокований течiєю Куросiо

[86]. Перенос на схiд був обумовлений Пiвнiчно-тихоокеанською течiєю, яка

розгалужується в мiру наближення до Пiвнiчної Америки. Вважається, що
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концентрацiя 137Сs досягла свого максимуму в 2015-2016 роках i має знизити-

ся до 2020 року до рiвня приблизно 1-2 Бк/м3 що приблизно вiдповiдає рiвню

забруднення пов’язаного з фоновими випадiннями вiд випробувань ядерної

зброї.

На рис. 7.6 наведенi розрахованi приповерхневi концентрацiї 137Cs на мо-

менти 1 квiтня, 6 квiтня, 11 квiтня, 21 квiтня, 1 травня та 21 травня, що

вiдповiдають датам спостережень [55]. З розрахункiв видно складну систе-

ми течiй та рiзномасштабних вихорiв, що контролює розповсюдження роз-

чиненого радiонуклiду в розрахунковiй областi. Добре видно фронт чистої

води, що утворюється через сильну течiю Куросiо, яка блокує розповсюдже-

ння радiонуклiдiв на пiвдень. В роботах [254,255,256,257,275], що присвяченi,

зокрема, моделюванню рiзними моделями наслiдкiв аварiї на АЕС Фукусi-

ма, показано, що моделювання течiй є дуже складною задачею для цього

регiону. Порiвняння результатiв рiзних моделей (в тому числi i моделi, що

представляється в дисертацiї) призводить до суттєво рiзних результатiв для

концентрацiй розчинених радiонуклiдiв, особливо в районах, що виходять за

двадцятикiлометрову зону навколо АЕС. Для даного регiону кращих резуль-

татiв при моделюваннi течiй можна досягти використовуючи засвоєння даних

вимiрiв при розрахунках.

Розрахунки розповсюдження 137Cs проводилися також лагранжевою мо-

деллю по полям швидкостей та коефiцiєнту вертикального перемiшування,

що розрахованi гiдродинамiчною моделлю та збереженi з часовим кроком 1

год. В моделюваннi брало участь 100000 частинок. На рис. 7.7 показано роз-

ташування частинок у приповерхневому 10-тиметровому шарi для моментiв

часу за 11 та 20 квiтня 2011 року, а на рис. 7.8 зображено концентрацiю роз-

чиненого 137Cs, побудовану за розподiлом частинок методом усереднення по

об’єму.
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1 квiтня 2011 6 квiтня 2011 11 квiтня

21 квiтня 2011 1 травня 2011 11 травня 2011

Рисунок 7.6: Концентрацiя 137Cs на поверхнi

На рис. 7.10 представлено порiвняння результатiв моделювання припо-

верхневої концентрацiї 137Cs з даними вимiрювань TEPCO (http://www.tepco.co.jp/-

en/nu/fukushima-np/f1/index2-e.html). Розташування точок вимiрiв показано

на рис. 7.9. З розрахункiв випливає, що результати розрахункiв добре узго-

дженi з вимiрами в точках близьких до станцiї. Середнє геометричне значе-

ння вiдношення розрахункiв приповерхневої концентрацiї розчиненого 137Cs

до результатiв вимiрювань в точках 1,2 складає 1.03. Середнє геометричне

квадратичне вiдхилення для цих точок складає 2.57. Результати порiвняння

погiршуються при вiддаленi вiд точки виливу, що свiдчить про складностi

моделювання течiй для даного регiону. Порiвняння результатiв моделюван-
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Рисунок 7.7: Розподiл положення лагранжевих частинок розчиненого 137Cs на моменти

часу 11 та 20 квiтня 2011 року в результатi розрахункiв лагранжевою моделлю переносу

радiонуклiдiв

Рисунок 7.8: Концентрацiя розчиненого 137Cs на моменти часу 11 та 20 квiтня 2011 ро-

ку побудована по розподiлу частинок, що розрахований лагранжевою моделлю переносу

радiонуклiдiв

ня з iншими моделями в роботi [254] показало, що чисельнi моделi iнших

авторiв мають приблизно однакову точнiсть розрахункiв для даної задачi.

Результати порiвняння свiдчать, що похибка при моделюваннi течiй значно

бiльше впливає не результат моделювання переносу радiонуклiдiв, нiж рiзнi

формулювання моделей переносу радiонуклiдiв.
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Рисунок 7.9: Розташування точок вимiрювання за даними TEPCO

7.3 Забруднення радiонуклiдами донних вiдкладень

Вiдкладення на морському днi мають важливе значення для утримання

адсорбованих радiонуклiдiв i служать як резервуар забруднень для органi-

змiв, якi харчуються i живуть на морському днi. Вони також можуть бу-

ти довгостроковим джерелом забруднюючих речовин через змучування дрi-

бнодисперсних частинок донних покладiв, бiотурбацiю i втрати розчинених

радiонуклiдiв з порових вод. Експериментальнi профiлi забруднення розрi-

знялися за глибиною проникнення кернiв вiд менш 3 см до бiльш нiж 20 см

[173, 241,52,72, 240). У радiоактивному забрудненнi донних вiдкладень на дi-

лянках дна у схiдного узбережжя Японiї переважають 134Cs i 137Cs [173,241,

289,52,72, 240, 279,232). Кiлькiсть 90 Sr у донних вiдкладеннях на три порядки

нижче, нiж загальна кiлькiсть 90 Sr в товщi води завдяки низькiй здатностi
90 Sr до адсорбцiї на частинках донних намулiв.

Розподiл 137Cs у донних покладах вздовж берегiв Японiї пiсля аварiї на
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Рисунок 7.10: Порiвняння розрахункiв концентрацiї 137Cs на поверхнi з даними спосте-

режень TEPCO-2011

АЕС Фукусiма залежить вiд джерел забруднення, мiнералогiї покладiв, ло-

кальних течiй та дiяльностi донних органiзмiв яка приводить до перемiшува-

ння покладiв (бiодифузiя та бiоiрiгацiя). В цiлому, вiдкладення на морсько-

му днi мiстять менше 1% (130 \pm 60ТБк) активностi 137Cs, який поступив в

морське середовище з АЕС Фукусiма [173,72]. Однак, з огляду на поступове

зниження концентрацiї розчиненого 137Cs в товщi води з початку забрудне-
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Рисунок 7.11: Мiсця вимiрiв концентрацiї 137Cs в донних вiдкладеннях, що використову-

ються для розрахунку запасiв

ння, зараз кiлькiсть радiоцезiю у донних покладах в 5-10 разiв бiльше, нiж

у водi (36 o -38 oN, в водi на глибинi до 200 м) [72]. Швидке перемiшування

забруднених вiдкладень завдяки бiотурбацiї допомагає зменшити поверхневу

концентрацiю радiоцезiю у вiдкладеннях i зменшити бiологiчне поглинання

забруднень, але в той же час бiотурбацiя може також повертати забрудне-

нi доннi вiдкладення до поверхнi дна на масштабах вiд декiлькох рокiв до

десятилiть. Ерозiя донних покладiв течiями та хвилями призведе до пере-

розподiлу забруднення з частковим переходом його у розчинну форму але

приплив активностi з рiчок та ґрунтових вод може суттєво збалансувати цi

втрати, в результатi чого слiд очiкувати невеликi змiни в запасах активностi

у донних вiдкладеннях. Таким чином, цi результати свiдчать про те, що в

прибережнiй зонi Японiї залишиться значне довгострокове джерело радiоце-

зiю протягом вiд декiлькох рокiв до десятилiть, в залежностi мiсця i типу

вiдкладень, хоча подальшi дослiдження необхiднi, щоб оцiнити цi процеси.

Запаси 137Cs в донних вiдкладеннях були оцiненi в дослiдженнях [241,

173,52,240,72] за перiод червень 2011- травень 2013 р. Мiсця вiдповiдних ви-

мiрювань наведенi на рис. 7.11.
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Рисунок 7.12: Порiвняння даних запасiв 137Cs у донних вiдкладеннях згiдно вимiрiв [241],

що проведенi у червнi, серпнi, жовтнi 2011 та у сiчнi 2012 з даними вимiрiв [52], що про-

веденi у липнi 2012

Багато мiсць вимiрювань близькi, що дозволяє порiвнювати запаси для

рiзних вимiрiв i для рiзних часiв. В дослiдженнi [52] вимiри проводилися у

лютому та липнi 2012 року на регулярнiй сiтцi з роздiльною здатнiстю 5\prime .

Декiлька iнших дослiджень для iнших дат попадають в область вимiрiв [52],

тому з цими даними можливе порiвняння запасiв, розрахованих на рiзний час

iншими дослiдниками.

Порiвняння даних запасiв 137Cs у донних вiдкладеннях згiдно вимiрiв

[241], що проведенi у червнi, серпнi, жовтнi 2011 та у сiчнi 2012 з даними

вимiрiв [52], що проведенi у липнi 2012 показано на рис. 7.12. Як видно на

рисунках, в червнi 2011 року запаси 137Cs в областi вимiрювання [241] iсто-

тно бiльше, нiж через рiк, що узгоджується з вимiрами [279] для концентрацiї
137Cs в верхньому шарi вiдкладень на шельфi, де показане швидке зниження
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Рисунок 7.13: Порiвняння даних запасiв 137Cs у донних вiдкладеннях згiдно вимiрiв [240],

що проведенi у жовтнi 2012 з даними вимiрiв [52], що проведенi у липнi 2012

Рисунок 7.14: Порiвняння даних запасiв 137Cs у донних вiдкладеннях згiдно вимiрiв [72],

що проведенi протягом 2013р. з даними вимiрiв [52], що проведенi у липнi 2012

активностi в 2011 роцi. Пiзнiше (серпень 2011-липень 2012 року) змiни запа-

сiв в основному пов’язанi з перерозподiлом активностi на шельфi через течiї,

припливи i хвилi в мiлководних районах та з повiльною десорбцiєю.

Порiвняння даних пiсля липня 2012 року (рис. 7.13,7.14) показує подаль-

ше зниження запасiв. Можна припустити, що ремобiлiзацiя активностi з вiд-

кладень i перемiшування з нижнiми шарами посилюється при проходженнi

тайфунiв i штормiв в перiод лiтнього мусону, що може посилити повторне

розчинення в 137Cs з вiдкладень на шельфi.
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Рисунок 7.15: Порiвняння даних запасiв 137Cs у донних вiдкладеннях згiдно вимiрiв [52],

що проведенi у лютому та у липнi 2012р.

1 квiтня 2011 6 квiтня 2011 11 квiтня 2011

21 квiтня 2011 1 травня 2011 11 травня 2011

Рисунок 7.16: Загальне забруднення дна 137Cs

На рис. 7.16 представлено результати моделювання загального забрудне-

ння дна на моменти часу згiдно спостережень [55]. З розрахункiв випливає,

що забруднення дна розповсюджується протягом всього часу моделювання.



311

Рисунок 7.17: Розташування точок, в яких порiвнювалося забруднення дна з даними [72]

Особливо помiтний прирiст забруднення в зонах малої концентрацiї за кiлька

сотень кiлометрiв вiд положення мiсця аварiї. З розрахункiв видно, що че-

рез три мiсяцi моделювання розподiл забруднення дна не є стацiонарним, а

продовжує суттєво еволюцiонувати в часi.

На рис. 7.18,7.19 показано змiну в часi профiлiв концентрацiї згiдно ре-

зультатiв чисельного моделювання в точках, що вiдповiдають точкам спосте-

режень в роботi [72], що зображенi на рис. 7.17. Подано профiлi концентрацiї
137Cs в донних намулах та у поровiй водi через 1,2 та 3 мiсяцi пiсля початку

витоку. На графiках видно, що динамiка забруднення рiзна в рiзних точках.

В точцi №10, що знаходиться найдалi вiд джерела забруднення концентрацiя

рiвномiрно зростає протягом трьох мiсяцiв як на поверхнi дна, так i в глиб-

ших шарах. В трохи ближчiй точцi №14 забруднення зростає протягом двох

мiсяцi, а на третiй концентрацiя на поверхнi починає зменшуватись. Особли-

во це помiтно на профiлi концентрацiї в поровiй водi. Якщо ж поглянути на

результати розрахункiв в ближнiх до аварiї точках (№18,19,20), то видно що

концентрацiя на поверхнi починає стрiмко зменшуватись вже через мiсяць пi-

сля аварiї. Хоча в глибших шарах концентрацiя продовжує рости. В точцi №19



312

Рисунок 7.18: Профiлi концентрацiй в намулах (злiва) i в поровiй водi (справа) в точках

№ 10,14,18 (зверху вниз)

процес очищення верхнього шару ґрунту настiльки швидкий, що призводить

до формування локального максимума концентрацiї розчиненого радiонуклi-

ду у поровiй водi пiд поверхнею дна. Наведенi розрахунки свiдчать про те, що

подiбна динамiка забруднень може бути описана лише за допомогою багато-
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Рисунок 7.19: Профiлi концентрацiй в намулах (злiва) i в поровiй водi (справа) в точках

№ 19,20 (зверху вниз)

шарової моделi донних намулiв. Цьому висновку також сприяють графiки на

рис. 7.20, на яких показано рiзницю в результатах моделювання загального

забруднення дна при моделюваннi одношаровою та багатошаровою моделлю.

Графiки наведено в точках, що вiдповiдають точкам на рис. 7.17. З графiкiв

випливає, що в точках, якi знаходяться далеко вiд джерела забруднення та

процес забруднення вiдбувається повiльно i поступово, рiзниця мiж викори-

станням одношарової та багатошарової моделi невелика. В точках, якi близь-

кi до джерела, i в яких забруднення вiдбуваються короткочасним iмпульсом,

рiзниця мiж моделями може бути значною. В точцi №19 багатошарова мо-

дель прогнозує рiвень запасу у три рази менший за одношарову модель пiсля

трьох мiсяцiв моделювання. В точцi №16 одношарова модель прогнозує за-
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Рисунок 7.20: Результати моделювання загального забруднення дна при використаннi

одношарової та багатошарової моделi донних вiдкладень

бруднення вдвiчi бiльше за багатошарову модель, причому з графiку видно,

що рiзницi продовжує збiльшуватись з часом. Одношарова модель прогнозує

майже монотонне збiльшення запасу протягом всього перiоду моделювання,

в той час як багатошарова модель прогнозує монотонне зменшення повного

обсягу 137Cs вже через мiсяць пiсля початку аварiї.

На рис. 7.21 показано порiвняння результатiв моделювання загального за-
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Рисунок 7.21: Порiвняння результатiв моделювання забруднення дня з даними спостере-

жень [72]

бруднення дна 137Cs з результатами натурних спостережень в точках, що

зображенi на рис. 7.17. З порiвняння слiдує, що модель прогнозує рiвень за-

бруднення вище вимiрювань в точках з високими концентрацiями, якi зна-

ходяться близько до джерела. Також розрахованi значення є меншими за

вимiри у зонах малих та помiрних концентрацiй, що знаходяться далеко вiд

мiсця аварiї. Слiд зазначити, що розрахованi точки представленi на момент

часу 3 мiсяцi пiсля аварiї, в той час як вимiри проводилися в рiзнi моменти

часу через 1.5-2.5 роки пiсля аварiї. Як видно з графiкiв залежностi вiд часу

на рис. 7.21 розрахованi запаси 137Cs в зонах високої концентрацiї зменшую-

ться з часом, в той час як в зонах з малими концентрацiями збiльшуються з

часом.

7.4 Висновки до роздiлу

В даному роздiлi лагранжева та ейлерова чисельнi моделi розповсюдже-

ння радiонуклiдiв були застосованi до розрахунку наслiдкiв аварiї на АЕС
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Фукусiма. Розрахунки та аналiз даних вимiрювань 137Cs показали, що з ча-

сом пiсля аварiї в результатi iнтенсивних течiй вода очищується, та основним

джерелом забруднення стають доннi намули. Порiвняння розрахункiв при-

поверхневої концентрацiї 137Cs з даними вимiрiв бiля станцiї показали, що

середнє геометричне значення вiдношення розрахункiв до результатiв вимi-

рювань в точках складає 1.03, а середнє геометричне квадратичне вiдхиле-

ння для цих точок складає 2.57. Максимальнi концентрацiї спостерiгаються

через 1-2 тижнi пiсля початку аварiй, а потiм монотонно зменшуються до

майже фонових значень (за виключенням кiлька-кiлометрової зони навколо

мiсця аварiї). Вимiри забруднення дна показують, що можуть вiдбуватися

значнi змiни концентрацiї забруднення i через 1-2 роки пiсля аварiї. Вимi-

ри в однакових точках в рiзний час показують, що концентрацiя в днi може

як зменшуватись, так i збiльшуватись. Зони, що зазнали сильного початко-

вого забруднення мають тенденцiю до зменшення концентрацiї, а в зонах з

невисоким рiвнем забруднення концентрацiя може збiльшуватися. Тому для

довгострокових прогнозiв важливе моделювання процесiв, що вiдбуваються

в донних намулах, зокрема бiотурбацiя та дифузiя в поровiй водi. Дифузiя

в поровiй водi та бiотурбацiя призводить до зменшення потоку радiонуклiдiв

в воду в процесi очищення дна за рахунок зменшення концентрацiї радiону-

клiдiв на поверхнi дна. Розрахунки показали необхiднiсть використання для

даної задачi моделi з багатошаровим представленням донних вiдкладень че-

рез складнiсть процесiв, що вiдбувається при мiграцiї радiонуклiдiв в донних

покладах. Було показано, що тiльки багатошарова модель, що представлена

в роботi, здатна коректно описувати iнтегральне забруднення дна. Отрима-

нi результати показали, що лагранжеве моделювання є найбiльш ефективне

на раннiх етапах розповсюдження забруднень та може бути використане в

системах пiдтримки прийняття рiшень при ядерних та хiмiчних аварiях.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена розробцi та впровадженню чисельних ме-

тодiв моделювання розповсюдження забруднень та намулiв в прибережних

зонах морiв. Побудованi новi чисельнi схеми розв’язання рiвнянь переносу та

дифузiї та рiвнянь мiлкої води методами частинок. Розроблений комплекс ма-

тематичних та чисельних моделей, що дозволяють прогнозувати та дослiджу-

вати розповсюдження намулiв та бiльшостi типiв забруднень в прибережних

зонах. Порiвняння розрахункiв з даними лабораторних та натурних експери-

ментiв показують, що розробленi пiдходи та моделi можуть застосовуватись

для дослiджень та для пiдтримки прийняття рiшень як для аварiйних ситу-

ацiй, пов’язаних з викидами шкiдливих речовин в морське середовище, так i

для планування з цiллю зниження ризикiв та мiнiмiзацiї наслiдкiв забрудне-

ння навколишнього середовища та можливих аварiйних ситуацiй.

Зокрема, в роботi отриманi такi новi науковi результати:

1. Представлений новий алгоритм, що дозволяє будувати чисельнi схеми

випадкових блукань з незмiщеною дисперсiєю для загального випадку

змiнного поля течiї та коефiцiєнту дифузiї. Отримано новi аналiтичнi

розв’язки для змiщення центру мас та дисперсiї розподiлу частинки при

моделюваннi переносу та дифузiї методом випадкових блукань для окре-

мих часткових випадкiв одновимiрного руху, за допомогою яких виведе-

но критерiї оцiнки максимальних часових крокiв для розв’язку рiвняння
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адвекцiї-дифузiї методом частинок.

2. Застосовано теорiю стохастичних процесiв до моделювання методом ча-

стинок процесiв змiну стану речовини, таких як, наприклад, хiмiчнi ре-

акцiї, радiоактивний розпад та адсорбцiя-десорбцiя радiонуклiдiв на пi-

щинках завислих чи донних намулах. Побудована нова чисельна схема

для узагальненого випадку розрахунку ймовiрностi змiни стану для ча-

стинки протягом часового кроку. Вираз для математичного сподiвання

та дисперсiї розподiлу стану речовини, отриманий з розв’язку рiвняння

Колмогорова, використано для побудови алгоритму для оцiнки точно-

стi розв’язку рiвняння перетворення станiв речовини в залежностi вiд

часового кроку та кiлькостi частинок. На основi отриманих результатiв

побудованi узагальненi чисельнi алгоритми розв’язку рiвнянь переносу

та дифузiї неконсервативних домiшок методом частинок.

3. Модифiкована тривимiрна гiдростатична гiдродинамiчна модель для вра-

хування взаємодiї поверхневих хвиль та течiй з урахуванням радiацiйних

напружень, хвильового придонного тертя i потоку iмпульсу в течiї за ра-

хунок перекидання хвиль. Порiвняння модельних розрахункiв з аналiти-

чним розв’язком та з вимiрами в лабораторному експериментi показали

необхiднiсть використання тривимiрного представлення радiацiйних на-

пружень, а також необхiднiсть врахування перелiчених факторiв.

4. Вдосконалено чисельний алгоритм тривимiрної негiдростатичної моделi

з вiльною поверхнею для застосування узагальненої вертикальної систе-

ми координат, що дозволяє розв’язувати задачi моделювання негiдро-

статичних струменевих та гравiтацiйних течiй в прибережних областях

з рiзкими змiнами рельєфу дна.
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5. Представлена нова математична модель переносу багатофракцiйних на-

мулiв, яка описує морфологiчнi змiни дна та змiни фракцiйного складу

в донних шарах намулiв в результатi ерозiї та осiдання намулiв. Вперше

побудоване рiвняння для змiни пористостi викликане механiчним пере-

мiшуванням донними органiзмами (бiотурбацiєю).

6. На основi ейлерової моделi переносу багатофракцiйних намулiв побудо-

вана нова тривимiрна лагранжева модель, що використовує метод випад-

кових блукань для моделювання переносу та дифузiї та описує перенос

сумiшi зв’язних та незв’язних багатофракцiйних намулiв з перемiнним

гранулометричним складом. Отримано вираз для ймовiрностi осiдання

незв’язних намулiв залежно вiд характеристик турбулентностi та швид-

костi осiдання частинок намулiв, що використовується для задання гра-

ничних умов для при розв’язаннi рiвняння переносу та дифузiї методом

частинок. Результати розрахункiв добре узгоджуються з аналiтичним i

чисельним розв’язками для ейлерової моделi та з даними лабораторно-

го експерименту. Модель була застосована для дослiдження виникнення

гравiтацiйних каламутних течiй на схилах в результатi шельфової кон-

векцiї та для моделювання набiгання внутрiшнiх хвиль на уклiн дна.

Показано, що гравiтацiйнi течiї та внутрiшнi хвилi є одними з механi-

змiв переносу донних намулiв в шельфових зонах.

7. В результатi дослiдження стiйкостi дна та берегiв пiд дiєю струменевих

течiй вiд судових рушiїв за допомогою негiдростатичної гiдродинамiчної

моделi показано, що при моделюваннi розмиву дна градiєнт динамiчного

тиску необхiдно враховувати поряд з дотичними напруженнями тертя.

Розроблена лагранжева модель переносу намулiв в поєднаннi з негiдро-

статичною гiдродинамiчною моделлю може використовуватись для роз-
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рахункiв локального переформування дна навколо перешкод, моделюва-

ння днопоглиблювальних робiт або розмиву дна пiд впливом струменiв

вiд судових рушiїв або хвиль при проходженнi судiв.

8. Розроблена нова чисельна тривимiрна лагранжева модель переносу на-

фтопродуктiв, що складається з моделi поверхневої плiвки нафти та мо-

делi дисперсiї нафтових крапель в шарi води. Побудований чисельний

лагранжевий метод взаємодiючих частинок, що дозволяє рамках моделi

суцiльного середовища розраховувати поле тиску в плямi та розв’язувати

задачу про гравiтацiйне розтiкання поверхневої плiвки нафти в неодно-

рiдному полi течiй. Особливiстю моделi є врахування впливу обертання

Землi, що важливо для великих часових масштабiв.

9. Отримано новi автомодельнi розв’язки рiвнянь моделi для одновимiр-

ного та осесимметричного розтiкання нафтової плiвки в гравiтацiйно-

в’язкому, гравiтацiйно-турбулентному i гравiтацiйно-в’язко-обертальному

режимах для миттєвого i неперервного розливу. Показано, що при вели-

ких часових масштабах пiд нафтовою плiвкою може виникати ламiнар-

ний пограничний шар Екмана, який призводить до iстотного уповiль-

нення розтiкання порiвняно з необертальним рухом та до вiдхилення

швидкостi розтiкання нафти на 45\circ вiд напрямку швидкостi в разi вiд-

сутностi обертання.

10. Порiвняння проведеного чисельного моделювання розповсюдження на-

фтового розливу внаслiдок аварiї на танкерi “Hebei Spirit” у груднi 2007-

го року зi спостереженнями показало, що модель адекватно прогнозує

положення нафтової плями та зони максимального ураження берегової

лiнiї. Зроблено висновок, що для даного випадку процес дисперсiї нафти

пiд дiєю хвиль, що перекидаються, несуттєвий, хоча ефект поверхневих
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хвиль необхiдно враховувати при розрахунках стоксового дрейфу по-

верхневої плiвки.

11. Розроблена нова математична тривимiрна модель розповсюдження ра-

дiонуклiдiв, що описує перенос та турбулентну дифузiю, ерозiю та осi-

дання адсорбованих радiонуклiдiв, процеси адсорбцiї, десорбцiї iз зави-

слими та донними намулами, процес розпаду радiонуклiдiв, враховує мi-

грацiю радiонуклiдiв у донному шарi за рахунок молекулярної дифузiї

та бiотурбацiї. Розрахунки моделi перевiренi на лабораторному експери-

ментi по мiграцiї радiонуклiдiв в донному ґрунтi.

12. На основi побудованих алгоритмiв розв’язку рiвнянь переносу та дифу-

зiї медом частинок розроблений новий лагранжевий алгоритм розв’язку

рiвнянь моделi розповсюдження радiонуклiдiв в морському середовищi,

що дозволяє моделювати процеси радiоактивного розпаду та адсорбцiю-

десорбцiю на багатофракцiйних намулах. Розроблений алгоритм задан-

ня граничних умов для методу частинок, що заснований на розрахунку

ймовiрностi змiни стану частинок бiля границi. Проведене моделюван-

ня гiпотетичного аварiйного викиду 137Cs в Жовтому морi з урахува-

нням припливiв, хвиль та намулiв показало, що для даних умов велику

роль для забруднення дна та розповсюдження розчиненого радiонуклi-

ду вiдiграють процеси адсорбцiї та десорбцiї радiонуклiдiв на завислих

намулах.

13. Лагранжева та ейлерова чисельнi моделi розповсюдження радiонуклiдiв

були застосованi до розрахунку наслiдкiв аварiї на АЕС Фукусiма. Роз-

рахунки та аналiз даних вимiрювань 137Cs показали, що з часом пiсля

аварiї в результатi дiї iнтенсивних течiй вода очищується, та основним

джерелом забруднення стають доннi намули. Тому для довгострокових
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прогнозiв рiвня забруднення важливе моделювання процесiв, що вiдбува-

ються в донних намулах, зокрема бiотурбацiя та дифузiя в поровiй водi.

Дифузiя в поровiй водi та бiотурбацiя призводить до ефективного змен-

шення потоку радiонуклiдiв в воду в процесi очищення дна за рахунок

зменшення концентрацiї радiонуклiдiв на поверхнi дна. Проведенi розра-

хунки показали, що лагранжеве моделювання є найбiльш ефективне на

раннiх етапах розповсюдження забруднень та може бути використане в

системах пiдтримки прийняття рiшень при ядерних та хiмiчних аварiях.
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АНОТАЦIЯ

Бровченко I.О. Чисельнi лагранжевi методи в задачах прибережної гiдро-

динамiки. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних

наук за спецiальнiстю 01.02.05 “Механiка рiдини, газу та плазми”. – Iнститут

Гiдромеханiки НАН України, Київ, 2017.

Розроблено новий алгоритм побудови чисельних схем з незмiщеними мо-

ментами розподiлу для розв’язання рiвняння переносу та дифузiї методом

частинок в неоднорiдному полi течiй та коефiцiєнту дифузiї. Отримано новi

аналiтичнi розв’язки для параметрiв розподiлу частинок для окремих випад-

кiв одновимiрного руху.

Застосовано стохастичнi методи до моделювання ймовiрностi змiну стану

речовини. Розроблений метод оцiнки точностi при моделюваннi таких про-

цесiв методами частинок. Одержано новi аналiтичнi розв’язки для процесiв

розпаду та адсорбцiї-десорбцiї радiонуклiдiв на багатофракцiйних намулах.

Розроблений новий алгоритм моделювання граничних умов у методах ча-

стинок через розрахунок ймовiрностi змiни стану частинки в околi границi

розрахункової областi.

Вдосконаленi гiдродинамiчнi моделi прибережних процесiв, що дозволя-

ють описувати взаємодiю хвиль та течiй, негiдростатичнi гравiтацiйнi та стру-

меневi течiї.
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Розроблена нова лагранжева модель переносу багатофракцiйних намулiв,

включаючи сумiш зв’язних та незв’язних намулiв, мiграцiю намулiв у дон-

них шарах та змiну гранулометричного стану та пористостi в шарах донних

намулiв

Розроблена нова лагранжева модель розповсюдження нафтопродуктiв в

прибережних зонах, що враховує вплив обертання Землi за рахунок утворен-

ня пограничного шару Екмана пiд поверхневою плiвкою нафти, дозволяє мо-

делювати взаємодiю з нафтовими бонами та вплив дисперсантiв на розповсю-

дження нафтового забруднення. Отримано новi автомодельнi розв’язки для

розтiкання одновимiрних та осесиметричних плям у гравiтацiйно-в’язкому та

гравiтацiйно-в’язко-обертальному режимах. Розроблена модель застосована

до моделювання наслiдкiв нафтових аварiй.

Розроблена нова лагранжева модель розповсюдження радiонуклiдiв в при-

бережних зонах, що включає радiоактивний розпад, адсорбцiю-десорбцiю на

багатофракцiйних намулах, мiграцiю радiонуклiдiв у шарах донних намулiв

та у поровiй водi. Модель застосовано до моделювання наслiдкiв аварiї на

АЕС Фукусiма.

Ключовi слова: Чисельнi лагранжевi методи, обчислювальна гiдродина-

мiка.
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Abstract

Brovchenko I.O. Numerical lagrangian methods in the coastal hydrodynamics

problems. – Qualifying scientific manuscript.

Dissertation for a Doctor degree of physical and mathematical sciences by speci-

ality 01.02.05 “Mechanics of fluid, gas and plasma”. – Institute of Hydromechanics,

National Academy of sciences of Ukraine, Kyiv, 2017

A new algorithm for constructing of numerical schemes for unbiased distri-

bution of particles for solving the advection-diffusion transport equation by parti-

cles method in inhomogeneous field of currents and diffusion coefficient. New

analytical solutions for particle distribution parameters for individual cases of

one-dimensional motion were obtained.

Stochastic modeling techniques for the simulating of the probability of changing

states of matter was applied. The method for estimation of accuracy of calculati-

on for particle methods was developed. New analytical solutions for processes

of decay and adsorption-desorption of radionuclides in multifractional sediments

were obtained. A new algorithm for setting up the boundary conditions in particle

method by calculation of the probability of the particle settling was developed.

Hydrodynamic models of the coastal processes were improved to allow to descri-

be the interaction of waves and currents, nonhydrostatic gravity and jet currents.

A new Lagrangian model of multifractional sediment transport, including a

mixture of cohesive and noncohesive sediments, sediment migration in the bottom
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layers and change of grain sizes distribution and porosity in the layers of bottom

sediments was developed.

A new Lagrangian model for oil spreading in coastal areas, that takes into

account the effect of the Earth’s rotation due to the formation Ekman boundary

layer near the surface film of oil to simulate the interaction with oil booms and

impact of using of dispersants on oil pollution was developed. A new self-similar

solutions for one-dimensional and axially symmetric spills in gravity-viscous and

viscous-gravity-rotational regimes were obtained. The model was used for modeli-

ng of the effects of oil accidents.

A new Lagrangian models of transport of radionuclides in coastal areas, includi-

ng radioactive decay, adsorption-desorption on multifractional sediments, migrati-

on of radionuclides in bottom sediment layers and in the pore water was developed.

The model was applied to the simulation of the accident at the Fukushima NPP.

Key words: Lagrangian numerical methods, computational fluid dynamics.



Роздiл 8

ДОДАТКИ

8.1 Алгоритм швидкого сортування частинок

В даному роздiлi описується алгоритм швидкого сортування частинок,

необхiднiсть якого виникає пiд час розрахунку сил взаємодiї частинок. У всiх

задачах, де виникають подiбнi сили (гравiтацiйнi, кулонiвськi, тиск в рiди-

нах), для розрахунку сил взаємодiї на кожному часовому кроцi моделi необ-

хiдно розрахувати вiдстанi мiж частинками. В обчислювальнiй гiдродинамi-

цi широко використовується метод SPH [222, 24] (гiдродинамiка згладжених

частинок), в якому суцiльне середовище моделюється методом взаємодiючих

частинок. При загальнiй кiлькостi частинок N для розрахунку вiдстаней мiж

усiма частинками буде потрiбно N 2 операцiй. У бiльшостi застосувань сили

взаємодiї є короткодiючими i їх можна не враховувати починаючи з деякої

вiдстанi, яку будемо називати ефективним радiусом взаємодiї Rf . Але для

того щоб з’ясувати, чи потрiбно враховувати будь-яку частку, треба спочатку

визначити вiдстань до неї, що, в свою чергу, дає кiлькiсть операцiй близько

N 2 . Виникає задача про сортування частинок по координатам таким чином,

щоб обчислювати вiдстанi лише для деякої пiдмножини Nn загальної кiлько-

стi частинок N . Для цього для двовимiрної задачi, слiдуючи [48], вводиться
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ланцюжкова сiтка - решiтка розмiрнiстю Mx\times My , що покриває розрахункову

область з розмiром комiрки, рiвним Rf . Тодi в силу, що дiє на частинку, що

знаходиться в комiрцi, надаватимуть ненульовий внесок тiльки тi частинки,

якi знаходяться або в цiй же комiрцi, або в дев’яти сусiднiх. Для визначе-

ння, якi саме частинки знаходяться в сусiднiх комiрках, потрiбно провести

попереднє сортування частинок. Попередня адресна сортування проводиться

згiдно з алгоритмом, описаним [48], в такий спосiб. Спочатку потрiбно вве-

сти два допомiжних сортувальних масива: масив заголовкiв H розмiрнiстю

Mx \times My i ланцюжковий масив LL розмiрнiстю N . Перед початком сорту-

вання цi масиви слiд обнулити i для кожної частинки i виконати дiї:

1. Визначити номер комiрки ланцюжкової сiтки q , в якiй знаходиться ча-

стинка.

2. Добавити частинку i в заголовок списку для комiрки q :

LL(i) = H(q), H(q) = i.

Пiсля проведеного сортування номер першої частки, що знаходиться в ко-

мiрцi q , можна визначити як i = H(q) , а всi наступнi частинки можна пе-

ребрати, використовуючи спiввiдношення i = LL(i) доти, поки отриманий

номер частинки не стане рiвним нулю. Таким чином можна визначити всi

частинки, що знаходяться в комiрцi q . Пiсля пересування частинок (на на-

ступному часовому кроцi) необхiдно знову обнулити сортувальнi масиви i по-

вторити процедуру сортування. Якщо припустити, що частинки рiвномiрно

розташовуються по всiй розрахунковiй областi, то повне число перевiрок при-

близно дорiвнює 9N 2/MxMy , що дає значне зменшення числа операцiй при

малих радiусах взаємодiї по вiдношенню до лiнiйних розмiрiв розрахункової

областi. Детальнiше алгоритм сортування викладений в [13].
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8.2 Алгоритм швидкого пошуку частинок в комiрках

Розглянемо тепер задачу, в якiй сили, що дiють на частинки, заданi в вузлах

нерухомою сiтки. У цьому випадку необхiдна iнтерполяцiя даних з вузлiв сi-

тки в точки розташування частинки. Для того щоб застосувати будь-який з

методiв iнтерполяцiї спочатку необхiдно визначити найближчi до частинки

вузли сiтки або комiрку сiтки, в якiй знаходиться частинка. У разi прямоку-

тних рiвномiрних сiток розташування частинки знаходиться в двi операцiї:

i = [(x - xo) /dx] + 1,

j = [(y  - y0) /dy] + 1.

Тут (i, j) – номер комiрки прямокутної сiтки, (x, y) – координати частинки,

(x0, y0) – координати лiвого нижнього кута прямокутної сiтки, (dx, dy) – роз-

дiльна здатнiсть сiтки. Тут i надалi операцiя [] означає взяття цiлої частини

числа.

У разi нерiвномiрних, криволiнiйних або неструктурованих сiток задача

пошуку номеру комiрки стає складнiшою i проблема вибору оптимального

алгоритму пошуку бiльш важливою, так як шуканий алгоритм повинен за-

стосовуватися на кожному часовому кроцi моделi. Розглянемо загальний ви-

падок сiтки, що складається з трикутних елементiв. Так як будь-яку сiтку з

елементiв складної форми можна перетворити в сiтку з трикутних елемен-

тiв методами трiангуляцiї, то викладений нижче алгоритм придатний для

будь-яких випадкiв. Введемо позначення: ie - номер трикутного елемента,

i1, i2, i3 - номери вузлiв, що складають вершини цього трикутного елемента,

(xi, yi) , i = 1, 3 - координати цих вузлiв. Припускаємо, що вузли кожного

трикутного елемента розташованi по порядку проти годинникової стрiлки.

Тодi критерiєм потрапляння частинки в даний елемент можна вважати по-
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зитивний знак векторного добутку:

(xi  - x, yi  - y)\times (xi+1  - x, yi+1  - y) > 0, \forall i = 1, 3. (8.1)

Для того щоб прискорити знаходження необхiдного елемента, введемо но-

ву рiвномiрну прямокутну сiтку з розмiром комiрки, рiвним максимальному

розмiру всiх елементiв сiтки з трикутних елементiв. Позначимо роздiльну

здатнiсть допомiжної прямокутної сiтки (DXS, DY S) i попередньо проведемо

сортування всiх трикутних елементiв по комiрках цiєї сiтки. Для цього мо-

дифiкуємо алгоритм ланцюжкового сортування, що описаний в роздiлi 8.1.

Модифiкацiя алгоритму необхiдна, так як кожен трикутний елемент може

перебувати бiльше нiж в однiй комiрцi ланцюжкової сiтки. Максимально ко-

жен трикутник може перебувати одночасно в чотирьох комiрках ланцюж-

кової сiтки. Визначимо для кожного трикутника максимальнi i мiнiмальнi

координати:

xe\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n} = min (xi) , ye\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n} = min (yi) , i = 1, 3,

xe\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} = max (xi) , ye\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} = max (yi) , i = 1, 3.

Для сортування трикутних елементiв введемо масив заголовкiв H(DXS \ast 

DY S, 4) та ланцюжковий масив LL(Ne, 4) . Для кожного з Ne трикутникiв

проведемо наступнi операцiї:

1. Визначимо номера комiрок qj, j = 1, 4 , в якi можуть попасти частини

трикутного елементу ie :
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q1 = ([xe\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}/DXS] + 1, [ye\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}/DY S] + 1) ,

q2 = ([xe\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}/DXS] + 1, [ye\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}/DY S] + 1) ,

q3 = ([xe\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}/DXS] + 1, [ye\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}/DY S] + 1) ,

q4 = ([xe\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}/DXS] + 1, [ye\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}/DY S] + 1) .

2. Для кожної комiрки qj :

LL (ie, j) = H (qj, j) ,

H (qj, j) = ie.

Слiд зазначити, що описана вище процедура попереднього сортування про-

водиться один раз перед основним часовим циклом i бiльше не повторюється.

Алгоритм пошуку трикутного елемента, в якому знаходиться частинка на ко-

жному часовому кроцi, буде виглядати так:

1. Перевiрити елемент, в якому знаходилася частинка на попередньому

часовому кроцi за критерiєм 8.1.

2. Визначити комiрку ланцюжкової сiтки, в якiй знаходиться частинка:

q = ([x/DXS] + 1, [y/DY S] + 1) .

3. Перебрати всi трикутнi елементи, якi повнiстю, або частково знаходя-

ться в комiрцi q . Для цього потрiбно зробити наступнi дiї в циклi j = 1, 4 :

– визначити номер першого трикутника ie = H (q, j) ;

– повторювати доти, доки ie \not = 0 :

у випадку, якщо задовольняється умова 8.1 для трикутника ie вийти з усiх

циклiв;

ie = LL(ie, j).
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4. Запам’ятати номер трикутника ie для пошуку на наступному часовому

кроцi.

Пiсля знаходження номера трикутного елемента можна використовувати

будь-який з вiдомих методiв iнтерполяцiї, використовуючи значення змiнних

у вузлах складових елемента, а також значення в вузлах навколишнiх еле-

ментiв. Детальнiше алгоритм швидкого пошуку викладений в [13].

8.3 Алгоритм взаємодiї нафтових крапель з берегом та

бонами

Кожна частинка при чисельному розв’язку рiвнянь руху перемiщується

до тих пiр, поки не перетне сегмент берегової лiнiї або нафтового бону i не

виявиться в гiпотетичнiй точцi на землi або за боном. Якщо частинка пере-

тинає берегову лiнiю, то вона вважається приклеєною до берега у точцi, де

вона перетнула берегову лiнiю. Подiбна модель взаємодiї з береговою лiнiєю

була запропонована в [322], однак тут пропонується бiльш простий, на нашу

думку, алгоритм її реалiзацiї.

Нехай берегова лiнiй складається з прямолiнiйних вiдрiзкiв. Розташування

i -го сегменту задається координатами кiнцiв вiдрiзку:

i : (xi, yi) \rightarrow (xi+1, yi+1), i = 1, Nsh (8.2)

де Nsh – кiлькiсть берегових сегментiв. Для того, щоб дiзнатися, чи перетну-

ла частинка берегову лiнiю, необхiдно перевiрити умову перетину кожного

берегового сегменту окремо. Позначимо координати частинки на n -му та

n + 1 -му часовому шарi як (xn, yn) та (xn+1, yn+1) , вiдповiдно. Запишемо

рiвняння прямих, на яких лежить береговий сегмент та вiдрiзок траєкторiї
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частинки: \left\{   A1x+B1y = C1

A2x+B2y = C2

(8.3)

де A1 = yi+1  - yi, B1 = xi  - xi+1, C1 = xiA1 + yiB1 и A2 = yn+1  - yn, B2 =

xn - xn+1, C2 = xnA2+ynB2 . Знайдемо вiдстань вiд кiнцiв вiдрiзку траєкторiї

частинки до прямої, що задає сегмент берегової лiнiї:

d1 =
xnA1 + ynB1  - C1\sqrt{} 

A2
1 +B2

1

, d2 =
xn+1A1 + yn+1B1  - C1\sqrt{} 

A2
1 +B2

1

(8.4)

Очевидно, що вiдрiзок траєкторiї частинки перетинає лiнiю, на якої ле-

жить береговий сегмент, якщо d1 i d2 мають рiзнi знаки, або одне з цих

чисел дорiвнює нулю, тобто якщо

d1d2 \leq 0 (8.5)

Для того, щоб частинка перетнула береговий сегмент необхiдно, щоб разом

iз умовою (8.5) виконувались умови:

(xc  - xi)(xc  - xi+1) \leq 0, (yc  - yi)(yc  - yi+1) \leq 0 (8.6)

де xc, yc – координати точки перетину прямих (8.3), якi обчислюються за

формулами:

xc =
C1B2  - B1C2

A1B2  - B1A2
, yc =

A1C2  - C1A2

A1B2  - B1A2
(8.7)

Слiд зазначити, що при такому пiдходi знаменник в формулах (8.7) нiколи

не обернеться в нуль. Нагадаємо, що звернення знаменника в нуль означає,

що прямi (8.3) або паралельнi, або збiгаються. Паралельними вони бути не
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можуть, iнакше не виконувалася б умова (8.5), яку ми перевiряємо до обчи-

слення координат перетину (8.7). Збiгаються вони теж не можуть, так як це

означало б, що частинка перетнула даний сегмент на попередньому часовому

кроцi, i на поточному часовому кроцi цi обчислення не проводилися б.

Таким чином, частинка, для якої виконалися послiдовно умови (8.5,8.7)

вважається прилипшою до берега в точцi з координатами (xc, yc) . Така ча-

стинка знаходиться в точцi “прилипання” i не бере участi в загальних розра-

хунках до тих пiр, поки вона не буде “змита” назад в воду. Частинка нафти,

що потрапила на берег може залишитися там назавжди, а може бути змита

в воду в залежностi вiд типу берегової лiнiї i зовнiшнiх умов. Якщо перший

крок частинки, яка вiдкрiплюється вiд берега переносить її знову на зем-

лю, то така частинка залишається прилипшою до берега в тiй же точцi до

наступної спроби бути змитою в воду. Якщо ж частинка в результатi першо-

го кроку потрапляє в воду, то вона перемiщується в обчислену точку i далi

починає себе вести як звичайна плаваюча частинка нафти.

В алгоритмi “змивання” використовуємо напiвемпiричну модель [322]. Згi-

дно [322], для визначення часу знаходження частинки на береговiй лiнiї вво-

диться поняття часу напiввиведення (half life) нафти. Позначивши за s(t)

кiлькiсть частинок на якiй-небудь дiлянцi берега i прийнявши деяку поча-

ткову умова s(0) = s0 можемо записати, що

s(t) = s0

\biggl( 
1

2

\biggr) t/\tau ht
(8.8)

де \tau ht називається часом напiвжиття, тобто через час \tau ht половина нафти бу-

де “змита” у воду, а половина залишиться на березi. В роботi [322] наводяться

наступнi характернi значення часу для рiзних типiв берегу.
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каменистый, скалистый берег \tau ht \approx 3600 с (1 час)

песчаный берег \tau ht \approx 86400 с (1 день)

заросшие, болотистые \tau ht \approx 31536000 с (1 год)
Тодi нескладно обрахувати, що пiсля одного часового кроку \Delta t , кiлькiсть

частинок, що має бути “змита” за чей час, буде дорiвнювати:

s(t) - s(t+\Delta t) = s(t)

\Biggl( 
1 - 

\biggl( 
1

2

\biggr) \Delta t/\tau ht
\Biggr) 

(8.9)

Для кожного берегового сегмента в кожен момент часу спочатку пiдрахо-

вується скiльки частинок там знаходиться. Потiм, за формулою (8.9) розра-

ховується скiльки частинок має бути видалено з цього сегмента. Для того,

щоб визначити якi саме частинки повиннi бути обранi для “змивання” iснує

кiлька способiв. Наприклад, частинки можуть змиватися в порядку їх потра-

пляння на цей сегмент, або за порядковим номером частинок, або вибирати

їх випадковим чином. У нашiй моделi для зручностi чисельних розрахункiв

частки були пронумерованi для кожного сегмента окремо i вiдбиралися за

цими порядковими номерами. Так як кiлькiсть частинок, що розраховується

за формулою (8.9) буде нецiлим, то авторами [322] було запропоновано окру-

глювати це число до цiлого, а залишок накопичувати для наступних часових

крокiв. У нашiй моделi ми так само обчислювали цiлу частину вiд кiлькостi

частинок sint i залишок sres . А далi, використовуючи генератор рiвномiрно

розподiлених на (0, 1) випадкових чисел, додавали ще одну частинку з ймо-

вiрнiстю sres . Тобто додаткова частинка може бути вiдiбрана, а можливо нi.

Така ймовiрнiсть тим бiльше, чим бiльше залишок вiд округлення sres . Такий

пiдхiд дає однаковi результати при досить великiй кiлькостi часових крокiв,

i, на нашу думку, дозволяє дещо спростити чисельну реалiзацiю алгоритму.
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[247] Peiró J., Spencer S. Finite difference, finite element and finite volume
methods for partial differential equations.– Handbook of materials modeli-
ng: Springer Netherlands, 2005.– 2415–2446 p.
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[250] Periáñez R. Testing the behaviour of different kinetic models for
uptake/release of radionuclides between water and sediments when
implemented in a marine dispersion model // Journal of Environmental
Radioactivity.– 2004.– 71.– P. 243–259.
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[305] Villa M.,López-Gutiérrez J.M., Suh K.S., Min B.I.,Periáñez R. The behavi-
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