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В работе численно исследуется задача о трансформации внутренних уединенных волн в трехслойной стратификации
над подводной ступенькой. Выделены различные режимы взаимодействия в зависимости от параметра блокировки
B и безразмерной амплитуды волны ad. Выделена область значений B и ad, где в результате взаимодействия первой
моды со ступенькой формируются волны высших бароклинных мод.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: численное моделирование, внутренние волны, трехслойная стратификация

У роботi чисельно дослiджується задача про трансформацiю внутрiшнiх усамiтнених хвиль у тришарової страти-

фiкацiї над пiдводною сходинкою. Видiлено рiзнi режими взаємодiї в залежностi вiд параметра блокування B i
безрозмiрної амплiтуди хвилi α. Видiлена область значень B i ad, де в результатi взаємодiї першої моди зi сходин-
кою формуються хвилi вищих бароклiнних мод.

КЛЮЧОВI СЛОВА: чисельне моделювання, внутрiшнi хвилi, тришарова стратифiкацiя

Problem of internal solitary waves transformation in a three-layer stratification over an underwater step is numerically
studied. Different regimes of interaction, depending on the blocking parameter B and the dimensionless wave amplitude

ad are determined. The ranges of the B and ad are defined, where the interaction of the first mode with a step result in
generation of waves of higher baroclinic modes.
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ВВЕДЕНИЕ

Внутренние волны распространяются на грани-
це раздела слоев разной плотности в стратифици-
рованной жидкости. Наблюдения мирового океана
показывают распространенность внутренних волн
во многих окраинных морях и прибрежных зо-
нах. Внутренние волны больших амплитуд, взаи-
модействующие с шельфом, могут приводить к
турбулентному перемешиванию [1–3] и переносить
питательные вещества из нижних слоев жидко-
сти в верхние. Наиболее полно волновая динами-
ка изучена в случае двухслойной жидкости. Дан-
ная упрощенная модель хорошо описывает стра-
тификацию в большинстве водоемов, для которых
характерно наличие приповерхностного слоя бо-
лее легкой прогретой жидкости и нижнего слоя
более тяжелой холодной воды. Исследование на-
ката внутренних уединенных волн на наклонный
шельф в стратифицированной двухслойной жид-
кости достаточно полно изучено в работах [4–7].
В статье [4] проведено теоретическое исследова-
ние наката длинных внутренних волн в страти-
фицированной двухслойной жидкости на наклон-
ное дно. Показано, что при этом может возникать

более чем одна волна противоположной полярно-
сти при прохождении волной так называемой ”то-
чки переворота‘’ . В работе [5] проведены как тео-
ретическое исследование, так и лабораторные эк-
сперименты по накату волн на наклонный берег.
В лабораторных экспериментах наблюдались сла-
бый сдвиг и сильное обрушение, зависящие от ам-
плитуды набегающей волны. В некоторых случа-
ях генерировалась вторая моды. Обрушение волн
большой амплитуды над наклонным дном изуча-
лось в [6], где было показано, что при взаимодей-
ствии волн понижения на склоне могут возникать
цуги волн-повышения и болусы, распространяю-
щиеся вверх по склону. Во всех этих работах рас-
сматривались склоны с небольшими углами. В [7]
исследование было расширено для более широко-
го диапазона амплитуд и углов склонов. В рабо-
тах [8–10] для изучения процесса трансформации
внутренних волн на шельфе и над подводным пре-
пятствием [11] применялось численное моделиро-
вание. Было показано, что отношение высоты пре-
пятствия к толщине нижнего слоя является па-
раметром, который контролирует количество про-
шедшей и отраженной энергии. В работах [12–
14] проведена классификация режимов взаимодей-
ствия внутренних волн с особенностями топогра-
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фии в зависимости от данного параметра. В этих
же статьях детально изучалось взаимодействие уе-
диненных волн первой моды как повышения, так
и понижения со ступенькой. В работе [14] пока-
зан сложный характер энергетики взаимодействия
волн больших амплитуд со ступенькой на дне с по-
явлением неустойчивости Кельвина-Гельмгольца,
а также обнаружена смена полярности над сту-
пенькой уединенной волны с понижения на по-
вышениe.

На данный момент возрастает количество ра-
бот, посвященных трехслойной среде, в которой
наблюдается существенно более сложная волно-
вая динамика. Такая стратификация встречае-
тся в некоторых природных акваториях, например
Южно-Китайском море [15, 16]. В слоистой стра-
тификациии могут распространятся внутренние
волны высших бароклинных мод. Волны второй
бароклинной моды в стратифицированном океа-
не характеризуются симметричными колебания-
ми в слое раздела и могут представлять собой
как сужения пикноклина ("вогнутые" волны вто-
рой моды), так и расширение пикноклина ("выпу-
клые"волны второй моды). Исследование взаимо-
действия волн второй моды с подводной ступень-
кой также изучалось в работе [17]. Представляе-
мое исследование является продолжением работ
[12–14, 17]]. Как показано в [17], при взаимодей-
ствии второй бароклинной моды внутренней вол-
ны, распространяющейся в трехслойной страти-
фикации, с резко изменяющимся дном генериру-
ется первая мода. В рамках данной работы иссле-
дуются условия, при которых в трехслойной стра-
тификации возможен обратный механизм, когда
первая мода генерирует вторую моду при взаимо-
действии с донным уступом.

Процесс трансформации внутренних уединен-
ных волн над донным уступом в трёхслойной стра-
тифицированной жидкости изучается численно с
помощью негидростатических численных моделей
MITgcm [18] и модели NH-POM [19].

1. ОПИСАНИЕ ЧИСЛЕННОГО
ЭКСПЕРИМЕНТА

Для моделирования динамики внутренних уеди-
ненных волн в трёхслойной стратифицированной
жидкости над донным уступом в настоящей рабо-
те используются гидродинамическая негидроста-
тическая численная модель со свободной поверх-
ностью NH-POM [19] и MITgcm [18]. Модель NH-
POM основана на решении уравнений гидродина-
мики для вязкой несжимаемой жидкости в при-
ближении Буссинеска. Алгоритм представляет со-

бой расщепление трехмерных полей скорости и
давления на гидростатическую и негидростатиче-
скую составляющие. Решение задачи разбивается
на две: первая – определение двумерной баротро-
пной составляющей движения, решается задача
для возвышения уровня и осредненных по глубине
скоростей. Вторая – решение трехмерной задачи
для нахождения скорости и давления из уравне-
ния Пуассона для негидростатической компонен-
ты давления. Для решения уравнения Пуассона
использовался метод сопряженных градиентов.

Численная модель MITgcm [18] – одна из первых
негидростатических моделей. Она широко приме-
няется для моделирования процессов различных
масштабов, от глобальной циркуляции до поверх-
ностных волн. В модели MITgcm жидкость огра-
ничена твёрдой крышкой. Для вычисления зна-
чения переменных на следующем шаге по време-
ни в ней используется проекционный метод [20]
(метод Чорина или метод давления). Пространс-
твенная дискретизация задаётя методом конечных
объёмов. В обеих моделях на твёрдых неподви-
жных нижней и боковых границах задавались
условия непротекания. Расчётная область предпо-
лагалась двухмерной в плоскости x0z (рис. 1).

Рис. 1. Эскиз модельной области

Рассмотрим начальную задачу о трансформа-
ции внутренней уединённой волны в жидкости с
трехслойной стратификацией над донным усту-
пом. Эскиз расчётной области представлен на
рис. 1. Длина численного лотка задавалась равной
L = 14000 м, а глубина H = 50 м со ступенькой
высоты Hobst. Горизонтальный размер ступеньки
– xobst. В рамках данной работы варьировалась
стратификация (положение пикноклинов), высота
ступеньки, а также начальная амплитуда солито-
на ai. Профиль вертикальной плотности задавался
в виде суперпозиции гиперболических тангенсов:

ρ (z) = ρ− ∆ρth

(

z − h1

2∆p

)

−
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Табл. 1. Характеристики вычислительного лотка и волн для серий численных экспериментов

N Hobst(м) |ai|(м) h1(м) B xobst (м) resolutionX×Y×Z

1a 20 1.8−3.5 20 1.9 − 3.7 5000− 7000 3000 × 4 × 300

1 20 1.2−3.3 20 2. − 5.5 5000− 7000 3000 × 4 × 300

2 16.65 1.2−3.3 20 3. − 8.3 8000 3000 × 4 × 300

3 6.65 1.2−3.3 20 6 − 16.6 8000 3000 × 4 × 300

4 5 − 40 5 10 −0.5 − 4.5 4000 3000 × 4 × 300

5 5 − 40 7 10 −0.7 − 6.2 4000 3000 × 4 × 300

−∆ρth

(

z + (h1 + h2)

2∆p

)

, (1)

где ρ = 1020кг/м3 – средняя плотность; ∆ρ =
= 2кг/м3 – скачок плотности на пикноклине; ∆p =
= 0.4 м − характерная толщина пикноклина; h2 =
= 3.35 м – толщина слоя раздела, одинаковая для
всех численных экспериментов. Разность плотно-
стей на данном этапе предполагается одинаковой
для верхнего и нижнего слоёв и соответствует при-
ближению Буссинеска.

Начальное возмущение в численных расчетах
волны задавалось по-разному. Исходная волны в
модели MITgcm задавалось на основе слабо не-
линейной теории в виде солитонного решения
уравнения Гарднера. Для этого решалась задача
Штурма-Лиувилля с нулевыми граничными усло-
виями относительно вертикальной структуры мо-
ды. На основе полученного решения определялись
коэффициенты уравнения Гарднера (c, α, α1, β),
которые использовались для вычисления поля
скорости и смещения пикноклинов. Солитонное
решение уравнения Гарднера имеет вид [21]:

η(x, t) =
A

1 + Bch (γ(x − V t))
, (2)

A = a
(

2 + a
α1

α

)

, (3)

B = 1 +
α1

α
, (4)

γ =

√

αa

6β

(

2 + a
α1

α

)

, (5)

V = βγ2 . (6)

При этом начальное поле горизонтальной ско-
рости задавалось по следующей формуле:

u(x, z) = cη(x)
dΦ(z)

dz
. (7)

Генерация волн первой моды в модели NH-POM
производилась методом коллапса в форме полови-
ны уединенной волны. Данный тип генерации дает
возможность генерировать сильнонелинейные уе-
диненные волны. Было проведено шесть серий эк-
спериментов. Cерии расчетов 1a и 1 проводились
для сравнения результатов расчетов моделями MI-
Tgcm и NH-POM и имеют одинаковую геометрию.
В сериях 1a и 1− 3 параметры расчётной области
имеют одинаковую геометрию и стратификацию
h1 = 20 м, h2 = 3.35 м, h3

−

= 26.65 м и в рамках
каждой серии фиксируется глубина ступеньки: се-
рия 1 – Hobst = 20 м, серия 2 – Hobst = 16.65 м,
серия 3 – Hobst = 6.65 м, и варьируется амплитуда
набегающей волны ai. В сериях 4–5 стратифика-
ция имеет вид h1 = 10 м, h2 =3.35 м, h3

−

=36.65 м,
и в рамках каждой серии фиксируется амплитуда
набегающей волны: для серии 4 ai/h1 = 5, а для
серии 5 ai/h1 = 7, а высота ступеньки Hobst ва-
рьируется от 5 до 40 м. Волны, рассматриваемые
в сериях 1a, 1 − 3, являются слабонелинейными,
0.05 < ad < 0.14, а в сериях 4–5 – сильно нелиней-
ными, 0.5 < ad < 0.7. Значения Hobst, xobst, ai, h1

для разных серий численных экспериментов при-
ведены в таблице 1.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ВОЛН
С ПОДВОДНОЙ СТУПЕНЬКОЙ

Серия экспериментов 1a была проведена с помо-
щью модели MITgcm, а серия 1 – с помощью мо-
дели NH-POM. Численные эксперименты прово-
дились для волн понижения и их можно охаракте-
ризовать двумя параметрами:

1 – параметр блокировки

B = h3+
/|ai|, (8)

равным отношению глубины нижнего слоя над
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Рис. 2. Зависимости амплитуд первой и второй моды,
прошедших на ступеньку как в верхнем, так и в

нижнем пикноклине, от параметра блокировки B для
серий экспериментов 1a и 1

уступом к амплитуде набегающей волны [14];
2 – безразмерной амплитудой волны, характери-

зущей нелинейность

ad = |ai|/h1, (9)

равной отношению амплитуды падающего возму-
щения к глубине верхнего слоя.

На рис. 2 представлены результаты моделирова-
ния: амплитуда волны первой моды, прошедшей
на ступеньку a1t

/ai, амплитуда прошедшей вол-
ны второй моды на ступеньку a2t

/ai как в верх-
нем (ρ1 = 1019кг/м3), так и в нижнем пикноклине
(ρ2 = 1021кг/м3) в зависимости от параметра бло-
кировки B для серий экспериментов 1a и 1. Как
видно из рис. 2, обе модели дают близкие значе-
ния амплитуд волн.

Рассмотрим детально три численных экспе-
римента, отличающиeся характерами взаимодей-
ствия падающей волны со ступенькой. Результаты
моделирования для нескольких численных экспе-
риментов показаны на рис. 3. На графиках пред-
ставлена эволюция изопикн верхней со значением
плотности ρ1 и нижней при ρ2.

Численный эксперимент А. Трансформа-
ция волны с амплитудой ai = −1 м (см. табли-
цу 1, серия 1) представлена на рис. 3, а–г. Па-
раметр блокировки при этом B = 6.6. Как ви-
дно из рис. 3, б, волна, сгенерированная колла-
псом из начального распределения плотности, по-

казанного на рис. 3, а, хорошо описывается анали-
тическим решением уравнения Гарднера (2) (пун-
ктир на рис. 3, б). На рисунке 3, в показано, что за
ступенькой генерируется первая мода и, так как
(h1 > h3+

), волна меняет полярность и генерируе-
тся цуг волн-повышения. Как видно из рисунка,
в процессе трансформации обрушение волны не
происходит и волны высших мод не формирую-
тся при таком типе взаимодействия. Как видно,
от уступа отражается волна первой моды.

Численный эксперимент Б. Эволюция вол-
ны первой моды в жидкости с трехслойной страти-
фикацированной жидкостью над ступенькой для
случая, когда амплитуда падающей волны ai =
7 м (cерия 5), представлена на рис. 3, д–з. Пара-
метр блокировки при этом B = 3.6. Как видно из
рис. 3, е, волна, сгенерированная коллапсом из на-
чального распределения плотности, показанного
на рис. 3, д, хорошо описывается решением уравне-
ния Гарднера (2), представленным на рис. 3, е пун-
ктиром. В данном случае происходит сравнитель-
но сильное взаимодействие со ступенькой, в ре-
зультате которого за ступенькой формируется не-
посредственно прошедшая волна солибор и "выпу-
клая" волнa второй моды. Генерация уединенной
волны второй моды в результате взаимодействия
волны первой моды с особенностями топографии
былa детально изученa и описанa в работах [5,
9]. В работе [22] представлены результаты лабора-
торных экспериментов, обрушающихся на склоне
волн первой моды, для широкого диапазона значе-
ний углов наклона дна и на основе которых были
выделены режимы генерирации второй моды.

Численный эксперимент В. Эволюция вол-
ны первой моды в жидкости с трёхслойной страти-
фикациией над ступенькой для случая, когда ам-
плитуда набегающей волны ai = −2.1 (м) (таблица
1, серия 1), представлена на рис. 3, и-м. Параметр
блокировки при этом принимает значение B = 3.2.
Как видно из рисунка 3,к, волна, сгенерирован-
ная коллапсом из начального распределения плот-
ности, показанного на рис. 3, и, хорошо описыва-
ется решением Гарднера (2). При данном взаи-
модействии уединенной волны-понижения с рез-
ким изменением дна возникают несколько типов
волн. В связи с изменением знака квадратичной
нелинейности уравнения Гарднера прошедшая на
уступ волна первой моды меняет полярность, по-
тому на уступе генерируется цуг волн повыше-
ния. Также в области над уступом формируется
выпуклая волна второй моды. Помимо отражён-
ной от ступеньки волны первой моды, в области
до уступа происходит генерация цуга выпуклых
волн второй моды, а также структура вогнутых
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Рис. 3. Эволюция поля солености:
а–д – эксп. А (cерия 1, ai = −0.8(м) и B = 8.3); д-з – эксп. Б (cерия 4, ai = −7(м) и B = 3.6);

и–м – эксп. В (cерия 1 ai = −2.1(м) и B = 3.2)

волн (рис. 3, м).
Рассмотрим более детально дальнейший про-

цесс формирования в результате такого взаимо-
действия (эксперимент В) волн высших мод.

На рис. 4 показана эволюция изопикн ρ =

1018.5, 1019.5, 1020.5, 1021.5 кг/м3, поле завихрен-
ности, а также профили горизонтальной и вер-
тикальной скорости в обозначенных на рисунке
сечениях. На рис. 4, а изображено формирова-
ние прошедшей волны повышения первой моды
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за ступенькой и отраженной волны первой моды
волны-понижения от ступеньки, а также вторых
бароклинных мод отраженной и прошедшей волн.
Справа на рисунке показаны профили горизон-
тальной и вертикальной скорости волны первой
моды в сечении максимального смещения отра-
женной волны. Вслед за первой модой в отражен-
ной волне формируется вторая мода. Цуг волн
второй моды показан на рис. 4, б. Профили го-
ризонтальной и вертикальной скорости в сечении
волны с максимальной амплитудой показаны на
рис. 4, б справа. Далее, как видно из графика на
рис. 4, в, за второй модой формируются устойчи-
вые структуры, которые распространяются с по-
стоянной скоростью. Трехвихревая структура, ра-
спространяющаяся в толстом слое раздела, устой-
чива и следует за второй модой. Изопикны ρ =
1019 и 1021кг/м3 направлены внутрь слоя. Стру-
ктрура горизонтальных и вертикальных скоростей
в центральном срезе этой структуры дает осно-
вания заключить, что эта волна является вну-
тренней волной третьей бароклинной моды. За
ней следует также устойчивая структура, состо-
ящая из четырех вихрей, и профили скоростей
(горизонтальные и вертикальные) характеризуют
ее как четвертую бароклинную моду. Возникнове-
ние высших бароклинных мод при взаимодействии
внутренних волн с резким изменением топогра-
фии объяснятся сильным перемешиванием проме-
жуточного слоя раздела, в момент прохождения
волны на ступеньку. Размытие промежуточного
слоя объясняет наличие третьей и четвертой мод,
следующих за первой и второй. Наличие высших
бароклинных мод при непрерывной стратифика-
ции при взаимодействии бароклинных приливов с
резкими изменениями топографии было показано
в [25] для случая линейных волн. Для этого экспе-
римента был проведен численный расчет на более
детальной сетке 4000 × 400 в отличие от данных
в таблице 1. В результате расчетов на более де-
тальной сетке волновая картина за ступенькой не
отличается от представленной на рис. 4.

3. СХЕМА ТИПОВ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ
ВОЛН ПЕРВОЙ МОДЫ СО СТУПЕНЬКОЙ
В ТРЕХСЛОЙНОЙ СТРАТИФИКАЦИИ

При взаимодействии внутренних волны с резкими
изменениями дна возможны два следующие сце-
нария: первый – обрушение волны, приводящее к
интенсивному перемешиванию и диссипации; вто-
рой – смена полярности волны-понижения на вол-
ну повышения. Зависимость параметра блокиров-
ки B от параметра ad = |ai|/h1, при которых прои-

сходит обрушение падающей волны над подводной
ступенькой, получена по результатам численных
экспериментов. Анализ результатов моделирова-
ния показал тенденцию уменьшения значения па-
раметра блокировки B, при которой происходит
обрушение при увеличении параметра нелинейно-
сти ad. Данная эмпирическая кривая согласуется с
критериями, полученными с помощью численного
моделирования в работах [9, 23]. При этом сме-
на полярности волны над ступенькой происходит
в случае, когда (h1 > h3+). Тогда условие смены
полярности в переменных B и ad будет иметь вид

B <
1

ad

. (10)

В плоскости (ad, B) можно выделить несколько
типов взаимодействия волн со ступенькой в тре-
хслойной стратификации (рис. 5).

Зона 1. Значения параметра блокировки B и

ad лежат в области, где B <
1

ad

, но выше кривой

обрушения. В этом случае волна понижения меня-
ет полярность и за ступенькой трансформируется
в волну повышения и при этом не обрушается и в
результате взаимодействия не генерируются вол-
ны высших мод. К данному типу взаимодействия
относится эксперимент А.

Зона 2. Значения параметра блокировки B и

ad лежат в области, где B >
1

ad

и выше кривой

обрушения. В данном случае падающая волна не
меняет полярность, а в результате взаимодействия
волны высших мод не генерируются.

Зона 3. Значения параметра блокировки B и

ad лежат в области, где B >
1

ad

и ниже кри-

вой обрушения. Волна обрушается, смены поляр-
ности не происходит. В результате генерируется
волна второй моды, и возможно формирование
волн высших мод. К данному типу взаимодей-
ствия относится эксперимент Б.

Зона 4. Значения параметра блокировки B и ad

лежат в области, где B <
1

ad

и ниже кривой обру-

шения. Падающая волна обрушается, при этом ме-
няя полярность. В результате этого генерируются
волны второй моды и волны высших мод. К дан-
ному типу взаимодействия относится эксперимент
В.

Зона 5. При B < 0, что реализуется, когда изо-
пика ρ2 упирается в ступеньку, при этом происхо-
дит отражение волн, а за ступеньку проходит не-
большая часть энергии волны в виде болусов.
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Рис. 4. Взаимодействие волны первой моды со ступенькой для эксперимента В (cерия 1 ai = −2.1 м и
B = 3.2). Эволюция поля плотности и завихренности, профили горизонтальной и вертикальной скорости для

трех последовательных моментов времени:
а – t = 5 часов, б – t = 7 часов, в – t = 10 часов

Рис. 5. Cхема изменения режимов взаимодействия
внутренних уединенных волн-понижения первой
моды в трехслойной стратификации с подводной

ступенькой в зависимости от параметра
нелинейности ad и параметра блокировки B

ВЫВОДЫ

В работе исследуется взаимодействие внутрен-
них уединенных волн-понижения первой моды в
трёхслойной стратифицированной жидкости с по-
дводной ступенькой. Исследование проводилось с
помощью двух численных моделей MITgcm и NH-
POM. Анализ результатов моделирования пока-
зал, что обе модели дают близкие значения ам-
плитуд волн, а также их количество.

В работе предложена новая схема режимов
взаимодействия внутренних уединенных волн-
понижения первой моды в трёхслойной стратифи-
цированной жидкости с подводной ступенькой в
зависимости от параметров нелинейности ad и бло-
кировки B. Выделена область значений B и ad, где
в результате взаимодействия первой бароклинной
моды со ступенькой формируются волны высших
бароклинных мод. Показано, что при взаимодей-
ствии слабо нелинейных волн (ad < 0.15) со
ступенькой при значениях параметра блокировки
3.5 < B < 6 происходит генерация прошедших и
отраженных волн второй моды, а при 0 < B < 3.5
формируются волны высших мод. В случае сильно
нелинейных волн ad > 0.4 высшие моды формиру-
ются при 0 < B < 2.
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