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В работе приводятся результаты численных расчётов по моделированию взаимодействия линейных поверхностных
волновых пакетов с донным уступом (ступенчатым изменением профиля дна). Рассмотрены возмущения малой
амплитуды с различными длинами волн. Получены зависимости коэффициентов трансформации (коэффициентов
прохождения и отражения) поверхностных волн от отношения глубин до и после ступеньки. Обсуждается при-
менимость гидростатического приближения в задаче моделирования соответствующих процессов. Показано, что
гидростатическая модель адекватно описывает взаимодействие волновых пакетов с подводной ступенькой в случае
достаточно длинных волн. Полученные в этом случае коэффициенты трансформации с высокой точностью опи-
сываются известными аналитическими формулами. Сравнение коэффициентов трансформации волн произвольных
длин, полученные с использованием негидростатической модели, показали хорошее соответствие с существующими
точными и приближенными аналитическими зависимостями коэффициентов трансформации. Расчёты, выполнен-
ные с использованием ранее разработанной авторами программы, находятся в согласии с результатами моделиро-
вания с использованием общедоступного пакета МITgcm.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: численное моделирование, поверхностные волны, волновые пакеты

У роботi наведено результати чисельних експериментiв, що вiдтворюють взаємодiю лiнiйних поверхневих хвильових
пакетiв зi сходинкою на днi. Розглянуто випадки з рiзними довжинами хвиль. У результатi чисельного моделювання
були отриманi залежностi коефiцiєнтiв трансформацiї поверхневих хвиль вiд вiдношення глибин до i пiсля сходин-
ки. Обговорюється застосовнiсть гiдростатичного наближення для моделювання вiдповiдної взаємодiї. Показано,
що моделювання гiдростатичною моделлю адекватно описує взаємодiю хвильових пакетiв iз пiдводною сходинкою
для довгих хвиль. У цьому випадку отриманi коефiцiєнти трансформацiї поверхневих хвиль описуються вiдомими
аналiтичними формулами. Порiвняння коефiцiєнтiв трансформацiї для хвиль довiльних довжин при моделюваннi
негiдростатичною моделлю показали вiдповiднiсть до iснуючих наближених аналiтичних залежностей коефiцiєнтiв
трансформацiї для загального випадку, i так само з результатами моделювання негiдростатичною моделлю МITgcm.

КЛЮЧОВI СЛОВА: чисельне моделювання, поверхневi хвилi, хвильовi пакети

The paper presents results of numerical modelling on interaction of linear surface wavetrains with a bottom step. Small-
amplitude wavetrains with different wavelengths are examined. Dependence of the transformation coefficients (transmission
and reflection coefficients) of surface waves on the ratio of the depths before and after the step is obtained. Applicability
of the hydrostatic approximation to simulation of wave transformation is discussed. It is shown that the hydrostatic model
can be used for the modelling of wavetrains with sufficiently long career waves. Transformation coefficients obtained in this
case are in a good agreement with analytical formulae. The results obtained on the basis of earlier developed numerical
code are in agreement with results obtained by means of freely available package МITgcm.
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ВВЕДЕНИЕ

Важной задачей динамики волн в прибрежной
зоне моря является описание процесса их транс-
формации над резкими изменениями рельефа дна.
При взаимодействии поверхностных возмущений
с резкими вариациями профиля дна происходит
перераспредеделени волновой энергии падающей
волны между прошедшими и отраженными вол-
нами. В зависимости от параметров набегающей

волны прошедший волновой пакет может сохра-
нять значительную часть начальной энергии и та-
ким образом оказывать существенное воздействие
на прибрежные постройки, береговую линию, мор-
ские платформы, суда, трубопроводы и другие ги-
дротехнические сооружени. Многие теоретические
работы были посвящены определению коэффици-
ентов трансформации волн, однако простые фор-
мулы, позволяющие относительно легко и быстро
рассчитать основные характеристики (высоты и
длины) трансформированных волн, были получе-
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ны либо в асимптотическом пределе бесконечно
длинных волн [1], либо на основе полуэмпириче-
ского подхода [2, 3]. Строгий подход, предложен-
ный в работе [4] и развитый впоследствии в ра-
ботах [5 –9], к сожалению, не позволяет выразить
коэффициенты трансформации в обозримом виде;
их можно получить лишь численно, решая инте-
гральное уравнение или бесконечную систему ал-
гебраических уравнений. Для преодоления этого
неудобства в работах [2, 3] предложены аппрокси-
мационные формулы, которые, как было показано,
с хорошей точностью согласуются с результатами
строгой теории. Вместе с тем, до недавнего време-
ни подробного сравнения теоретических результа-
тов с численными расчётами или лабораторными
экспериментами выполнено не было, хотя некото-
рые данные, далеко не полные, представлены в ра-
ботах [6,9] (отметим также многочисленные иссле-
дования по трансформации солитонов на донном
уступе [10 –14]).

Подробное исследование трансформации квази-
монохроматических волновых пакетов на донном
уступе было выполнено в работах [2, 3] путём чи-
сленного моделирования этого процесса с помо-
щью программы MITgcm [15, 16], в которой ре-
ализована возможность расчётов волновых про-
цессов произвольной частоты с учётом негидро-
статических эффектов. Несмотря на то, что при
этом было получено весьма хорошее согласие тео-
ретических и численных результатов, представля-
ется полезным проведение независимых расчётов
с помощью иных численных программ с целью
подтверждения ранее полученных результатов, а
также для верификации самих численных про-
грамм, сравнения их эффективности и возможно-
стей. Этим вопросам посвящена данная работа, в
которой моделирование трансформации поверхно-
стных волновых пакетов осуществлялось на осно-
ве разработанной ранее программы решения урав-
нений гидродинамики вязкой несжимаемой жид-
кости [17, 18].

Разработанная программа основана на гидро-
динамической модели с учётом негидростатиче-
ских эффектов, что позволяет моделировать по-
верхностные волны произвольной длины и часто-
ты (но без учёта капиллярности). Детальное опи-
сание модели и численных алгоритмов представ-
лено в указанных работах [17, 18]. Модель имеет
две опции: гидростатическую H-model (более эко-
номную с точки зрения вычислительных ресурсов)
и негидростатическую NH-model, в которой учи-
тывается вертикальная составляющая движения
жидкости. Для численного моделирования океан-
ских волн гидростатическое приближение приме-

нимо в случае, когда отношение глубины к длине
волны относительно мало (приближение длинных
волн) [16].

Используемая здесь численная модель ранее
успешно применялась для описания различных
волновых процессов. В частности, в работах [14,
19,20] эта модель с учетом стратификации жидко-
сти была применена к описанию трансформации
внутренних уединённых волн на донном уступе.
Теоретические выводы, полученные для внутрен-
них волн в работе [21], были сопоставлены с дан-
ными прямого численного моделирования [19, 20].
В результате было показано, что теория хорошо
описывает трансформацию внутренних уединен-
ных волн как малой, так и умеренной амплиту-
ды. Эта же модель успешно использовалась для
моделирования трансформации длинных поверх-
ностных волн над подводными препятствиями ра-
зличной формы [22], однако для коротких поверх-
ностных волн расчеты не проводились.

Целью данной работы – проведение численных
расчётов по моделированию трансформации по-
верхностных волновых пакетов над донным усту-
пом и сопоставление результатов моделирования с
данными, полученными ранее в работах [2, 3] как
на основе альтернативного численного моделиро-
вания, так и с помощью приближённого теорети-
ческого подхода. Здесь же мы рассматриваем во-
прос о возможности использования гидростатиче-
ского приближения для данного типа задач и гра-
ницах его применимости. Проводится сравнение
результатов моделирования по двум негидроста-
тическим программам, использующим разные чи-
сленные алгоритмы: дополненной негидростатиче-
ским блоком программой POM [17] и программой
MITgcm [15,16]. Численная модель MITgcm [15,16]
– одна из первых негидростатических моделей, ра-
зработанная в Массачусетском Технологическом
Институте. Она широко применяется для модели-
рования процессов различных масштабов: от гло-
бальной циркуляции атмосферы и океана до ко-
ротковолновых возмущений в лабораторных ло-
тках. Обе использованные модели основываются
на полнонелинейных уравнениях гидродинамики
трёхмерной несжимаемой жидкости в приближе-
нии Буссинеска (если учитывается стратификация
жидкости). (Отметим, однако, что в модели MI-
Tgcm для поверхностных волн реализованы толь-
ко линейные граничные условия, что для наших
целей было не существенно, ибо расчёты выпол-
нялись в рамках линейной теории для волн малой
амплитуды, когда нелинейными эффектами мож-
но пренебречь.)
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1. ОПИСАНИЕ ЧИСЛЕННОГО
ЭКСПЕРИМЕНТА

Конфигурация численного эксперимента пока-
зана на рис. 1. Рассматривается численная модель
волнового лотка длиной L и фиксированной глу-
биной h1 = 0.5 м с вертикальным подводным усту-
пом, высота которого варьировалась в численных
расчётах. Край уступа был задан на расстоянии
xst от левого торца лотка. В начальный момент
времени на свободной поверхности задавался ли-
нейный волновой пакет с помощью функции:

η(x, t) = η0(x) cos k0x, (1)

где η0(x) – функция, задающая огибающую вол-
нового пакета,

η0(x) = Ai exp

[−(x − x0)
2

D2

]

. (2)

Рис. 1. Конфигурация численного эксперимента

Начальные горизонтальная и вертикальная ком-
поненты скорости вычислялись также на основе
линейной теории потенциальных движений иде-
альной жидкости [1]:

u(x, z, t) =
gk0η0(x)

ω0

coshk0(z − h1)

ch k0h1

cos k0x, (3)

v(x, z, t) = −gk0η0(x)

ω0

sin hk0(z − h1)

ch k0h1

cos k0x, (4)

где ω0 – частота; k0 – волновое число начального
возмущения; g = 9.806 м/с2 – ускорение свободно-
го падения; Ai – максимальная амплитуда волно-
вого пакета, набегающего на ступеньку вдали от
неё; x0 – координата начального положения цен-
тра волнового пакета; D – характерная ширина
пакета. Волновое число исходного возмущения k0

варьировалось, при этом характерная ширина па-
кета задавалась равной D = 6λ0 (здесь λ0 = 2π/k0

– длина несущей волны).

Амплитуда волнового пакета выбиралась
таким образом, чтобы с течением времени про-
явлением нелинейных эффектов можно было
пренебречь. Это достигалось путём задания Ai =
=min(h1, h2)/500. Моделирование проводилось
для трёх значений безразмерного волнового числа
κ = k0h1 исходного возмущения – κ = 0.1, 1 и
10, и девяти значений отношений глубин
за краем уступа и перед ним: h2/h1 =
0.026, 0.043, 0.07, 0.113, 0.183, 0.298, 0.483, 0.788, 1.
Положение ступеньки xst для каждой серии чис-
ленных экпериментов тоже варьировалось, с тем
чтобы центр начального возмущения находился
достаточно далеко от края уступа.

Молекулярная вязкость жидкости задавалась
равной типичному значению для воды µ = 1.1 ·
10−6м2с−1. В данной серии экспериментов вяз-
кость практически не оказывала влияния на ди-
намику волнового пакета, но для устойчивости чи-
сленной схемы требовалось задать ненулевое зна-
чение µ.

Размеры лотка и параметры волновых пакетов в
приводимой ниже серии численных экспериментов
даны в таблице 1.

2. КОЭФФИЦИЕНТЫ ТРАНСФОРМАЦИИ
ЛИНЕЙНЫХ ПОВЕРХНОСТНЫХ ВОЛН
НАД УСТУПОМ

Определим, следуя Лэмбу [1], коэффициенты
трансформации поверхностной волны в зависимо-
сти от отношения глубин за краем уступа h2 и пе-
ред ним h1: коэффициент прохождения T – отно-
шение амплитуд прошедшей волны к падающей, и
коэффициент отражения R – отношение амплитуд
отраженной волны к падающей:

T =
At

Ai

, R =
Ar

Ai

, (5)

где At и Ar есть максимальные амплитуды про-
шедшего и отраженного волновых пакетов соо-
тветственно. В линейном приближении для этих
величин из условий непрерывности массы и дав-
ления Лэмбом были получены приведенные ниже
выражения для бесконечно длинных волн в канале
с резким изменением глубины [1]:

T =
2ci

ci + ct

=
2

1 +
√

h2/h1

, (6)

|R| =
|ci − ct|
ci + ct

=
1 +

√

h2/h1

1 +
√

h2/h1

. (7)
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Табл. 1. Размеры лотка и параметры волновых пакетов

N κ λ0(м) γ Lmax(м) xst(м)
Сеточное
разрешение

1 10 0.314 1.6 25 11.3 3000 × 500

2 1 3.14 0.16 250 113 3000 × 300

3 0.1 31.4 0.016 2500 1130 3000 × 100

Рис. 2. Трансформация волнового пакета над донным уступом для случая h2/h1 = 0.113 для трех значений
безразмерного волнового числа: a – κ = 10, б–κ = 1, в – κ = 0.1.

График справа приведен для начального момента времени, а слева – для времени t = 30 c (a), t = 65 c (б) и
t = 420 с (в). Донный уступ показан схематически

В этих формулах ci =
√

gh1, ct =
√

gh2 есть
скорости распространения длинных волн (γ ≡
h1,2/λ � 1) в областях с глубинами h1 и h2,
соответственно. В работах [2, 3] были предложе-
ны приближенные зависимости для коэффициен-
тов трансформации T и R для общего случая
волн произвольной длины. При этом для вычис-
ления волнового числа прошедшей волны исполь-
зовались дисперсионное уравнение поверхностных
волн и условие постоянства частоты в стационар-
ной среде, параметры которой не зависят от вре-
мени:

ω =
√

gk0 th k0h1 =
√

gkt th kth2, (8)

где k0 и kt – волновые числа падающей и прошед-
шей волн.

В указанных работах [2, 3] было предложено
вместо линейных скоростей ci, ct в формуле (6)
для T использовать групповые скорости волн, а в
формуле (7) для R – фазовые скорости. В резуль-
тате для коэффициентов трансформации были по-
лучены следующие аппроксимационные формулы:

T =
2(Vg)i

(Vg)i + (Vg)t

, |R| =
|(Vp)i − (Vp)t|
(Vp)i + (Vp)t

, (9)

где

Vg =
ω

2k

(

1 + kh
sech2kh

th kh

)

, Vp =

√

g

k
th kh.

(10)
Таким образом, выражения для груповой и фа-

зовой скоростей вместе с уравнением (8), свя-
зывaющим волновые числа прошедшей и падаю-
щей волн, позволяют определить коэффициенты
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трансформации. При этом очевидно, что длина
отраженной волны совпадает с длиной падающей
волны, так как оба пакета распространяются в сре-
де с одинаковыми параметрами, имея равные вре-
менные частоты.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО
МОДЕЛИРОВАНИЯ

В данной работе моделирование трансформации
волн осуществлялось на основе негидростатиче-
ской модели NH-model (POM). На рис. 2 представ-
лены результаты трансформации волнового па-
кета для трех значений безразмерного волнового
числа падающей волны κ = 10, κ = 1, κ = 0.1.
Амплитуда исходного волнового пакета для всех
случаев задавалась одинаковой Ai = 1.13 · 10−4 м,
а длина волны варьировалась и составляла λ0 =
0.314, 3.14 и 31.4 м. Глубина над ступенькой в этих
расчётах составляла h2 = 0.0564 м. На рис. 2 слева
схематично (не в масштабе) показано возмущение
свободной поверхности в начальный момент вре-
мени, а справа – в моменты времени, соответсв-
тующие полному прохождению пакета за уступ:
t = 30 c в случае λ0 = 0.314 м (κ = 10); t = 65 c
в случае λ0 = 3.14 м (κ = 1); и t = 420 с в случае
λ0 = 31.4 м (κ = 0.1).

Как видно уже из этого рисунка, характеристи-
ки прошедшей и отраженной волн (амплитуда и
длина волны) существенно зависят от безразмер-
ного волнового числа падающей волны. При доста-
точно малых значениях безразмерного волнового
числа, когда справедливо приближение длинных
волн, амплитуда волны, прошедшей за ступеньку,
растет, а длина, наоборот, уменьшается. Как было
показано путём численного моделирования в рабо-
тах [2, 3], даже при не слишком малых значениях
κ = 0.1 коэффиценты прохождения T и отражения
R довольно хорошо описываются аналитическими
зависимостям Лэмба (6) и (7).

На рис. 3 представлены зависимости коэффици-
ентов трансформации поверхностных волн в зави-
симости от отношения глубин за уступом и перед
ним h2/h1, полученные на основе проведенного на-
ми независимого численного моделирования с по-
мощью модели POM [17]. При этом моделирование
осуществлялось с использованием негидростати-
ческой (NH-model) и гидростатической (H-model)
версий модели POM. Полученные данные сравни-
ваются с данными, полученными в работах [2, 3]
с помощью модели MITgcm, и с приближёнными
аналитическими формулами (9), (10). Во всех слу-
чаях при h2 = h1 (при отсутствие уступа) отраже-

ние, естественно, не наблюдалось (R = 0), а вол-
на проходила из области с глубиной h1 в область
с глубиной h2 без изменений (T = 1). Когда же
h2/h1 → 0, то набегающая волна почти полностью
отражается и R → 1, T → 2. В этом случае, фор-
мально говоря, образуется заплеск удвоенной ам-
плитуды с нулевой длиной волны.

На рис. 3, а показано сравнение результатов
моделирования с использованием негидростатиче-
ской модели NH-model (POM) [17] с результата-
ми моделирования с помощью негидростатической
модели MITgcm [15, 16]. Видно, что результаты,
полученные с использованием разных алгоритмов,
хорошо согласуются друг с другом.

На рис. 3, б показаны результаты моделиро-
вания в рамках негидростатической модели NH-
model (POM) в сравнении с приближенными ана-
литическими зависимостями (9), (10). Анализ по-
казал хорошее соответствие результатов численно-
го моделирования с приближенными зависимостя-
ми коэффициентов трансформации (9), (10) прак-
тически для всех длин волн исходного возмуще-
ния. Заметные расхождения наблюдаются лишь
для коэффициента отражения при малых длинах
волн κ = 10 и малых перепадах глубин h2/h1 <
0.05.

На рис. 3, в показаны результаты моделирова-
ния с использованием упрощенной гидростатиче-
ской модели H-model (POM). Результаты приве-
дены для относительно длинных волн с κ = 0.1
и для волн умеренной длины с κ = 1; при этом
определённый выше параметр негидростатично-
сти γ = 0.016 и γ = 0.16 соответственно. Приме-
нение гидростатической модели для моделирова-
ния трансформации коротких поверхностных волн
с κ = 10 приводит к существенному искаже-
нию формы прошедшего волнового пакета, поэто-
му при таких длинах волн использование гидро-
статической модели нецелесообразно. Как видно
из рис. 3, в, коэффициенты трансформации, по-
лученные с использованием гидростатической мо-
дели, хорошо согласуются с аналитическими зави-
симостями (9), (10) при κ = 0.1. Однако даже при
κ = 1 разница в коэффициентах трансформации,
полученных с помощью гидростатической и неги-
дростатической моделей, составила не более 5%.

ВЫВОДЫ

В работе проведено численное моделирование
взаимодействия волновых пакетов поверхностных
волн малой амплитуды с донным уступом. Дон-
ный уступ представляет собой широко распростра-
нённую модель морского шельфа с резким измене-
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Рис. 3. Сравнение коэффициентов трансформации (слева – коэффициент прохождения, справа –
коэффициент отражения) в зависимости от отношения глубин:

a – полученных в результате численного моделирования с помощью моделей NH-model (POM) и MITgcm; б –
полученных в результате численного моделирования NH-model (POM) и приближенных аналитических

зависимостей (9) и (10); в – полученных в результате численного моделирования на основе гидростатического
режима H-model (POM) и аналитических зависимостей (9) и (10)

ниeм глубины в прибрежной зоне [23]. Рассмотре-
ны случаи трансформации волн различной длины.
Показано, что коэффициенты трансформации (ко-
эффициент прохождения T и коэффициент отра-
жения R) зависят как от длины несущей волны,
так и от перепада глубин на уступе h2/h1. Пред-
ставлены численно полученные зависимости этих
коэффициентов от перепада глубин для трёх зна-
чений безразмерного волнового числа падающeй
волны κ ≡ k0h1 = 0.1, 1, 10. Показано, что для
расчёта коэффициентов трансформации длинных
волн и волн умеренной длины вполть до κ = 1
можно пользоваться упрощенной численной моде-
лью, основанной на гидростатическом приближе-

нии. Результаты моделирования в этом случае хо-
рошо согласуются с известными аналитическими
зависимостями [1–3] и результатами строгой тео-
рии ( [4 – 9]).

Негидростатическая модель [17] использовалась
для моделирования трансформации как длинных,
так и коротких волн. Полученные на её основе ре-
зультаты хорошо согласуются с результатами ра-
счётов по другой негидростатической модели MI-
Tgcm и с приближёнными формулами [2, 3]. Хоро-
шее соответствие результатов, полученных в рам-
ках двух независимых численных моделей, а так-
же их соответствие теоретическим выводам явля-
ется, с одной стороны, подтверждением достовер-
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ности результатов моделирования, а с другой сто-
роны - придаёт уверенности в пригодности исполь-
зованных программ для расчёта подобного рода
задач.

Данная работа выполнена в рамках проектной
части государственного задания в сфере научной
деятельности (Задание № 5.30.2014/K).
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