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Исследуется динамическая неустойчивость параболических оболочек в сверхзвуковом газовом потоке. Такие
оболочки описывают обтекатели ракет-носителей. Для получения уравнений движения конструкции применяется
метод заданных форм. Сверхзвуковое течение газа описывается поршневой теорией. Исследуются области дина-
мической неустойчивости конструкции и формы динамической потери устойчивости параболических оболочек при
возникновении автоколебаний.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: обтекатели ракет-носителей, сверхзвуковой газовый поток, динамическая потеря устойчи-
вости

Дослiджується динамiчна нестiйкiсть параболiчних оболонок .у надзвуковому газовому потоцi. Такi оболонки
описують обтiчники ракетоносiїв. Для отримання рiвнянь руху конструкцiї застосовується метод заданих форм.

Надзвукова течiя газу описується поршневою теорiєю. Дослiджуються областi динамiчної нестiйкостi конструкцiї i
форми динамiчної втрати стiйкостi параболiчних оболонок при появi автоколивань.

КЛЮЧОВI СЛОВА: oбтiчники ракетоносiїв, надзвуковий газовий потiк, динамiчна втрата стiйкостi

Dynamic instability of parabolic covers in a supersonic gas stream is investigated. Such designs describe a rockets

deflectors. The method of the set forms is applied to receiving the equations of movement of a design. The supersonic
current of gas is described by the piston theory. Areas of dynamic instability of a design and form of dynamic loss of
stability of parabolic covers are investigated at emergence of self-oscillations.

KEY WORDS: rockets deflectors, supersonic gas stream, dynamic loss of stability

ВВЕДЕНИЕ

Параболические оболочки широко использую-
тся в ракето- и самолетостроении. В процессе эк-
сплуатации они находятся в газовом потоке. Вза-
имодействие тонкостенной конструкции с газовым
потоком может привести к возникновению автоко-
лебаний с большими амплитудами, которые при-
водят к поломкам. Эти автоколебания возникают
при потере динамической устойчивости состояния
равновесия оболочкой. Именно такая потеря дина-
мической устойчивости параболической оболочкой
является предметом настоящей статьи.

Несмотря на широкое применение в технике
элементов конструкций, имеющих форму парабо-
лических оболочек, исследованиям их колебаний
уделялось мало внимания. В работе [1] приведен
обзор ранее опубликованных работ по теории па-
раболических оболочек. Свободные колебания па-
раболических оболочек вращения рассмотрены в
работе [2]. Для анализа колебаний таких оболо-

чек используется сдвиговая теория первого поряд-
ка. Динамика вращающихся параболических обо-
лочек рассматривается в статье [3], где подробно
исследуются области динамической неустойчиво-
сти. В работе [4] на основании сдвиговой теории
изучается динамика оболочек вращения, в [5] –
колебания параболических оболочек. Для анализа
параболических оболочек в статье [6] применяется
четырехузловой конечный элемент, учитывающий
сдвиг.

Рассмотрим результаты анализа аэроупругих
колебаний цилиндрических оболочек и пластин в
сверхзвуковом газовом потоке. Динамика цилин-
дрических оболочек в сверхзвуковом газовом по-
токе обсуждается в монографии [7]. В статье [8]
анализируется флаттер панели с учетом ее геоме-
трически нелинейного деформирования. Для ис-
следования динамики оболочки применяется ме-
тод продолжения решения по параметру. Хаоти-
ческая динамика панели в сверхзвуковом газовом
потоке рассматривается в [9]. Для моделирования
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колебаний применяются уравнения фон Кармана.
В статье [10] исследуется флаттер балки в газо-
вом потоке. Движение изгибных волн в продоль-
ном направлении в бесконечно длинной периоди-
чески подкрепленной цилиндрической панели под
действием сверхзвукового газового потока иссле-
дуется в [11]. Анализ колебаний и устойчивости
многосекционных панелей с периодической про-
странственной структурой приведен в [12]. Флат-
тер оребренных пластинок изучается в статье [13].
Предполагается, что пластинка находится в нео-
днородном тепловом поле. Динамика упругой па-
нели под действием сверхзвукового газового пото-
ка и продольной статической нагрузки исследуе-
тся в [14]. Анализу подвергаются периодические и
хаотические аттракторы системы.

Теперь рассмотрим результаты анализа аэроу-
пругих колебаний оболочек вращения. Примене-
ние поршневой теории к анализу аэроупругих ко-
лебаний оболочек вращения рассмотрено в рабо-
тах [15]. В работах [16–18] проанализированы аэро-
упругие колебания конических оболочек с исполь-
зованием поршневой теории. Обзор результатов,
посвященных конечноэлементным исследованиям
аэроупругих колебаний конструкций, представлен
в [19].

Как следует из представленного выше обзо-
ра литературы, динамика параболических оболо-
чек практически не изучалась. Учитывая широ-
кое применение таких конструкций в ракетострое-
нии и авиации, а также имея экспериментальное
подтверждение автоколебаний элементов ракет-
носителей в сверхзвуковом газовом потоке, счита-
ем целесообразным теоретические исследования в
данном направлении.

В данной статье для получения уравнений дви-
жения параболической оболочки применяется ме-
тод заданных форм, который использует потен-
циальную и кинетическую энергию конструкции.
Получена система обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, описывающая колебания парабо-
лоида в сверхзвуковом газовом потоке. Предложен
подход для определения формы оболочки при во-
зникновении автоколебаний. Численно исследуе-
тся динамическая неустойчивость параболоидов.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
КОНСТРУКЦИИ

Обтекатели современных ракетоносителей ча-
сто представляют собой тонкие параболические
оболочки, которые защищают полезный груз при
выведении его на орбиту. Экспериментальный ана-

лиз обтекателей ракетоносителей показал, что в
сверхзвуковом газовом потоке наблюдаются их ин-
тенсивные автоколебания. Это приводит к колеба-
ниям выводимых на орбиту спутников и, как след-
ствие, к их поломкам уже на этапе вывода спу-
тника на орбиту. Подчеркнем, что большую часть
полета ракета движется со сверхзвуковой скоро-
стью. Поэтому поставлена задача моделирования
и исследования аэроупругих колебаний обтекате-
лей в сверхзвуковых газовых потоках.

Рассматриваемая параболическая оболочка яв-
ляется тонкой, поэтому сдвиги и инерция вра-
щения не учитываются. Для описания деформи-
рования параболоида воспользуемся гипотезами
Киргофа-Лява. Напряжения и деформации пред-
полагаются малыми; они удовлетворяют закону
Гука. Деформируемое состояние срединной по-
верхности параболоида описываем проекциями пе-
ремещений на направления касательных к коор-
динатным линиям u(θ, ϕ, t), ν(θ, ϕ, t), w(θ, ϕ, t), где
координаты θ и ϕ определяются по формулам [20]:

Rθ =
R0

(

1 + χ sin2 θ
)3/2

, Rϕ =
R0

(

1 + χ sin2 θ
)1/2

, (1)

где R0 – радиус кривизны в особой точке оболочки
θ = 0. Параметр χ указывает на форму оболочки
вращения; для параболических оболочек χ = −1.

Рис. 1. Эскиз параболоида

Для построения уравнений движения параболи-
ческой оболочки в сверхзвуковом газовом потоке
воспользуемся методом заданных форм [21], кото-
рый использует уравнения Лагранжа. Кинетиче-
скую энергию оболочки T представим следующим
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образом:

T =
ρ

2

h

2
∫

−
h

2

2π
∫

0

θ2
∫

θ1

[(

∂u

∂t

)2

+

(

∂ν

∂t

)2

+

(2)

+

(

∂w

∂t

)2]

RθRϕ sin θdθdϕdz,

где h – толщина оболочки; ρ – плотность матери-
ала оболочки.

Далее запишем это выражение в следующем ви-
де:

T =
ρhR2

0

2

2π
∫

0

θ2
∫

θ1

[(

∂u

∂t

)2

+

(

∂ν

∂t

)2

+

(3)

+

(

∂w

∂t

)2]
sin θ

cos4 θ
dθdϕ.

Подчеркнем, что в соотношении (3) интегриро-
вание ведется по площади срединной поверхно-
сти оболочки. Потенциальную энергию упругой
деформации оболочки представим в виде [21]:

Π =
1

2

h

2
∫

−
h

2

2π
∫

0

θ2
∫

θ1

(σ11ε11 + σ22ε22 + σ12ε12)×

(4)

×
(

1 +
z

Rθ

) (

1 +
z

Rϕ

)

RθRϕ sin θdθdϕdz,

где σ11, σ12, σ22 – компоненты тензора напряже-
ний; ε11, ε12, ε22, – компоненты тензора деформа-
ций. Компоненты тензоров напряжений и дефор-
маций удовлетворяют закону Гука. Компоненты
тензора деформаций связаны с перемещениями
оболочки [20]:

ε11 = E1 + zK1,

ε22 = E2 + zK2, (5)

ε12 = Ω1 + 2zΩ2,

где

E1 =
1

R0

(

∂u

∂θ
+ w

)

cos3 θ;

K1 =
1

R2
0

[(

∂u

∂θ
+
∂2w

∂θ2

)

cos6 θ−
(

∂w

∂θ
+ 3u

)

cos5 θ×

× sin θ

]

;

E2 =
1

R0

(

∂ν

∂ϕ
+ u · cos θ + w · sin θ

)

ctg θ;

K2 =
1

R2
0

[

∂ν

∂ϕ
ctg θ cos θ − ∂2w

∂ϕ2
ctg 2θ+

(6)

+

(

∂w

∂θ
− u

)

ctg θ cos4 θ

]

;

Ω1 =
1

R0

[

∂ν

∂θ
cos3 θ − ν · cos2 θ sin θ+

+w · cos4 θ

sin θ
+
∂u

∂ϕ
ctg θ

]

,

Ω2 =
1

R2
0

[

∂w

∂ϕ

cos3 θ

sin θ
− cos4 θ

sin θ

(

∂2w

∂θ∂ϕ
− ∂u

∂ϕ
−

−∂ν
∂θ

+ ν

)

cos4 θ

sin θ

]

.

Окончательно потенциальную энергию оболоч-
ки (4) представим в следующем виде:

Π =
Eh

2(1 − ν2)

2π
∫

0

θ2
∫

θ1

[

(E1 + E2)
2 − 2(1 − ν)×

×(E1E2 −
1

4
Ω2

1)

]

R2
0

sin θ

cos4 θ
dθdϕ+

Eh3

24(1 − ν2)
×

×
2π
∫

0

θ2
∫

θ1

[

{

(K1 +K2)
2 − 2(1− ν)(K1K2 − Ω2

2)
}

×

(7)

×R2
0

sin θ

cos4 θ
+2{(E1K1 +E2K2)+ ν(E1K2 +E2K1)+

+(1 − ν)Ω2
1Ω

2
2}R0

sin θ(1 + cos2 θ)

cos3 θ

]

dθdϕ,

где E, ν – модуль Юнга и коэффициент Пуассона
соответственно.

Вершина оболочки является особой точкой, так
как в знаменателе соотношений (6) есть sin θ. То-
гда при условии θ → 0 вся дробь стремится к
бесконечности. Поэтому в модели конструкции в
области этой точки вырежем отверстие диаме-
тром меньше, чем толщина оболочки. Наличие
этого отверстия практически не влияет на дина-
мику конструкции [9]. Принимаем, что на стороне
этого маленького выреза (на координатной линии
θ = θ1) будут выполняться граничные условия сво-
бодного опирания, а в основании параболоида на
координатной линии θ = θ2 оболочка закреплена:

u
∣

∣

θ=θ2

= ν
∣

∣

θ=θ2

= w
∣

∣

θ=θ2

=
∂w

∂θ

∣

∣

θ=θ2

= 0.
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Так как для исследования колебаний применя-
ется метод заданных форм [21], то на свободной
стороне оболочки можно не удовлетворять ника-
ким граничным условиям.

Виртуальную работу аэродинамического давле-
ния δA, действующего на параболическую оболоч-
ку, представим так:

δA = R2
0

2π
∫

0

θ2
∫

θ1

pδw
sin θ

cos4 θ
dθdϕ, (8)

где p – давление сверхзвукового потока на кон-
струкцию; δw – виртуальное перемещение оболоч-
ки.

Для описания давления в сверхзвуковом потоке
газа применяется улучшенная поршневая теория
[22]:

p = −ξ1
(

∂w

∂θ
+ ξ2

∂w

∂t
− ξ3w

)

, (9)

где

ξ1 =
ρfV

2
f

β
; ξ2 =

М2 − 2

Vfβ2
; ξ3 =

1

2rβ
,

β =
√

М2 − 1; r = R0tg (θ); Vf – скорость пото-
ка газа; M – число Маха; r – переменный радиус
сечения оболочки. Слагаемое ξ3w в соотношении
(9) называют поправкой Крумхара. Подчеркнем,
что поправка Крумхара зависит от координаты θ

оболочки. Выражение для виртуальной работы (8)
примет вид:

√
М2 − 1

VfR0ρf
δA = −

2π
∫

0

θ2
∫

θ1

[(

R0Vf
∂w

∂θ
+
R0(М

2 − 2)

М2 − 1
×

×∂w
∂t

)

sin θ

cos4 θ
− Vf

2
√

М2 − 1

w

cos3 θ

]

dθdϕ. (10)

Функции u(θ, ϕ, t), ν(θ, ϕ, t), w(θ, ϕ, t) разложим в
ряд по формам собственных колебаний:

u(θ, ϕ, t) =

Nu
∑

n=1

q(u)
n (t)Un(θ, ϕ);

ν(θ, ϕ, t) =

Nν
∑

n=1

q(ν)
n (t)Vn(θ, ϕ); (11)

w(θ, ϕ, t) =

Nw
∑

n=1

q(w)
n (t)Wn(θ, ϕ),

где q(u) = [q
(u)
1 , ..., q

(u)
Nu

]; qν = [q
(ν)
1 , ..., q

(ν)
Nu

];

q(w) = [q
(w)
1 , ..., q

(w)
Nu

] – вектора обобщенных коорди-
нат; Un(θ, ϕ), Vn(θ, ϕ),Wn(θ, ϕ) – собственные фор-
мы свободных линейных колебаний. Для расчета

собственных форм свободных линейных колеба-
ний применялся метод Рэлея-Ритца. Собственные
формы свободных колебаний параболической обо-
лочки представим в следующем виде:

Un(θ, ϕ) =

N1
∑

i=1

N2
∑

j=1

A
(n)
ij ψ

(u)
i (θ) cos jϕ,

Vn(θ, ϕ) =

N1
∑

i=1

N2
∑

j=1

B
(n)
ij ψ

(u)
i (θ) sin jϕ,

Wn(θ, ϕ) =

N1
∑

i=1

N2
∑

j=1

C
(n)
ij ψ

(w)
i (θ) cos jϕ, (12)

где A
(n)
ij , B

(n)
ij , C

(n)
ij – подлежащие определению ко-

эффициенты. Они находятся из проблемы соб-
ственных значений, которая выводится из мето-

да Рэлея-Ритца. Функции ψ
(u)
i (θ), ψ

(ν)
i (θ) являю-

тся собственными модами продольных колебаний

консольного стержня, а функции ψ
(w)
i (θ) описыва-

ют собственные моды его поперечных колебаний.
Для упрощения дальнейшего изложения, все

обобщенные координаты сгруппируем в один ве-
ктор q = [q(u), q(ν), q(w)] = [q1, ..., qNG

], где NG =
Nu + Nν + Nw . Теперь составим выражения для
обобщенных сил Qn, где n = 1, ..., NG. Обобщен-
ные силы Q(u), Q(ν), соответствующие обобщен-
ным координатам q(u), q(ν), равны нулю. Тогда эле-
менты вектора обобщенных сил Q(w) представим
так:

√
М2 − 1

R0V
2
f ρf

Q(w)
n = −

2π
∫

0

θ2
∫

θ1

((

R0
∂w

∂θ
+

+
R0(М

2 − 2)

Vf

√

(М2 − 1)

∂w

∂t

)

sin θ

cos4 θ
− w

2 cos3 θ

)

Wn(θ, ϕ)dθdϕ,

(13)
где n = 1, ..., Nw. Разложения (11) введем в (13).
Тогда вектор обобщенных сил Q(w) запишем в сле-
дующем векторном виде:

Q(w) = K(w)q(w) +C(w)q̇(w), (14)

где C(w) – матрица аэродинамического демпфиро-
вания; K(w) – матрица аэродинамической жестко-
сти.

Теперь разложения (11) введем в выражение
для кинетической и потенциальной энергии (3),
(9) и проинтегрируем. Тогда кинетическая энергия
будет иметь вид квадратичной формы обобщен-
ных скоростей, а потенциальная энергия – квадра-
тичной формы относительно обобщенных коорди-
нат. Эти квадратичные формы, в общем случае,
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можно представить так: Π = Π(q1, ..., qNG
), T =

T (q̇1, ..., q̇NG
). Тогда уравнения Лагранжа, опи-

сывающие движение оболочки, примут следую-
щий матричный вид:

[M ]





q̈(u)

q̈(ν)

q̈(w)



 +





K11 K12 K13

K21 K22 K23

K31 K32 K33









q(u)

q(ν)

q(w)



 +

(15)

+





0
0

K(w)q(w) + C(w)q̇(w)



 = 0,

где M = diag(m1, ..., mNG
). Из теории оболочек

известно [21], что собственные частоты, в формах
которых преобладают продольные и крутильные
колебания, значительно выше собственных частот,
в формах которых преобладают изгибные коле-
бания. Поэтому в уравнении (15) примем q̈(u) =
q̈(ν) = 0. Тогда из первых двух уравнений системы
(15) получим следующие матричные соотношения:

q(u) = [Ku,w]q(w); q(ν) = [Kν,w]q(w). (16)

Соотношения (16) введем в (15) и получим урав-
нения, описывающие линейные колебания оболоч-
ки относительно обобщенных координат попереч-
ных перемещений:

[M1]q̈
(w) + [K∗]q

(w) +C(w)q̇(w) = 0, (17)

где

[K∗] = [K31][Ku,w] + [K32][Kν,w] + [K33][K
(w)].

Диагональная матрица [M1] получена из диа-
гональной матрицы [M ]. Итак, выведена систе-
ма дифференциальных уравнений (17), описываю-
щая динамическую устойчивость пологой оболоч-
ки в газовом течении.

2. ФОРМА ПОТЕРИ ДИНАМИЧЕСКОЙ
УСТОЙЧИВОСТИ ОБОЛОЧКИ

Вследствие взаимодействия сверхзвукового га-
зового потока с параболической оболочкой наблю-
дается обмен энергией между конструкцией и га-
зовым потоком. В результате этого энергообме-
на имеет место динамическая неустойчивость кон-
струкции. Возникновение динамической неустой-
чивости соответствует потере устойчивости триви-
ального состояния равновесия динамической сис-
темы (17). При потере устойчивости наблюдается
бифуркация Хопфа. Подчеркнем, что, используя
модель (17), можно исследовать форму оболочки,

которая наблюдается при зарождении автоколеба-
ний. Подход к расчету этой формы будет пред-
ставлен в этом разделе. Динамическую систему
(18) перепишем относительно фазовых координат

y = (q
(w)
1 , ..., q

(w)
Nw
, q̇

(w)
1 , ..., q̇

(w)
Nw

в векторном виде:

ẏ = Gy. (18)

Решение системы (18) представим в следующем
виде: y = Ai exp(λit). Параметры λi называю-
тся характеристическими показателями (21). Они
определяются из проблемы собственных значений.
Динамическая устойчивость тривиального состоя-
ния равновесия находится по величинам λi.

Рассмотрим случай, когда все характеристиче-
ские показатели комплексно-сопряженные:

λ2j−1 = αj +iΩj ; λ2j = αj−iΩj ; j = 1, ..., Nw, (19)

где i – мнимая единица. Собственные вектора,
отвечающие этим собственным значениям, пред-
ставим так:

A2j−1 = γj + iδj ;A2j = γj − iδj ; j = 1, ..., Nw. (20)

В области устойчивости тривиального состоя-
ния равновесия выполняется следующее неравен-
ство: α < 0; j = 1, ..Nw. В точке потери устойчи-
вости (бифуркация Хопфа) α1 > 0. Рассмотрим
решение динамической системы (17) при бифур-
кации Хопфа. Его представим в следующем виде:

y =

Nw
∑

j=1

[

Cj(γj + iδj) exp[(αj + iΩj)t]+

(21)

+Dj(γj − iδj) exp[(αj − iΩj)t]

]

,

где Cj, Dj – константы интегрирования. Так как
все действительные части собственных значений,
кроме одного, отрицательные, то с течением вре-
мени составляющие решения (21) с отрицатель-
ными действительными частями собственных зна-
чений стремятся к нулю и в решении (21) остается
только часть, которая имеет нулевую действитель-
ную часть характеристического показателя. Такое
решение имеет вид:

y = (C∗γ1 +D∗δ1) cos(Ω1t)+(D∗γ1 −C∗δ1) sin(Ω1t),
(22)

где C∗, D∗ – константы интегрирования, опре-
деляемые из начальных условий. В дальнейшем
рассмотрим частный вид движений, который ха-
рактеризуется следующими значениями констант
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интегрирования: C∗ = D∗ = 1. Элементы ве-

кторов γ1 и δ1 будут: γ1 = (γ
(1)
1 , ..., γ

(2Nw)
1 );

δ1 = (δ
(1)
1 , ..., δ

(2Nw)
1 ). Тогда обобщенные коорди-

наты системы [17] принимают вид:

q
(w)
j =

√

2(γ
(j)2
1 + δ

(j)2
1 ) sin(Ω1t + ϕj), (23)

где tgϕj =
γ

(j)
1 + δ

(j)
1

γ
(j)
1 − δ

(j)
1

.

Уравнение (23) введем в соотношения (11). В ре-
зультате получим выражение для поперечных ко-
лебаний параболической оболочки:

w(θ, ϕ, t) =

Nw
∑

j=1

√

2(γ
(j)2
1 + δ

(j)2
1 )Wj(θ, ϕ) sin(Ω1t+ϕj).

(24)
Пространственная форма потери устойчивости

в точке бифуркации Хопфа имеет вид, представ-
ленный в [24]. Она будет численно исследоваться
в следующем разделе статьи.

Подчеркнем, что частота начала автоколебаний
Ω1. Она является комплексной частью характери-
стического показателя, действительная часть ко-
торого проходит через нуль. Итак, частоту нача-
ла автоколебаний можно предсказать из линейно-
го анализа конструкции.

3. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
ДИНАМИЧЕСКОЙ НЕУСТОЙЧИВОСТИ

Для исследования динамической устойчивости
оболочек их перемещения раскладываются по
формам колебаний (11). Поэтому первой задачей
является анализ свободных колебаний параболи-
ческой оболочки. Формы колебаний исследуются
методом Рэлея-Ритца. Потом эти результаты ана-
лиза используются в анализе динамической устой-
чивости обтекателей.

Численно были проанализированы аэроупругие
колебания оболочек с разными высотами H1 =
2 м, H2 = 3 м, H3 = 4 м и одинаковым радиусом
основания r = 2 м. Толщины оболочек h прини-
малась одинаковыми, равными 5 мм. Все расче-
ты проводились для материала с механическими
характеристиками: E= 71 ГПа, ρ = 2640 кг/м3,
ν = 0.3. Плотность газового потока принималась
ρf = 1.0 кг/м3.

Для оболочек с высотами H1, H2, H3 исследова-
лось значение числа Маха M, при котором наблю-
далась потеря динамической устойчивости кон-
струкции. Такое число Маха называется критиче-
ским; оно обозначается M∗. Отметим, что для зна-
чений чисел Маха M< 1 теория, которая описыва-

ется соотношением (9), неприменима. Поэтому ди-
намическую неустойчивость параболоидов будем
исследовать при M> 1.
Таблица 1. Значения критических чисел Маха M∗ при

разном значении числа степеней свободы Nw в модели

конструкции

Nw H1 = 2м H2 = 3м H3 = 4м

6 1.380 1.384 1.378
8 1.41421 1.41421 1.41421

10 1, 4142 1, 4142 1, 4142
12 1, 4142 1, 4142 1, 4142

Расчеты проводились в следующем диапазоне
M: 1.01 ≤ M≤ 1.4142. Критические значения чи-
сел Маха исследовались при разном числе слага-
емых в разложении (11). Целью нашего анализа
было исследовать сходимость критических значе-
ний чисел Маха при увеличении числа степеней
свободы, описывающих конструкцию. Результаты
расчетов критических чисел Маха для параболои-
дов с высотамиH1, H2, H3 представлены в таблице
1.

Результаты расчетов показаны для систем с 6, 8,
10, 12 степенями свободы. Как следует из табли-
цы, критические значения чисел Маха для систем
с 8, 10 и 12 степенями свободы близки. Это свиде-
тельствует о сходимости результатов.

Характерно, что критическое значение числа
Маха не изменяется при увеличении высоты обо-
лочки с 2 до 4 м. Это объясняется тем, что ин-
тенсивный колебательный процесс протекает в ни-
жней части оболочки. Работа сил давления на
формах свободных колебаний для трех оболочек
существенно не отличается. Исследовалось влия-
ние на значения критических чисел Маха поправ-
ки Крумхара, которая входит в соотношение (9).
Сравнение результатов, полученных с поправкой
Крумхара и без нее показало, что численные зна-
чения критических чисел Маха практически не
меняются.
Таблица 2. Частоты автоколебаний оболочек с высотами

H1,H2,H3

H H1 H2 H3

Ω1, Hz 529.55 576.50 619.45

Исследуем частоты начала автоколебаний обо-
лочки. Подход к их определению представлен в
разделе 2. Результаты расчетов частот автоколе-
баний для оболочек с разными высотами пред-
ставлены в таблице 2. Заметим, что частоты ав-
токолебаний значительно выше нижних собствен-
ных частот оболочек. Отметим, что при увели-
чении высот оболочек частоты автоколебаний ра-
стут. Подчеркнем, что собственные частоты пада-
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ют с увеличением высоты параболоида.
Далее исследуем форму оболочки при начале

автоколебаний. Подход для такого анализа пре-
дложен в разделе 2. Форма оболочки при возни-
кновении автоколебаний имеет вид (24). Рассмо-

трена форма в момент времени t =
0.5π

Ω1
−ϕ1. Фор-

мы автоколебаний оболочек с высотамиH1, H2, H3

представлены на рис. 2–4 соответственно. Как ви-
дно из этих рисунков, интенсивные автоколебания
наблюдаются в нижних частях оболочек.

Рис. 2. Форма движения оболочки с радиусом
основания r=2 м и высотой H1=2 м

Рис. 3. Форма движения оболочки с радиусом
основания r=2 м и высотой H2=3 м

ВЫВОДЫ

Для получения уравнений колебаний парабо-
лоидов в сверхзвуковом газовом потоке применяе-
тся метод заданных форм. Колебания оболочки в

Рис. 4. Форма движения оболочки с радиусом
основания r=2 м и высотой H3=4 м

сверхзвуковом газовом потоке раскладываются по
собственным формам колебаний, которые опреде-
ляются методом Рэлея–Ритца. Для описания свер-
хзвукового газового течения применяется поршне-
вая теория. Предложен подход для определения
формы автоколебаний параболоида, основанный
на анализе линейной модели его колебаний в свер-
хзвуковом газовом потоке.

Неустойчивое состояние равновесия параболи-
ческой оболочки в сверхзвуковом газовом потоке
наблюдается для следующих значений чисел Ма-
ха: 1, 01 ≤M≤ 1.4142.

В области заделки параболоида наблюдается
волнообразование поперечных автоколебаний в
окружном направлении с большим числом узлов, а
вверху параболоида узлов колебаний в окружном
направлении нет. Интенсивность колебаний вер-
шины параболоида значительно меньше, чем ин-
тенсивность колебаний ее нижней части.

Критическое значения числа Маха не изменяе-
тся при увеличении высоты оболочки с 2 до 4 м.
Это объясняется тем, что интенсивный колеба-
тельный процесс протекает в нижней части обо-
лочки.

Заметим, что частоты автоколебаний значи-
тельно выше нижних собственных частот оболо-
чек. При увеличении высот оболочек частоты ав-
токолебаний растут. Подчеркнем, что собственные
частоты падают с увеличением высоты параболои-
да.
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