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Рассматривается проявление сжимаемости воды при движении тел с числами M ≤1.5. Анализируется терми-

ческое уравнение состояния и термодинамические особенности расширения и сжатия воды при движении со
сверхвысокими скоростями. Предложено правило пересчeта коэффициентов давления при обтекании тонкого
профиля несжимаемой жидкостью на их значения при заданном числе M до присоединения скачка уплотнения.

В отличие от правила Прандтля–Глауэрта предлагаемый подход учитывает термодинамические свойства среды.
Проанализированы особенности образования скачков уплотнения при сверхзвуковом движении воды. Приведен

пример расчeта обтекания водой тонкого клина при числах M ≤1.5.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: тонкий профиль, скачок уплотнения, коэффициент давления

Розглядається проявлення стисливостi води при русi тiл iз числами M ≤1.5. Аналiзується термiчне рiвняння стану
та термодинамiчнi особливостi розширення та стиску води при русi з надвисокими швидкостями. Запропоновано
правило перерахунку коефiцiєнтiв тиску при обтiканнi тонкого профiлю нестисливою рiдиною на їхнi значення

при заданому числi M до приєднання стрибка ущiльнення. На вiдмiну вiд правила Прандтля–Глауерта запропо-
нований пiдхiд враховує термодинамiчнi властивостi середовища. Проаналiзовано особливостi утворення стрибкiв

ущiльнення при надзвуковому русi води. Наведено приклад розрахунку обтiкання водою тонкого клина при числах
M ≤1.5.

КЛЮЧОВI СЛОВА: тонкий профiль, стрибок ущiльнення, коефiцiєнт тиску

Water compressibility effect is considered at movement of bodies with numbers M ≤1.5. The thermal equation of a
condition and thermodynamic features of expansion and water compressions are analyzed at movement with ultrahigh
speeds. The rule of recalculation of pressure factors is offered at a flow over a thin profile an incompressible liquid on

their values at set number M веfore shock attachment. Unlike Prandtl–Glauerts rule the offered approach considers
thermodynamic properties of a liquid. Features of shock formation compression are analyzed at supersonic movement of

water. The example of calculation of a water flow over thin wedge at numbers M ≤1.5 is demonstrated.

KEY WORDS: thin profile, pressure factors, shock compression

ВВЕДЕНИЕ

Рост скоростей судов и других технических
объектов, движущихся в воде, выдвигает перед ги-
дродинамикой новые проблемы, в частности, необ-
ходимость учeта сжимаемости, в том числе и при
сверхзвуковых скоростях.

Как известно, проявление сжимаемости воды
имеет ряд характерных особенностей. В воде, как
конденсированной среде, молекулы находятся на
близких расстояниях и сильно взаимодействуют:
достаточно удалённые – притягиваются, а близкие
– отталкиваются. Равновесные расстояния соо-
тветствуют минимуму потенциальной энергии вза-
имодействия. При сжатии такой среды за счeт
отталкивания молекул быстро растет внутреннее
давление, которое в отличие от газов имеет нете-
пловую, только упругую природу. Это определя-
ет основные особенности поведения воды при сжа-

тии.
При давлениях до 3 ·109 Па термическое уравне-

ние состояния воды имеет изоэнтропическую фор-
му Тэта [1]

p = B(s)

[(

ρ

ρ0

)n

− 1

]

. (1)

Здесь ρ0 – плотность воды, экстраполированная на
нулевое давление; n =7.15. Энтропийная функция
B(s) слабо зависит от начальной энтропии, так что
в интервале температур от 0 до 60◦ С можно при-
нять B = 2.987 · 108 Па. Поскольку величина B
весьма велика по сравнению с нормальным давле-
нием, то можно считать, что ρ0 – плотность воды
при нормальном давлении.

При B =const уравнение состояния (1) приво-
дится к виду p = p (υ), где υ = 1/ρ – удельный
объeм воды. Следовательно, в рассматриваемых
условиях вода является баротропной средой, и еe
внутренняя энергия e представляет собой сумму
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двух функций, одна из которых зависит только от
удельного объёма, а другая – только от энтропии:

e = e1 (υ) + e2 (s) . (2)

Подставляя представление (2) в соотношение
Гиббса, получим

∂e1

∂υ
dυ +

∂e2

∂s
ds = Tds − pdυ,

откуда вытекает

T = T (s), s = s(T ). (3)

Таким образом, изоэнтропические процессы в
воде являются изотермическими.

Уравнение состояния (1) с учeтом приведенных
выше допущений можно привести к виду адиаба-
ты Пуассона

p + B

ρn
=

B

ρn
0

= const. (4)

Тогда, как известно, уравнение Бернулли для
воды будет отличаться от такового для газа до-
бавкой величины B к давлению:

v2

2
+

n

n − 1

p + B

ρ
= const. (5)

Соответственно выражения для скорости звука
и аналогичные известным газодинамическим фун-
кциям плотности и давления для газа в случае во-
ды выглядят как

a =

√

n (p + B)

ρ
; (6)

ε (M) =
ρ

ρ0

=

(

1 +
n − 1

2
М2

)− 1
n−1

; (7)

π (M) =
p + B

p0 + B
=

(

1 +
n − 1

2
M2

)− n

n−1

. (8)

На рис. 1 и 2 приведено сравнение графиков га-
зодинамических функций плотности (7) и давле-
ния (8) для воды и для воздуха в рассматриваемом
диапазоне чисел M≤1.5.

Как видно, пренебрегать сжимаемостью воды
можно лишь в пределах М ≤0.2, тогда как для
воздуха это допустимо до чисел M=0.25. . . 0.3. С
ростом числа M вода заметно проявляет большую
упругость, чем воздух (рис. 1).

Преобладание постоянного внутреннего давле-
ния объясняет значительное падение “теплового”
давления при изоэнтропическом расширении воды
по сравнению с воздухом (рис. 2).

Рис. 1. Газодинамические функции плотности для
воды и воздуха

Рис. 2. Газодинамические функции давления для
воды и воздуха

1. ДОЗВУКОВОЕ ТЕЧЕНИЕ, M ≤1.0

Учeт влияния сжимаемости воды рассмотрим на
примере обтекания нижней поверхности плоско-
го профиля. Для такой поверхности характерна
аффинноподобность распределения давления [2],
известны экспериментальные данные о нагрузке в
широком диапазоне чисел M [3] и методом локаль-
ной линеаризации получена оценка влияния чисел
M дозвукового обтекания на относительное увели-
чение нагрузки [4].

В аэродинамике широко используется при-
ближeнное правило Прандтля–Глауэрта, которое
устанавливает динамическое подобие между зна-
чениями коэффициента давления в сходственных
точках профиля и интегральными характеристи-
ками его нагрузки при обтекании несжимаемой
жидкостью и дозвуковым потоком газа.

Оценим значения коэффициента давления в
критической точке профиля для различных чи-
сел M, полученные по правилу Прандтля-Глауэрта
и прямым определением по уравнению изоэнтро-
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пы (6). В первом случае мы имеем величину

1/
√

(

1 − M2
)

, т. е. известный масштаб подобия
Прандтля–Глауэрта. Во втором случае, представ-
ляя коэффициент давления в точке торможения в
виде

p̄0 =
(p0 + B) − (p∞ + B)

ρv2

2

=
2

nM2

(

1

π(M)
− 1

)

,

получим масштаб изоэнтропного подобия

kM =
2

nM2

[

(

1 +
n − 1

2
M2

)
n

n−1

− 1

]

. (9)

Учитывая аффинноподобность распределения
давления на нижней стороне плоского профиля,
можно предположить, что величина kМ (9) дол-
жна быть и масштабом подобия интегральных ха-
рактеристик нагрузки для режимов проявления
сжимаемости среды (0.2 < M ≤ 1).

Рис. 3. Влияние числа М на увеличение
гидродинамической нагрузки профиля при

дозвуковом обтекании

На рис. 3 показано сопоставление масштаба по-
добия kМ (9) для воды и воздуха с коэффициен-
том Прандтля–Глауэрта, а также эксперименталь-
ные данные относительного изменения коэффи-
циента нормальной силы на нижней поверхности
профиля в воздухе [3] и результаты приближенной
теоретической оценки такого влияния в воде [4].

Удовлетворительное согласование приведенных
результатов позволяет рекомендовать представ-
ление (9) как альтернативу правилу Прандтля–
Глауэрта учeта сжимаемости различных сред в
диапазоне режимов 0.2 <M≤ 1. В отличие от
масштаба подобия Прандтля–Глауэрта коэффици-
ент kМ (9) учитывает термодинамические свойства
среды и, как показано ниже, может быть обобщeн
на сверхзвуковые режимы с отсоединeнным ска-
чком уплотнения.

2. СВЕРХЗВУКОВОЕ ТЕЧЕНИЕ, M >1.0

При движении со сверхзвуковой скоростью пе-
ред телом движется скачок уплотнения, форма и
относительное положение которого определяются
числом М и геометрией носовой оконечности тела.

Изоэнтропический характер уравнения состоя-
ния воды (1) в принятом диапазоне M≤ 1.5 позво-
ляет рассматривать закономерности образования
и распространения этого скачка в квазиакустиче-
ском приближении и использовать условия дина-
мической совместности и основные соотношения,
отличающиеся от известных для газа только до-
бавкой B к давлению.

Для дальнейшего удобно рассматривать симме-
тричное сверхзвуковое обтекание водой бесконеч-
ного клина с углом 2θ при вершине.

В этом случае возможны три характерные обла-
сти обтекания клина при M> 1:

1< М < М′ – обтекание с отсоединeнным ска-
чком уплотнения, где М′ – число M, при котором
скачок присоединяется к клину, и максимальный
угол поворота в скачке равен углу θ полураствора
клина;

М′ ≤ М ≤ М′′− обтекание с присоединенным
криволинейным скачком уплотнения, где М′′– чис-
ло, при котором скорость за скачком становится
сверхзвуковой;

M ′′ < M – сверхзвуковое обтекание за присое-
динeнным косым скачком уплотнения.

При указанных выше допущениях был выпол-
нен расчeт углов поворота потока и наклона ска-
чка уплотнения в воде при M≤ 1.5.

Рис. 4. Зависимость угла отклонения потока воды и
воздуха в скачке уплотнения от угла наклона скачка

На рис. 4 приведены углы θ отклонения потока
в скачке уплотнения с углом наклона β при раз-
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личных числах M, а на рис. 5 – зависимость числа
M’, при котором скачок присоединяется к клину,
от угла θ полураствора клина. На рисунках допол-
нительно показаны соответствующие зависимости
для воздуха, подчeркивающие исключительно ма-
лую сжимаемость воды.

Как видно (рис. 5), плоский клин с углом полу-
раствора θ > 2.6◦ в рассматриваемом диапазоне
скоростей движения M≤ 1.5 всегда обтекается с
отсоединeнным скачком уплотнения. Для воздуха
при этих скоростях движения минимальный угол
полураствора клина, при котором отсоединяется
скачок уплотнения, составляет 12◦, что также сви-
детельствует о меньшей сжимаемости воды.

Рис. 5. Зависимость числа М′ присоединения скачка
уплотнения в воде и воздухе от угла полураствора

клина

Рис. 6. Изменение коэффициента восстановления
полного давления в прямом скачке уплотнения в воде

и воздухе

На рис. 6 показано сравнение коэффициента
восстановления полного давления за прямым ска-
чком уплотнения в воде и воздухе, рассчитанного

по известному представлению [5]

χ =
p02

p01

=

(

n + 1

n

)
n+1

n−1

×

×
М

2n

n−1

1

(

1 +
n − 1

2
М2

1

)
n

n−1
(

nМ2

1
−

n − 1

2

)
1

n−1

.

Как видно, скачки в воде являются относитель-
но менее сильными, что оправдывает допусти-
мость квазиакустического приближения при ана-
лизе процессов в скачках и расчете систем скачков,
в частности, вблизи свободной поверхности жид-
кости.

2.1. Течение с отсоединенным скачком
уплотнения

При оценке нагрузки будем исходить из допуще-
ния, что дозвуковой поток на клине условно име-
ет скорость на бесконечности с числом M, полу-
чившимся после прямого скачка уплотнения. Это
не совсем строгое предположение, известное как
принцип соответствия, приближeнно выполняется
для достаточно большой толщины ударного слоя
при отсутствии на обтекаемом теле сверхзвуковых
зон [6].

Тогда для рассматриваемого режима можно с
достаточной для инженерных приложений точ-
ностью получить из формулы Рэлея выражение
для величины kМ, показывающей в принятых обо-
значениях относительное изменение коэффициен-
та нормальной силы на боковой поверхности кли-
на, вызванное влиянием числа M, по сравнению с
движением в несжимаемой жидкости:

kМ =
2

nМ2











(

n + 1

2
М2

)
n

n−1

(

2nМ2

n + 1
−

n − 1

n + 1

)
1

n−1

− 1











,

1 < М < М′. (10)

Выражение (10) достаточно справедливо во
всем диапазоне чисел М≤ 1.5 при углах полура-
створа клина θ > 2.6◦. При числах M, приближаю-
щихся к М′, величина kМ может быть уточнена ин-
терполированием на основе известных представ-
лений о непрерывности процесса приближения и
присоединения скачка с ростом скорости потока
[7].
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В приложениях теории течений идеальных сжи-
маемых сред большую роль играют законы по-
добия. В частности, термодинамические свойства
среды в соответствующих критериях подобия учи-
тываются фундаментальным термодинамическим
параметром Γ [6]:

Γ =
a4

υ3

∂2υ

∂p2

∣

∣

∣

∣

s

− 1, (11)

где a – скорость звука; υ – удельный объем; про-
изводная берется при постоянной энтропии s. Для
совершенного газа с постоянными теплоёмкостями
параметр Г постоянен и равен показателю адиаба-
ты k.

Для воды величина n в уравнении Тэта (1) фор-
мально имеет смысл показателя адиабаты, но не
является отношением теплоeмкостей. Однако, не-
посредственно дифференцируя уравнение состоя-
ния и подставляя в (11) выражение (6) для скоро-
сти звука в воде, можно показать, что для воды
при p < 3.0 · 109Па параметр Γ также постоянен и
равен n.

Следовательно, для воды в пределах справедли-
вости уравнения состояния Тэта могут быть при-
менены законы подобия динамики совершенного
газа при замене в критериях подобия показателя k
адиабаты газа на величину n. Это обстоятельство
позволяет использовать для воды результаты то-
чных решений и экспериментов, полученных для
подобных течений газа.

В частности, приближeнная оценка режима
присоединения скачка уплотнения в воде, пред-
ставленная на рис. 6, по значению критерия подо-
бия Кармана–Ченя [6] хорошо согласуется с реше-
нием аналогичной задачи, полученным Винченти
и Вагонером [8] методом годографа.

2.2. Течение с присоединенным скачком
уплотнения

При числе M = M ′ скачок уплотнения при-
соединяется к профилю. Течение за скачком при
M=M’ является дозвуковым и в дальнейшем с рос-
том скорости движения при М = М′′ станови-
тся сверхзвуковым. Величина интервала ∆М =
= М′′ − М′ зависит от числа М набегающего по-
тока и для М ≤ 1.5 в воде не превышает значе-
ния 0.05. Ввиду малости интервала ∆М с доста-
точной для практических целей точностью можно
принять ∆М = 0 и в качестве числа Мs присоеди-
нения скачка, когда скорость за скачком станови-
тся сверхзвуковой, считать значение Мs = М′.

Тогда для расчета производной коэффициента

нормальной силы на боковой поверхности кли-
на при обтекании сверхзвуковым потоком за при-
соединённым скачком уплотнения может быть
использовано известное выражение

Cθ

n
=

4

θ (n + 1)

(

sin2 β −
1

М2

)

,

Мs ≤ М ≤ 1.5, (12)

где угол β наклона скачка уплотнения может быть
определен из уравнения

tg θ =
2

[(

М2 − 1
)

tg 2β − 1
]

[(n − 1)М2 + 2] tg 3β + [(n + 1)М2 + 2] tg β
.

(13)
На рис. 7 в критериях трансзвукового подобия

Cθ
n = (n + 1)

1
3 θ

1
3 Cθ

n (14)

и

М =
(n + 1)

1
3

θ
2
3









М
√

n + 1

2
−

n − 1

2
М2

− 1









(15)

данные расчета по предлагаемой методике нагруз-
ки на боковой поверхности клина при малых углах
θ в диапазоне 0.95 ≤ М ≤ 1.25 сравниваются с
результатами Винченти и Вагонера [8], Йосихары
[9], Гудерлея [10] и Нишиямы и Омара [11]. В при-
нятых обозначениях режимы движения при М′ и
М′′ соответствуют значениям критерия М = 1.18
и М = 1.26, режим при M=1 соответствует значе-
нию M = 0.

Рис. 7. Гидродинамические характеристики тонкого
клина при трансзвуковом обтекании

Винченти и Вагонер [8] на основе численного
решения уравнения Трикоми исследовали обтека-
ние тонкого клина с отсоединённым скачком упло-
тнения при 0 < М < 1.05 и экспериментально
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подтвердили свои результаты. Йосихара [9] полу-
чил приближенное решение уравнения годографа
для обтекания тонкого клина в диапазоне режи-
мов 1.18 ≤ М ≤ 1.26, т. е. с момента начала при-
соединения скачка уплотнения, когда скорость за
ним еще остается дозвуковой, до формирования
присоединенного косого скачка со сверхзвуковой
скоростью на клине. В диапазоне 1.05 ≤ М ≤ 1.18,
т. е. при стремящейся к нулю толщине ударного
слоя перед присоединением скачка, на рис. 7 при-
ведены интерполированные значения Cθ

n
.

Нишияма и Омар [11] на основе численного ре-
шения методом локальной линеаризации уравне-
ний параболического и гиперболического типов
для потенциала скорости иcследовали сверхзвуко-
вое обтекание тонкого клина.

Показанные на рис. 7 расчетные значения Cθ
n

для сверхзвукового обтекания за присоединенным
скачком уплотнения при М > 1.26, полученные
с использованием соотношения (12), практически
совпадают с приведенными в монографии Гудер-
лея [10]. Точкой на рис. 7 показан результат Гудер-
лея [10] для обтекания нижней поверхности пла-
стины при М = 1.

Как видно из рис. 7, построенные в настоя-
щей работе расчетные выражения для нагрузки
плоского клиновидного профиля, обтекаемого во-
дой при М ≤ 1.5, удовлетворительно согласую-
тся с известными теоретическими и эксперимен-
тальными результатами и могут быть использо-
ваны для расчета гидродинамических характери-
стик тел при сверхскоростном движении в воде.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для изоэнтропического уравнения состояния
получена количественная оценка проявления сжи-
маемости воды при движении тел с числами
М ≤1.5 с отсоединенным и присоединенным ска-
чком уплотнения.

Предложено правило пересчета коэффициентов
давления при обтекании тонкого профиля несжи-
маемой жидкостью на их значения при заданном

числе Mдо присоединения скачка уплотнения. В
отличие от правила Прандтля–Глауэрта предлага-
емый подход учитывает термодинамические свой-
ства среды.

Построены зависимости угла поворота потока
воды в скачке уплотнения от угла наклона ска-
чка, а также зависимость числа М присоединения
скачка от угла атаки профиля.

Полученные результаты удовлетворительно со-
гласуются для малых углов полураствора клина
с известными теоретическими решениями и экспе-
риментальными данными для нижней поверхно-
сти клина, обтекаемого дозвуковым, трансзвуко-
вым и сверхзвуковым подобным потоком газа и
воды.
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