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Розглянуто вплив рiзних iнтенсивностей пiддуву газу на форму тонких осесиметричних стацiонарних каверн з

використанням моделi одновимiрної нев’язкої течiї нестисливого газу в кiльцевому каналi мiж поверхнею каверни
i корпусом тiла. Запропоновано безрозмiрний параметр V e – вiдношення швидкiсних напорiв газу у фiксованому
перерiзi каверни та в потоцi рiдини. Показано, що форма каверни суттєво залежить вiд спiввiдношення V e та числа
кавiтацiї в тому ж фiксованому перерiзi. Порiвняння значень цих параметрiв видiляє до- та надкритичнi випадки.
Для докритичних iнтенсивностей пiддуву розв’язок може бути представлений у виглядi асимптотичного ряду, а

форма вентильованої каверни наближається до парової з певним ефективним числом кавiтацiї. При надкритичних
iнтенсивностях пiддуву слiд використовувати нелiнiйне рiвняння. Виконано розрахунки довжини вентильованої
каверни, що замикається на тiлах конус–цилiндр. Показано, що надкритичнi значення iнтенсивностi вентиляцiї
залишаються обмеженими.

Рассмотрено влияние разных интенсивностей поддува газа на форму тонких осесимметричных стационарных каверн
с использованием модели одномерного невязкого течения в кольцевом канале между поверхностью каверны и кор-
пусом тела. Предложен безразмерный параметр V e – отношение скоростных напоров газа в фиксированном сечении

каверны и в потоке жидкости. Показано, что форма каверны существенно зависит от соотношения V e и числа ка-
витации в том же фиксированном сечении. Сравнение значений этих параметров выделяет до- и сверхкритические
случаи. Для докритических интенсивностей поддува решение может быть представлено в виде асимптотического
ряда, а форма вентилированной каверны приближается к паровой с определенным эффективным числом кавита-
ции. При сверхкритических интенсивностях поддува необходимо использовать нелинейное уравнение. Проведены

расчеты длины вентилируемой каверны, замыкающейся на телах конус–цилиндр. Показано, что сверхкритические
значения интенсивности вентиляции остаются ограниченными.

The influence of different gas ventilation rates on the shape of slender axisymmetric steady cavities is considered for the

approach of a one-dimensional inviscid flow of incompressible gas in a circular channel between the cavity surface and the
hull. A non-dimensional parameter V e - the ratio of pressure heads of the gas at the fixed cross-section of the cavity and
of the ambient liquid flow. It was shown that the cavity shape depends sufficiently on the values of V e and the cavitation
number at the same fixed cross-section. A comparison of values of these parameters selects sub- and supercritical cases.
For subcritical ventilation rates, a solution can be expressed as asymptotic series and the ventilated cavity shape is close

to the vapor one at some effective cavitation number. At supercritical ventilation rates, the non-linear equation should
be used. Calculations of the length of the ventilated cavity closing at cone-cylinder bodies were carried out. It was shown
that supercritical ventilation rates are still limited.

ВСТУП

Для зменшення опору корпусiв високошвидкiсних
пiдводних апаратiв та кораблiв можна використо-
вувати пiддув газу, що дозволяє знизити опiр тер-
тя шляхом зменшення площi контакту з водою [1,
2]. Вентиляцiя газом, що рухається у вузькому ка-
налi мiж поверхнями тiла та каверни може змiню-
вати форму каверни порiвняно з випадком паро-
вої кавiтацiї. Експериментальнi дослiдження цього
складного явища можна знайти в [3-5]. Зокрема,
виявлено, що форма каверни неоднозначно зале-
жить вiд iнтенсивностi пiддуву, спостерiгались ре-
жими дуже значного збiльшення пiддуву без змi-
ни розмiрiв каверни (див., наприклад, [4, 5]), а та-
кож гiстерезисний характер залежностi довжини
каверни на тiлi [5].

Огляд теоретичних дослiджень форми двови-
мiрної каверни на корпусi судeн можна знайти в
[6], осесиметричнi штучнi каверни вивчались в [7-

9]. Зокрема, в роботах [8, 9] використовувалась ду-
же проста модель одновимiрного потоку iдеально-
го нестисливого газу в кiльцевому каналi мiж по-
верхнями тiла та каверни, що дозволяє отримати
таке рiвняння для радiуса R(x) тонкої осесиметри-
чної стацiонарної вентильованої каверни в неваго-
мiй рiдинi [8]:

d2R2

dx2
=

σ0

ln ε
+ (1)

+∆

[

a −
1

(R2 − R2
b)

2

]

,

в якому всi довжини вiднесенi до радiуса каверни в
точцi її початку R0 (див. рис. 1), а сталi параметри
σ0, ∆ та a визначаються формулами

σ0 =
2(p∞ − p0)

ρU2
, (2)
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∆ = −
ρgQ

2

π2R4
0ρU2 ln ε

, (3)

a =

[

1 −
R2

b0

R2
0

]

−2

, (4)

де ρ – густина води; U – стала швидкiсть тiла; p∞
– тиск у водi далеко вiд перерiзу початку каверни
на глибинi його руху; ρg – густина газу, що вико-
ристовується для пiддуву (вважається сталою); Q
– об’ємне витрачання газу; p0– тиск газу в кавернi
в перерiзi її початку x = 0; Rb, Rb0 – радiуси тiла
(поточний та в перерiзi сходу каверни); ε – малий
параметр, вiдношення максимального радiуса си-
стеми каверна-кавiтатор до її довжини.

Форма розташованого у кавернi тiла може сут-
тєво впливати на залежнiсть для радiусу каверни.
Зокрема iснують так званi нейтральнi форми кор-
пусiв, для яких пiддув довiльної iнтенсивностi не
змiнює форму каверни, [8]:

R2
b(x) =

σ0x
2

2 ln ε
+ 2βx + R2

b0, (5)

де β – похiдна вiд радiуса тiла або каверни в то-
чцi її початку (x = 0). В цьому легко перекона-
тись, пiдставивши спiввiдношення (5) у рiвняння
(1). Приклади розрахункiв нейтральних форм для
σ0 = 0.04, β = ε = 0.1 наведенi на рис. 1. Обчисле-
ння проведенi для рiзних значень зазорiв мiж кор-
пусом та поверхнею каверни: Rb0 = 0.2; 0.4; 0.6; 0.8
(кривi 1–4 вiдповiдно). На рис. 1 штриховою кри-
вою 5 також показано вентильовану каверну, фор-
ма якої не залежить вiд iнтенсивностi пiддуву i
збiгається з виразом для радiуса парової каверни
з числом кавiтацiї 0.04 (формула (5) з Rb0 = 1).
Оскiльки залежнiсть (5) є симетричною вiдносно
мiделевого перерiзу нейтрального тiла або кавер-
ни x = xm = 2β ln ε/σ0 ≈ 11.51, то на рис. 1 зобра-
женi лише переднi частини тiл та каверн. Наяв-
нiсть нейтральних форм корпусiв може слугувати
пiдтвердженням неоднозначної залежностi форми
каверни вiд iнтенсивностi пiддуву, виявленої в екс-
периментах [4, 5].

Форма вентильованих каверн також суттєво за-
лежить вiд параметра β. Такi дослiдження прове-
денi в роботах [8, 9] для цилiндричної форми тiла,
розташованого в кавернi(Rb(x) = Rb0). Зокрема,
для кавiтаторiв з β > 0 (наприклад, тонких кону-
сiв) зростання iнтенсивностi пiддуву збiльшує роз-
мiри каверни i вона може стати необмеженою при
деяких значеннях iнтенсивностi пiддуву. Цi кри-
тичнi значення iнтенсивностi визначаються такою
формулою, [8]:

Рис. 1. Нейтральнi форми корпусiв та вiдповiдна
форма каверни при σ0 = 0.04 для рiзних значень

зазорiв

Рис. 2. Критичнi значення iнтенсивностi пiддуву
для рiзних значень зазорiв

∆cr
1 = −

σ0

a ln ε
, (6)

з якої видно, що критична iнтенсивнiсть пiдду-
ву лiнiйно залежить вiд числа кавiтацiї σ0 i рiзко
зменшується для малих значень ширини кiльцево-
го каналу (або великих значень параметра a вiд-
повiдно до спiввiдношення (4)). Приклади крити-
чних значень iнтенсивностi пiддуву для рiзних за-
зорiв мiж корпусом та поверхнею каверни (Rb0 =
0; 0.5; 0.8; 0.9; 0.95) наведенi на рис. 2 (кривi 1–5
вiдповiдно).

На вiдмiну вiд випадку β > 0, розмiри донних
вентильованих каверн (β ≤ 0) зменшуються при
зростаннi iнтенсивностi пiддуву, i проведений в [9]
аналiз рiвняння (1) показав вiдсутнiсть критичних
значень вентиляцiї.

Експерименти показують, що розмiри каверни
суттєво змiнюються навiть при дуже малих зна-
ченнях iнтенсивностi пiддуву. Зокрема, в роботi
[5] максимальнi значення параметра ∆, перера-
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хованого за формулою (3), становило приблизно
7 · 10−5. Даний факт спонукає розглянути розв’яз-
ки рiвняння (1) саме у випадку малих значень iн-
тенсивностi пiддуву ∆ < ∆cr

1 << 1, що i стало
предметом даного дослiдження. Для порiвняння
вивчались також каверни при надкритичних iн-
тенсивностях вентиляцiї (∆ ≥ ∆cr

1 ). Обмежимося
кавiтаторами з β > 0 та будемо вважати, що ε = β.

1. РОЗВ’ЯЗОК РIВНЯННЯ ДЛЯ
РАДIУСА ТОНКОЇ ОСЕСИМЕТРИЧНОЇ
КАВЕРНИ ПРИ МАЛИХ ЗНАЧЕННЯХ
IНТЕНСИВНОСТI ПIДДУВУ

Малi значення параметра ∆ дозволяють пред-
ставити розв’язок рiвняння (1) у виглядi:

R2 = R2
(1) + ∆R(2) + O(∆2), (7)

де O(∆2) – члени порядку ∆2. Пiдстановка (7) в
рiвняння (1) та видiлення членiв рiзного порядку
малостi дозволяє отримати такi лiнiйнi диферен-
цiальнi рiвняння другого порядку:

d2R2
(1)

dx2
=

σ0

ln ε
+ ∆a, (8)

d2R(2)

dx2
= −

1

(R2
(1) − R2

b)
2
. (9)

Розв’язок рiвняння (8) для стандартних поча-
ткових умов у точцi сходу каверни x = 0

R(1) = 1,
dR(1)

dx
= β

має вигляд

R2
(1) =

[ σ0

ln ε
+ ∆a

] x2

2
+ 2βx + 1 (10)

i збiгається з виразом для радiуса парової каверни
з числом кавiтацiї

σeff = σ0 + ∆a ln ε, (11)

яке будемо називати ефективним числом кавiтацiї.
Рiвняння (8) слiд розв’язувати з нульовими по-

чатковими умовами в точцi сходу каверни x = 0:

R(2) = 0,
dR(2)

dx
= 0.

Пiсля подвiйного iнтегрування можна отримати:

R(2)(x) = −

x
∫

0

dt1

t1
∫

0

dt

(R2
(1)

(t) − R2
b(t))

2
. (12)

Таким чином, розв’язок нелiнiйного рiвняння
(1) при малих значеннях iнтенсивностi пiддуву
зведений до подвiйного iнтегрування за формулою
(12), що може бути проведене аналiтично або чи-
сельно для будь-якої форми тiла, розташованого
в кавернi. В тих випадках, коли можна знехтува-
ти членом порядку ∆, радiус вентильованої кавер-
ни можна розраховувати за формулою (10) або як
звичайну парову з ефективним числом кавiтацiї
(11). Отже, в цьому наближеннi наявнiсть розта-
шованого в кавернi тiла впливає на її форму ли-
ше через значення параметра a. Якщо переписати
(11) з врахуванням спiввiдношень (3) i (4):

σeff = σ0 −
ρg U2

g

ρU2
, (13)

то можна зробити висновок, що форма вентильо-
ваної каверни залежить лише вiд початкового чис-
ла кавiтацiї σ0 та Ug – швидкостi газу, що пiдду-
вається, в перерiзi початку каверни (x = 0), що
входить у безрозмiрний параметр вентиляцiї V e

V e =
ρg U2

g

ρU2
. (14)

З формул (13) та (14) випливає, що в першому
наближеннi вентиляцiя збiльшує розмiри кавер-
ни (оскiльки ефективне число кавiтацiї зменшує-
ться), i робить їх необмеженими коли σeff прямує
до нуля (iнтенсивнiсть пiддуву наближається до
∆cr

1 або V e до σ0, див. формули (6), (13) та (14)).
Даний висновок узгоджується з розрахунками за
нелiнiйним рiвнянням (1), проведеними в [8] для
цилiндричної форми розташованого в кавернi тiла
Rb = Rb0. Приклади кiлькiсного порiвняння ре-
зультатiв робити [8] з формулою (10) наведенi на
рис. 3 та 4 для двох рiзних значень початкового
числа кавiтацiї σ0 = 0.1 та σ0 = 0.01. Штрихо-
вою кривою представленi розрахунки максималь-
ного радiуса каверни Rm за конусом з β = 0.1 за
рiвнянням

Rm =

√

1 −
2β2 ln ε

σeff
, (15)

що випливає з формул (10) та (11). Cуцiльними
кривими 1–5 (Rb0 = 0; 0.5; 0.8; 0.9; 0.99 вiдповiд-
но) представленi результати статтi [8], отриманi
для рiзних значень параметрiв σ0 та ∆ пiсля пере-
рахунку на σeff за формулою (11).

З рис. 3 видно, перше наближення (формули
(10) та (15)) може давати непоганi кiлькiснi ре-
зультати, особливо при малих значеннях iнтенсив-
ностi пiддуву (σeff > 0.04). Зменшення ефектив-
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Рис. 3. Залежнiсть максимального радiуса
вентильованої каверни вiд ефективного числа
кавiтацiї. Штрихова крива – розрахунок за
формулою (15). Суцiльнi кривi – результати

нелiнiйного аналiзу для σ0 = 0.1, [8]

ного числа кавiтацiї призводить до зростання роз-
бiжностей мiж першим наближенням та розв’яз-
ком нелiнiйного рiвняння (1), особливо у випадку,
коли виконується нерiвнiсть σ0 > σcr

0 , де

σcr
0 = −

2β2 ln ε

1 − R2
b0

(16)

(див. [8]). За цих умов iнтенсивнiсть пiддуву може
перевищувати критичне значення (6), а ефективне
число кавiтацiї може бути нульовим i навiть вiд’єм-
ним. Останнє робить несправедливими розклад (7)
та розвинену вище лiнiйну теорiю.

Спiввiдношення (16) свiдчить, що перевищення
критичного значення можливе лише при досить
великих числах кавiтацiї (наприклад, при σ0 = 0.1
та значеннях Rb0 = 0 та Rb0 = 0.5 – кривi 1 та 2 на
рис. 3). Видно, що для цих випадкiв спостерiгаю-
ться значнi розбiжностi з лiнiйною теорiєю. Зокре-
ма, її перше наближення (рiвняння (10) та (15))
дає обмеженi каверни лише при додатних значен-
нях ефективного числа кавiтацiї.

Варто вiдзначити, що в тих випадках, коли ви-
конується нерiвнiсть σ0 > σcr

0 , iнтенсивнiсть пiд-
дуву може бути бiльшою за критичне значення
(6), але залишається обмеженою другим крити-
чним значенням iнтенсивностi пiддуву ∆cr

2 . При
∆ > ∆cr

2 розв’язок рiвняння (1) на цилiндричному
тiлi дає необмежену каверну (див. [8]). Тому зна-
чення ∆ > ∆cr

2 (i вiдповiднi їм ефективнi числа
кавiтацiї) не реалiзуються. Кривi 1 та 2 на рис. 3
побудованi лише для ∆ < ∆cr

2 .
Зменшення числа кавiтацiї робить неможливим

виконання нерiвностi σ0 > σcr
0 i досягнення крити-

Рис. 4. Залежнiсть максимального радiуса
вентильованої каверни вiд ефективного числа
кавiтацiї. Штрихова крива – розрахунок за
формулою (15). Суцiльнi кривi – результати

нелiнiйного аналiзу для σ0 = 0.01, [8]

чного значення пiддуву (6). Тому слiд очiкувати
кращої збiжностi результатiв iнтегрування нелi-
нiйного рiвняння (1) та першого наближення (10),
(15). Що i демонструє рис. 4, на якому суцiль-
нi кривi 1-5 (зростання номера вiдповiдає збiль-
шенню параметра Rb0) майже збiгаються з показа-
ним штриховою лiнiєю першим наближенням. Як
i слiд було очiкувати, розбiжностi зростають при
зменшеннi ефективного числа кавiтацiї, тобто при
наближеннi iнтенсивностi пiддуву до критичного
значення (6).

2. ОСОБЛИВОСТI ФОРМИ ШТУЧНИХ
КАВЕРН НА КОНIЧНО-ЦИЛIНДРИЧНИХ
ТIЛАХ

Наведену в попередньому роздiлi лiнiйну теорiю
можна застосовувати для будь якої форми розта-
шованого в кавернi тiла, зокрема, для корпусу, що
складається з набору конусiв та цилiндрiв (при-
клади таких тiл дослiджувались експерименталь-
но в [5]):

Rb(x) =































Rb0 +
x(R1 − Rb0)

x1
, 0 ≤ x < x1,

R1, x1 ≤ x ≤ x2,

R1 +
(x − x2)(R2 − R1)

x3 − x2
, x2 < x < x3,

R2, x ≥ x3 .
(17)

Зосередимося спочатку на випадку необмежено
довгої цилiндричної частини (x2 у формулi (17)
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прямує до нескiнченностi). Рiвняння першого на-
ближення (10) в цьому випадку дозволяє описати
низку особливостей каверн вiдповiдно до значень
довжини конiчної частини x1 i радiуса цилiндри-
чної частини R1. Вони докладно проаналiзованi в
[10] для випадку парових каверн, але отриманими
в цiй статтi результатами можна користуватись i
для штучних каверн з вiдповiдними значеннями
ефективного числа кавiтацiї (13). Якщо зафiксу-
вати ε = β = 0.1 та довжину цилiндричної частини
x1 = 17, то в залежностi вiд значення параметра
R1 можлива рiзна поведiнка довжини Lc каверни,
що замикається на тiлi i вiдраховується вздовж осi
симетрiї x. Розглянемо послiдовно рiзнi випадки.

Якщо R2
1 ≤ 1 + βx1 (наприклад, R1 = 1.6),

то довжина каверни збiльшується неперервно зi
зменшенням ефективного числа кавiтацiї [10]. Роз-
рахунки з використанням рiвняння першого на-
ближення (10) та формули (17) наведенi на рис.
5 дрiбним маркером. Для порiвняння бiльшими
маркерами показанi результати iнтегрування не-
лiнiйного рiвняння (1), що проводились методом
Рунге-Кутти. Видно, що перше наближення лiнiй-
ної теорiї з використанням ефективного числа ка-
вiтацiї достатньо гарно збiгається з розрахунками
за нелiнiйним рiвнянням (1). Дещо бiльшi розбi-
жностi спостерiгаються лише тодi, коли кiнець ка-
верни наближається до кутової точки Lc ≈ x1 (де
конiчна частина переходить у цилiндричну). Цьо-
го варто було сподiватись, оскiльки мiсцеве число
кавiтацiї σloc за формулами (1) та (11) можна ви-
значити таким чином:

σloc = σ0 + ∆a ln ε −
∆ ln ε

(R2 − R2
b)

2
=

= σeff −
∆ ln ε

(R2 − R2
b)

2
. (18)

З рiвняння (18) видно, що поблизу кутової точ-
ки (де радiус каверни R є близьким до радiуса
тiла Rb) локальне число кавiтацiї може набагато
перевищувати ефективне, тому локальний радiус
каверни зменшується, i реальна вентильована ка-
верна проходить кутову точку при меншому ефе-
ктивному числi кавiтацiї (що видно з рис. 5).

Якщо R2
1 > 1 + βx1 (наприклад, R1 = 1.7), то

довжина каверни змiнюється стрибкоподiбно при
переходi через кутову точку x1 [10]. Розрахунки
з використанням рiвняння першого наближення
(10) та формули (17) наведенi на рис. 6 дрiбним
маркером. Для порiвняння бiльшими маркерами
показанi результати iнтегрування нелiнiйного рiв-
няння (1). Видно, перше наближення (10) може
забезпечувати достатню точнiсть за винятком ви-

Рис. 5. Залежнiсть довжини вентильованої каверни
на тiлi конус–цилiндр вiд ефективного числа кавiтацiї

при x1 = 17, R1 = 1.6

Рис. 6. Залежнiсть довжини вентильованої каверни
на тiлi конус–цилiндр вiд ефективного числа кавiтацiї

при x1 = 17, R1 = 1.7

падкiв, коли кiнець каверни наближається до ку-
тової точки Lc ≈ x1. Подiбнi розбiжностi можна
пояснити збiльшенням локального числа кавiтацiї
(18) для малої ширини кiльцевого каналу, власти-
вої випадковi переходу через кутову точку (при
цьому зменшується точнiсть представлення (7)).

Подальше збiльшення радiуса цилiндричної ча-
стини тiла R1 при незмiннiй довжинi конiчної ча-
стини x1 призводить до збiльшення стрибка дов-
жини каверни при переходi через кутову точку.
Розрахунки з використанням рiвняння першого
наближення для R1 = 2 наведенi на рис. 7 дрi-
бним маркером. Для порiвняння бiльшими мар-
керами показанi результати iнтегрування нелiнiй-
ного рiвняння (1). Видно, що перше наближення
для випадку σ0 ≤ 0.01 дуже добре узгоджується з
розрахунками за нелiнiйним рiвнянням (1), в той
час, як випадок σ0 = 0.1 кардинально вiдрiзня-
ється. Нелiнiйна теорiя свiдчить, що каверна мо-
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Рис. 7. Залежнiсть довжини вентильованої каверни
на тiлi конус–цилiндр вiд ефективного числа кавiтацiї

при x1 = 17, R1 = 2

же замикатись лише на конiчнiй частинi, а її дов-
жина не може стати бiльшою вiд x1 = 17. При
цьому iнтенсивнiсть пiддуву обмежена величиною
∆cr ≈ 0.00593. Перевищення цього значення при-
зводить до необмеженого збiльшення розмiрiв ка-
верни, що протирiчить принципу стiйкостi задач
математичної фiзики, тому такi режими обтiкан-
ня не реалiзуються (подiбно до випадкiв, описа-
них в [10, 11]). Варто зазначити, що при σ0 = 0.1
розбiжностi мiж першим наближенням та нелiнiй-
ною теорiєю виникають для дуже малих додатних
та вiд’ємних значень ефективного числа кавiтацiї,
де представлення (7) та розвинена лiнiйна теорiя
втрачають силу.

Подальше збiльшення радiуса цилiндричної ча-
стини тiла (наприклад, R1 = 2.2) при незмiннiй
довжинi конiчної частини x1 = 17 може зробити
справедливою нерiвнiсть R2

1 > 1 + 2βx1. В цьо-
му випадку паровi каверни можуть замикатись
лише на конiчнiй частинi, а їхня довжина обме-
жена величиною x1 = 17, див. [10]. Такий самий
висновок можна зробити i для вентильованих ка-
верн, якщо використовувати рiвняння першого на-
ближення та ефективне число кавiтацiї (13). Ре-
зультати лiнiйної теорiї для R1 = 2.2 наведенi
на рис. 8 дрiбним маркером. Варто зазначити, що
ефективне число кавiтацiї може бути нульовим та
вiд’ємним, а форми вiдповiдних каверн параболi-
чними та гiперболiчним (див. [10]). Бiльше того,
подальше зростання величини R1 i виконання умо-
ви R1 > 1+2βx1 дозволяють отримувати (при до-
статньо малих вiд’ємних числах кавiтацiї) також
увiгнутi гiперболiчнi каверни, що замикаються на
конiчнiй частинi тiла [10].

Нелiнiйна теорiя дозволяє досягти значно бiль-
ших за модулем вiд’ємних значень ефективного

Рис. 8. Залежнiсть довжини вентильованої каверни
на тiлi конус–цилiндр вiд ефективного числа кавiтацiї

при x1 = 17, R1 = 2.2

числа кавiтацiї (результати iнтегрування рiвняння
(1) показанi на рис. 8 крупними маркерами), але
довжина вентильованих каверн обмежена величи-
ною x1 = 17, тобто всi каверни можуть замикатись
лише на конiчнiй частинi корпусу. При цьому вели-
чина пiддуву ∆cr обмежена величинами 0.03205;
0.00502; 0.002379 для σ0 = 0.1; 0.01; 0.001 вiдпо-
вiдно. Перевищення цих значень порушує зазна-
чений вище принцип стiйкостi, тому неможливе.

3. РОЗРАХУНОК ВИДОВЖЕНИХ
ШТУЧНИХ ОСЕСИМЕТРИЧНИХ КАВЕРН
ЗА ДИСКОМ

Рiвняння (1) отримано в роботi [8] з використа-
нням припущення, що кавiтатор та каверна є тон-
кими, тобто мають малу (порiвняно з одиницею)
похiдну вiд радiуса. Разом з тим наявнi експери-
ментальнi данi здебiльшого стосуються штучних
каверн, утворених диском (див., наприклад [3–5]).
Для оцiнки розмiрiв таких каверн можна скори-
статись емпiричною формулою для радiуса кавер-
ни

R = (1 + 3x)1/3, (19)

щo достатньо точно апроксимує передню частину
каверни (x < 3) при довiльному числi кавiтацiї [1].
В рiвняннi (19) всi довжини вiднесенi до радiуса
диска. Зокрема, при x = xs = 2 з рiвняння (19)
випливає, що вiдповiдне значення радiуса каверни
Rs ≈ 1.91, а похiдної вiд нього βs ≈ 0.273. Якщо
каверна є достатньо видовженою, то при x > xs

можна користуватись рiвнянням (1), в якому всi
довжини вiднесенi до Rs, а значення параметрiв
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(2) та (3) перерахованi з використанням Rs за-
мiсть R0. Зрозумiло, що вiд таких обчислень не
варто очiкувати великої точностi, але вони можуть
виявити особливостi впливу вентиляцiї на форму
каверн за диском.

Для розрахункiв було обрано одну з форм роз-
ташованого в кавернi тiла, що складається з набо-
ру конiчних та цилiндричних частин i дослiджува-
лась експериментально в статтi [5], а саме спiввiд-
ношення (17) зi значеннями параметрiв: R1 = 1.15;
x1 = 7.85; x2 = 43.71; x3 = 52.7; R2 = 0.524;
Rb0 = 0.6 (всi довжини вiднесенi до Rs, а поча-
ток координат зсунутий в точку xs).

Перша серiя обчислень проводилась для випад-
ку необмежено довгої цилiндричної частини (x2

у формулi (17) прямує до нескiнченностi). Ре-
зультати для рiвняння першого наближення на-
веденi на рис. 9 дрiбним маркером. Для порiв-
няння бiльшими маркерами показанi результати
iнтегрування нелiнiйного рiвняння (1) для рiз-
них значень початкового числа кавiтацiї σ0 =
0.1; 0.08, 0.06; 0.04; 0.02 та iнтенсивностi пiддуву пi-
сля перерахунку на ефективне число кавiтацiї.
Для зручностi порiвняння з експериментальними
даними роботи [5] довжина каверни на рис. 9 вiд-
несена до дiаметра дискового кавiтатора.

Видно, що перше наближення лiнiйної теорiї
(10) дуже гарно збiгається з розрахунками за не-
лiнiйним рiвнянням (1). Для заданих значень па-
раметрiв x1 та R1 довжина каверни змiнюється
неперервно (немає жодних "стрибкiв"при перехо-
дi точки замикання каверни з конiчної частини на
цилiндричну, що для обраного тiла вiдповiдає зна-
ченню 8.5 безрозмiрної (вiднесеної до дiаметра ди-
ска) довжини.

Для перевiрки впливу на форму каверни зна-
чень параметрiв x2,x3 та R2 було проведено спе-
цiальну серiю чисельних експериментiв з викори-
станням нелiнiйного рiвняння (1). Розрахунки по-
казали, що форма каверни практично збiгається з
випадком необмежено довгої цилiндричної части-
ни (x2 у формулi (17) прямує до нескiнченностi).
Довжина каверни (координата точки її перетину з
тiлом) може незначно вiдрiзнятися i пояснюється
чисто геометричними розбiжностями у формi тiла,
розташованого в кавернi.

Таким чином, змiни довжини вентильованої ка-
верни, зафiксованi в статтi [5], слiд пояснювати ли-
ше змiнами ефективного числа кавiтацiї. На жаль,
в роботах [4, 5] вимiрювалось лише об’ємне витра-
чання газу, що використовується для вентиляцiї, а
значення числа кавiтацiї визначалось за формою
каверни. Вiдповiдно до рiвняння (1) форма вен-
тильованої каверни залежить як вiд iнтенсивностi

Рис. 9. Довжина вентильованої каверни за диском на
тiлi конус–цилiндр при x1 = 7.85, R1 = 1.15

вентиляцiї (параметри ∆ або V e), так i вiд значе-
ння числа кавiтацiї в перерiзi початку каверни σ0.
Для докритичних значень iнтенсивностi пiддуву
V e < σ0 (див. формули (6), (11), (13), (14)) фор-
ма каверни залежить лише вiд рiзницi цих двох
параметрiв σeff = σ0 − V e, або вiд числа Ейлера
Eu = 2p∞/(ρU2) та безрозмiрного значення сталої
Бернуллi Be = (p0 + 0.5ρg U2

g )/(0.5ρU2) у потоцi
газу, що використовується для вентиляцiї. За умо-
вами експериментiв, описаних в [5], число Ейле-
ра є фiксованим, але значення сталої Бернуллi, на
жаль не контролювалось, що робить неможливим
порiвняння розвиненої теорiї з експериментальни-
ми результатами.

Варто вiдзначити, що значення сталої Бернул-
лi, залежить не тiльки i не стiльки вiд зовнiшнього
обтiкання потоком рiдини, але i вiд характеристик
каналу, що пiдводить газ, та вiд методики дослiдiв.
Тому експериментальнi результати з однаковими
значеннями лише iнтенсивностi пiддуву (параме-
трiв ∆, V e або CQ = Q/(πR2

0U)) можуть бути не-
спiвставними. Зокрема, неоднозначну залежнiсть
довжини каверни вiд параметра CQ, що спосте-
рiгалась експериментально (див. [5], рис. 3 та 4),
цiлком можна пояснити змiнами тиску в каналi по-
дачi газу (рiзними значеннями сталої Бернуллi).
Цi змiни можуть бути зумовленi як характеристи-
ками кiльцевого каналу та умовами виносу газу з
каверни, так i експериментальною методикою змi-
ни витрачання газу (якщо вона не фiксує значення
тиску в певному перерiзi).

ВИСНОВКИ

Розглянуто проблему впливу рiзних iнтенсивно-
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стей пiддуву газу на форму тонких осесиметри-
чних стацiонарних каверн у невагомiй рiдинi з ви-
користанням моделi одновимiрної нев’язкої течiї
нестисливого газу в кiльцевому каналi мiж поверх-
нею каверни i корпусом тiла та отриманого в [8]
нелiнiйного диференцiального рiвняння. Запропо-
новано безрозмiрний параметр V e – вiдношення
швидкiсних напорiв газу у фiксованому перерiзi
каверни та потоцi рiдини. Показано, що форма ка-
верни суттєво залежить вiд спiввiдношення пара-
метрiв V e та числа кавiтацiї в тому ж фiксованому
перерiзi, наприклад σ0. У випадку докритичних
значень iнтенсивностi пiддуву (V e < σ0) розв’язок
нелiнiйного рiвняння може бути представлений у
виглядi асимптотичного ряду, а форма вентильо-
ваної каверни достатньо точно збiгається з фор-
мою парової каверни при ефективному числi кавi-
тацiї, що дорiвнює σ0 − V e.

Наближення до критичної iнтенсивностi пiдду-
ву не завжди вiдповiдає необмеженому зростан-
ню розмiрiв каверни. В цих випадках, а також
при надкритичних iнтенсивностях пiддуву (V e ≥

σ0) слiд використовувати нелiнiйне рiвняння робо-
ти [8]. Даний факт проiлюстровано розрахунками
довжини вентильованої каверни, що замикається
на тiлi конус-цилiндр. У тих випадках, коли iнтен-
сивнiсть вентиляцiї перевищує критичнi значення,
вона все одно залишається обмеженою деяким iн-
шим значенням, що залежить вiд σ0 та форми ка-
вiтатора i корпусу розташованого в кавернi тiла.

Для порiвняння теоретичних результатiв з екс-
периментальними даними бракує вимiрiв тиску
(або числа кавiтацiї) в деякому фiксованому пе-
рерiзi каверни. Вiдсутнiсть таких даних робить
неспiвставними результати рiзних експериментiв,
оскiльки форма каверни залежить на тiльки вiд
iнтенсивностi пiддуву, але i вiд σ0.
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