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Найдено автомодельное решение, способное описывать диффузию поля завихренности с конечной кинетической
энергией на фоне вихреисточника или вихрестока. Его особенностью есть то, что поле завихренности, при наличии
источника или стока, никогда не является полностью компенсированным. Введено в рассмотрение функцию ком-
пенсированности – интеграл с переменным верхним пределом от завихренности. Если абсолютное значение этой
функции убывает, то кинетическая энергия такого течения имеет конечное значение, поскольку азимутальная ско-
рость при этом уменьшается быстрее, чем в случае потенциального течения (точечный вихрь). При одинаковых по
абсолютной величине интенсивностях вихревое течение на фоне стока сильнее своего аналога на фоне источника.

Знайдено автомодельний розв’язок, що здатний описувати дифузiю поля завихреностi зi скiнченою кiнетичною
єнергiєю на тлi вихреджерела або вихрестока. Його особливiстю є те, що поле завихреностi, за наявностi джерела
або стоку, нiколи не є повнiстю компенсованим. Введено у розгляд функцiю компенсованостi – iнтеграл зi змiнною
верхнєю межою вiд завихреностi. Якщо модуль цiєї функцiї спадає, то кiнетична енергiя такої течiї має скiнче-
не значення, оскiльки азимутальна швидкiсть при цьому зменьшується швидше, нiж у випадку потенцiйної течiї
(точковий вихор). При однакових за абсолютною величиною iнтенсивностях, вихорова течiя на тлi стоку сильнiша
свого аналога на тлi джерела.

It has been obtained the self-similar solution that is able to describe a finite kinetic energy vorticity field diffusion at the
presence of sink or source flow. At the presence of sink or source flow, the solution is never strictly compensated. It has
been introduced a compensation function that is alternative upper bound vorticity integral. When the absolute value of
the function decrease the kinetic energy of the flow has a finite value because azimuthal velocity is declined faster than
it is in potential flow (point vortex). For the same absolute values of sink and source vortex flow is stroger at the sink
background.

ВВЕДЕНИЕ, АНАЛИЗ ИССЛЕДОВАНИЙ

Известно, что вихреисточник и вихресток - это
пример одного из наипростейших вихревых дви-
жений. Математическая модель такого движения,
используемая в настоящее время, представляет со-
бой наложение двух движений [1]:

Vr =
C1

r
, Vθ =

Γ

2πr
, Vz = 0. (1)

Однако представление (1) имеет существенные
недостатки. Оно не описывает реальные вихревые
движения. В случае бесконечной области интеграл
от кинетической энергии равен бесконечности [2].
Простейшая модель получила дальнейшее разви-
тие. Было найдено стационарное решение обще-
го вида задачи о вязком вихреисточнике или ви-
хрестоке [3, 4] в области r1 ≤ r ≤ r2. Нестацио-
нарные модели рассматривались в русле генера-
ции завихренности источником или стоком. Так,
в работе [5] рассмотрена задача о вращении жид-
кости как твердого тела с некоторой постоянной
угловой скоростью. И находилось возмущение ази-
мутальной скорости и завихренности, обусловлен-
ные точечным источником (стоком), испускающим

(поглощающим) по нормали к своей оси в едини-
цу времени на единицу длины постоянную массу
жидкости. В [5] получены автомодельные решения
поля азимутальной скорости и вертикальной за-
вихренности. Судя по приведенным графическим
данным, эти поля скорости не являются компа-
ктными, а поле завихренности состоит из области
одного знака. Как указывают многочисленные на-
турные эксперименты [6], реальные вихри (обла-
сти вращающейся жидкости) имеют конечные ра-
змеры. Кроме этого, полученное в [5] поле зави-
хренности линейно зависит от угловой скорости
вращения Земли. Без учета вращения, азимуталь-
ная скорость и вертикальная завихренность трив-
виальны (равно нулю). В относительно недавно
опубликованной работе [7] критикуется такой под-
ход. Правда, ссылаясь на статью [8]. Дело в том,
что в обычной ванне видно, как за время порядка
минуты возникает вихресток. А масштаб времени
вращения Земли – 24 часа (сутки). Иными слова-
ми, причина образования мощного вращательного
движения в данном случае – не земное вращение.

Наиболее близкой к данным исследованиям яв-
ляется работа [9], где рассмотрена задача диффу-
зии вихреисточника. Течение в виде классическо-
го вихреисточника (1) к начальному моменту вре-
мени индуцировано бесконечно тонким пористым
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цилиндром, вращавшимся бесконечно долго. Ма-
тематическая формулировка задачи следующая:

∂w1

∂t
+ v1

(

∂w1

∂r1
+

w1

r1

)

= ν

(

∂2w1

∂r2
1

+
1

r1

∂w1

∂r1
− w1

r2
1

)

,

w1(t, 0) = 0, w1(t, r1) → Γ/r1, r1 → ∞ ,

где v1 = Q/r – радиальная скорость течения; w1 –
азимутальная скорость; Q – мощность источника;
ν – кинематический коэффициент вязкости.

Переходя к автомодельным переменным

r = r1/
√

4νt, v1 =
Q√
νt

1

r
, w1 =

Γ√
4νt

w(r),

получаем решение в виде

w =
c

r

r
∫

0

r1+Q/νe−r2

dr, c =

∞
∫

0

r1+Q/νe−r2

dr. (2)

Все приведенные в [9] частные решения

Q = 0 : w =
1

r

(

1 − e−r2
)

;

Q

ν
= 2 : w =

1

r

[

1 −
(

1 + r2
)

e−r2
]

;

Q

ν
= 4 : w =

1

r

[

1 −
(

1 + r2 +
r4

2

)

e−r2

]

раньше или позже, выходят на асимтоту – потен-
циальное течение, соответствующее точечному ви-
хрю.

В природе, как правило, генерация завихренно-
сти происходит за конечный промежуток времени.
Поэтому радиальное распределение азимутальной
скорости должно быть таким, чтобы не нарушался
закон сохранения энергии, в данном случае экви-
валентный конечности кинетической энергии вра-
щения. Поэтому цель данной работы – нахождение
таких автомодельных решений задачи диффузии
завихренности на фоне стока или источника, кото-
рые бы соответствовали конечности кинетической
энергии вращения.

В данной работе, в отличие от перечисленных
выше, рассмотрено уравнение движения в терми-
нах завихренности, а не азимутальной скорости.
Это позволило использовать опыт автора статьи
[10] и найти автомодельное решение второго ро-
да [11] для диффузии завихренности в поле ви-
хрестока или вихреисточника. Особенность этого
решения заключается в том, что оно не является
строго компенсированным ни при каких сочета-
ниях параметров. Поэтому понятие компактности

расширено: от компактности по Сэффмену, – эк-
споненциальное убывание с ростом радиальной ко-
ординаты всех полей, – до компактности в смысле
конечности кинетической энергии вращения.

1. ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Пусть конечное время на фоне течения в виде
источника или стока генерируется вихревое дви-
жение. Например, при вращении бесконечно тон-
кого пористого цилиндра. Независимо от вида ви-
хрегенератора, кинетическая энергия рассматри-
ваемого вращения всегда конечна. В некоторый
момент времени генерация вихря прекращается, а
течение в виде источника или стока продолжает
существовать либо постоянным, либо зависящим
от времени. Задача состоит в отыскании автомо-
дельного решения, описывающего диффузию в та-
ком вихреисточнике или вихрестоке.

В случае осесимметричного плоского течения из
уравнения неразрывности

∂ (rVr)

∂r
= 0 (3)

следует, что радиальная компонента скорости мо-
жет описывается лишь потенцильным законом:

Vr =
Q(t)

r
. (4)

Поэтому задача сводится к решению уравнения
диффузии завихренности

∂ω

∂t
+

Q(t)

r

∂ω

∂r
= KL(t)

(

∂2ω

∂r2
+

1

r

∂ω

∂r

)

, (5)

где KL(t) – коэффициент диффузии, в общем слу-
чае зависящий от времени.

Автомодельное уравнение можно получить при
помощи следующих соотношений:

ω = taΩ̂(η); η = tbr; KL = K0t
γ ; Q(t) = Q0t

β. (6)

Подставляя выражения (6) в (5) и производя
стандартную процедуру обезразмеривания, полу-
чаем:

Re

(

ata−1Ω̂ + tb+a−1br
dΩ̂

dη

)

+
Λ

r
tb+a+β dΩ̂

dη
=

= tγ

(

t2b+a d2Ω̂

dη2
+

1

r
tb+a dΩ̂

dη

)

, (7)
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где Re – число Рейнольдса; Λ = Q/KL – без-
размерный параметр, указывающий на отношение
мощности источника или стока к величине коэф-
фициента диффузии.

Для того, чтобы уравнение (7) было автомодель-
ным, необходимо выполнение следующих двух
условий:

β = γ; γ + 2b = −1. (8)

Не зависящая от времени константа a в задаче
(7) находится из условия сохранения момента ко-
личества движения:

∫

∞

0

ωr3dr = const. (9)

Объясним последнее. Подинтегральное выраже-
ние ωr3 = ωr2r означает произведение линейной
скорости ωr на радиус r, умноженные на Якоби-
ан r цилиндрической системы координат. Посколь-
ку произведение линейной скорости на радиус ве-
ктор есть момент количества движения, то из (9)
следует его сохранение при отсутствии внешнего
воздействия. А это – хорошо известная теорема
теоретической механики: если момент сил, при-
ложенных к системе, равен нулю, то кинетиче-
ский момент (или момент количества движе-
ния) такой системы – постоянен. Выражение (9)
в цилиндрической системе координат есть, с точ-
ностью до множителя, вихревой момент импульса

M = −1

2
ρ

∫

r2ωdV, (10)

– один из четырех известных инвариантов движе-
ния жидкости [12].

Условие (9) даeт:

a = 4b.

И, наконец, зная закон зависимости коэффици-
ента (турбулентной) диффузии, то есть величину
γ, определяем в явном виде a и b:

b = −1 + γ

2
; a = −2(γ + 1).

Подставляя все необходимые соотношения в (7),
получаем следующее автомодельное уравнение:

d2Ω̂

dη2
+

(

1 − Λ

η
−Re bη

)

dΩ̂

dη
− Re aΩ̂ = 0. (11)

Граничными условиями для (11) есть:

Ω̂(0) = 1, Ω̂(η) → 1

ηα
, η → ∞, α > 1. (12)

Второе из граничных условий эквивалентно ко-
нечности кинетической энергии вращательного
движения:

∞
∫

0

V 2
θ rdr = const. (13)

Общее решение этого уравнения есть:

Ω̂ = C1η
(Λ

2
−1)M

(

Λ

4
+

3

2
,
Λ

4
,
Re (1 + γ)η2

4

)

×

× exp

(

−Re (1 + γ)η2

8

)

+

+C2η
(Λ

2
−1)W

(

Λ

4
+

3

2
,
Λ

4
,
Re (1 + γ)η2

4

)

×

× exp

(

−Re (1 + γ)η2

8

)

, (14)

где M, W – функции Уиттекера.
Более просто решение можно представить в ви-

де ряда:

Ω̂ =

∞
∑

k

Akηk−1, k = 1, 3, ... (15)

Коэффициенты Ak находятся из реккурентных
соотношений:

Ak+2 = − Re (k + n)

(k + 1)(k + 1 − Λ)

(

1 + γ

2

)

Ak. (16)

Сожмем автомодельную переменную, перейдя к
другой:

η
′

= η/
√

Re .

В результате получается следующее соотношение:

A
′

k+2 = − (k + 3)

(k + 1)(k + 1 − Λ)

(

1 + γ

2

)

A
′

k. (17)

Оно и будет использовано далее. При отсут-
ствии источника или стока (Λ = 0) в случае инер-
ционного интервала турбулентности (γ = 2) выра-
жение (17) преобразуется в уже известное соотно-
шение [10]:
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A
′

k+2 = − 3(k + 3)

2(k + 1)2
A

′

k. (18)

Следует отметить, что, в отличие от приведен-
ного во введении автомодельного решения, пока-
затель степени a зависит от номера момента. При
γ = 0, n = 1 полученное решение совпадает с ука-
занным и соответствует условию сохранения зави-
хренности.

2. АНАЛИЗ ОБЩЕГО РЕШЕНИЯ
НА ЧАСТНЫХ ПРИМЕРАХ

2.1. Расширение понятия компактности вихря:
вихри с конечной кинетической энергией

При отсутствии источника или стока (Λ = 0)
решение является изолированным Гауссианом –
компактным компенсированным вихрем. Наличие
источника или стока (Λ 6= 0) качественно меня-
ет картину: поле завихренности не является пол-
ностью компенсированным, однако вместе с по-
лем азимутальной скорости они все же могут быть
компактными. Для этого используем уже другое
известное понятие компактности (но не по Сэф-
фмену). Будем считать вихрь компактным при
условии:

V c
θ =

const

rα
, α > 1, r >> 1. (19)

Физический смысл этого условия раскрывает
выражение для кинетической энергии

Ec
k =

∞
∫

r0

r−2α+1dr =
r1−α
0

2(α − 1)
, (20)

означающее выполнение закона сохранения энер-
гии: диффундируя, энергия вращения (вихря) ко-
нечна в произвольный момент времени. Индекс c
в обозначениях скорости и энергии введен для их
отличия от обычных величин. Это асимптоты, с
которыми сравниваются соответствующие величи-
ны скорости и энергии.

Мерой компактности может служить интеграл
завихренности:

Int(r) =

r
∫

0

ωzrdr = Vθr. (21)

Для потенциального течения Int(r) = const.
Если |Int(r)| убывает с ростом радиальной коор-
динаты, то это означает более быстрое, чем в по-
тенциальном течении, затухание поля скорости,
что эквивалентно компактности вихря и, как отме-
чено выше, конечности его кинетической энергии.

2.2. Примеры компактных вихрей

Во всех приведенных ниже примерах рассма-
тривается стационарный источник или сток, по-
этому β = γ = 0.

На рис. 1 приведены кривые, описывающие ази-
мутальную скорость для различных значений па-
раметра Λ. Нижняя кривая соответствует изоли-
рованному Гауссиану. Напомним, что это решение
не просто компактное – оно также и компенсиро-
ванное. Для вихреисточника и вихрестока, мощ-
ность которых на порядок меньше мощности дис-
сипации за счет диффузии (Λ = ±0.1), азимуталь-
ная скорость также компактна, но уже убывает не
по экспоненциальному закону. У вихреисточника
наблюдается зона противотечения, а у вихрестока
– более медленное убывание кривой зависимости
скорости от радиальной координаты. Но, обрати-
те внимание: в обоих случаях – источника и стока
– амплитуда азимутальной скорости, да и энергия
(см. рис. 4)значительно больше, чем при их отсут-
ствии. Следовательно, часть энергии от источни-
ка или стока передаётся во вращение. При этом
максимальное значение приходится на случай сто-
ка. На рис. 2 представлены соответствующие кри-
вые для завихренности. Как видно, все они ком-
пактные. Важным, в смысле определения компа-
ктности течения, является рис. 3, где представ-
лен интеграл от завихренности. Видно, что у ви-
хреисточника и вихрестока поле завихренности не
компенсировано, но зато убывает по абсолютной
величине с ростом радиальной координаты. По-
следним подтверждением компактности является
рис. 4, где представлены кривые зависимости ки-
нетической энергии вращения от радиальной ко-
ординаты. Все три кривые выходят на асимпто-
ту – каждая на свое значение. Следует отметитть,
что наличие даже относительно слабого вихреи-
сточника или вихрестока заметно увеличивает ки-
нетическую энергию вращения.

2.3. Компактный вихрь в случаях слабых
вихреисточника и вихрестока
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Рис. 1. Кривые азимутальной скорости

Рис. 2. Кривые завихренности

Как уже упоминалось выше, в природе часто на-
блюдаются достаточно компактные вихри. Есте-
ственно, радиальная скорость в них не отсутству-
ет. Но мощность источника или стока при этом
во много раз слабее той турбулентной диффузии,
которой подвергается вихрь. Поэтому представля-
ет интерес рассмотреть отдельно случаи слабого
источника или стока как наиболее подходящие к
описанию указанных объектов. Понятие слабый в
данном случае, как и всегда, относительное. Для
этого логичнее всего считать те значения пара-
метра Λ, при которых отличия между источником
и стоком количественно сводятся на нет. Как по-
казывают расчеты, этой границей можно прибли-

Рис. 3. Функция компенсированности вихревого
течения

Рис. 4. Кривые кинетической энергии вращения

женно считать значение Λ = ±0.01.
На рис. 5 представлены наиболее разнящиеся ве-

личины – кинетические энергии вращения. Разли-
чие на графиках остальных величин еще меньше.
И, как правило, в натурных измерениях они от-
брасываются. При этом роль источника или стока
нивелируется.

Видно, что даже при столь малых значениях Λ
общая энергия вращения на фоне источника и сто-
ка – разные величины.
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Рис. 5. Кривые кинетической энергии вращения в
случаях слабых источника и стока

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ВЫВОДЫ

Сформулирована и решена задача диффузии за-
вихренности вихреисточника или вихрестока, име-
ющего конечную кинетическую энергию враще-
ния. Найдено автомодельное решение. Поле ради-
альной скорости не является компактным, а по-
ле азимутальной – компактно. Поэтому решение
и названо квази(полу)компактным. На примерах
показан характер убывания полей скорости, зави-
хренности и кинетической энергии вращения. По-
нятие компактности вихря расширено. Вместо эк-
споненциального убывания с ростом радиальной
координаты предложено считать компактным так-
же такой вихрь, у которого поле скорости убывает
быстрее, чем у точечного вихря. А это, в свою оче-
редь, гарантирует выполнение закона сохранения
энергии: кинетическая энергия такого вращения
конечна. Кинетическая энергия вращения в вихре-
стоке превышает энегию вихреисточника. Но

главное, что малые мощности источника и сто-
ка способны значительно увеличить кинетическую
энергию вращения.
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