
ISSN 1561 -9087 Прикладна гiдромеханiка. 2011. Том 13, N 4. С. 37 – 51

УДК 532.592

ПРОБЛЕМИ I ПАРАДОКСИ
БIЛЯКРИТИЧНИХ ТЕЧIЙ РIДИНИ

О. А. Р ЯБ Е Н КО

Нацiональний унiверситет водного господарства та природокористування, Рiвне

Одержано 23.08.2011

Розглядаються бiлякритичнi течiї рiдини, якi недостатньо вивченi в теоретичному i експериментальному вiдношен-
нях. Наведено короткий огляд робiт, вiдзначена актуальнiсть проблеми. Детально проаналiзованi iснуючi залежно-
стi, якi використанi для описання профiлю вiльної поверхнi потоку. Висвiтленi проблеми сучасного стану теорiї i
практики бiлякритичних течiй. Сформульованi парадокси, що виникають при спробi описання всiх явищ розгля-

дуваного класу з єдиних позицiй. Суть виявлених парадоксiв розкрита на основi експериментальних дослiджень.
Показано, що для коректного описання бiлякритичних течiй рiдини в додаток до числа Фруда в початковому пере-
рiзi цих течiй необхiдно враховувати ще й можливi нахил i кривизну елементарних струминок у цьому ж перерiзi.

Рассматриваются околокритические течения жидкости, которые недостаточно изучены в теоретическом и экспе-
риментальном отношениях. Дан краткий обзор работ, отмечена актуальность проблемы. Детально проанализиро-

ваны существующие зависимости, используемые для описания профиля свободной поверхности потока. Освещены
проблемы современного состояния теории и практики околокритических течений. Сформулированы парадоксы,
возникающие при попытке описания всех явлений рассматриваемого класса с единых позиций. Сущность выявлен-
ных парадоксов раскрыта на основе экспериментальных исследований. Показано, что для корректного описания
околокритических течений жидкости в дополнение к числу Фруда в начальном сечении этих течений необходимо

учитывать еще и возможные наклон и кривизну экспериментальных струек в этом же сечении.

Near-critical fluid flows are considered which had been studied insufficiently in theoretical and experimental aspects. A
concise review of works is given, the actuality of the problem is pointed out. Are analyzed in detail existing relationships

used to describe the profile of flow free surface. Problems are elucidated of the present-day state of the theory practice
of near-critical flows. Paradoxes are formulated emerging at the attempt do describe all phenomena of the discussed class
from common positions. The essence of revealed paradoxes is displayed on the basis of experimental research. It is shown
that for the proper description of fluid near-critical flows in addition to Froude number in the initial section of these flows
it is necessary to take into account also the streamline inclination and curvature in the same section.

ВСТУП

Класична гiдравлiка потокiв рiдини з вiльною
поверхнею основується на їхньому подiлi на два
якiсно вiдмiннi стани – спокiйний i бурхливий [1,
2]. Межею, що роздiляє цi типи потокiв мiж со-
бою, є критичний стан, iснуючий в надзвичайно
вузьких границях (на шкалi глибин чи чисел Фру-
да цьому стану вiдповiдає одна-єдина точка). Про-
те численнi теоретичнi i експериментальнi дослiд-
ження переконливо свiдчaть про те, що в при-
родi iснує не тiльки критичний стан, а ще й до-
сить обширна особлива область так званих бiля-

критичних течiй. Цi течiї iстотно вiдрiзняються
вiд звичайних спокiйних та бурхливих потокiв, ма-
ють ряд вiдмiтних особливостей – хвиле- чи валь-
цеподiбний профiль вiльної поверхнi, негiдроста-
тичний розподiл тиску по глибинi в бiльшостi пе-
рерiзiв потоку та iн. [3]. Це робить неможливим
використання традицiйної теорiї плавно змiнного
руху для описання таких течiй.

Дослiдженнями рiзних вчених було виявлено,
що в областi бiлякритичних течiй можливе iсну-
вання ряду особливих явищ, якi вимагають для
свого описання застосовування спецiальних мето-

дiв. До таких явищ необхiдно вiднести самотню
хвилю [4], кноїдальнi хвилi [5], хвилястий стрибок
[6, 7], безстрибкове вальцеве спряження б’єфiв [8],
бiлякритичнi хвилi перемiщення [6, 9] та iншi. При
цьому область iснування таких явищ виходить за
межi критичної точки з критичним станом, час-
тково охоплюючи i спокiйнi, i бурхливi потоки.

Питання про визначення характеристик та умов
формування критичного стану висвiтлено досить
детально як для загального випадку потокiв рiди-
ни з монотонною поверхнею [1, 2, 10], так i для
потокiв з криволiнiйною поверхнею [11 – 15]. Про-
те системний розгляд всього класу бiлякритичних
течiй рiдини використовується в небагатьох робо-
тах.

Вивчення хвиль на водi, складовою частиною
яких є i бiлякритичнi течiї, є предметом дослiд-
жень таких галузей науки, як гiдравлiка, механiка
рiдини, математика, фiзика, солiтонiка та iн. [1, 2,
16 – 18]. Довгий час кожне iз вищеназваних явищ
вивчалося окремо, без видiлення в якусь особливу
групу, безпосередньо не зв’язуючи їх з критичним
станом потоку. Вивченню рiзних типiв бiлякрити-
чних течiй рiдини та окремих питань, пов’язаних з
цими течiями, присвяченi сотнi робiт. Такi дослiд-
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ження поставленi для вирiшення самих рiзноманi-
тних теоретичних i практичних задач, проведенi
вченими рiзних наукових шкiл, виконанi на осно-
вi рiзноманiтних вихiдних фiзичних схем i мате-
матичних моделей. Отриманi для рiзних явищ ре-
зультати досить часто не узгодженi мiж собою, не
систематизованi з позицiй, загальних для всього
розглядуваного класу явищ. У рядi випадкiв тра-
ктування одержаної iнформацiї є досить супере-
чливими, а окремi висновки повнiстю виключають
один одного.

Сказане свiдчить про те, що назрiла гостра не-
обхiднiсть системного аналiзу всього накопиченого
матерiалу та розробки теорiї бiлякритичних течiй
рiдини з позицiй, загальних для всього видiленого
класу течiй. Створення такої теорiї дозволить ви-
яснити суть iснуючих суперечностей, вiдсiяти по-
милковi твердження, дати аргументованi поясне-
ння виявленим парадоксом. Цiкаво зазначити, що
у свiй час для газового середовища були описанi
особливостi бiлякритичних течiй при швидкостях,
близьких до мiсцевої швидкостi поширення звуку
в газi, i була розроблена теорiя бiлякритичних (бi-
лязвукових) течiй газу [19, 20].

1. КОРОТКИЙ IСТОРИЧНИЙ ОГЛЯД

Термiн „бiлякритичнi течiї” вперше був вве-
дений у гiдравлiку рiдин В.В. Смисловим [21], хо-
ча основнi iдеї такого пiдходу були викладенi у
кiлькох його роботах у 50-i роки минулого столi-
ття. При цьому з єдиних позицiй розглядаються
п’ять типiв явищ з глибинами, близькими до кри-
тичної. Характерно, що до видiленого класу вiдне-
сено лише нерухомi в просторi явища з уста-
леним у часi рухом рiдини. В.В.Смислов [22] вивiв
диференцiальне рiвняння кривої вiльної поверхнi
розглядуваних течiй, в якому враховується криви-
зна елементарних струминок потоку.

Ф. Серр [23, 24] вiдмiтив паралель мiж устале-
ними потоками i стацiонарними хвилями перемi-
щення при глибинах, близьких до критичної. Вiн
вивiв своє бiльш повне (i бiльш зручне для мате-
матичних перетворень) диференцiальне рiвняння
кривої вiльної поверхнi, яке враховувало не тiль-
ки кривизну, а й нахил елементарних струминок.
Подальший розвиток теорiї бiлякритичних течiй
рiдини здiйснив А. А. Турсунов [25], який iстотно
розширив межi застосовування теорiї розглядува-
них течiй, вiднiсши до них не тiльки нерухомi яви-
ща з глибинами, близькими до критичної, а й хвилi
перемiщення iз швидкостями, близькими до кри-
тичного значення. Проте досить великий набiр ти-
пiв бiлякритичних явищ при їх теоретичному роз-

глядi А. А. Турсунов звiв лише до двох типiв –
самотньої i кноїдальних хвиль. Необхiдно пiдкре-
слити, що залежностi, отриманi для самотньої i
кноїдальних хвиль, використовуються при розгля-
дi хвилястого стрибка i групових хвиль перемiще-
ння [25 – 27]. Певнi узагальнення iнформацiї про
умови iснування та характеристики рiзних типiв
бiлякритичних течiй зробили Р. Р. Чугаєв [1] та
Х. Шансон [28]. Загальним недолiком робiт цього
перiоду є невизначенiсть положення початкового
перерiзу з позицiй, загальних для всього класу бi-
лякритичних течiй, неповне розкриття всього ком-
плексу граничних умов, а особливо в початковому
перерiзi розглядуваних явищ.

2. АКТУАЛЬНIСТЬ ПРОБЛЕМИ

Вiдсутнiсть загальної теорiї бiлякритичних те-
чiй, невизначенiсть умов їхнього iснування є при-
чиною того, що можливiсть виникнення таких те-
чiй iнодi не береться до уваги в процесi проектува-
ння рiзноманiтних споруд. Iснуючi методики роз-
рахункiв бiлякритичних течiй ще недосконалi, не
враховують усiх визначальних факторiв, через що
проектнi рiшення, пов’язанi з такими течiями, до-
сить часто виявляються далекими вiд оптималь-
них. Внаслiдок цього трапляються випадки руй-
нувань та аварiй споруд, що працюють в умовах
утворення бiлякритичних течiй. Так, тяжкi руйну-
вання водобою спостерiгалися на водозливнiй гре-
блi Вако, був пiдмитий флютбет гребель Крiшна
i Сарда, через що остання була зруйнована повнi-
стю [29]. Iстотнi руйнування крiплення нижнього
б’єфу та розмиви вiдвiдного русла спостерiгалися
за регулюючими спорудами осушувальних систем
рiчок Iрпiнь, Здвиж, Остер, Iква.

Зафiксованi значнi пошкодження таких без-
напiрних тунелiв, як Арпа-Севан, Ялтинський,
Спандарянський, Iнфернiльо. Описано виникнен-
ня бiлякритичних течiй з хвилястою поверхнею
в безнапiрнiй залiзобетоннiй галереї Колимської
ГЕС та тунелях Iнгурської i Токтогульської ГЕС.
Характерно, що аналiз умов роботи безнапiрних
тунелiв показав, що у вихiдному перерiзi таких ту-
нелiв число Фруда Fr = 0.3–4.0, тобто потiк знахо-
диться саме в зонi iснування бiлякритичних течiй
[30].

Руйнування залiзобетонного крiплення та роз-
миви ложа вiдбулися на Каршинському i Аму-
Бухарському каналах внаслiдок дiї хвиль пере-
мiщення, що утворювалися при зупинцi та пуску
агрегатiв насосних станцiй, причому на Каршин-
ському каналi спостерiгалося затоплення берм та-
кими хвилями на довжинi 3.6 – 3.9 км. [31]. Висо-
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та хвиль перемiщення зазначеного типу може бути
досить великою. Так, у деривацiйному каналi ГЕС
Орезон при вiдключенiй витратi 200 м3/с висота
хвиль досягала 1.4 м [32].

Для згаданих у цьому параграфi випадкiв руй-
нувань спiльним є те, що зазначенi гiдротехнiчнi
споруди на певних етапах експлуатуються в обла-
стi iснування бiлякритичних режимiв. Звичайно,
будь-якi випадки руйнувань i аварiй споруд вiдбу-
ваються внаслiдок несприятливої дiї великої кiль-
костi самих рiзноманiтних факторiв, але до та-
ких факторiв необхiдно вiднести також i негативнi
прояви бiлякритичних течiй.

Недостатньо дослiдженим є питання про фор-
мування бiлякритичних течiй в нижньому б’єфi
низьконапiрних ГЕС. У лiтературi є вiдомостi про
можливе утворення таких течiй за вiдсмоктуваль-
ними трубами агрегатiв Воткiнської, Ризької i Ке-
гумської ГЕС. На рис. 1, запозиченому з роботи
[33], показано результати дослiду, отриманi на мо-
делi, побудованiй в масштабi 1:37.2, при таких ха-
рактеристиках натурного потоку: витрата турбi-
ни – 500 м3/с, ширина турбiнного блоку – 25 м,
питома витрата q = 20.4 м2/с, глибина нижнього
б’єфу – 4.26 м, число Фруда у стисненому перерiзi
потоку Fr1 = 1.13. Утворюванi хвилi, якi можуть
змiнювати своє положення в просторi, негативно
впливають на крiплення нижнього б’єфу, стабiль-
нiсть режиму експлуатацiї агрегатiв станцiї, ство-
рюють труднощi для судноплавства.

Спроби уникнути утворення бiлякритичних ре-
жимiв при роботi гiдротехнiчних i гiдроенергети-
чних споруд далеко не завжди виявляються вда-
лими, вимагають суттєвих додаткових коштiв, а
iнодi уникнути формування цих режимiв взагалi
неможливо. В таких випадках для забезпечення
надiйного розв’язку комплексу технiчних проблем
доводиться використовувати гiдравлiчне та мате-
матичне моделювання режимiв роботи споруд, за-
стосування якого для розглядуваного класу явищ
має свої особливостi [34, 35]. Таким чином, пробле-
ма розробки теорiї i методiв розрахункiв бiлякри-
тичних течiй рiдини є досить актуальною.

3. БАЗОВI РIВНЯННЯ, ВИКОРИСТОВУВА-
НI ДЛЯ ОПИСАННЯ ПРОФIЛЮ ВIЛЬНОЇ
ПОВЕРХНI

Виведення розрахункових залежностей, що опи-
сують профiль вiльної поверхнi хвилеподiбних бi-
лякритичних течiй рiдини, основується на базо-
вих рiвняннях класичної гiдравлiки – збережен-
ня енергiї та моменту (кiлькостi руху), нерозрив-
ностi, рiвняннях Ейлера, Бернуллi, Сен-Венана та

iн. При цьому для бiлякритичних течiй стосовно
умов плоскої задачi використовують вiдповiднi за-
лежностi, отриманi для рiзко змiнного руху. Серед
рiзних типiв таких залежностей видiлимо рiвнян-
ня Буссiнеска [36], Кортевега-де Фрiса [5] та Селе-
зова [37]. Цi нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння в
частинних похiдних мають фундаментальний ха-
рактер i описують процес розвитку та перемiщен-
ня хвиль на поверхнi незбуреної рiдини.

Рiвняння Кортевега-де Фрiса вирiзняється сво-
єю унiверсальнiстю, описує багато рiзноманiтних
явищ та процесiв рiзної фiзичної природи, вiдно-
ситься до числа основних рiвнянь солiтонiки i в
загальному випадку для змiнної у часi t величини
u має такий вигляд:

ut − k1uux − k2uxxx = 0, (1)

де k1, k2 – деякi коефiцiєнти; iндекс бiля u означає
похiдну по цьому параметру.

Для усталеного та неусталеного перманентно-
го (стацiонарного) рухiв профiль вiльної поверх-
нi вiдповiдно в нерухомiй та рухомiй системах ко-
ординат є незмiнним, параметр часу t випадає з
аналiзу, внаслiдок чого згадане рiвняння iстотно
спрощується. Наведемо деякi з основних рiвнянь,
що використовуються як вихiднi при розглядi бi-
лякритичних течiй в умовах плоскої задачi:
1) рiвняння енергiї E Серра [23] для прямолiнiй-
ного дна

E = h +
q2

2gh2
+

q2

3gh
h′′ − q2

6gh2
h′2, (2)

2) рiвняння моменту (функцiї iмпульсу) M Серра
[23] для прямолiнiйного дна:

M =
h2

2
+

q2

gh
+

q2

3g
h′′ − q2

3gh
h′2, (3)

3) розширене рiвняння Бернуллi (енергiї) типу
Буссiнеска у формi Хагера i Хуттера [27] для кри-
волiнiйного дна

E = h + z +
q2

2gh2
×

×
(

1 +
2hh′′ − h′2

3
+ hz′′ − h′z′ − z′2

)

, (4)

4) розширене рiвняння Бернуллi (енергiї) типу
Буссiнеска у формi Хагера [38] для криволiнiйного
дна

E = h + z +
q2

2gh2
×

× exp

(

2hh′′ − h′2

3
+ hz′′ − h′z′ − z′2

)

, (5)
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Рис. 1. Профiль вiльної поверхнi потоку за вiдсмоктувальною трубою Ризької ГЕС (розмiри та вiдмiтки данi
в метрах)

5) розширене рiвняння Бернуллi у формi Хагера i
Хуттера [27] для прямолiнiйного дна

E = h +
q2

2gh2

(

1 +
2hh′′ − h′2

3

)

, (6)

6) розширене рiвняння Бернуллi у формi Хагера
[38] для прямолiнiйного дна

E = h +
q2

2gh2
exp

(

2hh′′ − h′2

3

)

, (7)

7) рiвняння енергiї Буссiнеска у формi Андерсена
[39] для прямолiнiйного дна

E = h +
q2

2gh2

(

1 +
2

3
hh′′

)

, (8)

8) рiвняння енергiї Хагера i Хуттера [27] для ха-
рактерного перерiзу потоку з вiдсутнiстю криви-
зни вiльної поверхнi для прямолiнiйного дна

E0 = h0 +
q2

2gh2
0

(

1 − h
′
2

0

3

)

, (9)

9) рiвняння енергiї Хагера [38] для характерного
перерiзу потоку з вiдсутнiстю кривизни вiльної по-
верхнi для прямолiнiйного дна

E0 = h0 +
q2

2gh2
0

exp

(

−h
′
2
0

3

)

. (10)

У наведених рiвняннях h – довiльна глибина;
h0 – характерна глибина, при якiй h′

0 6= 0, а h′′

0 = 0;
z – положення довiльної точки дна над вiссю аб-
сцис; x – поздовжня координата; q – питома витра-
та; g – прискорення вiльного падiння. Необхiдно
пiдкреслити, що деякi iз залежностей, наведених
у цiй статтi, дещо перетворенi i данi у прийнятих
позначеннях.

Коментуючи наведенi формули, необхiдно за-
значити наступне. Формули (6), (8), (9) є частин-
ними випадками бiльш загальної формули Серра
(2). Для випадку плавно змiнного руху з гiдроста-
тичним розподiлом тиску перша h′ i друга h′′ похi-
днi функцiї h(x) дорiвнюють нулю, внаслiдок чого
залежностi (2), (3), (6) – (10) зводяться вiдповiдно
до класичного вигляду [1, 2]:

E = h +
q2

2gh2
, (11)

M =
h2

2
+

q2

gh
. (12)

Функцiї енергiї E та моменту M зв’язанi мiж со-
бою таким спiввiдношенням:

dM

dx
= h

dE

dx
, (13)

яке є справедливим як для плавно, так i рiзко змiн-
ного рухiв [23].

У випадку прямолiнiйного горизонтального дна
з вiссю абсцис 0x, що проходить по дну, значен-
ня z, z′ та z′′ дорiвнюють нулю, внаслiдок чого
рiвняння (4) i (5) перетворюються вiдповiдно у за-
лежностi (6) i (7).

Порiвнюючи формули (4) i (5), необхiдно заува-
жити наступне. Обидвi залежностi дають близькi
результати [38], проте iз них перевагу необхiдно
вiддати формулi (4). Ця формула є точним мате-
матичним розв’язком поставленої задачi i при z,
z′ та z′′, рiвних нулю, вона зводиться до залежно-
стi Серра (2). Остання обставина має винятково
важливе значення для розвитку теорiї бiлякрити-
чних течiй рiдини. Завдяки зазначенiй можливо-
стi перетворення формули (4) у формулу (2) за-
стосування залежностi (4) при теоретичному ви-
вченнi бiлякритичних течiй (так само як i вiдпо-
вiдних рiвнянь Серра та Кортевега-де Фрiса) до-
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зволяє отримати у вiдповiдних розв’язках гiпербо-
лiчний секанс sch(x) та елiптичну функцiю Якобi
амплiтуди косинуса cn(z, k), що є неможливим на
основi формули (5).

Причина такого положення полягає в наступно-
му. Як вiдомо [40], експоненцiальну функцiю мо-
жна розкласти в ряд Тейлора

exp x = ex =

∞
∑

k=0

xk

k!
= 1+x+

x2

2
+

x3

6
+

x4

24
+... (14)

Аналiз залежностей (4), (5) та (14) показує, що
формули (4) i (5) є тотожними при використаннi в
розрахунках лише перших двох членiв ряду Тей-
лора, тобто за умови

exp x = 1 + x. (15)

Використання у формулi (5) усiх наступних чле-
нiв ряду Тейлора у кiлькiсному вiдношеннi мало
впливає на остаточнi результати. Проте з якiсної
точки зору таке використання iстотно обмежує мо-
жливостi знаходження аналiтичного розв’язку по-
ставленої задачi, зводячи їх лише до застосування
чисельних i експериментальних методiв.

На завершення цього параграфу вiдзначимо, що
все сказане вiдносно порiвнюваної пари формул
(4) i (5) вiдноситься в рiвнiй мiрi також i до пар
формул (6), (7) та (9), (10), якi так само вiдрiзня-
ються мiж собою наявнiстю та вiдсутнiстю члена з
exp(x). При цьому залежностi (5), (7) i (10) з експо-
ненцiальною функцiєю можна вважати точними,
якщо в них використовувати не всi, а лише пер-
шi два члени ряду Тейлора, тобто при виконаннi
умови (15).

4. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ
ПРОФIЛЮ ВIЛЬНОЇ ПОВЕРХНI

Безпосереднє використання залежностей (2)–
(10) для розрахунку профiлю вiльної поверхнi
ускладнюється наявнiстю в них перших та других
похiдних функцiй h(x) та z(x). Задачу розрахун-
ку рiзко змiнного усталеного та неусталеного пер-
манентного (стацiонарного) руху вдається iстотно
спростити, позбавившись другої похiдної h′′. На-
ведемо кiлька таких рiвнянь для випадку прямо-
лiнiйного дна iз z, z′ та z′′, рiвними нулю:
1) Кортевега-де Фрiса у формi Бхатнагара [41] у
виглядi кубiчного полiномa

h′2 =
1

3δ

(

−h3 + 3Ch2 + 6Ah + 6B
)

, (16)

2) Серра [23], виражене через питому енергiю E ,

h′2 =
6g

q2

(

−h3

2
+ Eh2 + C1h +

q2

2g

)

, (17)

3) Серра [23], виражене через момент M ,

h′2 =
3g

q2

(

−h3

2
+ C2h

2 − Mh +
q2

2g

)

, (18)

4) Смислова [22],

h′2 =
3g

q2

(

−2

3
h3 + Eh2 − q2

g
lnh + C3

)

, (19)

5) Андерсена [39], записане для випадку hk =
3

√

q2/g = 1,

h′2 = −2h3 + 3Eh2 − 3 lnh + C4, (20)

6) Хагера i Хутера [27], основaне на залежностях
(6), (9) i записане для характерного перерiзу з дру-
гою похiдною h′′

0 = 0,

h′2 =
3g

q2

[

−h3 +

(

2h0 +
q2

gh2

0

− q2

3g

h
′
2
0

h2

0

)

h2−

−
(

h2

0 +
2q2

gh0

− 2q2

3g

h
′
2

0

h0

)

h +
q2

g

]

, (21)

7) Хагера [38], основaне на залежностях (7), (10) i
записане для характерного перерiзу з другою по-
хiдною h′′

0 = 0,

h′2 =
h

′
2

0

h0Φ
+ 3

(

1 − h

h0Φ

)

ln
q2

2gh3

0

+ 6

(

h

h0

− 1

)

−

−6

(

2 +
h

h0Φ

)

ln
h

h0

− 3

(

1 − h

h0Φ

)

ln

(

Φ − h

h0

)

,

(22)

де Φ –
E0

h0

при енергiї E0, пiдрахованiй за форму-

лою (10).
У наведених залежностях δ , A, B, C, C1, C2, C3,

C4 – деякi коефiцiєнти та константи iнтегрування.
На основi аналiзу зазначених диференцiальних

рiвнянь та їх використання у розрахунках можна
висловити наступне.

Використання залежностей (15)–(19) вимагає
встановлення значень питомої енергiї E, функцiї
iмпульсу M , коефiцiєнтiв δ, A, B, C та констант
iнтегрування C1, C2, C3, C4. Звичайно, для рiзних
явищ це робиться рiзними способами. Найчастiше
згаданi значення визначають для дiлянки потоку
з плавно змiнним рухом i гiдростатичним розподi-
лом тиску по глибинi.

Диференцiальнi рiвняння (15)–(21) та подiбнi до
них застосовують при розглядi комплексу задач,
пов’язаних з такими явищами:

• водозлив з широким порогом [12],
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Рис. 2. Характернi профiлi бiлякритичних течiй:
а – самотньої хвилi, б – кноїдальних хвиль

• водозлив практичного профiлю [15, 38, 42, 43],

• хвилястий стрибок [12, 13, 25, 27, 35, 39, 44 –
46],

• самотня хвиля [12, 17, 25, 36, 38],

• кноїдальнi хвилi [5, 12, 17, 38],

• хвиля перемiщення [24, 25].

При розглядi рiзних типiв бiлякритичних течiй
рiдини найчастiше використовують взаємозв’язанi
диференцiальнi рiвняння Кортевега-де Фрiса (15),
Серра (16), (17) та їхнi модифiкацiї. Отриманi при
цьому розв’язки профiлю вiльної поверхнi пото-
ку зводяться до вiдомих формул самотньої хвилi
(рис. 2, а)

h = h1 + (hB − h1) sch2

[

x

2

√

3g

q2
(hB − h1)

]

(23)

та кноїдальних хвиль (рис. 2, б)

h = h1 + (hB − h1)cn
2

( x

∆
, k
)

, (24)

де hB i h1 – максимальна i мiнiмальнi глибини вiд-
повiдно; ∆ i k – параметри хвиль.

Диференцiальнi рiвняння Смислова (18) та Ан-
дерсена (19), отриманi на основi схожих вихiдних

умов i при критичнiй глибинi hk =
(

q2/g
)1/3

, є
тотожними. Недолiком цих рiвнянь є неврахуван-
ня нахилу елементарних стримунок, хоча в кiль-
кiсному вiдношеннi ця обставина мало впливає на
остаточнi результати.

Своєрiдний спосiб побудови профiлю вiльної по-
верхнi запропонували В. Хагер i К. Хуттер [27,
38] , якi при виведеннi своїх диференцiальних рiв-
нянь (20) i (21) для визначення енергiї E = E0 за
формулами (9) i (10) та вiдповiдних констант ви-
користовують характерний перерiз розглядуваних
явищ, де друга похiдна h′′ дорiвнює нулю. Основ-
ним недолiком цього способу є проблема коректної
оцiнки значення першої похiдної h′ у зазначеному
перерiзi.

До сказаного необхiдно додати, що диференцi-
альнi рiвняння (18)–(21) позбавленi можливостi
отримати точнi аналiтичнi розв’язки iз використа-
нням функцiй sch(x) та cn(z, k).

5. ПРОБЛЕМИ БIЛЯКРИТИЧНИХ ТЕЧIЙ

Характеризуючи сучасний стан теорiї i практи-
ки бiлякритичних течiй рiдини, можна означити
такi основнi проблеми, невирiшенiсть яких iстотно
стримує розвиток цього наукового напряму.

1. Вiдсутнiсть системного пiдходу до вивчення
класу бiлякритичних течiй рiдини. У бiльшостi
випадкiв кожне явище дослiджується окремо без
зв’язку з iншими. Спроби поширити використання
залежностей, виведених для окремого явища, на
весь клас бiлякритичних течiй ведуть до парадо-
ксальних результатiв. Необхiднi для розрахункiв
значення E, M , A, B, C, C1, C2, C3, C4 визна-
чаються по-рiзному для рiзних явищ. Найчастiше
вказанi величини знаходять для дiлянки потоку з
паралельно струминним рухом, де похiднi h′ та h′′

дорiвнюють нулю, а розподiл тиску вiдповiдає гi-
дростатичному закону (хвилястий стрибок, само-
тня хвиля, водозлив з широким порогом та iн.).

В той самий час iснують деякi типи явищ роз-
глядуваного класу (кноїдальнi хвилi, одиночна
хвиля, окремi типи хвилястого стрибка тощо), на
всiй довжинi яких взагалi не iснує не тiльки дiлян-
ки, а навiть i перерiзiв потоку з паралельно стру-
минним рухом. У таких випадках значення вище-
згаданих величин, знайденi як для потоку з пара-
лельно струминним рухом, є нереальними i їх не
можна перевiрити в умовах фiзичного експеримен-
ту шляхом безпосереднiх вимiрювань. Метод Ха-
гера i Хутера [27, 38] визначення згаданих величин
для характерного перерiзу розглядуваних явищ, у
якому h′′ = 0 та h′ 6= 0, виявляється неефектив-
ним внаслiдок невизначеностi величини першої по-
хiдної h′ у вказаному перерiзi.

2. Вiдсутнiсть єдиної точки зору про положен-
ня початкового перерiзу окремих типiв бiлякрити-
чних течiй з позицiй, загальних для всього класу
розглядуваних явищ. Так, для хвилястого стрибка
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i нерухомої самотньої хвилi за початковий прийма-
ється перерiз бурхливої течiї, пiсля якого почина-
ється рiзкий пiдйом вiльної поверхнi. Такий пiдхiд
виявляється абсолютно неприйнятим для пiдвиду
кноїдальних хвиль, що утворюється на поверхнi
потоку у спокiйному станi, адже дiлянки з бурхли-
вою течiєю по всiй довжинi цього явища взагалi не
iснує.

При розглядi кноїдальних хвиль Хагер [38] за
характерний приймає перерiз за вершиною першої
хвилi, що проходить через точку перегину кривої
вiльної поверхнi, де друга похiдна h′′ = 0. Такий
перерiз не можна вважати за початковий, адже
вiдтворити в умовах фiзичного експерименту кно-
їдальнi хвилi, що починаються у зазначеному ха-
рактерному перерiзi, виявляється неможливим.

3. Невизначенiсть характеристик потоку у гра-
ничних перерiзах розглядуваних явищ. В особли-
вiй мiрi це вiдноситься до початкового перерiзу
окремих типiв бiлякритичних течiй. Так, для хви-
лястого стрибка та самотньої хвилi вважається,
що у цьому перерiзi потiк є паралельно струмин-
ним з похiдними h′ i h′′, рiвними нулю, та гiдро-
статичним розподiлом тиску по глибинi. В той са-
мий час проведенi об’ємнi експериментальнi до-
слiдження (див. роздiл 8 даної статтi) чiтко дове-
ли, що в початковому перерiзi хвилястого стриб-
ка та деяких iнших типiв бiлякритичних течiй за
певних умов може бути не тiльки гiдростатичний,
а й негiдростатичний розподiл тиску. Тут доречно
пiдкреслити, що фактор негiдростатики має виня-
тковий вплив на формування та основнi характе-
ристики бiлякритичних течiй.

4. Iснуючi методики визначення основних хара-
ктеристик та умов iснування рiзних типiв явищ
розглядуваного класу основуються на положеннi
про гiдростатичний розподiл тиску у їхньому по-
чатковому перерiзi i не враховують можливi нахил
i кривизну елементарних струминок у цьому пере-
рiзi.

5. Теоретичнi розв’язки диференцiальних рiв-
нянь Кортевега – де Фрiса (15) та Серра (16) i (17)
зводяться до класичних рiвнянь самотньої (22) та
кноїдальних хвиль (23), причому цi розв’язки ви-
раженi через максимальну hB та мiнiмальну h1

глибини розглядуваних явищ. Суттєвим недолi-
ком такого способу описання профiлю вiльної по-
верхнi потоку рiдини є те, що при заданiй мiнi-
мальнiй глибинi h1 та питомiй втратi q максималь-
на глибина hB пiд вершинами хвиль залишається
невiдомою. В той самий час визначення макси-
мальної глибини є одним з головних завдань роз-
рахункiв рiзних типiв гiдротехнiчних споруд, в ме-
жах яких можливе виникнення зазначених явищ.

6. Iснуючi вiдомостi про iснування рiзних типiв
бiлякритичних течiй рiдини є надзвичайно супере-
чливими. Досить часто окремi точки зору з цього
питання є дiаметрально протилежними i повнiстю
виключають одна одну. При цьому потребує необ-
хiдного уточнення (щодо принципової можливостi
та меж застосування) вiдома математична модель
хвилястого стрибка та групових хвиль перемiще-
ння у виглядi сукупностi самотньої i кноїдальних
хвиль.

6. ПАРАДОКСИ БIЛЯКРИТИЧНИХ ТЕЧIЙ
РIДИНИ

Iще Ф. Серр [23] вiдмiтив, що застосування зале-
жностей плавно змiнного руху до бiлякритичних
течiй веде до фiзично абсурдних результатiв. Де-
тальний аналiз iснуючої iнформацiї, виконаний на-
ми на основi системного розгляду сукупностi всiх
типiв явищ, вiднесених до класу бiлякритичних
течiй рiдини, дозволив виявити i сформулювати
п’ять парадоксiв, суть яких не можна розкрити
на основi традицiйної теорiї плавно змiнного ру-
ху. Формулювання парадоксiв випливають iз ком-
плексного розгляду всiх явищ видiленого класу з
єдиних позицiй. Характерно, що деякi з описаних
парадоксiв виникають при спробi поширити iсну-
ючi поняття та залежностi, отриманi для якогось
одного явища (i для нього в межах прийнятих пе-
редумов абсолютно правильних), на всi iншi типи
явищ розглядуваного класу.

Для забезпечення загального пiдходу при роз-
глядi всiх типiв бiлякритичних течiй дамо кiль-
ка визначень, загальних як для усталених потокiв,
так i хвиль перемiщення.

Початковим називається такий перерiз 1-1 з

мiнiмальною глибиною розглядуваного явища,
за яким починається рiзке збiльшення глибини по-
току, i в якому дотичнi до кривої вiльної поверх-
нi та п’єзометричної лiнiї займають горизонталь-
не положення (рис. 3). Таке визначення допускає
наявнiсть у початковому перерiзi як негiдроста-
тичного, так i гiдростатичного (коли обидвi доти-
чнi зливаються в одну лiнiю) розподiлу тиску по
глибинi. Початкову глибину h1 бiлякритичних те-
чiй будемо називати також першою спряженою

глибиною.
Другою спряженою глибиною бiлякрити-

чних течiй називається глибина h2 в перерiзi 2-2,
вибраному у напрямку збiльшення глибини, в яко-
му розподiл тиску по висотi описується гiдроста-
тичним законом. Для явищ з поверхневим вальцем
такий перерiз приймають на певнiй вiддалi вiд кiн-
ця цього вальця (рис. 3, а), а для явищ з хвиля-
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стою поверхнею за такий перерiз приймають пе-
рерiз, що проходить через одну iз точок перетину
кривої вiльної поверхнi та п’єзометричної лiнiї в
областi першого гребеня (рис. 3, б). Звичайно вва-
жається, що згаданi точки спiвпадають з точками
перегину кривої вiльної поверхнi, де друга похiдна
h′′ = d2h/dx2 = 0. Якщо на гребенi першої хвилi
утворюється невеликий поверхневий валець, то пе-
рерiз iз другою спряженою глибиною приймають
за цим же принципом в областi другого гребеня.
Зазначимо, що у цiй роботi всi характеристики по-
току, вiднесенi до перерiзу 1-1, мають iндекс “1”, а
до перерiзу 2-2 – iндекс “2”. Глибина hB пiд верши-
ною однiєї з хвиль (звичайно першої або другої)
явищ з хвилястою поверхнею називається макси-

мальною.

Фактичний стан безнапiрних потокiв рiдини ча-
сто оцiнюють за допомогою числа Фруда, яке при
розглядi бiлякритичних течiй звичайно вiдносять
до їхнього початкового перерiзу 1–1. Для нерухо-
мих бiлякритичних явищ з усталеним у часi рухом
рiдини, а також для перманентних (стацiонарних)
хвиль перемiщення на поверхнi нерухомої рiдини
число Фруда Fr1 знаходять вiдповiдно за такими
залежностями:

Fr1 =
v2
1

gh1

, (25)

Fr1 =
c2

gh1

. (26)

При цьому за характерну швидкiсть розгляду-
ваних явищ у першому випадку приймають швид-
кiсть потоку v1 у перерiзi 1-1, а в другому – швид-
кiсть c перемiщення хвиль. Для течiй у критично-
му станi число Фруда Fr1 дорiвнює одиницi. У за-
гальному випадку для бiлякритичних течiй рiдини
число Фруда Fr1

<
>1, проте для стацiонарних хвиль

перемiщення Fr1 > 1.
Згаданi парадокси сформулюємо таким чином.
1. Рiвняння Беланже спряжених глибин

η =
h2

h1

=
1

2

(

√

1 + 8Fr1 − 1
)

, (27)

виведене для досконалого гiдравлiчного стрибка,
можна використовувати також i для таких бiля-
критичних течiй, як хвилястий стрибок, самотня
хвиля (рухома чи нерухома) та хвиль перемiщення
(з гладкою чи вальцеподiбною поверхнею). Проте
для явищ з числом Фруда в їхньому початковому
перерiзi Fr1 < 1 (до них можна вiднести кноїдаль-
нi хвилi, безстрибкове вальцеве спряження б’єфiв
та iн.) формула (26) дає спiввiдношення h2 < h1,
хоча в дiйсностi h2 > h1.

2. Формулу Рассела–Буссiнеска

ηB =
hB

hl
= Fr1, (28)

що зв’язує максимальну hB та мiнiмальну h1 гли-
бини самотньої хвилi, використовують також i для
хвилястого стрибка та групових хвиль перемiще-
ння з гладкою хвилястою поверхнею. Проте для
одиночної хвилi i кноїдальних хвиль з числом
Фруда Fr1 < 1 формула (27) вимагає спiввiдно-
шення hB < h1, хоча в дiйсностi hB > h1.

3. Проведенi експерименти [8, 47] показали, що
гiдравлiчний стрибок з поверхневим вальцем мо-
жна отримати при числах Фруда Fr1 < 3, причому
як завгодно близьких до одиницi. Проте класична
гiдравлiка вважає, що при зазначених числах Фру-
да повинен утворюватися не досконалий, а хвиля-
стий стрибок.

4. При вивченнi явища витiкання води з-пiд щи-
та в дослiдах [8] вдалося добитися положення, ко-
ли висота пiдняття затвора hw в точностi дорiвнює
критичнiй глибинi hК, при якiй питома енергiя пе-
рерiзу

E = h +
αv2

2g
(29)

дорiвнює мiнiмальному значенню Emin. Проте при
цьому потiк свого руху не припиняв, а продовжу-
вав рухатися вздовж лотока, витрачаючи певну
енергiю на долання сил опору, тобто в даному ви-
падку питома енергiя потоку у вихiдному перерiзi
щита не була мiнiмальною.

5. В рядi робiт [25, 30] при одному i тому самому
значеннi числа Фруда Fr1 (звичайно згадується дi-
апазон Fr1 ≈ 1.5 – 4.2) допускається iснування не
одного якогось явища, а кiлькох типiв бiлякрити-
чних течiй, i зокрема – самотньої хвилi, хвилясто-
го стрибка, стрибка-хвилi, недосконалого стрибка
у виглядi зруйнованої хвилi та iнших, що супере-
чить тезi про однозначнiсть описання безнапiрних
потокiв числом Фруда.

7. ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНА УСТАНОВКА
ТА МЕТОДИКА ДОСЛIДЖЕНЬ

З метою досконального вивчення бiлякрити-
чних течiй рiдини, розкриття сутi описаних па-
радоксiв та виявлення повного перелiку всiх фа-
кторiв, що визначають формування розглядува-
них течiй, в Нацiональному унiверситетi водно-
го господарства та природокористування були по-
ставленi спецiальнi експерименти. Дослiди прово-
дились стосовно умов плоскої задачi у великому
дзеркальному лотоку з прямокутною формою по-
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Рис. 3. Схема бiлякритичних течiй рiдини:
а – з вальцеподiбною поверхнею, б – з хвилястою поверхнею;

1 – крива вiльної поверхнi, 2 – п’єзометрична лiнiя

перечного перерiзу. Довжина лотока – 39.0 м, ши-
рина – 1.0 м, висота – 1.0 м. Поздовжнiй похил по-
чаткової частини лотока на довжинi 23.1 м дорiв-
нював 0.000487 i був незмiнним, а похил кiнцевої
частини, довжиною 15.9 м, можна було змiнюва-
ти. Дослiджуванi бiлякритичнi течiї утворювали-
ся за схемою витiкання води з-пiд затвора з рiзни-
ми формами конфiгурацiї його нижньої частини
(рис. 4).

Для вимiрювання осередненого тиску на дно по
осi лотока було влаштовано двi групи п’єзометрiв
загальною кiлькiстю 95 штук. Бiльш детально екс-
периментальна установка описана в роботах [3, 8].
Дослiди проводилися з усiма дванадцятьма типа-
ми нерухомих бiлякритичних явищ. Основнi хара-
ктеристики цих дослiдiв наведенi в табл. 1.

Необхiдно пiдкреслити, що вiльна поверхня бi-
лякритичних течiй, положення якої визначається
умовами досить нестiйкої динамiчної рiвноваги, в
проведених дослiдах не була абсолютно нерухо-
мою в часi, а здiйснювала певнi коливання вiд-

носно деякого осередненого положення. Внаслiдок
цього в будь-якому фiксованому перерiзi потоку
глибина i п’єзометричний тиск на днi змiнювали-
ся в часi. На використовуванiй експериментальнiй
установцi з досить великими геометричними роз-
мiрами цi коливання виявилися iстотними. Вра-
ховуючи цю обставину, була прийнята наступна
методика здiйснення необхiдних вимiрювань. На
початку дослiду фiксувалось осереднене в часi по-
ложення вiльної поверхнi дослiджуваного явища.
При цьому на боковi стiнки лотока наносилися
необхiднi мiтки, а вимiрювання обрисiв профiлю
вiльної поверхнi та п’єзометричної лiнiї проводи-
лися лише в моменти, коли дослiджуване явище
займало вибране осереднене положення.

Звичайно, реалiзацiя такої методики вимага-
ла великих затрат часу. Наприклад, для побудо-
ви профiлiв вiльної поверхнi i п’єзометричної лi-
нiї лише в одному дослiдi необхiдно було здiй-
снити бiля 120 вимiрювань, якi виконувались у
процесi постiйного чекання потрiбної фази розви-
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Таблиця 1
Основнi характеристики проведених дослiдiв з бiлякритичними течiями

Характеристики потоку
Кiль- в початковому перерiзi

№ Тип явища кiсть Витрата глибина коефiцiєнт число
з/п дос- Q, h1, негiдроста- Фруда

лiдiв л/с см тичностi s1 Fr1
1 Безстрибкове вальцеве спряження

б’єфiв (Fr1 ≤ 1, s1 > 1) 50 25.0-281.4 4.3–22.0 1.06–1.17 0.48–1.00
2 Одиночна хвиля у спокiйному чи

критичному потоцi (Fr1 ≤ 1, s1 > 1) 11 92.5–196.4 10.0–16.0 1.02–1.04 0.84–1.00
3 Одиночна хвиля з хвостом у спокiйному

чи критичному потоцi (Fr1 ≤ 1, s1 > 1) 2 170.0–302.6 15.0–22.0 1.02 0.88–0.89

4 Одиночна хвиля у бурхливому потоцi
(Fr1 > 1, s1 > 1) 30 95.2–371.0 9.0–22.0 1.01–1.06 1.01–1.64

5 Одиночна хвиля з хвостом у бурхливому
потоцi (Fr1 > 1, s1 > 1) 5 168.9–351.0 13.0–22.0 1.03–1.05 1.05–1.34

6 Самотня хвиля (Fr1 > 1, s1 = 1) 6 79.4–167.7 7.0–12.0 1.00 1.59–1.90

7 Самотня хвиля з хвостом
(Fr1 > 1, s1 = 1) 3 31.6–150.2 7.0–11.0 1.00 1.75–1.95

8 Кноїдальнi хвилi у спокiйному чи
критичному потоцi (Fr1 ≤ 1, s1 > 1) 45 27.0–331.5 5.0–26.0 1.02–1.07 0.46–0.96

9 Кноїдальнi хвилi у бурхливому потоцi
(Fr1 > 1, s1 > 1) 7 71.2–150.6 8.0–13.0 1.05–1.06 1.01–1.18

10 Хвилястий стрибок з гладкою поверхнею
(Fr1 > 1, s1 ≥ 1) 19 72.0–382.0 6.1–22.0 1.00–1.04 1.27–2.60

11 Хвилястий стрибок з поверхневим
вальцем (Fr1 > 1, s1 ≥ 1) 25 52.5–384.0 4.0–19.9 1.00–1.12 1.20–4.53

12 Гiдравлiчний стрибок з поверхневим
вальцем (Fr1 > 1, s1 ≥ 1) 78 26.2–426.0 3.2-1.8 1.00–1.42 1.02–4.98

тку дослiджуваного явища. Проте цi затрати часу
компенсуються високою якiстю результатiв, адже
всi отримуванi при цьому експериментальнi точки
вiдповiдають вибранiй фазi змiнного в часi яви-
ща. Описана особливiсть визначає певнi переваги
використовуваної методики перед методикою ви-
значення профiлю вiльної поверхнi потоку за до-
помогою вимiрювача, встановленого на рухомому
вiзку з сервомеханiзмом, який забезпечує перемi-
щення вiзка вздовж лотока з певною швидкiстю
[46]. Причина цього полягає в тому, що рух вiзка з
постiйною швидкiстю не вiдповiдає характеру ко-
ливань вiльної поверхнi. За отримуваними резуль-
татами використана методика є близькою до мето-
дики фiксацiї обрису вiльної поверхнi з допомогою
фотокамери, застосованої в роботах [35, 48], хоча
кожна з цих методик має свої позитивнi i негативнi
риси.

8. РЕЗУЛЬТАТИ ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНИХ
ДОСЛIДЖЕНЬ

Проведеними експериментами було чiтко дове-
дено, що на вiдмiну вiд звичайних безнапiрних
бурхливих та спокiйних потокiв з плавно змiнним
рухом бiлякритичнi течiї рiдини не можна одно-
значно описати лише одним числом Фруда Fr1
в їхньому початковому перерiзi. Для коректного
описання розглядуваних течiй в додаток до чис-
ла Фруда Fr1 необхiдно враховувати ще й можливi
нахил та кривизну елементарних струминок у вер-
тикальнiй площинi (або iншими словами можливе
вiдхилення вiд гiдростатичного закону розподiлу
тиску по глибинi) в тому ж перерiзi.

Ступiнь вiдхилення вiд гiдростатичного закону
розподiлу тиску по глибинi у довiльному перерiзi
потокiв з хвилястою поверхнею зручно оцiнювати
за допомогою пов’язаних мiж собою коефiцiєнтiв
потенцiальної енергiї, гiдродинамiчного тиску та
негiдростатичностi [8, 12, 49, 50] . Коефiцiєнт по-
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Рис. 4. Конфiгурацiї нижньої частини затвору:
а – обтiкач першого типу, б – обтiкач другого типу, в – необроблений металевий лист, г – металевий лист з

гострим краєм (розмiри данi в сантиметрах; стрiлками показано напрямок руху води)

тенцiальної енергiї β = Eпот/h являє собою вiд-
ношення питомої потенцiальної енергiї En, визна-
ченої вiдносно дна в розглядуваному перерiзi, до
глибини h в цьому ж перерiзi. Використовується
в теоретичних схемах при застосуваннi рiвняння
енергiї. Коефiцiєнт гiдродинамiчного тиску

k = Fе.г.д.т/Fе.г.с.т являє собою вiдношення пло-
щi епюри гiдродинамiчного тиску Fе.г.д.т до площi
епюри гiдростатичного тиску Fе.г.с.т в тому ж пе-
рерiзi. Використовується у рiвняннi кiлькостi руху
(рiвняннi моменту). Коефiцiєнт негiдростати-

чностi s = hп.д/h являє собою вiдношення п’є-
зометричного тиску на днi hп.д, вимiряного п’єзо-
метром i вираженого у висотi водяного стовпа, до
аналогiчного тиску при гiдростатичному розподi-
лi, тобто до глибини потоку h. Використовується
при експериментальних вимiрюваннях характери-
стик потоку.

Проведенi дослiдження [11, 12, 23] показали, що
у перерiзах потоку, проведених через вершини i

пiдошви хвиль, спостерiгається близький до пара-
болiчного закон розподiлу гiдродинамiчного тис-
ку. Для цього випадку справедливi такi спiввiдно-
шення, що зв’язують вказанi коефiцiєнти [8, 12]:

β =
1 + 2s

3
, (30)

k =
4s− 1

3
, (31)

β =
1 + k

2
. (32)

Тут доречно пiдкреслити, що для ввiгнутих пото-
кiв коефiцiєнти s, β, k бiльшi одиницi, для випу-
клих – меншi одиницi, а для перерiзiв з гiдроста-
тичним розподiлом тиску по глибинi – дорiвнюють
одиницi.

Зроблений висновок прекрасно iлюструють ре-
зультати двох пар дослiдiв (а, б) i (в, г), вiдображе-
нi на рис. 5 та в табл. 2. Цi дослiди пiдiбранi таким
чином, що в кожнiй парi вiдповiдно є однаковими
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Рис. 5. Кривi вiльної поверхнi (1) та п’єзометричної
лiнiї (2) для двох пар дослiдiв (а, б) i (в, г) з

кноїдальними хвилями i безстрибковим вальцевим
спряженням б’єфiв

витрати Q, початковi глибини h1 дослiджуваних
явищ, числа Фруда Fr1, але рiзними значення дру-
гої спряженої глибини h2 (яка в дослiдах змiню-
валася шляхом змiни глибини нижнього б’єфу), а
вiдповiдно i ступiнь вiдхилення вiд гiдростатично-
го розподiлу тиску в початковому перерiзi.

З наведеної iнформацiї видно, що хоча в порiв-
нюваних парах дослiдiв числа Фруда Fr1 є однако-
вими, проте обриси кривої вiльної поверхнi та п’є-
зометричної лiнiї, а вiдповiдно i висотнi характе-
ристики (h2 та hВ) порiвнюваних явищ є рiзними.
Характерно, що в дослiдах другої пари рiзними є
навiть типи розглядуваних явищ.

Важливо зазначити, що зроблений висновок про
необхiднiсть описання бiлякритичних течiй рiдини
двома параметрами – числом Фруда Fr1 i одним
з коефiцiєнтiв s1, k1, β1 у їх початковому перерi-
зi абсолютно не суперечить, а навпаки, повнiстю
вiдповiдає iснуючим поглядам на потоки з криво-
лiнiйною у вертикальнiй площинi поверхнею. У за-
гальному випадку довiльного перерiзу такого по-
току вiдомi вирази питомої енергiї, функцiї iм-
пульсу (моменту), розширеного рiвняння Бернул-
лi, диференцiальних рiвнянь кривої лiнiї поверхнi
(див. роздiли 3 i 4 даної статтi) нахил i криви-
зну цiєї кривої в умовах плоскої задачi врахову-
ють вiдповiдно за допомогою першої h′ та другої
h′′ похiдних функцiї h = h(x) [12 – 15].

Вiдповiдно до вищенаведеного визначення пер-
шої спряженої глибини все сказане про довiльний
перерiз у певнiй мiрi можна поширити i на поча-
тковий перерiз бiлякритичних течiй. Але тут ду-
же важливо пам’ятати, що у початковому перерiзi
розглядуваних явищ далеко не завжди похiднi h′

та h′′ є вiдмiнними вiд нуля.

9. ПРО РОЗПОДIЛ ТИСКУ ПО ГЛИБИНI
У ПОЧАТКОВОМУ ПЕРЕРIЗI БIЛЯКРИТИ-
ЧНИХ ТЕЧIЙ

Основною причиною непорозумiнь в трактуван-
нi вищеописаних парадоксiв є теза, що бiлякри-
тичнi течiї як складова частина безнапiрних по-
токiв однозначно описуються лише одним параме-
тром – числом Фруда в їхньому характерному пе-
рерiзi, за який звичайно приймається початковий
перерiз розглядуваних явищ з числом Фруда Fr1.
При цьому залежностi (26)–(28), якi використову-
ються для опису бiлякритичних течiй, передбача-
ють наявнiсть гiдростатичного закону розподiлу
тиску в початковому перерiзi цих течiй. Проте ре-
зультати проведених автором експериментiв (див.
табл. 1) свiдчать, що в зазначеному перерiзi потiк
може бути не тiльки паралельно струминним з гi-
дростатичним розподiлом тиску (s1 = 1), а досить
часто може мати нахил i кривизну та вiдповiдно
негiдростатичний розподiл тиску (s1 > 1). Тобто в
загальному випадку для всього класу бiлякрити-
чних течiй рiдини можна записати

s1 ≥ 1. (33)

Як видно iз табл. 1, в початковому перерiзi само-
тньої хвилi завжди спостерiгається гiдростатика
(s1 = 1), кноїдальних хвиль, безстрибкового валь-
цевого спряження б’єфiв i одиночної хвилi – зав-
жди негiдростатика (s1 > 1), а хвилястого i доско-
налого гiдравлiчного стрибка може бути як гiдро-
статика, так i негiдростатика (s1 ≥ 1). В допов-
нення до цього можна сказати, що для всiх типiв
перманентних хвиль перемiщення iз Fr1 > 1 кое-
фiцiєнт негiдростатичностi s1 = 1.

Необхiдно особливо вiдзначити, що питання про
граничнi умови в початковому перерiзi бiлякрити-
чних течiй рiдини виявляється недостатньо вивче-
ним. Досить часто апрiорi вважається, що в за-
значеному перерiзi багатьох типiв розглядуваних
явищ потiк є паралельно струминним з гiдроста-
тичним розподiлом тиску. При цьому можливiсть
iснування нахилу i кривизни елементарних стру-
минок в цьому перерiзi взагалi не розглядається.

В рядi робiт [12, 15, 49, 50] робиться спроба опи-
сати потоки з криволiнiйною поверхнею (в тому
числi i бiлякритичнi) за допомогою числа Фруда,
в яке вводиться додатковий коефiцiєнт, що врахо-
вує нахил i кривизну елементарних струминок:

Fr =
v2

βgh
. (34)

Такий прийом є цiлком прийнятним для якi-
сного описання розглядуваних течiй. Проте для
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Таблиця 2
Основнi характеристики дослiдiв, зображених на рис. 5

Шифр Q, h1, F r1 s1 h2, hB , Тип
дослiду л/с см см см явища

а 96.6 10.0 0.96 1.06 11.6 13.2 кноїдальнi
хвилi

б 96.6 10.0 0.96 1.04 11.4 12.7 кноїдальнi
хвилi

в 92.5 10.0 0.88 1.05 11.3 12.6 кноїдальнi
хвилi

безстрибкове
вальце

г 92.5 10.0 0.88 1.11 12.35 – веспряження
б’єфiв

точної кiлькiсної оцiнки вiн виявляється не ефе-
ктивним. Причина цього полягає в тому, що вплив
складових β та v2/gh у формулi (32) на форму-
вання бiлякритичних течiй є рiзним, про що свiд-
чить структура теоретичних залежностей, якi опи-
сують розглядуваний клас явищ [51].

Експериментальне вивчення нахилу i кривизни
не тiльки елементарних струминок, а й навiть кри-
вої вiльної поверхнi шляхом безпосереднiх вимi-
рювань цих параметрiв при нинiшньому рiвнi роз-
витку вимiрювальної технiки є мало перспектив-
ним внаслiдок вiдсутностi надiйної методики вимi-
рювань та необхiдної апаратури. За таких умов у
проведених експериментах було вирiшено оцiнюва-
ти сумарний ефект нахилу i кривизни елементар-
них струминок у розглядуваних перерiзах потоку
за допомогою донних п’єзометрiв. Знаючи п’єзоме-
тричний тиск у двох точках розглядуваного вер-
тикального перерiзу потоку з глибиною h (на по-
верхнi hп.п = 0 а на днi hп.д = sh), за формулами
(30)–(32) легко пiдрахувати значення коефiцiєнтiв
s, k, β, якi враховують сумарний вплив нахилу i
кривизни елементарних струминок на вiдповiднi
характеристики в розглядуваному перерiзi пото-
ку.

10. РОЗКРИТТЯ СУТI ПАРАДОКСIВ

Встановлений факт, що для коректного описан-
ня бiлякритичних течiй рiдини в додаток до числа
Фруда Fr1 необхiдно враховувати ще й один з ко-
ефiцiєнтiв s1 , k1, β1, якi характеризують нахил i
кривизну елементарних струминок у початковому
перерiзi розглядуваних явищ, дозволяє легко роз-
крити суть наведених парадоксiв бiлякритичних
течiй.

Формули (27) i (28) виведенi для випадку гiдро-

статичного закону розподiлу тиску в початковому
перерiзi розглядуваних явищ, коли коефiцiєнти s1,
k1, β1 дорiвнюють одиницi. Проте в дiйсностi для
явищ, згаданих в першому та другому парадоксах,
цi коефiцiєнти є бiльшими одиницi. Через це фор-
мули (27) i (28), якi не враховують цього фактора,
виявляються неприйнятними для явищ з числом
Фруда Fr1 < 1.

В роботi [8] виведенi такi залежностi для визна-
чення другої спряженої h2 всього класу бiлякри-
тичних течiй та максимальної глибини hВ бiлякри-
тичних течiй з хвилястою поверхнею:

h2

h1

=
2√
3

√

4s1 − 1

3
+ 2Fr1× (35)

× cos




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
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√
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3
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)2

− 4Fr1



 , (36)

де α02 – коефiцiєнт кiлькостi руху (Буссiнеска) в
перерiзi iз другою спряженою глибиною.

Формули (35) i (36) є теоретичними i в ча-
стинному випадку гiдростатичного розподiлу тис-
ку по глибинi в початковому перерiзi розглядува-
них явищ вони приводяться до вiдомих залежно-
стей (27) i (28) вiдповiдно.

В згаданих у третьому парадоксi дослiдженнях
гiдравлiчного стрибка з поверхневим вальцем при
числах Фруда Fr1 = 1 − 3 коефiцiєнт негiдроста-
тичностi s1 не дорiвнював одиницi, а був бiльшим
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граничного значення slim
1 = 1.07, при якому утво-

рюється хвилястий стрибок [8]. Внаслiдок цього на
установцi при вказаних числах Фруда утворював-
ся гiдравлiчний стрибок з поверхневим вальцем.

У вихiдному перерiзi затвора в дослiдах з hщ =
hк, описаних у четвертому парадоксi, потiк був не
паралельноструминним, а ввiгнутим, через що ко-
ефiцiєнти s1, k1, β1 були бiльшими одиницi. Як
показано у роботi [49] для потокiв, викривлених
у вертикальнiй площинi, питому енергiю перерiзу
E необхiдно знаходити не за формулою (29), а за
такою залежнiстю

E = βh +
αv2

2g
. (37)

Таким чином, в даному випадку питома енергiя
перерiзу E на виходi iз затвора була бiльшою мi-
нiмального значення.

Згадуване в п’ятому парадоксi iснування рiзних
типiв бiлякритичних течiй рiдини при одному i
тому ж числi Фруда Fr1 можна пояснити рiзни-
ми значеннями коефiцiєнта негiдростатичностi s1

(для прикладу див. параметри дослiдiв другої па-
ри, показаних на рис. 3). Зауважимо, що в роботах
[3, 51] умови iснування рiзних типiв бiлякритичних
течiй рiдини даються в залежностi вiд параметрiв
Fr1 та s1.

ВИСНОВКИ

1. Сучасний стан теорiї i практики бiлякри-
тичних течiй рiдини iще далекий вiд досконало-
стi, що створює iстотнi проблеми для визначення
основних характеристик та умов iснування рiзних
типiв течiй.

2. Застосування до бiлякритичних течiй тради-
цiйної теорiї плавно змiнного руху з гiдростати-
чним розподiлом тиску у вертикальних перерiзах
потоку приводить до парадоксальних результатiв.

3. На вiдмiну вiд звичайних потокiв з вiльною
поверхнею, якi однозначно описуються (а вiдпо-
вiдно i моделюються) характерним числом Фру-
да, бiлякритичнi течiї рiдини, необхiдно характе-
ризувати не одним, а двома параметрами – числом
Фруда в їх початковому перерiзi та коефiцiєнтом,
що враховує нахил i кривизну елементарних стру-
минок у тому ж перерiзi.

4. На основi цього положення розкрита суть ви-
явлених парадоксiв.

5. Розкриття суттi виявлених парадоксiв є клю-
чем до правильного розумiння природи бiлякри-
тичних течiй рiдини i вiдкриває надзвичайно пер-
спективний напрям подальших теоретичних i екс-
периментальних дослiджень розглядуваних течiй

та розробки ефективних методiв практичних роз-
рахункiв характеристик рiзних типiв цих течiй.
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9. Favre H. Etude théorique et expérimentale des ondes
de translation dans les canaux découvertes// Dunod:
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