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Теория устойчивости вентилируемых осесимметричных суперкаверн, предложенная Э. В. Парышевым, обобщается
на случай замыкания каверны на цилиндрическом теле. Для анализа устойчивости вентилируемых суперкаверн
используется модель “чистой” нестационарной суперкаверны, в которой диаметр кавитатора считается малым
по сравнению с наибольшим диаметром каверны. Показано, что динамические свойства вентилируемой каверны,

замыкающейся на теле, и в случае свободного замыкания каверны – качественно подобны. Дан анализ влияния на
устойчивость вентилируемой каверны таких параметров, как относительный диаметр тела, степень загромождения
каверны корпусом тела и интенсивность уноса газа из каверны.

Теорiя стiйкостi осесиметричних суперкаверн, що вентiлюються, запропонована Е. В. Паришевим, узагальнюється
на випадок замкнення каверни на цилiндричному тiлi. Для аналiзу стiйкостi суперкаверн, що вентiлюються, викори-

стовується модель “чистої” нестацiонарної суперкаверны, в якiй дiаметр кавiтатора вважаєтьс малим у порiвняннi
з найбiльшим дiаметром каверни. Показано, що динамiчнi властивостi вентильованої каверни, що замикається на
тiлi, i у випадку вiльного замикання каверни – якiсно подiбнi. Дається аналiз впливу на стiйсть каверни, що вентi-
люється, таких параметрiв, як вiдносний дiаметр тiла, ступiнь заповнення каверни корпусом тiла та iнтенсивнiсть
виносу газу з каверни.

The theory of stability of the ventilated axisymmetric supercavities proposed by E. V. Paryshev is generalized for the
case when a cavity closes on a cylindric body. The model of a “pure” non-steady supercavity, where the cavitator diameter
is considered to be small in comparison with the maximal cavity diameter, is used to analyze the ventilated supercavity

stability. It is shown that the dynamic properties of the ventilated cavity closed on a body and in the case of the free
cavity closure are qualitatively similar. An analysis of the influence of such parameters as the relative body diameter,
degree of filling the cavity by the body, and intensity of the gas loss from the cavity onto the ventilated cavity stability
is given.

ВВЕДЕНИЕ

Теория устойчивости и автоколебаний осесимме-
тричных газонаполненных каверн, основанная на
принципе независимости расширения сечений не-
стационарной суперкаверны Г. В. Логвиновича [1],
была разработана Э. В. Парышевым [2–4]. Для на-
хождения переменного давления в нестационарной
каверне он предложил использовать уравнение ба-
ланса массы газа в каверне

dm

dt
= ṁin − ṁout, (1)

где m — масса газа в каверне; ṁin — массо-
вый расход газа, вдуваемого в каверну; ṁout —
массовый расход газа, уносимого из каверны.При
этом изменение давления считается синхронным
в каждой точке каверны. В стационарном случае
ṁin = ṁout. При обезразмеривании уравнения (1)
естественным образом выделяется физический па-
раметр подобия

β =
σv

σ
, σ =

2(p∞ − pc)

ρV 2
∞

, (2)

где σ – число кавитации; p∞ – давление в нево-
змущенной жидкости; pc – давление в каверне; σv

– естественное или паровое число кавитации при
pc = pv. Для вентилируемых суперкаверн σ < σv,
поэтому β > 1. Главным результатом теории Э. В.
Парышева является то, что существует критиче-
ское значение βcr, такое, что при β > βcr стацио-
нарная каверна оказывается неустойчивой относи-
тельно малых возмущений. При этом развиваются
нелинейные автоколебания (пульсации) каверны,
частота которых скачкообразно возрастает с рос-
том β.

В наших работах [5, 6] уравнение (1) было
использовано для решения задач об устойчивости
тонких плоских суперкаверн в безграничном по-
токе и в свободной струе методами теории крае-
вых задач аналитических функций. Это позволи-
ло впервые непосредственно сравнить результаты
теории с результатами классических эксперимен-
тов для плоских суперкаверн [7, 8], при этом было
получено удовлетворительное согласование.

С помощью теории устойчивости газонаполнен-
ных суперкаверн нам также удалось качественно и
количественно объяснить явление волнообразова-
ния на границах каверн, образующихся при входе
тел в воду [9, 10]. В настоящее время эта теория
активно применяется (см., например, [11, 12]).
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Анализ показывает, что для реальных суперка-
витирующих (СК) аппаратов возникновение ав-
токолебаний вероятно при сравнительно неболь-
ших скоростях движения и больших поддувах (на-
пример, в процессе разгона аппарата, когда аппа-
рат обтекается в режиме частичной кавитации).
На основе теории Э. В. Парышева нами была ра-
зработана эффективная методика численного ра-
счета и анализа нелинейных колебаний неустой-
чивых вентилируемых каверн [13, 15, 16]. Одна-
ко попытки применения этой методики к расчету
конкретных СК-аппаратов привели к необходимо-
сти специально исследовать характер влияния на
величину βcr и динамику вентилируемых каверн
следующих факторов:

1) замыкание каверны на корпусе СК-аппарата
(т. е. случай частичной кавитации);

2) загромождение каверны корпусом СК-
аппарата.

В настоящей работе влияние перечисленных
факторов исследуeтся численно-аналитическим
методом, аналогичным [13]. Для анализа устойчи-
вости вентилируемых каверн используется модель
“чистой” нестационарной суперкаверны, в которой
диаметр кавитатора считается пренебрежимо ма-
лым по сравнению с наибольшим диаметром ка-
верны. Решена задача об устойчивости вентилиру-
емой каверны, замыкающейся на цилиндрическом
теле.

1. ДИНАМИЧЕСКАЯ СИСТЕМА

Модель “чистой” осесимметричной суперкавер-
ны представляет собой эллипсоид вращения еди-
ничной длины R = Dc

√

x(1 − x), где R(x) – те-
куший радиус каверны; Dc =

√
σ0/A – наиболь-

ший диаметр каверны; A =
√

ln (1/σ0). Выбор еди-
ничной длина каверны равносилен обезразмерива-
нию всех величин по реальной длине каверны Lc.
Если давление в каверне изменяется со временем,
то форму каверны можно рассчитать с помощью
принципа независимости расширения сечений су-
перкаверны Г. В. Логвиновича [13]:

S(τ, t) = t − τ − 2

t
∫

τ

(t − u)σ(u)du, (3)

где S = πR2 = πD2
c S – площадь сечения каверны;

t − l(t) ≤ τ ≤ t — момент образования данного
сечения; l(t) – длина каверны; σ = σ(t)/σ0.

Будем считать, что каверна замыкается на ци-
линдрическом теле диаметром Db < Dc (рис. 1).

Рис. 1. Схема “чистой” осесимметричной каверны,
замыкающейся на цилиндрическом теле

Замыкание каверны на корпусе аппарата приво-
дит к двум основным эффектам по сравнению со
случаем свободного замыкания:

1) длина каверны lb при том же σ0 уменьшается
с увеличением относительного диаметра тела Db:

lb =
1 +

√

1 − D
2
b

2
, Db =

Db

Dc

; (4)

2) изменяется закон уноса газа из каверны [14].

В отличие от законов уноса газа из вентилируе-
мых каверн при их свободном замыкании [14], про-
цессы уноса газа при замыкании каверн на теле
исследованы недостаточно. По результатам серии
экспериментов [17] нами была предложена полуэм-
пирическая формула для объемного расхода газа
при замыкании на цилиндрическом теле

Q̇out = CbV∞Dclb

(

1 − D2
b

D2
c

)

, (5)

где Cb – эмпирический коэффициент, слабо зави-
сящий от σ. Формула (5) дает правильную асим-
птотику Q̇out → 0 при Db → Dc. При Db → 0 она
дает расход газа для случая свободного замыкании
каверны при слабом влиянии весомости [18, 19].

Заметим, что формулой (5) можно пользоваться
и в том случае, когда тело имеет нецилиндриче-
скую форму. При этом в ней следует заменить со-
множитель в скобках на tg (αb/2), где αb – угол
между касательными к контурам каверны и тела
в точке замыкания.

Величина коэффициента Cb в реальных тече-
ниях зависит от многих параметров, в частности,
от структуры поверхности каверны и условий за-
мыкания. Структура поверхности каверны зави-
сит от турбулентности набегающего потока, фор-
мы кавитатора и длины каверны. В данной мо-
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дельной постановке будем считать Cb свободным
параметром.

Условие замыкания каверны на теле имеет вид
S(t − l, t) = πD2

b /4. Подставляя в него (3), полу-
чаем уравнение

l(t) = 2

t
∫

t−l(t)

(t − u)σ(u)du +
D

2
b

4
. (6)

Уравнение (1) в предположении изотермического
расширения газа в каверне можно переписать в
виде:

d

dt
[ (β − σ(t)) Qg(t) ] = (β − 1) [ q̇in − q̇out(t) ] , (7)

где Qg = Qc −Qb – объем газа в каверне; Qc(t) –
объем каверны; Qb(t) – объем тела в каверне; q̇in

и q̇out – коэффициенты объемных расходов подду-
ва газа в каверну и уноса из каверны при давлении
pc0. Интегрируя (3) по длине каверны, получаем
выражение для Qc:

Qc(t) =
Qc(t)

πD2
c

= − l2(t)

2
+

+2

t
∫

t−l(t)

(t − u)2 σ(u)du +
D

2
b

4
l(t). (8)

Наличие твердого корпуса аппарата внутри ка-
верны уменьшает ее “активный” объем, занятый
сжимаемым газом, и тем самым изменяет дина-
мические характеристики каверны. В модельной
задаче об устойчивости “чистой” вентилируемой
суперкаверны диаметр тела Db и объем тела в ка-
верне Qb можно задавать независимо друг от дру-
га. В нестационарном случае объем тела внутри
каверны равен

Qb(t) =
Qb(t)

πD2
c

= QbQc0 +
D

2

b

4
[l(t) − lb], (9)

где Qb = Qb/Qc0 – степень загромождения кавер-
ны корпусом тела. Для коэффициента уноса газа
из каверны при малых возмущениях будем исполь-
зовать квазистационарное выражение (5)

q̇out(t) = CbDc(t)l(t)

[

1 − D2
b

D2
c (t)

]

. (10)

Систему нелинейных уравнений (6)–(8) удобно
рассматривать как динамическую систему с фа-
зовой размерностью, равной трем.

2. ЛИНЕЙНЫЙ АНАЛИЗ

Динамическая система (6)–(8) имеет одну ста-
ционарную точку

σ = 1, l = lb, Qc = Qc0 =
lb
4

D
2

b −
l2b
2

+
2l3b
3

,

соответствующую стационарному решению при
q̇in = q̇out. Исследуем ее на устойчивость относи-
тельно малых возмущений, представляя решение
в виде:

σ(t) = 1 + ε σ1(t), l(t) = lb + ε l1(t),

Qc(t) = Qc0 + εQ1(t),

где ε ∼ o(1) – малый параметр. Собирая члены
порядка ε в уравнениях (6)–(8), получим систему
уравнений для возмущений

(2lb − 1)l1(t) + 2l2b

1
∫

0

θσ1(t − lbθ)dθ = 0, (11)

Q′

1(t) −
D

2

b

4
l′1(t) −

Qc0(1 − Qb)

β − 1
σ′

1(t) =

= Cb

[

lb
2

(1 + D
2
b)σ1(t) − (1 − D

2
b)l1(t)

]

, (12)

где Cb = Cb/Dc0; штрих обозначает производную,

Q1(t) =

(

D
2

b

4
− lb + 2l2b

)

l1(t)+2l3b

1
∫

0

θ2σ1(t−lbθ)dθ.

(13)
Исключая функции l1(t) и Q1(t) из уравнений
(11)–(13), приходим к однородному уравнению
относительно функции σ1(t):

1

β − 1
σ′

1(t) + a1σ1(t) − a2

1
∫

0

(2θ − 1)σ1(t − lbθ)dθ+

+a3

1
∫

0

θσ1(t − lbθ)dθ = 0, (14)

где для краткости записи введены обозначения

a1 =
Cblb(1 + D

2
b)

2Qc0(1 − Qb)
, a2 =

2l2b
Qc0(1 − Qb)

,

a3 =
2Cbl

2
b (1 − D

2
b)

(2lb − 1)Qc0(1 − Qb)
.
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Представляя его решение в виде σ1(t) = eµt, где
µ = λ + jk, получаем характеристическое уравне-
ние

µ3

β − 1
+ a1µ

2 +
a2

l2b

[

µlb(e
−µlb + 1) + 2(e−µlb − 1)

]

−

−a3

l2b

[

(µlb + 1)e−µlb − 1
]

= 0. (15)

Задача состоит в исследовании комплексных кор-
ней уравнения (15) в зависимости от параметров
β, Db, Qb и Cb.

Заметим, что дважды дифференцируя по време-
ни уравнение (14), его можно привести к обыкно-
венному дифференциальному уравнению третьего
порядка с постоянным запаздыванием

l2b
β − 1

σ′′′

1 (t) + a1l
2
bσ′′

1 (t)−

−a2 [lbσ
′

1(t) + lbσ
′

1(t − lb) − 2σ1(t) + 2σ1(t − lb)]−
−a3 [lbσ

′

1(t − lb) − σ1(t) + σ1(t − lb)] = 0, (16)

которое имеет то же самое характеристическое
уравнение (15). Аналогичное уравнение для слу-
чая свободного замыкания каверны было получе-
но и исследовано Э. В. Парышевым [2,3].

3. ЭФФЕКТЫ ЗАМЫКАНИЯ КАВЕРНЫ НА
ТЕЛЕ И ЗАГРОМОЖДЕНИЯ КАВЕРНЫ
ТЕЛОМ

Следуя [13], рассмотрим сначала случай посто-
янства массы газа в каверне Cb = 0. В этом слу-
чае при λ = 0 уравнение (15) имеет бесконечную
серию чисто мнимых корней (т. е. приведенных ча-
стот нейтральных колебаний каверны):

kn =
2πn

lb
, n = 1, 2, . . . (17)

Соответствующие значения физического парамет-
ра β будут

βn = 1 +
Qc0(1 − Qb)

l3b
π2n2, n = 1, 2, . . . (18)

Практическое значение имеет наименьшее значе-
ние параметра β1 = βcr , поскольку при β < β1

каверна асимптотически устойчива (λ < 0), а при
β > β1 – неустойчива (λ > 0). Поэтому ограничим-
ся здесь изучением влияния параметров Db, Qb и
Cb на величину βcr .

На рис. 2 приведены графики зависимости βcr

от Db для ряда значений Qb, рассчитанной по фор-
муле (18). Верхняя кривая соответствует случаю

Рис. 2. Влияние относительного диаметра тела
на βcr (Cb = 0)

Рис. 3. Влияние степени загромождения каверны
телом на βcr (Cb = 0)

свободной от тела каверны. На рис. 3 приведе-
ны графики зависимости βcr от Qb для ряда зна-
чений Db. Нижняя кривая соответствует случаю
свободного замыкания каверны. Как видим, при
возрастании относительного диаметра тела вели-
чина βcr растет, а по мере роста загромождения
каверны твердым телом — линейно уменьшается.
Точное значение при Db = 0 и Qb = 0 равно
βcr = 2, 645.

Как показывает соотношение (17), приведен-
ная частота колебаний, возникающих при потере
устойчивости каверны, не зависит от степени за-
громождения каверны телом Qb. Размерная часто-
та колебаний в нашем случае будет

f =
k1V∞

2πLc

=
V∞

Lclb
[Гц],

где Lc – длина стационарной каверны при Db = 0 в
метрах. Для СК-аппарата, движущегося на посто-
янной глубине при постоянном числе кавитации σ,
уменьшение βcr может быть достигнуто только за
счет уменьшения парового числа кавитации σv, т.
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Рис. 4. Область неустойчивости каверны
при Db = 0.5, Q

b
= 0.5

е. за счет увеличения скорости аппарата V∞ (см.
(2)). Отсюда следует, что при росте степени за-
громождения каверны корпусом аппарата частота
колебаний f будет расти.

Заметим, что при увеличении параметра 0 ≤
Qb < 1 зазор между поверхностью тела и грани-
цей каверны уменьшается, при этом могут начать
проявляться эффекты, связанные с течением вду-
ваемого газа в узком зазоре [18]. В данной модель-
ной постановке эти эффекты не учитываются, по-
этому приведенные результаты корректны, строго
говоря, при значениях параметра Qb, не слишком
близких к единице.

4. ВЛИЯНИЕ ИНТЕНСИВНОСТИ УНОСА
ГАЗА ИЗ КАВЕРНЫ

Интенсивность уноса газа из вентилируемой ка-
верны, а следовательно и величина необходимого
поддува, характеризуются значением параметра
Cb ≥ 0. Анализ корней характеристического урав-
нения (15) показывает, что, как и в случае свобод-
ного замыкания каверны [13], имеется качествен-
ное различие в поведении каверны при Cb = 0 и
Cb > 0. В первом случае каверна неустойчива при
любых β > βcr , во втором случае для каждого
0 < Cb < Cbmax она неустойчива на некотором
конечном интервале βcr < β < βcr1 и асимпто-
тически устойчива при β > βcr1. На промежутке
βcr ≤ β ≤ βcr1 характеристическое уравнение (15)
имеет конечное число чисто мнимых корней, кото-
рое уменьшается с ростом Cb. Величина βcr слабо
растет, а величина βcr1 быстро падает с увеличе-
нием Cb. При Cb > Ccr1 каверна асимптотически
устойчива при любых β.

На рис. 4 для примера показана область неу-

Рис. 5. Влияние параметра Cb на βcr

при различных Db

стойчивости каверны при Db = 0.5, Qb = 0.5. Та-
блица 1 дает представление о влиянии относитель-
ного диаметра тела на максимальное значение па-
раметра Cb, при котором возможна потеря устой-
чивости каверны. Степень загромождения кавер-
ны телом Qb не влияет на величину Cbmax.

Табл 1. Значения параметра Cbmax

при различных диаметрах тела

Db 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Cbmax 0.280 0.271 0.247 0.217 0.165

На практике такие большие значения парамет-
ра Cb, по-видимому, не достигаются. Так, срав-
нение формулы (5) с экспериметальными дан-
ными [19] дает значение эмпирического параметра
Cb = 0, 0034. Соответствующие значения парамет-
ра Cb = Cb/Dc0 приведены в таблице 2.

Табл 2. Значения эмпирического параметра Cb

при различных числах кавитации

σ 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Cb 0.0730 0.0476 0.0368 0.0305 0.0264

На рис. 5 приведены графики зависимости βcr

от параметра Cb, рассчитанной для ряда значений
Db при Qb = 0. На рис. 6 приведены графики той
же зависимости, рассчитанной для ряда значений
Qb при Db = 0.5. В обоих случаях приведенная ча-
стота нейтральных колебаний k слабо возрастает
с увеличением параметра Cb.
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Рис. 6. Влияние параметра Cb на βcr

при различных Q
b

ВЫВОДЫ

Теория устойчивости вентилируемых осесимме-
тричных суперкаверн обобщена на случай замыка-
ния каверны на цилиндрическом теле. Показа-
но, что характер потери устойчивости вентилиру-
емой каверны, замыкающейся на теле, такой же,
как в случае свободного замыкания каверны [13].
При возрастании относительного диаметра тела
Db критический параметр βcr увеличивается, а
размерная частота возникающих колебаний f па-
дает. При росте степени загромождения каверны
корпусом тела Qb, наоборот, параметр βcr умень-
шается, а частота колебаний f растет. Рост пара-
метра интенсивности уноса газа Cb приводит к во-
зрастанию как βcr , так и приведенной частоты ко-
лебаний k.

Полученная система уравнений (6)–(8) позволя-
ет численно моделировать развитие нелинейных
автоколебаний после потери устойчивости венти-
лируемой каверны, замыкающейся на теле, анало-
гично случаю свободного замыкания [13].
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