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Розглянуто вплив пiддуву газу на форму тонких осесиметричних стацiонарних каверн. Використанi рiвняння пер-
шого наближення i модель одновимiрної нев’язкої течiї нестисливого газу в кiльцевому каналi мiж поверхнею ка-
верни i цилiндричним корпусом тiла. Аналiз отриманого диференцiального рiвняння показав, що вентиляцiя може
iстотно збiльшувати розмiри каверни, особливо для малих чисел кавiтацiї та для вузьких каналiв. Показано, що

iнтенсивнiсть вентиляцiї может бути обмеженою двома критичними значеннями. Наведенi приклади розрахункiв.

Рассмотрено влияние поддува газа на форму тонких осесимметричних стационарных каверн. Использованы уравне-
ние первого приближения и модель одномерного невязкого течения несжимаемого газа в кольцевом канале между
поверхностью каверны и цилиндрическим корпусом тела. Анализ полученного дифференциального уравнения пока-

зал, что вентиляция может существенно увеличивать размеры каверны, особенно для малих чисел кавитации и для
узких каналов. Показано, что интенсивность вентиляции может быть ограничена двумя критическими значениями.
Приведены примеры расчетов.

The influence of the gas ventilation on the shape of slender axisymmetric steady cavities is considered. The first approxi-
mation equation and the approach of one-dimensional inviscid flow of incompressible gas in the narrow channel between the
cavity surface and the cylindrical body were used. The analysis of the differential equation obtained in paper demonstrated
that ventilation can sufficiently increase the cavity dimensions, especially at small cavitation numbers and in narrow
channels. It was shown that the ventilation rate can be limited by two critical values. Examples of calculations are

presented.

ВСТУП

Для зменшення опору корпусiв високошвидкiсних
пiдводних апаратiв широко використовується су-
перкавiтацiйний режим обтiкання [1], що дозволяє
значно знизити опiр тертя через зменшення площi
контакту з водою. Разом з тим, для суперкавiтацiї
характернi високi значення опору тиску. Баланс
цих двох тенденцiй був проаналiзований в [2–4]
для тонких осесиметричних тiл, якi можна вважа-
ти першим наближенням для форми корпусiв.

Результати робiт [2–4] свiдчать, що об’ємний ко-
ефiцiєнт опору суперкавiтуючих тiл може бути
значно зменшений при дуже малих числах кавi-
тацiї

σ =
2(p∞ − pc)

ρU2
, (1)

де ρ – густина води; U – поточна швидкiсть тiла;
p∞ – тиск у водi далеко вiд перерiзу початку ка-
верни на глибинi його руху; pc – тиск у кавернi.
При цьому форма корпусу мiнiмального об’ємного
опору повинна бути максимально наближеною до
форми каверни (див. [5, 6]) або її носової частини
(див. [4], pис. 1).

Вiдповiдно до формули (1), досягнути дуже ма-
лих чисел кавiтацiї можна за рахунок збiльшення
швидкостi руху тiла або шляхом пiдвищення тис-
ку газу в кавернi з використання пiддуву (так

Рис. 1. Схеми суперкавiтацiйного обтiкання
з вузькими каналами мiж корпусом тiла

та поверхнею каверни

звана штучна кавiтацiя). Iнший шлях передбачає
бiльш чи менш iнтенсивну вентиляцiю газом, що
рухається у вузькому кiльцевому каналi мiж по-
верхнями тiла та каверни (рис. 1). Дана робота
присвячена аналiзу впливу течiй газу у вузькому
каналi на форму тонкої (видовженої в напрямку
руху) осесиметричної каверни.
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1. ОСНОВНI РIВНЯННЯ ДЛЯ ФОРМИ
ШТУЧНОЇ ТОНКОЇ ОСЕСИМЕТРИЧНОЇ
КАВЕРНИ

Аналiз задач суперкавiтацiї ускладнюється вiд-
сутнiстю точних розв’язкiв, тривiмiрним та неста-
цiонарним характером течiї. Останнiм часом ши-
роко використовується чисельне моделювання та-
ких течiй з використанням рiвняннь Нав’є-Стокса
та фазових переходiв, зокрема, спроби обчислень
форми вентильованих каверн можна знайти в [7].
Зазначенi моделi мiстять, однак, велику кiлькiсть
емпiричних параметрiв, значення яких слiд пiд-
бирати шляхом порiвняння з експериментом, що
робить їх не дуже надiйними, особливо при змiнi
характеристик потоку, оскiльки може виникнути
потреба в уточненi параметрiв, закладених у роз-
рахунок.

Разом з тим, у деяких випадках горизонталь-
ного високошвидкiсного руху можна знехтувати
впливом сили тяжiння та вважати режим обтi-
кання квазистацiонарним. Якщо обмежитись саме
такими течiями та випадком тонких кавiтаторiв i
утворених ними каверн, то можна користуватись
отриманим у [8] рiвнянням першого наближення,
що дає дуже простий зв’язок мiж радiусом осе-
симетричної каверни R(x) та коефiцiєнтом тиску
Cp(x) = −σ:

d2R2

dx2
= −Cp(x)

ln ε
=

2(p∞ − pc(x))

ρU2 ln ε
, (2)

де ε – малий параметр, вiдношення максимального
радiуса системи каверна-кавiтатор до її довжини.

Через велику рiзницю в густинах води i газiв,
що заповнюють каверну, тиск у кавернi i число
кавiтацiї в абсолютнiй бiльшостi робiт вважають
сталими (незалежними вiд координати x). Але у
випадку iнтенсивного пiддуву у вузькому кiльце-
вому каналi ця умова може порушуватись. Для
оцiнки змiни тиску у потоцi газу скористаємось
найпростiшою моделлю одновимiрної течiї iдеаль-
ного нестисливого газу. Тодi рiвняння Бернулi та
нерозривностi можна записати у виглядi

p0 +
ρgV

2
0

2
= pc +

ρgV 2

2
, (3)

πV0(R
2

0 − R2

b0) = πV (R2 − R2

b) = Q, (4)

де ρg – густина газу, що використовується для пiд-
дуву (вважається сталою); V – його поточна швид-
кiсть; Q – об’ємне витрачання газу; V0, p0, R0 – вiд-
повiдно швидкiсть, тиск газу та радiус каверни в
перерiзi початку каверни x = 0; Rb, Rb0 – поточний
та початковий радiуси тiла (рис. 2).

Рис. 2. Схема суперкавiтацiйного обтiкання з
iнтенсивним пiддувом у вузькому кiльцевому каналi

З рiвнянь (3), (4) випливає, що тиск у кавернi
залежить вiд координати x за законом

pc(x) = p0 +
ρgQ2

2π2

[

1

(R2
0
− R2

b0)
2
− 1

(R2 − R2

b)
2

]

,

(5)
пiдстановка якого у спiввiдношення (2) дає дифе-
ренцiальне рiвняння для радiуса каверни:

d2R2

dx2
=

σ0

ln ε
+ (6)

+∆

[

a − 1

(R2 − R2

b)
2

]

,

в якому всi довжини вiднесенi до радiуса каверни
в точцi її початку R0, а сталi параметри σ0, ∆ та
a визначаються формулами

σ0 =
2(p∞ − p0)

ρU2
, (7)

∆ = − ρgQ2

π2R4

0
ρU2 ln ε

, (8)

a =

[

1 − R2

b0

R2
0

]

−2

. (9)

Якщо вентиляцiя вiдсутня (∆ = 0), то рiвнян-
ня (6) збiгається з рiвнянням першого наближення
[8] для форми тонкої осесиметричної стацiонарної
каверни з числом кавiтацiї σ0, його роз’язок для
стандартних початкових умов

R = 1,
dR

dx
= β (10)

у точцi сходу каверни x = 0 має вигляд

R2 =
σ0x

2

2 ln ε
+ 2βx + 1. (11)

У випадку каверни з пiддувом газу потрiбно
розв’язувати бiльш складне нелiнiйне диференцi-
альне рiвняння (6), аналiз якого показує, що вен-
тиляцiя може значно змiнити форму каверни не
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лише при достатньо великих значеннях витрачан-
ня газу (параметра ∆), але i у випадку дуже малих
величин R − Rb. Зокрема, якщо R− Rb прямує до
нуля, то з рiвняння (6) випливає, що каверна вiд-
повiдає числу кавiтацiї, значно бiльшому, нiж σ0,
тобто її розмiри повиннi зменшуватись порiвня-
но з невентильованою каверною (11). Даний факт,
звичайно, не суперечить фiзичним уявленням про
вплив вентиляцiї. Кiлькiсний аналiз ефекту пiдду-
ву газу в каверну буде даний нижче.

Варто пiдкреслити, що рiвняння (6) має тривi-
альний розв’язок, що збiгається з (11), у випадку,
коли a = (R2 − R2

b)
−2. В цьому випадку з рiвнянь

(9), (11) випливає, що для форми тiла

R2

b =
σ0x

2

2 ln ε
+ 2βx + R2

b0 (12)

наявнiсть вентиляцiї будь-якої iнтенсивностi не
змiнює форму каверни, що залишається такою ж,
як звичайна парова каверна з числом кавiтацiї σ0.
Подiбну форму тiла будемо називати нейтраль-
ною, щоб пiдкреслити незмiннiсть форми кавер-
ни на ньому при довiльнiй iнтенсивностi пiддуву.
Слiд пам’ятити, що точнiсть використаного рiвня-
ння першого наближення є обмеженою, але ней-
тральну форму можна уточнити, якщо скориста-
тись наступними наближеннями, наведеними в [9].

Безрозмiрну ширину кiльцевого каналу R(x) −
Rb(x), вiднесену (як i всi довжини) до радiуса ка-
верни в точцi її початку, можна оцiнити величи-
ною

R(x) − Rb(x) ≈ 1 − R2

b0

2Rb(x)
. (13)

Формула (13) випливає з (11) та (12) у випад-
ку малої (порiвняно з Rb) ширини i свiдчить, що
ширина кiльцевого каналу на нейтральному тiлi
спадає при зростаннi його радiуса i збiльшується
при зменшеннi радiуса нейтрального тiла.

Форма розташованого у кавернi тiла може бу-
ти довiльною, вiдповiднi форми каверн для рiз-
них iнтенсивностей пiддуву можуть бути обчисле-
нi за допомогою рiвнянь (6)-(10). Зупинемося лише
на найбiльш простому випадку цилiндричного тi-
ла, розташованого у штучнiй кавернi. Окрiм того,
розглянемо випадок додатнiх значень похiдної вiд
радiуса в точцi початку каверни (β > 0), зокре-
ма, для конiчного кавiтатора β дорiвнює танген-
су напiвкута при вершинi конуса. Для спрощення
розрахункiв будемо вважати, що ε = β.

2. ФОРМА ШТУЧНОЇ ОСЕСИМЕТРИЧНОЇ
КАВЕРНИ, ЩО ЗАМИКАЄТЬСЯ НА ЦИ-
ЛIНДРИЧНОМУ КОРПУСI

Для цилiндричного тiла Rb(x) = Rb0. Стале зна-
чення радiуса тiла дозволяє проiнтегрувати рiвня-
ння (6) з використанням замiни

dR2

dx
= u,

d2R2

dx2
=

du

dx
= u

du

dR2
. (14)

Пiстановка (14) в рiвняння (6) та iнтегрування з
використанням початкових умов (10) дають:

u2 − 4β2

2
= (R2 − 1)

[ σ0

ln ε
+ ∆a

]

+ (15)

+∆

[

1

R2 − R2

b0

− 1

1 − R2

b0

]

.

Можна показати, що без вентиляцiї (∆ = 0) рiв-
няння (15) з початковими умовами (10) дає розв’я-
зок (11). Тобто в першому наближеннi наявнiсть
у паровiй кавернi цилiндричного тiла не впливає
на її форму. Такий самий висновок можна зроби-
ти i для будь якої iншої форми суперкавiтацiйного
корпуса.

2.1. Розрахунки максимального радiуса
вентильованої каверни

У випадку штучної кавiтацiї форма каверни мо-
же бути визначена шляхом чисельного iнтегрува-
ння формули (15), але її максимальний радiус Rm

можна знайти як розв’язок рiвняння

2β2 + (R2

m − 1)
[ σ0

ln ε
+ ∆a

]

+ (16)

+∆

[

1

R2
m − R2

b0

− 1

1 − R2

b0

]

= 0,

що випливає з (15), оскiльки в точцi максимуму
u = 0.

Рiвняння (16) можна звести до бiквадратного, а
його розв’язок записати у виглядi:

Rm =

√

−α1 +
√

D1

2z
, z 6= 0, D1 ≥ 0, (17)

α = 2β2 − z − ∆

1 − R2

b0

, α1 = α − zR2

b0, (18)

D1 = α2

1 − 4z(∆ − αR2

b0), (19)
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Рис. 3. Залежностi максимального радiуса каверни
вiд iнтенсивностi вентиляцiї при σ0 = 0.1

z =
σ0

ln ε
+ a∆. (20)

Результати розрахункiв за рiвнянням (17) для
β = 0.1 i рiзних значень числа кавiтацiї в точцi
початку каверни σ0 наведенi на рис. 3–6. Обчи-
слення проведенi для рiзних значень радiуса ци-
лiндричної частини тiла Rb0 = 0; 0.5; 0.8; 0.9; 0.99
(суцiльнi кривi 1-5 вiдповiдно). З рис. 3–6 видно,
що зростання iнтенсивностi вентиляцiї збiльшує
максимальний радiус каверни. При цьому в до-
сить широкому дiапазонi iнтенсивностей пiддуву
максимальний радiус каверни може зростати до-
сить повiльно, а при наближеннi ∆ до певного кри-
тичного значення вплив вентиляцii стає дуже зна-
чним. Видно також, що при малих числах кавiтацiї
для суттєвого збiльшення радiуса каверни доста-
тньо досить малих iнтенсивностей пiддуву газу. Як
i слiд було очiкувати, найбiльший еффект венти-
ляцiї властивий малим ширинам кiльцевого кана-
лу, тобто максимальним значенням радiуса цилiн-
дричного тiла, розташованого в кавернi. Це видно
на всiх рис. 3–6, оскiльки при зростаннi номера су-
цiльної кривої, а саме при збiльшеннi значення Rb0

вiд 0 (порожня каверна) до 0.99 (максимально за-
повнена каверна), iстотний вплив вентиляцiї стає
помiтним при менших значеннях параметра ∆.

2.2. Критичнi значення пiддуву

З рiвняння (17) та рис. 3–6 видно, що макси-
мальний радiус каверни може зростати до нескiн-
ченностi. Це вiдбувається, коли значення z прямує
до нуля. З рiвняння z = 0 та спiввiдношення (20)
можна визначити критичнi значення iнтенсивностi
вентиляцiї:

Рис. 4. Залежностi максимального радiуса каверни
вiд iнтенсивностi вентиляцiї при σ0 = 0.01

Рис. 5. Залежностi максимального радiуса каверни
вiд iнтенсивностi вентиляцiї при σ0 = 0.001

∆cr
1 = − σ0

a ln ε
, (21)

при яких максимальний радiус каверни необмеже-
но зростає. Вирахованi за формулою (21) критичнi
значення пiддуву зображенi на рис. 3–6 штрихо-
вими вертикальними лiнiями. З формули (21) та
рис. 3–6 видно, що критичнi значення iнтенсивно-
стi вентиляцiї сильно зменшуються при зменшеннi
числа кавiтацiї σ0 та зростаннi радiуса цилiндри-
чного корпуса Rb0, розташованого в кавернi.

Отже, в бiльшостi випадкiв пiддув не можна
збiльшити до значень, що перевищують ∆cr

1 . Ви-
няток становить ситуацiя, коли z = 0, α1 = α < 0.
В цьому випадку рiвняння (16) має тривiальний
обмежений розв’язок

Rm =

√

R2

b0 −
∆cr

1

α
, z = 0.

До того ж з формул (18), (20) випливає, що
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Рис. 6. Залежностi максимального радiуса каверни
вiд iнтенсивностi вентиляцiї при σ0 = 0.0001

обмеженi каверни при ∆ = ∆cr
1 можливi лише при

числах кавiтацiї, бiльших за критичне значення

σcr
0

= − 2β2 ln ε

1 − R2

b0

. (22)

Спiввiдношення (22) свiдчить, що нерiвнiсть
σ0 > σcr

0 виконується лише при досить великих
числах кавiтацiї. Зокрема, вона справедлива при
σ0 = 0.1 та значеннях Rb0 = 0 та Rb0 = 0.5 (кривi
1 та 2 на рис.3). Видно, що цi залежностi перетина-
ють вертикальнi лiнiї, що вiдповiдають ∆ = ∆cr

1
.

Для всiх iнших показаних на рис. 3–6 кривих вiд-
повiднi прямi лiнiї ∆ = ∆cr

1 є вертикальними асим-
птотами, та iнтенсивностi пiддувiв у кожному з по-
казаних випадкiв не можуть перевищувати крити-
чне значення (21).

В тих випадках, коли виконується нерiвнiсть
σ0 > σcr

0 , iнтенсивнiсть пiддуву може бути бiль-
шою за критичне значення (21), але залишається
обмеженою, оскiльки дискрiмiнант D1 у форму-
лi (17) стає вiд’ємним при збiльшеннi величини
∆. З рiвняння D1 = 0 можна визначити друге
критичне значення iнтенсивностi пiддуву ∆cr

2 . При
∆ > ∆cr

2 рiвняння (16) не має дiйсних коренiв, ра-
дiус каверни не має максимуму, тобто вона стає не-
обмеженою. Такий самий висновок можна зробити
i при наведеному в наступному пiдроздiлi аналi-
зi довжини каверни. Тобто перетин значення ∆cr

2

робить з обмеженої каверни необмежену, що су-
перечить принципу стiйкостi задач математичної
фiзики, згiдно з яким малi змiни параметрiв, що
визначають течiю, повиннi викликати малi змiни
розв’язкiв. Подiбна втрата стiйкостi в суперкавi-
тацiйних течiях описана в [10]. Тому значенння
∆ > ∆cr

2 не реалiзуються.
Критичнi значення ∆cr

2 можна побачити на кри-

Рис. 7. Критичнi значення iнтенсивностi вентиляцiї
при β = 0.1. Суцiльнi кривi вiдповiдають ∆

cr

2 ,
штриховi – ∆

cr

1

вих 1 та 2 на рис. 3. При цьому випадку ∆ = ∆cr
2

вiдповiдають обмеженi значення максимального
радiуса каверни. Результати розрахункiв ∆cr

2
за

формулами (18)-(20) наведенi на рис. 7 суцiльни-
ми лiнiями 1-4, що вiдповiдають значенням Rb0 =
0; 0.5; 0.8; 0.9 вiдповiдно. Оскiльки друге критичне
значення iнтенсивностi вентиляцiї ∆cr

2 може дося-
гатись лише при виконаннi умови σ0 > σcr

0
, на рис.

7 показанi тiльки тi частини кривих, що вiдповiд-
ають значенням чисел кавiтацiї, бiльшим вiд (22).
Для порiвняння на рис. 3 штриховими прямими
показанi критичнi значення ∆cr

1 (рiвняння (21)).

2.3. Розрахунки контуру та довжини
вентильованої каверни

Залежнiсть радiуса каверни R вiд коодинати x

може бути визначена з рiвняння (15):

x =

R2

∫

1

dy
√

2∆

(

1

y − R2

b0

−
√

a

)

+ 2z(y − 1) + 4β2

.

(23)
Iнтеграл (23) може бути зведений до елiпти-

чних функцiй або вирахований чисельно. При-
клади розрахункiв контурiв каверн для β = 0.1,
σ0 = 0.3, Rb0 = 0.8 представленi на рис. 8. З рiвня-
ння (15) випливає, що контури каверн симетричнi
вiдносно площини x = L, що вiповiдає максималь-
ному радiусу, тому на рис. 8 представленi лише
частини каверн до мiделя.

З рис. 8 видно, що вентиляцiя значно збiльшує
розмiри каверни. Для зображених на рис. 8 ка-
верн виконується умова σ0 > σcr

0 , тому вони ма-
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Рис. 8. Контури каверн до мiделя
при рiзних iнтенсивностях вентиляцiї

для β = 0.1, σ0 = 0.3, Rb0 = 0.8

ють обмеженi розмiри навiть при ∆ ≥ ∆cr
1

(див.
три кривi з найбiльшими iнтенсивностями пiдду-
ву). Разом з тим для ∆ > ∆cr

2 каверна стає не-
обмеженою. Про це свiдчать розрахунки контуру
каверни при ∆ = 0.021.

Для визначення напiвдовжини каверни L доста-
тньо у формулi (23) виконати iнтегрування в ме-
жах вiд 1 до R2

m. Приклади розрахункiв для β =
0.1 i рiзних значень числа кавiтацiї σ0 наведенi на
рис. 9–12. Обчислення проведенi для радiусiв ци-
лiндричної частини тiла Rb0 = 0; 0.5; 0.8; 0.9; 0.99
(суцiльнi кривi 1–5 вiдповiдно). З рис. 3–6 видно,
що зростання iнтенсивностi вентиляцiї збiльшує
довжину каверни. При цьому в досить широко-
му дiапазонi iнтенсивностей пiддуву довжина ка-
верни може зростати досить повiльно, а при на-
ближеннi ∆ до критичного значення ∆cr

1
вплив

вентиляцii стає дуже значним, а довжина каверни
стає необмеженою. Вирахованi за формулою (21)
критичнi значення пiддуву зображенi на рис. 9–12
штриховими вертикальними лiнiями.

Для кривих 1 та 2 на рис. 9 (так само, як i
на рис. 3) виконується нерiвнiсть σ0 > σcr

0 , тому
iнтенсивнiсть пiддуву може перевищувати крити-
чне значення (21), але обмежена величиною ∆cr

2 ,
оскiльки при ∆ > ∆cr

2 каверна стає необмеженою.
При цьому випадку ∆ = ∆cr

2
вiдповiдають скiн-

ченнi значення довжини каверни (див. кривi 1 та
2 на рис. 9).

Видно також, що при малих числах кавiтацiї для
значного збiльшення довжини каверни достатньо
досить малих iнтенсивностей пiддуву газу. Як i
слiд було очiкувати, найбiльший еффект вентиля-
цiї властивий малим ширинам кiльцевого каналу,
тобто максимальним значенням радiуса цилiндри-
чного тiла, розташованого в кавернi. Це видно на

Рис. 9. Залежностi напiвдовжини каверни
вiд iнтенсивностi вентиляцiї при σ0 = 0.1

Рис. 10. Залежностi напiвдовжини каверни
вiд iнтенсивностi вентиляцiї при σ0 = 0.01

всiх рис. 9–12, оскiльки при зростаннi номера су-
цiльної кривої, а саме при збiльшеннi значення Rb0

вiд 0 (порожня каверна) до 0.99 (максимально за-
повнена каверна), iстотний вплив вентиляцiї стає
помiтним при менших значеннях параметра ∆.

ВИСНОВКИ

Розглянуто проблему впливу пiддуву газу на
форму тонких осесиметричних стацiонарних ка-
верн у невагомiй рiдинi. З використанням рiвнян-
ня першого наближення i моделi одновимiрної не-
в’язкої течiї нестисливого газу в кiльцевому кана-
лi мiж поверхнею каверни i цилiндричним корпу-
сом тiла вдалося отримати просте диференцiальне
рiвняння для радiуса штучної каверни. Проведено
аналiз отриманого рiвняння для випадку додатних
значень похiдної вiд радiса кавiтотора в перерiзi
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Рис. 11. Залежностi напiвдовжини каверни
вiд iнтенсивностi вентиляцiї при σ0 = 0.001

Рис. 12. Залежностi напiвдовжини каверни
вiд iнтенсивностi вентиляцiї при σ0 = 0.0001

сходу каверни та цилiндричного тiла, розташова-
ного в кавiтацiйнiй порожнинi.

Наведенi приклади розрахункiв показують, що
вентиляцiя може iстотно збiльшувати розмiри ка-
верни, особливо для малих чисел кавiтацiї та для
вузьких каналiв. Показано, що iнтенсивнiсть вен-
тиляцiї может бути обмеженою двома критичними
значеннями, для яких наведенi аналiтичнi форму-
ли та приклади розрахункiв.

Подальших дослiджень заслуговують особливо-
стi форми донних каверн, у тому числi i при
вiд’ємних числах кавiтацiї, а також бiльш то-
чнi моделi руху газу, оскiльки розглянута модель
одновимiрної течiї iдеального нестисливого газу
може давати значну похибку для вузьких каналiв.
Заслуговують уваги також явища втрати стiйкостi
та нестацiонарнi течiї зi штучними кавернами.
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