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Классическая внутренняя задача гидромеханики о напорном течении вязкой жидкости в трубе произвольного се-
чения обобщена на случай присутствия у ее стенок легкопроницаемой шероховатости (ЛПШ). Математически это
означает, что в линейном случае вместо уравнения Пуассона решается уравнение Гельмгольца с разрывным коэф-
фициентом. Численное решение осуществлено в среде MATLAB; предложены m-функции, выражающие разрывный
коэффициент A(y, z) в сложной области через булевы переменные. Рассмотрены эллиптическое, прямоугольное и
треугольное сечения. Получены как распределения скорости по сечению, так и коэффициент сопротивления соо-
тветствующей трубы с ЛПШ. Достоверность численных решений проверяется на тестовых случаях, для которых
или имеются результаты других авторов, или возможно аналитическое решение.

Класична внутрiшня задача гiдромеханiки про напiрний потiк в’язкої рiдини в трубi довiльного перетину узагаль-
нена на випадок присутностi поблизу її стiнок легкопроникної шорсткостi (ЛПШ). Математично це означає, що у
лiнiйному випадку замiсть рiвняння Пуассона розв’язується рiвняння Гельмгольца з розривним коефiцiєнтом. Чи-
сельний розв’язок здiйснено в середовищi MATLAB; запропонованi m-функцiї, що виражають розривний коефiцiєнт
A(y, z) у складнiй областi через булевi змiннi. Розглянутi елiптичний, прямокутний i трикутний перетини. Отрима-
нi як розподiли швидкостi по перетину, так i коефiцiєнт опору вiдповiдної труби з ЛПШ. Достовiрнiсть чисельних
розв’язкiв перевiряється на тестових випадках, для яких або iснують результати iнших авторiв, або є можливим
аналiтичний розв’язок.

Classical problem of pressure-driven internal viscous flow through a pipe with non-circular cross-section is generalised for
presence of an easily penetrable roughness (EPR) near its walls. It means mathematically that in linear case Helmholtz
equation with a discontinuous coefficient A(y, z) is solved instead of Poisson equation. Numerical solution is performed
in MATLAB environment; m-functions are offered that express discontinuous coefficient through Boolean variables in
complex domains. Elliptical, square and triangular cross-sections have been considered. Velocity distributions over cross-
sections were obtained as well as resistance coefficients for pipes with EPR considered. Validation of solutions was tested
for particular cases for which either results of other authors or analytical solutions are available.

ВВЕДЕНИЕ

В теплотехнике и машиностроительной гидрав-
лике нередко встречаются задачи нахождения па-
раметров потока в каналах некруглого нормаль-
ного сечения – квадратного или прямоугольного,
эллиптического, треугольного, трапецеидального
и т.п. Эти задачи были сформулированы в клас-
сических монографиях и учебниках [1 – 5], изуча-
ются в современных учебных пособиях машино-
строительного профиля [6,7] и продолжают иссле-
доваться для разнообразных приложений [8 – 12].

По методологическим соображениям теоретиче-
ское исследование часто начинают с анализа лами-
нарного движения вязкой несжимаемой жидкости.
В то же время миниатюризация ряда устройств в
определенных областях современной техники при-
водит к тому, что такие "ламинарные" решения
приобретают и самостоятельное практическое зна-
чение. В последние годы интерес исследователей
обращен также на движение жидкости в каналах

с пористыми вставками или даже целиком запол-
ненных пористым материалом [12, 13]. Наши ис-
следования моделей легкопроницаемой шерохова-
тости [14 – 16] привели и нас к задачам ЛПШ в
каналах произвольного сечения.

Напорные потоки жидкости через трубы то-
го или иного сечения (круглого и эллиптическо-
го, квадратного и прямоугольного, треугольного и
трапецеидального) исследовались рядом авторов,
начиная с 1930-х, годов и до сегодняшнего дня, [7,
9–11, 17–19 и др.]. Наиболее просто ставится зада-
ча о стабилизированном потоке через такую тру-
бу [4, 18], поскольку достаточно далеко от начала

трубы можно положить ∂/∂ x ≡ 0 и тем существен-
но упростить уравнения Навье-Стокса без каких-
либо дополнительных физических гипотез. Такие
задачи в предположении гладкости стенок своди-
лись к уравнению Пуассона для соответствующей
области и допускали или точное решение, или при-
ближенное аналитическое [1, 4, 9, 10 и др.]; для се-
чений произвольной формы используют и числен-
ные методы решения [10, 11].
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Для ламинарных течений установлено, что ма-
ксимальное значение скорости потока Umax (оно
для всех сечений имеет место на оси трубы) и осре-
дненная по сечению скорость Ucp связаны соотно-
шением пропорциональности

Umax = α
1
Ucp. (1)

А гидравлическое сопротивление трубы выражае-
тся обратно-пропорциональной зависимостью

λ =
α

2

Re
, (2)

где коэффициенты α
1

= 2 и α
2

= 64 для элли-
пса [4]; α

1
= 3/2 и α

2
= 24 в плоской задаче; α

1
= 2

и α
2

≈ 57 для квадратного сечения; α
1

≈ 2 и
α

2
≈ 35 для прямоугольника 2 × 1; α

1
= 2.22 (2)

и α
2

= 160 для равностороннего треугольного се-
чения [1, 4, 9]. Вообще говоря, эти коэффициенты
зависят от деформации γ сечения по отношению
к базовой форме; определение γ, линейного раз-
мера и Re дано ниже. Зависимость гидравличе-
ского сопротивления λ = λ (Re , a, b, ...) от параме-
тров задачи часто оказывается конечной целью ра-
счета, открывающей возможности практического
использования.

Постепенную трансформацию потока от некото-
рого входного распределения скоростей до оконча-
тельного (стабилизированного) относят к началь-
ному участку ; длина последнего также исследо-
валaсь в 1960–1980-е годы как экспериментально,
так и расчетным путем [17, 20 –22]. Аналогичный
вопрос о длине начального участка рассматрива-
ли Гаев и Шихалиев для плоского канала с лег-
копроницаемой шероховатостью [16]. В наше вре-
мя исследования течений через трубы сложного
сечения продолжаются как ради уточнения изве-
стных зависимостей [23], для определенных те-
хнических приложений (например, интенсифика-
ция теплообмена искусственной шероховатостью
на стенках [7]), так и в более детальной физико-
математической постановке с мощными вычисли-
тельными инструментами [24 – 26].

Известно также, что в реальных внутренних по-
токах сквозь сечение с угловыми точками возни-
кают явления, которые отсутствуют в случае кру-
глого или эллиптического сечения. Так, Никура-
дзе и Прандтль указывали еще в 1926 г. [19] на
наличие слабого движения жидкости в трансвер-
сальном (к основному, аксиальному) направлении.
И хотя магнитуда такого вращения жидкости со-
ставляет ориентировочно 1% от основного (акси-
ального, продольного) потока, его влияние явля-
ется существенным в задачах теплообмена и дви-
жения несомых частиц [19, 27 –29].

Таким образом, обобщение и дополнение за-
дач, ставших уже классическими, новым элемен-
том – легкопроницаемой шероховатостью (ЛПШ),
– актуальны и должны базироваться на указан-
ном предыдущем опыте исследований. Недавняя
работа [13] наиболее близка к той задаче, кото-
рая рассматривается в настоящей статье. В [13]
пористая вставка бесконечной длины заполняет
все пространство трубы; в данном же случае по-
ристый материал будет находиться лишь возле
стенок. Заторможенное течение в пористой сре-
де взаимодействует со свободным потоком вне ее,
так что результирующее течение оказывается бо-
лее сложным как по физическим явлениям, так и
по его математическому описанию.

Средства теоретического исследования, кото-
рые использовались в предыдущие годы, были не-
скольких уровней сложности. В частности, для эл-
липтического и для сечения в форме равносто-
роннего треугольника двумерное линейное уравне-
ние Пуассона, описывающее поток, решалось ана-
литически [4]. Для более сложных сечений при-
менялись инженерные методы, которые базирова-
лись на грубых интегральных уравнениях движе-
ния жидкости или на гидродинамической анало-
гии [6, 30]. "Строгие" решения для прямоугольно-
го сечения получали методом рядов Фурье [2 – 4,9].

При наличии в трубе пористой среды [13, 31]
или ЛПШ [32, 33] получаем уравнение Гельм-
гольца [34] вместо уравнения Пуассона. Hooman
[13], исследуя это уравнение с граничными усло-
виями скольжения и "температурного прыжка"
(отвечают якобы микроканалам шириной порядка
0.1 мм), также использует ряды Фурье со слага-

емыми sin (π n y) cos
π z

b

(

m− 1

2

)

для поиска ана-

литического решения. Мы, однако, используем го-
товый численный инструмент, который предлага-
ется средой MATLAB [35, 36]. Поскольку он еще
не является широко известным, необходимые све-
дения приводим достаточно подробно.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим задачу о стационарном течении вяз-
кой несжимаемой жидкости в бесконечном канале
какого-либо произвольного сечения Ω. Возможные
сечения, которые здесь рассматриваются, показа-
ны на рис. 1 с их типичными геометрическими ха-
рактеристиками (как, например, стороны прямо-
угольного сечения 2a и 2b на рис. 1, в, г). Поло-
жим, что у стенок трубы имеется некоторый по-
ристый слой высотой h (на рис. 1 заполнен точка-
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а б

а б
(в) (г)

Рис. 1. Схемы труб различного сечения с указанием параметров сечений:
а – эллиптическое, б – треугольное, в – прямоугольное;

г – расположение сечений с ЛПШ вдоль трубы (прямоугольный случай)

ми). Его можно представить себе физически со-
стоящим из малых сфер, равномерно "вморожен-
ных"в пространстве.

Декартовые координаты {x, y, z} считаем таки-
ми, что ось Ox направлена вдоль трубы, а коор-
динаты {y, z} задают точки в нормальном сече-
нии. Размещение начала координат в каждом ра-
счетном случае будет оговорено отдельно. Так же
как в [2, 4, 19] и др., полагаем, что поток жидко-
сти стабилизирован вдоль координаты x, так что
∂ U/∂ x ≡ 0. Поэтому общие уравнения Навье Сто-
кса упрощаются до одного двумерного эллиптиче-
ского уравнения [4]:

µ

(

∂2U

∂y2
+

∂2U

∂z2

)

= −p′ + f∗ (y, z; U), (3)

которое действует в области сечения Ω, и где си-
ла f∗ (y, z; U) должна моделировать влияние по-
ристой среды, заполняющей канал полностью [13]

или частично [14, 16, 31] (где p′ – продольный гра-
диент давления).

Известны, по меньшей мере, две модели пори-
стой среды – Бринкмана-Форцхаймера [13, 31] и
Гаева [14 –16]. Первая основана на моделях те-
ории фильтрации и, на наш взгляд, адекватна
более плотным пористым пластам и более ме-
дленным движениям жидкости, чем рассмотрено
здесь. Принимаем вторую модель, которая исхо-
дит из установленных аэродинамических зако-
номерностей обтекания единичных тел [4, 30] и
где разрывная сила справа моделирует "осреднeн-
ное" воздействие легкопроницаемой шероховато-
сти (ЛПШ):

f∗ (y, z, U) =

{

0, (y, z) /∈ ЛПШ ,

−nkρU, (y, z) ∈ ЛПШ
(4)

(возможно и квадратичное представление этой си-
лы, которое будет рассмотрено в отдельной публи-
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кации). Граничным условием данной двумерной
задачи является прилипание жидкости к стенкам
трубы:

U = 0 при (y, z) ∈ ∂ Ω. (5)

Кроме того, в качестве условий сопряжения
[14] следует требовать непрерывности U (y, z) и
∂ U/∂ y, ∂ U/∂ z при переходе через границу ЛПШ.

В случае плоского канала (параметры прямо-
угольного сечения таковы, что γ = b/a → ∞) та-
кая задача рассмотрена в [14]; в случае отсутствия
ЛПШ, когда f∗ (y, z, U) ≡ 0, получают квадрати-
чный профиль скорости с максимумом на оси O x:

W = −p′a2

2µ
. (6)

Круглая труба с ЛПШ уже рассмотрена ранее
[32]; при этом указано, что наибольшее возможное
значение скорости имеет место на оси трубы

W
Df
= U (0) = − 1

4µ
p

′

R2 (7)

и достигается, естественно, в отсутствие ЛПШ.
Кроме того, были рассчитаны потоки через элли-
птическое и прямоугольное сечения с ЛПШ [33].
Здесь задача обобщается на сечение произвольной
формы Ω с ЛПШ у стенок.

Проведем обезразмеривание задачи. Если за
масштабы длины и скорости выбрать отвлеченные
пока величины L и W , то задача (2), (5) принимает
вид:

∂2U

∂y2 +
∂2U

∂z2 = −p′ +







0, (y, z) /∈ ЛПШ ,

A · U, (y, z) ∈ ЛПШ .
(8)

При этом безразмерное давление
p′ = p′L2/ (µ W ) оказывается константой, если
масштаб W выбирать пропорциональным гради-
енту физического давления p′, как в (3) или (7).
Параметры

A = −L2kn/ν и h = h/L (9)

имеют смысл соответственно безразмерных плот-
ности и высоты ЛПШ. Имеем уравнение Пуассо-
на, если A = 0 или h = 0, и уравнение Гельмголь-
ца с разрывным коэффициентом A (y, z) перед U в
общем случае. Граничным условием принимается
условие прилипания к стенкам (4).

В дальнейшем знак безразмерности (черту) бу-
дем опускать. Алгоритм численного решения оста-
ется единым для всех форм сечения. Лишь значе-
ние коэффициентов и определение области, где на-
ходится ЛПШ, будут зависеть от формы сечения.

При этом наиболее сложным вопросом является
определение разрывной функции для треугольно-
го сечения. Рассмотрим возможные случаи.

2. РЕШЕНИЕ ДЛЯ КОНКРЕТНЫХ
СЕЧЕНИЙ КАНАЛА

2.1. Эллиптический канал

Эллиптическое сечение (рис. 1, a) наиболее
близко к круговому, уже рассмотренному в [33].
Оно характеризуется двумя параметрами a и b, по-
луосями. Полагаем, что вдоль стенки трубы поло-
жена бесконечной длины пористая среда (ЛПШ)
высотой h.

В гидравлике стремятся выбирать масштаб дли-
ны L как некий «эквивалентный гидравлический
радиус», универсальный для любых сечений, на-
пример, в виде отношения площади S к периметру
P [2, 4, 30]:

L = Rэ = 2
S

P
. (10)

В каждом из исследованных ниже сечений та-
кая возможность была проверена и отвергнута. В
данном случае соотношение (10) привело бы к гро-
моздким математическим выражениям, посколь-
ку периметр P вычисляется через эллиптический
интеграл. Поэтому Л.Г. Лойцянский [4] выбирает
масштаб длины в виде

L
Df
= ab

√

2

a2 + b2
. (11)

Однако ничто не мешает сделать еще более про-
стой выбор, на котором мы и останавливаемся:

L
Df
= b (b – “полувысота” эллипса), W = −L2p′

4 µ
.

(12)
Инструмент PDE Toolbox (Partial Differenti-

al Equations Tool) математического пакета
MATLAB, где реализован численный метод
конечных элементов, предполагает приведение
дифференциальных уравнений в частных прои-
зводных математической физики к стандартному
виду

−div (c · grad U) + a · U = f (13)

с пометкой его типа (эллиптического в данном слу-
чае). С учетом выбранных масштабов (12), c = 1
и в записи (5) получаем коэффициент f = 4. Что
же касается коэффициента a из уравнения (5),
то здесь возникла определённая сложность, по-
скольку он должен задаваться по-разному внутри
ЛПШ и вне ее, a=a(y, z ). Решение этой пробле-
мы в программной среде MATLAB облегчается
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возможностью совмещать операции между ари-
фметическими и булевыми переменными ("нестан-
дартная" особенность, отсутствующая во многих
иных языках программирования). На этом осно-
вании, для реализации коэффициента a (y, z), ра-
зрывного при переходе через границу ЛПШ, соз-
дана специальная m-функция:

Листинг m-функции ellipse.m
для эллиптического сечения:

function EPR= ellipse(x ,y, a, b, h, A)
%Комментарий: ф-я задает EPR, плотность ЛПШ

%в эллиптическом сечении:

% EPR=А в слое высотой h у стенок, и

% EPR=0 в середине эллиптической трубы,

% x2/(a − h)2 + y2/(b − h)2 = 1.

% a и b – безразмерные полуоси эллипса;

% A – плотность ЛПШ согласно (2) или (4).

EPR=A*((x/(a-h)).^2+(y/(b-h)).^2 > 1);

В ней использовано, что для точки М (y,z ) буле-

ва величина "y2
/

(a − h)
2 + z2

/

(b − h)
2 > 1" при-

нимает значение true, если М лежит внутри слоя
ЛПШ, и значение false, если М лежит ближе к
центру эллипса, вне ЛПШ. В этой функции пара-
метры a и b, полуоси, произвольны. Однако, с уче-
том выбора масштабов (12), следует брать b = 1 и
a = γ = a/b = var (вытянутость эллипса).

Для поиска численного решения поставленной
задачи действовали в MATLAB следующим обра-
зом.

1. В среде pdetool задали геометрию области эл-
липса через вершины (-γ;0), (0;1), (γ;0) и (0;-1).

2. В меню "PDE Specification..." указываем тип
дифференциального уравнения (Elliptic) и его ко-
эффициенты c=1, f=4, a=ellipse(x,y,gamma,1,h,A)
с конкретными численными значениями для
gamma, h и A.

3. Граничными условиями ("Specify Boundary
conditions...") выбрали условия Дирихле (Diri-
chlet) со значениями параметров h=1, r=0.

4. Триангулировали область решения (Mesh >
Initialize Mesh) и несколько раз "измельчали" се-
тку (Refine Mesh) для достижения достаточной то-
чности расчета. (Три–четыре "измельчения" рав-
номерной адаптирующейся сетки, соответственно
4 609 или 18 177 треугольных разбиений эллипти-
ческой области Ω – преемлемый компромисс ме-
жду временем счета и его точностью).

5. С помощью меню Solve > Solve PDE запусти-
ли вычисления.

6. Визуализировали результат, рис. 2, строя
трёхмерное распределение скорости U (y, z) или
изотахи в исследуемом сечении Ω ("Plot > Plot

Solution").
7. Экспортировали в среду MATLAB все ну-

жные для дальнейшего параметры ("Boundary >
Export Decomposed Geometry... "PDE > Export
PDE Coefficients... "Mesh > Export Mesh...") и ре-
зультат расчета ("Solve > Export Solution...").С их
учетом далее определяются наибольшая скорость
U0, средне-расходная скорость Ucp и вычисляется
коэффициент сопротивления λ, чему посвящен от-
дельный раздел в данной статье.

Такое "ручное выполнение" легко может быть
автоматизировано (запрограммировано) средства-
ми MATLAB, что и было сделано для каждого
из сечений. Учет упомянутых в (4) «условий со-
пряжения» обеспечен тем, что MATLAB ищет не-
прерывные решения даже для разрывного коэф-
фициента a (y, z). Распределения скоростей пото-
ка вязкой жидкости через эллиптическое сечение
вытянутостью γ = a/b = 2 с высотой ЛПШ h = 0.4
представлены на рис. 2 и 3. На первом из них дано
трехмерное поле скорости вдоль трубы и проекции
линий равных скоростей (изотахи). Естественно,
что изолинии имеют вид эллипсов, сгущающихся
в месте больших градиентов скорости. Обраща-
ет на себя внимание изгиб профилей и уменьше-
ние скорости в слое ЛПШ. Более отчетливо изгиб
виден на рис. 3, где представлены распределения
скорости в двух взаимно-перпендикулярных сече-
ниях эллипса. Кроме того, на рис. 3 исследуется
влияние плотности ЛПШ, A = var. Одинаковым
номером указаны соответствующие распределения
скорости в указанных сечениях. Можно видеть,
что чем ЛПШ плотнее, тем жидкость тормозится
сильнее, и в пределе A → ∞ все течение сосредота-
чивается в центре канала, который представляет
собой эллипс, уменьшенный на ширину h. Более
подробный анализ дан на стр. 10.

Расчет можно проверить сопоставлением с изве-
стным решением для эллиптической трубы в слу-
чая отсутствия ЛПШ, h = 0 или A = 0. Если ре-
шение [4] переписать в принятых здесь масштабах,
то будем иметь

U = 2
γ2

γ2 + 1

(

1 − y2

γ2
− z2

)

.

Оно отвечает нашему с высокой точностью. Слу-
чаи h 6= 0 и A 6= 0 можно сопоставить с аналити-
ческим решением [32] для круглой трубы, γ = 0.
Также имеем хорошее соответствие.

2.2. Прямоугольный канал

Различные аспекты течения через прямоуголь-
ный канал изучались в работах [9, 12, 17 – 24, 28,

Е. А. Гаев, О. М. Бердник 7
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а б

Рис. 2. Профили скорости через эллиптическое сечение a = 2, b = 1 с ЛПШ у стенок высотой h = 0.40 и
плотностью A = 100: а – трехмерное представление; б – изохоры

Рис. 3. Изменение распределений скорости через
эллиптическое сечение a = 2, b = 1 с ЛПШ у стенок

высотой h = 0.40 и различной плотностью A:
0 – A = 0, 1 – A = 10; 2 – A = 50; 3 – A = 100;

4 – A = 200; 5 – A = 400

37, 39]. Аналогичное нашему течение в прямоу-
гольном канале с силой f = AU , действующей во
всей области Ω, рассматривалось в [13]. В слу-
чае прямоугольного сечения масштаб длины мож-
но было бы выбрать как „эквивалентный радиус”
(10), [23]:

L = Rэ = 2
S

P
=

a b

a + b
, (14)

что часто и делают в гидравлике (S и P – соо-
тветственно площадь сечения и его периметр; 2a,
2b – стороны прямоугольника, рис. 1,в). Тогда со-
поставлять решение следовало бы с течением че-
рез круглую трубу радиуса R = L. Однако мы "во-

зьмем за эталон" вязкое течение между двумя
бесконечно-широкими пластинами ("плоская тру-
ба") и выбeрем масштаб длины как полувысоту
канала L = a и масштаб скорости по (3). В резуль-
тате получим для (5) коэффициенты c = 1 и f = 2.
Что же касается разрывной функции a(y, z), то m-
функция для прямоугольника требует несколько
более сложного логического выражения:

Листинг m-функции rectangle.m
для прямоугольного сечения:

function EPR= rectangle(x, y, Gamma, ...
h1, h2, h3, h4, A)

%Комментарий: ф-я задает EPR, плотность ЛПШ

%по сечению прямоугольника

% -Gamma < x < Gamma, -1 < y < 1.

% Gamma=b/a – вытянутость прямоугольника,

% h1, h2, h3, h4 – высота ЛПШ у каждой его стороны,

% и A – плотность ЛПШ согласно (8).

EPR=A-A*(x>-Gamma+h1).*(x<Gamma-h2).*...

(y < 1-h3).*(y > -1+h4).

Здесь (x >- Gamma + h1 ), (x < Gamma-h2 ),
(y < Gamma-h3 ) и (y > -Gamma+h4 ) – буле-
вые выражения, которые приобретают значение
1 (true), если выполняются условия в скобках, и
значение 0 (false) при их невыполнении. Очеви-
дно, что построенная из булевых выражений ве-
личина EPR будет приобретать численное значе-
ние 0, если точка (x, y) принадлежит внутрен-
нему прямоугольнику, свободному от элементов
ЛПШ, и значение A, если она лежит в области
ЛПШ во внешнем прямоугольнике. (Использова-
на также стандартная MATLAB-операция "поэле-
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ментного умножения" .*, [35, 36]). Следователь-
но, выходная величина EPR ведет себя искомым
образом. Предложенная функция учитывает во-
зможное различие высоты ЛПШ h1, h2, h3, h4
возле каждой из стенок. Реализация численного
решения следовала тому же алгоритму 1 – 7. Ко-
личество триангуляционных ячеек прямоугольной
области Ω растет примерно как четвертая степень
количества операций Refine Mesh (пункт 4); для
компромисса между временем счета и его точно-
стью достаточно 3 – 4 операций измельчения (со-
ответственно 5 625 и 22 257 треугольных ячеек).

На этом заканчивается первый этап вычисле-
ний для конкретного прямоугольного сечения (ха-

рактеризуется вытянутостью γ = b/a) и конкрет-
ных параметров ЛПШ A и h. Его результатом
являются распределения скорости потока по пря-
моугольному сечению. В качестве примера на
рис. 4, а представлено трехмерное распределе-
ние скоростей потока через прямоугольное сечение
4× 2 с ЛПШ у стенок h = 0.4 плотностью A = 50.
Этот же расчет дополнен исследованием влияния
плотности ЛПШ A, рис. 4,б.

Достоверность расчетов доказана сопоставлени-
ем с аналитическим решением для квадратного се-
чения [4, 9].

2.3. Треугольный канал

Трубы треугольного сечения также встречаются
в гидравлике и теплотехнике [2, 7]. Известно про-
стое и красивое решение задачи Пуассона, соответ-
ствующей течению вязкой жидкости через при-
зматическую трубу с равносторонним треугольни-
ком в сечении [4]. Здесь рассмотрим более общий
случай сечений в виде равнобедренного треуголь-
ника; основные обозначения даны на рис. 1, б.

"Правильный" выбор масштаба длины как ра-
диус "эквивалентной" круглой трубы Rэ (10) име-
ло бы следующий громоздкий вид:

Rэ =
a b

a +
√

a2 + b2
=

aγ

1 +
√

1 + γ2
,

где γ = b/a – условная мера вытянутости треуголь-

ника (при γ =
√

3 треугольник равносторонний).
Более удобным нам представляется линейный мас-
штаб в виде

L =
b

2
.

А масштаб W принимаем как скорость на
оси круглой трубы без ЛПШ (7) с радиусом

R = L =
1

2
b. Безразмерное уравнение Гельмгольца

снова имеет вид (5) со значениями коэффициентов

c = 1 и f = 4. Отнесение всех размеров сечения к
L геометрию задачи не меняет, однако размерный
треугольник рис. 1, б перейдет в аналогичный с па-
раметрами γ = 2a/b и b = 2; равностороннему тре-

угольнику отвечает γ = 2
/√

3 ≈ 1.1547.
Как и для предыдущих сечений, в PDE Toolbox

MATLAB проблема сводится к написанию m-
функции для коэффициента a (x, y) уравнения (5),
задающего разрывную плотность ЛПШ. Однако
здесь вид m-функции не столь очевиден, хотя и
требует лишь элементарных выкладок.

Расстояние точки (x, y) от прямой АВ определя-
ется, как известно, через запись уравнения прямой
АВ ”в отрезках”, рис. 1, б, и приводит к формуле

LAB (x, y) =
| − bx + ay − ab|

√

a2 + b2
.

Если точка (x, y) лежит в исследуемом треуголь-
нике, то условием ее нахождения внутри ЛПШ
высотой h

1
при стороне АВ будет

LAB (x, y) ≤ h
1
. (15)

Аналогичное условие имеет место для h
2
-близости

точки к прямой ВС, LBC (x, y) ≤ h
2
, где

LBC (x, y) =
|bx + ay − ab|
√

a2 + b2
.

На основании этих формул составляем оконча-
тельное условие «Точка М (x,y) лежит внутри
ЛПШ при стенках треугольника АВС»:

(x ≤ h3) | (LAB (x, y) ≤ h1) | (LBC (x, y) ≤ h2);

когда это условие истинно – (x,y) лежит внутри
ЛПШ, когда ложно – (x,y) вне ЛПШ (знаком
| в МАТЛАБ обозначают дизъюнкцию, операцию
„ИЛИ”). Теперь необходимая m-функция включа-
ет в себя две подфункции:

Листинг m-функции Triangle.m
для треугольного сечения:

function EPR=Triangle(x, y, aX, bY, h1, h2, h3, A)

%Функция для канала треугольного сечения с вершинами

% A(-aX,0), B(0,bY), C(aX,0),

%что равна 0 в середине канала (вне ЛПШ высот h1, h2 и h3)

%и равна A внутри ЛПШ высот h1, h2 и h3,

%расположенных у стенок канала AB, BC, CA.

Logic=(y <= h3)|(Lab(x, y, aX, bY ) <= h1)| ...
(Lbc(x, y, aX, bY ) <= h2);

EPR=A* Logic;
%Для равностороннего сечения брать aX=2/sqrt(2).

function R=Lab(x, y, aX, bY )

Е. А. Гаев, О. М. Бердник 9
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Рис. 4. а– трехмерное распределение скоростей потока через прямоугольное сечение 4 × 2 при ЛПШ у стенок
h = 0, 40 и A = 50; б – распределения скорости в двух перпендикулярных сечениях при различной плотности

ЛПШ A: 0 – A = 0; 1 – A = 10; 2 – A = 50; 3 – A = 100; 4 – A = 200; 5 – A = 400

%Подпрограмма

% расстояния точки (x,y) от прямой AB,

% где A(-aX,0) и B(0,bY).

R=abs(-bY*x+ aX*y- aX*bY)/sqrt(aX^2+bY^2);

function R=Lbc(x, y, aX, bY )
%Подпрограмма

% расстояния точки (x,y) от прямой BC,

% где B(0,bY) и С(aX,0).

R=abs(bY*x+ aX*y- aX*bY)/sqrt(aX^2+bY^2);

%Конец программы Triangle.m.

Как видим, она допускает различные высоты
h1, h2 и h3 у сторон треугольника AB, BC и AC со-
ответственно, рис. 1,б. С учетом принятого обезра-
змеривания следует подставлять bY = 2, а aX мо-
жет быть произвольным; значение aX=2

/√
3 отве-

чает равностороннему треугольнику. Последова-
тельность расчета вязкого течения через треуголь-
ное течение в пакете PDE ToolBox – те же этапы
1 – 7, п. 3.1.

На рис. 5, а представлено трехмерное распре-
деление скорости ламинарного потока через треу-
гольное сечение для одного из расчетных случаев;
на рис. 5, б – отвечающие этому расчету изота-
хи течения. Их форма напоминает закругленные
треугольники; изотахи сгущаются в центральной
части канала вне ЛПШ, где скорости резко возра-
стают (мы вынуждены были удалить часть линий,
чтобы избежать муарового эффекта, дающего ло-
жное впечатление). Следующая пара рис. 6 пока-
зывает влияние плотности ЛПШ A на распреде-
ление скорости в двух сечениях; при этом взяты
два “продольных разреза” трубы сечения по высо-

те треугольника (рис. 1, б) и параллельно оси Ох
через точку максимума скорости (естественно, ко-
ординаты этого “центра сечения” O(0,2/3)). Как
видим, при течении через ЛПШ жидкость тор-
мозится, и увеличение плотности ЛПШ А ухуд-
шает протекание жидкости через канал (штрихо-
выми линиями показан случай А=0, т. е. ЛПШ
отсутствует). Движение внутри ЛПШ может даже
прекратиться полностью при большом А (кривая
5 рис. 6). В части сечения, свободной от препят-
ствий, течение также ослабевает, но не прекраща-
ется.

Полученные численные результаты можно срав-
нить с решением [4] для равностороннего тре-
угольника без ЛПШ: имеет место совпадение с
высокой точностью.

3. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Можно видеть по результатам расчетов, что
ЛПШ (т. е. пористый слой вдоль стенок трубы)
существенно влияет на движение жидкости в при-
зматической трубе любого сечения, и это влияние
в целом уже охарактеризовано: ЛПШ тормозит
поток, через нее протекающий. Тормозящее вли-
яние ЛПШ передается и в свободную от ЛПШ
часть сечения трубы. Чем плотнее ЛПШ, запол-
няющая слой высоты h, тем слабее в ней течение.
Количественно это можно характеризовать влия-
нием плотности А на наибольшую скорость в се-
чении трубы Umax; такие данные представлены на
рис. 7, а. Естественно, что все кривые выходят на
асимптоту, поскольку при очень больших А (тео-
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Рис. 5. Трехмерное распределение скоростей потока через сечение в виде равностороннего треугольника с
ЛПШ у стенок h = 0, 3, A = 100 (а); отвечающие ему изотахи (б)

а б

Рис. 6. Изменение распределения скорости в зависимости от плотности ЛПШ A в двух продольных сечениях
треугольного равностороннего канала с ЛПШ у стенок высотой h = 0.3:

а – сечение по оси симметрии треугольника, (см. рис. 1, б);
б – сечение параллельно основанию треугольника, проходящее через точку максимума скорости (0 – ЛПШ

отсутствует, A = 0; 1 – A = 20; 2 – A = 50; 3 – A = 100; 4 – A = 200; 5 – A = 900)

ретически, при A → ∞) все течение сосредотачи-
вается в свободной от ЛПШ области канала.

Естественно, уменьшается и средне-расходная
скорость течения через канал с ЛПШ. В гидрав-
лике всегда интересуются отношением наиболь-
шей скорости к этой средней, Umax/Ucp

. Изве-
стно, что при ламинарном режиме течения и в
каждом выбранном сечении канала это отноше-
ние постоянно; некоторые данные были приве-
дены во "Введении". Это не так при турбулен-
тном течении. Тем нe менее, часто принимают

Umax/Ucp
≈ const, и приближенное значение этой

“постоянной” используют при решении практиче-
ских задач. Так поступают, например, при выводе
уравнений плановой гидравлики [41 –44]. И в на-
шем исследовании, поэтому, указанное отношение
подробно анализировалось. Рис. 7, б представля-
ет полученные данные: можно видеть, сколь силь-
но A влияет на отношение скоростей. Это следует
учитывать при использовании моделей плановой
гидравлики для течений с проницаемой шерохо-
ватостью у дна.

Е. А. Гаев, О. М. Бердник 11
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а б

Рис. 7. Влияние A, плотности ЛПШ на максимальную скорость Umax на оси сечения (а), и на отношение

максимальной к средне-расходной скорости
Umax

Ucp

(б):

1 – эллиптическое сечение с ЛПШ высотой h = 0.40,
2 – прямоугольное сечение с h = 0.40, 3 – треугольное сечение с h = 0.30

а б

Рис. 8. Распределения скорости во взаимно-перпендикулярных плоскостях трубы равностороннего
треугольного сечения, полностью заполненных ЛПШ: 0−A = 0; 1 −A = 2; 2 − A = 6; 3 − A = 10; 4 − A = 15;

5 − A = 20; 6 − A = 30; 7 − A = 40; 8 − A = 60; 9 − A = 80; 10 − A = 100;
а – cечение треугольного основания плоскостью через O(0, 0) и B(0, 2), (см.рис. 1);

б – cечение треугольника горизонтальной плоскостью через максимум U

Практический интерес представляет исследова-
ние напорных течений в трубах, полностью запол-
ненных пористым наполнителем. Уже говорилось,
что примером такого исследования является рабо-
та [13], где для прямоугольного сечения использу-
ется, правда, иная модель пористой среды. Пол-
ное заполнение сечения – частный случай дан-
ной задачи. Так, для равностороннего треуголь-
ного сечения пустого от ЛПШ пространства не
останется при h ≥ 2/3. Такие расчеты проведены.

На рис. 8 представлены профили скорости в тру-
бе, полностью заполненной легкопроницаемой сре-
дой. В плоскости, где есть симметрия, они кажу-
тся параболическими при малых А. Но при боль-
шой плотности пористой среды А профили выпо-
лаживаются в центре канала, как бы теряя тормо-
зящее влияние стенок. Касательно сопротивления
заполненного канала, можно показать на основа-
нии расчетов, что комплекс λ · Re растет пример-
но по линейной зависимости от А.

12 Е. А. Гаев, О. М. Бердник
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Поле скорости исследуемых течений U (y, z) яв-
ляется двумерным, неизменяющимся вдоль Ox.
Движение частиц жидкости поступательнo вдоль
Ox, но в то же время – и с компонентами вращения

2ωx = 0, 2ωy = ∂ U/∂ z, 2ωz = −∂ U/∂ y.

Рассмотрим, как наличие ЛПШ изменяет аб-
солютную величину вектора завихренности
~ω = ωy

~j + ωy
~k, который лежит в плоскости

сечения Ω

Γ = |~ω|2 =
1

2

(

(

∂ U

∂ y

)2

+

(

∂ U

∂ z

)2
)

. (16)

Соответствующий пересчет найденных полей те-
чений также может быть легко выполнен в
MATLAB; результаты приведены на рис. 9 и 10.
Их следует сравнить с изотахами, данными для
соответствующих сечений на рис. 2, б и 5, а.

Изолинии завихренности в случае эллипса с
гладкими стенками, левый (рис. 9, а), явля-
ют собой эллипсы, "распрямляющиеся в бесконе-
чность". Следует исследовать роль угловых то-
чек в сечении. Известно, что они вызывают слабые
вторичные течения в трубе, [5, 27, 38]. Вторичные
течения, однако, принципиально не могут быть ис-
следованы в ”ламинарной постановке”, поскольку
она исходит из того, что Uy ≡ 0, Uz ≡ 0. Все же
поле ротора (16) представляет некоторый инте-
рес [27]. Для прямоугольного сечения с гладкими
стенками оно представлено на рис. 10, а: можно
сказать, что изолинии овальной формы "разрыва-
ются" возмущениями, исходящими из угловых то-
чек; при этом смена режима происходит на уда-
лении примерно 0.40 от вертикальных стенок. В
экспериментальных исследованиях турбулентных
течений в прямоугольном канале [19,27,28,46] осо-
бое внимание обращалось на вторичные движения
жидкости в поперечном направлении. При этом
изотахи получались не близкими к овальным, а
деформированными, вытянутыми к угловым то-
чкам. Имеет место слабое движение жидкости по
биссектрисам к стенке, [5, 19, 27, 28, 46]. В наших
же расчетах, как и в работе [17], изотахи оваль-
ны (яйцеобразны) для всех сечений. Это еще раз
свидетельствует о том, что данное явление специ-
фично для турбулентности, ”позволяющей” пуль-
сации жидкости в сторону от главенствующего на-
правления Ox. Более подробно проблема втори-
чных течений, сложная и все еще недостаточно ис-
следованная, обсуждается в монографии [38].

Можно ожидать, что введение в поток проница-
емой шероховатости некоторой высоты h и плот-
ности A существенно изменит поле течения. Пра-
вый рис. 9 дает пример изменений, которые ЛПШ

h = 0, 40 и A = 30 порождает в эллиптиче-
ской трубе (граница пористой среды дана штри-
ховой линией). Правый же рис. 10 сочетает влия-
ние ЛПШ и угловых точек: поле ротора "воспрои-
зводится" в свободной части сечения (ограниче-
на тонкой линией) и значительно деформируется
внутри ЛПШ. (Следует оговорить, что часть изо-
линий нами убрана, чтобы на рисунках не возни-
кало ложных муаровых узоров).

4. ГИДРАВЛИЧЕСКОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ
ТРУБ НЕКРУГОВЫХ СЕЧЕНИЙ

В практической гидравлике напорных течений ча-
сто достаточно установить лишь связь между гра-
диентом давления p′ и расходом жидкости Q, т.е
коэффициент гидравлического сопротивления λ.
Интегрируя полученные в п. 3.1–3.3 распределе-
ния скорости через то или иное сечение, имеем без-
размерный расход жидкости и среднюю скорость:

Q =

∫∫

Ω

U (y, z) dy dz, Ucp =
Q

F
, (17)

где F – площадь сечения Ω. С учетом того, что
численный расчет предоставляет результат в виде
таблицы скоростей {Ui j} в серединах треуголь-
ных площадок { yi, zj} с еще неизвестными пло-
щадями {Fi j}, первую формулу следует исполь-
зовать в следующем дискретизованном виде:

Q ≈
∑

i,j

Uij Fij (18)

(здесь i, j – принятая в MATLAB нумерация три-
ангуляционных площадок). Еще одна оценка то-
чности расчетов – это сумма всех площадей

∑

i,j
Fij,

которая должна приобретать значение площади
сечения Ω (точнее, в MATLAB запрограммирова-
но, что

∑

i,j

Fij дает 4F , но это результат деления

в (17) не изменяет). Массив площадей триангуля-
ционных площадок {Fij} можно получить в PDE
Toolbox MATLAB посредством "экспорта" резуль-
татов в рабочее пространство (п. 7 алгоритма),
исполняя команду:

>> [K,F]=assempde(b,p,e,t,c,a,f);

(знак >> показывает исполнение из командной
строки).

"Гидравлическое сопротивление" λ вводят как
коэффициент пропорциональности между гради-
ентом давления и напором средней скорости, т.
е. [2, 4, 23]

p′
Df
= − λ

2 L

ρU2
cp

2
(19)

Е. А. Гаев, О. М. Бердник 13
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а б

Рис. 9. Изолинии модуля завихренности (16) в эллиптической трубе с гладкими стенками (а) и при наличии
ЛПШ h = 0, 40, A=30 (б)

а б

Рис. 10. Изолинии модуля завихренности (16) в прямоугольной трубе 2 × 1 с гладкими стенками (а) и при
наличии ЛПШ h = 0, 20, A=50 (б)

(в отличие от (15), здесь речь идет о размерной
средней скорости Ucp; 2L – характерный "диа-
метр" области Ω). Выделяя в (19) число Рейнольд-
са, построенное по осредненной скорости

Re =
2LUcp

ν
, (20)

преобразуем (19) к виду

p′ = −
λρ ν Ucp

8 L2
Re = −λRe U cp

µ W

8 L2
.

Отсюда вытекает, что

λRe =
α

2

Ucp

, (21)

как в (2). Коэффициент α
2

= − 8p′L2

µ W
постоянен,

так как оба используемых масштаба скорости W ,

(3) или (7), пропорциональны − p′L2

µ
. Получаем,

что для эллипса и треугольника α
2

= 32, посколь-
ку использован масштаб (7). В то же время, для
прямоугольного сечения использовали (3), прини-
мая плоское течение за базу сравнения. Поэтому
α

2
= 16.

Формула (21) обобщает известные формулы для
исследованных здесь сечений на случай наличия
ЛПШ у стенок канала; через величину в зна-
менателе U cp она учитывает высоту h и плот-
ность ЛПШ A. Необходимые расчеты проводим в
MATLAB:

>> Area=sum(F );Q=sum(u.*F );
>> Us=Q/Area, LambdaRe=Alfa2/Us

Результирующие зависимости λRe = ϕ (A, h, γ)
представлены на рис. 9. Естественно, что присут-
ствие ЛПШ у стенок ухудшает гидравлику трубы;
приведенные графики показывают роль как высо-

14 Е. А. Гаев, О. М. Бердник
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ты ЛПШ h, так и ее плотности A.
Все кривые исходят из точек на оси абсцисс,

отвечающих известным данным при отсутствии
ЛПШ. При таком сопоставлении следует иметь в
виду те линейные масштабы, для которых полу-
чены соответствующие известные формулы (1) и
(2). Для эллиптического сечения, например, изве-
стно значение α

2
= 64, [4]. Однако оно получе-

но для ”эквивалентного диаметра” по (11). Пре-
образуя определение величин λ по (19) и Re по
(20) к принятому здесь масштабу (17), получаем
α

2
= 40. Аналогично – для сечения в виде треу-

гольника. Масштаб для прямоугольника у нас сов-
падает с [4].

Данные о сопротивлении труб легко получить в
эксперименте. Тем не менее, имеется лишь один
автор, Kouwen [45], который провел подобные
измерения для открытого канала. Данная работа,
надеемся, будет способствовать проведению ана-
логичных экспериментов. Практическое использо-
вание ЛПШ должно подразумевать компромисс
между дополнительными потерями "на гидравли-
ку" с выигрышем целевой функции (например –
увеличением теплоотдачи).

ВЫВОДЫ

Задача о ламинарном стабилизированном по-
токе вязкой жидкости в призматическом канале
произвольного сечения обобщена на случай при-
сутствия легкопроницаемой шероховатости у сте-
нок канала. Соответствующее уравнение Гельм-
гольца с разрывной правой частью решалось чи-
сленно с помощью PDE Toolbox MATLAB. Для
каждого вида сечений (прямоугольного, эллипти-
ческого и треугольного) предложена необходимая
m-функция, отражающая скачек силы внутри и
вне ЛПШ. Любое другое сечение может быть ра-
считано в MATLAB аналогичным образом.

Получены распределения продольной скорости
потока в зависимости от относительной высоты
ЛПШ h и ее безразмерной плотности A. Рассчи-
тана зависимость коэффициента гидравлического
сопротивления λ как функция от Re , а также h и
A, что обобщает известные зависимости λ = c

2/Re

на присутствие двух дополнительных параметров
задачи.

Показано, сколь сильно наличие ЛПШ меня-
ет структуру течения. Но при большой плотнос-
ти ЛПШ A течение «воспроизводит исходное» в
меньшем размере, в свободной от ЛПШ части тру-
бы. Практически использовать ЛПШ следует, ве-
роятно, лишь при малых А, достигая некоторого

Рис. 11. Гидравлическое сопротивление каналов
различного сечения (1 – эллипс, 2 – квадрат, 3 –

треугольник) в зависимости от плотности ЛПШ A и
ее высоты h

компромисса между полезными явлениями в по-
токе и ухудшением его гидравлики.

Было бы интересно рассмотреть влияние ЛПШ
на трансверсальное вторичное течение, которое
имеет порядок 1% от основного [19, 27, 28, 46]. Это
явление, однако, не может быть рассмотрено в
"ламинарной" постановке. Тем не менее, результа-
ты могут быть использованы для его моделирова-
ния, согласно [29], или в дальнейшем – для моде-
лирования возникновения неустойчивости [37, 39]
и турбулентности.
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