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Представлено обобщение задачи о распространении нервного возбуждения в рамках модели Ходжкина-Хаксли. По-
лучено точное аналитическое решение задачи на основе интегрального преобразования Лапласа и теоремы Эфроса
в случае, когда входной (начальный) импульс возбуждения отклоняется от ступенчатой функции Хевисайда. Про-
веден сравнительный анализ расчетов с результатами, полученными ранее для случая возбуждающей функции
Хевисайда. Подробно анализируется влияние отклонения при приближении к решению, соответствующему функ-
ции Хевисайда.

Представлено узагальнення задачi про розповсюдження нервого збудження в рамках моделi Ходжкiна-Хакслi. Отри-
мано точний аналiтичний розв’язок задачi на основi iнтегрального перетворення Лапласа та теореми Ефроса для
випадку, коли вхiдний (початковий) iмпульс збудження вiдхиляється вiд функцiї Хевiсайда. Проведено порiвняль-
ний аналiз розрахункiв з результатами, отриманими ранiше для випадку збуджуючої функцiї Хевiсайда. Детально
аналiзується вплив вiдхилення при наближеннi до розвязку, якiй вiдповiдає функцiї Хевiсайда.

Generalization of the problem of nerve excitation propagation is presented within the framework of the Hodgkin-Huxley
model. The exact analytical solution is obtained on the basis of the Laplace transform and the Efros’ theorem in the
case when the initial (input) excitation pulse deviates from the Heaviside step-function. The comparative analysis of
calculations with obtained for the case of the exciting Heaviside unction is conducted. The influence of deviation on the
pulse propagation is analysed in detail as the solution corresponding to the Heaviside function is approached.

ВВЕДЕНИЕ

В отличие от пассивных сред, в которых им-
пульс по мере распространения убывает за счет
диссипации, есть активные (возбудимые) среды, в
которых по мере распространения импульса име-
ет место подпитка его энергией. К таким сре-
дам относится нервное волокно как биологически
активная среда. Нервное волокно (аксон, дендрит)
представляет собой клетку, внутри которой есть
раствор (межклеточная жидкость – ликвор), кле-
тка ограничена мембраной. Снаружи аксона так-
же имеется жидкая среда.

Рассмотрим процесс передачи нервного возбуж-
дения [1–3]. Прохождение сигнала обеспечивается
нервным волокном, представляющим собой длин-
ный отросток нервной клетки (его длина может
достигать 1 м и более). По аксону распростра-
няются электрические импульсы возбуждения с
длительностью около 1 мкс, величина и длитель-
ность которых не зависят от природы и силы ра-
здражения. Аксон покрыт миелиновой оболочкой
(диэлектриком), которая предохраняет его от уте-
чки энергии наружу, и, таким образом, позволя-
ет сконцентрировать энергию внутри такого ко-
аксиального волновода. Толщина оболочки аксо-

на измеряется миллимикронами. Вдоль аксона
для подпитки энергией расположены узкие учас-
тки шириной 1 мкм без миелиновой оболочки –
перехваты Ранвье, расстояние между которыми
∼ 1 мм. На перехватах Ранвье аксон, по-сути, ого-
ляется и, контактируя с внешней средой, подпи-
тывается энергией (рис. 1). При этом имеет ме-
сто переход ионов и молекул в клетку и из нее.
В результате внутренняя поверхность становится
положительно заряженной, а наружная – отрица-
тельно заряженной. Эта разность потенциалов на-
зывается трансмембранным потенциалом.

Элементарный сигнал, который распространяе-
тся вдоль аксона, – это нервный импульс. Паке-
ты нервных импульсов, которые появляются как
частотно модулированные, передают информацию
между различными частями системы. Это тре-
бует конечного времени для передачи информа-
ции. Эффективность аксонов как передающих ли-
ний зависит от их способности проводить импуль-
сы постоянного размера с постоянной скоростью
на большие расстояния. При этом процесс рас-
пространения характеризуется некоторой задерж-
кой. Время, затрачиваемое для проведения, мо-
жет быть пренебрежимо для случая коротких пу-
тей, но есть достаточно длинные пути, влияние
которых должно учитываться при анализе. Кро-
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Рис. 1. Схема строения нервного волокна

ме того, эти времена задержки и синаптические
задержки, связанные с контактом между нейрона-
ми или нейроном и получающей сигнал эффектор-
ной клеткой, существенны при рассмотрении ци-
кла "вход-выход". Это находится в соответствии
с тем, что во всех реальных системах есть запа-
здывание, связанное с конечностью скорости рас-
пространения возмущений [4]. В физиологических
системах тоже есть временные задержки.

Ходжкин и Хаксли наблюдали распростране-
ние нервных возбуждений в нервном отростке
(аксоне) кальмара и представили соответствую-
щую физико-математическую модель. Эта мо-
дель является фундаментальной в исследовани-
ях распространения нервных возбуждений, вклю-
чая возбуждение мембран и транспортные про-
цессы в клетках. Она описывается существенно
нелинейной системой дифференциальных уравне-
ний в частных производных. В связи с трудно-
стями математического анализа построение реше-
ний и проведения расчетов на этой основе рассма-
тривались различные модификации этой модели с
целью упрощения математического анализа.

Модель Ходжкина-Хаксли [2] мембраны аксо-
на, представленная в виде системы дифференци-
альных уравнений четвертого порядка, наиболее
точная. Экспериментально подтверждается сосу-
ществование локально устойчивого стационарно-
го состояния и локально устойчивого предельно-
го цикла в уравнениях Ходжкина-Хаксли [12]. В
дальнейшем для возбудимых мембран вводилось
разделение на быстрые и медленные переменные,
что дает возможность упростить математический
анализ посредством понижения порядка системы
[5]. В частности, на основе модели Ходжкина-
Хаксли были предложены Фитцхью [6] и выведены
Нагумо [7] упрощенные уравнения, описывающие
распространение нервного возбуждения. В связи
с этим необходимо также отметить исследование
связанной активной системы более общего вида
[8], из которой хорошо известная модель Фитцхью-
Нагумо для нервной проводимости вытекает как
частный случай.

В то же время, проводится компьютерное мо-
делирование распространения электрических им-
пульсов, генерируемых потенциалом действия на
основе исходных нелинейных уравнений [9]. Ис-
следуется также процесс генерации трансмембран-
ного потенциала в клетке более сложной формы
и мембранной структуры. Показано, что реакция
вытянутого сфероида быстрее, чем таковая для
сферы [10]. Обзор исследований по моделирова-
нию электрического возбуждения волокон в пери-
ферическом нерве, состоящем из нервных волокон,
или аксонов, с диаметром от нескольких до деся-
тков микрометров представлен в [11].

Запаздывание достаточно хорошо аппроксими-
рует включение и математически существенно
упрощает исследование. С точки зрения рас-
пространения возмущений с конечной скоростью
представляют интерес также теоретические иссле-
дования немиелинизированного аксона как пере-
дающей и возбуждающей линии [13–16].

Классическая кабельная теория для прямоли-
нейных нервных волокон дает возможность опи-
сывать зависимость между мембранным потенци-
алом Vm и индуцированным электрическим полем
E. Эта теория основана на поле вдоль волокна E‖

и не учитывает поле, поперечное к волокну E⊥.
Показано, что такое поперечное поле может так-
же приводить к возбуждению [17].

На основе кабельного уравнения подпорогового
трансмембранного потенциала исследовано влия-
ние геометрии нервного волокна (непрямолиней-
ного) на блокирующий (непроводящий) порог. По-
казано, что модель прямолинейного волокна сли-
шком проста для моделирования реакции перифе-
рического нервного волокна электрическим возбу-
ждением [18].

Пороговые явления для потенциала действия на
основе анализа начально-краевой задачи для урав-
нений Фитцхью-Нагумо исследованы в [19, 20]. Со-
держательные теоретические результаты и расче-
ты критической поверхности пороговой величины
потенциала действия на основе упрощенного урав-
нения и уравнения Фитцхью-Нагумо представле-
ны в [21].

Содержательное изложение явлений возбуж-
дения и распространения нервного импульса и
соответствующее математическое моделирование
представлено в исследованиях [1, 2, 22–33].

В данной статье рассматривается переходная
реакция активного нервного волокна при внекле-
точном возбуждении в случае, когда возбуждаю-
щий импульс отклоняется от ступенчатой функ-
ции, мгновенно включаемой [1]. Цель исследова-
ния состоит в оценке влияния этого отклонения
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на изменение трансмембранного потенциала в про-
странстве и времени, т. е. на процесс нервного воз-
буждения, приводящий к нарастанию потенциала
действия как спускового механизма. В этом случае
получено точное аналитическое решение на осно-
ве теоремы Эфроса [34]. Проведены расчеты и они
сопоставляются с результатами, полученными для
случая возбуждающей функции Хевисайда. По-
дробно анализируется влияние отклонения от сту-
пенчатой функции при приближении к решению,
соответствующему функции Хевисайда.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА

ЗАДАЧИ И МЕТОД РЕШЕНИЯ

Рассматривается волокно бесконечной протя-
женности, находящееся в начальный момент вре-
мени t = 0 в покое. В положении x = 0 волокно
возбуждается электромагнитным импульсом, ко-
торый зависит от времени t и описывается несту-
пенчатой функцией u (t). Начально-краевая зада-
ча формулируется следующим образом: найти по-
тенциал действия Vm (x, t) как решение дифферен-
циального уравнения [1]

λ2 ∂2Vm(x, t)

∂x2
− τ

∂Vm(x, t)

∂t
− Vm(x, t) = 0, (1)

удовлетворяющее граничному условию

∂Vm (x, t)

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= −I0ri

2
u (t) , (2)

условию регулярности на бесконечности

lim
|x|→∞

Vm (x, t) = 0, (3)

начальному условию

Vm (x, t)|t=0 = 0. (4)

Здесь x – продольная координата вдоль волокна
(−∞ < x < ∞); t – время (t ∈ (0, t0]); I0 – стимули-
рующий ток, введенный во внутриклеточное про-
странство; τ – характерное время, τ = rmcm; λ –
характерная длина, λ=

√

rm/ (ri+re); rm – сопро-
тивление утечки мембраны на единицу длины; ri –
внутриклеточное сопротивление на единицу дли-
ны (удельное сопротивление); re – внеклеточное
сопротивление на единицу длины (удельное сопро-
тивление); cm – емкость.

Задача решается на основе преобразования Ла-
пласа по времени t [35]:

V L
m(x, s) =

∞
∫

0

Vm(x, t) e−s t dt. (5)

Рис. 2. Вид возбуждающей функции

После преобразования Лапласа (5) уравнение
(1) и условие (2) с учетом (4) принимают следу-
ющий вид:

λ2V L′′

m − (τs + 1)V L
m = 0, (6)

dV L
m

dx
|x=0 = −I0ri

2
uL (s) . (7)

Решение уравнения (6) с учетом условия (7) и
условия регулярности (3) имеет вид:

V L
m (x, s) =

I0riλ

2

exp
(

−x

λ

√
τs + 1

)

√
τ s + 1

uL(s),

Re (τ s + 1) > 0. (8)

Рассмотрим случай, когда возбуждающая
функция, в отличие от функции Хевисайда,
задается в виде (рис. 2):

u(t) =

{

0 при 0 < t < a,
1 − exp (−b(t − a)) при a < t,

(9)

где величина a характеризует запаздывание, а ве-
личина b – скорость нарастания функции (прибли-
жения ее к ступенчатой). Тогда преобразованная
по Лапласу функция (9) будет [35]:

uL (s) =
b exp (−as)

s (s + b)
, (10)

и решение V L
m (8) c учетом (10) запишется в сле-

дующем виде:

V L
m (x, s) =

I0riλ

2

exp
(

−x

λ

√
τs + 1

)

√
τs + 1

b exp (−as)

s (s + b)
.

Обозначим

V L (x, s) =
exp

(

−x

λ

√
τs + 1

)

√
τs + 1

1

s (s + b)
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и по теореме запаздывания получим

e−asV L(x, s)
·−→
·

{

V (x, t − a), 0 ≤ a < t,
0, t < a.

(11)

Найдем оригинал изображения V L (x, s) по те-
ореме Эфроса (обобщенная теорема умножения)
[34].

Пусть дано изображение F (s)
·−→
·

f(t) и анали-

тические функции G(s) и q(s) такие, что

G(s)e−ξq(s) ·−→
·

g(t; ξ),

тогда

F [q(s)]G(s)
·−→
·

∞
∫

0

f(ξ)g(t; ξ) dξ. (12)

В соответствии с этой теоремой положим

G(s) =
1√

τs + 1
, q(s) =

√
τs + 1,

F (s) =
τ2 exp

(

−x
λs

)

(s2 − 1)(s2 − 1 + bτ )
.

Функции g(t; ξ) и f(t) могут быть найдены по фор-
мулам обращения [36].

После несложных преобразований с учетом ска-
занного выше окончательно находим решение
уравнения (1) в виде:

Vm(x, t) = 0, t < a,

Vm(x, t)=
I0riλ

4

[

exp
(

−x

λ

)

erfc
( x

2λ
Λ−1 − Λ

)

−

− exp
(x

λ

)

erfc
( x

2λ
Λ−1 + Λ

)

− exp
(

−Λ2bτ
)

√
1−bτ

×

×
[

exp
(

−x

λ

√
1−bτ

)

erfc
( x

2λ
Λ−1 − Λ

√
1 − bτ

)

−

− exp
(x

λ

√
1 − bτ

)

erfc
( x

2λ
Λ−1 + Λ

√
1−bτ

)]]

,

(13)
где

Λ =

(

t

τ
− a

τ

)1/2

.

Данное решение имеет место при введении то-
ка I0 во внутриклеточное пространство в точке
x = 0 и описывает поведение мембраны в точке
x > 0. Решение при x < 0 может быть найдено из
соображений симметрии. Перейдем к абсолютным
значениям x, после чего решение (13) приводится
к виду:

Рис. 3. Изменение возбуждающей функции при
различных 1/b:

1 – 1/b = 0.1763, 2 – 1/b = 0.0875, 3 – 1/b = 0.05241,
4 – 1/b = 0.01746, 5 – 1/b = 0.01047

Vm(x, t)=
I0riλ

4

[

exp

(

−|x|
λ

)

erfc

( |x|
2λ

Λ−1 − Λ

)

−

− exp

( |x|
λ

)

erfc

( |x|
2λ

Λ−1 + Λ

)

− exp
(

−Λ2bτ
)

√
1−bτ

×

×
[

exp

(

−|x|
λ

√
1−bτ

)

erfc

( |x|
2λ

Λ−1 − Λ
√

1 − bτ

)

−

− exp

( |x|
λ

√
1−bτ

)

erfc

( |x|
2λ

Λ−1+Λ
√

1−bτ

)]]

.

(14)
Подстановкой этого решения в (1)-(4) проверена

корректность полученного результата.

2. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ

Из вида решения (14) очевидны такие условия:

bτ < 1, 0 ≤ a

τ
<

t

τ
. (15)

Выбор константы b определяется углом наклона
γ касательной к графику функции u (t) в точке
a. Рассматриваемые значения константы b приве-
дены в таблице. На рис. 3 представлены графики
функции u (t) в зависимости от значений b. В со-
ответствии с этим должно выполняться условие
τ < 1/b. Мы выбираем τ = 0.01. Кроме того, в
расчетах принято a/τ = 0.01.

Величина 1/b характеризует запаздывание по-
тенциала. Кривые, соответствующие γ = 89.2◦ и
γ = 89.4◦, очень близки и на рис. 3 не различаю-
тся.
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Рис. 4. Возбуждающая функция Хевисайда. Распределение трансмембранного потенциала по
пространственной координате X вдоль аксона в различные моменты времени T = 0.16, 0.36, 0.7, 1.0 в случае

включения (a) и выключения (б)

Рис. 5. Возбуждающая функция Хевисайда. Зависимость величины трансмембранного потенциала от
времени в различных местах аксона X = 0.5, 1.0, 2.0, 3.0 в случае включения (a) и выключения (б)

Необходимо отметить, что с приближением во-
збуждающей функции к функции Хевисайда труд-
ности расчетов возрастают: требуется такой по-
дбор параметров, чтобы выполнялись условия су-
ществования решения. В результате получены за-
ниженные величины потенциала. Это обусловлено
двумя источниками погрешностей. Один связан с
тем, что величина a/τ не равна нулю, а принята в

расчетах очень малой, a/τ =0.01, второй связан с
приближением функции к угловой точке, характе-
ризуемых величиной 1/b (рис. 3). В дальнейшем
были введены пространственные и временные пе-
ременные (X, T ), определенные как

X =
x

λ
, T =

t

τ
.
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Рис. 6. Возбуждающая функция с запаздыванием 1/b = 0.1763. Распределение трансмембранного потенциала
по пространственной координате X вдоль аксона в различные моменты времени T = 0.16, 0.36, 0.7, 1.0

в случае включения (a) и выключения (б)

Рис. 7. Возбуждающая функция с запаздыванием 1/b = 0.1763. Зависимость величины трансмембранного
потенциала от времени в различных местах аксона X = 0.5, 1.0, 2.0, 3.0

в случае включения (a) и выключения (б)

Результаты расчетов трансмембранного потен-
циала Vm в случаях включения и выключения им-
пульса постоянного тока представлены на рис. 4–9:
для функции Хевисайда – на рис. 4, 5; для боль-
шого запаздывания 1/b = 0.1763(80◦) – на рис. 6 и
7 и для малого запаздывания 1/b = 0.01746(89◦) –
на рис. 8, 9.

Необходимо отметить, что горизонтальные мас-
штабы на рис. 5, 7, и 9 различны.

На рисунках 4, 6 и 8 представлены результа-
ты расчетов распределения трансмембранного по-
тенциала Vm по пространственной координате X
вдоль аксона в различные моменты времени T =
= 0.16, 0.36, 0.7, 1.0. Установлено:
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Рис. 8. Возбуждающая функция с запаздыванием 1/b = 0.01746. Распределение трансмембранного
потенциала по пространственной координате X вдоль аксона в различные моменты времени

T = 0.16, 0.36, 0.7, 1.0 в случае включения (a) и выключения (б)

Рис. 9. Возбуждающая функция с запаздыванием 1/b = 0.01746. Зависимость величины трансмембранного
потенциала от времени в различных местах аксона X = 0.5, 1.0, 2.0, 3.0 в случае включения (a) и выключения

(б)

• при мгновенном включении (функция Хе-
висайда) с увеличением времени величина
трансмембранного потенциала Vm увеличива-
ется (рис. 4, а), а при выключении, наоборот,
уменьшается (рис. 4, б), что соответствует ре-
зультатам, приведенным в [30];

• аналогичное поведение имеет место и при на-
личии запаздывания 1/b, но величина его су-
щественно влияет на уменьшение потенциала
Vm (рис. 6, а, б и 8, а, б).

На рис. 7 и 9 представлены результаты расче-
тов величины трансмембранного потенциала Vm
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γ b 1/b

80◦ 5.6713 0.1763
85◦ 11.4301 0.0845
87◦ 19.0811 0.05241
89◦ 57.29 0.01746
89.2◦ 71.6151 0.01396
89.4◦ 95.4895 0.01047

вдоль аксона в зависимости от времени на раз-
личных расстояниях от точки возбуждения X =
= 0.5, 1.0, 2.0, 3.0. Установлено:

• при мгновенном включении и выключении с
увеличением расстояния X от точки возбуж-
дения величина трансмембранного потенциа-
ла Vm уменьшается (рис. 5);

• аналогичное поведение трансмембранного по-
тенциала Vm имеет место и при наличии запа-
здывания (рис. 7 и 9);

• Из приведенных на рисунках 5, а, 7, а и 9, а

графиков видно, что при включении возбуж-
дения функция Vm через определенное вре-
мя ведет себя как константа. Как и в случае
мгновенного возбуждения, при наличии запа-
здывания для достижения стационарного со-
стояния требуется определенное время, кото-
рое возрастает с увеличением запаздывания;

• при мгновенном выключении возбуждения
трансмембранный потенциал Vm убывает
(рис. 5, б), но стационарное состояние еще со-
храняется в течение некоторого времени;

• при малых запаздываниях так же, как и при
мгновенном выключении, сохраняется какое-
то время стационарное состояние (рис. 9, б),
но с увеличением запаздывания стационар-
ность практически исчезает (рис. 7, б).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представлено обобщение задачи возбуждения
аксона входной импульсной функцией не мгновен-
ного действия, а с некоторым плавным нарастани-
ем, в отличие от ранее рассмотренного мгновенно-
го возбуждения (функция Хевисайда).

Построено точное аналитическое решение на
основе преобразования Лапласа и теоремы Эфро-
са. Исследовано распространение трансмембран-
ного потенциала Vm(x, t) пассивной мембраны

нервного волокна в ответ на включение и выклю-
чение импульса постоянного тока, подаваемого
внутриклеточно в различные моменты времени.

Приведен подробный численный анализ распре-
деления трансмембранного потенциала в ответ на
включение и выключение импульса постоянного
тока при наличии запаздывания в различные мо-
менты времени и исследован временной ход транс-
мембранного потенциала вдоль аксона на различ-
ных расстояниях от точки возбуждения.

Показано, что с уменьшением величины откло-
нения возбуждения 1/b от ступенчатой функции
значения трансмембранного потенциала Vm при-
ближаются к предельному случаю, соответствую-
щему функции Хевисайда. Установлено, что ста-
ционарное состояние вдоль аксона наступает прак-
тически в одно и то же время, при этом величина
трансмембранного потенциала уменьшается с уве-
личением расстояния от точки возбуждения. Ве-
личина запаздывания существенно влияет на вре-
мя установления стационарного состояния.
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