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Исследована динамическая система, соответствующая обобщенному уравнению КдВ, описывающему распростране-

ние длинных нелинейных изгибно-гравитационных волн в море, покрытом сплошным льдом. Анализ полученных
соотношений позволил определить области существования устойчивых солитонных решений и решений в виде кнои-
дальных волн в зависимости от физических параметров задачи.

Дослiджено динамiчну систему, що вiдповiдає узагальненому рiвнянню КдВ, яке моделює розповсюдження довгих
нелiнiйних згинно-гравiтацiйних хвиль у морi, вкритому суцiльним льодом. Аналiз отриманих спiввiдношень дозво-

лив визначити областi iснування стiйких розв’язкiв у виглядi вiдокремленої хвилi та у виглядi кноїдальних хвиль
в залежностi вiд фiзичних параметрiв задачi.

Dynamic system, corresponding to generalized KdV equation for simulating the propagation of long nonlinear flexible-
gravitational waves on the sea, covered with ice, has been investigated. The analyses of relationships obtained allowed to

determine the regions, depending on the physical parameters of the problem, where the stable decisions of solyton- and
cnoidal-type exist.

ВВЕДЕНИЕ

В работе [1] получено обобщенное уравнение
Кортевега-де-Вриза, для которого можно по-
строить точные решения, имеющие структуру со-
литона с отрицательной амплитудой и кноидаль-
ной волны. Возможность существования решений
солитонного типа для этого уравнения рассматри-
валась в [2]. Для определения интервалов изме-
нения физических параметров задачи, где могли
бы существовать такие решения, с помощью мето-
да линеаризации исследовалась соответствующая
динамическая система (ДС).

Обратимся к вопросу устойчивости интересу-
ющей нас системы нелинейных дифференциаль-
ных уравнений и рассмотрим ее якобиан (матрицу
устойчивости) с целью выяснить, может ли полу-
ченное в [1] солитонное решение быть устойчивым
в области существования.

1. ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКОЙ
СИСТЕМЫ

Для нелинейной системы дифференциальных
уравнений вида

dxi

dt
= fi(x), i = 1, n

матрица устойчивости

J = {Fij} =

{

dfi

dxj

}

, i = 1, n, j = 1, n

определяет два множества [3]: Pa– это множество
точек фазового пространства (ФП), где J имеет
кратные собственные значения, т. е.

Sa =

n
∏

j>i=1

(λj − λi) = 0; (1)

Pb − это множество точек ФП, в которых по
меньшей мере одно собственное значение матри-
цы имеет равную нулю действительную часть:

Sb =

n
∏

i=1

(λi + λ∗

i )

2
= 0. (2)

По этим множествам определяются области, в
которых система является структурно (динамиче-
ски) устойчивой или нет. Области устойчивости
ДС характеризуются условиями Sa 6= 0, Sb 6= 0.
Динамически устойчивой система будет там, где
Re(λi) < 0, i = 1, n. В точках, где Sa = 0, Sb 6=
0, никаких изменений устойчивости не должно
происходить. Такие условия характерны для стру-
ктурно неустойчивой, но невырожденной систе-
мы. Изменения устойчивости возникают там, где
Sa 6= 0, Sb = 0. ДС в таких точках является не-
устойчивой и вырожденной, т. е. мы приходим к
бифуркационному множеству.

Зависимость fi(x) для обобщенного уравнения
КдВ достаточно проста, так что нет необходи-

мости рассматривать пространство Rn2

[3]. Мож-
но ограничиться четырехмерным ФП и в нем по-
строить множество, аналогичное сепаратрисе, т.е.
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множество, разграничивающее области различной
устойчивости исследуемой ДС.

Длинноволновая нелинейно-дисперсионная мо-
дель [1], описывающая распространение изгибно-
гравитационных волн в упругой пластине, плава-
ющей на поверхности жидкости, сводится к обоб-
щенному уравнению Кортевега-де-Вриза:

∂ξz

∂t
+

(

1 +
3

2
αξz

)∂ξz

∂x
+

+
β + 3γ − 3h1εxE

6

∂3ξz

∂x3
+

δ

2

∂5ξz

∂x5
= 0,

где ρ1 , h1, D, E – соответственно плотность,
толщина, цилиндрическая жесткость и модуль
упругости пластины; εx– деформация срединной
поверхности за счет геометрически нелинейного
прогиба; A, λ – амплитуда и длина волны,

α =
A

d0

; β =
d0

λ
;

γ =
ρ1h1β

ρ2d0

; δ =
βD

ρ2gd2
0
λ2

.

Обозначим

κ =
β + 3γ − 3h1εxE

6

– параметр, характеризующий взаимосвязь дис-
персии жидкости, инерции ледяной пластины и ее
дисперсии за счет геометрически нелинейного про-
гиба. После замены ζ = x − Ut и интегрирования
уравнение принимает вид:

2(1 − U)

δ
u +

3α

2δ
u2 +

2κ

δ
uζζ + uζζζζ = 0. (3)

Такому уравнению соответствует следующая
ДС:















u̇1 = u2,

u̇2 = u3,

u̇3 = u4,

u̇4 = Au1 + Bu2
1 + Cu3,

, (4)

где

A =
2(U − 1)

δ
, B = −

3α

2δ
, C = −

2κ

δ
.

Построим матрицу Якоби для данной системы
и найдем ее определитель:

det

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

A + 2Bu1 0 C 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −(A + 2Bu1).

В критических точках ДС определитель якоби-
ана равен нулю. Очевидно, что существуют такие
точки ФП, где этот определитель обращается в 0,
независимо от значений физических параметров
задачи A и B при B 6= 0. Это множество точек
вида

{

(

−
A

2B
, u2, u3, u4

)

}

.

Равенство нулю определителя матрицы Якоби
связано также с наличием у нее нулевых собствен-
ных значений. Из характеристического уравнения
имеем:

λ2

1,2 =
C ±

√

C2 + 4(A + 2Bu1)

2
. (5)

Из этой формулы следует, что характер кор-
ней, а следовательно, и вид сепаратрис определяю-
тся подкоренным выражением и знаком дроби. В
соответствии с результатами работы [2] основное
соотношение для нахождения интервалов измене-
ния параметров, в которых существуют решения
исходного уравнения, включает параметры U, κ, δ.
Очевидно, что сепаратрисами являются параболи-
ческая поверхность

u1 =
1

3α

(κ2

δ
+ 2(U − 1)

)

(6)

и плоскость

u1 =
2(U − 1)

3α
. (7)

Строим эти поверхности в пространстве
(x, y, z) = (κ, U, u1), например, для значений
α = δ = 0.1 (рис. 1). На рис. 2 представлено се-
чение сепаратрис плоскостью, перпендикулярной
плоскости (7). Это позволяет нагляднее предста-
вить динамику собственных значений якобиана и
соответственно области изменения устойчивости
системы.

Внутри параболы имеем область комплексных
корней, причем знак действительной части меня-
ется при переходе через κ = 0, что в данной прое-
кции соответствует оси параболы.

На параболе собственные значения получаем из
равенства

λ2 = −
κ

δ
,

т. е. для κ > 0 имеем две пары кратных мнимых
корней, для κ < 0 – две пары кратных действи-
тельных корней.

Вне параболы имеем действительные значения
λ, причем под плоскостью, независимо от знака
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Рис. 1. Сепаратрисы в пространстве (U, κ, u1)

Рис. 2. Сечение поверхностей, определяемых
выражениями (6), (7)

κ, получаем пару мнимых и пару действительных
корней, а над ней – две пары действительных для
κ < 0 и две пары мнимых для κ > 0.

Согласно теории, (например, [3]), сепаратриса
Sa состоит из двух поверхностей – параболиче-
ской поверхности, определяемой выражением (6),
и плоскости, определяемой выражением (7). Се-
паратриса Sb включает в себя часть сепаратри-
сы Sa при κ > 0, все пространство между пара-
болической поверхностью (6) и плоскостью (7) и

пространство под плоскостью (7), исключая часть
плоскости при κ < 0. Геометрически пересечение
множеств (пространств), представляющих сепара-
трисы – это параболическая поверхность и пло-
скость при κ ≤ 0, включая линию касания.

Рассмотрим динамику собственных значений
(СЗ) якобиана в пространстве (κ, u1) (см. рис. 2),
начиная от полуплоскости, описываемой выраже-
нием (7), при κ > 0 и двигаясь против часовой
стрелки,

1. Из нуля пара СЗ расходится по мнимой оси,
в результате чего все четыре корня являются
мнимыми.

2. На параболе модули СЗ становятся равными.

3. Внутри параболы СЗ расходятся в разные сто-
роны от мнимой оси, в результате чего имеем
попарно сопряженные комплексные корни.

4. При κ = 0, т.е. на оси, модули СЗ становятся
равными.

5. При дальнейшем движении к параболе при
κ < 0 мнимая часть СЗ уменьшается, и на
самой параболе СЗ становятся действитель-
ными. Эти действительные корни являются
кратными, противоположными по знаку.

6. В области Ω СЗ остаются действительными:
из кратного корня по действительной оси ра-
сходятся два значения, в результате чего име-
ем две пары противоположных по знаку кор-
ней равного модуля.

7. На плоскости (7) при κ < 0 меньшие по моду-
лю СЗ собираются в нуле, т.е. имеем кратный
нулевой корень.

8. При переходе через плоскость, описываемую
выражением (7), при κ < 0 из кратного нуле-
вого корня эти СЗ расходятся по мнимой оси.

9. При κ = 0 модули мнимых СЗ уравниваются.

10. На плоскости (7) при κ > 0 пара действитель-
ных СЗ собирается в нуле и далее расходится
по мнимой оси.

Поскольку ограниченные решения исходного
уравнения существуют только в узком диапазо-
не изменения физических параметров, это не дает
возможности проследить связь динамики СЗ яко-
биана соответствующей ДС с процессами, которые
описывает такая модель. Во всяком случае, можно
четко определить, что область устойчивости нели-
нейной ДС – это область Ω на рис. 2, т. е.
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2(U − 1)

3α
< u1 <

1

3α

(κ2

δ
+ 2(U − 1)

)

, (8)

κ < 0.

В этой области собственные значения якобиа-
на нелинейной ДС не являются ни мнимыми, ни
кратными, т. е. Sa 6= 0, Sb 6= 0. Граница обла-
сти устойчивости решения определяется зависимо-
стью между параметрами δ(дисперсии за счет ци-
линдрической жесткости пластины), κ (геометри-
чески нелинейного прогиба пластины, дисперсии
жидкости, инерции пластины) и U−1 (отклонения
фазовой скорости изгибно-гравитационной волны
от фазовой скорости гравитационной волны).

2. СРАВНЕНИЕ С ПРЕДЫДУЩИМИ
РЕЗУЛЬТАТАМИ

Стационарные состояния ДС – это точки ФП
(0.,0.,0.,0.) и

(4(U − 1)

3α
, 0., 0., 0.

)

.

Подставляя эти значения в уравнение (5), при-
ходим к формулам для собственных значений ди-
намических систем, полученных в результате ли-
неаризации исходной ДС (4) в окрестности ее ста-
ционарных состояний. В работе [2] в результате
анализа этих формул была получена схема рис. 3,
на которой приведены границы областей, где СЗ
этих ДС сохраняют свой характер, в пространстве
(U, κ). На этой схеме значение u1 = 0 соответству-
ет нижней, а

u1 =
4(U − 1)

3α

– верхней параболам на схеме рис. 3. Эту схему
можно получить, если спроектировать сечения па-
раболической поверхности (6) (рис. 1) плоскостя-
ми

u1 = 0

и

u1 =
4(U − 1)

3α

на плоскость (U, κ). Таким образом, эта схема
представляет сепаратрисы в пространстве параме-
тров (U, κ) исследуемой системы (4) и является ча-
стным случаем данного исследования (рис. 1, 2).

Рис. 3. Сепаратрмсы для линеаризованных ДС

Анализ исходной задачи с помощью линеариза-
ции [2] позволил:

– найти два взаимосвязанных стационарных со-
стояния нелинейной ДС, к которой приводится
исходная задача, и явную зависимость между соб-
ственными значениями, определяющими характер
этих состояний;

– определить области перестройки фазового по-

тока с точностью до 10−1
κ2

δ
;

– выделить ключевое соотношение параметров

U
(κ2

δ

)

;

– найти зависимость бифуркационного парамет-
ра задачи от собственных значений, характеризу-
ющих каждое стационарное состояние.

Следовательно, можем сделать вывод о том, что
полученные в [2] результаты согласуются с иссле-
дованием исходной динамической системы по ее
матрице устойчивости и являются частным случа-
ем такого исследования. Однако, как будет показа-
но далее, предположения о возможной структуре
решений по аналогии с [4] для нелинейной задачи
не всегда оказываются верными.

3. НЕКОТОРЫЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ
РЕЗУЛЬТАТЫ

1. Уравнение (3) после ряда преобразований при-
обретает вид [1]:

3P
(dτ

dξ

)2

= −(±τ3 +3Cτ2±6Aτ +6B) = f(τ ), (9)

где

C =
2κ

39

√

35

αδ
; B =

4κ

117α

√

35

αδ
(U − c0);
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A =
5

18

(U − c0)

α
; c0 = 1 −

72κ2

169δ
,

и вопрос о наличии у исходного дифференциаль-
ного уравнения решений типа солитона или кнои-
дальной волны сводится к анализу корней кубиче-
ского уравнения вида

f(τ ) = −(±τ3 + aτ2 ± bτ + c) = 0. (10)

Для ответа на вопрос о количестве и характере
корней этих уравнений нет необходимости рассма-
тривать отдельно каждый вариант, так как мож-
но показать, что корни в одном и другом случа-
ях отличаются только знаками, соответственно ин-
тервалы знакопостоянства для кубических поли-
номов (10) симметричны относительно нуля.

Введем обозначения

D =
U − c0

α
; F = κ

√

35

αδ
. (11)

Тогда

a = 3C =
2

13
F ; b = 6A =

5

3
D;

c = 6B =
8

39
DF,

и выражение, знак которого определяет существо-
вание корней у кубического уравнения, можно
привести к виду

Q =
D

36134

(

2632F 4 + 3 · 132 · 47DF 2 + 53134D2

)

.

(12)
Из соотношений (11), (12) следует, что знак Q

определяется знаком D, так как выражение в скоб-
ках всегда положительно.

Таким образом, для уравнения (10) D > 0 со-
ответствует наличию одного корня, D = 0 – трем
действительным корням, по меньшей мере два из
которых равны, D < 0 – трем различным действи-
тельным корням.

Поскольку существование солитона как реше-
ния уравнения (9) определяется наличием двух
равных корней у кубического уравнения (10), то
из формул (11) следует, что солитон может суще-
ствовать только при U = c0. Это решение было
построено в работе [1].

Определяющим для существования солитонно-
го решения у исходного уравнения, как известно
[1, 2, 5], является знак параметра при третьей про-
изводной искомой функции, в нашем случае это κ.

Рис. 4. Динамика параболы f(τ) при переходе κ
через 0

Если схематично представить динамику параболы
f(τ ) (10) при переходе κ через ноль, то получится
следующая картина (см. рис. 4). Для второй па-
раболы движение будет зеркально симметричным
относительно τ = 0. Ограниченное решение ищем
в тех интервалах, где f(τ ) > 0, и сам интервал
конечен [5].

Решение, представимое через кноидальные
функции, уравнение (9) допускает в случае нали-
чия у кубического уравнения (10) трех различных
действительных корней. Как следует из соотноше-
ний (11), это возможно только при U < c0.

Нанесем график

U = c0 = 1 −
72κ2

169δ

на рис. 1 (рис. 5). Мы видим, что полученная в
результате исследований линеаризованных ДС по
аналогии с [4] область возможного существования
солитонного решения (VI на рис. 3, [2]) включает
линию, на которой построено точное решение не-
линейной задачи в виде солитона [1], и разность
между границей, определенной по линеаризован-
ной ДС, и границей, определяющей область суще-
ствования солитона и кноидальной волны, по аб-

солютной величине составляет порядка 0.074
κ2

δ
.

Таким образом, внутри параболы U = c0 (рис.
5) существует решение, имеющее структуру кнои-
дальной волны, на самой параболе – солитонное
решение, выше (вне) параболы ограниченного ре-
шения уравнения (9) не существует.

2. В принятой постановке задачи [1] из получен-
ного в силу введенного обезразмеривания соотно-
шения 9C2 = 1 можем записать справедливое для
изгибно-гравитационного солитона равенство
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Рис. 5. Сравнение парабол U = c0 (верхняя) и

U = 1−
κ2

2δ

Рис. 6. Зависимость параметров α, β,κ для
изгибно-гравитационного солитона

140

169
κ2 = αδ.

Если построить такую поверхность, получим элли-
птический (почти круговой) конус, у которого для
сечения, перпендикулярного оси конуса, расстоя-
ние от сечения до начала координат равно малой
оси эллипса, образованного в этом сечении (рис.
6). В пространстве параметров (α, δ, κ) осью это-
го конуса является прямая α = δ. Таким образом,
это поверхность, которая определяет взаимосвязь
основных физических параметров задачи (две дис-
персии и нелинейность) в случае существования
у рассматриваемого уравнения солитонного реше-
ния.

3. Проведем на плоскости (U, κ) (рис. 1) линию

U = c0 = 1 −
72

169

κ2

δ
,

на которой существует солитонное решение урав-
нения (9) [1, 2], и построим цилиндрическую по-
верхность с такой направляющей, перпендикуляр-
ную этой плоскости. Она пересечет плоскость (7)
и параболическую поверхность (6). Участок по-
строенной цилиндрической поверхности в проме-
жутке между поверхностями (6) и (7) как раз и
даст область устойчивости солитонного решения
в пространстве параметров и величин, определяю-
щих устойчивость ДС. Аналогично решение в виде
кноидальной волны в области его существования
U < c0 также должно быть устойчивым в про-
странстве между поверхностями (6) и (7).

4. Очевидно, решение в виде кноидальной волны
легче всего построить для κ = 0. Уравнение (9)
при этом имеет вид

3P
(dτ

dξ

)2

= ±τ3 ± 6Aτ,

так что

f(τ ) = ±τ
(

τ −

√

−
5

3
D

)(

τ +

√

−
5

3
D

)

.

Решение рассматриваемого уравнения, исполь-
зуя кноидальные функции, можем представить в
следующем виде:

u(x− Ut) =
5

3α
(U − c0)cn

4

(

(x − Ut)
4

√

c0 − U

84δ
, s

)

.

Мы получили, что в случае уравновешивания
дисперсионных сил, учитываемых в данной моде-
ли, – дисперсии жидкости, инерции ледяной пла-
стины и дисперсии за счет геометрически нели-
нейного прогиба пластины, т. е. при κ = 0, –
исходное уравнение имеет решение, которое мож-
но записать в виде кноидальной волны. Рассмо-
трев аналогично [5] предел последнего выражения
при стремлении U к c0 для κ >0 и U < c0, при-
ходим к существованию в малой окрестности па-
раболы решения, представимого через гармониче-
скую функцию (синус), которое на самой параболе
обращается в константу.

Уравнение (9) имеет решение типа кноидальной
волны в двух интервалах, симметричных относи-
тельно нуля. Мы уже упоминали о том, что кор-
ни уравнений (10) отличаются только знаками.
Обозначив, например, их значения τ1 = a, τ2 =
b, τ3 = c, можно показать, что решения в виде
кноидальных волн в интервалах, где кубические
параболы имеют положительные значения, совпа-
дают. В нашем конкретном случае эти симметри-
чные интервалы имеют общую точку, τ = 0.
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При выводе уравнения (3) и для получения его
решений применялись математически строгие пре-
образования, правомерность которых основана на
предположении о непрерывности и дифференци-
руемости используемых функций, что обеспечива-
ет сходимость соответствующих функциональных
рядов и соответствует физике рассматриваемого
явления. Возможно, существуют замены и ряды,
которые действительно могут привести к постро-
ению предполагаемых в [4] солитоноподобных ре-
шений в указанных областях.

5. При выводе уравнения (3) дважды произво-
дилось интегрирование. Уравнение вида

Auxx + B(uux)x + Cuxxxx + uxxxxxx = 0

последовательным интегрированием при опреде-
ленных условиях приводится к уравнениям

Aux + Buux + Cuxxx + uxxxxx = 0,

Au +
1

2
Bu2 + Cuxx + uxxxx = 0.

Если рассмотреть соответствующие динамиче-
ские системы, найти их стационарные точки и ли-
неаризовать эти ДС в окрестности соответству-
ющих точек, мы получим, что для первых двух
уравнений стационарных состояний имеется бес-
конечно много, поскольку значение первой коор-
динаты соответствующей точки ФП может быть
совершенно произвольным. Далее, набор собствен-
ных чисел ДС для этих уравнений включает λ = 0,
причем кратность этого корня совпадает с коли-
чеством возможных интегрирований соответству-
ющего уравнения. Последнее же уравнение (ко-
торое также возможно проинтегрировать, но для
этого его уже необходимо домножить на ux) име-
ет только два стационарных состояния, и спектр
его ДС совпадает со спектрами ДС первых двух
уравнений, за исключением наличия нулевых кор-
ней в этих спектрах. Отметим, что здесь речь идет
о собственных значениях линеаризованных систем
уравнений, а не матриц Якоби для нелинейных си-
стем дифференциальных уравнений. Однако уже
можно сказать, что множества Sa у этих урав-
нений не совпадают, и это необходимо учитывать
при анализе исходной задачи с помощью матрицы
устойчивости.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследована динамическая система, соответству-
ющая обобщенному КдВ, которое описывает
распространение длинных нелинейных изгибно-
гравитационных волн в море, покрытом спло-
шным льдом. Построены области устойчивости
данной системы в пространстве параметров, опре-
деляющих физические характеристики рассма-
триваемого явления. В случае уравновешива-
ния дисперсионных сил, учитывающих дисперсию
жидкости и инерции ледяной пластины, с одной
стороны, и дисперсию геометрически нелинейного
прогиба, с другой, построено решение обобщенно-
го уравнения КдВ в виде кноидальных волн.

Кроме того, установлено, что зависимость ме-
жду двумя параметрами, характеризующими дис-
персию, и параметром, характеризующим нели-
нейность, описывается конической поверхностью.
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