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Представлено рiвняння руху точкових вихорiв на сферi. Знайдено положення фiксованої та вiдносної рiвноваги
трьох точкових вихорiв. Проведена геометрiчна класифiкацiя можливих рухiв трьох точкових вихорiв на сферi.
Динамiка точкових вихорiв на сферi продемонстрована на графiках руху вихорiв на фазовiй площинi. Проведено

аналiз самоподiбного зiткнення вихорiв.

Представлено уравнения движения точечных вихрей на сфере. Найдены положения фиксированного и относитель-
ного равновесия трех точечных вихрей. Проведена геометрическая классификация возможных движений трех то-

чечных вихрей на сфере. Динамика точечных вихрей на сфере продемонстрирована на графиках движения вихрей
на фазовой плоскости. Проведен анализ самоподобного столкновения вихрей.

Equations of motion of point vortices on a sphere are derived in the article. Fixed and relative equlibrium configurations
for three point vortices are found. Geometic classification of possible motion of three point vortices on a sphere is given.

To describe dynamics of three point vortices on a sphere plots of vortex motion on a phase plane are given. The article
contains analysis of self-similar collapse of three point vortices on a sphere.

ВСТУП

Вихрова динамiка як широкий роздiл гiдродина-
мiки бере свiй початок з класичної статтi Гельм-
гольца [1], опублiкованої в 1858 роцi. В цiй роботi
Гельмгольц не тiльки означив вихровий рух кiне-
матично (до нього це зробив Стокс у 1845 роцi),
але й довiв до досконалостi динамiчну теорiю ру-
ху вихорiв в iдеальнiй нестисливiй рiдинi у вигля-
дi трьох законiв збереження приблизно в тiй же
формi, в якiй вони представленi у всiх пiдручни-
ках з гiдродинамiки1. Основний змiст динамiчної
теорiї мiститься в своєрiдному законi збереження
вихрового руху: в iдеальнiй нев’язкiй рiдинi вихо-
ри не можуть зникнути, тобто iнтенсивнiсть вихо-
ру постiйна в часi. До збереження вихору у часi
додається i збереження у просторi: iнтенсивнiсть
вихору постiйна вздовж кожної вихрової трубки;
цi трубки або замкнутi, або виходять на границю
рiдини. До цього часу накоплена величезна лiте-
ратура (достатньо повний огляд раннiх публiкацiй
приведено у [2]), яка включає як класичнi пiдру-
чники з гiдромеханiки, так i спецiальнi монографiї
по вихровiй динамiцi [3 – 10].

Особливий iнтерес представляє динамiка точко-
вих вихорiв на площинi, тобто взаємодiя паралель-
них вихрових ниток. Гамiльтоновi рiвняння руху

1Як вiдмiтив Зомерфельд [12, с. 163] "соответствую-
щие теоремы были найдены в посмертных статьях Дири-
хле, умершего в 1859 г., и опубликованы в его собрании
сочинений, изданном Дедакиндом". Авторам не вдалось чi-
тко iдентифiкувати вказану вiдповiднiсть.

таких точкових вихорiв були виведенi вперше в
книзi [11]. На перший погляд, вони представляють
собою чисто кiнематичнi умови руху точки, в якiй
знаходиться вихор у наведеному полi швидкостей,
вiд решти вихорiв. Проте, як зазначено у [12, §21],
цi рiвняння виражають динамiчнi закони руху, якi
випливають з рiвнянь руху Ейлера для iдельної
нестисливої рiдини.

До недавнього часу значно менше уваги було
придiлено руху точкових вихорiв на сферi. Пер-
шим, хто вивчав рух вихорiв на сферi, був I. С.
Громека [13]. Вiн, використовуючи картографiчну
проекцiю, побудував загальнi рiвняння руху ви-
хорiв на цилiндрi та на сферi. I. Громека також
розглянув бiльш загальну задачу про рух вихорiв
у замкненiй нерухомiй областi на сферi. Але йо-
го рiвняння мiстять невiдому "функцiю Грiна, для
об’єму, який займає рiдина". На жаль, ця робота
пройшла майже непомiченою у [14].

На вiдмiну вiд I. Громеки, Е. Цермело у [15] ви-
вiв повнi рiвняння руху. Хоч цi рiвняння i були
отриманi на початку XX сторiчча, питання дина-
мiки вихрових структур на сферi не отримало до-
статнього уваги в той час. Цi ж рiвняння, пiсля
70 рокiв забуття, повторно були виведенi Богомо-
ловим [16]. Автор вивiв основнi рiвняння руху та
показав, що система є Гамiльтоновою, i знайщов
iнварiанти руху. Богомолов також вивiв рiвняння
руху точкових вихорiв на рухомiй сферi. Досить
лаконiчний вивiд рiвнянь руху точкових вихорiв
представлений у роботi [17]. У нiй автори також
вивели рiвняння руху однорiдних областей зави-
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хреностi. В роботi [18] було узагальнено метод ви-
воду рiвнянь руху на поверхнi постiйної кривини.

У данiй статтi ми зосередимось на динамiцi то-
чкових вихрових структур на сферi. Хоч ця задача
має уже майже вiкову iсторiю, вона i досi мiстить
багато вiдкритих питань. Ми вивчимо рух трьох
точкових вихорiв на поверхнi сфери.

1. РУХ ТОЧКОВИХ ВИХОРIВ
НА ПОВЕРХНI СФЕРИ

Вихрове поле ~ω зазвичай визначається як ротор
поля швидкостей ~u, тобто

~ω = ∇× ~u. (1)

У випадку, коли поле швидкостей описує рух не-
стисливої однорiдної iдеальної рiдини, з принципу
збереження маси маємо:

∇ · ~u = 0.

У випадку, коли рiдина рухається по поверхнi сфе-
ри одиничного радiуса, можна ввести функцiю то-
ку φ, яка визначає поле швидкостей

~u = (∇ψ) × ~er , (2)

де ~er – одиничний вектор нормалi, направлений
вздовж радiусa сфери.

Пiсля пiдстановки спiввiдношення (5) в означе-
ння (1) отримаємо скалярне рiвняння

4ψ = −ω,

де ~ω = ω~er . У сферичних координатах дане рiвня-
ння матиме вигляд

1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂ψ

∂θ

)

+
1

sin2 θ

∂2ψ

∂φ2
= −ω. (3)

Переписавши у сферичних координатах представ-
лення (5), отримаємо поле швидкостей

~u =

(

0,
1

sin θ

∂ψ

∂φ
,−∂ψ

∂θ

)

. (4)

Оператор у лiвiй частинi рiвняння (8) носить назву
оператора Бельтрамi–Лапласа. Для того, щоб тео-
рема Кельвiна для циркуляцiї виконувалась, тобто

∫

S

ωdS = 0,

де S – поверхня сфери, визначимо функцiю Грiна
G для оператора Бельтрамi–Лапласа наспупним
чином:

1

sin θ

∂

∂φ

(

sin θ
∂G

∂θ

)

+
1

sin2 θ

∂2G

∂φ2
=

= δ(θ, φ, θ′, φ′) − 1

4π
. (5)

Останнiй доданок вiдповiдає постiйному полю за-
вихреностi, iнтегральна циркуляцiя якого рiвна
-1, тобто рiвна i протилежна за знаком до iнтен-
сивностi особливостi в точцi (θ′, φ′). Дана особли-
вiсть носить назву точкового вихору на сферi.

Рiвнянню (10) задовольняє функцiя

G(θ, φ, θ′, φ′) = − 1

2π
ln sin(

1

2
γ(θ, φ, θ′, φ′)),

де γ(θ, φ, θ′, φ′) – центральний кут мiж точками з
координатами (θ, φ) та (θ′, φ′). Використавши три-
гонометричну формулу для синусу половинного
кута, отримаємо

G = − 1

4π
ln(1 − cos γ).

Ця формула зручнiша, оскiльки cos γ можна вира-
зити як:

cos γ = cos θ cos θ′ + sin θ sin θ′ cos(φ− φ′).

Користуючись вищенаведеною функцiєю Грiна,
можемо знайти функцiю току ψ як розвязок рiв-
няння (8):

ψ(θ, φ) =

∫

S

ω(θ′, φ′) ln(1 − cos γ) sin θ′dθ′dφ′. (6)

Щоб отримати рiвняння руху N точкових вихорiв
на нерухомiй сферi, виберемо ω рiвною

ω(θ, φ) =

N
∑

i=1

Γiδ(θ, φ, θi, φi), (7)

де Γi – iнтенсивнiсть i-го вихору. Пiсля пiдстанов-
ки завихреностi (15) у розв’язок (13), користую-
чись спiввiдношенням (9), отримаємо:

uθ =
1

sin θ

∂ψ

∂φ
=

= − 1

4π

N
∑

j=1

Γj
sin θj sin(φ − φj)

1 − cos γj
,

uφ = −∂ψ
∂θ

=

= − 1

4π

N
∑

j=1

Γj
κj

1 − cos γj
,
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де
γj = γ(θ, φ, θj , φj);

κj = cos θ cos θj cos (φ− φj) − sin θ sin θj .

Згiдно з теоремою Гельмгольца, вихори будуть
рухатись як частинки рiдини, тобто рiвняння руху
N точкових вихорiв мають вигляд

θ̇i = − 1

4π

N
∑

j=1,i 6=j

Γj
sin θj sin(φi − φj)

1 − cos γij
,

sin θiφ̇i = (8)

= − 1

4π

N
∑

j=1,i 6=j

Γj
κij

1 − cos γij
,

де γij = γ(θi, φi, θj, φj) та κij =
cos θi cos θj cos (φi − φj) − sin θi sin θj .

Приведенi рiвняння можна записати у наступнiй
векторнiй формi [4]:

~̇xi =

N
∑

j=1,j 6=i

Γj

2π

~xj × ~xi

(~xi − ~xj)2
, (9)

де ~xi – вектор, який з’єднує центр сфери з точкою,
в якiй знаходиться точковий вихор, тобто ||~xi|| =
1.

Для того, щоб отримати рiвняння руху точко-
вих вихорiв на сферi, що обертається, до ω, ви-
значеного у спiввiдношеннi (16), потрiбно додати
ωr = 2Ω cos θ. Тодi рiвняння руху у векторнiй фор-
мi приймуть вигляд

~̇xi =

N
∑

j=1,j 6=i

Γj

2π

~xj × ~xi

(~xi − ~xj)2
+ Ω~ez × ~xi,

де ~ez = (0, 0, 1).
Зауважимо, що рiвняння (16) можна представи-

ти у виглядi рiвнянь Гамiльтона з наступним га-
мiльтонiаном i канонiчними змiнними:

H =
1

4π

∑

i<j

ΓiΓj ln lij ,

P =
√

|Γi| cos θi, Q =
√

|Γi|φi,

Ṗi =
∂H

∂Qi
, Q̇i = −∂H

∂Pi
,

де l2ij = (~xi − ~xj)
2 = 2(1− cos γij).

Дужка Пуасона для даної Гамiльтонової систе-
ми має вигляд:

{f, g} =

N
∑

k=1

1

Γk

(

∂f

∂ cos θk

∂g

∂φk
− ∂f

∂φk

∂g

∂ cos θk

)

,

{φi, cos θj} =
δij
Γi
,

де δij – символ Кронекера.
Окрiм Гамiльтонiана дана система допускає ще

три iнтеграли руху:

M1 =

N
∑

i=1

Γi sin θi cos φi = const,

M2 =

N
∑

i=1

Γi sin θi sinφi = const,

M3 =

N
∑

i=1

Γi cos θi = const,

якi разом утворюють вектор ~M = (M1,M2,M3),
котрий називається моментом завихреностi [4]. Та-
кож корисно ввести до розгляду вектор центру за-
вихреностi

~c =
~M

Γ
,

де Γ =
N
∑

i=1

Γi.

Зазначимо, що H,M1,M2,M3 в загальному ви-
падку дають нам тiльки три незалежних iнволю-
тивних iнтеграли:

{H,M3} = 0, {H,M2
1 +M2

2 } = 0,

{M3,M
2
1 +M2

2 } = 0.

У випадку, коли ~M = ~0, iз спiввiдношень

{M2,M1} = M3, {M1,M3} = M2,

{M3,M2} = M1

отримаємо чотири незалежних, iнволютивних iн-
теграли. Зазначенi факти приводять до теореми,
яка була доведена у [4]:
Теорема. Задача про рух 3-х вихорiв на сферi
повнiстю iнтегровна для вихорiв довiльної iнтен-
сивностi. Якщо центр завихреностi дорiвнює ну-
лю, то задача про рух 4-х вихорiв на сферi також
iнтегровна.

Аналогiчний результат у 1998 роцi незалежно
отримано у [5,19,20]. Проте, як вiдмiтив О. В. Бо-
рисов, вперше цю теорему доведено в дисертацiй-
нiй роботi Е. Цермело, яка опублiкована на поча-
тку XX сторiчча [15, 21].

Альтернативний вивiд рiвнянь руху наведено у
[5,15,16,22]. Рiвняння руху у стереографiчнiй про-
екцiї, а також граничний перехiд до плоского ви-
падку зображено у [4, 23].
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2. ДИНАМIКА РУХУ ТРЬОХ ТОЧКОВИХ
ВИХОРIВ

Дослiджено динамiку руху точкових вихорiв в
iнтегровнiй задачi про рух трьох точкових вихорiв
на сферi. Приведено геометричну класифiкацiю
можливих рухiв. Проведено аналогiю з плоским
випадком, який детально дослiджено у [3, 24, 25].
Дослiджено умови самоподiбного зiткнення трьох
вихорiв за скiнчений час.

2.1. Геометрична класифiкацiя

Рiвняння вiдносного руху трьох точкових вихо-
рiв згiдно з [4] мають вигляд

d(l212)

dt
=

Γ3V

π

[

1

l223

− 1

l231

]

,

d(l223)

dt
=

Γ1V

π

[

1

l231

− 1

l212

]

, (10)

d(l231)

dt
=

Γ2V

π

[

1

l212

− 1

l223

]

,

де V – об’єм паралелепiпеда, побудованого на
трьох векторах ~x1, ~x2, ~x3, тобто V = ~x1 · (~x2 × ~x3).

Зауважимо, що V може бути додатнiм або
вiд’ємним у залежностi вiд того, праву чи лiву
трiйку утворюють вектори ~x1, ~x2, ~x3. Якщо V = 0,
то це означає, що три вихори лежать на великому
колi сфери.

Iншими важливими величинами, якi є корисни-
ми в описi руху трьох вихорiв, є: A(t) – площа
плоского трикутника, побудованого на трьох ви-
хорах, та ~n – вектор нормалi до площини трику-
тника, побудованого на вихорах, який виходить з
центру сфери. У подальшому будуть використанi
формули:

~n = (~x1 − ~x2) × (~x2 − ~x3) =

= ~x1 × ~x2 + ~x2 × ~x3 + ~x3 × ~x1,

A(t) = ±1

4
(2l212l

2
23 + 2l223l

2
31 + 2l231l

2
12 −

−l412 − l423 − l431)
1/2,

V (t) = ±1

2
(16A2 − l212l

2
23l

2
31). (11)

Об’єм V можна записати у термiнах A,R та ā:

V = ±2A
√

R2 − ā2 = ±2AR

√

1 − ā2

R2
,

де R – радiус сфери; ā – радiус кола, описаного
навколо трикутника, побудованого на вихорах. У
лiмiтi, коли R → ∞, отримаємо, що V = ±2AR.
Пiдставивши це значення у рiвняння (10), отри-
маємо рiвняння вiдносного руху точкових вихорiв,
якi були дослiдженi у [3, 24, 25].

Вiдзначимо, що об’єм V можна визначити за до-
помогою альтернативних формул

V = ~c · ~n = ~xi · ~n.

Звiдcи можемо отримати обмеження

(~c− ~xi) · ~n = 0,

якi означають, що вектор (~c− ~xi) повинен лежати
у площинi трикутника, побудованого на вихорах.
Цi обмеження будуть використанi пiзнiше для кла-
сифiкацiї руху трьох точкових вихорiв.

Неважко переконатись, що iнварiантами систе-
ми (10) є

C1 =
∑

i<j

ΓiΓj l
2
ij, C ′

2 =
1

4π

∑

i<j

ΓjΓj ln(l2ij). (12)

Остання величина може бути переписана у насту-
пнiй бiльш зручнiй еквiвалентнiй формi

C2 = exp

(

4πC ′
2

Γ1Γ2Γ3

)

=

= (l212)
1/Γ3(l223)

1/Γ1(l231)
1/Γ2.

Формули та позначення, якi будуть використанi пi-
знiше:

||~c||2 = 1 −C1/Γ
2, ||~n|| = 2A, ~c~̇n = V̇ ,

h =

3
∑

i=1

1

Γi
, g = (Γ1Γ2Γ3)

1/3,

Ȧ =
V

16πA

∑ l2ij − l2jk

l2ki

(Γi + Γk),

V̇ =
1

8π

[

2
∑ l2ij − l2jk

l2ki

(Γi + Γk)−

−
∑

l2ij(Γi − Γj)
]

, (13)

~̇n =
1

4π

∑

[

Γi + Γj

l2ij
− Γi + Γk

l2ki

]

l2jk~xi.

В останнiх трьох формулах пiдсумовування iде по
трьом iндексам i, j, k вiд 1 до 3, причому i 6= j 6= k.

Вiдмiтимо, що рiвняння руху (17) мiстять насту-
пнi симетрiї:
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Рис. 1. Надрадiальнi положення

• Якщо Γ1,Γ2, . . . ,Γn;~x1, ~x2, . . . , ~xn за-
довольняють рiвнянням руху, то
−Γ1,−Γ2, . . . ,−Γn;−~x1,−~x2, . . . ,−~xn також
задовольняють рiвнянням руху.

• Якщо Γ1,Γ2, . . . ,Γn;~x1, ~x2, . . . , ~xn;t за-
довольняють рiвнянням руху, то
−Γ1,−Γ2, . . . ,−Γn;~x1, ~x2, . . . , ~xn;−t також
задовольняють рiвнянням руху.

• Якщо Γ1,Γ2, . . . ,Γn;~x1, ~x2, . . . , ~xn;t за-
довольняють рiвнянням руху, то
Γ1,Γ2, . . . ,Γn;−~x1,−~x2, . . . ,−~xn;−t також
задовольняють рiвнянням руху.

• Рiвняння руху не змiняться при циклiчнiй та
антициклiчнiй перестановцi iндексiв.

Використовуючи вказанi симетрiї для дослiджен-
ня руху трьох вихорiв, достатньо розглянути тiль-
ки два випадки: Γ1,Γ2,Γ3 > 0 та Γ1,Γ2 > 0,Γ3 < 0.

Нагадаємо, що ~c – iнварiант руху, а вектор
(~c − ~xi) повинен завжди лежати у площинi, по-
будованiй на трьох вихорах. Цi два факти дозво-
ляють провести наступну геометричну класифiка-
цiю рухiв на сферi, базуючись на порiвняннi ||~c||
та R = 1:

1. Надрадiальнi положення ||~c|| > R. У даному
випадку кiнець вектора ~c лежить за межами
сфери i перетинає площину P , в якiй знаходя-
ться вихори, в точцi C∗, як показано на рис. 1.
Оскiльки ~c – iнварiант руху, тому точка C∗

є фiксованою. Площина, у якiй знаходяться
вихори, у процесi руху може обертатись як
завгодно навколо цiєї точки, але вона повин-
на перетинати сферу, що i продемонстровано
на рис. 1. З приведених мiркувань ми можемо
зробити наступнi висновки.

• Тiльки у випадку, коли ~c лежить у пло-
щинi P , вихори рухаються по великому
колу. Тобто ~c та ~n – перпендикулярнi.

Рис. 2. Пiдрадiальнi положення

Рис. 3. Радiальнi положення

• Можливий колапс в точцi дотику площи-
ни, яка проходить через C∗ до поверхнi
сфери.

• Оскiльки C1 < 0, цi положення можливi
тiльки коли Γ1,Γ2 > 0,Γ3 < 0.

2. Пiдрадiальнi положення ||~c|| < R. У даному
випадку точка C∗ лежить всерединi сфери.
Цей випадок продемонстровано на рис. 2. Ви-
сновки, якi можемо зробити про дану сiм’ю
рухiв:

• Тiльки у випадку, коли ~c та ~n колiнеар-
нi, вихори будуть рухатись по однiй па-
ралелi. У даному випадку радiус ā буде
мiнiмальним.

• Тiльки у випадку, коли ~c лежить у пло-
щинi P , вихори рухаються по великому
колу. Тобто ~c та ~n – перпендикулярнi.

• Неможливий колапс вихорiв.

3. Радiальнi положення ||~c|| = R. У даному ви-
падку точка C∗ лежить на сферi. Цей випадок
продемонстровано на рис. 3. Висновки, якi мо-
жемо зробити про дану сiм’ю рухiв:

• Тiльки у випадку, коли ~c лежить у пло-
щинi P , вихори рухаються по великому
колу. Тобто ~c та ~n – перпендикулярнi.
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Рис. 4. Виродженi положення

Рис. 5. Граничнi надрадiальнi положення

• Колапс вихорiв можливий в точцi C∗.

4. Виродженi положення ||~c|| = 0. Даний випа-
док є найбiльш симетричним i вiн зображений
на рис. 4. Площина P , у якiй знаходяться ви-
хори, повинна проходити через центр сфери.
Висновки, якi можемо зробити про дану сiм’ю
рухiв:

• Вихори рухаються тiльки по великих ко-
лах сфери.

• Неможливий колапс вихорiв.

• C1 = Γ2 у даному випадку.

5. Граничнi надрадiальнi положення ||~c|| = ∞.
Останнiй випадок є граничним переходом при
||~c|| → ∞. Точка C∗ знаходиться на нескiнче-
ностi. Щоб отримати даний випадок, ми по-
виннi покласти Γ = 0. Площина P перетинає
сферу, як зображено на рис. 5. Висновки, якi
можемо зробити про дану сiм’ю рухiв:

• Тiльки у випадку, коли ~M лежить у пло-
щинi P , вихори будуть рухатись по вели-
кому колу.

• Неможливий колапс вихорiв.

2.2. Положення рiвноваги

Розпочнемо розгляд положень рiвноваги з роз-
гляду їхнiх фiксованих положень, тобто тих, у
яких вихори знаходяться у фiксованих точках

2.2.1. Фiксованi положення рiвноваги

Опис усiх можливих фiксованих положень рiвно-
ваги мiститься у твердженнях:

1. Для того, щоб система iз трьох вихорiв на сфе-
рi була фiксованим положенням рiвноваги, не-
обхiдно i достатньо, щоб

3
∑

i=1

Γi(Γj + Γk)~xi = 0, ∀j 6= k 6= i.

Звiдки випливає, що всi положення фiксова-
ної рiвноваги лежать на великих колах.

2. ~c = 0, тодi i тiльки тодi, коли Γ1 = Γ2 = Γ3

i вiдповiднi фiксованi положення рiвноваги є
рiвностороннiми трикутниками.

3. Якщо iнтенсивностi вихорiв не рiвнi мiж со-
бою, тодi положення фiксованої рiвноваги не
виродженi(~c 6= 0) i задовольняють умовам

Γ1tgα1 = Γ2tgα2 = Γ3tgα3,

де α1, α2, α3 – кути трикутника з вершинами
у точках, в яких знаходяться вихори з iнтен-
сивностями Γ1,Γ2,Γ3 вiдповiдно.

Щоб довести необхiднiсть у першому тверджен-
нi, покладемо рiвною нулю праву частину рiвнянь
(17):

3
∑

j=1,j 6=i

Γj

2π

~xj × ~xi

(~xi − ~xj)2
= 0.

Домножимо векторно злiва на Γi~xi:

Γi~xi ×
3
∑

j=1,j 6=i

Γj

2π

~xj × ~xi

(~xi − ~xj)2
= 0.

Далi, користуючись

~xi × (~xj × ~xi) = ~xj − (~xi · ~xj)~xi,
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пiдсумовуючи по i, отримаємо

3
∑

i<j

ΓiΓj(~xi + ~xj) = 0,⇒

⇒
3
∑

i=1

Γi~xi(Γ − Γi) = 0,⇒

⇒ ~MΓ =

3
∑

i=1

Γ2
i ~xi,⇒

⇒
3
∑

i=1

Γi(Γj + Γk)~xi = 0, ∀j 6= k 6= i.

Допустимо, що спiввiдношення (1) справедливе,
тобто

Γ1(Γ2 + Γ3)~x1 + Γ2(Γ3 + Γ1)~x2 +

+Γ3(Γ1 + Γ2)~x3 = 0, (14)

домноживши скалярно на ~xi, i = 1, 2, 3, отримає-
мо

Γ2(Γ3 + Γ1)l
2
12 + Γ3(Γ1 + Γ2)l

2
31 =

= Γ1(Γ2 + Γ3)l
2
12 + Γ3(Γ1 + Γ2)l

2
23 =

= Γ1(Γ2 + Γ3)l
2
31 + Γ2(Γ1 + Γ3)l

2
23 =

= 2[Γ1(Γ2 + Γ3) + Γ2(Γ1 + Γ3) + Γ3(Γ1 + Γ2)].

Звiдки матимемо

(Γ1 + Γ2)l
2
31 = (Γ1 + Γ3)l

2
12,

(Γ2 + Γ3)l
2
12 = (Γ1 + Γ2)l

2
23. (15)

Тепер, користуючись даними спiввiдношеннями, з
рiвнянь руху (17) отримаємо ~̇xi = 0.

Оскiльки з виразу (1) витiкає, що вектори
~x1, ~x2, ~x3 – лiнiйно залежнi, тобто вони лежать в
однiй площинi, яка проходить через центр сфери,
тому вихори знаходяться на великому колi.

Доведемо друге твердження. Допустимо, що
~c = 0. Тодi для фiксовних положень рiвноваги з
рiвностi (1) виходить, що ~MΓ =

∑

Γ2
i ~xi = 0 i та-

кож ~M =
∑

Γi~xi = 0. Домноживши друге спiввiд-
ношення на Γ1 та вiднявши вiд першого, отримає-
мо

Γ2(Γ2 − Γ1)~x2 = Γ3(Γ1 − Γ3)~x3.

Звiдки витiкає, що або Γ1 = Γ2 = Γ3, або вектори
~x2 та ~x3 колiнеарнi. Подiбнi перетворення приво-
дять до аналогiчного результату щодо векторiв ~x1

та ~x3, тобто або всi iнтенсивностi рiвнi, або ~x1 та

~x3 колiнеарнi. Але ~x3 не може бути колiнеарним з
~x1 та ~x2 одночасно. Тому Γ1 = Γ2 = Γ3.

Якщо ж допустити, що Γ1 = Γ2 = Γ3, то з спiв-
вiдношення (14) отримаємо ~c = 0.

Оскiльки Γ1 = Γ2 = Γ3 та ~c = 0, то ~x1+~x2+~x3 =
0. Ця умова якраз i говорить про те, що вихори
знаходяться у вершинах правильного трикутника.

Щоб довести останнє третє твердження, з рiв-
ностей (15) маємо

Γ2 = Γ1

l212 + l223 − l231

l2
12

+ l2
31

− l2
23

,

Γ3 = Γ1

l223 + l231 − l212

l212 + l231 − l223

.

Користуючись теоремою косинусiв для трикутни-
ка, побудованого на вихорах, з попереднього спiв-
вiдношення отримаємо

Γ2l31 cosα1 = Γ1l23 cosα2,

Γ3l12 cosα1 = Γ1l23 cosα3.

Далi, користуючись теоремою синусiв, матимемо
результат третього твердження.

Кiлька зауважень щодо фiксованих положень
рiвноваги:

• Необхiдна умова твердження 1 може бути уза-
гальнена для випадку N точкових вихорiв.

• У випадку площини тiлькi колiнеарнi поло-
ження рiвноваги можуть бути фiксованими
положеннями рiвноваги. У випадку сфери фi-
ксованi положення рiвноваги є системами з
вихорами, розташованими на великому колi.

• У випадку площини, тiльки коли
Γ1,Γ2 > 0,Γ3 < 0, iснують фiксованi по-
ложення рiвноваги. На сферi ж положення
фiксованої рiвноваги можуть iснувати
для обох випадкiв: Γ1,Γ2 > 0,Γ3 < 0 та
Γ1,Γ2,Γ3 > 0.

2.2.2. Положення вiдносної рiвноваги

Для знаходження положень вiдносної рiвноваги

скористаємось спостереженням ~c · ~xi =
Γi

Γ
= const.

Тобто кожен вихор рухається по поверхнi кону-
са, центральна вiсь якого паралельна вектору ~c.
Оскiльки кожна сторона трикутника, побудовано-
го на вихорах, маї фiксовану величину, бачимо, що
кожне положення вiдносної рiвноваги описується
однiєю частотою φ̇ = ω(частота обертання навко-
ло вектора ~c).
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Опис можливих положень вiдносної рiвноваги мi-
ститься у твердженнях:

1. Усi виродженi положення вiдносної рiвнова-
ги лежать на великому колi i задовольняють
спiввiдношенням

Γ1

sin(2α1)
=

Γ2

sin(2α2)
=

Γ3

sin(2α3)
.

Вихори обертаються навколо фiксованого ве-
ктора:

~x = −
(

Γ1~x1(0)

2πl223

+
Γ2~x2(0)

2πl231

+
Γ3~x3(0)

2πl213

)

(16)

з частотою

ω =
1

2π

[(

Γ1

l223

+
Γ2

l231

+
Γ3

l212

)

−

− Γ1Γ2l
2
12 + Γ2Γ3l

2
23 + Γ1Γ3l

2
13

l212l
2
23l

2
31

]

. (17)

2. Невиродженi положення вiдносної рiвноваги
(~c 6= 0) обертаються навколо вектора ~c з ча-
стотою

ω =
|| ~M ||

2πl212l
2
31

A

B
, (18)

де

A = l212l
2
31[Γ

2
2(4 − l212) +

+Γ2Γ3(4 − l212 − l231) + Γ2
3(4 − l231)] +

+2Γ2Γ3[l
2
12(l

2
12 − l223) + l231(l

2
31 − l223)],

B = (Γ2l
2
12 + Γ3l

2
31)[Γ2(4 − l212) +

+Γ3(4 − l231)] − 4Γ2Γ3l
2
23.

Всi такi положення рiвноваги можна подiлити
на двi категорiї:

• Вихори лежать у вершинах правильного
трикутника, але не лежать на великому
колi. Частота обертання (18) може бути
записана у формi

ω =
1

2πs2
[Γ2 − 3hΓ1Γ2Γ3s

2]1/2. (19)

Вектор нормалi до площини трикутника
~n у загальному випадку нi паралельний
до ~c, нi перпендикулярний до ~c. У випад-
ку, коли Γ1 = Γ2 = Γ3, вектор нормалi
паралельний до ~c, i це положення є пiд-
радiальним. Якщо ж Γ = 0, то вектор
нормалi перпендикулярний до ~M i поло-
ження є надрадiальним.

• Вихори лежать на великому колi, але
утворюють трикутник довiльної форми.
Сторони трикутника i iнтенсивностi ви-
хорiв повиннi задовольняти спiввiдно-
шенням

V (0) = 2(l212l
2
23 + l223l

2
31 + l231l

2
12) −

−(l412 + l423 + l431) − l212l
2
23l

2
31 = 0,

V̇ (0) =
1

8π



2
∑

i,j,k

l2ij − l2jk

l2ki

(Γi + Γk)−

−
∑

i,j

l2ij(Γi − Γj)



 = 0.

Вектор нормалi до площини трикутника
перпендикулярний до ~c.

Щоб довести перше твердження, використаємо

~c = 0, ⇒ Γ1~x1 + Γ2~x2 + Γ3~x3 = 0.

Домноживши скалярно цю рiвнiсть на ~xi, i =
1, 2, 3, отримаємо

Γ2l
2
12 + Γ3l

2
31 = Γ3l

2
23 + Γ1l

2
12 =

= Γ1l
2
31 + Γ2l

2
23 = 2Γ. (20)

З одержаних спiввiдношень ми можемо записати
Γ2 та Γ3 в термiнах Γ1 та lij :

Γ2 = Γ1

l231(l
2
13 + l223 − l231)

l223(l
2
31 + l212 − l223)

,

Γ3 = Γ1

l212(l
2
23 + l231 − l212)

l223(l
2
31 + l212 − l223)

.

Застосовуючи теореми синусiв та косинусiв, остан-
нi спiввiдношення можна представити у виглядi

Γ1

sin(2α1)
=

Γ2

sin(2α2)
=

Γ3

sin(2α3)
.

Щоб отримати вирази для ~x та ω, скористаємось
одним iз рiвнянь руху

~̇x1 =
1

2π

[

Γ2~x2 × ~x1

l212

+
Γ3~x3 × ~x1

l231

]

.

Користуючись рiвностями (20) i тим фактом, що
вихори знаходяться у положеннi вiдносної рiвно-
ваги, отримаємо

~̇x1 =
Γ2~x2 × ~x1

2π

(

1

l212

− 1

l231

)

= k1(~x2 × ~x1). (21)
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Аналогiчним чином можна одержати

~̇x2 = k2(~x1 × ~x2). (22)

Домноживши тепер рiвняння (21) на k2, а рiвнян-
ня (22) на k1 i склавши цi добутки, отримаємо

k2~x1 + k1~x2 ≡ ~x = const.

Тодi ~̇x1 = ~x×~x1, звiдки витiкають спiввiдношення
(16), (17).

Для доведення другого твердження використа-
ємо той факт, що кожен вихор рухається на фi-
ксованiй широтi i обертається навколо вектора ~c
з постiйною кутовою швидкiстю. Звичайно, якщо
вихор розташований на осi обертання, вiн знахо-
диться у фiксованiй точцi, i кутова швидкiсть для
нього невизначена. Оскiльки у положеннi вiдно-
сної рiвноваги кутова швидкiсть обертання одна-
кова для всiх вихорiв, спiввiдношення (18) можна
отримати з рiвняння руху у сферичних координа-
тах (16) та з спiввiдношень

cos(θi) =
Γ

|| ~M ||
−
C1 − ΓjΓkl

2
jk

2||M ||Γi
, (23)

cos(φi − φj) =
1 − cos(θi) cos(θj ) − l2ij/2

sin(θi) sin(θj)
.

Подiл на категорiї слiдує з рiвнянь руху (10) i
вiдповiдає випадкам, коли V 6= 0 та V = 0. По-
ложення вiдносної рiвноваги будуть фiксованими
точками у цих рiвняннях.

Якщо V 6= 0, тодi з рiвностей (10) слiдує, що
l12 = l23 = l31 = s i з спiввiдношення (18) лег-
ко отримуїться вираз для кутової швидкостi (19).
Оскiльки ~n · ~c = V 6= 0, у загальному випадку
бачимо, що ~n та ~c не перпендикулярнi i можуть
мати довiльний кут мiж собою. У випадку, коли
Γ1 = Γ2 = Γ3, iз формули (13) для ~̇n ми бачимо,

що ~̇n = 0. Тобто ~n = const. Оскiльки ~c = const та
~xi · ~c = const, то для виконання цих умов ~xi пови-
нен описувати конус навколо обох векторiв ~n та ~c.
Це можливо тiльки, коли вони паралельнi. Якщо
ж Γ = 0, то ~n · ~M = ΓV = 0, звiдки виходить, що
~n та ~M – перпендикулярнi. Частота обертання в
цьому випадку буде рiвною

ω =
(Γ1 + Γ2 + Γ3)

1/2

2
√

2πs
.

Випадок V = 0 описує всi положення вiдносної
рiвноваги, розташованi на великому колi. Неваж-
ко переконатись, що V ≡ 0, якщо V (0) = 0 та
V̇ (0) = 0. Для цього достатньо продиференцiюва-
ти V (t) у формулi (11) та використати метод iнду-
кцiї.

Рис. 6. Трилiнiйнi координати на фазовiй площинi

2.3. Динамiка вихорiв на фазовiй площинi

Фазовий простiр димамiчної системи (10) є три-
вимiрним. Але його розмiрнiсть може бути по-
нижена, якщо використати перший iнварiант C1.
По аналогiї з плоским випадком [25] введемо новi
змiннi

b1 = 3l223

Γ2Γ3

C1

,

b2 = 3l231

Γ3Γ1

C1

, (24)

b3 = 3l212

Γ1Γ2

C1

.

Тодi з визначення C1 маємо

b1 + b2 + b3 = 3. (25)

Припустимо спочатку, що C1 6= 0. Випадок C1 = 0
детально дослiджений у слiдуючому роздiлi. Для
аналiзу динамiки руху вихорiв у фазовiй пло-
щинi скористаємось трилiнiйними координатами
b1, b2, b3, якi зображенi на рис. 6. Висота трику-
тника дорiвнює 3, тому спiввiдношення (25) то-
тожньо виконуються для довiльної точки фазової
площини. Зв’язок мiж трилiнiйними координата-
ми b1, b2, b3 та декартовими координатами x, y за-
дається спiввiдношеннями

b1 = y,

b2 =
1

2
(3 − y −

√
3x),

b3 =
1

2
(3 − y +

√
3x).

Iнварiант C2 в термiнах b1, b2, b3 можна записати
у виглядi

f(b1, b2, b3) = |b1|1/Γ1|b2|1/Γ2|b3|1/Γ3. (26)
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Рис. 7. Фiзична область на фазовiй площинi.
Γ1 = Γ2 = Γ3 = 1:

а – фiзична область для двох випадкiв: C1 = 9 –
фiзична область вироджена до чотирьох iзольованих

точок A, B, C та D; C1 = 8.5 – фiзична область –
внутрiшнiсть кривої, плюс iзольованi точки A, B, C;

б – C1 = 6 – фiзичнна область обмежена однiєю
кривою

Лiнiї f(b1, b2, b3) = k, де k = const, називаються
фазовими лiнiями. Цi рiвняння спiвпадають з рiв-
няннями для фазових лiнiй, якi були отриманi для
плоского випадку у [24]. В декартових координа-
тах iнварiант (26) прийме вигляд

H(x, y) =
1

Γ1

ln |y| + 1

Γ2

ln
|3− y −

√
3x|

2
+

+
1

Γ3

ln
|3− y +

√
3x|

2
= const.

Безпосередньою перевiркою можна переконатись,
що в декартових координатах

y = b1, x = (b3 − b2)/
√

3,

рiвняння руху можна записати у формi Гамiльто-
на

ẋ =
6
√

3g6V (x, y)

πRC2
1

∂H

∂y
,

Рис. 8. Фазовий портрет для Γ1 = Γ2 = Γ3 = 1, C1 = 3

ẏ = −6
√

3g6V (x, y)

πRC2
1

∂H

∂x
. (27)

Оскiльки сфера є компактом, можливi рухи, зо-
браженi на фазовiй площинi, також будуть обме-
женими. Дiйсно, максимальне значення lij на оди-
ничнiй сферi рiвне 2, тому bi приймають значення
в iнтервалi (0, 12ΓjΓk/C1). Це означає, що область
припустимих значень на фазовiй площинi являє
собою внутрiшню область багатокутника D, який
може мати вiд 3 до 6 сторiн, у залежностi вiд зна-
чень Γ1,Γ2,Γ3 та C1. Як приклад такої областi, на
рис. 6 зображено п’ятикутну область, яка вiдпо-

вiдає Γ1 = Γ2 =
1

2
,Γ3 = −1 та C1 = −3. Навiть

всерединi областi D фiзично допустимi значення,
обмеженi нерiвнiстю V 2 ≥ 0. Границя такої обла-
стi задається рiвнiстю V = 0 i в термiнах змiнних
b1, b2, b3 може бути записана

3Vp − b1b2b3C1 = 0, (28)

де Vp = [2(Γ1Γ2b1b2 + Γ2Γ3b2b3 + Γ3Γ1b3b1)−
−(Γ1b1)

2 − (Γ2b2)
2 − (Γ3b3)

2].
У плоскому випадку [24] рiвняння (28) приймає

простiшу форму Vp = 0. Тобто границя фiзичної
областi у плоскому випадку виражена лише в тер-
мiнах iнтенсивностей. На вiдмiну вiд зазначено-
го плоского випадку, якщо вихори рухаються на
поверхнi сфери, границя фiзичної областi зале-
жить вiд C1. На рис. 7 зображено границi фiзи-
чних областей для трьох рiзних значень C1 при
Γ1 = Γ2 = Γ3 = 1. Як можна бачити, для деяких
значень C1 фiзична область звужується до iзольо-
ваних точок, що неможливо у плоскому випадку.

Оскiльки V може приймати як позитивнi, так i
негативнi значення пiд час руху вихорiв, фазова
площина може бути представлена як двосторон-
ня з позитивними значеннями спереду i негатив-
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ними ззаду. Обидвi сторони об’єднанi вздовж гра-
ницi фiзичної областi. Тодi система пiд час руху по
фазовiй площинi при досягненнi границi фiзичної
областi переходить на протилежну сторону.

Iз спiввiдношень (27) можна отримати вирази
для V̇ :

V̇ =
3
√

3g6

πRC2
1

(

∂V 2

∂x

∂H

∂y
− ∂V 2

∂y

∂H

∂x

)

. (29)

З останнього спiввiдношення видно, що V̇ = 0 в
точках, де кривi V 2 = const та H = const дотикаю-
ться. Використовуючи наведенi вище спостереже-
ння, можемо сформулювати твердження, в яких
спiвставимо точки на фазовiй площинi зi знайде-
ними ранiше положеннями рiвноваги:

1. Фiксованi положення рiвноваги вiдповiдають
точкам P на фазовiй площинi з координатами

b1 =
3Γ2Γ3(Γ2 + Γ3)

∑

i<j ΓiΓj(Γi + Γj)
,

b2 =
3Γ3Γ1(Γ3 + Γ1)

∑

i<j ΓiΓj(Γi + Γj)
,

b3 =
3Γ1Γ2(Γ1 + Γ2)

∑

i<j ΓiΓj(Γi + Γj)
,

з

C1 =
12Γ1Γ2Γ3h

[

∑

i<j ΓiΓj(Γi + Γj)
]

(Γ1 + Γ2)(Γ2 + Γ3)(Γ3 + Γ1)
.

2. Виродженi положення вiдносної рiвноваги
знаходяться в точках U з координатами

b1 =
3(Γ2 + Γ3 − Γ1)

Γ
,

b2 =
3(Γ3 + Γ1 − Γ2)

Γ
,

b3 =
3(Γ1 + Γ2 − Γ3)

Γ
,

з C1 = Γ2.

3. Невиродженi положення вiдносної рiвноваги
описуються двома точками Q та S:

• Q – точки, якi вiдповiдають правильним
трикутним конфiгурацiям, з трилiнiйни-
ми координатами

Q =

(

1

Γ1h
,

1

Γ2h
,

1

Γ3h

)

.

• S – точки, в яких границя фiзичної обла-
стi дотикається до кривих H = const.

Трилiнiйнi координати точок P знайдено пiсля
пiдстановки виразiв (24) у рiвностi (15). Як було
показано вище, для фiксованих положень рiвно-
ваги V = 0. Пiдставивши у V значення b1, b2, b3, з
формул (30), можна отримати спiввiдношення для
C1. У випадку, коли Γ1 = Γ2 = Γ3, точка P є ви-
родженим положенням рiвноваги.

Трилiнiйнi координати точки U отримано за до-
помогою пiдстановки виразiв (24) у рiвностi (20).
C1 знайдено з ~c = 0. З рiвностi сторiн у рiвносто-
ронньому трикутнику можна знайти координати
точки Q.

Зазначимо, що точкаQ є максимумом для функ-
цiї f(b1 , b2, b3) у випадках Γ1,Γ2,Γ3 > 0 та Γ1,Γ2 >
0,Γ3 < 0, h < 0. Для Γ1,Γ2 > 0,Γ3 < 0, h > 0 Q є
сiдловою точкою i кривi f(b1, b2, b3) = k незамкне-
нi.

Оскiльки для невироджених положень вiдносної
рiвноваги, якi лежать на великому колi, V = 0
та V̇ = 0, результат другої частини твердження 3
витiкає iз спiввiдношення (29).

Проаналiзуємо тепер вiдносний рух вихо-
рiв на сферi. Розглянемо спочатку випадок
Γ1,Γ2,Γ3 > 0. Iз визначення (12) отримаємо C1 >
0. Тому |~c| < R, тобто рух є пiдрадiальним. З
означень (24) бачимо, що bi > 0, тобто область
на фазовiй площинi, що вiдповiдає даному рухо-
вi, знаходиться всерединi трикутника. Точка Q є
глобальним максимумом функцiї f(b1 , b2, b3), то-
му всi фазовi кривi замкненi навколо Q. Детальне
зображення даного руху при Γ1 = Γ2 = Γ3 = 1 та
C1 = 3 наведено на рис. 8. Три фазовi кривi a, b та
c зображають рiзнi режими руху трьох вихорiв на
сферi. Крива a лежить повнiстю всерединi фiзи-
чної областi, тому V 6= 0 для довiльного моменту
часу. Це означає, що вихори нiколи не лежать на
великому колi i не змiнюють взаємну орiєнтацiю.
Крива b дотикається до границi фiзичної областi
в точках J , K та L. Як було вказано вище, цi точ-
ки представляють собою положення вiдносної рiв-
новаги. Всi початковi положення, якi знаходяться
на кривiй b, прямують до цих положень рiвнова-
ги. Крива c перетинає границю фiзичної областi.
Розглянемо рух точки P вздовж кривої c. Через
деякий час точка досягне границi фiзичної областi
i перетне її або в точцi S, або в точцi T . Щоб дi-
знатись, через яку iз них пройде система, потрiбно
знати знак V в початковий момент часу. Пiсля пе-
ретину границi фiзичної областi точка P буде на-
далi рухатись вздовж кривої c у тому ж напрямку,
доки знову не перетне границю фiзичної областi.
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Подальший розвиток системи приведе точку P у
початкове положення. Як ми бачимо, система буде
мати перiодичну природу розвитку.

Описаний рух будемо спостерiгати для довiль-
них Γ1,Γ2,Γ3 > 0, але для рiзних значень iнтен-
сивностi будемо мати менш симетричнi кривi.

При Γ1,Γ2 > 0,Γ3 < 0 потрiбно розрiзняти два
випадки: C1 = 0 та C1 6= 0. Перший випадок
буде розгянуто у слiдуючому роздiлi. У другому
система буде рухатись в межах областей II та III
(рис. 6). Якщо h < 0, Q є точкою максимуму для
функцiї f . В областi III цей максимум буде гло-
бальним i характер руху системи буде аналогiчним
тому, що описано вище. В областi II фазовi кривi
повиннi проходити через точки A та B, а оскiль-
ки V = 0 нiколи через них не проходить, бачимо
що фазовi кривi повиннi або перетинатись, або до-
тикатись до границi областi. Цi випадки аналогi-
чнi рухам вздовж кривих b та c, якi описанi вище.
Якщо h > 0, тодi Q є сiдловою точкою i фазо-
вi кривi є незамкненими. Характер цих рухiв буде
аналогiчним тим, якi спостерiгаються на площинi
з урахуванням того, що границя допустимих зна-
чень є обмеженою областю.

2.4. Зiткнення вихорiв на сферi

Дослiдимо можливiсть самоподiбного зiткнен-
ня вихорiв на сферi. Як i у плоскому випадку
[24,26,27], самоподiбне зiткнення – це коли lij → 0
за скiнчений час i вiдношення вiдстаней мiж вихо-
рами не змiнюється. Оскiльки в момент зiткнення
lij = 0, перший iнварiант C1 повинен бути рiвним
нулю (C1 = 0). Це означає, що знаки iнтенсивно-
стей вихорiв не можуть бути однаковими, тобто
маємо Γ1,Γ2 > 0,Γ3 < 0.

Допустимо, що вiдношення вiдстаней мiж вихо-
рами залишаються константами, тобто

l212 = λ1l
2
31, l223 = λ2l

2
31, (30)

де

λ1 =

(

l12(0)

l31(0)

)2

, λ1 =

(

l23(0)

l31(0)

)2

.

Пiдставивши вирази (30) у другий iнварiант C2,
отримаємо

(l231(t))
h = const.

Звiдки слiдує, що

h =

3
∑

i=1

1

Γi
= 0.

Для визначення моменту зiткнення скористаємось
рiвняннями руху (10), якi пiсля пiдстановки вира-

зiв (30) приймуть вигляд

d

dt
(l231) =

Γ1

π

(

λ1 − 1

λ1λ2

)

V

l231

=

=
Γ2

π

(

λ2 − λ2

λ1λ2

)

V

l231

=

=
Γ3

π

(

1 − λ2

λ1λ2

)

V

l231

.

Як бачимо, для того щоб вiдбулось зiткнення, по-
виннi виконуватись спiввiдношення

Γ1(λ1 − 1) = Γ2(λ2 − λ1) = Γ3(1 − λ2).

Знайдемо тепер, який вигляд має l31(t). Викори-
ставши формулу для V , можна отримати рiвняння

d

dt
(l231) = ±ω(1 − ρl231)

1/2, (31)

де

ρ = λ1λ2/γ,

ω =
Γ2

2π

(

λ1 − λ2

λ1λ2

)√
γ,

γ = 2(λ1 + λ2) − (λ1 − λ2)
2 − 1.

Знак ± вiдповiдає додатнiм та вiд’ємним початко-
вим значенням об’єму V . Розв’язком рiвняння (31)
є функцiя

l231(t) = l231(0) ± αωt − ρω2

4
t2,

де α =
√

1 − ρl231(0).
Оскiльки коефiцiєнт

ρω2

4
=

Γ2
2(λ1 − λ2)

2

16π2(λ1λ2)
> 0,

тому функцiя l231(t) має два нулi: один додатнiй,
другий вiд’ємний. Позначимо додатнiй час зiткне-
ння τ± (де ± вiдповiдає додатньому та вiд’ємно-
му значенню V (0) вiдповiдно). Неважко перекона-
тись, що вiд’ємний час зiткнення – це −τ±. Пi-
сля простих алгебраїчних перетворень отримаємо
формули для lij :

lij(t) = lij(0)

(

1 +
t

τ±

)1/2(

1 − t

τ±

)1/2

,

де

τ± =
4π

√
γ

Γ2|λ1 − λ2|
(1 ± α) > 0.
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Рис. 9. Зiткнення вихорiв: а – V (0) > 0; б – V (0) < 0

Якщо вектори ~x1, ~x2, ~x3 формують праву трiйку
векторiв, то зiткнення вихорiв вiдбудеться через
час τ+. У випадку лiвої трiйки зiткнення вiдбу-
деться через час τ−. Тобто, щоб iз конфiгурацiї
вихорiв, яка зiтнеться у момент часу τ+, отрима-
ти конфiгурацiю, яка зiткнеться у момент часу τ−,
достатньо у першiй зробити антициклiчну переста-
новку вихорiв.

Для бiльш детального порiвняння з плоским ви-
падком, розглянемо асимптотичний розклад в око-
лi τ±:

lij(t) ∼ A

(

1 − t

τ±

)1/2

+ B

(

1 − t

τ±

)3/2

+

+O

(

(

1 − t

τ±

)5/2
)

, (32)

де

A = lij(0)

√

1 +
1 ± α

1 ∓ α
,

B = −lij(0)Γ2|λ1 − λ2|
τ±

8π
√
γ

√

1 +
1 ± α

1 ∓ α
.

Головна частина представлення (32) з точнiстю до
коефiцiєнта повнiстю спiвпадає з плоским випад-
ком [24]. Доданки вищого порядку вiдображають
рiзницю в геометрiї сфери та площини.

Оскiльки на сферi орiєнтацiя трикутника, утво-
реного вихорами, може змiнюватись вздовж трає-
кторiї руху, в загальному випадку φ̇1 6= φ̇2 6= φ̇3,
тобто рiзнi вихори рухаються з рiзними частота-
ми. Зазначимо, що у плоскому випадку трикутник

самоподiбним чином стягується в точку, тобто всi
вихори рухаються з однаковою кутовою швидкi-
стю

ωp = φ̇i =
1

4π

3
∑

i=1

Γi + Γj

l2ij
.

Формули для кутових швидкостей (ωi = φ̇i) мо-
жна записати у виглядi

ωi =
1

2π

[

Γj

l2ij
cos(θj) +

Γk

l2ik
cos(θk)−

−Γj

l2ij
ctg (θi) sin(θj) cos(φi − φj) −

−Γk

l2ki

ctg (θi) sin(θk) cos(φk − φi))

]

,

де i 6= j 6= k. Використавши рiвностi (23), отрима-
ємо

ωi =
ωp − (Γj + Γk)/(8π)

1 + (ΓjΓkl2jk(t))/(4ΓiΓ)
, (33)

де i 6= j 6= k. Проiнтегрувавши рiвняння (33),
отримаємо спiввiдношення для φi(t):

φi(t) = Di ln

(

τ∓ + t

τ± − t

)

+Bi arctan(γit + δi),

де

Di =
Ai

l2jk(0)

τ+τ−

τ+ + τ−
,

A1 =
1

Γ2(1 + λ)
A3, A2 =

1

Γ1

λ

1 + λ
A3,
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A3 =
(Γ1 + Γ2)

3 + Γ3
1(1 + 1/λ) + Γ3

2(1 + λ)

4π(Γ1 + Γ2)2
,

Bi =
(Aiαi + βi)τ

+τ−γi

αil
2
jk(0)

,

αi =
ΓjΓk

4Γi

1

Γ
, βi =

Γj + Γk

8π
,

γi =

[

−(τ+ + τ−)2

4
− τ+τ−

αil2jk(0)

]−1/2

,

δi =
(τ∓ − τ±)γi

2
, λ =

Γ1

Γ2

λ2.

На рис. 9 зображено траєкторiї, вздовж яких ру-
хаються вихори при наближеннi до точки зiткне-

ння (Γ1 = Γ2 = 1, Γ3 = −1

2
).

ВИСНОВКИ

Таким чином, картина руху трьох точкових ви-
хорiв на поверхнi сфери має свої особливостi в по-
рiвняннi з рухом на площинi. Зокрема, у випад-
ку самоподiбного зiткнення точкових вихорiв на
сферi супутня конфiгурацiя вихорiв буде також
приводити до зiткнення в дiаметрально протиле-
жнiй точцi (на площинi супутня конфiгурацiя при-
водить до нескiнченного розходження трьох вихо-
рiв). Також на вiдмiну вiд плоского випадку при
зiткненнi вихорiв кожен iз них буде рухатись зi
своєю, вiдмiнною вiд iнших, кутовою швидкiстю.

Через те, що сфера є компактом, на нiй iсну-
ють додатковi положення рiвноваги трьох точко-
вих вихорiв, яких немає у плоскому випадку. По-
ява цих додаткових положень рiвноваги вiдповiдає
iснуванню вироджених (точкових) форм фiзичних
областей на фазовiй площинi.

Завдяки збереженню центра завихреностi усi
можливi рухи точкових вихорiв на площинi можна
класифiкувати в залежностi вiд вiдносного розта-
шування центру завихреностi та сфери. Приведена
у статтi класифiкацiя показує, що можливi п’ять
вiдмiнних випадкiв руху точкових вихорiв на сфе-
рi.

1. Helmholtz H. Über Integrale hydrodinamischen Glei-
chungen welche den Wirbelbewegungen entsprechen //
J. Reine Angew. Math.– 1858.– 55.– S. 25–55.

2. Meleshko V. V., Aref H. A Bibliography of Vortex
Dynamics 1858-1956 // Adv. in applied mech.– 2007.–
41.– P. 197–292.

3. Мелешко В. В., Константинов М. Ю. Динамика ви-
хревых структур.– Киев: Наук. думка, 1993.– 283 с.

4. Newton P. K. The N-Vortex problem. Analytical
Techniques.– New York: Springer, 2001.– 432 p.

5. Борисов А. В., Мамаев И. С. Математические мето-
ды динамики вихревых структур.– М.-Ижевск: Ин-
ститут компьютерных исследований, 2005.– 368 с.

6. Вилля А. Теория вихрей.– М.-Л.: ОНТИ, 1936.–
266 с.

7. Сэффмэн Ф. Дж. Динамика вихрей.– М.: Научный
мир, 2000.– 376 с.

8. Пуанкаре А. Теория вихрей.– Ижевск: Изд. РХД,
2001.– 160 с.

9. Козлов В. В. Общая теория вихрей.– Ижевск: Изд.
Удмур. универ., 1998.– 238 с.

10. Алексеенко С. В., Куйбин П. А., Окулов В. Л. Вве-
дение в теорию концентрированных вихрей.– Ново-
сибирск: Ин-т теплофизики СО РАН, 2003.– 504 с.

11. Кирхгоф Г. Механика. Лекции по математической
физике.– М.: АН СССР, 1962.– 403 с.

12. Зоммерфельд А. Механика деформируемых сред.–
М.: ИЛ, 1954.– 486 с.

13. Громека И. С. О вихревых движениях жидкости
на сфере. Собрание протоколов заседания секции
физ.-мат. общества естествоиспытателей при Ка-
занском университете.// В кн. Громека И. С. Собр.
соч.– М.: АН СССР, 1952.– 295 с.

14. Васильев О. Ф. Об одной забытой работе И. С.
Громеки // Прикл. матем. мех.– 1951.– 15.– С. 261–
263.

15. Zermelo E. Hydrodynamische Untersuchungen über
die Wirbelbewegung in einer Kügeläche // Z. Math.
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