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Сформулирована математическая задача промачивания многослойной пористой среды с образованием на её по-
верхности слоя жидкости и получено еe строгое решение. Детально рассмотрены три стадии насыщения среды. На
многочисленных примерах выполнен анализ влияния еe неоднородности на уровень свободной жидкости, скорость
инфильтрации, положение фронта промачивания. Установлено, что только при относительно большой мощности

слабопроницаемый слой может существенно изменить фильтрационную картину, намного продлить существование
поверхностного слоя.

Сформульована математична задача промочування багатошарового пористого середовища з утворенням на його
поверхнi шару рiдини i одержано її точний розв’язок. Детально розглянутi три стадiї насичення середовища. На

численних прикладах виконано аналiз впливу його неоднорiдностi на рiвень вiльної рiдини, швидкiсть iнфiльтрацiї,
положення фронту промочування. Встановлено, що тiльки при вiдносно великiй потужностi слабопроникний шар
спроможний суттєво змiнити фiльтрацiйну картину, набагато подовжити iснування поверхневого шару.

A mathematical problem is formulated of maltilayer porous medium saturation with a surface ponding and an exact
solution to the problem is obtained. Three stages of medium saturation are considered in detail. Analysis of medium
nonuniformity effect on surface fluid level, infiltration rate, position of the saturation front is performed based on numerous
examples. It is established that only a low-permeability layer of large thickness is able to change groundwater flow
essentially, to extend surface layer existence considerably.

ВВЕДЕНИЕ

Поступление на поверхность грунта извне зна-
чительного объема воды за короткое время ве-
дет к одновременному образованию слоя воды над
ним и насыщению его обычно относительно сухой
верхней части. Указанный слой при неблагопри-
ятных гидрогеологических условиях обуславлива-
ет на низинных участках местности из-за малой
скорости испарения длительное ухудшение водно-
физической обстановки. На малоуклонных же тер-
риториях формируется и поддерживается некото-
рое время поверхностный сток, который оказыва-
ет активное влияние на водный режим ближай-
ших водотоков, водоемов, а также прилегающих
земель. Одним из факторов, определяющих его
динамику, является инфильтрация воды в грунт.
Благодаря ей постоянно пополняются запасы под-
земных и грунтовых вод, влагозапасы в корнеоби-
таемой зоне почвогрунтов, минимизируются эро-
зия почв, заболачивание земель. В связи с этим
важно уметь надежно рассчитать инфильтраци-
онную составляющую водного баланса в приро-
де и на объектах водного хозяйства, причем, пре-
жде всего, в периоды выпадения обильных осад-
ков. Кстати, быстрое водонасыщение грунтов мо-
жет наблюдаться и при их поверхностном интен-
сивном увлажнении путем дождевания, напуска

по полосам, поливов по бороздам, затопления [1].
Инфильтрационный процесс определяется ин-

тенсивностью притока жидкости к ее поверхности,
ее же водно-физическими свойствами, а также
способом подачи. Практикуемые при общем дефи-
ците воды локальные способы [2–4] обуславлива-
ют пространственность фильтрационных потоков,
что значительно затрудняет проведение теорети-
ческих исследований. Характер промачивания су-
щественно зависит от соотношения между скоро-
стью инфильтрации V и коэффициентом фильтра-
ции k, что используется в инфильтромерах при эк-
спериментальном определении k [5, 6], и в меньшей
степени от коэффициента влагопроводности K(θ)
(здесь θ – объемная влажность среды) – основной
гидрофизической характеристики. Так, при V < k
течение жидкости вглубь среды происходит с ее
насыщением [7, 8]. В большей верхней части зо-
ны промачивания вышеупомянутый процесс опре-
деляется силой тяжести жидкости, влажность по-
стоянная и находится из уравнения K(θ) = V .
В нижней же ее части важную роль начинают
играть капиллярные силы. Сходная картина в сре-
де наблюдается и при интенсивном промачивании
V ≥ k, хотя вклад капиллярных сил в динами-
ку поровой жидкости здесь не столь велик и ча-
сто имеет место защемление воздуха. Необходимо
подчеркнуть, что в таких условиях на поверхности
среды формируется слой свободной жидкости, ко-
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торый иногда способен заметно ускорить насыще-
ние среды [9–11]. Как раз подобие механики про-
мачивания с полным и неполным насыщением сре-
ды при решающем значении силы тяжести и пре-
допределило успешное применение модели Грина-
Ампта на практике. Усовершенствование же этой
модели, предпринятое для учета капиллярных сил
путем введения в граничное условие на границе
между промоченным и непромоченным участками
среды (фронт промачивания) специального корре-
ктива zw позволило еще более приблизить расче-
тные данные к фактическим. Постоянная величи-
на zw обычно находится из экспериментов [12–15],
хотя также была попытка обосновать ее теорети-
чески [16].

Широкое использование модели Грина-Ампта
объясняется тем, что она правильно отражает фи-
зическую сущность явления промачивания и вме-
сте с тем имеет простую форму. Благодаря это-
му обстоятельству удалось получить ряд строгих
решений соответствующих математических задач
[17, 18]. Надо сказать, что особенно активно разви-
валась одномерная теория промачивания. В част-
ности, объектом ее исследований стали реальные
среды (грунты) с аномальными свойствами, про-
являющимися в набухании, растрескивании, суф-
фозии, двойной пористости [19–25]. Большое вни-
мание уделялось изучению влияния на движение
жидкой фазы газовой или в свободной, или в
защемленной формах [26–29]. Было обнаружено,
что при определенных условиях процесс насыще-
ния среды становится неустойчивым и фронт про-
мачивания теряет прямолинейность из-за боль-
ших различий в скорости перемещения его от-
дельных участков [30–32]. Со временем все пол-
нее учитывались структурные и фильтрационные
свойства, присущие грунтам. Обычно их строение
есть результат или чрезвычайно медленных про-
цессов грунтообразования, и тогда оно является
стабильным, или хозяйственной деятельности че-
ловека (агротехнические мероприятия, поливы),
атмосферных осадков и будет отличаться динами-
чностью. В последнем случае образуется поверх-
ностная корка со специфическими свойствами, за-
трудняющими впитывание влаги [33–34]. Так или
иначе, но фильтрационные свойства грунтов чаще
всего изменяются с глубиной. Влияние их измен-
чивости, в том числе и плановой, на промачива-
ние грунтов изучалось многими специалистами по
фильтрации, гидрологии, гидромелиорациям. При
плавном изменении фильтрационных характери-
стик k, n (пористость) указанный процесс иссле-
довался в [35–36], а при скачкообразном – в [37–
38]. Однако обширные исследования интенсивного

промачивания пористых сред со сложной структу-
рой так и не были доведены до логического завер-
шения. Данная работа по сути их обобщает, так
как содержит детальный анализ полного цикла
промачивания, состоящего из трех стадий, много-
слойной среды.

Природные пористые среды в силу сложно-
сти естественных процессов грунтообразования,
активной хозяйственной деятельности редко быва-
ют однородными. Гораздо чаще они, особен-
но в своей верхней, активной части, сложены
из нескольких слоeв с заметно различающими-
ся фильтрационными свойствами. Почвогрунты
на Украине отличаются большим разнообразием
и, тем не менее, их несложно систематизировать
по фильтрационным признакам. В частности, не-
редко встречаются неоднородно-слоистые грунты,
имеющие убывающую с глубиной (западные ра-
йоны страны) и, наоборот, возрастающую (цен-
тральные и южные районы) проницаемость. В
первом случае обычно пахотный слой подстила-
ется двумя-тремя слабопроницаемыми слоями и
здесь хорошо работает модель Грина-Ампта и еe
модификации. Во втором случае менее проница-
емый подстилается более проницаемым. Кстати,
при переходе фильтрационного потока в хорошо-
проницаемый слой в определенных условиях (бу-
дут оговорены ниже) возможно и течение жид-
кости с неполным насыщением. Подобная ситуа-
ция будет обсуждаться отдельно. Здесь же подро-
бно рассматривается и иллюстрируется промачи-
вание многослойных пористых сред применитель-
но к условиям, обеспечивающим движение воды в
них только с полным заполнением пор. Выделены
три стадии, которые и обсуждаются поочередно,
начиная с первой.

1. ПЕРВАЯ СТАДИЯ

Ранее решение задачи интенсивного промачива-
ния многослойного грунта на этой стадии при пе-
ременном zw было получено в [39]. Ниже выбра-
на безразмерная форма представления теоретиче-
ских результатов, что упрощает расчетные зави-
симости, по крайней мере, на первом этапе вычис-
лений – при насыщении верхнего слоя грунта.

Для общности динамика жидкости на поверхно-
сти пористой среды и внутри неe исследуется сов-
местно на временном интервале [ti−1, ti], в тече-
ние которого фронт промачивания перемещается
в пределах i-го слоя. Следовательно, ti−1, ti есть
моменты достижения указанным фронтом основа-
ний (i− 1)-го и i-го слоeв. Тогда соответствующая
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модель с учетом образования слоя воды на поверх-
ности грунта имеет вид

dH

dt
= I − V,

∂2hj

∂z2
= 0, j = 1, 2, ..., i, (1)

z = 0, h1 = H ; z = −za, hi = −za − zwi;

z = −Ml , hl = hl+1 ; kl

∂hl

∂z
= kl+1

∂hl

∂z
. (2)

Также полагается, что жидкость на i-м этапе про-
мачивания (Mi−1 ≤ za ≤ Mi) начинает поступать
в среду из поверхностного слоя глубиной Hi−1

(значения Hi−1, ti−1 вычисляются предваритель-
но на предыдущем расчетном шаге). Итак,

t = 0, H = Hi−1. (3)

В (1) – (3) использованы такие обозначения: H –
текущая глубина указанного слоя; V – скорость
(расход) инфильтрации; hj – напор в j-м слое; za –
глубина фронта промачивания; zwi – корректив
для учета влияния капиллярных сил в i-м слое;
Ml – суммарная мощность верхних l слоев; kl –
коэффициент фильтрации l-го слоя. Прежде всего
решается система j простейших уравнений филь-
трации, благодаря чему, во-первых, функции на-
поров hj выражаются через глубинуH , во-вторых,
находится расход V также как функция от H , а
именно,

V = ki

[

(1 − n0i)(H −Hi−1)−

−n0i(Mi−1 +Hi−1 + zwi) −Wi(t)
]

×

×



H −Hi−1 − kin0i

i−1
∑

j=1

mj

kj

−Wi(t)





−1

. (4)

Здесь n0i – постоянная разница между фактиче-
ской полной влагоемкостью и исходной влажно-
стью (в сухом грунте – пористость) в i-м слое; mj –
мощность j-го слоя; Wi – объем жидкости, кото-
рая притекает из внешнего источника за период
[ti−1, ti]:

Wi =

t
∫

ti−1

Idτ. (5)

Кстати, при промачивании среды в пределах ка-
пиллярной каймы n0i зависит от z, что намного
осложняет теоретические исследования. Кроме то-
го, течение жидкости в (i+ 1)-м слое будет прои-
сходить с полным заполнением свободного про-
странства при условии, что

Hi ≥
ki+1

ki



mi + ki

i−1
∑

j=1

mj

kj



−Mi − zwi. (6)

Далее Wi принимается в виде линейной функции
от времени

Wi = I0(t − ti−1), (7)

что оправдано, если I = const = I0 или I0 есть
среднее на интервале [ti−1, ti] значение I. Нако-
нец выражение (4) было подставлено в уравне-
ние относительно H , которое затем решалось при
условии (3). После громоздких преобразований по-
лучена зависимость между относительными вели-
чинами H̄ и t̄ в неявной форме:

vi(t̄)

v0
i

[

ψi(H̄, t̄) − ψ1i

ψ0
i − ψ1i

]
1

2
−

1−n0i

2
√

∆i × (8)

×
[

ψi(H̄, t̄) − ψ21i

ψ0
i − ψ2i

]
1

2
+

1−n0i

2
√

∆i

= 1.

Здесь
vi(t̄) =

= t̄+

H̄i−1−Ī0 t̄i−1+M̄i−1+z̄wi−(1 − n0i)
i−1
∑

j=1

m̄j

k̄j

Ī0
,

v0
i =

H̄i−1 + M̄i−1 + z̄wi − (1 − n0i)
i−1
∑

j=1

m̄j

k̄j

Ī0
,

Ψi(H̄, t̄) =

=

Ī0

(

H̄ + M̄i−1 + z̄wi −
i−1
∑

j=1

m̄j

k̄j

)

Ī0(t̄− t̄i−1) + M̄i−1 + z̄wi−(1−n0i)
i−1
∑

j=1

m̄j

k̄j

,

Ψ0
i =

Ī0

(

H̄i−1 + M̄i−1 + z̄wi −
i−1
∑

j=1

m̄j

k̄j

)

H̄i−1 + M̄i−1 + z̄wi − (1 − n0i)
i−1
∑

j=1

m̄j

k̄j

,

Ψ1i,2i = Ī0 −
k̄i(1 − n0i)

2
± k̄i

√
∆i

2
, t̄ =

k0t

M
,

t̄i−1 =
k0ti−1

M
, H̄ =

H

M
, H̄i−1 =

Hi−1

M
,

Ī0 =
I0
k0

, M̄i−1 =
Mi−1

M
, z̄wi =

zwi

M
,

m̄j =
mj

M
, k̄j =

kj

k0

, ∆i = 4n0iĪ0 + (1 − n0i)
2;

M – линейный масштаб, принимаемый равным
мощности промачиваемой толщи (до уровня грун-
товых вод или другой контрольной глубины), ко-
торая для определенности состоит из N слоев; k0 –
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эквивалентный коэффициент фильтрации этой то-
лщи, определяемый по формуле

k0 = M





N
∑

j=1

mj

kj





−1

. (9)

В принципе возможно использование в качестве
масштабов коэффициента фильтрации и мощнос-
ти любого слоя и тем самым конечные выражения
для характеристик данного слоя еще больше упро-
стятся. Но тогда при исследовании влияния раз-
личных факторов, например проницаемости грун-
та, на процесс промачивания приходится выпол-
нять дополнительные пересчеты. В целом из-за
большого количества исходных параметров про-
цедура обезразмеривания математической модели
оказывается не такой эффективной, как в класси-
ческих гидромеханических задачах.

Уравнение (6) имеет асимптоту, смысл кото-
рой сводится к следующему – при неограниченной
мощности i-го слоя и сколь угодно длительном его
промачивании скорость увеличения H будет стре-
миться к предельному значению

I0 − ki

(1 − n0i) +
√

∆i

2
.

Уравнение (6) пригодно для определения отно-
сительного уровня H̄ , возрастающего от H̄i−1 до
H̄i. Конечное его положение на этом этапе про-
мачивания достигается в момент t̄i, что соответ-
ствует снижению фронта промачивания до осно-
вания i-го слоя. Значения параметров H̄i, t̄i нахо-
дятся также из решения (6), в котором полагаются
H̄ = H̄i, t̄ = t̄i, с учетом дополнительной связи
между H̄i и t̄i, выражающей баланс жидкости в
момент насыщения i-го слоя,

H̄i = H̄i−1 + n0im̄i + Ī0(t̄i − t̄i−1).

Значения H̄i−1, t̄i−1 вычисляются подобным же
образом на предыдущем этапе.

При рассмотрении промачивания верхнего слоя
(на первом этапе вычислений) или однородного
грунта полагалось, что слой жидкости на его по-
верхности уже образован и имеет глубину H0, так
что

t̄ = 0, H̄ = H̄0, (10)

где H̄0 = H0/M . Такая ситуация складывается, к
примеру, при увлажнении затоплением [1]. В та-
ком случае уравнение (6) трансформируется к ви-
ду

[

ψ1i

(

t̄+
H̄0 + z̄w1

Ī0

)

− H̄ − z̄w1

]
1

2
−

1−n01

2
√

∆1 ×

×
[

H̄ + z̄w1 − ψ2i

(

t̄+
H̄0 + z̄w1

Ī0

)]
1

2
+

1−n01

2
√

∆1

=

=
H̄0 + z̄w1

2Ī0

(

√

∆1 − 1 + n01

)
1

2
−

1−n01

2
√

∆1 × (11)

×
(

1 − n01 −
√

∆1

)
1

2
+

1−n01

2
√

∆1 .

Весьма важную роль особенно в начале прома-
чивания способен играть корректив zw1, благода-
ря которому подчас заметно ускоряется впитыва-
ние жидкости в грунт. При наличии исходного по-
верхностного слоя zw1 даже при больших осад-
ках обуславливает в их начале некоторое сниже-
ние H [41], а в отсутствии жидкости на поверхно-
сти ведет к запаздыванию формирования указан-
ного слоя. Соответствующий момент ta находится
из уравнения

[

ψ11

(

t̄+
z̄w1

Ī0

)

− z̄w1

] 1

2
−

1−n01

2
√

∆1 ×

×
[

z̄w1 − ψ21

(

t̄+
z̄w1

Ī0

)] 1

2
+

1−n01

2
√

∆1

= (12)

=
z̄w1

2Ī0

(

√

∆1 − 1 + n01

)
1

2
−

1−n01

2
√

∆1 ×

×
(

1 − n01 −
√

∆1

)
1

2
+

1−n01

2
√

∆1 .

Если z̄w1 оказывается пренебрежимо малым и
H0 = 0, то уравнение (9) значительно упрощается
и будет

H̄ =
(

2Ī0 − 1 + n0 −
√

∆1

) k̄1 t̄

2
. (13)

Из уравнения (12) видно, что жидкость на поверх-
ности грунта сразу начнет накапливаться. Также
из (12) следует, что скорость (расход) инфильтра-
ции не меняется со временем, а ее относительная
величина составляет

V̄ = Ī0 −
1 − n0 +

√
∆1

2
. (14)

Чтобы оценить последствия обильных осадков
(поливов) для водного режима грунта и произра-
стающих в нем культур, необходимо уметь корре-
ктно рассчитать перемещение фронта промачива-
ния. Для расчета его положения в пределах i-го
слоя предлагается формула

z̄a = M̄i−1 +
H̄i−1 − H̄ + Ī0(t̄− t̄i−1)

n0i

, (15)

где z̄a = za/M , взаимосвязанные значения H̄ и t̄
выбираются с помощью уравнения (6).
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2. ВТОРАЯ СТАДИЯ

Чаще всего интенсивные осадки выпадают в те-
чение непродолжительного времени и поэтому до
их окончания инфильтрационные воды не успева-
ют сомкнуться с грунтовыми. Тогда целесообра-
зно продолжить изучение процесса промачивания
на второй стадии. Насыщение грунта на этой ста-
дии также можно описать моделью (1) – (3), пола-
гая интенсивность I0 равной нулю. Решение этой
модели прежде всего дает при промачивании i-
го слоя следующее выражение для относительной
скорости инфильтрации

V̄ = k̄i

H̄ + z̄wi + z̄a

k̄i

i−1
∑

j=1

m̄j

k̄j
+ z̄a − M̄i−1

. (16)

Чтобы из выражения (14) устранить неизвестную
z̄a, используется баланс поровой и поверхностной
жидкости к моменту tm

H̄m − H̄ = n0i(z̄a − z̄m), (17)

где H̄m, z̄m – относительные глубины поверхно-
стного слоя и фронта промачивания в конце пер-
вой (начале второй, t = tm) стадии. В результате
подстановки формулы (15) в (14) для V̄ получено

V̄ = k̄i

(1−n0i)(H̄−H̄m)−n0i(z̄wi + z̄m+ H̄m)

H̄−H̄m−n0i(z̄m −M̄i−1)−k̄in0i

i−1
∑

j=1

m̄j

k̄j

.

(18)
Далее уравнение относительноH (1) решается при
I0 = 0, V согласно (16) и условии

t̄ = t̄m, H̄ = H̄m. (19)

В итоге зависимость между t̄ и H̄ имеет вид

t̄ = t̄m +
1

k̄i(1 − n0i)
× (20)

×
[

H̄m − H̄ − (λ1i − λ2i) ln

(

1 +
H̄m − H̄

λ1i

)]

.

Здесь

λ1i =
n0i

1 − n0i

(z̄wi + z̄m + H̄m),

λ2i = n0i(z̄m − M̄i−1) + kin0i

i−1
∑

j=1

m̄j

k̄j

. (21)

В принципе формула (18) пригодна для расчета
H̄ до момента полного насыщения i-го слоя. Если
же этот слой обладает ёмкостью, превосходящей

запасы свободной жидкости к моменту tm, то вто-
рая стадия закончится раньше (t̄b < t̄i), а момент
еe завершения t̄b определится опять-таки по (18)
при H̄ = 0. В случае H̄m > n0i(M̄i − z̄m) поверх-
ностная жидкость будет обеспечивать промачива-
ние (i+ 1)-го, а при надлежащих условиях и дру-
гих нижерасположенных слоев. Дальше возможны
две ситуации. В первой промачивание всей толщи
закончится ещё при наличии некоторого уровня
H̄e > 0 и она анализируется ниже. Во второй по-
верхностная жидкость полностью впитается в сре-
ду до момента полного насыщения контролируе-
мой толщи te, так что в конце второй стадии фронт
промачивания окажется на глубине z̄∗ в p-м слое
(Mi < z∗ < MN ). Величина z̄∗ определяется из
балансовых соображений и будет

z̄∗ = M̄p−1+

H̄m−n0i(M̄i− z̄m)−
p−1
∑

j=i+1

n0jm̄j

n0p

. (22)

Тогда весь временной интервал второй стадии
условно разбивается на p − i + 1 промежутков,
а H̄ на каждом из них рассчитывается также с
помощью формулы (18) после замены k̄i, n0i, z̄wi

на новые их значения, соответствующие рассма-
триваемому слою. Кроме того, вместо z̄m следует
взять сумму мощностей всех вышележащих сло-
ев, а вместо H̄m значение H̄ , вычисленное в конце
предыдущего этапа расчетов.

3. ТРЕТЬЯ СТАДИЯ

Если поверхностная жидкость успевает полно-
стью впитаться в среду прежде, чем фронт про-
мачивания достигнет контрольной глубины M
(t∗ < te), то наступает третья стадия. Тогда
объем поровой жидкости первоначально заполня-
ет верхнюю часть толщи от её поверхности до глу-
бины z̄∗ = z̄a(t̄∗), которую можно найти или согла-
сно (20), или при известном моменте t̄m по экви-
валентной формуле

z̄∗ = M̄p−1 +
1

n0p



Ī0 t̄m −
p−1
∑

j=1

n0jm̄j



 . (23)

Этот объем теперь уже поровой жидкости переме-
щается вниз до момента t̄e. Закономерность такого
движения опять устанавливается на основе модели
(1) – (3), но без первого уравнения. Детали вывода
расчетных формул опускаются. В частности полу-
чено, что при снижении фронта промачивания в
пределах p-го слоя, а верхней границы зоны на-
сыщения (еe глубина обозначается zb) в верхнем
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слое относительная скорость инфильтрации соста-
вит

V̄ = k̄1

z̄a − z̄b + z̄wp

m̄1 − z̄b +
p−1
∑

j=2

k̄1

k̄j
m̄j + k̄1

k̄p
(z̄a − M̄p−1)

, (24)

а величина z̄b будет выражаться через z̄a следую-
щим образом:

z̄b = m̄1+
1

n0i





p−1
∑

j=2

n0jm̄j +n0p(z̄a−M̄p−1)−Ī0 t̄m



 .

(25)
Снижение же фронта промачивания характеризу-
ется такой зависимостью

t̄ = t̄∗ +
a1p

a2p

[

z̄a−z̄∗+

(

b1p

a1p

− b2p

a2p

)

ln
a2pz̄a+b2p

a2pz̄∗+b2p

]

.

(26)
Здесь

a1p =
k̄1

k̄p

− n0p

n01

, a2p = 1 − n0p

n01

, (27)

b1p =
Ī0t̄m
n01

+

p−1
∑

j=2

(

k̄1

k̄j

− n0j

n01

)

m̄j−1 − M̄p−1a1p,

b2p = z̄wp +
Ī0 t̄m
n01

+ M̄p−1

n0p

n01

−
p−1
∑

j=1

n0j

n01

m̄j .

Формулы (23) – (25) также могут использоваться
и для последующих расчетов V̄ , z̄b, z̄a, то есть
при снижении фронта промачивания в (p + 1)-м,
а при необходимости и других нижележащих сло-
ях, включая последний N -й. Для этого достаточно
пересчитать коэффициенты a1p, a2p, b1p, b2p с уче-
том дополнительных параметров k̄, m̄, заменить t̄∗
на момент промачивания верхнего соседнего слоя,
положить z̄∗ равной относительной мощности всей
ранее промоченной толщи (исключая рассматри-
ваемый слой). Подобный подход применительно к
N -му слою позволяет для определения времени t̄e
рекомендовать формулу

t̄e = t̄N−1 +
a1N

a2N

[

1 − M̄N−1+

+

(

b1N

a1N

− b2N

a2N

)

ln
a2N + b2N

a2NM̄N−1 + b2N

]

,

где a1N , a2N , b1N , b2N вычисляются также по (26)
после формальной замены индекса p на N .

4. РАСЧЕТЫ ПРИМЕРОВ, ОБСУЖДЕНИЕ

ИХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Проведены расчеты многочисленных примеров
с целью, во-первых, проиллюстрировать разрабо-
танную теоретическую методику, во-вторых, оце-
нить значимость неоднородности пористой среды
для аккумуляции жидкости в ней и на еe поверх-
ности. Выбраны среды, фильтрационные свойства
которых ухудшаются с глубиной, что типично для
грунтов на западе Украины. Тем самым обеспе-
чивается течение жидкости только с полным за-
полнением ею пор (защемленный воздух можно
учесть в n0i, ki). Параллельно рассматривались
среды с трехслойной, двухслойной и однородной
структурами. Для них рассчитывались и сопостав-
лялись важнейшие водно-физические характери-
стики, что способствовало углубленному пони-
манию особенностей промачивания неоднородно-
слоистых сред, широко распространенных в при-
роде и технике. В качестве базовых использую-
тся шесть примеров. В примере I промачиваемая
толща сложена из трех слоев с относительными
параметрами k̄1 = 5, k̄2 = 1.25, k̄3 = 0.5; m̄1 =
m̄2 = m̄3 = 0.333. Для примеров II, III взяты дву-
хслойные среды, причем m̄1 = m̄2 = 0.5 и k̄1 = 5,
k̄2 = 1.25 или 0.5. В примерах IV-VI среда являе-
тся однородной, а коэффициент фильтрации k̄ ра-
вен 5, 1.25 или 0.5 соответственно. Значения пори-
стости n0 и корректива zw для всех слоёв принима-
лись одинаковыми и равными 0.4, 0.1 за исключе-
нием отдельных примеров, где капиллярные силы
не учитывались и, следовательно, zwj = 0. Для ин-
тенсивности Ī0 были подобраны три характерные
значения, так что Ī0 превышала коэффициент k̄1

в полтора, два и три раза. Предметом вычислений
стали наиболее интересные с практической точки
зрения характеристики – относительный уровень
жидкости на поверхности среды H̄ , скорость ин-
фильтрации V̄ и глубина фронта промачивания
z̄a.

В первую очередь, внимание акцентировалось
на динамике уровня поверхностной жидкости.
Данные по H , полученные при разных Ī0 и момен-
тах прекращения осадков tm, приведены на рис. 1.
Монотонно растущие кривые 1–3 соответствуют
непрекращающимся вплоть до конца расчетного
периода осадкам. Конечный момент t̄e наступает
тем раньше, чем меньше Ī0, хотя разница в зна-
чениях t̄e невелика. Естественно, что на поверх-
ности среды в такой ситуации накапливается зна-
чительное количество жидкости и, например, при
Ī0 = 15 ее глубина достигает 1.071 М. Кривые 7, 8

показывают, каким образом будет формироваться
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Рис. 1. Изменение уровня жидкости
на поверхности грунта:

1-3 – t̄m ≥ t̄e; 4-6 – t̄m = t̄2; 7, 8 – t̄m = t̄1;
1, 4, 7 – I0 = 15; 2, 5, 8 – I0 = 10; 3, 6 – I0 = 7.5

и срабатываться поверхностный слой, если осадки
прекратятся в момент t1. При меньшей интенсив-
ности Ī0 указанный слой вообще не успевает обра-
зоваться и поэтому соответствующая кривая H̄(t̄)
отсутствует. Вместе с тем, при Ī0 =10, 15 создается
малый слой с высотой, измеряемой значениями
0.019 и 0.075, жидкость из которого затем быстро
уходит в среду. Тем самым опасность возникно-
вения поверхностного стока будет минимальной.
Иная картина наблюдается, если t̄m = t̄2. Тогда
длительность снижения уровня свободной жидко-
сти существенно увеличивается и полное прома-
чивание среды может произойти прежде, чем H
станет равным 0.

Множество ранее проведенных экспериментов
с промачиванием грунтов свидетельствуют пре-
жде всего о правомочности применения подхода
Грина-Ампта, и, кроме того, об ускорении впи-
тывания в них жидкости за счет действия капи-
ллярных сил. Так как изменение H в предыду-
щих примерах определялось при весьма больших
значениях zwi, то для получения представления
о вкладе вышеупомянутых сил в динамику при-
текающей извне жидкости в первом приближе-
нии достаточно провести аналогичные вычисле-
ния при zwi = 0 и затем их сравнить с дан-
ными из рис. 1. Как раз на рис. 2 и изображе-
ны кривые H̄(t̄), найденные без усиленного впи-
тывания жидкости. Естественно, что формирова-

Рис. 2. Изменение уровня жидкости
на поверхности грунта:

1-3 – t̄m ≥ t̄e; 4-6 – t̄m = t̄2; 7-9 – t̄m = t̄1;
1, 4, 7 – I0 = 15; 2, 5, 8 – I0 = 10; 3, 6, 9 – I0 = 7.5

ние поверхностного слоя здесь начнется сразу и
будет происходить несколько быстрее. Вследствие
этого замедлится проникновение жидкости в сре-
ду и продолжительность расчетного периода (вре-
мя te) возрастает примерно на 10%. Почти таким
же будет и прирост высоты поверхностной жид-
кости. Полезно отметить, что в отсутствии капи-
ллярных сил заметно увеличивается объем нако-
пленной свободной жидкости, причем особенно это
ощущается при обильных краткосрочных осадках.
Более высокий уровень H в момент tm, очеви-
дно, обуславливает более продолжительное исто-
щение запасов поверхностной жидкости. Кстати,
появится слой жидкости высотой 0.047 и в случае
Ī0 = 7.5, что не отмечалось при z̄wj = 0.1.

Чтобы лучше понять важность структурных
свойств пористой среды для развития поверхно-
стного стока, также были рассчитаны примеры II-
VI, к тому же для двух ситуаций – продолжитель-
ных и непродолжительных интенсивных осадков.
Полученные при этом уровни H̄ показаны в ви-
де кривых H̄(t̄) на рис. 3. Во всех пяти приме-
рах осадки или продолжаются вплоть до момента
te (кривые 1–5), или же заканчиваются в единый
момент t1 (взят из примеров II, III), что удобно
для сопоставления кривых снижения H̄ и време-
ни стояния жидкости на поверхности среды (при
zwi > 0 примерно равно tb). Длительное существо-
вание поверхностной жидкости здесь отмечается
только, если однородная среда имеет низкую или
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Рис. 3. Изменение скорости фильтрации со временем:
1, 3 – t̄m = t̄e; 2, 4 – t̄m = t̄2; 1, 2 – I0 = 15;

3, 4 – I0 = 7.5

умеренную проницаемость (примеры V, VI). На-
личие мощного хорошо проницаемого слоя намно-
го сокращает время tb. В целом рис. 1 вместе с
рис. 3 еще раз подтверждают необходимость тща-
тельного изучения фильтрационных свойств грун-
тов, участвующих в формировании поверхностно-
го стока или нуждающихся в оперативном увла-
жнении.

Однако наиболее полную картину влияния не-
однородности среды на величину H̄ дает рис. 4.
Здесь приведены графики зависимости уровня H̄2

(при t = te = t2) от относительной мощности m̄1

двухслойной среды (коэффициенты k1, k2 брались
из примеров II, III). Изменение соотношения ме-
жду m̄1 и m̄2 существенно сказывается на коне-
чном H̄2 везде, исключая разве что случаи с мало-
мощным подстилающим слоем, который оказывае-
тся неспособным ощутимо замедлить фильтраци-
онное течение и увеличить H̄ . Попутно анализи-
ровалось уменьшение времени t̄e с ростом m̄1. Ха-
рактер изменения t̄e был сходным.

Большое значение для гидрологических и мели-
оративных прогнозов имеет точное знание об ин-
тенсивности инфильтрации. Надежно определить
скорость инфильтрации V позволяют формула (4)
на первой стадии промачивания и формула (14) на
второй стадии. На третьей стадии осадки и слой
свободной жидкости отсутствуют и поэтому V =
0. Сначала относительный расход V̄ определялся
для примера I и случаев t̄m ≥ t̄e, t̄m = t̄2. Как

Рис. 4. Графики зависимостей m̄1(V̄ ), k̄1(V̄ ), k̄2(V̄ ):
1 – k̄1; 2, 3 – m̄1; 4 – k̄2

Рис. 5. Графики зависимостей H̄2(m̄1), t̄e(m̄1):
1, 3 – H̄2; 2, 4 – t̄e; 1, 2 – k̄2 = 0.5; 3, 4 – k̄2 = 1.25

показывают результаты вычислений, представлен-
ные на рис. 5, величина V̄ снижается со време-
нем явно неравномерно. Наиболее отчетливо не-
равномерность в поведении функции V̄ (t̄) прояв-
ляется сразу после моментов tj. Фильтрационный
процесс в начале промачивания нового (для опре-
деленности i-го) слоя резко тормозится вследствие
его меньшей проницаемости. Одновременно усили-
вается накопление поверхностной жидкости, что
ведет к нарастанию перепада напоров на грани-
цах области движения и, как следствие, оказывает
противоположное воздействие на инфильтрацию.
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Рис. 6. Изменение уровня жидкости
на поверхности грунта:

1-5 – t̄m ≥ t̄e, 6-10 – t̄m = t̄1; 3, 5, 8, 10 - 2-х сл.,
1, 2, 4, 6, 7, 9 - однород.; 1, 6 - прим. VI,

2, 7 - прим. V, 3, 8 - прим. III, 4, 9 - прим. II,
5, 10 - прим. IV

Поэтому скорость изменения V̄ постепенно и за-
метно снижается к очередному контрольному мо-
менту ti+1. Раннее окончание осадков способству-
ет плавному уменьшению V до 0, если оставшаяся
к моменту tm непромоченной часть толщи в состо-
янии вместить всю жидкость из поверхностного
слоя глубиной Hm. Впрочем, при исходных дан-
ных примера I инфильтрационный процесс пре-
ждевременно обрывается из-за быстрого промачи-
вания трехслойной среды. Действительно, фронт
промачивания опускается на полную глубину при
Ī0 =7.5, 15 и tm = t2 уже к моментам t̄e = 0.145
и 0.114 соответственно, в то время как уровень H̄
без ограничений во времени снижался бы до мо-
ментов t̄b = 0.155 и 0.407. При данных же усло-
виях инфильтрация должна прекратиться мгно-
венно, имея относительные скорости V̄ = 1.059 и
0.751.

Существенность неоднородности среды для ин-
фильтрационного процесса подтверждает и рис. 6,
который иллюстрирует зависимость расхода V̄ от
основных фильтрационных параметров. Степень
неоднородности двухслойной среды регулирова-
лась здесь двумя путями. Во-первых, изменением
мощности верхнего слоя, а, по сути, соотношением
между m̄1 и m̄2 при фиксированной проницаемо-
сти обоих слоев. Во-вторых, изменением коэффи-
циентов фильтрации по очереди верхнего и нижне-
го слоев (проницаемость другого слоя фиксирова-
лась) при неизменных и равных m1, m2. Пределы
изменения m̄1 были от 0 до 1, а относительных
коэффициентов фильтрации k̄1, k̄2 – от 0.5 до 5.

Рис. 7. Снижение фронта промачивания:
1, 3 – t̄m ≥ t̄e; 2, 4 – t̄m = t̄2; 1, 2 – I0 = 15;

3, 4 – I0 = 7.5

Длительная аккумуляция жидкости на поверхно-
сти среды способна заметно ослабить влияние сла-
бопроницаемых слоев на ее впитывание.

При экстренном увлажнении также полезно
знать темп промачивания, положение фронта на-
сыщения, время достижения им оснований отдель-
ных слоев (j = 1, 2..., N − 1), всей толщи te. Эту
информацию просто получить, если известна за-
висимость z̄a(t̄). Расчеты ее проводились для при-
мера I при z̄0j = 0.1 и осадках или выпадавших
вплоть до te, или заканчивавшихся в момент t1. Из
полученных по формулам раздела I при разных Ī0
кривых z̄a(t̄) на рис. 7 ввиду их близости представ-
лены только крайние, соответствующие Ī0 =7.5 и
15. Быстрое начальное снижение фронта промачи-
вания объясняется преобладающим влиянием ка-
пиллярных сил, которые со временем отходят на
второй план. По мере распространения фильтра-
ционного процесса на нижние менее проницаемые
слои движение указанного фронта замедляется из-
за роста сопротивления потоку поровой жидко-
сти со стороны структурного материала. Длитель-
ность осадков слабо сказывается на зависимости
z̄a(t̄), а Ī0 более существенно.

В заключение на примерах выявлялась связь
между временем стояния жидкости на поверхно-
сти среды (момент t̄b) и фильтрационными пара-
метрами ее обоих слоев. Для этого мощность m̄1

и коэффициенты k1, k2 варьировались таким же
способом, как и в примерах из рис. 6. Кривые за-
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Рис. 8. Графики зависимостей t̄b(m̄1), t̄b(k̄1,2):
1, 3 – t̄b(m̄1), 2 – t̄b(k̄1), 4 – t̄b(k̄2);

1 – k̄2 = 0.5, 3 – k̄2 = 1.25

висимости t̄b от m̄1, k̄1, k̄2 показаны на рис. 8.
Продолжительное присутствие свободной жидко-
сти (выше среды) наблюдается только при доста-
точно мощном нижнем слое (m̄2). Если же более
мощным будет верхний хорошопроницаемый слой,
то время t̄b слабо зависит от m̄1 и оказывается
очень малым.

Следует отметить, что для всех примеров здесь
был выбран, как и ранее, единый момент t̄m, кото-
рый соответствует t1 для случая m̄1 = m̄2. Поня-
тно, что уровень H̄m в этот момент тесно связан
с проницаемостью верхней части среды (до поло-
винной глубины) и меняется только, если m̄1 <
0.5. Кроме того, принималось Ī0 = 10, z̄wj = 0.1.
Также и изменение k̄1 (при фиксированном k̄2)
ощутимо отражается на времени существования
жидкости в свободном состоянии, о чем говорит
форма кривой 2 на рис. 8. Вместе с тем изменение
k̄2 в пределах от 0.5 до 5 при m̄2 = 0.5 практически
не отражается на t̄b.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Явление насыщения пористых сред жидкостью,
которая поступает с их поверхности, широко рас-
пространена в природе, мелиоративной и гидро-
технической практике, а поэтому было и оста-
ётся объектом серьeзных экспериментальных и
теоретических исследований. При определенных
условиях, несмотря на сложность физики этого
явления, допускается его относительно простое

формальное описание. Тем самым открываются
весьма большие возможности в обобщении поста-
новки соответствующей математической задачи,
что в свою очередь позволяет добиться лучше-
го соответствия между расчетной и фактической
картинами. Природные пористые среды в своей
верхней части, как правило, сложены из двух-
трех и более слоев. Различия в водно-физических
свойствах этих слоёв нередко бывают значитель-
ными, что существенно сказывается на фильтра-
ционных процессах и, в частности, промачивании
неоднородно-слоистой толщи. При высокой интен-
сивности притока жидкости к среде извне за счет
осадков, поливов образуется слой свободной жид-
кости, который способен, с одной стороны, заметно
ускорить инфильтрационный процесс, а с другой
– обеспечить развитие поверхностного стока.

Опираясь на математическую модель, описыва-
ющую совместно фильтрацию (с полным насыще-
нием) в многослойной пористой среде и баланс
поверхностной жидкости, разработана общая ра-
счетная методика. Она позволяет выполнять на-
дежный прогноз формирования и сработки слоя
жидкости на поверхности среды, расхода инфиль-
трации, проникновения жидкости вглубь неe при
любом количестве слоeв в промачиваемой толще и
в течение всего расчетного периода, то есть при пе-
ремещении фронта насыщения от поверхности то-
лщи до контрольной глубины. Решение, хотя и по-
лучено в неявной форме, но достаточно удобно для
инженерных вычислений. Благодаря введению в
модель специального постоянного или переменно-
го корректива удается, не усложняя еe в принци-
пе, тем не менее, аккуратно учесть действие ка-
пиллярных сил. Проявляется оно вблизи вышеу-
помянутого фронта и в состоянии заметно уско-
рить промачивание среды, замедлить накопление
свободной жидкости, прежде всего, в его началь-
ной стадии. Обстоятельный количественный ана-
лиз промачивания типичных трехслойной, дву-
хслойных, однородных сред доказывает важность
детального изучения и учета структурных особен-
ностей насыщаемых сред, а вместе с тем, свиде-
тельствует о возможности широкого применения
на практике предложенной методики.

Для совершенствования исходной модели и ме-
тодики предполагается в дальнейшем принять во
внимание капиллярную кайму, а затем и гидро-
физические свойства среды, начинающие играть
важную роль при низкой и умеренной интенсив-
ности осадков, а также особых структурах грунта
с чередующимися слабо- и хорошопроницаемыми
слоями.
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