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Исследуется стационарная фильтрация вязкой несжимаемой жидкости в системе, состоящей из канала с проница-
емыми стенками, окруженного неоднородной анизотропной пористой средой. Движение жидкости по каналу и в
среде определяется градиентами гидростатического и осмотического давлений. Задача имеет отношение к течению

жидкости в проводящих путях и тканях листьев растений, а рассматриваемая система является обобщением ци-
линдра Крога для растительной ткани. Путем осреднения исходной системы уравнений получены соотношения для
квазиодномерной модели. Исследованы различные режимы поведения динамической системы при разных параме-
трах модели. Получены выражения для средних по каналу и среде давлений, объемного расхода и концентраций
осмотически активной компоненты.

Дослiджується стацiонарна фiльтрацiя в’язкої нестисливої рiдини в системi, що складається з каналу з прониклими
стiнками, що оточений неоднорiдним анiзотропним пористим середовищем. Рух рiдини по каналi та у середовищi

визначається градiєнтами гiдростатичного й осмотичного тискiв. Задача має вiдношення до течiї рiдини в провiдних
елементах i тканинах листкiв рослин, а розглянута система є узагальненням цилiндра Крога для рослинної тканини.
Шляхом осереднення вихiдної системи рiвнянь отриманi спiввiдношення для квазiодновимiрної моделi. Дослiджено
рiзнi режими поводження динамiчної системи при рiзних параметрах моделi. Отримано вираження для середнiх по
каналу та середовищi тискiв, об’ємної витрати i концентрацiй осмотично активної компоненти.

Stationary filtration of a viscous incompressible liquid in the system consisting of the channel with impermeable walls,
surrounded by the non-uniform anisotropic porous medium is investigated. Movement of the liquid through the channel
and the medium is determined by gradients of hydrostatic and osmotic pressures. The problem is related to the sap flow in

plant leaves. The considered system is a generalization of Krogs’ cylinder for a plant tissue. By averaging the system of the
equations the ratio for quasi-one-dimensional model are received. Various modes of the dynamic system are investigated
at different parameters of the model. Expressions for the averaged pressures, volumetric rates and concentrations of
osmotically active components are obtained.

ВВЕДЕНИЕ

Доставка воды и растворенных в ней веществ к
клеткам растений проводится по проводящим пу-
тям ксилемы, которая образована пучками тонких
полых трубок с пористыми стенками. Жидкость
движется по ксилеме от корней к верхушке ра-
стения за счет перепада гидростатического давле-
ния, создаваемого путем осмотического накачива-
ния жидкости из почвы корнями растения и испа-
рения воды листьями. Отток жидкости из ксилем-
ных путей в ткани происходит через ответвления
проводящего пучка, по свободному пространству
пористых клеточных стенок и от клетки к кле-
тке за счет осмотических процессов [1]. В качестве
движущей силы транспорта жидкости в растениях
в биологии используется понятие водного потенци-
ала Ψ, который имеет смысл химического потен-
циала водного раствора и определяется разностью
химических потенциалов раствора µs и чистой во-
ды µ0 [2]:

Ψ = (V 0
w)−1(µs − µ0), (1)

где V 0
w = Vw/νw – парциальный молярный объем

воды, Vw, νw – объем и число молей воды в раство-
ре. Для чистой воды ΨH2O = 0, а для растворов
Ψ < 0. При этом перемещение воды в растени-
ях происходит в направлении уменьшения водного
потенциала. Накачивание воды из почвы приводит
к увеличению Ψ на входных участках проводящей
системы растения, а испарение воды листьями – к
увеличению концентрации солей и, следовательно,
к снижению величины Ψ на выходе из ксилемы.

По мере продвижения жидкости по листу ее
незначительная часть поглощается клетками, а
большая часть испаряется с внешней поверхности
листовой пластинки и с поверхностей клеточных
стенок, которые обращены в межклетные полости
листа. Растворенные вещества поглощаются кле-
тками, запасаются ими, используются для роста
и регуляции. Процессы массопереноса в растени-
ях неоднократно исследовались в рамках нульмер-
ных моделей, построенных на электромеханиче-
ской аналогии [3, 4] и на основании гидравличе-
ских моделей [5, 6]. Концептуальным для пони-
мания массообмена в тканях растений является
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понятие микроциркуляторной ячейки, которая со-
стоит из проводящего элемента, окруженного кле-
тками ткани, доставка воды и минеральных ком-
понент к которым проводится по этому проводя-
щему элементу [7, 8]. Концепция ячейки как стру-
ктурной единицы строения ткани оказалась весь-
ма полезной при описании массообмена между ка-
пилляром и окружающими клетками в тканях жи-
вотных (цилиндр Крога) [9]. В биологии аналоги-
чным образом вводятся функциональные модули
листа [10]. В ходе развития растения поддержа-
ние баланса между доставкой жидкости по про-
водящей системе и потреблением ее клетками мо-
жет лежать в основе формирования проводящих
систем с оптимальными транспортными свойства-
ми [8, 11]. При этом различные аспекты массооб-
мена в растениях остаются недостаточно исследо-
ванными в рамках моделей механики сплошных
сред. В настоящей работе представлены некоторые
результаты исследования особенностей массообме-
на в микроциркуляторной ячейке листа растения
с учетом гидродинамических и осмотических ме-
ханизмов.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Рассмотрим отдельный проводящий элемент
ксилемы, окруженный клетками листовой пла-
стинки (рис. 1). Толщина листа h = 300− 500 мкм
мала по сравнению с его характерными продоль-
ными размерами 0.001 − 1 м, поперечный размер
проводящего элемента 2a = 20 − 1000 мкм срав-
ним по порядку величины с h. Размеры ячей-
ки для листьев разных типов составляют L ∼
0.005 − 0.1 м, H/L ∼ 0.08 − 0.3 м [12]. Проводя-
щий элемент и клетки листа занимают при этом
области VI = {x ∈ [0, L], y ∈ [−a, a], z ∈ [−h, h]} и
VII = {x ∈ [0, L], y ∈ [−H,−a[∪]a,H ], z ∈ [−h, h]}
соответственно, где (x, y, z) – связанная с ячей-
кой декартова система координат. Будем считать,
что области VI и VII заняты анизотропными пори-
стыми средами с разными пористостями. Вязкая
несжимаемая жидкость (вода) с растворенной в
ней осмотически активной компонентой поступает
в канал и перемещается по нему за счет разницы
гидростатических давлений на входе (P+) и выхо-
де (P−). По мере продвижения жидкость посту-
пает в область VII через пористые стенки канала.
Предположим, что в стенках имеются поры трех
типов: плотно расположенные мелкие ответвле-
ния рассматриваемого проводящего элемента (1-й
тип), поры клеточных стенок (2-й тип), межкле-
точные поры (3-й тип). Диаметры пор разных ти-
пов составляют соответственно d1 = 10− 500 мкм,

d2 = 0.1 − 5 мкм, d3 = 100 − 150 нм [1]. Движение
жидкости по ответвлениям (поры типа 1) опре-
деляется градиентом гидростатического давления
и рассматривается на основе гидравлических мо-
делей [5-8]. Перемещение жидкости в клеточных
стенках и через клеточные мембраны определяе-
тся также осмотическими механизмами и спосо-
бностью живых клеток поддерживать определен-
ную высокую внутриклеточную концентрацию ра-
створенных веществ [13], что обеспечивает движе-
ние жидкости в соответствии с градиентом осмо-
тического давления π в системе [2]. Перемещение
жидкости в средах I, II будем рассматривать как
фильтрацию в анизотропных неоднородных пори-
стых средах, протекающую в соответствии с зако-
ном Дарси, применимость которого к движению
жидкостей по транспортным путям растений не-
однократно исследовалась [14].

По мере перемещения жидкости из области VI в
область VII в последней происходит активное по-
глощение воды и растворенного вещества клетка-
ми. На наружных поверхностях ячейки z = ±h
жидкость испаряется в окружающую среду. Ско-
рость испарения ε( м 3/(c· м 2)) определяется ра-
зницей концентраций водяного пара на испаря-
ющей поверхности cw и в окружающей среде (в
атмосфере) ca, а также суммарным сопротивлени-
ем RΣ (с/м) всех путей перемещения пара (внутри
листа, через поверхности z = ±h и в прилегающем
к листу слое воздуха [2,15]):

ε =
cw − ca
RΣ

=
273ρw

PaT

pw − pa

RΣ

, (2)

где ρw – плотность водяного пара при температуре
T окружающей среды; Pa – атмосферное давление;
pw, pa – давление водяного пара над испаряющей
поверхностью и в воздухе. В соответствии с тер-
модинамической теорией давление пара раствора
нелетучего вещества pw всегда ниже, чем давление
пара чистого растворителя p0 [16]. В соответствии
с законом Рауля

p0 − pw

pw

=
νs

νf

, (3)

где νs и νf – число молей растворенного вещества
и растворителя в растворе. Для совершенных ра-
створов имеем отсюда

pw = p0ν,

где ν = νf/ (νs + νf) – мольная доля растворите-
ля в растворе [16]. В соответствии с выражениями
(2)–(3) испарение с поверхности клеточных стенок
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Рис. 1. Схема микроциркуляторной ячейки листа
растения

определяется концентрацией растворенного веще-
ства. Помимо чисто физических механизмов, су-
ществует также сложное регуляторное влияние
концентраций различных ионов, содержащихся в
растительном соке, на проницаемость клеток и
проводящих элементов [14, 17].

В реальном листе испарение происходит сначала
с поверхностей клеточных стенок в межклетники,
а затем из межклетников через открытые устьица
в атмосферу. У крупных проводящих элементов
испарение происходит непосредственно с их нару-
жных поверхностей, где межклетники отсутству-
ют, поэтому скорости испарения εI,II с поверхно-
стей сред I и II, вообще говоря, разные. Обычно
считают, что в межклетниках находится насыщен-
ный водяной пар, так что влажность воздуха βw

в межклетниках зависит только от температуры
βw = βw (T ), и можно положить [15]:

ε = ρaϑ
βw − β0

R2 + R3

, (4)

где β0 – влажность воздуха в атмосфере, которая
при заданной температуре T принимается посто-
янной; R2,3 – сопротивления устьиц и приповерх-
ностного слоя воздуха; ρa – плотность воздуха;
ϑ – геометрический коэффициент [15]. При этом
используются известные аппроксимации βw (T ) и
зависимости R3 от скорости ветра. При модель-
ных расчетах скорости транспирации использую-
тся также эмпирические зависимости

ε =
k1D

k2D+ k3 + h
+ k4, (5)

где D = De/Di – отношение коэффициентов диф-
фузии водяного пара в слое воздуха у листовой
поверхности De и в межклетниках Di, k1−3 – по-
стоянные, известные из сравнения теоретических
расчетов с экспериментальными данными [18].

Уравнения движения жидкости и растворенно-
го вещества в областях, заполненных средами I и
II, представлены уравнениями неразрывности, за-
коном Дарси и уравнениями баланса для концен-
траций C, b растворенного вещества в областях VI

и VII соответственно:
в области VI :

∂U

∂x
+
∂V

∂y
+
∂W

∂z
= 0,

U = −Kx

µ

∂P

∂x
,

V = −Ky

µ

∂P

∂y
,

W = −Kz

µ

∂P

∂z
,

∂C

∂t
+

∂

∂x
(CU) +

∂

∂y
(CV ) +

∂

∂z
(CW) =

= Dc

(

∂2C

∂x2
+
∂2C

∂y2
+
∂2C

∂z2

)

;

(6)

в области VII :

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0,

u = −kx

µ

(

∂p

∂x
− ζ

∂π

∂x

)

,

v = −ky

µ

(

∂p

∂y
− ζ

∂π

∂y

)

,

w = −kz

µ

(

∂p

∂z
− ζ

∂π

∂z

)

,

∂b

∂t
+

∂

∂x
(bu) +

∂

∂y
(bv) +

∂

∂z
(bw) =

= Db

(

∂2b

∂x2
+
∂2b

∂y2
+
∂2b

∂z2

)

− qb,

(7)

где (U, V,W ) и (u, v, w) – компоненты скорости
движения воды; P, p – гидростатические давле-
ния; (Kx, Ky, Kz) и (kx, ky, kz) – проницаемости в
направлении соответствующей оси координат для
областей I и II ; π – осмотическое давление в обла-
сти II; µ – вязкость; Db, Dc – коэффициенты диф-
фузии растворенного вещества в средах; qb – ско-
рость поглощения растворенного вещества клетка-
ми; ζ – коэффициент избирательности [2], характе-
ризующий проницаемость стенки для растворен-
ного вещества. Для проницаемой стенки ζ = 0 и
течение жидкости определяется только гидроста-
тическими факторами. Для непроницаемой стен-
ки ζ = 1 и осмотические механизмы значимы на-
равне с гидродинамическими. Величина ζ зависит
от типа (диаметра) пор и степени связывания ра-
створенного вещества клеточной стенкой. Так, на
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границе раздела ксилема-клетка ζ ∼ 0.5 для ми-
неральных компонент [19] и ζ = 0.7− 0.8 – для ор-
ганических [2]. Поглощение вещества с последу-
ющим связыванием воды также происходит и в
стенках ксилемы, но количество связанного веще-
ства, по-видимому, мало по сравнению с поглощен-
ными клетками [17], поэтому в уравнении баланса
(6) оно в представленной модели не учитывается.

Краевые условия зададим в виде:
область VI :

x = 0 : C = C+ , P = P+,

x = L : C = C− , P = P−,

z = 0 ; y = 0 : V = 0 , W = 0,

y = ±a : U = 0 , W = 0 , V = ±Vf ,

z = ±h :
∂C

∂z
= 0 , W = εI

±
,

t = 0 : C = C0(x, y, z);

(8)

область VII :

x = 0 ; L :
∂b

∂x
= 0 ,

∂p

∂x
= 0,

y = ±H :
∂b

∂y
= 0 ,

∂p

∂y
= 0,

z = ±h :
∂b

∂z
= 0 , w = εII

± ,

t = 0 : b = b0(x, y, z),

(9)

где Vf – скорость оттока жидкости из области I
в область II через общую поверхность y = a; εI –
скорость транспирации на поверхностях области I;
εII
± – скорости транспирации на верхней и нижней

поверхностях области II; C0 и b0 – известные на-
чальные распределения растворенного вещества в
областях I и II; C± – концентрации в начальном
и конечном сечениях проводящего элемента. Вве-
дение различных скоростей транспирации на по-
верхностях z = h и z = −h позволит учесть разли-
чное расположение устьиц у разных видов расте-
ний (или только на нижней (верхней) поверхности
листовой пластинки, или на обеих поверхностях).
Скорость транспирации значительно выше на по-
верхности, содержащей большее число устьиц [1].

Для скорости оттока Vf в соответствии с зако-
ном Старлинга, который используется для описа-

ния транспорта жидкости в тканях животных [9]
и растений [20], примем:

Vf = ξ1 (P − p− ζs (Π − π)), (10)

где ξ1 – проницаемость стенки проводящего эле-
мента для воды; ζs – коэффициент отражения,
соответствующий проницаемости стенки для ра-
створенных веществ; Π – осмотическое давление в
области I. В общем случае ζs 6= ζ [19].

Зависимости εI , εII , qb от своих параметров дол-
жны быть заданы на основе соотношений (2)–(5)
и эмпирических данных и удовлетворять услови-
ям баланса потоков поступающей и испаряемой
жидкости, поступающего и поглощенного клетка-
ми растворенного вещества:

h
∫

−h

dz

a
∫

−a

(

U+ − U−
)

dy = 2

a
∫

−a

dy

L
∫

0

εIdx+

+2

H
∫

a

dy

L
∫

0

(

εII
+ + εII

−

)

dx,

h
∫

−h

dz

a
∫

−a

(

C+U+ − C−U−
)

dy =

= 2

h
∫

−h

dz

H
∫

a

dy

L
∫

0

qbdx.

(11)

Система уравнений (6)–(7) с граничными усло-
виями (8)–(9) и соотношениями (2)–(3), (10), (11)
представляет собой связанную задачу о движении
жидкости в модели, которая представляет собой
обобщение цилиндра Крога [9] на случай расти-
тельной ткани. Решение задачи может быть прове-
дено численными методами при задании числовых
значений всех параметров. Поскольку надежные
данные о проницаемостях Kj , kj, j = 1 − 3, ξ1 и
коэффициентах избирательности ζ, ζs, а также о
распределениях C0 (x, y, z), b0 (x, y, z), qb (t, x, y, z)
отсутствуют, то имеет смысл получить и исследо-
вать вначале модель с сосредоточенными параме-
трами, в которую будут входить величины, осре-
дненные по объему системы. Значения осреднен-
ных параметров поддаются оценке из результатов
различных экспериментов, связанных с измерени-
ем транспирации и скорости перемещения жидко-
сти по проводящим путям растений при различ-
ных водных режимах.
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2. ВЫВОД СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ ДЛЯ
МОДЕЛИ С СОСРЕДОТОЧЕННЫМИ ПАРА-
МЕТРАМИ

Поскольку h << {H,L}, то можно прове-
сти осреднениe уравнений (6)–(7) по коор-
динате z и получить соотношения для па-
раметров, осредненных по толщине пластин-
ки. Проинтегрируем уравнения (6)–(9), вво-
дя средние по толщине пластинки значения

< F (t, x, y) >z=
1

2h

h
∫

−h

F (t, x, y, z) dz неизвестных

величин F = {U, V, P, C, u, v, p, b} модели. Учи-
тывая малость концентраций C, b растворенного
вещества (4.6–7.2 ммоль/л [1]), будем считать, что
< CVj >=< C >< Vj >,< bvj >=< b >< vj >. То-
гда после осреднения выражений (5)–(6) получим
следующие уравнения (знаки осреднения у пере-
менных опущены):

область VI :

∂U

∂x
+
∂V

∂y
= − 2

h
εI ,

U = −Kx

µ

∂P

∂x
, V = −Ky

µ

∂P

∂y
,

χI

∂C

∂t
+

∂

∂x
(CU) +

∂

∂y
(CV ) =

= χIDC

(

∂2C

∂x2
+
∂2C

∂y2

)

;

(12)

oбласть VII :

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= − 1

h

(

εII
+ + εII

−

)

,

u = −kx

µ

(

∂p

∂x
− ζRT

∂b

∂x

)

,

v = −ky

µ

(

∂p

∂y
− ζRT

∂b

∂y

)

,

χII

∂b

∂t
+

∂

∂x
(bu) +

∂

∂y
(bv) =

= χIIDb

(

∂2b

∂x2
+
∂2b

∂y2

)

− qb,

(13)

где χI , χII – соответствующие линейные пори-
стости; R – газовая постоянная. Здесь приня-
то, что в соответствии с уравнением Вант-Гоффа
для слабоконцентрированных совершенных ра-
створов π = RTb, Π = RTC. Краевые условия
(8)–(9) примут вид:

oбласть VI :

Рис. 2. Схема двумерной микроциркуляторной
ячейки

x = 0 : C = C+ , P = P+,

x = L : C = C− , P = P−,

y = ±a : U = 0 , V = ±Vf ,

t = 0 : C = C0 (x, y);

(14)

oбласть VII :

x = 0;L :
∂b

∂x
= 0 ,

∂p

∂x
= 0,

y = ±H :
∂b

∂y
= 0 ,

∂p

∂y
= 0,

t = 0 : b = b0 (x, y).

(15)

После задания всех функций и значений в
условиях (14)–(15) двумерная связанная задача
(12)–(15) может быть решена численными мето-
дами, например, методом сеток [21]. Соответству-
ющая схема плоской микроциркуляторной ячей-
ки представлена на рис. 2. Аналогичная уравнени-
ям (12)–(15) гидравлическая модель, не учитыва-
ющая осмотические эффекты, была исследована в
работе [7].

Принимая во внимание, что H/L ≤ 1, пред-
полагая, что ячейка симметрична относительно
оси 0x, и осредняя уравнения (12)–(13) по ко-
ординате y, можно получить соответствующие
квазиодномерные уравнения для средних зна-

чений < F (t, x) >y=
1

a

a
∫

0

F (t, x, y) dy (область I)

и < f (t, x) >y=
1

H − a

H
∫

a

f (t, x, y) dy (область II)

Н.Н. Кизилова 37



ISSN 1561 -9087 Прикладна гiдромеханiка. 2005. Том 7, N 2. С. 33 – 43

параметров F = {U, P, C}, f = {u, p, b} из урав-
нений (11)–(14). Аналогичные квазиодномерные
соотношения для случая цилиндрической симме-
трии (в тканях животных) были найдены в [22].
Интегрируя уравнения (12)–(15), получаем следу-
ющую систему уравнений и граничные условия
(знаки осреднения опущены):

область VI :

∂U

∂x
= −1

a
Vf − 2

h
εI ,

U = −Kx

µ

∂P

∂x
,

χI

∂C

∂t
+

∂

∂x
(CU) = χIDc

∂2C

∂x2
−

−Jc −
1

a
CVf ;

(16)

область VII :

∂u

∂x
=

1

H − a
Vf − 1

h

(

εII
+ + εII

−

)

,

u = −kx

µ

(

∂p

∂x
− ζRT

∂b

∂x

)

,

χII

∂b

∂t
+

∂

∂x
(bu) = χIIDb

∂2b

∂x2
−

−Jb − qb +
bVf

H − a
,

(17)

где χI , χII – просветности сред I и II на по-

перечном сечении x = const; Jc = −χIDc

a

∂C

∂y

∣

∣

∣

∣

y=a

,

Jb = −χIIDb

H − a

∂b

∂y

∣

∣

∣

∣

y=a

– диффузионные потоки ра-

створенного вещества через поры 2-го и 3-го типов.
Краевые условия примут вид:

oбласть VI :

x = 0 : C = C+ , P = P+,

x = L : C = C− , P = P−,

t = 0 : C = C0 (x);

(18)

oбласть VII :

x = 0;L :
∂b

∂x
= 0 ,

∂p

∂x
= 0,

t = 0 : b = b0 (x).

(19)

Если значения всех величин в условиях (18)–
(19) и параметров сред в уравнениях (16)–(17)

известны из экспериментов, то задача (16)–(19)
может быть решена. Если же измерение про-
странственных (квазиодномерных) распределений
C0, b0 недоступно, то из (16)–(19) можно получить
модель с сосредоточенными параметрами. При по-
строении таких моделей пренебрегают пространс-
твенным распределением неизвестных величин и
считают, что все параметры постоянны по обла-
сти и равны своим средним значениям. В приме-
нении к рассматриваемой модели это означает, что
давления и концентрации растворенных веществ в
областях I, II являются функциями только време-
ни, а разница давлений определяет соответствую-
щие потоки массы. Аналогичная нульмерная мо-
дель была получена путем интегрирования ква-
зиодномерных уравнений для микроциркулятор-
ной ячейки тканей животных [9]. Исследование
моделей с сосредоточенными параметрами пред-
ставляет значительный интерес, поскольку для
функционирующих биологических систем опреде-
ление начальных распределений параметров по
объему ткани недоступно, тогда как измерение
концентраций и давлений в разных точках тка-
ни позволяет судить об их средних значениях и
изменении средних значений во времени или в
ответ на внешний физический или биохимиче-
ский стимул. Проводя интегрирование и вводя сре-
дние по объему областей значения неизвестных

< F (t) >x=
1

L

L
∫

0

F (t, x) dx, получим из (16)–(19)

и оставшихся неиспользованными условий в (8) и
(11) следующую систему для средних по областям
параметров {P, C, p, b} (знаки осреднения опуще-
ны):

Q+ −Q− = ξ1L (P − p)−

−ξ1ζRTL (C − b) +
2aL

h
εI ,

(20)

Q = Y
(

P+ − P−
)

, (21)

LχI

dC

dt
= C+U (0) −C−U(L) − Lξ2(C−

−b) − ξ1LC

a
(P − p) +

ξ1ζRTL

a
C(C − b),

(22)

hξ1 (P − p − ζRT (C − b)) =

= (H − a)
(

εII
+ + εII

−

)

,

(23)

Ω = y (p|x=0
− p|x=L + ζRT (b|x=L − b|x=0

)),
(24)
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χII

db

dt
=

ξ1b

H − a
(P − p− ζRT (C − b))+

+ξ3 (C − b) − qb,

(25)

2ah (U (0) − U (L)) = L
(

2aεI+

+ (H − a)
(

εII
+ + εII

−

))

,

(26)

a
(

C+U (0) −C−U (L)
)

= L (H − a) qb, (27)

где Q+ = aU (0), Q− = aU (L); Q = aU ,
Ω = (H − a)u – объемный расход жидкости в ка-
нале и в ячейке; Y = aKx/(µL), y = (H−a)kx/(µL)
– гидравлические проводимости канала и ячей-
ки; χI , χII – пористости сред I и II. Поскольку
перенос растворенного вещества через поры 2-го
и 3-го типа определяется скачком концентраций
вещества по разные стороны границы раздела
сред, физически имеющей некоторую малую
толщину δ (равную, например, толщине клето-
чной мембраны), то выражения для потоков Jc,b

можно преобразовать в соответствии с законами
массопереноса через мембраны, заменяя прои-
зводные соответствующими отношениями при-
ращений: Jc,b = ξ2,3 (C − b), где ξ2 = χIDc/ (aδ),
ξ3 = χIIDb/ ((H − a) δ) – проницаемости пор 2-го
и 3-го типов. По данным [23] ξ2,3 отличаются в
1.3–1.7 раза в зависимости от направления потока
вещества (в клетку или из клетки).

Уравнение (20) показывает, что поступающая по
каналу жидкость оттекает в ячейку и испаряется
с наружных поверхностей z = ±h канала. Уравне-
ния (21) и (24) являются аналогами закона Пуа-
зейля для канала и ячейки. Уравнение (22) пока-
зывает, что концентрация растворенного в кана-
ле вещества увеличивается за счет конвективного
переноса с потоком поступающей в канал жидко-
сти и уменьшается за счет диффузионного и кон-
вективного переноса через стенку канала в ячей-
ку. Уравнение (23) показывает, что поступающая в
ячейку жидкость испаряется с поверхности ячей-
ки. Уравнение (25) описывает динамику концен-
трации вещества в ячейке, которая определяется
притоком из канала и поглощением в ячейке. Со-
отношения (26)–(27) описывают баланс жидкости
и вещества, поступающего в ячейку из канала за
счет конвективного и диффузионного переноса и
поглощаемого в объеме ячейки. Начальные усло-
вия задачи (20)–(27) имеют вид:

t = 0 : C = C0 , b = b0. (28)

Уравнения (20), (22), (24)–(25) представляют
собой замкнутую систему обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений с начальными условиями

(28) для осредненных величин {P, p, C, b}. После
решения системы средние значения скоростей те-
чения U, u и объемные расходы Q, Ω могут быть
определены из соотношений (21), (23).

3. ИССЛЕДОВАНИЕ МОДЕЛИ С СОСРЕДО-
ТОЧЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ

Выразив из уравнения (23) и подставив в (22),
(25) выражение для P − p, получим два обыкно-
венных дифференциальных уравнения для опре-
деления концентраций C, b:

χI

dC

dt
= −

(

(

εII
+ + εII

−

)

(H − a)

ah
+ ξ2

)

C+

+ξ2b+
I2

2ahL
,

(29)

χII

db

dt
= ξ3C +

(

εII
+ + εII

−

h
− ξ3

)

b− qb. (30)

Если параметры модели не зависят явно от вре-
мени, а транспирация определяется разницей тем-
ператур в соответствии с выражениями (4), (5),
то можно получить стационарное решение систе-
мы (29)–(30):

C∗ =
1

Φ

(

I2
(

εII
+ + εII

−

)

+ 2ah2Lξ2qb

)

,

b∗ =
1

Φ

(

2qbL
((

εII
+ + εII

−

)

(H − a)−

− I2ξ3 − ahξ2)) ,

Φ = 2L
(

εII
+ + εII

−

) ((

εII
+ + εII

−
− ξ3h

)

×

× (H − a) + ahξ2) .

(31)

Систему (29)–(30) можно преобразовать к ма-
тричному виду:

d

dt

(

C
b

)

=

(

A11 A12

A21 A22

)(

C
b

)

+

(

B1

B2

)

.

Тогда поведение динамической системы (29)–
(30) определяется собственными значениями ма-
трицы Aik. Дискриминант D квадратного уравне-
ния det |A− λE| = 0, где E – единичная матрица
суть:
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D =

(

(

εII
+ + εII

−

)

(H − a)

ahχI

+
ξ2
χI

+

+
ξ3
χII

)2

+
2I2ξ2
ahχ2

I

.

(32)

Таким образом, D > 0 и собственные значения
A вещественны и различны, причем

λ1,2 =
1

2

(

−
(

εII
+ + εII

−

)

(H − a)

ahχI

− ξ2
χI

+
ξ3
χII

±
√
D

)

.

Решение системы (29)–(30) имеет вид:

C = C∗ + s1 exp (t/τ1) + s2 exp (t/τ2),

b = b∗ + s3 exp (t/τ1) + s4 exp (t/τ2),

где τj = λ−1
j – времена релаксации; sj – константы,

подлежащие определению из начальных условий.
Если λ1 > 0, λ2 < 0, то фазовый портрет в пло-

скости (C, b) представляет собой неустойчивое се-
дло, а при λ1,2 < 0 – устойчивый узел. Дальней-
ший детальный анализ решения системы (29)–(30)
может быть проведен путем численных расчетов.

В случае, если проницаемости пор ξ2,3 малы и
диффузионным транспортом через стенку можно
пренебречь по сравнению с конвективным, из сис-
темы (31)–(32) с учетом (28) получим:

C = C∗ + (C0 −C∗) exp (−t/τ),

b = b∗ + (b0 − b∗) exp (−t/τ ),

τ =
ahχI

(

εII
+ + εII

−

)

(H − a)
,

C∗ =
I2

2L (H − a)
(

εII
+ + εII

−

) ,

b∗ =
qbh

εII
+ + εII

−

.

(33)

Если растворенное вещество, поступающее с по-
током жидкости в область I, полностью погло-
щается в области II, то из (27) следует, что
I2 = 2hL (H − a) qb и тогда стационарные значе-
ния концентраций C∗, b∗ совпадают, что и следо-
вало ожидать.

Другой предельный случай в задаче связан с
равенством нулю транспирационных потоков, что
практически имеет место у растений в ночные ча-
сы. Полагая εII

± = 0, получаем решение (28)–(30)

в виде (33) при τ = (ξ2 + ξ3)
−1

, причем стационар-
ное решение C∗−b∗ = I2/(2ahLξ2) достигается при
условии ξ2/ξ3 = (H − a)/a.

Подставляя полученные значения C (t) , b (t) в
(23), получаем выражение для перепада средних
по областям гидростатических давлений:

P − p =
(H − a)

(

εII
+ + εII

−

)

hξ1
+ ζRT (C − b). (34)

В случае ξ2,3 ∼ 0 с учетом (33) имеем:

P − p =
I2 − 2L (H − a)hqb

2L (H − a)
(

εII
+ + εII

−

) (1 − exp (−t/τ ))+

+ (C0 − b0) exp (−t/τ ) .

При этом со временем давления в системе будут
стремиться к своим стационарным значениям, так
что

P − p→ I2 − 2L (H − a)hqb

2L (H − a)
(

εII
+ + εII

−

) .

Если приток растворенного вещества уравнове-
шивается поглощением в области II, то P − p→ 0,
а в противном случае между областями I и II
устанавливается постоянный перепад концентра-
ций растворенного вещества и гидростатических
давлений. При εII

± = 0 получим соответственно:

P − p =
ζRTI2
2ahLξ2

,

то есть при отсутствии транспирации в системе
устанавливается перепад давлений, который зави-
сит от соотношения между конвективным прито-
ком I2 компоненты и ее диффузионным транспор-
том из области I в область II.

Подставляя полученные выражения в (20), по-
лучим соотношение для объемного расхода в си-
стеме:

Q+ −Q− =
(H − a)L

(

εII
+ + εII

−

)

h
+

2aL

h
εI , (35)

которое имеет место при условии сбалансирован-
ности притока-оттока жидкости и растворенной
компоненты.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ
И ОБСУЖДЕНИЕ

Подводя итоги анализа модели применительно
к транспорту жидкости по главной жилке и
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листовой пластинке листьев двудольных растений
умеренной зоны, используем следующие значения
для размеров пластинки и проводящего элемента
L,H, a, h и скоростей перемещения жидкости
по сосуду V ∗: L = 1–10 см, H = 1–5 см, h =
200–2000 мкм, a = 1–2 мм, V ∗ = 5–100 см/час
по данным [1, 2, 18] и V ∗ = (0.03− 1.7) · 10−4 м/с
по данным [24]. Проводимость ксилемных путей
в стеблях растений K = (1 − 10) · 10−14 м2 [2].
Аналогичный порядок проводимости можно
получить при вычислениях по формулам [25]
для пористых сред с заданной пористостью
и размером пор, которые соответствуют про-
светности на поперечных срезах листьев [26].
Проводимость клеточных путей по данным
[23] составляет ξ = (4.9 − 6.4) · 10−8 м/(Па · с)
и ξ = (1.6− 2.7) · 10−8 м/(Па · с) для моло-
дых и старых листьев соответственно. По
данным [25] ξ = 10−13 − 10−9 м/ (Па · с) и
ξ = 10−11 − 10−8 м/ (Па · с) для мембра-
ны клетки и вакуоли. На границе раздела
ксилема-клетка ξ = 2.5 · 10−14 м/ (Па · с) [19].
Характерные значения водного потенциала
ψ в листьях растений ψ ∈ [−4;−0.5] МПа,
в корнях ψ ∈ [−0.2;−0.02] МПа, в почве
ψ ∈ [−0.1;−0.01] МПа [27], у некоторых ви-
дов растений – вплоть до -10 МПа [2]. Градиент
водного потенциала ∇ψ составляет 0.08 МПа/м
в лианах, 0.27 МПа/м между стволом и ли-
стьями, 0.2 МПа/м вдоль отдельных ветвлений
проводящей системы листа [4]. Гидростатическое
давление в ксилеме листьев p = - 0.7– 0 МПа
[4, 5]. Градиент гидростатического давления
вдоль стебля растения ∇P (1 − 5) · 104Па/м
[2]. Скорость транспирации у разных растений
ε = (3 − 7) · 10−8 м/с [28]. Характерные значе-
ния осмотического давления в клетках корня и
надземных органов растения составляют Π =
= 0.3–1.2 МПа и Π = 1–15 МПа [1]. Из всех
минеральных и органических компонент кси-
лемного сока наибольшие концентрации имеют
ионы K+, Na+, причем [K+] = 2.4–4.6 ммоль/л,
[Na+] = 2.2–2.6 ммоль/л [1]. Суммарное со-
противление путей перемещения пара в листе
RΣ = 2 · (103 − 104) с/м [2]. Используя эти данные
и соотношения (26)–(27), получим следующие
оценки для динамических параметров модели:
ξ2,3 = 10−3–10−2 c −1, εI ∼ 10−10–10−8 м/c,
εII ∼ 10−9 − 10−7 м/c, I1 ∼ 10−8 − 10−6 м 3/c,
I2 ∼ 10−14 − 10−13 м 3/c, qb 10−10 − 10−8 c−1.
Результаты расчетов решения системы (28)–
(30) и стационарных значений (31) показали,
что при вариации разных параметров моде-
ли в выбранных диапазонах значений система

Рис. 3. Фазовый портрет системы (28)–(30) при
значениях параметров, соответствующих средним

значениям из соответствующих диапазонов

Рис. 4. Зависимости C (t◦) (кривые 1–3) и b (t)
(кривые 4–6) при одних и тех же значениях

параметров модели и начальных концентрациях:
C0 = 0.01, b0 = 0.005 (кривые 1, 4),
C0 = 0.003, b0 = 0.008 (кривые 2, 5),
C0 = 0.005, b0 = 0.01 (кривые 3, 6)

достаточно быстро приходит к стационарным
значениям концентраций. Характерный фазовый
портрет и зависимости C (t◦) , b (t◦), где t◦ = t/T
– безразмерное время, T = 5 ч, C0 − b0 = 0.005,
приведены на рис. 3-4.

В указанных физиологических диапазонах
изменения параметров модели получены только
случаи λ1,2 < 0, соответствующие устойчивой
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динамике системы (28)–(30). При достаточно
больших значениях начальной концентрации b0
растворенного вещества в области II вначале
наблюдается некоторое увеличение значений
b (кривая 4 на рис.4), связанное с транспира-
цией жидкости с поверхностей области II и с
преобладанием конвективного транспорта над
осмотическим. Время релаксации концентраций
тем больше, чем больше их начальные значения
по сравнению со стационарными (кривые 1, 4 на
рис. 4). Если начальные значения меньше ста-
ционарных, равновесие устанавливается быстрее
(кривые 5, 6 на рис. 4). Это связано с тем,
что высокие начальные значения концентраций
стимулируют соответствующие потоки на границе
между средами с разными свойствами. В качестве
иллюстрации результаты расчетов безразмерных
времен τ◦1,2 = τ1,2/t

◦ от безразмерной транспира-

ции ε◦
±

= εII
±
/ε◦, ε◦ = 10−8 м/c приведены на рис.

5 для общего случая εII
± 6= 0, ξ2,3 6= 0. На процесс

установления концентраций влияют не только
различие пористостей проводящего элемента и
окружающих тканей, но и ряд других параметров:
относительный размер области (H − a) /a, отно-
сительная толщина пластинки a/h, безразмерный
параметр

(

εII
+ + εII

−

)

/ (hξ3), который отражает
соотношение транспирации и диффузионного
транспорта. Компьютерное моделирование раз-
личных режимов поведения системы (31)–(33)
по данным экспериментальных измерений для
листьев с заданной геометрией и механическими
свойствами материалов проводящего элемен-
та и основной ткани листа позволит описать
кинетику процесса и рассчитать стационарные
распределения концентраций.

Расчеты по формулам (34)–(35) позволяют
всесторонне исследовать зависимости P − p и
Q+ −Q− от параметров модели. Следует отме-
тить, что значения ε = εI + εII

+ + εI
− могут быть

получены в ходе экспериментальных исследова-
ний, в то время как оценка значений εI , εII

+ , ε
I
−

тре-
бует знания особенностей транспирации с верхней
и нижней поверхностей листа, что возможно толь-
ко при постановке специальных экспериментов в
камере давления, например, когда нижняя (верх-
няя) часть листовой пластинки смазывается веще-
ством, закупоривающим устьица. В современной
литературе отсутствуют данные о подобных экспе-
риментах. Однако на основе проведенных расче-
тов можно, учитывая зависимости (33)–(35), оце-
нить соотношение

(

εII
+ + εI

−

)

/εI и использовать
его для оценки скорости транспирации по резуль-
татам измерения значений C∗ − b∗ и Q+ −Q−.

Рис. 5. Зависимости τ◦1,2 (ε◦). Кривые 1–4
соответствуют значениям 0.6, 0.5; 0.7, 0.4; 0.8, 0.3;

0.9, 0.1 соответственно

Рассмотренная модель (20)–(28) должна быть
дополнена зависимостями εI,II (C, b) и I2 (t), ко-
торые отражают систему обратных связей в лис-
те растения, что составит предмет дальнейших ис-
следований.
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