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У межах моментної MZS-моделi першого та другого порядкiв виконано оцiнки аку-
стичних ефектiв, породжених взаємодiєю кiлькох когерентних вихрових структур
мiж собою. У MZS-моделi першого порядку вони описуються вихровими точками, а
в моделi другого порядку – вихорами Кiрхгофа. Звуковi поля як результат вихрової
взаємодiї розраховуються в межах акустичної аналогiї Лайтхiлла в формулюваннi
Пауелла. Показано, що їхнi характеристики суттєвим чином залежать вiд поряд-
ку моментної моделi, яка описує вихровi структури. Дослiджуються лише пружнi
взаємодiї. Це дозволяє видiлити в акустичному спектрi смуги, якi виникають вна-
слiдок ускладнення моментної моделi. При описi когерентних структур точковими
вихорами спектр звукового поля характеризується однiєю частотною смугою, яка
вiдтворює рух центрiв завихреностi (великомасштабнi вихровi рухи). Урахування
внутрiшньої динамiки вихорiв при переходi до елiптичної моделi призводить до роз-
ширення спектру. Внаслiдок цього зростає рiвень розрахованого звукового поля,
яке генерується при взаємодiї таких вихрових структур. При цьому бiльш низь-
кочастотна смуга вiдтворює рух центрiв завихреностi плям, а високочастотна –
внутрiшню динамiку завихреностi. Показано, що великомасштабнi рухи вихрових
плям можна моделювати точковими вихорами за тiєї умови, що звуковий спектр
вихрових плям чiтко подiлений на смуги, а низькочастотнi смуги таких систем ма-
ють близьку ширину. Неврахування внутрiшньої вихрової динамiки при побудовi
звукового джерела призводить до суттєво занижених оцiнок рiвня звукового поля.

КЛЮЧОВI СЛОВА: когерентна вихрова структура, MZS-модель, точковий ви-
хор, вихор Кiрхгофа, акустична аналогiя Лайтхiлла, флуктуацiї звукового тиску,
амплiтудно-частотний спектр

273



ISSN 2616-6135. ГIДРОДИНАМIКА I АКУСТИКА. 2022. Том 2(92), № 3. С. 273273–299299.

1. ВСТУП

Дослiдження шумiв, що генеруються течiєю, мають самостiйний науковий iнтерес;
отриманi результати застосовуються в багатьох iнженерних областях. В обчислювальнiй
аероакустицi (CAA – computer aeroacoustics), яка отримала свiй розвиток на початку
1990-х рокiв, iснують два основних напрямки [11,22]:

• чисельний розрахунок системи рiвнянь Нав’є–Стокса, що описує повну течiю рi-
дини (comprehensive CAA);

• гiбгидний чисельний пiдхiд (hybrid CAA), в якому сама течiя обчислюється чи-
сельно чи описується в межах вихрової моделi, при цьому дальнє звукове поле
розраховується методом акустичної аналогiї чи методом зрощуваних асимптоти-
чних разкладань (ЗАР).

Гiбриднi пiдходи об’єднують чисельнi схеми та моделi рiзних рiвней складностi (напри-
клад, [33,44]). Точнiсть розрахункiв звукового поля суттєвим чином залежить вiд ступеню
наближеностi вихрової моделi до реальної течiї. Гибриднi пiдходи застосовують при ма-
лих та помiрних числах Маха (M < 1), коли є слушною умова щодо невзаємодiї вихрової
течiї та звуку, що нею породжується.

Серед усiх вихрових структур течiї найбiльш ефективно перетворюють енергiю сво-
єї взаємодiї в енергiю звукових хвиль когерентнi вихровi структури [55]. Когерентна
вихрова структура є зв’язаною великомасштабною масою рiдини, завихренiсть всере-
динi якої є скорельованою щодо фази по всiй її просторовiй протяжностi. Час iснування
такої структури є великим в порiвняннi з перiодом її обертання. Такi структури можуть
iснувати в течiї як iзольовано (наприклад, спiральний вихор), так i поряд з iншими схо-
жими структурами (наприклад, завитки, кiльця, плями та iнше). Згiдно з органiзацiєю
когерентної вихрової структури [55], звуковий спектр вiд вихрової течiї, що сформова-
на навiть декiлькома когерентними вихровими структурами, є розподiленим вздовж
певної частотної смуги: бiльш низькi частоти спектру вiдповiдають великомасштабним
вихровим рухам (рухи центрiв завихреностi плям), бiльш високi частоти обумовленi
внутрiшньою вихровою динамiкою.

Низка модельних пiдходiв була запропонована щодо опису динамiки когерентних
вихрових структур [66–88], наприклад, вихровi методи, зокрема, метод контурної динамi-
ки [99] та iнше. У вихрових методах когерентнi плями завихреностi моделюються низ-
кою вихрових елементiв з недеформовним (точковi вихори, вихори Ренкiна (Rankine,
1858 р.)) (див. посилання в [88,1010]) або деформовним вихровим ядром [77] (вихори Кiрх-
гофа (Kirchhoff, 1876 р.), вихори з гауссiвським розподiленням завихреностi [44] i таке
iнше).

Концепцiя точкових вихорiв, яка є класичною в механицi двовимiрної нестисливої рi-
дини, була запропонована Гельмгольцем (H. Helmholtz) в 1858 р. (див. посилання в [1111]).
До переваг такого пiдходу треба вiднести алгоритмiчну простоту, ефективнiсть подан-
ня, можливiсть в низьцi випадкiв використовувати аналiтичний опис. Модель точкових
вихорiв застосовується при моделюваннi широкого класу нестисливих зсувних течiй, а
саме: нев’язких двовимiрних сконцентрованих вихрових структур; при дослiдженнi лi-
нiйної та нелiнiйної стiйкостi та в задачах адвекцiї [1212–1818]; при дослiдженнi динамiчних
систем [1919]. Професор В. В. Мелешко в своїх працях актуалiзував використання такої
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класичної моделi при описi вихрових течiй. Зокрема, в роботах [2020, 2121] було запропо-
новано моделювати диполярнi вихровi структури Лемба (Lamb), якi спостерiгаються в
експериментах, за допомогою точкових вихрових пар разом iз областями потенцiйної рi-
дини – «атмосферами», що супроводжують пари. Незважаючи на певну схематичнiсть,
модель точкових вихорiв вiдтворює такi властивостi реальних вихрових структур, як
злиття вихорiв [2222–2424] та хаотизацiя [1313,2424]. Можливiсть опису злиття вихорiв в межах
такої моделi особливо важлива, оскiльки цей процес є основним при формуваннi нових
масштабiв в течiї. Численна бiблiографiя щодо дослiдження точкових вихорiв мiститься,
наприклад, в [1313,2525]. Моделювання реальних вихорiв сингулярними точковими вихора-
ми добре вiдтворює великомасштабнi рухи (рухи центрiв завихреностi вихорiв), проте
достатньо грубо описуються напруження в течiї внаслiдок неврахування внутрiшньої
динамiки реальних вихрових структур [1212].

Меландер, Забускi, Стишек запропонували описувати вихрову взаємодiю за допомо-
гою моментної моделi, вiдомої як MZS-модель (M. V. Melander, N. J. Zabuzky, A. S. Sty-
czek, 1986 р.) [77]. В такiй моделi вихрова пляма постiйної завихреностi в iдеальнiй рiди-
нi цiлком визначається еволюцiєю свого центру завихреностi та моментiв iнерцiї площi
поперечного перерiзу. Моментнi моделi широко застосовуються, зокрема, при побудовi
математичних моделей для прогнозування клiмату [2626]. Моментнi моделi займають про-
мiжне мiсце мiж моделями з iнварiантним ядром (модель точкових вихорiв та модель
с недеформiвним вихровим ядром) та методом контурної динамiки. В моментних моде-
лях нехтують ефектом дифузiї, що є коректним спрощенням при розглядi певного класу
течiй з великими числами Рейнольдса та дозволяє описувати вихори локалiзованими
плямами завихреностi.

В основу загальної моментної моделi покладено два основнi припущення (мають
виконуватися протягом всiєї вихрової взаємодiї):

• максимальний розмiр будь-якої плями є набагато меншим за мiнiмальну з вiдста-
ней мiж центрами будь-яких двох плям;

• центр завихреностi будь-якої плями завжди знаходиться всерединi неї.

Такi припущення обмежують можливостi моментної моделi, а саме: модель описує ви-
хровi взаємодiї, за яких вихори не зливаються та не обмiнюються завихренiстю, тобто,
лише пружнi вихровi взаємодiї; в випадку непружних взаємодiй загальна моментна
модель має рацiю лише на початкових етапах взаємодiї.

При усiканнi MZS-моделi до моменту iнерцiї площi поперечного перерiзу вихора пев-
ного порядку отримуємо моментну модель вихрової взаємодiї такого порядку. Автора-
ми [77] була розвинена моментна модель вихрової взаємодiї другого порядку: вихровi
взаємодiї описуються вихорами Кiрхгофа – вихровими елiпсами. Вiдзначимо, що мо-
дель точкових вихорiв є першим наближенням загальної моментної моделi. Моментна
вихрова модель отримала свiй розвиток, зокрема, в роботах Дрiтчела й Леграса (D. Dri-
tschel, B. Legras 1991 р.) [2727,2828] та Хiрша (H. Hirsh et al, 1995 р.) [2929].

Початок теоретичних дослiджень акустичних хвиль, що генеруються течiєю, ймовiр-
но, треба вiднести до появи теорiї повiтряного гвинта Л. Я. Гутiна (1936 р.) [3030,3131]. Аку-
стична аналогiя Дж. Лайтхiлла (M. J. Lighthill, 1952, 1954 рр.) [3232, 3333], створення якої
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було простимульоване бурхливим розвитком реактивної авiацiї, стала одним з основ-
них поштовхiв до послiдовного розвитку теорiї гiдродинамiчноого шуму. Така теорiя –
перша та найбiльш плiдна акустична аналогiя, що описує генерацiю звука нев’язкою
течiєю за умови малих та помiрних чисел Маха (M < 1) та вiдсутностi будь-яких меж.
Основнi положення теорiї Лайтхiлла отримали свiй розвиток в роботах багатьох вче-
них (наприклад, Фiлiпс (O. M. Phillips), Рiбнер (H. S. Ribner), Пауелл (A. Powell), Холл
(L. H. Hall), Хау (M .S. Howe), Лiллi (G. M. Lilley), Л. М. Лямшев та iн.). В цих роботах
були врахованi важливi фiзичнi процеси, якi вiдповiдають за звукоутворення в течiях,
в тому числi i влив твердих границ (Керл (N. Curle), Фокс Вiльямс (J. E. Ffowcs Willi-
ams), Хоукiнгс (D. L. Hawkings)). Аналiз найбiльш вiдомих акустичних аналогiй можна
знайти, наприклад, в [3434].

Завдяки прагненням низки авторiв, зокрема, Кроу (S. C. Crow, 1970 р.) [3535], Край-
тона (D. G. Crighton, 1975 р.) [3636], Мьорiнга (W. Möhring, 1978 р.) [3737], Обермеєра
(F. Obermeier, 1979 р.) [3838], формалiзувати теорiю гiдродинамiчного шуму для M ≪ 1,
при розв’язаннi задач такого класу почав застосовуватися пiдхiд, що базується на ме-
тодi зрощуваних асимптотичних розкладань (ЗАР). При такому пiдходi течiя рiдини та
звукове поле, що генерується нею, розглядаються як двi окремих, але таких, що перети-
наються, частини повної течiї стисливого середовища. Таке представлення поля течiї за
умови малих чисел Маха вiдповiдає фiзичним процесам, якi вiдбуваються при генерацiї
звука гiдродинамiчним потоком. В [3535] були дослiдженi особливостi методу ЗАР щодо
задач про генерацiю звуку течiями; була показана слушнiсть апроксимацiї члена джере-
ла в акустичнiй аналогiї Лайтхiлла в наближеннi малих чисел Маха: це означає, що при
малих числах Маха метод ЗАР та акустична аналогiя Лайтхiлла дають однакову оцiнку
потужностi звукового поля, що розраховується; також були вiдзначенi складностi, що
пов’язанi iз застосуванням методу ЗАР при розв’язаннi задач такого класу.

В статтi розглядається питання щодо фiзично обґрунтованих змiн в структурi зву-
кового поля, що є результатом вихрової взаємодiї, при ускладненнi вихрової моделi
вiд точкових вихорiв до вихорiв Кiрхгофа. А саме: оцiнюється вплив внутрiшньої ви-
хрової динамiки в межах MZS-моделi другого порядку на розрахунковi характеристи-
ки звукового поля, що генерується когерентними вихорами. Коректнiсть апроксимацiї
великомасштабних вихрових рухiв точковими вихорами розглядається за допомогою
звукових спектрiв вихрових систем. Аналiзується правомiрнiсть використання точкової
моделi при описi звукового джерела, що формується при вихровiй взаємодiї. Вихорову
взаємодiю будемо описувати в межах MZS-моделi першого та другого порядкiв; звукове
поле будемо моделювати за допомогою акустичної аналогiї Лайтхiлла в формулюваннi
Пауелла. Нас будуть цiкавити взаємодiї кiлькох вихрових структур. Розгляд елемен-
тарних актiв вихрової взаємодiї дозволить пов’язати особливостi звукових полiв, що
генеруються, з характеристиками такої взаємодiї.

2. МОДЕЛI ОПИСУ ВИХРОВОЇ ВЗАЄМОДIЇ ТА ГЕНЕРАЦIЇ ЗВУКУ.
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ

При описi вихрової взаємодiї розглядається двовимiрна безвихрова течiя нестисли-
вої баротропної рiдини однородної густини. Рiдина є необмеженою, нерухомою на не-
скiнченностi. 𝑁 двовимiрних вихрових областей (плям), що взаємодiють мiж собою, з
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однорiдно розподiленою сталою завихренiстю всерединi кожної з них, умiщенi в таку
течiю. Основнi параметри моделi зображено на Рис. 1Рис. 1. 𝑆𝑘, 𝜔𝑘, Γ𝑘 = 𝜔𝑘𝑆𝑘, �⃗�𝑘 = (𝑥𝑘, 𝑦𝑘) –
площа, завихренiсть, iнтенсивнiсть та координати центру завихреностi плями з номером
𝑘 (𝑘 = 1, . . . , 𝑁), вiдповiдно.

Згiдно з MZS-моделлю (𝑚 + 𝑛)-го поряд-
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Рис. 1. Основнi параметри, що описують
взаємодiю вихрових плям в межах

MZS-моделi другого порядку

ку [77] поведiнку областi завихреностi 𝐷𝑘 пiд
час її взаємодiї з iншими вихровими областя-
ми можна описати еволюцiєю у часi її центру
завихреностi �⃗�𝑘 та еволюцiєю моментiв iнерцiї
площi її перерiзу 𝐽

(𝑚,𝑛)
𝑘 включно до порядку

(𝑚+ 𝑛). ((𝜉𝑘𝜂𝑘) – локальна рухома система ко-
ординат, яка пов’язана з центром завихреностi
вихора з номером 𝑘) (Рис. 1Рис. 1):

𝑆𝑘�⃗�𝑘 =

∫︁
𝐷𝑘

�⃗� 𝑑𝜎; 𝐽
(𝑚,𝑛)
𝑘 =

∫︁
𝐷𝑘

𝜉𝑚𝑘 𝜂𝑛𝑘𝑑𝜎, (1)

де iнтегрування ведеться по всiй площi 𝑘-ої пля-
ми.

В двовимiрнiй iдеальний баротропнiй рiди-
нi, що є нерухомою на нескiнченностi, викону-
ються закони збереження циркуляцiї, iмпульсу,
моменту iмпульсу та частини кiнетичної енергiї, яка пов’язана з розподiлом завихрено-
стi в середовищi [3939]. Згiдно з визначенням моменту iнерцiї площi перерiзу (1)(1), MZS-
модель в нульовому наближеннi дозволяє розрахувати площi плям, якi є незмiнними
(за умови 𝜔𝑘 = const) пiд час їхньої еволюцiї. MZS-модель в першому наближеннi є мо-
деллю точкових вихорiв [3939]. В межах точкової моделi будь-який вихор має двi ступенi
вiльностi (координати його центру завихреностi). Динамiка такої системи описується
гамiльтоновою системою другого порядку [3939]:

Γ𝑘�̇�𝑘 =
𝜕𝐻

𝜕𝑦𝑘
; Γ𝑘�̇�𝑘 = −𝜕𝐻

𝜕𝑥𝑘

, (2)

з незалежним безпосередньо вiд часу гамiльтонiаном, що являє собою закон збереження
енергiї:

𝐻 = − 1

8𝜋

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑁∑︁
𝛽=1

′Γ𝑘Γ𝛽 ln𝑅
2
𝑘𝛽, (3)

та вiдповiдними початковими умовами; 𝑅2
𝑘𝛽 = (𝑥𝑘 − 𝑥𝛽)

2 + (𝑦𝑘 − 𝑦𝛽)
2 (Рис. 1Рис. 1). Iншi

iнтегральнi iнварiанти завихреностi, якi вiдзеркалюють закони збереження, в моделi
точкових вихорiв мають вигляд:

(𝑃,𝑄) =
𝑁∑︁
𝑘=1

Γ𝑘�⃗�𝑘; 𝐼 =
𝑁∑︁
𝑘=1

Γ𝑘

[︀
𝑥2
𝑘 + 𝑦2𝑘

]︀
,
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(𝑃,𝑄) – iмпульс вихрової системи; 𝐼 – момент импульсу. Симплектичнi змiннi щодо
системи (2)(2) – (Γ1/2𝑥,Γ1/2𝑦) [1919]. Поле завихреностi такої течiї Ω𝑝 описується граткою
𝛿−функцiй Дiрака:

Ω𝑝 = �⃗�
𝑁∑︁

𝛽=1

Γ𝛽𝛿 (�⃗�− �⃗�𝛽) ,

де �⃗�−одиничний вектор осi, що є перпендикулярною до площини течiї. Еквiвалентну
систему точкових вихорiв щодо системи вихрових плям визначимо як систему точкових
вихорiв, що умiщенi в центри завихреностi вихрових плям, з iнтенсивностями, якi до-
рiвнюють iнтенсивностям плям. Зазначимо, що система точкових вихорiв у вiдсутностi
меж є iнтегровною, якщо кiлькiсть вихорiв не перевищує три [1919,4040].

MZS-модель другого порядку описує будь-яку пляму однорiдної завихреностi вихо-
рем Кiрхгофа, який є збурений наявнiстю iнших вихорiв. Збурення не змiнює формулу
кривої, що обмежує вихрову пляму (елiпс), проте призводить до змiни ексцентриситету
та обертання елiпсу. Вiдомо, елiпс цiлком визначається координатами його центру ваги
(завихреностi), вiдношенням пiвосей 𝜆 = 𝑎/𝑏 та кутом нахилу 𝜑 однiєї з його осей до ко-
ординатних осей (Рис. 1Рис. 1). Пляма завихреностi в межах такого наближення MZS-моделi
має чотири ступенi вiльностi: двi координати центру завихреностi; вiдношення пiвосей
елiпса та його кут нахилу до координатних осей (внутрiшнi ступенi вiльностi).

В наближеннi MZS-моделi другого порядку взаємодiя вихрових плям описується
гамiльтоновою системою рiвнянь четвертого порядку [77]:

Γ𝑘�̇�𝑘 =
𝜕𝐻

𝜕𝑦𝑘
; Γ𝑘�̇�𝑘 = −𝜕𝐻

𝜕𝑥𝑘

;

Γ𝑘𝑆𝑘

8𝜋

𝜆2
𝑘 − 1

𝜆2
𝑘

�̇�𝑘 =
𝜕𝐻

𝜕𝜑𝑘

;
Γ𝑘𝑆𝑘

8𝜋

𝜆2
𝑘 − 1

𝜆2
𝑘

�̇�𝑘 = − 𝜕𝐻

𝜕𝜆𝑘

,

(4)

з вiдповiдними початковими умовами, де 𝐻 – гамiльтонiан системи [77]:

𝐻 = 𝐻* +𝐻𝑝 +𝐻𝑒, (5)

де

𝐻* = −
𝑁∑︁
𝑘=1

{︂
Γ2
𝑘

8𝜋
ln

(︂
(1 + 𝜆𝑘)

2

4𝜆𝑘

)︂
− Γ2

𝑘

16𝜋

}︂
;

𝐻𝑝 = −
𝑁∑︁

𝑘,𝛽=1

′Γ𝑘Γ𝛽

8𝜋
ln𝑅2

𝑘𝛽;

𝐻𝑒 = −
𝑁∑︁

𝑘,𝛽=1

′ Γ𝑘Γ𝛽

32𝜋2𝑅2
𝑘𝛽

[︂
𝑆𝛽

1− 𝜆2
𝛽

𝜆𝛽

cos 2(𝜃𝑘𝛽 − 𝜑𝛽) + 𝑆𝑘
1− 𝜆2

𝑘

𝜆𝑘

cos 2(𝜃𝑘𝛽 − 𝜑𝑘)

]︂
,

𝐻*−сума внутрiшнiх енергiй всiх елiптичних вихорiв; 𝐻𝑝−сумарна енергiя, що обумов-
лена взаємодiєю центрiв завихреностi всiх плям (аналогiчна енергiї взаємодiї системи
точкових вихорiв [3939]); 𝐻𝑒−поправка щодо енергiї взаємодiї, яка пов’язана з елiпти-
чнiстю плям; �⃗�𝑘 − �⃗�𝛽 = 𝑅𝑘𝛽(cos 𝜃𝑘𝛽, sin 𝜃𝑘𝛽) (Рис. 1Рис. 1). Iншi iнтегральнi iнварiанти, що
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вiдзеркалюють закони збереження, в межах такої моделi мають вигляд:

(𝑃,𝑄) =
𝑁∑︁
𝑘=1

Γ𝑘�⃗�𝑘; 𝐼 =
𝑁∑︁
𝑘=1

Γ𝑘

[︂
𝑥2
𝑘 + 𝑦2𝑘 +

𝑆𝑘

4𝜋

1 + 𝜆2
𝑘

𝜆𝑘

]︂
, (6)

(𝑃,𝑄) – iмпульс вихрової системи; 𝐼 – момент iмпульсу. Вiдзначимо, що симплектичнi
змiннi для перших двох рiвнянь системи (4)(4) – (Γ1/2𝑥,Γ1/2𝑦); для двох iнших рiвнянь
системи симплектичнi змiннi – ([(Γ𝑆)/(8𝜋)][(𝜆− 1)2/𝜆], 𝜑) [1919].

Поле завихреностi течiї Ω𝑒𝑙 в межах такої моделi описується граткою функцiй Хевi-
сайда:

Ω𝑒𝑙 = �⃗�

𝑁∑︁
𝛽=1

𝜔𝛽𝐻(1− 𝐹𝛽(𝑥, 𝑦)),

де 𝐹𝛽(𝑥, 𝑦) − 1 < 0 – область всерединi елiпса, що обертається, з номером 𝛽; �⃗� – оди-
ничний вектор осi, що є перпендикулярною до площини течiї. Вiдзначимо, що система
вихрових плям в межах MZS-моделi другого порядку за вiдсутностi меж є неiнтегров-
ною, якщо число вихорiв дорiвнює або бiльше двох.

Математична постановка гiдродинамiчної задачi полягає в розв’язаннi систем зви-
чайних диференцiйних рiвнянь (2)(2), (3)(3) та (4)(4), (5)(5) з вiдповiдними початковими умовами.

Дж. Лайтхiлл (1952 р.) [3232] отримав неоднорiдне хвильове рiвняння, яке є подан-
ням його акустичної аналогiї, шляхом сумiсного перетворення рiвняння нерозривностi,
рiвняння динамiки середовища «в напруженнях», рiвняння стану за умови вiдсутностi
джерел маси та зовнiшнiх об’ємних сил. Лайтхiлл зробив фiзично вiрогiднi припуще-
ння щодо течiї та апроксимував праву («джерельну») частину свого рiвняння таким
чином, що в нiй лишилися члени, якi вiдповiдають за формування звукового поля.
Лайтхiлл вiдзначив, що далеко вiд границь турбулентна течiя є еквiвалентною розпо-
дiлу акустичних квадруполiв, якi розташованi в однорiдному нерухомому стисливому
середовищi. Структура правої частини рiвняння Лайтхiлла явним чином не вказує на
вихрову природу турбулентного шуму. Явний вигляд такого зв’язку вперше отримав
Пауелл (A. Powell, 1964 р.) [4141]:

∇⃗2𝑝′ − 1

𝑐20

𝜕2𝑝′

𝜕𝑡2
= −𝜌0∇⃗ ·

(︁
Ω⃗× �⃗�

)︁
, (7)

𝑝′ = 𝑝− 𝑝0 – флуктуацiї звукового тиску (𝑝0 – тиск стацiонарного навколишнього сере-
довища); �⃗�(𝑣𝑖), (𝑖 = 1, 2, 3) – поле швидкостi течiї (без врахування акустичної складової
швидкостi); 𝑐0 – швидкiсть звуку в дальньому полi (стала величина); Ω⃗ = ∇⃗ × �⃗� – поле
завихреностi течiї; 𝑑𝑝 = 𝑐20𝑑𝜌. Формально джерела в рiвняннi Пауелла (7)(7) мають вигляд
диполiв. Проте аналiз рiшення рiвняння (7)(7) для вiльного простору розкриває їхню ква-
друпольну природу. Рiшення рiвняння (7)(7) повинно задовольняти умовi випромiнювання
Зоммерфельда та початковим умовам. Це математична постановка акустичної задачi.

За своєю геометрiєю задача, що розглядається, є двовимiрною. Для спрощення пе-
ретворень записуємо рiшення для загального, тривимiрного, випадку. Шуканi величини
розраховуються на одиницю висоти вихрових трубок. Перетворення рiшення в дальньо-
му полi виконуємо iз врахуванням припущення щодо компактностi джерела в площинi

279



ISSN 2616-6135. ГIДРОДИНАМIКА I АКУСТИКА. 2022. Том 2(92), № 3. С. 273273–299299.

перерiзiв вихрових шнурiв [4242]. В безрозмiрному виглядi рiшення (7)(7) має вигляд:

𝑝′(�⃗�, 𝑡) = −M2

𝑡−𝜌∫︁
0

𝑥2
1𝑊1(𝜏) + 𝑥2

2𝑊2(𝜏) + 𝑥1𝑥2𝑊3(𝜏)√︀
(𝑡− 𝜏)2 − 𝜌2

𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)2
, (8)

де 𝑊𝑖(𝜏) (𝑖 = 1, 2, 3) – функцiї ступенiв вiльностi вихорiв та їхнiх похiдних за часом; 𝜏 –
момент часу, що стосується джерела звуку; 𝑡 – момент часу, що стосується точки спо-
стереження; �⃗� = 𝜌(cos 𝜃, sin 𝜃); 𝜌 = (𝑥2

1 + 𝑥2
2)

1/2; M = 𝑈/𝑐0 – число Маха; 𝑈 – характерна
швидкiсть вихровоi течiї. Аналiз рiшення (8)(8) показує, що звукове поле визначається
похiдними за часом вiд моментiв завихреностi течiї. Такi моменти можуть бути пода-
нi в виглядi двох складових: одна з них обумовлена рухом центрiв завихреностi плям
(великомасштабнi вихровi рухи); друга складова пов’язана з обертанням та деформа-
цiєю ядер завихреностi (внутрiшня динамiка плям). Таке роздiлення достатньо умовне,
оскiльки обидвi складовi взаємопов’язанi, як випливає з (4)(4).

Компактнiсть джерела в площинi (𝑥1𝑥2) означає, що найбiльший лiнiйний розмiр
контуру 𝐿, що охоплює напрямнi всiх вихорiв, набагато менший за характерну довжину
звукової хвилi 𝜆, що випромiнюється. Умова компактностi безпосередньо випливає з
умови малого числа Маха. Фактично, з умови компактностi випливає, що джерело звуку
є точковим джерелом та розташоване на початку системи координат (𝑥1𝑥2).

Масштаби щодо обезрозмiрювання гiдродинамiчних та акустичних величин такi: ха-
рактерна iнтенсивнiсть вихорiв – Γ; характерний лiнiйний масштаб в областi вихро-
вого руху – 𝐵; характерний час – 𝐵2/Γ (при малих числах Маха однаковий в обла-
стi вихрової течiї та областi випромiнювання); характерна швидкiсть в областi ви-
хрового руху – 𝑈 = Γ/𝐵; характерний лiнiйний масштаб в областi випромiнювання –
𝜆 = 𝐵𝑐0/𝑈 = 𝐵M−1 (характерна довжина звукової хвилi); характерна швидкiсть в обла-
стi випромiнювання – 𝑐0; характерна величина флуктуацiй звукового тиску – 𝜌0𝑈

2/(2𝜋);
масштаб густини – 𝜌0; масштаб кiнетичної енергiї на одиницю висоти – 𝜌0𝑈

2𝐵2; масштаб
звукової енергiї на одиницю висоти – 𝜌0𝑈

2𝜆𝐵.

3. ЗВУКОВI ПОЛЯ ВIД КIЛЬКОХ КОГЕРЕНТНИХ ВИХРОВИХ СТРУ-
КТУР

На прикладах декiлькох когерентних вихрових структур з’ясуємо, яким чином ко-
регується розрахункове звукове поле вiд взаємодiї вихорiв при ускладненнi вихрової
моделi.

Поодинокий вихор Кiрхгофа у вiдсутностi границь випромiнює звук на частотi, що
дорiвнює його подвоєнiй кутовiй швидкостi обертання вiдносно свого центру завихре-
ностi, який є нерухомим. Вiдзначимо, що вихровий елiпс з малим ексцентриситетом
випромiнює на частотi, що дорiвнює половинi завихреностi плями [4343]. Звукове полi вiд
такої структури є результатом внутрiшньої вихрової динамiки. Точковий аналог моде-
лює вiдсутнiсть руху центру завихреностi вихора Кiрхгофа, проте точковий вихор не
випромiнює звук, оскiльки не рухається та не володiє внутрiшнiми ступенями вiльностi.
Таким чином, нехтування внутрiшнiми ступенями вiльностi при моделюваннi поодино-
кої вихрової плями веде до вiдсутностi випромiнювання.

Елементарна течiя, що утворена двома плямами завихреностi, є фундаментальною з
точки зору формування нових масштабiв та зростання зсувного шару (див., наприклад,
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посилання в [1212]). У роботах [4444,4545] розглянуто взаємодiю та звукове поле вiд двох вихо-
рiв Ренкiна (Rankine, круговий вихор є виродженим вихорем Кiрхгофа) рiзних розмiрiв.
Було з’ясовано таке:

• використання MZS-моделi другого порядку в порiвняннi з MZS-моделлю першого
порядку призводить до суттєвого зростання звуку, що випромiнюється;

• апроксимацiя великомасштабних рухiв вихорiв Кiрхгофа еквiвалентною системою
точкових вихорiв є коректною (в тому сенсi, що вихровi точки вiдтворюють такий
рух), коли основна енергоємна частота нижньої частини звукового спектру плям
та частота випромiнювання двох точкових вихорiв близькi за значеннями;

• при описi звукового джерела моделювання розподiлених вихорiв точковими ана-
логами суттєвим чином занижує розрахункове звукове поле.

Детально розглянемо звукове поле вiд взаємодiї трьох вихрових плям щодо задачi,
яка розглядається. В загальних рисах такi результати були поданi в [4646] Дослiдимо
пружнi взаємодiї та звуковi поля трьох вихрових плям, поведiнка центрiв завихре-
ностi яких вiдповiдає таким типам взаємодiї трьох точкових вихорiв [4040, 4747]: пряма
взаємодiя, обмiнна взаємодiя та взаємне захоплення. Iнтенсивностi плям дорiвнюють
Γ1 = Γ2 = −Γ3 = Γ. Оскiльки за певних спiввiдношень мiж мiжцентровими вiдстанями
та розмiрами плям характер великомасштабних рухiв та характер поведiнки еквiвален-
тної системи вихрових точок можуть вiдрiзнятися одне вiд одного, то розмiри плям
обиралися таким чином, щоб тип взаємодiї центрiв завихреностi плям вiдповiдав типу
взаємодiї еквiвалентної системи точкових вихорiв. Це дозволить зрозумiти, як змiнює-
ться розрахункове звукове поле при врахуваннi внутрiшнiх ступенiв вiльностi вихрових
плям, що взаємодiють мiж собою, тобто при ускладненнi вихрової моделi. Початко-
вi конфiгурацiї та форма вихорiв поданi на Рис. 2Рис. 2. В якостi початкової вихрової пари
1,3 при прямiй та обмiннiй взаємодiях розглядалися рухливi EV-стани (translating EV-
states) [77]. Вихор 2 моделювався або вихорем Ренкiна (сценарiй а на Рис. 2Рис. 2), або таким
самим EV-вихором (сценарiй б на Рис. 2Рис. 2). У випадку дослiдження взаємного захоплення
всi вихори вважалися EV-вихорами (сценарiйв на Рис. 2Рис. 2).

Рухливi EV-стани (аналог в MZS-моделi другого порядку рухливих V-станiв (translati-
ng V-states [4848])) – два однакових вихора Кiрхгофа протилежної завихреностi, центри
яких рухаються рiвномiрно та прямолiнiйно, форма та орiєнтацiя вихорiв на площинi
сталi: �̇�1,2 = 0, �̇�1,2 = 𝜃1,2 = 0. Рухливi EV-стани подiбнi до точкової вихрової пари щодо
кiнематики та акустики (звукове поле дорiвнює нулю).

В. Грьоблi (W. Gröbli, 1877 р.) в своїй дисертацiйнiй роботi [4040] довiв iнтегрованiсть
системи трьох точкових вихорiв з довiльними iнтенсивностями у вiдсутностi границь.
Було отримано, що три точкових вихора з iнтенсивностями Γ1 = Γ2 = −Γ3 = Γ в
залежностi вiд початкових умов демонструють три типи взаємодiї:

• пряма взаємодiя – набiжна вихрова пара «вiдбивається» вiд поодинокого вихора,
при цьому зберiгає свою цiлiснiсть; така взаємодiя подається формулою: 13+ 2 →
13 + 2;
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Рис. 2. Початкова конфiгурацiя вихорiв Кiрхгофа:
а — при прямiй та обмiннiй взаємодiї: 1, 3 – EV-вихори, 2 – вихор Ренкiна (сценарiй а);

б — при прямiй та обмiннiй взаємодiї: 1, 2, 3 – EV-вихори (сценарiй б);
в — при взаємному захопленнi: 1, 2, 3 – EV-вихори (сценарiй в)

• обмiнна взаємодiя – вихрова пара, що набiгає на поодинокий вихор, обмiнює один зi
своїх вихорiв на поодинокий вихор; така взаємодiя описується формулою: 13+2 →
1 + 23;

• взаємне захоплення – вихори обертаються вiдносно центру завихреностi системи:
вихори однакового знаку (Γ1 = Γ2 = Γ) «петляють» один навколо iншого, третiй
вихор з Γ3 = −Γ обертається на певнiй вiдстанi вiд перших двох вихорiв по трає-
кторiї, наближеної до кругової [4040,4747]. В [4949–5252] детально дослiдженi звуковi поля,
що генеруються такою системою вихрових точок.

На Рис. 2Рис. 2 наведенi початковi конфiгурацiї систем розподiлених вихорiв, що розгля-
даються: для випадкiв прямої та обмiнної взаємодiї початковi геометричнi параметри
мають такi значення: 𝐿 = 20, 𝑙 = 1, −10 ≤ 𝑏 ≤ 10; при взаємному захопленнi: 𝐿 = 0,
𝑙 = 1, −1.5 < 𝑏 < −1.0.

Для випадкiв прямої та обмiнної взаємодiї введемо поняття областi ефективної ви-
хрової взаємодiї для великомасштабних вихрових рухiв (схематично зображена на
Рис. 3Рис. 3а). Просторовий розмiр областi для еквiвалентної системи точкових вихорiв ви-
значимо таким чином: на її межi рiвень звукового тиску на 20 дБ (у 10 разiв) нижчий
за його максимальне значення. Часовий iнтервал ефективної вихрової взаємодiї 𝑇𝑒𝑓 – це
промiжок часу, протягом якого вихори перебувають в цiй областi (Рис. 3Рис. 3б). 𝑇𝑒𝑓 визна-
чає характерну частоту сигналу, що випромiнюється 𝜔𝑒𝑓 = 2𝜋/𝑇𝑒𝑓 (Рис. 3Рис. 3в). В випадку
плям значення 𝑇𝑒𝑓 стосується осередненого звукового тиску, 𝜔𝑒𝑓 = 2𝜋/𝑇𝑒𝑓 – характерна
частота низькочастотної областi.

Чисельнi розрахунки показали, що пряма та обмiнна взаємодiї iдентичнi щодо звуко-
вих джерел, якi формуються: рiвнi генерованих звукових полiв мають однаковий поря-
док, бiльша частина звукової енергiї, яка спричинена великомасштабними вихровими
рухами, випромiнюється протягом скiнченного промiжка часу 𝑇𝑒𝑓 . Детально зупини-
мося на результатах щодо обмiнної взаємодiї, наприклад. Вiдзначимо, на рисунках з
траєкторiями центрiв завихреностi вихровi плями не нанесенi. Траєкторiї центрiв зави-
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Рис. 3. Область ефективної вихрової взаємодiї для великомасштабних вихрових рухiв:
а — траєкторiї еквiвалентної системи точкових вихорiв при обмiннiй взаємодiї (𝐿 = 20, 𝑙 = 1, 𝑏 = 3.1);

б — часова залежнiсть флуктуацiй тиску в точцi спостереження 𝑝′𝜃 (𝜃 = 0∘);
в — амплiтудний спектр сигналу б

хреностi плям позначенi лiнiями: 1 – суцiльними лiнiями, 2 – пунктирними, 3 – штрих-
пунктирними. Початковi параметри великомасштабного руху обмiнних взаємодiй, що
розглядається: 𝑏 = 3, 𝐿 = 20, 𝑙 = 1. Вiдзначимо, що для обраних спiввiдношень мiж
мiжцентровими вiдстанями та розмiрами вихорiв траєкторiї центрiв завихреностi плям
щодо сценарiїв а та б (Рис. 2Рис. 2) спiвпадають з графiчною точнiстю (Рис. 4Рис. 4а). На Рис. 4Рис. 4a
схематично позначена область ефективної вихрової взаємодiї для великомасштабних
вихрових рухiв в такому випадку.

Розглянемо сценарiй а (Рис. 2Рис. 2). Початковi значення внутрiшнiх ступенiв вiльностi
такi: 𝜆

(0)
1,3 = 1.4, 𝜆

(0)
2 = 1, 𝑆𝑖 = 0.495, |𝜔𝑒𝑙| = 2.018 (завихренiсть елiпсiв), 𝜑

(0)
𝑖 = 0,

𝑖 = 1, . . . , 3. Пiд час обмiну вихрової пари 1,3 з вихорем 2 вiдношення пiвосей вихора 1,
що гальмується, 𝜆1 → 1; 𝜆3, досягнувши свого мiнiмального значення, прямує до певної
const; до того ж значення прямує i 𝜆2. 𝜆1,3 осцилюють на початковому етапi взаємодiї
вихорiв, 𝜆2,3 осцилюють на кiнцевому етапi взаємодiї з близькими частотами (Рис. 4Рис. 4б).
Кутова координата вихоря 2 спочатку осцилює iз спадною амплитудою, вихори 2 та 3
розвертаються на площинi таким чином, щоб у вiдбитiй вихровiй парi 2,3 вихори мали
однаковi кути нахилу з невеликими осциляцiями (Рис. 4Рис. 4в). Вихор 1 на початковому
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етапi взаємодiї повертається у напрямку, що є протилежним знаку своєї завихреностi,
потiм цей вихор з ексцентриситетом → 0 (трохи збурений вихор Ренкiна) обертається
згiдно знаку своєї завихреностi (Рис. 4Рис. 4в). На вiдмiну вiд набiжної вихрової пари 1,3
вiдбита вихрова пара 2,3 не є EV-станом.

Звуковий сигнал в точцi спостереження осцилює вiдносно свого середнього значення,
що є наближеним до звукового iмпульсу вiд еквiвалентної системи точкових вихорiв
(Рис. 5Рис. 5а). Спектр сигналу (Рис. 5Рис. 5б) чiтко подiлений на двi смуги: характерна частота
низькочастотної областi визначається iнтервалом ефективної вихрової взаємодiї для
великомасштабних вихрових рухiв, найбiльш енергоємною частотою низькочастотної
областi є 𝜔 = 0.079 (|𝑆(𝜔)| = 3.96·10−3); високочастотна смуга є околом частоти |𝜔𝑒𝑙|/2 ≈
1. В високочастотнiй смузi видiлимо 2 частоти:

• 𝜔 = 0.896 (|𝑆(𝜔)| = 2.86 · 10−3) вiдповiдає осциляцiям 𝜆1,3 до та осциляцiям 𝜆2,3

пiсля областi ефективної вихрової взаємодiї (Рис. 4Рис. 4б);

• 𝜔 = 1.006 (|𝑆(𝜔)| = 4.92 · 10−3) є подвоєною частотою обертання вихора 1 пiсля
областi ефективної вихрової взаємодiї; це найбiльш енергоємна частота високоча-
стотної областi.

Вiдзначимо, що осциляцiї кутiв вихорiв у вiдбитiй вихровiй парi 2,3 не роблять суттєвий
внесок в звукове поле. Пiсле областi ефективної вихрової взаємодiї звуковий сигнал
(Рис. 5Рис. 5a) формується двома коливаннями близьких частот: коливанням з частотою,
що дорiвнює подвоєнiй кутовiй швидкостi обертання вихоря 1, та осциляцiями 𝜆2,3(𝜏).
Ваги найбiльш енергоємних частот високочастотної та низькочастотної частин спектру
наближенi одна до одної (Рис. 5Рис. 5б). Вiдзначимо, що вага найбiльш енергоємної частоти
низькочастотної частини спектру, що зумовлена рухом центрiв завихреностi плям, на
20 % нижча за вагу найбiльш енергоємної частоти вiд еквiвалентної системи вихрових
точок (пунктирна крива) (Рис. 5Рис. 5б). Рiвнi звукового тиску вiд плям та вiд вихрових
точок наближенi один до одного (Рис. 5Рис. 5а). Звукове поле в цьому прикладi формується
як великомасштабними рухами, так i взаємодiєю внутрiшнiх ступенiв вiльностi плям
(осциляцiї форми та обертання вихрових елiпсiв).

Звернемося до сценарiю б (Рис. 2Рис. 2). Всi параметри вихрової системи такi ж самi, як
в попередньому прикладi, окрiм початкової форми вихора 2: 𝜆(0)

2 = 1.4. Пiд час взає-
модiї вихори деформуються таким чином (Рис. 4Рис. 4г): 𝜆1(𝜏) → 1 – вихор 1 гальмується
та набуває форму елiпса з малим ексцентриситетом (→ 0); 𝜆3(𝜏) пiсля набуття свого
мiнiмального значення → const, наближеної до початкового значення, при цьому осци-
лює; невеликi осциляцiї 𝜆2(𝜏) змiнюються на коливання суттєвої амплитуди з частотою
∼ 0.86. Кутовi ступенi вiльностi плям (Рис. 4Рис. 4д): вихор 1, що гальмується, спочатку роз-
вертається у напрямку, протилежному знаку своєї завихрености, потiм обертається, як
поодинокий вихор Ренкiна (трохи збурений); вихор 2 майже не змiнює свого оберта-
ння iз кутовою швидкiстю 0.49; вихор 3 здiйснює коливання та розвертається таким
чином, щоб сформувати вiдбиту вихрову пару 2,3; при цьому значення його кута на-
хилу трохи осцилює. Таким чином, у вiдбитiй вихровiй парi 2,3 вихор 2 деформується
та обертається, вихор 3 має сталу форму та кут нахилу (з накладеними невеликими
осциляцiями).
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Рис. 4. Обмiнна взаємодiя трьох вихорiв Кiрхгофа при 𝑏 = 3, 𝐿 = 20, 𝑙 = 1, 𝑆𝑖 = 0.495,
|𝜔𝑒𝑙| = 2.018 (цифрами позначенi кривi, що вiдповiдають номеру вихора);
а — траєкторiї центрiв завихреностi; б, г — 𝜆𝑖(𝜏) для сценарiїв а та б на Рис. 2Рис. 2;

в, д — 𝜑𝑖(𝜏) для сценарiїв а та б на Рис. 2Рис. 2
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Звукове поле при взаємодiї трьох EV-станiв в випадку обмiну являє собою коливан-
ня, що складається з двох частин: частота гармонiчної частини коливання (початкова
частина) дорiвнює подвоєнiй кутовiй частотi обертання вихра Кiрхгофа 2 до областi
ефективної вихрової взаємодiї; основна частота перiодичної його частини (коливання
другої частини) ∼ є пiвсумою подвоєної частоти обертання та частоти коливань вiдно-
шення пiвосей вихора 2 пiсля областi ефективної вихрової взаємодiї (Рис. 5Рис. 5г). Звукове
поле при такому типi взаємодiї формують три основнi частоти високочастотної частини
спектру (окiл частоти |𝜔𝑒𝑙|/2 ≈ 1) (Рис. 5Рис. 5д):

• 𝜔 = 0.86 (|𝑆(𝜔)| = 0.66) – частота коливання 𝜆2 пiд час та пiсля областi ефективної
вихрової взаємодiї (найбiльш енергоємна частота високочастотної областi);

• 𝜔 = 0.98 (|𝑆(𝜔)| = 0.53) є подвоєною частотою обертання вихора Кiрхгофа 2;

• 𝜔 = 1.72 (|𝑆(𝜔)| = 0.197) є подвоєною частотою осциляцiй кута повороту вихора 3
пiсля областi ефективної взаємодiї.

Рiвнi звукового поля вiд EV-станiв, що взаємодiють мiж собою, на 2 порядки вищi за
рiвнi звукового поля вiд EV-станiв+вихор Ренкiна та вихрових точок (Рис. 5Рис. 5а,г). Тоб-
то, рiвнi звукового поля, що випромiнюється, суттєвим чином залежать вiд додавання
внутрiшнiх ступенiв вiльностi в вихрову стстему (𝜆(0)

2 = 1.4 в даному випадку). Таким
чином, звукове поле в цьому прикладi формується в основному внутрiшнiми ступенями
вiльностi плям (осциляцiї форми и обертання вихрових елiпсiв).

Аналiз розрахункових результатiв звукового поля в випадках сценарiїв а i б (Рис. 2Рис. 2)
показав, що внутрiшнi ступенi вiльностi вихорiв роблять суттєвий внесок у формування
звукового поля.

Розглянемо великомасштабнi рухи вихрових плям, що взаємодiють, для сценарiїв а,
б (Рис. 2Рис. 2) та еквiвалентної системи точкових вихорiв щодо низькочастотних частин їхнiх
звукових спектрiв. На Рис. 5Рис. 5в заради стислостi зображенi лише траєкторiї центру зави-
хреностi плями 3 для сценарiїв, що дослiджуються. Для таких вихрових систем низько-
частотнi частини спектрiв мают близьку ширину (∼0.25 безрозмiрних частот) (Рис. 5Рис. 5е).
Це свiдчить про те, що тип поведiнки великомасштабних вихрових рухiв є однаковим
для таких вихрових систем: в випадку розподiлених вихорiв (сценарiї а, б) траєкторiї
центру завихреностi плями 3 з графiчною точнiстю спiвпадають мiж собою ( Рис. 5Рис. 5в);
траєкторiя точкового вихора (штрихова лiнiя) в фiнальнiй частинi взаємодiї незначним
чином вiдрiзняється вiд траєкторiй центрiв завихреностi плям (Рис. 5Рис. 5в).

Розглянемо випадок взаємного захоплення. Траєкторiї центрiв завихреностi плям,
що є типовими для взаємного захоплення, поданi на Рис. 6Рис. 6а. На Рис. 6Рис. 6а нанесена лише
траєкторiя точкового вихра 3 (пунктирна лiнiя). Протягом взаємодiї вихори деформую-
ться суттєвим чином (Рис. 6Рис. 6б): 𝜆1,2 в декотрi моменти часу змiнюються майже в 2 рази
в порiвняннi зi своїми початковими значеннями. Вихори 1,2 обертаються iз змiнними
кутовими швидкостями вiдповiдно до знакiв власних завихреностей, вихор 3 обертає-
ться в напрямку, протилежному знаку своєї завихреностi, iз кутовою швидкiстю, мен-
шою ∼ на порядок в порiвняннi з кутовими швидкостями вихорiв 1,2 (Рис. 6Рис. 6в). Рiвень
звукового тиску вiд плям ∼ на 30 % вищий за рiвень звукового тиску вiд вихрових
точок (Рис. 6Рис. 6г). Ширина спектру складає ∼ 3 октави, частоти в октавах розподiленi

286



ISSN 2616-6135. ГIДРОДИНАМIКА I АКУСТИКА. 2022. Том 2(92), № 3. С. 273273–299299.

0 100 200 300 400
-1e-4

-5e-5

0

5e-5

1e-4

t

2
p’ /M
q

points

0 100 200 300 400
-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

-1e-4

-5e-5

0

5e-5

1e-4

t

2
p’ /M
q

points

а г

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2
0

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005
dotted--points

w

|S( )|w

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2
0

0.2

0.4

0.6
|S( )|w

w

б д

-40 -30 -20 -10 0

2

4

6

8y3

x3

Kirchhoff:EV-1,2,3
Kirchhoff:EV-1,3, Rankine-2

points

3

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
0

0.002

0.004

0.006

0.008
|S( )|w

w

Kirchhoff:EV-1,2,3

points

-2Kirchhoff:EV-1,3,Rankine

в е

Рис. 5. Звуковi поля, що вiдповiдають вихровим течiям на Рис. 4Рис. 4, 𝜃 = 0∘

(пунктир – звуковий тиск та його амплiтудний спектр вiд точкових вихорiв):
а, б — флуктуацiї звукового тиску та їхнiй амплiтудний спектр (сценарiй а на Рис. 2Рис. 2);
г, д — флуктуацiї звукового тиску та їхнiй амплiтудний спектр (сценарiй б на Рис. 2Рис. 2);

в, е — траєкторiї центру завихреностi вихора 3 для трьох вихрових систем,
що розглядаються, та низькочастотнi частини їхнiх звукових спектрiв
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Рис. 6. Взаємне захоплення трьох вихорiв Кiрхгофа та їхнє звукове поле
при 𝑏 = −1.07, 𝐿 = 0, 𝑙 = 1, 𝜆(0)

𝑖 = 1.13, |𝜔𝑒𝑙| = 20.97 𝑆𝑖 = 0.049, 𝜃 = 0∘ (Рис. 2Рис. 2в):
а — траєкторiї центрiв завихреностi плям; б — 𝜆𝑖(𝜏); в — 𝜑𝑖(𝜏);

г — флуктуацiї звукового тиску; д — амплiтуднi спектри звукового тиску г
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дискретно, що вказує на певний тип взаємодiї (Рис. 6Рис. 6д). Спектральна смуга вiд центрiв
завихреностi плям при взаємному захопленнi (Рис. 6Рис. 6д) суттєво ширша за вiдповiднi
частини спектру при прямiй та обмiннiй взаємодiях (Рис. 5Рис. 5б,д). Зi зростанням частоти
ваги частотних компонент спектру вiд великомасштабних рухiв зменшуються (Рис. 6Рис. 6д).
Вищi гармонiки з малими вагами вiд центрiв завихреностi плям межують з частотами,
якi зумовленi внутрiшньою динамiкою плям, з великими вагами. В цьому сенсi при вза-
ємному захопленнi розумiється подiл спектру на смуги. Ширина частотної смуги вiд
великомасштабних рухiв щодо плям та ширина смуги щодо точок близкi мiж собою.
(Рис. 6Рис. 6д), з цього витiкає близкiсть траєкторiй центрiв завихреностi плям та вихрових
точок (Рис. 6Рис. 6а), проте, як було зазнано вище, рiвень звукового тиску вiд плям значно
вищий за рахунок наявностi внутрiшних ступенiв вiльностi плям (Рис. 6Рис. 6г). Найбiльш
енергоємна спектральна компонента вiд внутрiшнiх ступенiв вiльностi плям пов’язана
з обертанням вихорiв 1,2: 𝜔 = 9.37 (|𝑆(𝜔)| = 21.42) (Рис. 6Рис. 6д). Зазначимо, що рiвнi ге-
нерованого звуку при взаємному захопленнi суттєво перевищують рiвнi звукового поля
при прямiй/обмiнной взаємодiях (порiв. Рис. 5Рис. 5а,г та Рис. 6Рис. 6г).

Звуковi поля розглянутих зразкiв течiй, що сформованi розподiленими вихорами та
еквiвалентними системами вихрових точок, рiзняться мiж собою наявнiстю високоча-
стотної частини спектру (Рис. 5Рис. 5б,д; Рис. 6Рис. 6д), що зумовлено врахуванням внутрiшнiх
ступенiв вiльностi плям при ускладненнi вихрової моделi. Внутрiшня динамiка вихорiв
може посилити породжуваний вихорами звуковий сигнал на декiлька порядкiв. Тому
моделювання плям точками в акустичних задачах призведе до суттєвого заниження
розрахункових результатiв.

4. ВИСНОВКИ

В статтi розглянутi випадки взаємодiї декiлькох когерентних вихрових структур в
безмежному iдеальному середовищi в межах MZS-моделi першого та другого порядкiв
та звуковi поля, що зумовленi такими взаємодiями, якi моделюються в межах акусти-
чної аналогiї Лайтхiлла в формулюваннi Пауелла. Сформулюємо основнi висновки.

• Ускладнення вихрової моделi з метою наближення до реальної ситуацiї призводить
до фiзично обґрунтованих змiн в звуковому полi, яке породжується вихровою
взаємодiєю, що моделюється.

• Врахування внутрiшньої вихрової динамiки при моделюваннi вихорiв в течiї при-
зводить до розширення частотної смуги спектру звукового поля, що генерується,
та, як наслiдок, до зростання його рiвня; в межах MZS-моделi другого порядку
звукове поле в частотному вимiрi має такий вигляд: низькочастотна частина спе-
ктру визначається великомасштабними вихровими рухами (рухи центрiв завихре-
ностi плям); його високочастотна частина обумовлена взаємодiєю/наявнiстю вну-
трiшнiх ступенiв вiльностi; ця частина спектру в основному формується подвоєни-
ми частотами обертань вихорiв та частотами коливань їхньої форми; MZS-модель
першого порядку вiдтворює лише низькочастотну частину звукового спектру.

• Моделювання вихрових плям точковими вихорами при побудовi звукового дже-
рела суттєво занижує розрахунковий рiвень звукового поля через неврахування
впливу внутрiшнiх ступенiв вiльностi вихрових структур.
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• Характер великомасштабних вихрових рухiв коректно моделювати еквiвалентною
системою точкових вихорiв за таких умов: спектр звукового поля, що генерується
вихровими плямами, має чiтко окресленi смуги; низькочастотна смуга звукового
спектру плям та спектр точок мають близьку ширину; вiдзначимо якiсний хара-
ктер сформульованого критерiю.

• Оскiльки внутрiшня динамiка вихорiв, що утворюють течiю, призводить до зна-
чного зростання (iнодi на декiлька порядкiв) рiвня звукового поля, то з метою
зменшення шуму вiд вихрової течiї керування нею повинно бути спрямоване на
компенсацiю цього фактору (зокрема, на зменшення ексцентриситету вихрових
структур).
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[37] W. Möhring, “On vortex sound at low Mach number,” Journal of Flu-
id Mechanics, vol. 85, no. 4, pp. 685–691, 1978. [Online]. Available:
https://doi.org/10.1017/s0022112078000865https://doi.org/10.1017/s0022112078000865

[38] F. Obermeier, “On a new representation of aeroacoustic source distribution II. two-
dimensional model flows,” Acustica, vol. 42, pp. 62–71, 1979.

[39] G. K. Batchelor, An introduction to fluid dynamics. Cambridge, UK: University of
Cambridge, 1973.
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Т. П. Коновалюк
Влияние усложнения вихревой модели на оценку звуковых полей,

являющихся результатом вихревого взаимодействия
В рамках моментной MZS-модели первого и второго порядков выполнены оцен-
ки акустических эффектов, порожденных взаимодействием нескольких вихревых
когерентных структур между собой. В MZS-модели первого порядка они описы-
ваются вихревыми точками, а в модели второго порядка – вихрями Кирхгофа.
Звуковые поля как результат вихревого взаимодействия рассчитываются в преде-
лах акустической аналогии Лайтхилла в формулировке Пауэлла. Показано, что их
характеристики существенно зависят от порядка моментной модели, описывающей
вихревые структуры. Исследуются только упругие взаимодействия. Это позволя-
ет выделить в акустическом спектре полосы, возникающие вследствие усложне-
ния моментной модели. При описании когерентных структур точечными вихрями
спектр звукового поля характеризуется одной частотной полосой, воспроизводя-
щей движение центров завихренности (крупномасштабные вихревые движения).
Учет внутренней динамики вихрей при переходе к эллиптической модели приводит
к расширению спектра. В результате возрастает уровень рассчитанного звукового
поля, которое генерируется при взаимодействии таких вихревых структур. При
этом более низкочастотная полоса воспроизводит движение центров завихренно-
сти пятен, а высокочастотная – внутреннюю динамику завихренности. Показано,
что крупномасштабные движения вихревых пятен можно моделировать точечны-
ми вихрями при условии, что звуковой спектр вихревых пятен четко поделен на
полосы, а низкочастотные полосы таких систем имеют близкую ширину. Неучет
внутренней вихревой динамики при построении звукового источника приводит к
существенно заниженным оценкам уровня звукового поля.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: когерентная вихревая структура, MZS-модель, точечный
вихрь, вихрь Кирхгофа, акустическая аналогия Лайтхилла, флуктуации звукового
давления, амплитудно-частотный спектр

T. P. Konovalyuk
Effect of vortex model complication on estimation of sound fields

resulting from vortex interaction

The paper deals with estimating the acoustic effects generated by the interaction of
several coherent vortex structures within the framework of the moment MZS-model of
the first and second orders. The vortices are described by point vortices in the first-
order MZS model, and by Kirchhoff vortices in the second-order model. The resulting
sound fields are calculated within the Lighthill acoustic analogy in Powell’s formulation.
Their characteristics are shown to depend significantly on the order of the moment
model describing the vortex structures. The only elastic interactions are studied here.
This enables distinguishing the fragments in the acoustic spectrum arising as a result
of the complication of the moment model. When describing coherent structures with
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the point vortices, the spectrum of the sound field is characterized by one frequency
band reproducing the motion of vorticity centers (large-scale vortex motion). The
allowance for the internal dynamics of vortices when switching to an elliptical model
leads to expansion of the spectrum. As a result, the level of the calculated sound field
generated by the interaction of the given vortex structures increases. At the same
time, the lower-frequency band reproduces the motion of the spots’ vorticity centers,
and the high-frequency band reproduces the internal dynamics of the vorticity. The
large-scale motions of vortex spots can be modeled by the point vortices under the
condition that the sound spectrum of distributed vortices is clearly divided into bands,
and the low-frequency ones have a similar width. In the case of the appearance of a
high-frequency component in the sound field, the interacting vortex spots cannot be
described by point vortices. Such a simplification of the modeled sound source leads
to a significant underestimation of the sound level.

KEY WORDS: coherent vortex structure, MZS-model, point vortex, Kirchhoff vortex,
Lighthill acoustic analogy, sound pressure fluctuations, amplitude-frequency spectrum
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