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Розроблено чисельний метод розв’язування задачi у змiнних функцiя течiї–зави-
хренiсть–тиск про рух рiдини у нескiнченному прямому плоскому жорсткостiнному
каналi з локальним жорстким осесиметричним розширенням прямокутної форми.
Цей метод має перший порядок точностi по часовiй та другий порядок точно-
стi по просторових координатах. У розробленому методi сформульована задача
розв’язується шляхом введення функцiї течiї i завихреностi та вiдповiдного пе-
реходу вiд змiнних швидкiсть–тиск до змiнних функцiя течiї–завихренiсть–тиск,
подальшого обезрозмiрювання одержаних у результатi такого переходу спiввiд-
ношень, вибору розрахункової областi i вiдповiдної просторово-часової обчислю-
вальної сiтки з малими сталими кроками по часовiй та просторових координатах,
дискретизацiї вказаних безрозмiрних спiввiдношень у вiдповiдних вузлах вибраної
сiтки та подальшого розв’язування алгебраїчних рiвнянь, одержаних внаслiдок за-
значеної дискретизацiї. При виконаннi дискретизацiї часова її частина проводиться
на основi односторонньої рiзницi вперед, а просторова – на основi одностороннiх
рiзниць проти потоку (для конвективного члена нелiнiйного рiвняння переносу
завихреностi) та п’ятиточкових шаблонiв (для дифузiйного члена зазначеного рiв-
няння та рiвнянь Пуассона для функцiї течiї i тиску) по вiдповiдних координатах.
Для розв’язування лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для функцiї течiї i тиску (якi
вiдрiзняються одне вiд одного лише виглядом вiдомої правої частини) використо-
вується iтерацiйний метод послiдовної верхньої релаксацiї. Одержане пiсля дис-
кретизацiї алгебраїчне спiввiдношення для завихреностi не потребує застосування
нiякого методу розв’язування, оскiльки вже є розрахунковою схемою для безпо-
середнього визначення значень завихреностi на оновi вiдомих значень вiдповiдних
величин, знайдених у попереднiй момент часу. У початковий же момент часу зна-
чення всiх величин вважаються заданими.

КЛЮЧОВI СЛОВА: течiя, канал, розширення, метод
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1. ВСТУП

Дослiдження течiй легких i важких рiдин у прямих каналах актуальне у багатьох
сферах дiяльностi людини. З-помiж iншого, значний iнтерес тут пов’язаний з вивчен-
ням рухiв рiдин у каналах з локальними розширеннями, такими, як муфти, дифузори,
аневризми тощо. Пояснюється вiн тим, що в околах таких неоднорiдностей геометрiї
каналiв змiнюються режим i структура течiї, її локальнi та iнтегральнi характеристики
тощо. А це може спричиняти вiдповiднi наслiдки не лише в околi, але й за межами
зазначених неоднорiдностей [11–77].

Аналiз вiдповiдних наукових джерел засвiдчує, що вивченню руху рiдин у каналах з
локальними розширеннями придiлялася значна увага. У таких роботах канали та роз-
ширення вважалися жорсткими, а для останнiх вибиралися найпростiшi форми. Течiї ж
на їх входi (базовi течiї) були стацiонарними, осесиметричними i ламiнарними, а рiдини
вважалися однорiдними, нестисливими i ньютонiвськими (у данiй статтi не розгляда-
ються iншi типи каналiв, розширень, рiдин та їхнiх течiй, оскiльки вони значно рiдше
вивчалися у порiвняннi iз зазначеними). Це давало можливiсть, з одного боку, в рамках
вибраних моделей та з прийнятною для потреб практики точнiстю з’ясовувати вплив
основних параметрiв каналу11, його розширення i базового потоку на течiю як в око-
лi розширення, так i за його межами, а з iншого – значно спрощувати розв’язування
вiдповiдних задач [11–77].

З-помiж одержаних тут результатiв велике значення мають чисельнi методи, роз-
робленi для дослiдження течiй в околах локальних розширень каналiв. Зокрема, в ро-
ботi [55] було запропоновано чисельний метод розв’язування задачi про рух рiдини у
нескiнченному прямому жорсткому каналi з локальним осесиметричним розширенням
прямокутної форми. Вiн дозволяє вивчати течiю у змiнних швидкiсть-тиск, має другий
порядок точностi i забезпечує достатньо високу стiйкiсть розв’язку. В ньому рiвняння
Нав’є–Стокса i нерозривностi розв’язуються шляхом їх iнтегрування по елементарних
об’ємах (на якi розбивається розрахункова область), просторово-часової дискретиза-
цiї одержаних iнтегральних рiвнянь i подальшого розв’язування нелiнiйних алгебраї-
чних (дискретних) рiвнянь. При виконаннi дискретизацiї часова її частина проводи-
ться на основi неявної триточкової несиметричної схеми з рiзницями назад, а просто-
рова – на основi TVD-схеми та вiдповiдної схеми дискретизацiї просторових похiдних.
Розв’язування ж зазначених алгебраїчних рiвнянь проводиться у три етапи. Спочатку
дискретне рiвняння кiлькостi руху переписується у виглядi рiвняння для швидкостi.
Потiм на основi дискретного рiвняння нерозривностi виводиться рiвняння для тиску.
Пiсля цього до одержаних зв’язаних нелiнiйних алгебраїчних рiвнянь для швидкостi
i тиску застосовується процедура знаходження та узгодження мiж собою послiдовних
наближень цих величин. Вона дозволяє переходити вiд зв’язаних нелiнiйних рiвнянь
до вiдповiдних незалежних лiнiйних. Для розв’язування ж одержаних у такий спосiб
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь застосовується iтерацiйний метод, в якому використо-

1До основних належать параметри, якi мають найбiльший вплив на дослiджуванi поля. Для розши-
рення такими є його ступiнь i довжина, а також параметри, котрi визначають плавнiсть його форми
та ступiнь її вiдхилення вiд осьової симетрiї. Для каналу це – характернi геометричнi розмiри його по-
перечного перерiзу i жорсткiсть його стiнок на згин. Для рiдини основними параметрами є її в’язкiсть
i масова густина, а для базової течiї - осьова компонента її швидкостi, її осереднення по поперечному
перерiзу каналу, число Рейнольдса, а також об’ємна витрата.
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вуються методи вiдкладеної корекцiї та спряжених градiєнтiв, а також солвери ICCG
(для симетричних матриць) та Bi-CGSTAB (для асиметричних матриць).

Як було зазначено, цей метод має другий порядок точностi i забезпечує достатньо
високу стiйкiсть розв’язку. Проте вiн є досить громiздким, потребує виконання вели-
чезної кiлькостi обчислень тощо, а вiдтак – значних затрат машинного часу. У данiй
же статтi розробляється альтернативний метод розв’язування тiєї ж задачi. Вiн має
фактично той же порядок точностi, забезпечує кращу стiйкiсть розв’язку, але потребує
виконання значно меншої кiлькостi обчислень тощо, що зрештою приводить до викори-
стання набагато меншої кiлькостi комп’ютерного часу. В ньому сформульована задача
розв’язується шляхом введення функцiї течiї i завихреностi, подальшої дискретизацiї
вiдповiдних спiввiдношень та розв’язування лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, одержаних
внаслiдок такої дискретизацiї. При проведеннi часової частини дискретизацiї застосову-
ються одностороннi рiзницi вперед. Натомiсть для її просторової частини використову-
ються одностороннi рiзницi проти потоку (для конвективного члена рiвняння переносу
завихреностi) та п’ятиточковi шаблони (для дифузiйного члена зазначеного рiвняння
та рiвнянь Пуассона для функцiї течiї i тиску) по вiдповiдних координатах. Що стосу-
ється розв’язування зазначених алгебраїчних рiвнянь, то для цього використовується
iтерацiйний метод послiдовної верхньої релаксацiї (для рiвнянь для функцiї течiї й ти-
ску). Одержане ж пiсля дискретизацiї алгебраїчне спiввiдношення для завихреностi
не потребує застосування нiякого методу розв’язування, оскiльки вже є розрахунковою
схемою для безпосереднього визначення значень завихреностi на основi вiдомих значень
вiдповiдних величин, знайдених у попереднiй момент часу.

Дана стаття складається з чотирьох роздiлiв, списку лiтератури i додатку. На її
початку Роздiл 11 – вступний. У роздiлi 22 формулюється задача i записуються вiдпо-
вiднi рiвняння, а також граничнi та початковi умови. Далi у роздiлi 33 описується ме-
тод її розв’язування. Пiсля цього формулюються висновки проведеного дослiдження
(роздiл 44, а також наводяться списки цитованої лiтератури i прийнятих позначень (у
додатку).

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Розглядається нескiнченний прямий плоский нерухомий жорсткий канал ширини 𝐷0

з локальним жорстким прямокутним осесиметричним розширенням, ширина i довжина
якого дорiвнюють вiдповiдно 𝑑 та 𝑙 (Рис. 1Рис. 1). У каналi тече в’язка нестислива однорiдна
ньютонiвська рiдина масової густини 𝜌 i кiнематичної в’язкостi 𝜈. Її течiя перед входом
у розширення (базова течiя) є стацiонарною ламiнарною, i характеризується об’ємною
витратою на одиницю глибини каналу 𝑞. Необхiдно дослiдити течiю в околi розширення,
а також встановити зв’язок її локальних та iнтегральних характеристик з параметрами
базового потоку, каналу i розширення.

Сформульована задача описується двовимiрними рiвняннями Нав’є–Стокса:
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Рис. 1. Геометрiя задачi та розрахункова область

i нерозривностi [88,99]:
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

= 0. (2)

Граничними умовами є рiвнiсть нулевi швидкостi течiї на стiнках каналу 𝑆ch i розши-
рення 𝑆exp:

𝑢𝑥|𝑆ch,𝑆𝑒𝑥𝑝
= 0, 𝑢𝑦|𝑆ch,𝑆𝑒𝑥𝑝

= 0. (3)

Також, внаслiдок збереження маси в каналi, об’ємна витрата рiдини 𝑞 має бути одна-
ковою в усiх його поперечних перерiзах:

𝜕𝑞

𝜕𝑥
= 0, 𝑞 = 𝑈𝑎𝐷0. (4)

Крiм того, за межами збуреної розширенням течiї (тобто перед i достатньо далеко за
ним) задається параболiчний профiль швидкостi (внаслiдок ламiнарного характеру ба-
зового потоку) [55,1010,1111]:

𝑢𝑥|𝑥=−𝑙𝑢,𝑙+𝑙𝑑
= 𝑈0

(︂
1− 4𝑦2

𝐷2
0

)︂
,

𝑢𝑦|𝑥=−𝑙𝑢,𝑙+𝑙𝑑
= 0.

(5)

Що стосується тиску 𝑝, то вважається, що перед (𝑝𝑢 = 𝑝|𝑥=−𝑙𝑢
) i достатньо далеко

за (𝑝𝑑 = 𝑝|𝑥=𝑙+𝑙𝑑
) розширенням вiн є сталим, а його вiдповiдний перепад ∆𝑝 = 𝑝𝑢 − 𝑝𝑑 =

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 - таким, що вiдповiдає заданому ламiнарному характеру базового потоку. При
цьому без втрати загальностi величина 𝑝𝑑 покладається рiвною нулевi (𝑝𝑑 = 0), а тиск
𝑝𝑢 (який тепер дорiвнює перепаду ∆𝑝), як i тиск в усьому каналi, визначається у про-
цесi розв’язування задачi (вибираючи значення 𝑝𝑑, завжди можна вибрати вiдповiдне
значення 𝑝𝑢 так, щоби перепад тиску ∆𝑝, який визначає рух рiдини в каналi, залишався
незмiнним). На нерухомих же жорстких поверхнях каналу i розширення нормальний
градiєнт тиску є нульовим [55,1010,1111]:

𝜕𝑝

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑆ch

= 0,
𝜕𝑝

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑆exp

= 0. (6)
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Початковi ж умови полягають у вiдсутностi руху рiдини в каналi в момент часу22 𝑡 =
0 [55]:

𝑢𝑥|𝑡=0 = 𝑢𝑦|𝑡=0 = 0; 𝑝|𝑡=0 = 0. (7)

У спiввiдношеннях (1)(1)–(7)(7) 𝑥 та 𝑦 є прямокутними декартовими координатами, ви-
браними так, що вiсь 𝑥 направлена по осi каналу вниз за течiєю (Рис. 1Рис. 1), 𝑡 – часом, 𝑢𝑥
та 𝑢𝑦 – компонентами локальної миттєвої швидкостi рiдини у напрямках 𝑥 та 𝑦, 𝑈0 та
𝑈𝑎 – максимальною та середньою у поперечному перерiзi каналу швидкостями базового
потоку вiдповiдно:

𝑈𝑎 =
1

𝐷0

𝐷0/2∫︁
−𝐷0/2

𝑢𝑥|𝑥=−𝑙𝑢,𝑙+𝑙𝑑
𝑑𝑦 =

2

3
𝑈0.

Тут i надалi 𝑛 – зовнiшня одинична нормаль до вiдповiдної поверхнi.

3. МЕТОД РОЗВ’ЯЗУВАННЯ

Розв’язування сформульованої у попередньому роздiлi задачi складається з

• введення фунцiї течiї i завихреностi та вiдповiдного переходу вiд змiнних швидкiсть–
тиск до змiнних фунцiя течiї–завихренiсть–тиск;

• обезрозмiрювання одержаних у результатi зазначеного переходу спiввiдношень;

• вибору розрахункової областi i вiдповiдної просторово-часової обчислювальної сi-
тки, та подальшої дискретизацiї безрозмiрних спiввiдношень у вузлах цiєї сiтки;

• розв’язування алгебраїчних рiвнянь, одержаних внаслiдок зазначеної дискретиза-
цiї.

Розглянемо кожен з цих етапiв.

3.1. Перехiд до змiнних функцiя течiї–завихренiсть–тиск

Введення функцiї течiї 𝜓 [88, 99]:

𝑢𝑥 =
𝜕𝜓

𝜕𝑦
, 𝑢𝑦 = −𝜕𝜓

𝜕𝑥
(8)

(яка тотожно задовольняє рiвняння нерозривностi (2)(2)) i завихреностi 𝜔 (яка у випадку
двовимiрної течiї має лише одну компоненту) [88,99]:

𝜔 =
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

− 𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

(9)

2Автори деяких робiт (див., наприклад, [1212–1414]) говорять про iснування параболiчного (ламiнарно-
го) профiлю швидкостi в усьому каналi в початковий момент часу. Але при цьому вони нiчого не кажуть
про те, як у розрахунках задавати такий профiль в областi вiдриву течiї та у струменi безпосередньо
за входом у розширення, а також як задавати границю мiж струменем та областю вiдривної течiї, як
узгоджувати розподiли швидкостей на цiй границi тощо. Крiм того, незрозумiлою залишається причи-
на змiни задаваного цими авторами ламiнарного характеру руху рiдини на збурений/турбулентний в
зонi збуреної розширенням течiї вiдразу пiсля початкового моменту часу тощо.
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дозволяє перейти вiд рiвнянь (1)(1), (2)(2) для швидкостi i тиску до рiвнянь для 𝜓, 𝜔 та
𝑝. Дiйсно, диференцiювання першого рiвняння в (1)(1) по координатi 𝑦, а другого – по
координатi 𝑥, подальше вiднiмання вiд другого з одержаних спiввiдношень першого i
врахування (9)(9) дає рiвняння переносу завихреностi:

𝜕𝜔

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑥

𝜕𝜔

𝜕𝑥
+ 𝑢𝑦

𝜕𝜔

𝜕𝑦
= 𝜈∇2

(𝑥,𝑦)𝜔, (10)

де ∇2
(𝑥,𝑦) =

𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
– оператор Лапласа у змiнних 𝑥, 𝑦.

Пiдстановка (8)(8) у спiввiдношення (9)(9) дозволяє одержати рiвняння Пуассона для
функцiї течiї:

∇2
(𝑥,𝑦)𝜓 = −𝜔, (11)

котре в явному виглядi зв’язує мiж собою функцiї 𝜓 та 𝜔.
Диференцiювання ж першого рiвняння в (1)(1) по координатi 𝑥, а другого – по коор-

динатi 𝑦, подальше додавання одержаних спiввiдношень i врахування (2)(2) приводить до
рiвняння Пуассона для тиску:

∇2
(𝑥,𝑦)𝑝 = −𝜌

[︃(︂
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥

)︂2

+ 2
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

+

(︂
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

)︂2
]︃
. (12)

Що стосується граничних та початкових умов для змiнних 𝜓, 𝜔 i 𝑝, то їх не мо-
жна сформулювати безпосередньо на основi постановки задачi. Натомiсть їх можна
одержати з умов (3)(3)–(7)(7) iз застосуванням вiдповiдних математичних операцiй. Дiйсно,
використання спiввiдношення (5)(5) разом iз (8)(8), (9)(9) дозволяє записати умови для функцiї
течiї та завихреностi на входi та виходi збуреної розширенням течiї:

𝜓|𝑥=−𝑙𝑢,𝑙+𝑙𝑑
= 𝑈0𝑦

(︂
1− 4𝑦2

3𝐷2
0

)︂
, 𝜔|𝑥=−𝑙𝑢,𝑙+𝑙𝑑

=
8𝑈0𝑦

𝐷2
0

. (13)

З рiвностi нулю нормальної компоненти швидкостi рiдини на стiнках каналу та роз-
ширення випливає (на основi (8)(8)) постiйнiсть там функцiї 𝜓:

𝜓|𝑆+
ch,𝑆

+
exp

= const+, 𝜓|𝑆−
ch,𝑆

−
exp

= const−

(тут 𝑆+
ch та 𝑆+

exp – верхнi стiнки каналу та розширення вiдповiдно, а 𝑆−
ch та 𝑆−

exp – нижнi).
Звiдси, з урахуванням першого спiввiдношення в (13)(13), одержуємо:

𝜓|𝑆+
ch,𝑆

+
exp

=
1

3
𝑈0𝐷0, 𝜓|𝑆−

ch,𝑆
−
exp

= −1

3
𝑈0𝐷0. (14)

Вiдсутнiсть же тангенцiйної компоненти швидкостi на поверхнях 𝑆ch та 𝑆exp спри-
чиняє там рiвнiсть нулевi нормальних похiдних першого порядку та змiшаної похiдної
другого порядку вiд 𝜓:

𝜕𝜓

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑆ch,𝑆ℎ

exp

= 0,
𝜕𝜓

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑆𝑣
exp

= 0,
𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑆ch,𝑆exp

= 0 (15)
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(в умовах (15)(15) через 𝑆ℎ
exp та 𝑆𝑣

exp позначено горизонтальнi та вертикальнi дiлянки по-
верхнi 𝑆exp вiдповiдно).

Спiввiдношення (15)(15) разом з рiвнянням (11)(11) дають також умову для завихреностi
на стiнках каналу та розширення:

𝜔|𝑆ch,𝑆ℎ
exp

= −𝜕
2𝜓

𝜕𝑦2

⃒⃒⃒⃒
𝑆ch,𝑆ℎ

exp

, 𝜔|𝑆𝑣
exp

= −𝜕
2𝜓

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝑆𝑣
exp

. (16)

Що стосується граничних умов для тиску, то, окрiм (6)(6), ще маємо:

𝜕𝑝

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑆𝑣
exp

= 𝜌

[︂
𝜈∇2

(𝑥,𝑦)𝑢𝑥 −
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑡

]︂
𝑆𝑣
exp

,

𝜕𝑝

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑆ch,𝑆ℎ

exp

= 𝜌

[︂
𝜈∇2

(𝑥,𝑦)𝑢𝑦 −
𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑡

]︂
𝑆ch,𝑆ℎ

exp

.

(17)

Спiввiдношення (17)(17) одержуються з рiвнянь (1)(1) пiсля врахування в них умов (3)(3).
Початковi ж умови для 𝜓, 𝜔 та 𝑝 полягають у рiвностi нулю цих величин в момент

часу 𝑡 = 0 (див. (7)(7)–(9)(9)):

𝜓|𝑡=0 = 0, 𝜔|𝑡=0 = 0, 𝑝|𝑡=0 = 0. (18)

3.2. Безрозмiрнi спiввiдношення

При проведеннi розрахункiв зручно мати справу з безрозмiрними аналогами наведених
у попередньому пiдрiдроздiлi спiввiдношень. Для одержання цих аналогiв необхiдно
вибрати вiдповiднi масштаби. У даному дослiдженнi в якостi масштабу довжини виби-
рається ширина каналу 𝐷0, а в якостi масштабу швидкостi – її середнє у поперечному
перерiзi каналу значення у базовiй течiї 𝑈𝑎 = 𝑞/𝐷0. Масштабами ж часу i тиску є вiд-
повiдно вiдношення 𝐷0/𝑈𝑎 та подвоєний середнiй динамiчний напiр базової течiї 𝜌𝑈2

𝑎 .
Що стосується функцiї течiї, об’ємної витрати i завихореностi, то для перших двох мас-
штабом служить добуток 𝑈𝑎𝐷0, а для останньої – вiдношення 𝑈𝑎/𝐷0.

Для вибраних масштабiв безрозмiрнi аналоги представлень (8)(8), (9)(9) та рiвнянь (10)(10)–
(12)(12) мають вiдповiдно такий вигляд:

𝑈𝑥 =
𝜕Ψ

𝜕𝑌
, 𝑈𝑦 = − 𝜕Ψ

𝜕𝑋
, Ω =

𝜕𝑈𝑦

𝜕𝑋
− 𝜕𝑈𝑥

𝜕𝑌
, (19)

𝜕Ω

𝜕𝑇
+ 𝑈𝑥

𝜕Ω

𝜕𝑋
+ 𝑈𝑦

𝜕Ω

𝜕𝑌
=

1

Re
∇2

(𝑋,𝑌 )Ω, (20)

∇2
(𝑋,𝑌 )Ψ = −Ω, (21)

∇2
(𝑋,𝑌 )𝑃 = −

(︂
𝜕𝑈𝑥

𝜕𝑋

)︂2

− 2
𝜕𝑈𝑥

𝜕𝑌

𝜕𝑈𝑦

𝜕𝑋
−
(︂
𝜕𝑈𝑦

𝜕𝑌

)︂2

, (22)
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Безрозмiрнi аналоги граничних умов (4)(4), (6)(6), (13)(13)–(17)(17) записуються наступним чином:

𝜕𝑄

𝜕𝑋
= 0, 𝑄 = 1,

𝜕𝑃

𝜕n

⃒⃒⃒⃒
𝑆ch,𝑆exp

= 0, Ψ|𝑋=−𝐿𝑢,𝐿+𝐿𝑑
=

3

2
𝑌

(︂
1− 4

3
𝑌 2

)︂
,

Ω|𝑋=−𝐿𝑢,𝐿+𝐿𝑑
= 12𝑌, Ψ|𝑆+

ch,𝑆
+
exp

=
1

2
, Ψ|𝑆−

ch,𝑆
−
exp

= −1

2
,

𝜕Ψ

𝜕𝑌

⃒⃒⃒⃒
𝑆ch,𝑆ℎ

exp

= 0, ‘
𝜕Ψ

𝜕𝑋

⃒⃒⃒⃒
𝑆𝑣
exp

= 0,
𝜕2Ψ

𝜕𝑋𝜕𝑌

⃒⃒⃒⃒
𝑆ch,𝑆exp

= 0,

Ω|𝑆ch,𝑆ℎ
exp

= −𝜕
2Ψ

𝜕𝑌 2

⃒⃒⃒⃒
𝑆ch,𝑆ℎ

exp

, Ω|𝑆𝑣
exp

= − 𝜕2Ψ

𝜕𝑋2

⃒⃒⃒⃒
𝑆𝑣
exp

,

𝜕𝑃

𝜕𝑋

⃒⃒⃒⃒
𝑆𝑣
exp

=

[︂
1

Re
∇2

(𝑋,𝑌 )𝑈𝑥 −
𝜕𝑈𝑥

𝜕𝑇

]︂
𝑆𝑣
exp

,

𝜕𝑃

𝜕𝑌

⃒⃒⃒⃒
𝑆ch,𝑆ℎ

exp

=

[︂
1

Re
∇2

(𝑋,𝑌 )𝑈𝑦 −
𝜕𝑈𝑦

𝜕𝑇

]︂
𝑆ch,𝑆ℎ

exp

.

(23)

Тут ∇2
(𝑋,𝑌 ) =

𝜕2

𝜕𝑋2
+

𝜕2

𝜕𝑌 2
– оператор Лапласа у змiнних 𝑋, 𝑌 .

Початковi ж умови (18)(18) у змiнних Ψ, Ω та 𝑃 переписуються так:

Ψ|𝑇=0 = 0, Ω|𝑇=0 = 0, 𝑃 |𝑇=0 = 0. (24)

У спiввiдношеннях (19)(19)–(24)(24) 𝑋 = 𝑥/𝐷0 та 𝑌 = 𝑦/𝐷0 є безрозмiрними координатами
𝑥 та 𝑦; 𝑇 = 𝑡𝑈𝑎/𝐷0 – безрозмiрним часом; 𝑈𝑥 = 𝑢𝑥/𝑈𝑎 та 𝑈𝑦 = 𝑢𝑦/𝑈𝑎 – безрозмiрними
компонентами швидкостi у напрямках 𝑥 та 𝑦; Ψ = 𝜓/(𝐷0𝑈𝑎) та Ω = 𝜔𝐷0/𝑈𝑎 – безрозмiр-
ними функцiєю течiї та завихоренiстю вiдповiдно; 𝑃 = 𝑝/(𝜌𝑈2

𝑎 ) – безрозмiрним тиском;
Re = 𝑈𝑎𝐷0/𝜈 – числом Рейнольдса осередненої по поперечному перерiзу каналу базової
течiї; 𝑄 = 𝑞/(𝑈𝑎𝐷0) – безрозмiрною об’ємною витратою рiдини в каналi на одиницю йо-
го глибини; 𝐷 = 𝑑/𝐷0 та 𝐿 = 𝑙/𝐷0 – безрозмiрними шириною та довжиною розширення
вiдповiдно; 𝐿𝑢 = 𝑙𝑢/𝐷0 та 𝐿𝑑 = 𝑙𝑑/𝐷0 – безрозмiрними вiдстанями 𝑙𝑢 та 𝑙𝑑; а також було
враховано, що 𝑈𝑎 = 2𝑈0/3 (див. пiсля умов (7)(7)).

3.3. Розрахункова область, обчислювальна сiтка та дискретнi спiввiдношен-
ня

На Рис. 1Рис. 1 зображено область, в якiй розшукується розв’язок задачi. Її безрозмiрна лiва
межа 𝑋 = −𝐿𝑢 вибирається там, де базова течiя ще незбурена розширенням, а безроз-
мiрна права – 𝑋 = 𝐿 + 𝐿𝑑, де збурення течiї вже зникають, i вона стає такою, якою
була при 𝑋 = −𝐿𝑢. Що стосується значень безрозмiрних вiдстаней 𝐿𝑢 та 𝐿𝑑, то для
розглядуваних у данiй статтi меж змiни швидкостi базової течiї вони вибираються у
межах 𝐿𝑢 ≤ 0.5, 𝐿𝑑 ≤ 12 [55, 1010,1111,1515].

У вибранiй областi вводиться рiвномiрна прямокутна сiтка з малими кроками ∆𝑋
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по координатi 𝑋 та ∆𝑌 по координатi 𝑌 (Рис. 2Рис. 2):

𝑋𝑛 = 𝑋𝑛−1 +∆𝑋 , ∆𝑋 = const𝑋 ≪ 1;

𝑌𝑚 = 𝑌𝑚−1 +∆𝑌 , ∆𝑌 = const𝑌 ≪ 1.
(25)

Час же iнтегрування розбивається на малi

Рис. 2. Сiтка розбиття
розрахункової областi

промiжки зi сталим кроком ∆𝑇 :

𝑇𝑘 = 𝑇𝑘−1 +∆𝑇 = 𝑘∆𝑇 ,

∆𝑇 = const𝑇 <≪ 1,

𝑇0 = 0.

(26)

Пiсля цього у вузлах обчислювальної сiтки
(25)(25), (26)(26) проводиться дискретизацiя наведе-
них у попередньому пiдроздiлi спiввiдношень.
При її проведеннi значення вiдповiдної вели-
чини 𝑓 у вузлi 𝑋𝑛, 𝑌𝑚, 𝑇𝑘 позначається через
𝑓𝑘
𝑛,𝑚:

𝑓𝑘
𝑛,𝑚 = 𝑓(𝑋, 𝑌, 𝑇 )|𝑋=𝑋𝑛,𝑌=𝑌𝑚,𝑇=𝑇𝑘

.

3.3.1. Дискретнi аналоги безрозмiрних рiвнянь

Дискретнi аналоги представлень (19)(19) для компонент швидкостi одержуються пiсля за-
стосування до останнiх центральних рiзниць по вiдповiдних координатах [1616–1818]:

(𝑈𝑥)
𝑘
𝑛,𝑚 =

Ψ𝑘
𝑛,𝑚+1 −Ψ𝑘

𝑛,𝑚−1

2∆𝑌

,

(𝑈𝑦)
𝑘
𝑛,𝑚 = −

Ψ𝑘
𝑛+1,𝑚 −Ψ𝑘

𝑛−1,𝑚

2∆𝑋

.

(27)

Спiввiдношення (27)(27) мають другий порядок точностi (тут не наводиться дискретний
аналог представлення (19)(19) для завихореностi через вiдсутнiсть необхiдностi його подаль-
шого використання).

Для дискретизацiї рiвняння (20)(20) використовуються одностороння рiзниця вперед
за часом, одностороннi рiзницi проти потоку та п’ятиточковi шаблони по вiдповiдних
координатах [1616–1818]. Так, застосування до нестацiонарного члена у (20)(20) односторонньої
рiзницi вперед за часом дає його дискретний аналог першого порядку точностi:(︂

𝜕Ω

𝜕𝑇

)︂𝑘

𝑛,𝑚

=
Ω𝑘+1

𝑛,𝑚 − Ω𝑘
𝑛,𝑚

∆𝑇

. (28)
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До конвективного ж члена рiвняння (20)(20) застосовуються одностороннi рiзницi проти
потоку по координатах 𝑋 та 𝑌 , якi мають другий порядок точностi [1616–1818]:

(︂
𝑈𝑥

𝜕Ω

𝜕𝑋

)︂𝑘

𝑛,𝑚

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝑈𝑥)

𝑘
𝑛,𝑚

Ω𝑘
𝑛,𝑚 − Ω𝑘

𝑛−1,𝑚

∆𝑋

; (𝑈𝑥)
𝑘
𝑛,𝑚 ≥ 0,

(𝑈𝑥)
𝑘
𝑛,𝑚

Ω𝑘
𝑛+1,𝑚 − Ω𝑘

𝑛,𝑚

∆𝑋

; (𝑈𝑥)
𝑘
𝑛,𝑚 < 0,

(︂
𝑈𝑦
𝜕Ω

𝜕𝑌

)︂𝑘

𝑛,𝑚

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚

Ω𝑘
𝑛,𝑚 − Ω𝑘

𝑛,𝑚−1

∆𝑌

; (𝑈𝑦)
𝑘
𝑛,𝑚 ≥ 0,

(𝑈𝑦)
𝑘
𝑛,𝑚

Ω𝑘
𝑛,𝑚+1 − Ω𝑘

𝑛,𝑚

∆𝑌

; (𝑈𝑦)
𝑘
𝑛,𝑚 < 0.

(29)

Що стосується дифузiйного члена у (20)(20), то для одержання його дискретного аналога
другого порядку точностi використовується зазначений п’ятиточковий шаблон [1616–1818].
Це дає (︂

𝜕2Ω

𝜕𝑋2

)︂𝑘

𝑛,𝑚

=
Ω𝑘

𝑛+1,𝑚 − 2Ω𝑘
𝑛,𝑚 + Ω𝑘

𝑛−1,𝑚

∆2
𝑋

,

(︂
𝜕2Ω

𝜕𝑌 2

)︂𝑘

𝑛,𝑚

=
Ω𝑘

𝑛,𝑚+1 − 2Ω𝑘
𝑛,𝑚 + Ω𝑘

𝑛,𝑚−1

∆2
𝑌

.

(30)

Наявнiсть спiввiдношень (28)(28)–(30)(30), а також використання виразiв (27)(27) у представ-
леннях (29)(29) дозволяє записати дискретний аналог рiвняння (20)(20):

Ω𝑘+1
𝑛,𝑚 = 𝐶𝑘

𝑛,𝑚Ω
𝑘
𝑛,𝑚 + 𝐶𝑘

𝑛−1,𝑚Ω
𝑘
𝑛−1,𝑚 + 𝐶𝑘

𝑛+1,𝑚Ω
𝑘
𝑛+1,𝑚 + 𝐶𝑘

𝑛,𝑚−1Ω
𝑘
𝑛,𝑚−1 + 𝐶𝑘

𝑛,𝑚+1Ω
𝑘
𝑛,𝑚+1, (31)

коефiцiєнти якого мають такий вигляд:

𝐶𝑘
𝑛,𝑚 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1− 𝛼𝑋𝑌

(︀
(∆Ψ)𝑘𝑛,𝑚,𝑌 − (∆Ψ)𝑘𝑛,𝑚,𝑋

)︀
− 2𝛼𝑋 − 2𝛼𝑌 ; (𝑈𝑥)

𝑘
𝑛,𝑚 ≥ 0, (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚 ≥ 0;

1− 𝛼𝑋𝑌

(︀
(∆Ψ)𝑘𝑛,𝑚,𝑌 + (∆Ψ)𝑘𝑛,𝑚,𝑋

)︀
− 2𝛼𝑋 − 2𝛼𝑌 ; 𝑛 (𝑈𝑥)

𝑘
𝑛,𝑚 ≥ 0, (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚 < 0;

1 + 𝛼𝑋𝑌

(︀
(∆Ψ)𝑘𝑛,𝑚,𝑌 + (∆Ψ)𝑘𝑛,𝑚,𝑋

)︀
− 2𝛼𝑋 − 2𝛼𝑌 ; (𝑈𝑥)

𝑘
𝑛,𝑚 < 0, (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚 ≥ 0;

1 + 𝛼𝑋𝑌

(︀
(∆Ψ)𝑘𝑛,𝑚,𝑌 − (∆Ψ)𝑘𝑛,𝑚,𝑋

)︀
− 2𝛼𝑋 − 2𝛼𝑌 ; (𝑈𝑥)

𝑘
𝑛,𝑚 < 0, (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚 < 0;

𝐶𝑘
𝑛−1,𝑚 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼𝑋𝑌 (∆Ψ)𝑘𝑛,𝑚,𝑌 + 𝛼𝑋 ; (𝑈𝑥)
𝑘
𝑛,𝑚 ≥ 0, (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚 ≥ 0;

𝛼𝑋𝑌 (∆Ψ)𝑘𝑛,𝑚,𝑌 + 𝛼𝑋 ; (𝑈𝑥)
𝑘
𝑛,𝑚 ≥ 0, (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚 < 0;

𝛼𝑋 ; (𝑈𝑥)
𝑘
𝑛,𝑚 < 0, (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚 ≥ 0;

𝛼𝑋 ; (𝑈𝑥)
𝑘
𝑛,𝑚 < 0, (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚 < 0;

𝐶𝑘
𝑛+1,𝑚 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼𝑋 ; (𝑈𝑥)
𝑘
𝑛,𝑚 ≥ 0, (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚 ≥ 0;

𝛼𝑋 ; (𝑈𝑥)
𝑘
𝑛,𝑚 ≥ 0, (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚 < 0;

−𝛼𝑋𝑌 (∆Ψ)𝑘𝑛,𝑚,𝑌 + 𝛼𝑋 ; (𝑈𝑥)
𝑘
𝑛,𝑚 < 0, (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚 ≥ 0;

−𝛼𝑋𝑌 (∆Ψ)𝑘𝑛,𝑚,𝑌 + 𝛼𝑋 ; (𝑈𝑥)
𝑘
𝑛,𝑚 < 0, (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚 < 0;

218



ISSN 2616-6135. ГIДРОДИНАМIКА I АКУСТИКА. 2022. Том 2(92), № 3. С. 209209–228228.

𝐶𝑘
𝑛,𝑚−1 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝛼𝑋𝑌 (∆Ψ)𝑘𝑛,𝑚,𝑋 + 𝛼𝑌 ; (𝑈𝑥)
𝑘
𝑛,𝑚 ≥ 0, (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚 ≥ 0;

𝛼𝑌 ; (𝑈𝑥)
𝑘
𝑛,𝑚 ≥ 0, (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚 < 0;

−𝛼𝑋𝑌 (∆Ψ)𝑘𝑛,𝑚,𝑋 + 𝛼𝑌 ; (𝑈𝑥)
𝑘
𝑛,𝑚 < 0, (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚 ≥ 0;

𝛼𝑌 ; (𝑈𝑥)
𝑘
𝑛,𝑚 < 0, (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚 < 0;

𝐶𝑘
𝑛,𝑚+1 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼𝑌 ; (𝑈𝑥)
𝑘
𝑛,𝑚 ≥ 0, (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚 ≥ 0;

𝛼𝑋𝑌 (∆Ψ)𝑘𝑛,𝑚,𝑋 + 𝛼𝑌 ; (𝑈𝑥)
𝑘
𝑛,𝑚 ≥ 0, (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚 < 0;

𝛼𝑌 ; (𝑈𝑥)
𝑘
𝑛,𝑚 < 0, (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚 ≥ 0;

𝛼𝑋𝑌 (∆Ψ)𝑘𝑛,𝑚,𝑋 + 𝛼𝑌 ; (𝑈𝑥)
𝑘
𝑛,𝑚 < 0, (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚 < 0.

Тут величини 𝛼𝑋 , 𝛼𝑌 i 𝛼𝑋𝑌 є вiдповiдними вiдношеннями крокiв просторово-часової
решiтки (25)(25), (26)(26):

𝛼𝑋 =
1

Re

∆𝑇

∆2
𝑋

, 𝛼𝑌 =
1

Re

∆𝑇

∆2
𝑌

, 𝛼𝑋𝑌 =
∆𝑇

2∆𝑋∆𝑌

,

а (∆Ψ)𝑘𝑛,𝑚,𝑋 i (∆Ψ)𝑘𝑛,𝑚,𝑌 – приростами функцiї Ψ у напрямках 𝑋 та 𝑌 цiєї решiтки
вiдповiдно:

(∆Ψ)𝑘𝑛,𝑚,𝑋 = Ψ𝑘
𝑛+1,𝑚 −Ψ𝑘

𝑛−1,𝑚,

(∆Ψ)𝑘𝑛,𝑚,𝑌 = Ψ𝑘
𝑛,𝑚+1 −Ψ𝑘

𝑛,𝑚−1.

Що стосується дискретних аналогiв рiвнянь Пуассона (21)(21) для функцiї течiї i (22)(22)
для тиску, то вони мають подiбний вигляд:

Ψ𝑘
𝑛+1,𝑚 − 2Ψ𝑘

𝑛,𝑚 +Ψ𝑘
𝑛−1,𝑚

∆2
𝑋

+
Ψ𝑘

𝑛,𝑚+1 − 2Ψ𝑘
𝑛,𝑚 +Ψ𝑘

𝑛,𝑚−1

∆2
𝑌

= −Ω𝑘
𝑛,𝑚, (32)

𝑃 𝑘
𝑛+1,𝑚 − 2𝑃 𝑘

𝑛,𝑚 + 𝑃 𝑘
𝑛−1,𝑚

∆2
𝑋

+
𝑃 𝑘
𝑛,𝑚+1 − 2𝑃 𝑘

𝑛,𝑚 + 𝑃 𝑘
𝑛,𝑚−1

∆2
𝑌

=

= −

[︃(︂
𝜕𝑈𝑥

𝜕𝑋

)︂2

+ 2
𝜕𝑈𝑥

𝜕𝑌

𝜕𝑈𝑦

𝜕𝑋
+

(︂
𝜕𝑈𝑦

𝜕𝑌

)︂2
]︃𝑘
𝑛,𝑚

.

(33)

Спiввiдношення (32)(32), (33)(33) мають другий порядок точностi i одержуються пiсля засто-
сування до рiвнянь (21)(21), (22)(22) п’ятиточкового шаблону по координатах 𝑋 та 𝑌 [1616–1818].
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3.3.2. Дискретнi аналоги безрозмiрних граничних умов та їх застосування
до рiвнянь(27), (31)–(33)

Дискретнi аналоги безрозмiрних граничних умов для функцiї течiї Ψ i завихореностi Ω
зi спiввiдношень (23)(23) записуються наступним чином:

Ψ𝑘
𝑛,𝑚

⃒⃒
𝑋=−𝐿𝑢,𝐿+𝐿𝑑

=
3

2
𝑌

(︂
1− 4

3
𝑌 2

)︂
, Ψ𝑘

𝑛,𝑚

⃒⃒
𝑆+
ch,𝑆

+
exp

=
1

2
, Ψ𝑘

𝑛,𝑚

⃒⃒
𝑆−
ch,𝑆

−
exp

= −1

2
,(︀

Ψ𝑘
𝑛,𝑚+1 −Ψ𝑘

𝑛,𝑚−1

)︀
𝑆ch,𝑆ℎ

exp
= 0,

(︀
Ψ𝑘

𝑛+1,𝑚 −Ψ𝑘
𝑛−1,𝑚

)︀
𝑆v
exp

= 0,

Ω𝑘
𝑛,𝑚

⃒⃒
𝑋=−𝐿𝑢,𝐿+𝐿𝑑

= 12𝑌, Ω𝑘
𝑛,𝑚

⃒⃒
𝑆ch,𝑆ℎ

exp
= −

Ψ𝑘
𝑛,𝑚+1 − 2Ψ𝑘

𝑛,𝑚 +Ψ𝑘
𝑛,𝑚−1

∆2
𝑌

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑆ch,𝑆ℎ

exp

,

Ω|𝑆v
exp

= −
Ψ𝑘

𝑛+1,𝑚 − 2Ψ𝑘
𝑛,𝑚 +Ψ𝑘

𝑛−1,𝑚

∆2
𝑋

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑆v
exp

.

Для тиску ж 𝑃 дискретнi аналоги граничних умов з (23)(23) виглядають так:(︂
𝜕𝑃

𝜕n

)︂𝑘

𝑛,𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑆ch,𝑆exp

= 0,

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑋

)︂𝑘

𝑛,𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑆𝑣
exp

=

[︃
1

Re

(︃
(𝑈𝑥)

𝑘
𝑛+1,𝑚 − 2 (𝑈𝑥)

𝑘
𝑛,𝑚 + (𝑈𝑥)

𝑘
𝑛−1,𝑚

∆2
𝑋

+

+
(𝑈𝑥)

𝑘
𝑛,𝑚+1 − 2 (𝑈𝑥)

𝑘
𝑛,𝑚 + (𝑈𝑥)

𝑘
𝑛,𝑚−1

∆2
𝑌

)︃
−

(𝑈𝑥)
𝑘+1
𝑛,𝑚 − (𝑈𝑥)

𝑘
𝑛,𝑚

∆𝑇

]︃
𝑆𝑣
exp

,

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑌

)︂𝑘

𝑛,𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑆ch,𝑆ℎ

exp

=

[︃
1

Re

(︃
(𝑈𝑦)

𝑘
𝑛+1,𝑚 − 2 (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚 + (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛−1,𝑚

∆2
𝑋

+

+
(𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚+1 − 2 (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚 + (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚−1

∆2
𝑌

)︃
−

(𝑈𝑦)
𝑘+1
𝑛,𝑚 − (𝑈𝑦)

𝑘
𝑛,𝑚

∆𝑇

]︃
𝑆ch,𝑆ℎ

exp

(для компонент швидкостi тут треба використовувати представлення (27)(27)).
Наведенi спiввiдношення дають можливiсть вираховувати значення всiх членiв рiв-

нянь (27)(27), (31)(31)–(33)(33) на границi розрахункової областi.

3.3.3. Дискретнi аналоги безрозмiрних початкових умов та їх застосування
до рiвнянь (27), (31)–(33)

Дискретнi аналоги безрозмiрних початкових умов (24)(24) мають такий вигляд:

Ψ𝑘
𝑛,𝑚

⃒⃒
𝑘=0

= 0, Ω𝑘
𝑛,𝑚

⃒⃒
𝑘=0

= 0, 𝑃 𝑘
𝑛,𝑚

⃒⃒
𝑘=0

= 0.

Вони дозволяють визначати значення всiх членiв рiвнянь (27)(27), (31)(31)–(33)(33) у початковий
момент часу в усiй розрахунковiй областi.
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3.4. Розв’язування рiвнянь (27), (31)–(33)

Аналiз алгебраїчних рiвнянь (31)(31), (32)(32) показує таке:

• через нелiнiйнiсть членiв правої частини (31)(31) (якi залежать вiд добуткiв ΨΩ у вiд-
повiдних точках просторово-часової решiтки (25)(25), (26)(26)), це рiвняння є нелiнiйним;

• рiвняння (31)(31) i (32)(32) є зв’язаними.

Проте при детальнiшому вивченнi рiвняння (31)(31) неважко помiтити, що всi доданки
у його правiй частинi є вiдомими величинами (бо вони визначаються на попередньо-
му часовому етапi 𝑇 = 𝑇𝑘, а в початковий момент часу вони заданi (див. пiдроздiл
3.3.3)). Вiдтак (31)(31) є не рiвнянням, а чисельною схемою для безпосереднього визначе-
ння значень завихореностi Ω𝑘+1

𝑛,𝑚 на основi вiдомої правої частини. Система ж (31)(31), (32)(32)
вiдповiдно не є системою зв’язаних алгебраїчних рiвнянь.

Наявнiсть одержаних на основi схеми (31)(31) значень Ω в усiх вузлах сiтки iнтегруван-
ня (25)(25), (26)(26) дозволяє перейти до розв’язування системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
(СЛАР) (32)(32) з вiдомою правою частиною.

Для розв’язування СЛАР в лiтературi застосовуються прямi та iтерацiйнi методи.
Першi з них використовуються у разi СЛАР невеликої розмiрностi i дають добрi ре-
зультати. Якщо ж системи рiвнянь мають велику розмiрнiсть, а їхнi матрицi є ще
й розрiдженими, то в цьому разi прямi методи потребують великих об’ємiв пам’ятi
комп’ютера i приводять до величезних затрат часу [55,1616–1818]. Вiдтак їхнє використання
тут недоцiльне. Натомiсть для iтерацiйних методiв при роботi зi СЛАР великої розмiр-
ностi необхiдно набагато менше комп’ютерної пам’ятi i часу. При цьому вони зберiгають
розрiдженiсть матриць СЛАР (у разi такої властивостi перших) i дають задовiльнi ре-
зультати [55,1616–1818].

Беручи до уваги щойно зазначене, а також розмiр та ступiнь розрiдженостi матрицi
системи рiвнянь (32)(32) (яка є блочно-трьохдiагональною), для її розв’язування у данiй
роботi вибирається iтерацiйний метод послiдовної верхньої релаксацiї [1616–1818]. Цей метод
має другий порядок точностi, а його чисельна схема для системи (32)(32) має наступний
вигляд:

Ψ𝑘+1
𝑛,𝑚 = (1−𝛾)Ψ𝑘

𝑛,𝑚+
𝛾

2(1 + 𝛽2)

(︀
Ψ𝑘

𝑛+1,𝑚 +Ψ𝑘
𝑛−1,𝑚 + 𝛽2Ψ𝑘

𝑛,𝑚+1 + 𝛽2Ψ𝑘
𝑛,𝑚−1 +∆2

𝑋Ω
𝑘
𝑛,𝑚

)︀
(34)

(тут 𝛾 – параметр релаксацiї (1 < 𝛾 ≤ 2), а 𝛽 = ∆𝑋/∆𝑌 – вiдношення крокiв решi-
тки (25)(25)). Як i у випадку спiввiдношення (31)(31), у схемi (34)(34) всi величини справа вiдомi.
А тому значення Ψ𝑘+1

𝑛,𝑚 у вiдповiдних вузлах сiтки (25)(25), (26)(26) визначаються шляхом ви-
конання операцiй, передбачених схемою (34)(34).

Далi вирахуванi значення функцiї Ψ дають можливiсть знайти (на основi (27)(27)) вiдпо-
вiднi значення компонент швидкостi 𝑈𝑥, 𝑈𝑦 i пiдставити їх у праву частину системи рiв-
нянь (33)(33). Пiсля цього для розв’язування СЛАР (33)(33) (яка вiдрiзняється вiд СЛАР (32)(32)
лише виглядом правої частини) застосовується той же iтерацiйний метод послiдовної
верхньої релаксацiї:

𝑃 𝑘+1
𝑛,𝑚 = (1−𝛾)𝑃 𝑘

𝑛,𝑚+
𝛾

2(1 + 𝛽2)

(︀
𝑃 𝑘
𝑛+1,𝑚 + 𝑃 𝑘

𝑛−1,𝑚 + 𝛽2𝑃 𝑘
𝑛,𝑚+1 + 𝛽2𝑃 𝑘

𝑛,𝑚−1 +∆2
𝑋𝑆

𝑘
𝑛,𝑚

)︀
, (35)
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𝑆𝑘
𝑛,𝑚 =

[︃(︂
𝜕𝑈𝑥

𝜕𝑋

)︂2

+ 2
𝜕𝑈𝑥

𝜕𝑌

𝜕𝑈𝑦

𝜕𝑋
+

(︂
𝜕𝑈𝑦

𝜕𝑌

)︂2
]︃𝑘
𝑛,𝑚

.

Як i в схемах (31)(31) та (34)(34), у схемi (35)(35) всi величини справа є вiдомими. Це дозволяє ви-
значати значення тиску 𝑃 𝑘+1

𝑛,𝑚 у вiдповiдних вузлах сiтки iнтегрування (25)(25), (26)(26) шляхом
виконання операцiй, вказаних у схемi (35)(35).

4. ВИСНОВКИ

1. Розроблено чисельний метод розв’язування задачi у змiнних функцiя течiї–зави-
хренiсть–тиск про рух рiдини у нескiнченному прямому плоскому жорсткостiн-
ному каналi з локальним жорстким осесиметричним розширенням прямокутної
форми. Цей метод має перший порядок точностi по часовiй та другий порядок
точностi по просторових координатах.

2. У розробленому методi сформульована задача розв’язується шляхом а) введен-
ня функцiї течiї i завихреностi та вiдповiдного переходу вiд змiнних швидкiсть-
тиск до змiнних функцiя течiї–завихренiсть–тиск, б) подальшого обезрозмiрюва-
ння одержаних у результатi такого переходу спiввiдношень, в) вибору розрахун-
кової областi i вiдповiдної просторово-часової обчислювальної сiтки, г) дискре-
тизацiї безрозмiрних спiввiдношень у вiдповiдних вузлах цiєї сiтки та подальшо-
го розв’язування лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, одержаних внаслiдок зазначеної
дискретизацiї.

3. При виконаннi вказаної дискретизацiї часова її частина проводиться на основi
односторонньої рiзницi вперед, а просторова – на основi одностороннiх рiзниць
проти потоку (для конвективного члена рiвняння переносу завихреностi) та п’яти-
точкових шаблонiв (для дифузiйного члена зазначеного рiвняння та рiвнянь Пу-
ассона для функцiї течiї i тиску) по вiдповiдних координатах.

4. Для розв’язування лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для функцiї течiї i тиску ви-
користовується iтерацiйний метод послiдовної верхньої релаксацiї. Одержане ж
пiсля дискретизацiї алгебраїчне спiввiдношення для завихреностi не потребує за-
стосування нiякого методу розв’язування, оскiльки вже є розрахунковою схемою
для безпосереднього визначення значень завихреностi на основi вiдомих значень
вiдповiдних величин, знайдених у попереднiй момент часу.

ДОДАТОК. ПОЗНАЧЕННЯ

𝐷0 ширина каналу;

𝑑, 𝑙 ширина i довжина розширення вiдповiдно;

𝐷, 𝐿 безрозмiрнi ширина i довжина розширення вiдповiдно;

𝑙𝑢, 𝐿𝑢 розмiрна та безрозмiрна вiдстанi вiд лiвої межi розрахункової областi до
розширення;
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𝑙𝑑, 𝐿𝑑 розмiрна та безрозмiрна вiдстанi вiд розширення до правої межi розра-
хункової областi;

𝜌, 𝜈 масова густина i кiнематична в’язкiсть рiдини вiдповiдно;

𝑞, 𝑄 розмiрна та безрозмiрна об’ємнi витрати рiдини в каналi на одиницю його
глибини вiдповiдно;

𝑥, 𝑦 розмiрнi прямокутнi Декартовi координати;

𝑋, 𝑌 безрозмiрнi прямокутнi Декартовi координати;

𝑡, 𝑇 розмiрний та безрозмiрний час вiдповiдно;

∆𝑋 , ∆𝑌 , ∆𝑇 малi сталi кроки по 𝑋, 𝑌 , 𝑇 вiдповiдно;

𝑢𝑥, 𝑈𝑥 розмiрна та безрозмiрна компоненти швидкостi рiдини у напрямку 𝑥;

𝑢𝑦, 𝑈𝑦 розмiрна та безрозмiрна компоненти швидкостi рiдини у напрямку 𝑦;

𝑈0 максимальна осьова швидкiсть базового потоку;

𝑈𝑎 середня у поперечному перерiзi каналу осьова швидкiсть базового потоку;

Re число Рейнольдса осередненої по поперечному перерiзу каналу базової те-
чiї;

𝜓, Ψ розмiрна та безрозмiрна функцiї течiї вiдповiдно;

𝜔, Ω розмiрна та безрозмiрна завихренiсть вiдповiдно;

𝑝, 𝑃 розмiрний та безрозмiрний тиск вiдповiдно;

𝑝𝑢, 𝑝𝑑 тиск достатньо далеко перед i далеко за розширенням вiдповiдно;

𝑃𝑢, 𝑃𝑑 безрозмiрний тиск достатньо далеко перед i далеко за розширенням вiд-
повiдно;

∆𝑝 перепад тиску;

𝜌𝑈2
𝑎 подвоєний середнiй динамiчний напiр базової течiї;

𝑆ch, 𝑆exp поверхня каналу та розширення вiдповiдно;

𝑛 зовнiшня одинична нормаль до вiдповiдної поверхнi;

𝑋𝑛, 𝑌𝑚, 𝑇𝑘 вузли обчислювальної сiтки;

𝑓 , 𝑓𝑘
𝑛,𝑚 умовне позначення вiдповiдних величин;

𝛼𝑋 , 𝛼𝑌 , 𝛼𝑋𝑌 коефiцiєнти.
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А. А. Борисюк
Исследование течения в прямом плоском жестком канале
с осесимметричным расширением в переменных функция

течения–завихренность–давление. Часть 1. Теория

Разработан численный метод решения задачи в переменных функция тока–зави-
хренность–давление о движении жидкости в бесконечном прямом плоском жест-
костенном канале с локальным жестким осесимметричным расширением прямо-
угольной формы. Этот метод имеет первый порядок точности по временной и вто-
рой порядок точности по пространственным координатам. В разработанном методе
сформулированная задача решается путем введения функции тока и завихренно-
сти и соответствующего перехода от переменных скорость–давление к переменным

226



ISSN 2616-6135. ГIДРОДИНАМIКА I АКУСТИКА. 2022. Том 2(92), № 3. С. 209209–228228.

функция тока–завихренность–давление, дальнейшего обезразмеривания получен-
ных в результате такого перехода соотношений, выбора расчетной области и соот-
ветствующей пространственно-временной вычислительной сетки с малыми посто-
янными шагами по временной и пространственным координатам, дискретизации
указанных безразмерных соотношений в соответствующих узлах выбранной сетки
и дальнейшего решения алгебраических уравнений, полученных в следствии ука-
занной дискретизации. При выполнении дискретизации временная ее часть про-
водится на основании односторонней разницы вперед, а пространственная – на
основании односторонних разниц против потока (для конвективного члена нели-
нейного уравнения переноса завихренности) и пятиточечных шаблонов (для диф-
фузионного члена указанного уравнения и уравнений Пуассона для функции тока
и давления) по соответствующим координатам. Для решения линейных алгебра-
ических уравнений для функции тока и давления, которые отличаются друг от
друга лишь видом известной правой части, используется итерационный метод по-
следовательной верхней релаксации. Полученное же после дискретизации алгебра-
ическое соотношение для завихренности не требует применения никакого метода
решения, поскольку уже является расчетной схемой для непосредственного опреде-
ления значений завихренности на основании известных значений соответствующих
величин, найденных в предыдущий момент времени. В начальный момент времени
значения всех величин считаются заданными.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: течение, канал, расширение, метод

A. O. Borysyuk
Studying the flow in a straight flat rigid channel with axisymmetric
expansion in terms of variables stream function–vorticity–pressure.

Part 1. Theory

A numerical method in the variables stream function–vorticity–pressure is developed
to solve a problem of fluid motion in an infinite straight flat rigid-walled channel with
a local rigid axisymmetric expansion of rectangular shape. The method has the first
order of accuracy in a temporal and the second order of accuracy in spatial coordinates.
In the developed method, the formulated problem is solved by means of introducing
the stream function and the vorticity, and the corresponding transition from the vari-
ables velocity–pressure to the variables stream function–vorticity–pressure, subsequent
non-dimensionalizing the relationships obtained on the basis of that transition, choice
of both the computational domain and the corresponding spatial and temporal inte-
gration mesh, having small constant steps in the temporal and spatial coordinates,
discretization of the noted non-dimensional relationships in the appropriate nodes of
the chosen mesh and subsequent solving the algebraic equations obtained with the use
of the indicated discretization. In making the discretization, its temporal part is car-
ried out on the basis of the two-point upward differencing scheme, whereas the spatial
one is based on the two-point adverse flow differencing schemes (for the convective
term of the non-linear vorticity equation) and the fifths-point differencing schemes (for
the diffusive term of the noted equation and the Poisson’s equations for the stream
function and the pressure) for the corresponding co-ordinates. The iterative method
of successive over relaxation is applied to solve the linear algebraic equations for the
stream function and the pressure (the only difference between these equations is in
their right parts, which are known). As for the algebraic relationship for the vorticity

227



ISSN 2616-6135. ГIДРОДИНАМIКА I АКУСТИКА. 2022. Том 2(92), № 3. С. 209209–228228.

(that was obtained after performing the noted discretization), it does not require ap-
plication of any method for its solution, because actually it is a computational scheme
to find immediately the vorticity on the basis of the known values of the corresponding
magnitudes found at the previous time step (at the initial time, the values of all the
magnitudes are prescribed).

KEY WORDS: flow, channel, expansion, method
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