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Розроблено чисельний метод розв’язання задачi про рух рiдини в прямому пло-
скому жорсткому каналi з двома осесиметричними жорсткостiнними звуженнями
прямокутної форми. Метод має другий порядок точностi по просторових коорди-
натах i часу. При цьому рiвняння Нав’є–Стокса i нерозривностi розв’язуються у
змiнних швидкiсть–тиск за допомогою iнтегрування по елементарних об’ємах, на
якi розбивається розрахункова область. Одержанi в результатi iнтегральнi рiвня-
ння пiдлягають просторово-часовiй дискретизацiї, що призводить до необхiдностi
розв’язання нелiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Часова частина дискретизацiї про-
водиться на основi неявної триточкової несиметричної схеми з рiзницями назад, а
просторова – на основi TVD-схеми з вiдповiдною схемою дискретизацiї просторових
похiдних. Розв’язання зазначених алгебраїчних рiвнянь проводиться в три етапи.
Спочатку дискретне рiвняння кiлькостi руху переписується у виглядi рiвняння для
швидкостi. Потiм на основi дискретного рiвняння нерозривностi виводиться рiвня-
ння для тиску. Пiсля цього до одержаних зв’язаних нелiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь для швидкостi й тиску застосовується процедура знаходження й узгодження
мiж собою послiдовних наближень цих величин. При обчисленнi першого набли-
ження в рiвняннi для швидкостi невiдомi значення тиску та швидкостi (у виразi
для потоку) замiнюють їхнiми значеннями, знайденими у попереднiй момент часу.
При знаходженнi ж наступних наближень цi величини замiнюють уже вiдомими
попереднiми наближеннями. Кiлькiсть наближень визначається заданою точнiстю
розв’язку. Це дозволяє переходити вiд розв’язання зв’язаних систем нелiнiйних
алгебраїчних рiвнянь для швидкостi i тиску до вiдповiдних незалежних лiнiйних
рiвнянь. Для розв’язання ж систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь застосовується
iтерацiйний алгоритм з використанням методiв вiдкладеної корекцiї та спряжених
градiєнтiв, а також солверiв ICCG (для симетричних матриць) i Bi-CGSTAB (для
асиметричних матриць).

КЛЮЧОВI СЛОВА: течiя, канал, звуження, рiвняння Нав’є–Стокса, iтерацiйний
метод
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1. ВСТУП

Дослiдження течiй рiдин у прямих каналах актуальне для нафтогазової та хiмiчної
промисловостi, автомобiле- та лiтакобудування, архiтектури, медицини, комунального
господарства тощо. Значний iнтерес пов’язаний з вивченням поведiнки течiй у каналах
з локальними звуженнями, якi формують з’єднувальнi муфти, зварювальнi шви, пе-
рехiдники, стенози тощо. Пояснюється це тим, що в околах нерегулярностей геометрiї
каналiв рiзко змiнюються структура та характер течiї, її локальнi (швидкiсть, тиск,
дотичнi напруження) та iнтегральнi (об’ємна витрата, середня швидкiсть) характери-
стики. Такi змiни можуть призводити до небажаних наслiдкiв не лише поблизу, але й
за межами нерегулярностей [11–55].

Як показує аналiз наукової лiтератури, розгляду течiй в каналах зi звуженнями
придiлялася значна увага. Загалом усi такi дослiдження можна роздiлити на двi групи.
До першої з них слiд вiднести численнi роботи, в яких розглядалися течiї в каналах
з одним звуженням. При цьому зазвичай вважалося, що канали та їхнi звуження –
жорсткi та мають найпростiшу форму. Течiї на входi у звуження11 були стацiонарними,
осесиметричними та ламiнарними, а рiдини вважались однорiдними, нестисливими та
ньютонiвськими (див., наприклад, [11–44, 66–88] та вiдповiднi посилання в них). Це давало
можливiсть, з одного боку, в рамках вибраних моделей та з прийнятною для потреб
практики точнiстю з’ясовувати вплив основних параметрiв каналу, його звуження i
базового потоку на течiю в околi звуження i за його межами, а з iншого – значно
спрощувати розв’язання вiдповiдних задач.

До основних належать параметри, якi мають найбiльший вплив на дослiджуванi по-
ля. Для звуження такими є його ступiнь i довжина, плавнiсть форми та ступiнь вiдхиле-
ння вiд осьової симетрiї. Для каналу це – характернi геометричнi розмiри поперечного
перерiзу i жорсткiсть стiнок на згин. Для рiдини основними параметрами є в’язкiсть i
масова густина, а для базової течiї – осьова компонента швидкостi, її осереднення по
поперечному перерiзу каналу, число Рейнольдса й об’ємна витрата.

З-помiж одержаних результатiв слiд вiдзначити встановлення iснування областей
збуреної звуженням течiї та її стабiлiзацiї й поступового переходу до режиму, який був
перед звуженням. На початку ж регiону збурення, тобто безпосередньо перед входом
та/або на входi у звуження, зазвичай спостерiгається незначний попереднiй вiдрив по-
току iз зоною зворотного руху бiля стiнки каналу та подальше його приєднання. Пiсля
цього за горловиною звуження має мiсце основний вiдрив течiї у виглядi струменя та
зворотний рух (мiж струменем та стiнкою каналу). Деякi дослiдники говорять ще й про
вторинний вiдрив течiї у зонi зворотного руху, який, за виконання вiдповiдних умов,
з’являється бiля стiнки каналу безпосередньо за звуженням [66]. Швидкiсть на осi каналу
починаючи з горловини звуження i майже до кiнця зони збурення, залишається пра-
ктично такою ж, як i в самiй горловинi, а далi починає швидко зменшуватися [22–44,66–99].
В областi стабiлiзацiї течiї спостерiгається подальше зменшення швидкостi аж до дося-
гнення нею (в самому кiнцi областi) значення швидкостi на осi базового потоку. Iснують
також оцiнки для верхнiх меж осьових розмiрiв зазначених областей течiї та наближе-
нi кiлькiснi спiввiдношення для довжини областi основного вiдриву для розглянутих

1Такi течiї називаються базовими або вхiдними. У разi наявностi кiлькох послiдовних звужень ба-
зовою є течiя перед входом у перше з них

127



ISSN 2616-6135. ГIДРОДИНАМIКА I АКУСТИКА. 2021. Том 2(92), № 1. С. 126126–148148.

авторами форм звужень [22–44,77–99].
Щодо тиску, то в звуженнi спостерiгається його падiння, яке залежить вiд його

форми та геометричних параметрiв, жорсткостi стiнок каналу на згин, сил в’язкостi та
iнерцiї рiдини у звуженнi (див., наприклад, [44,99] та вiдповiднi посилання в них). Окрiм
iншого, падiння тиску призводить, до зменшення об’ємної витрати рiдини в каналi. У
разi ж досягнення ступенем звуження вiдповiдного значення (зазвичай понад 50 %),
зменшення витрати (як i падiння тиску) стає суттєвим, а при дуже високих ступенях
звуження – навiть критичним [44,99].

Осьовi дотичнi пристiннi напруження в зонi попереднього вiдриву направленi проти
базової течiї. Далi, пiсля приєднання потоку, їхнiй напрям змiнюється на протилежний,
аж до появи основного вiдриву. Тут вони також направленi проти вхiдного потоку.
Пiсля приєднання ж течiї дотичнi напруження знову змiнюють свiй напрям на проти-
лежний [44,99].

Щодо величини зазначених напружень, то в зонi попереднього вiдриву спочатку має
мiсце їх збiльшення, а потiм – зменшення з ростом осьової координати. За цiєю зоною
вiдбувається рiзке зростання напружень, досягнення ними максимуму безпосередньо
перед горловиною звуження та подальше зменшення до нуля на самому початку основ-
ного вiдриву течiї. Пiсля цього їхня величина збiльшується з ростом осьової координати,
а потiм, пiсля досягнення максимального значення, знову зменшується до нуля в кiнцi
зони основного вiдриву [44, 99]. Дослiдження поведiнки дотичних напружень в областi
вторинного вiдриву течiї не проводилось.

До другої групи публiкацiй можна вiднести дослiдження течiй у каналах з кiлькома
звуженнями (див., наприклад, [44, 1010–1212]). Проте такi роботи нечисленнi, а одержанi в
них результати мають переважно якiсний характер.

Такий брак iнформацiї стосовно поведiнки течiй в каналах за наявностi в них кiль-
кох локальних звужень i стимулював проведення даної серiї дослiджень. У першому з
них наводиться метод розв’язання базової задачi про рух рiдини у прямому плоскому
жорсткому каналi з двома жорсткостiнними осесиметричними звуженнями прямокутної
форми.

Стаття складається з чотирьох роздiлiв, списку лiтератури i додатку. Роздiл разд. 1разд. 1 –
вступний. У роздiлi разд. 2разд. 2 сформульовано задачу й записано вiдповiднi рiвняння, а
також граничнi та початковi умови. У роздiлi разд. 3разд. 3 дано опис методу її розв’язання.
Висновки проведеного дослiдження сформульовано в заключному роздiлi разд. 4разд. 4. Далi
наведено списки цитованої лiтератури i прийнятих позначень (у додатку).

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Розглядається прямий плоский нерухомий жорсткостiнний канал шириною 𝐷 з дво-
ма осесиметричними жорсткими звуженнями прямокутної форми (Рис. 1Рис. 1). Звуження
мають ширину 𝑑1 i 𝑑2 й довжини 𝑙1 i 𝑙2, i розташованi на вiдстанi 𝑙12 одне вiд одного. У
каналi тече в’язка нестислива однорiдна ньютонiвська рiдина з масовою густиною 𝜌 та
кiнематичною в’язкiстю 𝜈. Базова течiя перед входом у перше звуження є стацiонарною
ламiнарною. Вона характеризується об’ємною витратою 𝑞 на одиницю глибини каналу.
Необхiдно дослiдити течiю в околi звужень, а також встановити зв’язок її локальних та
iнтегральних характеристик з параметрами базової течiї, каналу, його звужень i вiдстанi
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мiж ними.
Сформульована задача описується двовимiрними рiвняннями Нав’є–Стокса:

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑗

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗

= −1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖

+ 𝜈
𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗

)︂
, 𝑖 = 1, 2 (1)

i нерозривностi:
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑖

= 0. (2)

Граничнi умови задачi – рiвнiсть нулевi швидкостi течiї на стiнцi каналу 𝑆𝑐ℎ i на по-
верхнях обох звужень 𝑆𝑗 (𝑗 = 1, 2):

𝑢𝑖|𝑆𝑐ℎ
= 0, 𝑢𝑖|𝑆𝑗

= 0. (3)

Унаслiдок збереження маси в каналi, об’ємна витрата рiдини 𝑞 має бути однаковою
в усiх його поперечних перерiзах:

𝜕𝑞

𝜕𝑥1

= 0, 𝑞 = 𝑈𝑎𝐷. (4)

Окрiм того, за межами збуреної звуженнями течiї – достатньо далеко перед першим зву-
женням i за другим звуженням – задається параболiчний профiль швидкостi внаслiдок
ламiнарного характеру базового потоку справедливо

𝑢1|𝑥1=±∞ = 𝑈0

(︂
1− 4

𝑥2
2

𝐷2

)︂
, 𝑢2|𝑥1=±∞ = 0. (5)

Тут 𝑈0 – максимальна в поперечному перерiзi каналу швидкiсть базового потоку, сере-
дня швидкiсть якого буде

𝑈𝑎 =
1

𝐷

𝐷/2∫︁
−𝐷/2

𝑢1d𝑥2 =
2

3
𝑈0.

Що ж до тиску 𝑝, то вважається, що достатньо далеко перед звуженнями й далеко
за ними вiн сталий, а його вiдповiдний перепад ∆𝑝 = 𝑝𝑢 − 𝑝𝑑 = const > 0 вiдповiдає
заданому ламiнарному характеру базового потоку. Тут через 𝑝𝑢 = 𝑝|𝑥1=−∞ i 𝑝𝑑 = 𝑝|𝑥1=∞
позначено тиск достатньо далеко перед першим i далеко за другим звуженнями вiдпо-
вiдно. Вибираючи значення 𝑝𝑑, завжди можна задати таке значення 𝑝𝑢, щоби перепад
тиску ∆𝑝, який визначає рух рiдини в каналi, залишався незмiнним. При цьому без
втрати загальностi величину 𝑝𝑑 можна вважати нульовою:

𝑝𝑑 = 0. (6)

Тодi тиск 𝑝𝑢 дорiвнює перепаду (𝑝𝑢 = ∆𝑝) i визначається у процесi розв’язання задачi,
як i тиск в усьому каналi.

На нерухомих жорстких поверхнях каналу й обох його звужень задається нормаль-
ний градiєнт тиску:

𝜕𝑝

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑆𝑐ℎ

, 𝑆𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2. (7)
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Рис. 1. Геометрiя задачi та розрахункова область

Початковi ж умови полягають у вiдсутностi руху рiдини в каналi в момент часу
𝑡 = 0:

𝑢𝑖|𝑡=0 = 0, ∆𝑝|𝑡=0 = 0, 𝑝𝑑|𝑡=0 = 0 ⇒ 𝑝|𝑡=0 = 0. (8)

Автори деяких робiт говорять про iснування в початковий момент часу параболiчного
(ламiнарного) профiлю швидкостi в усьому каналi [1111,1313]. Але при цьому незрозумiло,
як у розрахунках задавати такий профiль в областях вiдриву течiї перед i за звуження-
ми та у струменях за звуженнями, як задавати межi зазначених областей, узгоджувати
розподiли швидкостей на них тощо. Окрiм того, не можна пояснити причину миттєвої
змiни нав’язаного ламiнарного характеру руху рiдини на турбулентний в зонi збуреної
звуженнями течiї при 𝑡 > 0.

Оскiльки ми розглядаємо ламiнарну базову течiю, її швидкiсть не повинна переви-
щувати величини, при якому досягає критичного значення Re𝑐𝑟 = 2000 число Рейнольд-
са, побудоване на цiй швидкостi та ширинi каналу, [11–44,77–99].

У спiввiдношеннях (1)(1)–(8)(8) 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 – прямокутнi декартовi координати, вибранi так,
що вiсь 𝑥1 направлена по осi каналу вниз за течiєю, а вiсь 𝑥3 – перпендикулярно до
площини 𝑥1𝑥2 на нас (див. Рис. 1Рис. 1); 𝑡 – час, 𝑢𝑖 – компоненти локальної миттєвої швидкостi
рiдини у напрямках 𝑥𝑖; �⃗� – зовнiшня одинична нормаль до вiдповiдної поверхнi. Надалi
передбачається пiдсумовування по iндексах, якi повторюються.

3. МЕТОД РОЗВ’ЯЗАННЯ

Розв’язання сформульованої у попередньому роздiлi задачi складається з кiлькох
послiдовних етапiв:

1. вибору розрахункової областi та її розбиття на елементарнi об’єми;

2. переходу до безрозмiрних форм запису наведених у попередньому роздiлi спiввiд-
ношень;

3. переходу до iнтегральних аналогiв цих спiввiдношень шляхом їх iнтегрування по
елементарних об’ємах;

4. дискретизацiї одержаних iнтегральних спiввiдношень;

5. розв’язання одержаних за допомогою дискретизацiї алгебраїчних рiвнянь.

Розглянемо цi етапи детальнiше.
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Рис. 2. Схема розбиття розрахункової областi на елементарнi об’єми

3.1. Розрахункова область i безрозмiрнi спiввiдношення

На Рис. 1Рис. 1 зображено область, у якiй вiдшукується розв’язок задачi. Вона обмежується
двома парами перерiзiв каналу 𝑥1 = −𝑙𝑢, 𝑥1 = 𝑙1+𝑙12+𝑙2+𝑙𝑑 та 𝑥3 = 𝑥3𝑎, 𝑥3 = 𝑥3𝑎+d𝑥3 (де
d𝑥3 ≪ 1, 𝑥3𝑎 – довiльне значення координати 𝑥3). При цьому лiва межа розрахункової
областi 𝑥1 = −𝑙𝑢 вибирається там, де базова течiя ще незбурена звуженнями, а права
𝑥1 = 𝑙1+𝑙12+𝑙2+𝑙𝑑 – де збурення течiї вже зникають i вона стає такою, якою була при 𝑥1 =
−𝑙𝑢. Оцiнки для довжин 𝑙𝑢 та 𝑙𝑑 при розглянутих у данiй статтi значеннях швидкостi
базової течiї (згiдно з результатами робiт [22–44,77–99], Re ≤ Re𝑐𝑟 = 2000) становлять

𝑙𝑢 ≥ 0.5𝐷, 𝑙𝑑 ≥ 12𝐷. (9)

Вибрана таким чином область iнтегрування взаємно перпендикулярними перерiза-
ми 𝑥1 = 𝑥1𝑛 (𝑥1𝑛 = 𝑥1(𝑛−1) + d𝑥1, d𝑥1 << 1) та 𝑥2 = 𝑥2𝑚 (𝑥2𝑚 = 𝑥2(𝑚−1) + d𝑥2, d𝑥2 << 1)
розбивається на елементарнi об’єми V𝑛𝑚 (Рис. 2Рис. 2). При цьому, з мiркувань забезпече-
ння гладкостi профiлю швидкостi в поперечному перерiзi каналу в звуженнях та при
наближеннi до стiнки каналу кроки d𝑥1 i d𝑥2 вiдповiдним чином подрiбнюються.

У данiй роботi використовуються такi масштаби: для довжини – ширина каналу
𝐷, для швидкостi – середнє значення в поперечному перерiзi каналу значення в базо-
вiй течiї 𝑈𝑎 = 𝑞/𝐷, для часу – вiдношення 𝐷/𝑈𝑎, а для тиску – подвоєний середнiй
динамiчний напiр базової течiї 𝜌𝑈2

𝑎 .
При такому виборi масштабiв безрозмiрнi форми рiвнянь Нав’є–Стокса (1)(1) i неро-

зривностi (2)(2) набувають вигляду

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑇
+ 𝑢𝑗

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗

= −𝜕𝑃

𝜕𝑥𝑖

+
1

Re𝐷

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗

)︂
, (10)

𝜕𝑈𝑖

𝜕𝑋𝑖

= 0, (11)
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Рис. 3. Елементарний об’єм 𝑉𝑛𝑚, його бiчнi гранi 𝑆(𝑖)
𝑛𝑚

та їхнi зовнiшнi нормалi �⃗�𝑖 (𝑛 = 1, . . . , 6)

а безрозмiрнi аналоги умов (3)(3)–(9)(9) записуються так:

𝑈𝑖|𝑆𝑐ℎ,𝑆𝑗
= 0, 𝑈𝑖|𝑇=0 = 0, 𝜕𝑄/𝜕𝑋1 = 0, 𝑄 = 1, 𝑖, 𝑗 = 1, 2,

𝑈1|𝑋1=−𝐿𝑢, 𝐿1+𝐿12+𝐿2+𝐿𝑑
= 1.5

(︀
1− 4𝑋2

2

)︀
, 𝑈2|𝑋1=−𝐿𝑢,𝐿1+𝐿12+𝐿2+𝐿𝑑

= 0,

𝑃𝑑 = 𝑃 |𝑋1=𝐿1+𝐿12+𝐿2+𝐿𝑑
= 0,

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑛

)︂
𝑆𝑐ℎ,𝑆𝑗

= 0, 𝑃 |𝑇=0 = 0,

𝐿𝑢 ≥ 0.5, 𝐿𝑑 ≥ 12.

(12)

У спiввiдношеннях (12)(12) 𝑈𝑖 = 𝑢𝑖/𝑈𝑎 – безрозмiрнi компоненти швидкостi в напрямках
𝑥𝑖; 𝑋𝑖 = 𝑥𝑖/𝐷 – безрозмiрнi координати 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3); 𝑇 = 𝑡𝑈𝑎/𝐷– безрозмiрний час;
𝑃 = 𝑝/(𝜌𝑈2

𝑎 ) – безрозмiрний тиск; Re𝐷 = 𝑈𝑎𝐷/𝜈 – число Рейнольдса осередненої базової
течiї; 𝑄 = 𝑞/(𝑈𝑎𝐷) – безрозмiрна об’ємна витрата рiдини в каналi на одиницю його
глибини; 𝑃𝑑 = 𝑝𝑑/(𝜌𝑈

2
𝑎 ) – безрозмiрний тиск; 𝐿𝑢 = 𝑙𝑢/𝐷 та 𝐿𝑑 = 𝑙𝑑/𝐷 – безрозмiрнi

вiдстанi; 𝐿1 = 𝑙1/𝐷, 𝐿12 = 𝑙12/𝐷 i 𝐿2 = 𝑙2/𝐷 – безрозмiрнi довжини.

3.2. Iнтегральнi спiввiдношення та їх дискретизацiя

3.2.1. Iнтегральнi рiвняння та їх дискретнi аналоги

Iнтегральнi аналоги рiвнянь (10)(10), (11)(11) одержують їх iнтегруванням по контрольних
об’ємах V𝑛𝑚 (при виконаннi такої операцiї в кожному об’ємi V𝑛𝑚 виконуються закони
збереження):

𝜕

𝜕𝑇

∫︁∫︁∫︁
V𝑛𝑚

𝑈𝑖d𝑉 +

∫︁∫︁∫︁
V𝑛𝑚

𝑈𝑗
𝜕𝑈𝑖

𝜕𝑋𝑗

d𝑉 = −
∫︁∫︁∫︁
V𝑛𝑚

𝜕𝑃

𝜕𝑋𝑖

d𝑉 +
1

Re𝐷

∫︁∫︁∫︁
V𝑛𝑚

𝜕

𝜕𝑋𝑗

(︂
𝜕𝑈𝑖

𝜕𝑋𝑗

)︂
d𝑉 , (13)

∫︁∫︁∫︁
V𝑛𝑚

𝜕𝑈𝑖

𝜕𝑋𝑖

d𝑉 = 0. (14)
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Застосуємо там, де можливо, теореми Гауса–Остроградського:∫︁∫︁∫︁
V𝑛𝑚

∇⃗ · �⃗�d𝑉 ℎ =

∫︁∫︁
𝑆𝑛𝑚

�⃗� · d�⃗�,
∫︁∫︁∫︁
V𝑛𝑚

∇⃗𝛾d𝑉 =

∫︁∫︁
𝑆𝑛𝑚

𝛾d�⃗�, d�⃗� = �⃗�d𝑆

до членiв рiвнянь (13)(13) i (14)(14) й розкладемо, за потреби, пiдiнтегральнi функцiї (вони
умовно позначимо через 𝑓(�⃗�)) у ряди Тейлора в околi центру мас 𝐶𝑛𝑚 елементарного
об’єму V𝑛𝑚 (див. Рис. 2Рис. 2), залишивши в подальшому лише першi два члени ряду:

𝑓(�⃗�) = 𝑓(�⃗�𝑐𝑛𝑚) + ∇⃗(𝑓)
⃒⃒⃒
�⃗�=�⃗�𝑐𝑛𝑚

· (�⃗� − �⃗�𝑐𝑛𝑚),

Внаслiдок однорiдностi рiдини в каналi, центр мас об’єму V𝑛𝑚 спiвпадає з його гео-
метричним центром. Це ж справедливо i для центрiв мас бiчних граней об’єму V𝑛𝑚.
Дискретизацiя похiдних за часом на основi неявної триточкової несиметричної схеми з
рiзницями назад [1010,1111,1414,1515]:

𝜕𝑓(�⃗�𝑐𝑛𝑚 , 𝑇 )

𝜕𝑇
=

1.5𝑓𝑘
𝑐𝑛𝑚

− 2𝑓𝑘−1
𝑐𝑛𝑚

+ 0.5𝑓𝑘−2
𝑐𝑛𝑚

∆𝑇

Ця схема має другий порядок точностi i застосовується у разi, якщо сiтка розбиття
(див. Рис. 2Рис. 2) нерухома, що забезпечує нерухомiсть центрiв мас вiдповiдних елементар-
них об’ємiв [1414,1515]. Дискретизацiя по координатах має вигляд:

∇⃗𝑓
⃒⃒⃒
�⃗�=�⃗�

𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

= �⃗�𝑖(𝜕𝑓/𝜕𝑋𝑖)�⃗�=�⃗�
𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

,

𝜕𝑓

𝜕𝑋1

⃒⃒⃒⃒
�⃗�=�⃗�

𝑐
(1)
𝑛𝑚

=
𝑓(�⃗�𝑐(𝑛+1)𝑚

)− 𝑓(�⃗�𝑐𝑛𝑚)

d𝑋1

,
𝜕𝑓

𝜕𝑋1

⃒⃒⃒⃒
�⃗�=�⃗�

𝑐
(2)
𝑛𝑚

=
𝑓(�⃗�𝑐𝑛𝑚)− 𝑓(�⃗�𝑐(𝑛−1)𝑚

)

d𝑋1

,

𝜕𝑓

𝜕𝑋2

⃒⃒⃒⃒
�⃗�=�⃗�

𝑐
(3)
𝑛𝑚

=
𝑓(�⃗�𝑐𝑛(𝑚+1)

)− 𝑓(�⃗�𝑐𝑛𝑚)

d𝑋2

,
𝜕𝑓

𝜕𝑋2

⃒⃒⃒⃒
�⃗�=�⃗�

𝑐
(4)
𝑛𝑚

=
𝑓(�⃗�𝑐𝑛𝑚)− 𝑓(�⃗�𝑐𝑛(𝑚−1)

)

d𝑋2

,

За потреби також використовується TVD-схема, яка забезпечує вищу вiд першого по-
рядку точнiсть та обмеженiсть розв’язку [1616–1919]:

𝑓(�⃗�
𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

) = 𝑓
(𝑗)
1 + Φ

(︁
𝑓
(𝑗)
2 − 𝑓

(𝑗)
1

)︁
.

Усi цi заходи дозволяють iз точнiстю до малих величин другого порядку малостi перейти
до дискретних аналогiв рiвнянь (13)(13), (14)(14):

1.5𝑈𝑘
𝑖𝑐𝑛𝑚

− 2𝑈𝑘−1
𝑖𝑐𝑛𝑚

+ 0.5𝑈𝑘−2
𝑖𝑐𝑛𝑚

∆𝑇
|V𝑛𝑚|+

4∑︁
𝑗=1

𝐹 (𝑗)𝑘
𝑛𝑚 𝑈𝑘

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

− 1

Re

4∑︁
𝑗=1

∇⃗𝑈𝑘

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

· �⃗�𝑗

⃒⃒
𝑆(𝑗)
𝑛𝑚

⃒⃒
=

= −

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
4∑︁

𝑗=1

𝑃 𝑘

𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

𝑛𝑗𝑖

⃒⃒
𝑆(𝑗)
𝑛𝑚

⃒⃒
(𝜕𝑃/𝜕𝑋𝑖)

𝑘
𝐶𝑛𝑚

|V𝑛𝑚|

,

(15)
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4∑︁
𝑗=1

�⃗�𝑘

𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

· �⃗�𝑗

⃒⃒
𝑆(𝑗)
𝑛𝑚

⃒⃒
=

4∑︁
𝑗=1

𝑈𝑘

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

𝑛𝑗𝑖

⃒⃒
𝑆(𝑗)
𝑛𝑚

⃒⃒
=

4∑︁
𝑗=1

𝐹 (𝑗)𝑘
𝑛𝑚 = 0. (16)

Тут ∇⃗ – градiєнт; �⃗� = 𝑋𝑖�⃗�𝑖 i �⃗�𝑐𝑛𝑚 = 𝑋𝑖𝑐𝑛𝑚 �⃗�𝑖 – радiус-вектори довiльної точки регiону
V𝑛𝑚 i точки 𝐶𝑛𝑚 вiдповiдно; крапка вказує на скалярне множення векторiв; �⃗�𝑖 – орт
осi 𝑋𝑖; ∆𝑇 – малий часовий крок; 𝑓𝑘

𝑐𝑛𝑚
i 𝑓𝑘

𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

– значення функцiї 𝑓 у точках 𝐶𝑛𝑚 i 𝐶(𝑗)
𝑛𝑚

в момент часу 𝑇 = 𝑘∆𝑇 ; 𝐶(𝑗)
𝑛𝑚 – центр мас бiчної гранi 𝑆(𝑗)

𝑛𝑚 об’єму V𝑛𝑚; 𝑓𝑘−1
𝑐𝑛𝑚

i 𝑓𝑘−2
𝑐𝑛𝑚

–
вiдомi (визначенi на попереднiх етапах) значення функцiї 𝑓 у точцi 𝐶𝑛𝑚 у моменти часу
(𝑘 − 1)∆𝑇 i (𝑘 − 2)∆𝑇 вiдповiдно; 𝑓 (𝑗)

1 – значення функцiї 𝑓 у точцi 𝐶(𝑗)
𝑛𝑚, знайдене на

основi протипоточної схеми першого порядку [1414–1919]:

𝑓
(𝑗)
1 =

⎧⎨⎩ 𝑓(�⃗�𝑐𝑛𝑚), 𝐹
(𝑗)
𝑛𝑚 ≥ 0,

𝑓(�⃗�𝑐𝑗), 𝐹
(𝑗)
𝑛𝑚 < 0;

𝐶𝑗 – центр мас контрольного об’єму, який має спiльну грань 𝑆
(𝑗)
𝑛𝑚 з об’ємом V𝑛𝑚 (див.

Рис. 2Рис. 2 i Рис. 3Рис. 3):

𝐶1 = 𝐶(𝑛+1)𝑚, 𝐶2 = 𝐶(𝑛−1)𝑚, 𝐶3 = 𝐶𝑛(𝑚+1), 𝐶4 = 𝐶𝑛(𝑚−1);

𝑓
(𝑗)
2 – значення функцiї 𝑓 у точцi 𝐶(𝑗)

𝑛𝑚, вирахуване за допомогою центрально-рiзницевої
схеми другого порядку [1414–1919]:

𝑓
(𝑗)
2 = 𝛼𝑗𝑓(�⃗�𝑐𝑛𝑚) + (1− 𝛼𝑗)𝑓(�⃗�𝑐𝑗)

з коефiцiєнтом 𝛼𝑗 =
⃒⃒⃒
�⃗�
𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

− �⃗�𝑐𝑗

⃒⃒⃒
/
⃒⃒
�⃗�𝑐𝑛𝑚 − �⃗�𝑐𝑗

⃒⃒
; Φ – нелiнiйний обмежувач потоку:

Φ(𝑒𝑡𝑎𝑗) = max (0,min (2𝑒𝑡𝑎𝑗/𝛽, 1)) , 𝑒𝑡𝑎𝑗 =
⃒⃒⃒
�⃗�
(︁
�⃗�
𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

)︁
− �⃗� (�⃗�𝑐𝑛𝑚)

⃒⃒⃒
/
⃒⃒⃒
�⃗�
(︀
�⃗�𝑐𝑗
)︀
− �⃗�

(︁
�⃗�
𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

)︁⃒⃒⃒
,

в якому покладено 𝛽 = 0.5 22; |V𝑛𝑚| – об’єм регiону V𝑛𝑚;
⃒⃒⃒
𝑆
(𝑗)
𝑛𝑚

⃒⃒⃒
та �⃗�𝑗 = 𝑛𝑗𝑖�⃗�𝑖 – площа та

зовнiшня одинична нормаль гранi 𝑆(𝑗)
𝑛𝑚 вiдповiдно (�⃗�1 = �⃗�1, �⃗�2 = −�⃗�1, �⃗�3 = �⃗�2, �⃗�4 = −�⃗�2,

�⃗�5 = �⃗�3, �⃗�6 = −�⃗�3; див. Рис. 3Рис. 3). Через

𝐹 (𝑗)𝑘
𝑛𝑚 = �⃗�𝑘

𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

· �⃗�𝑗

⃒⃒
𝑆(𝑗)
𝑛𝑚

⃒⃒
позначено потiк середовища крiзь грань 𝑆

(𝑗)
𝑛𝑚 в момент часу 𝑇 = 𝑘∆𝑇 .

2Загалом можна вибирати у межах 0 < 𝛽 ≤ 1. Його зменшення вiдповiдає бiльшiй точностi та меншiй
стiйкостi розрахунку. Навпаки, зi збiльшенням 𝛽 зменшується точнiсть розрахунку, але зростає його
стiйкiсть [1111,1717–2020]
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3.2.2. Дискретнi аналоги граничних умов та їх застосування до рiвнянь (15), (16)

Дискретнi аналоги граничних умов для компонент швидкостi та об’ємної витрати зi
спiввiдношень (12)(12) мають вигляд

𝑈𝑘
1

⃒⃒
𝑋1=−𝐿𝑢, 𝐿1+𝐿12+𝐿2+𝐿𝑑

= 1.5
(︀
1− 4𝑋2

2

)︀
, 𝑈𝑘

2

⃒⃒
𝑋1=−𝐿𝑢, 𝐿1+𝐿12+𝐿2+𝐿𝑑

= 0,

𝑈𝑘
𝑖

⃒⃒
𝑆𝑐ℎ,𝑆𝑗

= 0, 𝜕𝑄𝑘/𝜕𝑋1 = 0, 𝑄𝑘 = 1;

𝑖, 𝑗 = 1, 2, 𝐿𝑢 ≥ 0.5, 𝐿𝑑 ≥ 12.

(17)

Вони дозволяють знайти значення потоку середовища та градiєнтiв швидкостей на межi
розрахункової областi в рiвняннях (15)(15), (16)(16). Дiйсно, зi спiввiдношення (17)(17) випливає,
що потiк середовища крiзь непроникнi стiнки каналу i обох його звужень буде нульовим:

𝐹 (𝑗)𝑘
𝑛𝑚

⃒⃒
𝑆𝑐ℎ,𝑆𝑟

=
(︁
𝑈𝑘

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

𝑛𝑗𝑖

⃒⃒
𝑆(𝑗)
𝑛𝑚

⃒⃒)︁
𝑆𝑐ℎ,𝑆𝑟

= 0, 𝑟 = 1, 2.

На входi ж та виходi зазначеної областi, яких можуть торкатися вiдповiдно лише гранi
𝑆
(2)
𝑛𝑚 та 𝑆

(1)
𝑛𝑚 об’єму V𝑛𝑚 (див. Рис. 1Рис. 1 i 33), маємо:

𝐹 (2)𝑘
𝑛𝑚

⃒⃒
𝑋1=−𝐿𝑢

= −1.5
(︀
1− 4𝑋2

2

)︀
d𝑋2d𝑋3, 𝐹 (1)𝑘

𝑛𝑚

⃒⃒
𝑋1=𝐿1+𝐿12+𝐿2+𝐿𝑑

= 1.5
(︀
1− 4𝑋2

2

)︀
d𝑋2d𝑋3,

𝐹 (3)𝑘
𝑛𝑚

⃒⃒
𝑋1=−𝐿𝑢,𝐿1+𝐿12+𝐿2+𝐿𝑑

= 𝐹 (4)𝑘
𝑛𝑚

⃒⃒
𝑋1=−𝐿𝑢,𝐿1+𝐿12+𝐿2+𝐿𝑑

= 0.

Градiєнти швидкостей на верхнiй та нижнiй стiнках каналу, яких можуть торкатися
вiдповiдно лише гранi 𝑆(3)

𝑛𝑚 та 𝑆
(4)
𝑛𝑚, визначаються так:

∇⃗𝑈𝑘

𝑖𝑐
(3)
𝑛𝑚

⃒⃒⃒
𝑋2=1/2

= −�⃗�2𝑈
𝑘
𝑖𝑐𝑛𝑚

/d𝑋2, ∇⃗𝑈𝑘

𝑖𝑐
(4)
𝑛𝑚

⃒⃒⃒
𝑋2=−1/2

= �⃗�2𝑈
𝑘
𝑖𝑐𝑛𝑚

/d𝑋2,

−𝐿𝑢 ≤ 𝑋1 ≤ 0, 𝐿1 ≤ 𝑋1 ≤ 𝐿1 + 𝐿12, 𝐿1 + 𝐿12 + 𝐿2 ≤ 𝑋1 ≤ 𝐿1 + 𝐿12 + 𝐿2 + 𝐿𝑑.

На входi та виходi розрахункової областi градiєнти виглядають так:

∇⃗𝑈𝑘

1𝑐
(2)
𝑛𝑚

⃒⃒⃒
𝑋1=−𝐿𝑢

= −12𝑋2�⃗�2, ∇⃗𝑈𝑘

1𝑐
(1)
𝑛𝑚

⃒⃒⃒
𝑋1=𝐿1+𝐿12+𝐿2+𝐿𝑑

= −12𝑋2�⃗�2,

∇⃗𝑈𝑘

2𝑐
(2)
𝑛𝑚

⃒⃒⃒
𝑋1=−𝐿𝑢

= 0, ∇⃗𝑈𝑘

2𝑐
(1)
𝑛𝑚

⃒⃒⃒
𝑋1=𝐿1+𝐿12+𝐿2+𝐿𝑑

= 0.

I нарештi, на поверхнях звужень градiєнти мають вигляд

∇⃗𝑈𝑘

𝑖𝑐
(1)
𝑛𝑚

⃒⃒⃒⃒
𝑋1=0, 𝐷1/2≤𝑋2≤1/2, −1/2≤𝑋2≤−1/2+𝐷1/2

𝑋1=𝐿1+𝐿12, 𝐷2/2≤𝑋2≤1/2, −1/2≤𝑋2≤−1/2+𝐷2/2

= −�⃗�1𝑈
𝑘
𝑖𝑐𝑛𝑚

/d𝑋1,

∇⃗𝑈𝑘

𝑖𝑐
(2)
𝑛𝑚

⃒⃒⃒⃒
𝑋1=𝐿1,𝐷1/2≤𝑋2≤1/2,−1/2≤𝑋2≤−1/2+𝐷1/2

𝑋1=𝐿1+𝐿12+𝐿2,𝐷2/2≤𝑋2≤1/2,−1/2≤𝑋2≤−1/2+𝐷2/2

= �⃗�1𝑈
𝑘
𝑖𝑐𝑛𝑚

/d𝑋1,

∇⃗𝑈𝑘

𝑖𝑐
(3)
𝑛𝑚

⃒⃒⃒
0≤𝑋1≤𝐿1,𝑋2=𝐷1/2;𝐿1+𝐿12≤𝑋1≤𝐿1+𝐿12+𝐿2,𝑋2=𝐷2/2

= −�⃗�2𝑈
𝑘
𝑖𝑐𝑛𝑚

/d𝑋2,

∇⃗𝑈𝑘

𝑖𝑐
(4)
𝑛𝑚

⃒⃒⃒
0≤𝑋1≤𝐿1,𝑋2=−1/2+𝐷1/2;𝐿1+𝐿12≤𝑋1≤𝐿1+𝐿12+𝐿2,𝑋2=−1/2+𝐷2/2

= �⃗�2𝑈
𝑘
𝑖𝑐𝑛𝑚

/d𝑋2.
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Тут 𝐷1 = 𝑑1/𝐷, 𝐷2 = 𝑑2/𝐷. Також було взято до уваги, що лiвих сторiн звужень може
торкатися лише грань 𝑆

(1)
𝑛𝑚, правих – грань 𝑆

(2)
𝑛𝑚, верхнiх – грань 𝑆

(3)
𝑛𝑚, а нижнiх – грань

𝑆
(4)
𝑛𝑚.

Дискретнi аналоги граничних умов для тиску зi спiввiдношень (12)(12) записуються
наступним чином:

𝑃 𝑘

𝑐
(1)
𝑛𝑚

⃒⃒⃒
𝑋1=𝐿1+𝐿12+𝐿2+𝐿𝑑

= 0,

(︂
𝜕𝑃 𝑘

𝜕𝑋2

)︂
𝑆𝑐ℎ

= 0,

(︂
𝜕𝑃 𝑘

𝜕𝑛

)︂
𝑆𝑗

= 0, 𝑗 = 1, 2.

Тут враховано, якi гранi об’єму V𝑛𝑚 торкаються вiдповiдних частин зазначеної межi.

3.2.3. Дискретнi аналоги початкових умов та їх застосування до рiвнянь (15), (16)

Запишемо дискретнi аналоги початкових умов зi спiввiдношень (12)(12):

𝑈0
𝑖 = 𝑈𝑘

𝑖

⃒⃒
𝑘=0

= 0, 𝑃 0 = 𝑃 𝑘
⃒⃒
𝑘=0

= 0.

З їх допомогою можна визначити значення вiдповiдних членiв рiвнянь (15)(15), (16)(16) у поча-
тковий момент часу в усiй розрахунковiй областi. Дiйсно, бачимо, що потiк середовища
крiзь бiчну грань 𝑆

(𝑖)
𝑛𝑚 об’єму V𝑛𝑚 в момент 𝑇 = 0 буде нульовим 𝐹

(𝑗)𝑘
𝑛𝑚

⃒⃒⃒
𝑘=0

= 0, як i

градiєнти швидкостей: ∇⃗𝑈𝑘

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

⃒⃒⃒
𝑘=0

= 0. Нульовими при 𝑇 = 0 є й похiднi (𝜕𝑃/𝜕𝑋𝑖)
𝑘
𝐶𝑛𝑚

у (15)(15).

3.3. Розв’язання рiвнянь (15), (16)

Система рiвнянь (15)(15), (16)(16) розв’язується чисельно. При цьому виникають двi суттєвi
проблеми. Перша з них пов’язана з нелiнiйнiстю дискретних рiвнянь кiлькостi руху (15)(15),
якi використовуються для визначення компонент швидкостi. Ця нелiнiйнiсть виникає
внаслiдок залежностi потоку 𝐹

(𝑗)𝑘
𝑛𝑚 вiд компонент швидкостi Друга ж зумовлена вiдсу-

тнiстю в моделi нестисливої рiдинт рiвняння для тиску, котрий фiгурує у правiй частинi
рiвнянь (15)(15).

Для вирiшення першої проблеми у данiй роботi на вiдповiдних етапах проводиться
модифiкацiя потоку 𝐹

(𝑗)𝑘
𝑛𝑚 за рахунок замiни в ньому шуканих компонент швидкостi

спочатку їхнiми значеннями, знайденими у попереднiй момент часу, а потiм – уже вi-
домими попереднiми наближеннями. Це дозволяє переходити вiд розв’язання зв’язаних
систем нелiнiйних алгебраїчних рiвнянь до вiдповiдних незалежних лiнiйних систем.

Друга проблема вирiшується за допомогою введення тиску у дискретне рiвняння
нерозривностi (16)(16) з подальшим узгодженням полiв швидкостi й тиску при проведеннi
вищезазначеної модифiкацiї потоку 𝐹

(𝑗)𝑘
𝑛𝑚 . В подальшому одержанi при цьому значення

швидкостi й тиску уточнюються. Продемонструємо сказане.
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3.3.1. Рiвняння для швидкостi й тиску

Якщо спiввiдношення (15)(15) формально розв’язати вiдносно компонент швидкостi, то
одержимо рiвняння, яке має узагальнений вигляд

𝑈𝑘
𝑖𝑐𝑛𝑚

= 𝐴0
𝑖𝑐𝑛𝑚

+ 𝐴𝑘
𝑖𝑐𝑛𝑚

−
(︂
𝐴𝑝

𝑖𝑐𝑛𝑚

|V𝑛𝑚|

)︂ 4∑︁
𝑗=1

𝑃 𝑘

𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

𝑛𝑗𝑖|𝑆(𝑗)
𝑛𝑚|. (18)

Рiвняння (18)(18) може бути записане й так:

𝑈𝑘
𝑖𝑐𝑛𝑚

= 𝐴0
𝑖𝑐𝑛𝑚

+ 𝐴𝑘
𝑖𝑐𝑛𝑚

− 𝐴𝑝
𝑖𝑐𝑛𝑚

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑋𝑖

)︂𝑘

𝐶𝑛𝑚

. (19)

У формулах (18)(18), (19)(19) доданок 𝐴0
𝑖𝑐𝑛𝑚

– рацiональна функцiя, чисельник якої мiстить
вiдомi значення компонент швидкостi 𝑈𝑘−1

𝑖𝑐𝑛𝑚
та 𝑈𝑘−2

𝑖𝑐𝑛𝑚
, знайденi в попереднi моменти часу

в точцi 𝐶𝑛𝑚. Її ж знаменник включає в себе потiк 𝐹
(𝑗)𝑘
𝑛𝑚 , який лiнiйно залежить вiд невiдо-

мих компонент швидкостi. Доданок 𝐴𝑘
𝑖𝑐𝑛𝑚

– також рацiональна функцiя, чий знаменник
вiдрiзняється вiд знаменника 𝐴0

𝑖𝑐𝑛𝑚
лише множником |V𝑛𝑚| /∆𝑇 . У її ж чисельнику зна-

ходяться як невiдомi компоненти швидкостi у точцi 𝐶𝑗 в момент часу 𝑇 = 𝑘∆𝑇 , так i
невiдомi добутки 𝐹

(𝑗)𝑘
𝑛𝑚 𝑈𝑘

𝑖𝑐𝑗
. Що стосується дробового множника 𝐴𝑝

𝑖𝑐𝑛𝑚
, то його чисельник

складається лише з часового кроку ∆𝑇 , а знаменник спiвпадає зi знаменником функцiї
𝐴0

𝑖𝑐𝑛𝑚
.

Виконавши iнтерполяцiю, зi спiввiдношень (18)(18), (19)(19) одержимо рiвняння для ком-
понент швидкостi у центрах мас 𝐶

(𝑗)
𝑛𝑚 бiчних граней 𝑆

(𝑗)
𝑛𝑚 об’єму V𝑛𝑚:

𝑈𝑘

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

= 𝐴0

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

+ 𝐴𝑘

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

− 𝐴𝑝

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1

|V𝑛𝑚|

4∑︁
𝑟=1

𝑃 𝑘

𝑐
(𝑟)
𝑛𝑚

𝑛𝑟𝑖|𝑆(𝑟)
𝑛𝑚|,(︂

𝜕𝑃

𝜕𝑋𝑖

)︂𝑘

𝐶
(𝑗)
𝑛𝑚

,

𝑗 = 1, . . . , 4. (20)

Тепер, пiдставивши спiввiдношення (20)(20) у вираз для потоку середовища, а той – у
формулу (16)(16), одержимо рiвняння для тиску:

4∑︁
𝑗=1

𝐴𝑝

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑋𝑖

)︂𝑘

𝐶
(𝑗)
𝑛𝑚

𝑛𝑗𝑖|𝑆(𝑗)
𝑛𝑚| =

4∑︁
𝑗=1

(︁
𝐴0

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

+ 𝐴𝑘

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

)︁
𝑛𝑗𝑖|𝑆(𝑗)

𝑛𝑚|. (21)

Надалi зв’язанi рiвняння (18)(18)/(19)(19), (21)(21) 33 використовуються для визначення компонент
швидкостi й тиску.

3.3.2. Послiдовнi наближення та узгодження швидкостi й тиску

Систему рiвнянь (18)(18)/(19)(19), (21)(21) розв’язують, знаходячи й узгоджуючи мiж собою по-
слiдовнi наближення швидкостi й тиску. Кiлькiсть наближень визначається заданою
точнiстю розв’язку. Детальний опис цiєї процедури дано в [2020].

3Рiвняння (18)(18)/(19)(19) для компонент швидкостi залежать вiд шуканого тиску, а рiвняння (21)(21) для
тиску залежить вiд шуканих компонент швидкостi
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Першi наближення швидкостi й тиску Розв’язання системи рiвнянь (18)(18)/(19)(19), (21)(21)
починається зi знаходження перших наближень компонент швидкостi, якi позначимо
верхнiм iндексом: першi наближення всiх шуканих величин – «*», другi – «**», третi –
«***». Для слiд цього вiдповiдним чином модифiкувати рiвняння (18)(18). У них, замiсть
невiдомих значень тиску 𝑃 𝑘

𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

, вводяться його вiдомi значення 𝑃 𝑘−1

𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

, знайденi у попере-
днiй момент часу 𝑇 = (𝑘 − 1)∆𝑇 . Також усi функцiї 𝐴...

𝑖𝑐𝑛𝑚
модифiкуються за рахунок

замiни у потоковi 𝐹 (𝑗)𝑘
𝑛𝑚 , який до них входить, шуканих компонент швидкостi їхнiми зна-

ченнями, одержаними при 𝑇 = (𝑘− 1)∆𝑇 . Це породжує систему лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь для визначення перших наближень компонент швидкостi у точках 𝐶𝑛𝑚 та 𝐶𝑗

(𝑗 = 1, . . . , 4):

𝑈𝑘*
𝑖𝑐𝑛𝑚

= 𝐴0𝑙
𝑖𝑐𝑛𝑚

+ 𝐴𝑘𝑙
𝑖𝑐𝑛𝑚

−

(︃
𝐴𝑝𝑙

𝑖𝑐𝑛𝑚

|V𝑛𝑚|

)︃
4∑︁

𝑗=1

𝑃 𝑘−1

𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

𝑛𝑗𝑖|𝑆(𝑗)
𝑛𝑚|. (22)

Тут 𝐴...𝑙
𝑖𝑐𝑛𝑚

– модифiкованi функцiї 𝐴...
𝑖𝑐𝑛𝑚

. При цьому 𝐴0𝑙
𝑖𝑐𝑛𝑚

i 𝐴𝑝𝑙
𝑖𝑐𝑛𝑚

не залежать вiд невi-
домих компонент швидкостi, а 𝐴𝑘𝑙

𝑖𝑐𝑛𝑚
– лiнiйнi функцiї швидкостей 𝑈𝑘*

𝑖𝑐𝑗
. Спiввiдношен-

ня (22)(22) не залежить вiд шуканого тиску.
Пiсля визначення з системи (22)(22)44 перших наближень компонент швидкостi, останнi

використовуються для знаходження значень операторiв 𝐴...

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

i подальшої їх пiдстановки
у спiввiдношення (21)(21). Це приводить до системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для
першого наближення тиску в точках 𝐶𝑛𝑚 та 𝐶𝑗 (𝑗 = 1, . . . , 4):

4∑︁
𝑗=1

𝐴𝑝*
𝑖𝑐

(𝑗)
𝑛𝑚

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑋𝑖

)︂𝑘*

𝐶
(𝑗)
𝑛𝑚

𝑛𝑗𝑖|𝑆(𝑗)
𝑛𝑚| =

4∑︁
𝑗=1

(︁
𝐴0*

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

+ 𝐴𝑘*
𝑖𝑐

(𝑗)
𝑛𝑚

)︁
𝑛𝑗𝑖|𝑆(𝑗)

𝑛𝑚| (23)

Тут через 𝐴...*

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

позначено обчисленi значення операторiв 𝐴...

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

. Система (23)(23) не зале-
жить вiд шуканих швидкостей.

Другi наближення швидкостi й тиску Тут застосовується процедура, аналогiчна
до описаної в пiдроздiлi п. 3.3.2п. 3.3.2, а саме, знайденi зi спiввiдношень (23)(23) першi набли-
ження тиску пiдставляються у рiвняння (18)(18) замiсть 𝑃 𝑘

𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

. У свою чергу, в функцiях

𝐴...
𝑖𝑐𝑛𝑚

у (18)(18) потiк 𝐹
(𝑗)𝑘
𝑛𝑚 модифiкується за рахунок замiни в ньому шуканих компонент

швидкостi їхнiми першими наближеннями, одержаними з системи (22)(22). Це приводить
до систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для других наближень (або перших корекцiй)
компонент швидкостi у точках 𝐶𝑛𝑚 та 𝐶𝑗 (𝑗 = 1, . . . , 4):

𝑈𝑘**
𝑖𝑐𝑛𝑚

= 𝐴0𝑙*
𝑖𝑐𝑛𝑚

+ 𝐴𝑘𝑙*
𝑖𝑐𝑛𝑚

−

(︃
𝐴𝑝𝑙*

𝑖𝑐𝑛𝑚

|V𝑛𝑚|

)︃
4∑︁

𝑗=1

𝑃 𝑘*
𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

𝑛𝑗𝑖|𝑆(𝑗)
𝑛𝑚|. (24)

Тут 𝐴...𝑙*
𝑖𝑐𝑛𝑚

– функцiї 𝐴...
𝑖𝑐𝑛𝑚

, в яких проведено зазначену модифiкацiю потоку. Окрiм цьо-
го, 𝐴0𝑙*

𝑖𝑐𝑛𝑚
i 𝐴𝑝𝑙*

𝑖𝑐𝑛𝑚
незалежнi вiд невiдомих других наближень швидкостi, а 𝐴𝑘𝑙*

𝑖𝑐𝑛𝑚
лiнiйно

залежать вiд 𝑈𝑘**
𝑖𝑐𝑗

. Спiввiдношення (24)(24) не залежать вiд шуканого тиску.

4Метод розв’язання цiєї системи рiвнянь описується у пiдроздiлi разд. 3.3.3разд. 3.3.3
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Далi за допомогою знайдених за формулою (24)(24) других наближень швидкостей одер-
жують значення 𝐴...**

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

операторiв 𝐴...

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

. Їх пiдстановка у формули (21)(21) замiсть 𝐴...

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

дозволяє записати систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для другого наближення (або
першої корекцiї) тиску в точках 𝐶𝑛𝑚 та 𝐶𝑗 (𝑗 = 1, . . . , 4), аналогiчну до спiввiдно-
шень (23)(23):

4∑︁
𝑗=1

𝐴𝑝**
𝑖𝑐

(𝑗)
𝑛𝑚

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑋𝑖

)︂𝑘**

𝐶
(𝑗)
𝑛𝑚

𝑛𝑗𝑖|𝑆(𝑗)
𝑛𝑚| =

4∑︁
𝑗=1

(︁
𝐴0**

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

+ 𝐴𝑘**
𝑖𝑐

(𝑗)
𝑛𝑚

)︁
𝑛𝑗𝑖|𝑆(𝑗)

𝑛𝑚|. (25)

Система (25)(25) не залежить вiд шуканої швидкостi.

Третi наближення швидкостi й тиску Тут повторюється описаний у пiдроздi-
лi п. 3.3.2п. 3.3.2 цикл: у системi (18)(18) невiдомi значення тиску 𝑃 𝑘

𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

замiнюються їхнiми други-
ми наближеннями, одержаними пiсля розв’язання системи рiвнянь (25)(25). Окрiм того, у
виразi для потоку потоковi 𝐹 (𝑗)𝑘

𝑛𝑚 замiсть невiдомих швидкостей пiдставляють їхнi другi
наближення, знайденi з рiвнянь (24)(24). Це дає систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для
визначення третiх наближень (другої корекцiй) компонент швидкостi в точках 𝐶𝑛𝑚 та
𝐶𝑗(𝑗 = 1, . . . , 4):

𝑈𝑘***
𝑖𝑐𝑛𝑚

= 𝐴0𝑙**
𝑖𝑐𝑛𝑚

+ 𝐴𝑘𝑙**
𝑖𝑐𝑛𝑚

−

(︃
𝐴𝑝𝑙**

𝑖𝑐𝑛𝑚

|V𝑛𝑚|

)︃
4∑︁

𝑗=1

𝑃 𝑘**
𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

𝑛𝑗𝑖|𝑆(𝑗)
𝑛𝑚|. (26)

Тут 𝐴...𝑙**
𝑖𝑐𝑛𝑚

– оператори 𝐴...
𝑖𝑐𝑛𝑚

зi змiненим у зазначений спосiб потоком 𝐹
(𝑗)𝑘
𝑛𝑚 . При цьому

вирази𝐴𝑘𝑙**
𝑖𝑐𝑛𝑚

лiнiйно залежать вiд шуканих швидкостей 𝑈𝑘***
𝑖𝑐𝑗

, а 𝐴0𝑙**
𝑖𝑐𝑛𝑚

та 𝐴𝑝𝑙**
𝑖𝑐𝑛𝑚

– нi).
Спiввiдношення (26)(26) не залежать вiд шуканого тиску.

Знайденi третi наближення швидкостей дозволяють обчислити значення операто-
рiв 𝐴...

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

. Їх пiдстановка у спiввiдношення (21)(21) дає подiбну до (25)(25) систему лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь для третього наближення (або другої корекцiї) тиску:

4∑︁
𝑗=1

𝐴𝑝***
𝑖𝑐

(𝑗)
𝑛𝑚

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑋𝑖

)︂𝑘***

𝐶
(𝑗)
𝑛𝑚

𝑛𝑗𝑖|𝑆(𝑗)
𝑛𝑚| =

4∑︁
𝑗=1

(︁
𝐴0***

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

+ 𝐴𝑘***
𝑖𝑐

(𝑗)
𝑛𝑚

)︁
𝑛𝑗𝑖|𝑆(𝑗)

𝑛𝑚|, (27)

де 𝐴...***

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

– вказанi значення операторiв 𝐴...

𝑖𝑐
(𝑗)
𝑛𝑚

. Система (27)(27) не залежить вiд шуканих
швидкостей.

Якщо третi наближення компонент швидкостi й тиску не задовольняють заданi ви-
моги щодо точностi, описаний цикл необхiдно повторювати до виконання останнiх.

3.3.3. Розв’язання рiвнянь для послiдовних наближень швидкостi й тиску

Наведенi в пiдроздiлi разд. 3.3.2разд. 3.3.2 системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (СЛАР) для
послiдовних наближень швидкостi i тиску загалом можна переписати у виглядi

𝑎𝑘𝑐𝑛𝑚
𝜉𝑘𝑐𝑛𝑚

+
4∑︁

𝑖=1

𝑎𝑘𝑐𝑖𝜉
𝑘
𝑐𝑖
= 𝑏𝑘𝑐𝑛𝑚

, (28)
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де 𝜉𝑘𝑐𝑛𝑚
i 𝜉𝑘𝑐𝑖 – шуканi величини; 𝑎𝑘𝑐𝑛𝑚

, 𝑎𝑘𝑐𝑖 i 𝑏𝑘𝑐𝑛𝑚
– вiдомi коефiцiєнти. Для розв’язання

таких систем використовуються методи, якi загалом можна розбити на двi основнi гру-
пи: прямi й iтерацiйнi методи. Зазвичай прямi методи ефективно застосовуються до
невеликих систем рiвнянь [1414, 1515, 2121, 2222]. При роботi ж з великими системами, особли-
во якщо вони мають розрiдженi матрицi, їх використання недоцiльне й призводить до
величезних затрат обчислювального часу – останнiй зростає пропорцiйно до квадрату
кiлькостi невiдомих. Iтерацiйнi ж методи при застосуваннi до великих лiнiйних алгебра-
їчних систем потребують значно менше комп’ютерної пам’ятi й часу i дають задовiльнi
результати, за наявностi, зберiгаючи властивiсть розрiдженостi матриць [1414,1515,2121,2222].

Виходячи зi сказаного, а також з розмiру та ступеня розрiдженостi системи (28)(28),
для її розв’язання у данiй роботi було застосовано iтерацiйний метод. У його рамках
вибирається початкове наближення розв’язку, яке потiм покращується серiєю iтерацiй
доти, поки не досягається наперед задана точнiсть. При цьому слiд звернути увагу на
двi особливостi.

Перша з них стосується необхiдностi забезпечення дiагонального домiнування в ма-
трицi. У цiй роботi воно досягається за рахунок застосовування до конвективного члена
методу вiдкладеної корекцiї, [2323] згiдно з яким, та частина конвективного члена, яка
вiдповiдає протипоточнiй схемi, вбудовується в матрицю, а решта переноситься в праву
частину системи (28)(28).

Друга особливiсть пов’язана з бажаною мiнiмiзацiєю кiлькостi iтерацiй. Ця опцiя до-
сягалась за рахунок застосування методу спряжених градiєнтiв [2424], який належить до
найбiльш ефективних методiв розв’язання систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вели-
кої розмiрностi. Вiн дає можливiсть розв’язувати систему рiвнянь за число iтерацiй, яке
не перевищує кiлькостi її невiдомих. При вдалому виборi початкового наближення, кiль-
кiсть iтерацiй рiзко зменшується. Також суттєвому зменшенню кiлькостi iтерацiй спри-
яє передобумовлювання. Для цього у данiй роботi використовувались солвери ICCG
для симетричних матриць [2525–2828] i Bi-CGSTAB для асиметричних матриць [22,99,2626–2828].

Описаний алгоритм розв’язання системи (28)(28) був протестований в роботах [2929, 3030] i
показав добрi результати.

4. ВИСНОВКИ

1. Представлено чисельний метод розв’язання задачi про рух рiдини у прямому пло-
скому жорсткому каналi з двома жорсткостiнними осесиметричними звуженнями
прямокутної форми. Вiн має другий порядок точностi за просторовими координа-
тами та за часом.

2. У розробленому методi рiвняння Нав’є–Стокса та нерозривностi розв’язуються в
змiнних швидкiсть-тиск iнтегруванням по елементарних об’ємах, на якi розбиває-
ться розрахункова область. Пiсля цього вiдбувається просторово-часова дискрети-
зацiя одержаних iнтегральних рiвнянь (13)(13), (14)(14) i подальше розв’язання нелiнiй-
них алгебраїчних рiвнянь (15)(15), (16)(16). При виконаннi дискретизацiї часова її части-
на проводиться на основi неявної триточкової несиметричної схеми з рiзницями
назад, а просторова – на основi TVD-схеми та схеми дискретизацiї просторових
похiдних.
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3. Розв’язання рiвнянь (15)(15), (16)(16) проводиться у три етапи. Спочатку дискретнi рiвня-
ння кiлькостi руху (15)(15) переписуються у виглядi рiвняння для швидкостi (18)(18)/(19)(19).
Потiм на основi дискретного рiвняння нерозривностi (16)(16) виводиться рiвняння для
тиску (21)(21). Пiсля цього до зв’язаних нелiнiйних рiвнянь (18)(18)/(19)(19), (21)(21) застосову-
ється розроблена у [2020] процедура знаходження та узгодження мiж собою послi-
довних наближень шуканих величин. Кiлькiсть наближень визначається заданою
точнiстю розв’язку.

4. При знаходженнi перших наближень шуканих величин проводиться модифiкацiя
рiвнянь (18)(18) за допомогою замiни в них невiдомих значень тиску та швидкостi
(у виразi для потоку) їхнiми значеннями, знайденими у попереднiй момент часу.
При знаходженнi ж наступних наближень їх слiд замiнити вже вiдомими значе-
ннями, обчисленими у попереднiй iтерацiї. Це дозволяє переходити вiд зв’язаних
систем нелiнiйних алгебраїчних рiвнянь (18)(18)/(19)(19), (21)(21) до вiдповiдних незалежних
лiнiйних рiвнянь.

5. Для розв’язання отриманих систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь застосовується
iтерацiйний метод, в якому використовуються методи вiдкладеної корекцiї та спря-
жених градiєнтiв, а також солвери ICCG для симетричних матриць i Bi-CGSTAB
для асиметричних матриць.

ДОДАТОК. ПОЗНАЧЕННЯ

𝐷 ширина каналу;

𝑑1, 𝑑2 дiаметри звужень;

𝐷1, 𝐷2 безрозмiрнi дiаметри звужень;

𝑙1, 𝑙2 довжини звужень;

𝐿1, 𝐿2 безрозмiрнi довжини звужень;

𝑙12, 𝐿12 розмiрна та безрозмiрна вiдстанi мiж звуженнями вiдповiдно;

𝑙𝑢, 𝐿𝑢 розмiрна та безрозмiрна вiдстанi вiд лiвої межi розрахункової областi до
першого звуження;

𝑙𝑑, 𝐿𝑑 розмiрна та безрозмiрна вiдстанi вiд правої межi розрахункової областi до
другого звуження;

𝜌, 𝜈 масова густина та кiнематична в’язкiсть рiдини вiдповiдно;

𝑥𝑖, 𝑋𝑖 розмiрнi та безрозмiрнi прямокутнi декартовi координати (𝑖 = 1, 2, 3);

�⃗�𝑖 орти координатних осей 𝑥𝑖;

𝑡, 𝑇 розмiрний та безрозмiрний час вiдповiдно;

∆𝑇 елементарний прирiст часу 𝑇 ;
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𝑢𝑖, 𝑈𝑖 розмiрнi та безрозмiрнi компоненти швидкостi рiдини у напрямках 𝑥𝑖;

𝑈0 максимальна швидкiсть базового потоку;

𝑈𝑎 середня у поперечному перерiзi каналу швидкiсть базового потоку;

𝑞, 𝑄 розмiрна та безрозмiрна об’ємнi витрати рiдини в каналi на одиницю його
глибини вiдповiдно;

Re𝐷 число Рейнольдса осередненої базової течiї;

𝜌𝑈2
𝑎 подвоєний середнiй динамiчний напiр базової течiї;

𝑝, 𝑃 розмiрний та безрозмiрний тиск вiдповiдно;

𝑝𝑢, 𝑝𝑑 тиск достатньо далеко перед i далеко за звуженнями вiдповiдно;

𝑃𝑢, 𝑃𝑑 безрозмiрний тиск достатньо далеко перед i далеко за звуженнямивiдпо-
вiдно;

∆𝑝 перепад тиску

𝑆𝑐ℎ, 𝑆1, 𝑆2 стiнка каналу та поверхнi звужень вiдповiдно;

�⃗� зовнiшня одинична нормаль до вiдповiдної поверхнi;

V𝑛𝑚 елементарний об’єм;

|V𝑛𝑚| об’єм областi V𝑛𝑚;

𝐶𝑛𝑚 центр мас об’єму V𝑛𝑚;

𝑆𝑛𝑚 поверхня об’єму V𝑛𝑚;

|𝑆𝑛𝑚| площа поверхнi 𝑆𝑛𝑚;

𝑆
(𝑖)
𝑛𝑚 бiчнi гранi об’єму V𝑛𝑚 (𝑖 = 1, . . . , 6);⃒⃒⃒

𝑆
(𝑖)
𝑛𝑚

⃒⃒⃒
площi граней 𝑆

(𝑖)
𝑛𝑚;

�⃗�𝑖 зовнiшня одинична нормаль гранi 𝑆(𝑖)
𝑛𝑚;

𝐶
(𝑖)
𝑛𝑚 центр мас гранi 𝑆(𝑖)

𝑛𝑚;

�⃗�, �⃗�𝑐𝑛𝑚 , �⃗�
𝑐
(𝑖)
𝑛𝑚

радiус-вектори довiльної точки об’єму V𝑛𝑚 i точок 𝐶𝑛𝑚, 𝐶(𝑖)
𝑛𝑚 вiдповiдно;

𝑓 умовне позначення вiдповiдних функцiй;

𝑓𝑘
𝑐𝑛𝑚

значення функцiї 𝑓 у точцi 𝐶𝑛𝑚 в момент часу 𝑇 = 𝑘∆𝑇 ;

𝐹
(𝑖)𝑘
𝑛𝑚 потiк середовища крiзь грань 𝑆

(𝑖)
𝑛𝑚 в момент часу 𝑇 = 𝑘∆𝑇 ;

𝑓 *, 𝑓 **, 𝑓 *** перше, друге i третє наближення функцiї 𝑓 .
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А. А. Борисюк
Исследование течения в прямом плоском жестком канале с двумя
осесимметричными жесткостенными сужениями прямоугольной

формы. Часть 1. Теория

Разработан численный метод решения задачи движения жидкости в прямом плос-
ком жестком канале с двумя осесимметричными жесткостенными сужениями пря-
моугольной формы. Метод имеет второй порядок точности по пространственным
координатам и времени. При этом уравнения Навье–Стокса и неразрывности реша-
ются в переменных скорость–давление посредством интегрирования по элементар-
ным объемам, на которые разбивается расчетная область. Полученные в результа-
те интегральные уравнения подлежат пространственно-временной дискретизации,
что приводит к решению нелинейных алгебраических уравнений. Временная часть
дискретизации производится на основе неявной трехточечной несимметричной схе-
мы с разницами вспять, а пространственная – на основе TVD-схемы с соответству-
ющей схемой дискретизации пространственных производных. Решение указанных
алгебраических уравнений производится в три этапа. Первоначально дискретное
уравнение количества движения переписывается в виде уравнения для скорости.
Затем на основе дискретного уравнения неразрывности выводится уравнение дав-
ления. После этого к полученным нелинейным связанным алгебраическим урав-
нениям для скорости и давления применяется процедура нахождения и согласова-
ния между собой последовательных приближений этих величин. При вычислении
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первого приближения в уравнении скорости неизвестные значения давления и ско-
рости (в выражении для потока) заменяют их значениями, найденными в преды-
дущий момент времени. При нахождении следующих приближений эти величины
заменяют уже известными предыдущими приближениями. Количество приближе-
ний определяется заданной точностью решения. Это позволяет переходить от ре-
шения связанных систем нелинейных алгебраических уравнений для скорости и
давления к соответствующим независимым линейным уравнениям. Для решения
систем линейных алгебраических уравнений применяется итерационный алгоритм
с использованием методов отложенной коррекции и сопряженных градиентов, а
также солверов ICCG (для симметричных матриц) и Bi-CGSTAB (для асиммет-
ричных матриц).

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: течение, канал, сужение, уравнение Навье–Стокса, итера-
ционный метод

A. O. Borysyuk
Studying the flow in a straight flat rigid channel with two axisymmetric

rigid-wall narrowings of a rectangular shape. Part 1. Theory

The paper deals with developing a numerical method for solving the problem of fluid
movement in a straight flat rigid channel with two axisymmetric rigid-wall narrowings
of a rectangular shape. The method has the second order of accuracy in terms of spatial
coordinates and time. At the same time, the Navier–Stokes and continuity equations
are solved in the velocity-pressure variables using integration over elementary volumes
into which the computational domain is divided. The resulting integral equations are
subject to spatiotemporal discretization, which leads to the need to solve nonlinear
algebraic equations. The base of the temporal discretization part is an implicit three-
point asymmetric scheme with backward differences, and the base of the spatial one is
the TVD scheme with the appropriate discretization scheme of spatial derivatives. The
solving of specified algebraic equations includes three stages. First, rewrite the discrete
momentum equation as an equation for velocity. Then, based on the discrete continuity
equation, derive the pressure equation. After that, apply the procedure of finding
and matching successive approximations of these quantities to the resulting coupled
nonlinear algebraic equations for velocity and pressure. When calculating the first
approximation in the velocity equation, substitute the unknown pressure and velocity
(in the expression for the flow) by their values found at the previous time moment.
When finding the following approximations, replace these values with already-known
previous approximations. The given solution accuracy determines the approximation
number. It makes it possible to move from the solution of coupled systems of nonlinear
algebraic equations for velocity and pressure to the corresponding independent linear
equations. To solve systems of linear algebraic equations, apply an iterative algorithm
using methods of delayed correction and conjugate gradients, as well as ICCG (for
symmetric matrices) and Bi-CGSTAB (for asymmetric matrices) solvers.

KEYWORDS: flow, channel, narrowing, the Navier–Stokes equations, iterative method
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