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У бiльшостi регiонiв України водоноснi горизонти, з яких вiдбувається забiр пiд-
земних вод для забезпечення населення питною водою, мають пiдвищений вмiст
залiза. Це робить актуальною проблему зниження вмiсту залiза у водi. У попере-
днiх дослiдженнях вважалося, що пiд час обробки води для зниження концентра-
цiї розчиненого залiза завжди забезпечується достатнiй рiвень насичення розчину
киснем. На практицi ж необхiдно оцiнювати вплив споживання кисню при роботi
фiльтра. З огляду на це запропоновано iнженерний метод розрахунку вилучення
сполук залiза з пiдземних вод методом фiльтрування на очисних фiльтрах i при
кольматацiї фiльтра свердловин. Вiдповiднi формули отримано на основi спрощен-
ня загальних математичних моделей знезалiзнення. Проведено аналiз i порiвняль-
ну оцiнку результатiв, отриманих за допомогою точних i наближених методiв роз-
рахунку. Показано, що запропонована iнженерна методика дозволяє реалiстично
оцiнити швидкiсть знезалiзнення води в умовах дефiциту розчиненого кисню.

КЛЮЧОВI СЛОВА: математична модель, знезалiзнення, кольматацiя, фiльтру-
вання

1. ВСТУП

Вiдомо, що в бiльшостi регiонiв України водоноснi горизонти, з яких вiдбувається за-
бiр пiдземних вод для забезпечення населення питною водою, мають пiдвищений вмiст
залiза. Зазвичай цей показник значно перевищує iснуючi нормативнi вимоги. Це ро-
бить украй актуальною проблему зниження вмiсту залiза у водi. Наразi найбiльш роз-
повсюджений метод вилучення сполук залiза з води — фiльтрування через зернисте
завантаження з природних чи штучних зернистих матерiалiв у спецiальних установ-
ках, основним технологiчним елементом яких є фiльтр [11–77].
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У звичайних умовах у пiдземних водах при вiдсутностi розчиненого кисню й iнших
окислювачiв розчинене залiзо переважно присутнє у виглядi iонiв 𝐹𝑒2+ чи нестiйких
закисних форм рiзних солей. При взаємодiї з розчиненим киснем, який подається у
фiльтруючу воду, двовалентне залiзо окислюється до трьохвалентного, пiсля чого гi-
дролiзується в колоїдний чи суспензований гiдроксид залiза 𝐹𝑒(𝑂𝐻)3 у виглядi муло-
пластiвцiв згiдно з рiвняннями можливої реакцiї [11, 55]:

4𝐹𝑒2+ +𝑂2 + 8𝑂𝐻 + 2𝐻2𝑂 → 4𝐹𝑒(𝑂𝐻)3,

4𝐹𝑒2+ +𝑂2 + 10𝐻2𝑂 → 4𝐹𝑒(𝑂𝐻)3 ↓ +8𝐻.
(1)

При заборi й вiдкачуваннi пiдземних вод водозабiрними спорудами (переважно, вер-
тикальними свердловинами) вiдбувається хiмiчний кольматаж фiльтру й прифiльтрової
зони забрудненим залiзом. Процеси, якi вiдбуваються у фiльтрi можна описати таким
чином: 𝐹𝑒2+ адсорбується на поверхнi зерен завантаження, утворюючи iонний моношар
(каталiтичну плiвку). При цьому окислення 𝐹𝑒2+ вiдбувається на поверхнi завантажен-
ня адсорбованим киснем 𝑂2 з утворенням плiвки з молекул 𝐹𝑒(𝑂𝐻)3; на 𝐹𝑒(𝑂𝐻)3, який
уже випав у осад; а також у вiльному мiжпоровому просторi. З часом вiдбувається де-
гiдратацiя осаду, тобто його ущiльнення (старiння), що надалi змiнює гiдродинамiчнi
характеристики фiльтрацiйного потоку. Тому в обох випадках науковi дослiдження по-
лягають у вивченнi динамiки утворення й накопичення гiдроксиду залiза у фiльтрах з
врахуванням особливостей впливу рiзних факторiв на цю динамiку.

Зрозумiло, що ефективнiсть вилучення залiза 𝐹𝑒2+ залежить вiд наявностi розчи-
неного кисню в рiдинi, який значною мiрою визначає характер процесу протiкання реа-
кцiй (кiнетику окислення). У вiдомих дослiдженнях, здебiльшого проведених в умовах
очистки пiдземної вод вiд залiза при концентрацiях, якi не перевищують 10 мг/л, вва-
жалося, що достатнiй рiвень насичення киснем (орiєнтовно понад 3 . . . 5 мг/л) можна
забезпечити за допомогою технологiї спрощеної аерацiї [11,55,88]. У цьому випадку апрiорi
вважалось, що кiнетику окислення повнiстю забезпечено киснем, i в наукових розробках
цей фактор можна не враховувати [55,77].

На практицi ж важливе питання при вирiшеннi зазначеної проблеми полягає в оцi-
нюваннi впливу споживання кисню при знезалiзненнi води й обґрунтування забезпе-
чення достатньої його кiлькостi на етапi роботи фiльтра. На порядку денному стоїть
питання розробки простих методик розрахунку цих параметрiв, якi були б придатнi для
iнженерних потреб. Саме в цьому й полягала мета даного дослiдження.

2. ПОБУДОВА МОДЕЛI

Для моделювання процесу знезалiзнення води в роботi [88] побудовано найбiльш за-
гальну й строгу математичну модель фiльтрування двофазного потоку, в якому при-
сутнi залiзо й кисень. Вона враховує гiдродинамiчнi та фiзико-хiмiчнi процеси мiграцiї
(переносу), кiнетики обмiну й накопичення, трансформацiї форм залiза й кисню в по-
ровому розчинi й на зернах затопленого фiльтра. Зазначимо, що аналогiчну загальну
модель побудовано в роботi [99] для обґрунтування динамiки кольматажу фiльтру свер-
дловини сполуками залiза.

На пiдставi аналiзу прийнятих загальних моделей дiйдемо висновку про те, що з
практичної точки зору їх можна спростити, розглядаючи два можливих випадки (стадiї)
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процесу знезалiзнення води [88,99]. В подальшому були обґрунтованi й прийнятi вiдповiднi
кiнетики масообмiну та реакцiй, а також iншi необхiднi рекомендацiї щодо визначення
необхiдних концентрацiй, якi вiдповiдають цим стадiям [55,88,99].

У межах першої з них, яка характерна для початку процесу, а також тодi, коли фор-
мування залiзної плiвки на зернах вiдбувається надто повiльно й кiлькiсть утвореного
осаду незначна, вiдбувається гомогенне окислення 𝐹𝑒2+ з утворенням осаду гiдроксиду
залiза 𝐹𝑒(𝑂𝐻)3 переважно в розчинi. У цьому випадку можна знехтувати дифузiйним
членом, вплив якого буде незначним i прийняти

𝐷

𝑣𝑡
=

1

Pe
→ 0.

Тут 𝐷 — товщина фiльтрувального шару; 𝑣 — швидкiсть фiльтрування; 𝑡 — час; Pe —
вiдомий дифузiйний критерiй Пекле.

Згiдно з прийнятою технологiєю 𝑣 = const. Тодi, з урахуванням залучених реакцiй
окислення i значень констант обмiну для цiєї стадiї процесу, система рiвнянь вилучення
𝐹𝑒2+ у затопленому фiльтрi набуде вигляду:

𝑛0
𝜕𝐶1

𝜕𝑡
= −𝑣

𝜕𝐶1

𝜕𝑥
−𝐾1𝐶1 −𝐾*𝐶1𝐶2, (2)

𝑛0
𝜕𝐶2

𝜕𝑡
= −𝑣

𝜕𝐶2

𝜕𝑥
− 𝛼0(𝐶2 − 𝐶2𝑝)− 𝛽′𝐾*𝐶1𝐶2, (3)

𝑛0
𝜕𝐶3

𝜕𝑡
= −𝑣

𝜕𝐶3

𝜕𝑥
− 𝛾(𝜎max − 𝜎0)𝐶3 +𝐾*𝐶1𝐶2, (4)

𝜕𝜎3

𝜕𝑡
= 𝛾(𝜎max − 𝜎3)𝐶3. (5)

тут 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 — масовi концентрацiї 𝐹𝑒2+, 𝑂2 i 𝐹𝑒(𝑂𝐻)3 в рiдиннiй фазi (розчинi)
вiдповiдно; 𝜎0, 𝜎max — початкова й максимальна масовi концентрацiї 𝐹𝑒2+ у твердiй
(нерухомiй) фазi вiдповiдно; 𝜎3 — вiдповiдно масова концентрацiя 𝐹𝑒(𝑂𝐻)3 в твердiй
(нерухомiй) фазi; 𝑛0 — початкова пористiсть завантаження; 𝐾* — константа реакцiї
окислення в розчинi; 𝛼0 — константа швидкостi обмiну 𝑂2; 𝛾 — константа швидкостi
прилипання (осiдання) часток 𝐹𝑒(𝑂𝐻)3 на поверхню середовища; 𝛽′ = 0.143 — кiнети-
чний коефiцiєнт, який забезпечує стехiометрiю реакцiї окислення киснем.

Друга стадiя вiдповiдає гетерогенному окисленню переважно на твердiй фазi з утво-
ренням щiльної плiвки з гiдроксиду залiза 𝐹𝑒(𝑂𝐻)3 i настає орiєнтовно при 𝑡 > 𝑛𝑐𝑥/𝑣,
де 𝑛𝑐 — пористiсть, 𝑥 — поточна координата уздовж фiльтрувального шару. У її межах
також передбачається фiльтрацiя зi сталою швидкiстю.

При вiдкачках зi свердловини з постiйним дебiтом 𝑞 = const також приймають
𝑣 = const. Унаслiдок зменшення пористостi й коефiцiєнта фiльтрацiї, для виконання
цiєї умови необхiдно збiльшити напiр для подолання додаткового опору, який виникає
за рахунок накопичення в поровому середовищi осаду з гiдроксиду залiза 𝐹𝑒(𝑂𝐻)3.
Розрахункова пористiсть фiльтра приймається як її середнє ефективне значення:

𝑛𝑐 = 𝑛0 − �̃�3 ≈ 𝑛0(1− 0.5𝐴),

де �̃�3 = 𝜎3/𝛿, 𝐴 = 𝛿max/𝛿𝑛0.
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При цих припущеннях система рiвнянь набуде вигляду [88]:

𝑛0
𝜕𝐶1

𝜕𝑡
= −𝑣

𝜕𝐶1

𝜕𝑥
−𝐾1𝐶1, (6)

𝜕𝜎1

𝜕𝑡
= 𝐾1𝐶1 −𝐾**𝜎1𝜎2, (7)

𝑛0
𝜕𝐶2

𝜕𝑡
= −𝑣

𝜕𝐶2

𝜕𝑥
− 𝛼0(𝐶2 − 𝐶2𝑝), (8)

𝜕𝜎2

𝜕𝑡
= −𝛼0(𝐶2 − 𝐶2𝑝)− 𝛽′′𝐾**𝜎1𝜎2, (9)

𝑛0
𝜕𝐶3

𝜕𝑡
= −𝑣

𝜕𝐶3

𝜕𝑥
−𝐾0𝐶3 + 𝛼𝜎3, (10)

𝜕𝜎3

𝜕𝑡
= 𝐾0𝐶3 − 𝛼𝜎3 +𝐾**𝜎1𝜎2. (11)

Тут 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 — масовi концентрацiї 𝐹𝑒2+, 𝑂2 i 𝐹𝑒(𝑂𝐻)3 в рiдиннiй фазi (розчинi)
вiдповiдно; 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3 — масовi цих компонент концентрацiї у твердiй (нерухомiй) фа-
зi вiдповiдно; 𝑛0, 𝑛𝑐 — початкова й розрахункова пористостi завантаження; 𝐾1, 𝐾0 —
константи швидкостi адсорбцiї 𝐹𝑒2+ i 𝐹𝑒(𝑂𝐻)3 на зернах завантаження вiдповiдно; 𝐾*,
𝐾** — константи реакцiї окислення в розчинi й на твердiй (нерухомiй) фазi; 𝛼0 — кон-
станта швидкостi обмiну 𝑂2; 𝛼 — константа можливого вiдриву часток 𝐹𝑒(𝑂𝐻)3 вiд
поверхнi середовища назад у розчин; 𝛾 — константа швидкостi прилипання (осiдання)
часток 𝐹𝑒(𝑂𝐻)3 на поверхнi середовища; 𝛽 — кiнетичний коефiцiєнт, який забезпечує
стехiометрiю реакцiї окислення киснем. В подальшому при розрахунках в умовах ге-
терогенної реакцiї приймається 𝛽 = 𝛽′′ = 0.25, а в умовах гомогенної реакцiї в розчинi
𝛽 = 𝛽′ = 0.143 [99].

У реальних умовах повiльної кольматацiї фiльтра свердловин сполуками залiза, коли
осад утворюється i накопичується не тiльки на поверхнi зерен фiльтру, а й у розчинi,
доцiльно рiвняння (11)(11) записати в бiльш загальному виглядi:

𝜕𝜎3

𝜕𝑡
= 𝛾(𝜎max − 𝜎3)𝐶3 +𝐾**𝜎1𝜎2, (12)

тобто прийняти 𝑘0 = 𝛾𝜎max i 𝛼 = 𝛾𝐶3.
Загальну гомогенно-гетерогенну модель окислення залiза було реалiзовано чисель-

ними методами при вивченнi динамiки хiмiчного кольматажу фiльтра свердловини спо-
луками залiза. Блок-схема алгоритму й тексти програм наведенi в роботi [99]. У резуль-
татi проведеного аналiзу встановлено, що при виконаннi iнженерних розрахункiв за до-
статньої кiлькостi 𝑂2 для забезпечення реакцiї в умовах гомогенного окислення (процес
не лiмiтується киснем) можна наближено приймати 𝜑′

0 = 𝛽′𝐶01/𝐶02 < 1, а при дефiцитi
𝑂2 (процес лiмiтується киснем) — 𝜑′

0 > 1. Якщо переважає процес гетерогенного оки-
слення, то маємо 𝜑′′

0 = 𝛽′′𝐶01𝐶02 < 1 i 𝜑′′
0 > 1 вiдповiдно. Коли складно визначити, яка

реакцiя у фiльтрi переважає, необхiдно прийняти якесь промiжне значення 𝜑0 чи менше
значення 𝜑′

0.
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На основi загальної математичної задачi були запропонованi методи розрахунку, якi
дозволяють оцiнити вплив кисневого режиму. Зокрема показано, що деякi рiвняння реа-
кцiй можна спростити, прийнявши в них 𝐾*𝐶2 = 𝐾*𝐶02 = 𝐾*

0 , 𝐾**𝜎2 = 𝐾**Γ2𝐶02 = 𝐾**
0 .

У цьому випадку при концентрацiї залiза в пiдземнiй водi 𝐶01 ≈ 10 . . . 15 мг/л гранична
концентрацiя кисню у вхiднiй водi має бути 𝐶02 > 3 мг/л. Отже, при реалiзацiї загаль-
ної моделi можна вважати, що процес знезалiзнення не лiмiтується киснем (𝜑′

0 < 1).
Розв’язання задач вилучення залiза фiльтруванням в умовах достатнього забезпечення
процесу знезалiзнення киснем розглянуто, зокрема, в роботах [55,77].

Виконаний аналiз показав, що в умовах дефiциту кисню (𝜑0 > 1) можна прийняти
бiльш просту модель. Враховуючи, що в однорiдному фiльтрi осад бiльш iнтенсивно
накопичується у верхнiх шарах [33, 77, 1010], важливою характеристикою його при прое-
ктуваннi й подальшiй експлуатацiї є концентрацiя осаду 𝜎3 бiля верхньої межi фiль-
тра. Тодi, приймаючи на верхнiй границi фiльтра 𝜎3(0, 𝑡) ≈ 𝜎3(𝑥, 𝑡), а також 𝐶2 = 𝐶02,
𝜎2 = 𝜎02 = Γ2𝐶02, загальну гомогенно-гетерогенну систему рiвнянь можна спростити.
Остаточне розв’язання редукованих рiвнянь (2)(2), (9)(9), (12)(12) дає такi аналiтичнi вирази
для визначення основних параметрiв при 𝑡 < �̃�:

𝐶1(�̃�, 𝑡) = 𝐶0
1𝑒

−𝑡, (13)

при 𝑡 > �̃�

𝐶1(�̃�, 𝑡) = 𝐶0
01𝑒

−�̃�, (14)

�̄�1(𝑡) =

(︂
�̄�0
1 −

𝐶0
01

𝑘1𝑘4�̄�20

)︂
𝑒−𝑘4�̄�20𝑡 +

𝐶0
01

𝑘1𝑘4�̄�20

, (15)

�̄�3(𝑡) =

(︂
�̄�0
3 −

𝐵

𝐴−𝐷
− 𝑁

𝐴

)︂
𝑒−𝐴𝑡 +

𝐵

𝐴−𝐷
𝑒−𝐷𝑡 +

𝑁

𝐴
. (16)

Тут

𝐴 = 𝑘6/𝑘3 + 𝑘5𝐶03, 𝐵 = �̄�0
1�̄�20𝑘4 − 𝐶01/𝑘3, 𝑁 = 𝐶01𝑘3 + 𝑘5𝐶03, 𝐷 = 𝑘4�̄�20,

�̃� = 𝑥𝐾/𝑣0, �̄� = 𝑥/𝐿, 𝑡 = (𝐾/𝑛𝑒)𝑡, 𝐾 = 𝐾1 +𝐾*𝐶02,

𝐶0
1 = 𝐶0

1/𝐶0, 𝐶0
3 = 𝐶0

3/𝐶0, 𝐶01 = 𝐶01/𝐶0, 𝐶03 = 𝐶03/𝐶0,

�̄�1 = 𝜎1/𝜎max, �̄�3 = 𝜎3/𝜎max, �̄�0
1 = 𝜎0

1/𝜎max, �̄�0
3 = 𝜎0

3/𝜎max,

𝑘3 = 𝜎max/𝑛𝑐𝐶0, 𝑘4 = 𝐾**𝑛𝑐𝜎max/𝐾1, 𝑘5 = 𝛾𝐶0𝑛𝑐/𝐾1, 𝑘6 = 𝑎𝜎max/𝐾1𝐶0,

𝐶1 = 𝐶1/𝐶0, 𝐶0 = 𝐶01 + 𝐶03.

Для масових концентрацiй 𝐶1(𝑥, 𝑡) i осаду 𝜎3(𝑥, 𝑡) в розмiрних одиницях при 𝑡/𝑛𝑐 > 𝑥/𝑣
справедливо:

𝐶1(𝑥, 𝑡) = 𝐶01𝑒
−𝐾𝑥/𝑣, (17)

𝜎3(𝑡) = 𝜎max

[︂(︂
𝜎0
3

𝛾max

− 𝐵

𝐴−𝐷
− 𝑁

𝐴

)︂
𝑒−𝐴𝐾𝑡/𝑛𝑐 +

𝐵

𝐴−𝐷
𝑒−𝐷𝐾𝑡/𝑛𝑐 +

𝑁

𝐴

]︂
. (18)
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При розрахунках для фiльтра свердловини радiусом 𝑟𝑐 слiд прийняти

�̃� = 𝑟 =
1− 𝑟2

2𝑞
=

(𝑟2𝑐 − 𝑟2)𝐾

2𝑞
.

3. ПОРIВНЯННЯ НАБЛИЖЕНОГО Й ТОЧНОГО РОЗВ’ЯЗКIВ

Для оцiнки запропонованих iнженерних рекомендацiй було проведено порiвняльний
аналiз результатiв, одержаних на основi реалiзацiї загальної математичної моделi й за
допомогою запропонованої спрощеної методики. Розрахунки проводилися при таких
значеннях параметрiв i коефiцiєнтiв [88,99]:

𝐾1 = 5, 𝐾* = 1.0, 𝐾** = 0.08, 𝛼 = 2, 5, 10, 20,

Γ2 = 0.2, 𝛽′ = 0.143, 𝛽′′ = 0.25, 𝛾 = 0.003, 𝜎max = 5000,

𝐶01 = 20, 𝐶02 = 3.0, 1.0, 0.5, 0.1, 𝐶03 = 1.5, 𝐶0
1 = 20, 𝑛𝑐 = 0.35,

𝜎0
1 = 𝜎0

2 = 𝜎0
3 = 0, 𝑣 = 𝑞/𝑟𝑐, 𝑞 = 4, 𝑟𝑐 = 0.2.

Результати, отриманi за повною й спрощеною моделями, наведено на Рис. 1Рис. 1. Як видно
з графiкiв, у дослiдженому дiапазонi концентрацiй спостерiгається задовiльне узгодже-
ння точних i наближених розрахункiв.

4. ВИСНОВКИ

На основi спрощення загальних математичних моделей знезалiзнення отримано про-
стi формули для наближеного розрахунку концентрацiї осаду на поверхнi фiльтрiв.

Рис. 1. Динамiка накопичення осаду �̄�3 у фiльтрi:
неперервнi — точний розв’язок, штриховi — наближений розв’язок;

1–4 — 𝐶𝑜 = 3, 1, 0.5 i 0.1 мг/л вiдповiдно
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Показано, що в широкому дiапазонi концентрацiй iонiв 𝐹𝑒2+ вони дають реалiстичну
оцiнку динамiку накопичення осаду в фiльтрi з похибкою, яка не перевищує 20 . . . 25.
Виходячи з цього, запропоновану методику можна рекомендувати до використання для
iнженерних потреб.
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O. Ya. Oliynyk, S. V. Telima, V. S. Kremez, I. A. Obertas
Modeling and calculations of oxygen regime when extracting iron from

underground water by filtration

In most regions of Ukraine, the aquifers used for withdrawing underground water to
provide the population with drinking water have high iron content. Therefore, the
problem of reducing the iron content in water is urgent. In previous studies, they be-
lieved that the level of the solution oxygen saturation is always sufficient when treating
water to reduce the concentration of dissolved iron. In practice, the effect of oxygen
consumption during filter operation should be assessed. Given this, we propose an en-
gineering method for calculating the extraction of iron compounds from groundwater
by cleaning filters and when clogging the filter of wells. The corresponding formulas
were derived by simplification of general mathematical models of iron removal. The
results obtained using exact and approximate calculation methods were analyzed and
compared. The proposed engineering technique is shown to provide a realistic assess-
ment of the rate of iron removal from the water under conditions of dissolved oxygen
deficiency.

KEY WORDS: mathematical model, iron removal, calculation methods, filtration
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А. Я. Олейник, С. В. Телима, В. С. Кремез, И. А. Обертас
Моделирование и расчет кислородного режима при изъятии железа из

подземных вод фильтрованием

В большинстве регионов Украины водоносные горизонты, из которых происходит
забор подземных вод для обеспечения населения питьевой водой, имеют повышен-
ное содержание железа. Это делает актуальной проблему снижения содержания
железа в воде. В предыдущих исследованиях считалось, что при обработке воды
для понижения концентрации растворенного железа всегда обеспечивается доста-
точный уровень насыщения раствора кислородом. На практике необходимо оцени-
вать влияние потребления кислорода при работе фильтра. С учетом этого пред-
ложен инженерный метод расчета извлечения соединений железа из подземных
вод методом фильтрации на очистных фильтрах и при кольматации скважинного
фильтра. Соответствующие формулы получены на основе упрощения общих мате-
матических моделей обезжелезивания. Проведены анализ и сравнительная оценка
результатов, полученных с помощью точных и приближенных методов расчета. По-
казано, что предложенная инженерная методика позволяет реалистично оценить
скорость обезжелезивания воды в условиях дефицита растворенного кислорода.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: математическая модель, обезжелезивание, кольматация,
фильтрование
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