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Розв’язано задачу про гармонiчнi пульсацiї заповненої акустичним середовищем сфери з кон-
центричним iмпедансним включенням. Знайдено аналiтичний вираз для акустичного iмпе-
дансу поверхнi такої сфери. Проаналiзовано залежнiсть шуканого iмпедансу вiд частоти для
рiзних значень iмпедансу поверхнi внутрiшнього включення. Показано, що для достатньо низь-
коiмпедансних включень тип реакцiї зовнiшньої поверхнi сфери може змiнюватися з пружного
на iнерцiйний. Висловлено припущення про те, що означений випадок виявляється внутрiшньо
суперечливим з фiзичної точки зору, оскiльки тут для розглянутої сфери можуть порушува-
тись умови динамiчної стiйкостi.

ВСТУП

Вивчення пульсуючих коливань сферичних об’єктiв i випромiнювання ними зву-
ку належить до вельми традицiйних напрямкiв акустики. Тим не менше, попри сотнi, а
то й тисячi публiкацiй на цю тему, видається можливим вiдшукати нюанси, якi залиши-
лись поза увагою попередникiв i є водночас важливими для розумiння перебiгу певних
фiзичних процесiв чи особливостей формування макроскопiчних характеристик гете-
рогенних середовищ. Дiйсно, сферичнi елементи можна вважати одним з найпростiших
i, разом з тим, найпоширенiших видiв включень у дисперсних середовищах i компози-
тних матерiалах. Надаючи цим включенням певних властивостей, можна в широких
межах модифiкувати властивостi середовища в цiлому. З iншого боку, складний хара-
ктер поведiнки природних неоднорiдних середовищ можна пояснити саме визначивши,
якi фiзичнi особливостi включень грають при цьому головну роль.

Переходячи вiд загальних мiркувань до конкретики, звернiмося до структури
одного з життєво важливих органiв людини – легень. Так, бiологiчний матерiал, який
зазвичай називають легеневою паренхiмою, складається з великої кiлькостi повiтро-
носних мiшечкiв-альвеол субмiлiметрового розмiру (хорда характерного перерiзу – до
0.3 мм) [1]. Саме завдяки своїй “пiноподiбнiй” будовi, яка забезпечує сильну розвине-
нiсть поверхнi контакту стiнок альвеол з повiтряним наповненням, легенi й виконують
притаманну їм функцiю газообмiну мiж кровю i повiтрям при диханнi.

Як вiдомо, легенi – орган, слабко контрастний для рентгенiвських променiв i
практично непроникний для ультразвуку. Тому й досi основними при їхньому медико-
дiагностичному дослiдженнi залишаються низькочастотнi, здебiльшого, пасивнi мето-
дики. Найпоширенiша з них, аускультацiя нинi переживає перiод модернiзацiї, стиму-
льований швидким розвитком акусто-електронної та комп’ютерної технiки. У ходi цього
переходу дiагност починає спиратися вже не на суб’єктивнi судження якiсного хара-
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Рис. 1. Етапи спрощення геометрiї альвеол при моделюваннi легеневої паренхвми

ктеру, а на об’єктивнi параметри акустичних сигналiв, зафiксованих апаратурою для
електронно-цифрової аускультацiї.

З цiєї точки зору стає зрозумiлим сталий iнтерес до фiзичних властивостей самої
паренхiми як джерела поширення звуку в дiапазонi чутних частот. Численнi експери-
ментальнi й теоретичнi дослiдження пiдтвердили унiкальнiсть цих властивостей для
тканин i органiв людського органiзму, а також той факт, що цi властивостi значною
мiрою визначаються вже згаданою мiкроструктурованою будовою. Напевне, одним з
найбiльш плiдних пiдходiв стало моделювання легеневої тканини концентрованим буль-
башковим середовищем типу дрiбнодисперсної суспензiї газу у водi. Це дозволило не
тiльки пояснити причини iснування аномально низької швидкостi поширення звуку в
такому середовищi, але й, до певної мiри, розкрити механiзм формування притаманної
йому високої акустичної дисипацiї в широкому частотному дiапазонi [2].

Незважаючи на очевиднi переваги, бульбашкова модель паренхiми має й суттєве
обмеження, пов’язане з тим, що в реальних легенях альвеолярнi камери не замкненi,
вiдкритi в альвеолярнi ходи, сполученi з елементами бронхiального дерева. Недарма,
при розглядi задач транспорту газу при диханнi майже завжди оперують повiтрово-
дною моделлю респiраторного тракту. Для того, щоб урахувати ефекти зв’язаностi з
бронхiальним деревом при поширеннi звуку в легенях, застосовують гiбриднi моделi, у
яких декiлька старших поколiнь бронхiв розглядаються як з’єднанi канали-звуководи,
навантаженi з дочiрнього боку на легеневу тканину.

Не викликає сумнiвiв, що правомiрним має бути й зворотний пiдхiд з моделю-
ванням “вiдкритих” альвеол, навантажених на дочiрнi гiлки розгалуженого звуковода,
який моделює бронхiальне дерево. Очевидно також, що, завдяки малостi хвильових
розмiрiв альвеолярних камер, можна без звуження загальностi мiркувань значно спро-
стити геометрiю дослiджуваної системи, розглядаючи пульсуючi коливання сферичних
альвеол пiд дiєю тиску сталої амплiтуди, який гармонiчно змiнюється в часi з певною
частотою. У цьому випадку зв’язок з бронхiальним деревом доцiльно звести до скiн-
ченного акустичного iмпедансу, який нав’язується на частинi поверхнi альвеоли. Для
того, щоб не розглядати задачу з мiшаними граничними умовами, iмпедансну частину
поверхнi “сховаємо” всередину камери – така iдеалiзацiя пiдходить для першого набли-
ження, оскiльки вона не повинна iстотно спотворити картину її реакцiї на зовнiшнє
навантаження (тиск).
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Виходячи з цих мiркувань, у данiй доповiдi запропоновано розглянути модель
сферичного об’єму з акустичним заповненням, зовнiшня поверхня якого перебуває пiд
дiєю рiвномiрного гармонiчного тиску, а всерединi знаходиться сферичне включення з
iмпедансною поверхнею. Результати дослiдження такої системи в подальшому будуть
застосованi для побудови гiбридної моделi паренхiми як акустичного середовища з ура-
хуванням зв’язку альвеол з бронхiальним деревом.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Нехай куля, заповнена акустичним середовищем з густиною ρ i швидкiстю зву-
ку c, має радiус ra, а її зовнiшня поверхня перебуває пiд дiєю гармонiчного тиску
Pa exp(−iωt), де P0 – амплiтуда, а ω – кругова частота. Всерединi сфери знаходиться
концентричне включення радiуса rb < ra з поверхнею, на якiй задано скiнченний аку-
стичний iмпеданс Z (див. рис. 1).

p0 exp (-i t)

rb

[ ,c]

ra

Z

Рис. 2. Геометрiя акустичної
сфери з iмпедансним включенням

З математичної точки зору постановка цiєї за-
дачi має такий вигляд. Якщо вiдкинути перiодичну
часову залежнiсть i перейти до розгляду амплiтудних
величин, то акустичне поле в сферичному об’ємi мо-
жна описати рiвнянням Гельмгольца для потенцiалу
коливальної швидкостi Φ:

∇2Φ + k2 = 0, k =
ω

c
. (1)

Враховуючи те, що розглядаються чисто радiальнi ко-
ливання, оператор Лапласа спростимо до вигляду

∇2· = 1

r2
d2

dr2

(
·
)
.

При цьому акустичний тиск p i нормальна швидкiсть
vn ≡ vr у цiй областi виражаються стандартним чи-
ном:

p = −iωρΦ, vn = −dΦ

dr
.

Гранична умова на зовнiшнiй поверхнi записується як

−iωρΦ = P0, r = ra. (2)

а на внутрiшнiй –

−iωρΦ = −Z
dΦ

dr
, r = rb. (3)

Наведена постановка (1) – (3) дозволяє отримати точний аналiтичний розв’язок
для акустичного потенцiалу у формi

Φ(r) = i
P0ra
ρc

1

kr

(krb − iζ) sin k(r − rb)− iζkrb cos(r − rb)

(krb − iζ) sin k(ra − rb)− iζkrb cos(ra − rb)
, (4)

де ζ = Z/(ρc). Простота виразу (4) дає надiю на можливiсть детального дослiдження
асимптотичної поведiнки розглянутого об’єкта при малих хвильових числах (kra → 0),

120



КИЇВ. IГМ НАН УКРАЇНИ. 2 – 3 ЖОВТНЯ 2017

а б

Рис. 3. Стисливiсть акустичної сфери з пружним iмпедансним включенням при rb/ra = 0.5:
а – S/(ρc) = 10; б – S/(ρc) = 0.1

характерної для випадку поширення порiвняно низькочастотного звуку в паренхiмi.
Саме такий, добре контрольований, характер розв’язку i був метою зроблених вище
суттєвих геометричних спрощень модельної системи.

Надалi нас цiкавитиме, насамперед, як впливає характер i величина iмпедансу
Z на об’ємну стисливiсть β кулi. Справа у тому, що макроскопiчнi акустичнi параме-
три рiдинно-газової суспензiї формуються саме за рахунок об’ємно усереднених сти-
сливостей i густин диспергованої фази i фази-носiя. Зрозумiло, що модельний об’єкт
rb < r < ra можна розглядти як прототип такого дисперсного включення [2, 4].

Для того, щоб перейти вiд власне акустичного потенцiалу до стисливостi, згадає-
мо її визначення як вiдносну змiну об’єму при змiнi зовнiшнього тиску. Скориставшись
на додачу добре вiдомими властивостями похiдних, отримуємо:

β =
1

V

dV

dp
=

1

V

dV/dt

dp/dt
=

i

ωP0

1

V

dV

dt
. (5)

Тут можна вважати

V ≈ 4π

3
r3a,

dV

dt
≈ 4πr2avn|r=ra

.

Таке наближення дозволяє повнiстю виразити об’ємну стисливiсть через розв’язок (4)
для акустичного потенцiалу Φ.

АНАЛIЗ РЕЗУЛЬТАТIВ

Переходячи до аналiзу числових результатiв, вiдзначимо, що на цьому етапi ста-
вилась мета перевiрки того, як змiнюється об’ємна стисливiсть β в залежностi вiд за-
даного на поверхнi r = rb iмпедансу Z для деяких окремих випадкiв:

• Z = S/(−iω) – iмпеданс пружного типу (тут S = const – еквiвалентна пiддатли-
вiсть на одиницю площi внутрiшньої поверхнi);

• Z = −iωM – iмпеданс iнерцiйного типу (тут M = const – еквiвалентна маса на
одиницю площi внутрiшньої поверхнi).
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а б

Рис. 4. Стисливiсть акустичної сфери з iнерцiйним iмпедансним включенням при rb/ra = 0.5:
а – M/(ρc) = 10; б – M/(ρc) = 0.1

Також розглядались асимптотичнi значення Z → 0 i Z → ∞.
На рис. 3 показанi залежностi величини нормованої (безрозмiрної) об’ємної сти-

сливостi βρc2 вiд хвильового радiуса kra сфери r = ra для iмпедансу Z типу пружностi.
Лiвий графiк вiдповiдає S = 10, а правий – S = 0.1.

Видно, що для достатньо великих S стисливiсть β у широкому дiапазонi хвильо-
вих чисел демонструє поведiнку, дуже близьку до асимптотичного випадку твердого
включення. Як i очiкувалось, для скiнченних значень пружного iмпедансу куля вияви-
лась дещо менш стисливою, нiж для Z → ∞ – у першому випадку зросла iнтегральна
пружнiсть системи. При rb = 0 (суцiльна куля з радiусом ra, включення вiдсутнє) до-
слiджуваний об’єкт поводиться абсолютно аналогiчно, але є трохи стисливiшим.

Значно цiкавiшим виявився випадок наявностi доволi малого за модулем пру-
жного iмпедансу. Тепер характеристика β змiнила знак i наблизилась до кривої, як
вiдповiдає нульовому значенню iмпедансу. Очевидно, величини Z недостатньо для то-
го, щоб сформувати динамiчну протидiю коливальним рухам акустичного середовища
в околi внутрiшньої поверхнi r = rb i система в цiлому реагує на силове збудження
поверхнi r = ra як маса. Теоретично внаслiдок низькочастотного зростання Z ∼ 1/ω
має iснувати область, де стисливiсть знак на плюс, але виявити її в ходi проведених
розрахункiв не вдалося.

Така поведiнка свiдчить про потенцiйний ризик втрати кулею динамiчної стiй-
костi i може вказувати на межi застосування її у якостi моделi альвеоли. Звiдси можна
зробити висновок про те, що стабiльнiсть структурних елементiв легеневої тканини мо-
же пiдтримуватись лише за умови високого вхiдного акустичного опору на його апер-
турi в бiк бронхiального дерева.

Звернiмося до рис. 4, який iлюструє поведiнку нормованої об’ємної стисливо-
стi кулi при наявностi iмпедансу Z типу маси. Якщо остання достатньо велика (лiвий
графiк), то загальна реакцiя кулi з включенням на збудження тиском P0знову вияв-
ляється пружною i на високих частотах її величина асимптотично наближається до
величини стисливостi кулi з абсолютно жорстким включенням. У низькочастотнiй сму-
зi пiддатливiсть необмежено зростає, адже iмпеданс масового типу прямо пропорцiйний
до частоти i при ω → 0 спадає до нуля. Зауважимо, що при моделюваннi альвеол зга-
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дану масу M можна вважати певним аналогом приєднаної маси повiтряного стовпа у
бронхiальному деревi. Таким чином, виходячи з двокомпонентної (дисперсiйної) моделi
паренхiми, отримуємо, що макроскопiчна швидкiсть поширення звуку в нiй для дуже
низьких частот має рiзко знижуватись. За деякими даними, таке зниження дiйсно може
спостерiгатись на частотах, нижчих за 20 Гц [3]. Цей факт є непрямим пiдтвердженням
фiзичної обґрунтованостi запропонованого пiдходу.

Для низьких значень iмпедансу приєднаної маси стає недостатньо для ефектив-
ного гальмування повiтря при коливаннях в околi r = rb. Тут повторюється тенденцiя,
яка спостерiгалась при розглядi низькомодульних iмпедансiв пружного типу, за виклю-
ченням того, що на низьких частотах змiна знаку β навiть теоретично не можлива.

ВИСНОВКИ

Продемонстровано працездатнiсть акустичної моделi альвеоли у виглядi кулi з
iмпедансним включенням. Тепер основне питання полягає в тому як адекватним чином
змоделювати вхiдний акустичний iмпеданс бронхiального дерева на отворi альвеоли в
альвеолярний хiд.

Як i слiд було очiкувати, на достатньо високих частотах система поводиться
подiбно до iзольованої кулi з корекцiєю величини стисливостi в залежностi вiд величини
iмпедансу Z.

Низькочастотна поведiнка дослiджуваної неiдеальної кулi суттєво залежить вiд
величини i характеру iмпедансу на внутрiшнiй поверхнi r = rb. Якщо вiн має хара-
ктер пружностi, то при досить великих |Z| загальна тенденцiя й порядок величин для
стисливостi у всьому частотному дiапазонi не дуже вiдрiзняється вiд β для кулi без
коаксiального включення.

Для iмпедансу iнерцiйного типу при kra → 0 спостерiгається значне зростання
стисливостi. Це – очiкуваний ефект, iснування якого пiдтверджується експерименталь-
ними даними про спадання швидкостi поширення звуку в легенях на дуже низьких
частотах (одиницi й десятки Гц), де вплив вiльних коливань стовпа повiтря на входi в
альвеолу стає незначним.

Показано, що для достатньо малих |Z| результуюча стисливiсть стає вiд’ємною –
куля з включенням реагує як приєднана маса. Це може суперечити умовам стiйкостi
дослiджуваної системи в областi низькомодульних вхiдних iмпедансiв i вказувати на
межi застосування запропонованої моделi.
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