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На основе модели линейных случайных процессов рассмотрены свойства кумулянтов и куму-
лянтных коэффициентов акустических флуктуационных сигналов, приведены формулы для 
нахождения кумулянтных коэффициентов типовых моделей. Проанализированы кумулянтные ко-
эффициенты 1/f – шума, который является моделью флуктуационных сигналов, возникающих в 
различных технических и физических объектах. 
  
ВВЕДЕНИЕ 

 
В пассивных акустических информационных системах источниками информации 

являются акустические флуктуационные сигналы, которые возникают в процессе есте-
ственного функционирования исследуемых физических или технических объектов. К та-
ким сигналам относятся, в частности, виброакустические шумы, сигналы акустической 
эмиссии, шумы кавитации, морские шумы, биомедицинские шумы, шумы, возникающие 
при рассеивании на неоднородностях среды и др. 

В настоящее время большинство задач исследования различных флуктуационных 
сигналов решены в рамках корреляционно–спектральной теории, которая является исчер-
пывающей для гауссовских случайных процессов. Анализ результатов теоретических и 
экспериментальных исследований показал, что распределение мгновенных значений 
флуктуационных процессов может существенно отличаться от гауссовского, поэтому 
возникает необходимость исследования, помимо корреляционно–спектральных функций, 
более полных вероятностных характеристик флуктуационных сигналов. 

В данной работе на основе модели линейных случайных процессов рассмотрена 
возможность применения кумулянтных методов для анализа акустических флуктуацион-
ных сигналов.  

 
1. КУМУЛЯНТНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ ТИПОВЫХ МОДЕЛЕЙ АКУСТИ-
ЧЕСКИХ ФЛУКТУАЦИОННЫХ ПРОЦЕССОВ 
 

Акустические флуктуационные сигналы являются следствием различных физиче-
ских явлений – термодинамических, гидродинамических, электромагнитных, механиче-
ских, оптических и др. и представляют собой результат суммирования большого числа 
элементарных импульсов со случайными параметрами.  

Простейшей моделью флуктуационных сигналов, отражающей физику их формиро-
вания, являются процессы Бунимовича–Райса [1, 2]: 
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где однородный процесс Пуассона ( )tν  с интенсивностью λ  описывает число импульсов 
на интервале [0, ]t ; моменты времени возникновения импульсов kt  являются однородным 
пуассоновским потоком событий; неслучайная функция ( )h t  описывает форму элемен-
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тарных импульсов; амплитуды импульсов kη  – независимые случайные величины, кото-
рые имеют одинаковые распределения и не зависят от kt . 

Наиболее общей и хорошо исследованной моделью флуктуационных сигналов яв-
ляются в настоящее время линейные случайные процессы, которые обобщают процессы 
Бунимовича–Райса и определяются следующим образом [3]:  

( ) ( , ) ( )t h t d
∞

−∞

ξ = τ η τ∫ ,                                                           (2) 

где ядро ( , )h t τ  – интегрируемая в квадрате неслучайная функция, а ( )η τ  – стохастически 
непрерывный однородный случайный процесс с независимыми приращениями.  

В работах [3, 4] получены общие формулы для нахождения многомерных характе-
ристических функций процессов (2), их многомерных кумулянтных функций, рассмотре-
ны задачи линейных и нелинейных преобразований линейных случайных процессов; в 
работах [5, 6] исследованы свойства их одномерной характеристической функции. Про-
цессы (2) являются безгранично делимыми [5], поэтому найти их плотность вероятностей 
в общем случае можно только приближенными методами. В связи с этим методы, осно-
ванные на анализе плотности вероятностей, малопригодны для исследования флуктуаци-
онных сигналов. Перспективным направлением анализа акустических флуктуационных 
сигналов являются кумулянтные методы [7], которые позволяют достаточно просто и эф-
фективно решать задачи исследования негауссовских случайных величин и процессов.  

Ограничимся рассмотрением частного случая модели (2) – когда ядро удовлетворяет 
условию ( , ) ( )h t h tτ = − τ . В этом случае процессы (2) являются стационарными в узком 
смысле, их кумулянты sκ  не зависят от времени и вычисляются по формуле [3, 4] 

( )s
s s h t dt

∞

η
−∞

κ = κ ∫ ,    (3) 

где 1, 2,...s =  – порядок кумулянтов, sηκ  – кумулянт порядка s  процесса ( )η τ  при 1τ = . 
Для анализа негауссовских случайных величин и процессов удобно использовать 

безразмерные кумулянтные коэффициенты sγ ,  
/ 2

2
s

s sγ = κ κ .          (4) 
В настоящее время в технических приложениях обычно ограничиваются примене-

нием лишь двух кумулянтных коэффициентов – асимметрии 3γ  и эксцесса 4γ , однако 
при использовании конечного числа кумулянтных коэффициентов для анализа негауссов-
ских случайных процессов и построения аппроксимирующих распределений возможны 
ошибочные результаты и выводы. Например, у распределений Чампернауна и Стьюдента 
с семью степенями свободы коэффициенты асимметрии и эксцесса совпадают: 3 0γ = , 

4 2γ = . Поэтому для практического применения кумулянтных методов в технических за-
дачах необходимо учитывать кумулянтные коэффициенты, порядок которых s > 4.  

Приведем основные свойства кумулянтов и кумулянтных коэффициентов флуктуа-
ционных сигналов, используя результаты работ [7, 8]. 

1. Пусть ( )1 tξ  и ( )2 tξ  – произвольные независимые случайные процессы, у кото-
рых существуют кумулянты ,1sκ  и ,2sκ . Тогда существуют кумулянты sκ  процесса 

( ) ( ) ( )1 2t t tξ = ξ + ξ , которые равны ,1 ,2s s sκ = κ + κ . 

87



АКУСТИЧНИЙ СИМПОЗIУМ “КОНСОНАНС-2017”

2. Пусть ( )1 tξ  – произвольный случайный процесс с кумулянтами ,1sκ , а процесс 

( )2 tξ  равен ( ) ( )2 1t a b tξ = + ξ , где , 0а b ≠  – действительные числа.  

Тогда кумулянты ,2sκ  процесса ( )2 tξ  равны: 

1,1
,2

,1

, 1,

, 2,s s
s

а b s

b s

+ κ =⎧⎪κ = ⎨
κ ≥⎪⎩

 

а кумулянтные коэффициенты ,2 ,1s sγ = γ , 2s ≥ . 

3. Все кумулянты и кумулянтные коэффициенты четных порядков s  линейных слу-
чайных процессов неотрицательны.  

4. Для кумулянтных коэффициентов sγ  четных порядков s  линейных случайных 
процессов справедливо неравенство 

( )
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2
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0
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k
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l

C k−
+

=

−γ γ ≥ =∑  

5. Если у линейных случайных процессов коэффициент эксцесса 4 0γ = , то коэффи-
циент асимметрии 3 0γ =  и процессы (2) являются гауссовскими. 

В табл. 1 приведены рассчитанные по формулам (3), (4) кумулянтные коэффициен-
ты флуктуационных сигналов с типовыми формами элементарных импульсов. 

  Таблица 1. Кумулянтные коэффициенты типовых моделей, ( )E x  – единичная функция 

№ Вид импульса 
Форма импульса ( )h t ,  

0A > , и 0τ > , 0v >  
Кумулянтные 

коэффициенты sγ  

1 Прямоугольный ( ) ( )иA E t E tτ −  1 /2
и

s
s

−
ηγ τ  

2 Степенной ( ) ( ) ( )и ,nA v t E t E tτ − 0n >  ( ) / 2
1 /2
и
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s
n
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−
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3 Экспоненциальный ( )v tAe E t−  
/ 2

/2 12s
s
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−

ηγ  

4 Гауссовский 2( ) ( )v tAe E t−  ( )
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2. КУМУЛЯНТНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ 1 / f  – ШУМА 
 
Среди множества флуктуационных сигналов различного физического происхожде-

ния особое место занимает 1/f – шум, под которым понимают случайный процесс ( )tξ , 
имеющий спектральную плотность ( )S f  следующего вида [9–16]: 

const( ) ~ bS f
f

,        ( )0,f ∈ ∞ ,                    (5) 

где 0b >  – некоторая постоянная. 
В электронике 1/f – шум известен под названиями шума эффекта мерцания, флик-

кер–шума, избыточного шума и проявляется в большинстве материалов, элементов и 
приборов, применяемых в электронике [9]. Помимо электронных шумов к флуктуацион-
ным сигналам со спектральной плотностью (5) относятся акустические шумовые сигналы 
[10, 11], различные музыкальные произведения [12], турбулентные процессы [13], маг-
нитные шумы ферромагнетиков при их перемагничивании [14], шумовые процессы в фи-
зиологических [15] и биологических [16] системах и пр. 

Проанализируем кумулянты и кумулянтные коэффициенты 1/f – шума. Следуя ра-
боте [9] будем считать, что 1/f – шум описывается моделью Бунимовича–Райса (1), в ко-
торой форма элементарных импульсов является экспоненциально–степенной функцией 

( ) 01 /
0( ) ( )b t th t A t t e E t− −= ,       (6) 

где 0A > , 0 0t > , 0b > – параметры импульса. 
Подставляя (6) в формулу (3) получаем выражение для нахождения кумулянтов 1/f – 

шума: 

0 1
( 1)s

s s sb s
sb sA t
sη − +

Γ − +
κ = κ .        (7) 

где s sη ηκ = λα , sηα  – начальные моменты амплитуд kη , ( )xΓ  – гамма–функция. 

Поскольку ( )xΓ  определяется для области 0x > , то кумулянты (7) существует при 
выполнении условия 1 0sb s− + > . Поэтому при 1b ≥  существуют кумулянты любого по-
рядка s , а при (0,1)b∈  – лишь кумулянты порядка s , который определен неравенством 

( )0 1s s b< − < . Таким образом, математическое ожидание  1/f – шума 1m = κ  существует 

при любых значениях 0b > , а его дисперсия 2
2σ = κ  – только при 0,5b > . 

Подставляя (7) в формулу (4) получаем общее выражение для нахождения куму-
лянтных коэффициентов sγ  1/f – шума: 

[ ]
( )

(2 1) /2
1 /2

0/2 /2 1
2

( 1) 2

(2 1)

b s
ss

s s s sb s
sb s t

sb

−
−η

− +
η

α Γ − +
γ = λ

α Γ −
,    0,5b > .  (8) 

Конкретизируем рассматриваемую задачу. Зададим в формуле (6) значения пара-
метров 1A =  и 1b = . В этом случае у 1/f – шума, описываемого выражением (1), импуль-
сы имеют экспоненциальную форму, т. е. 0/( ) ( )t th t e E t−= , и формула (8) принимает вид 

( )
/2

1 /2
0/2

2

2s
ss

s s ts
−η

η

α
γ = λ

α
.                  (9) 
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Вычислим кумулянтные коэффициенты (9) модели (1) 1/f – шума при экспоненци-
альной форме импульсов для двух моделей распределений амплитуд kη  импульсов. 

1. Предположим, что распределение амплитуд kη  – вырожденное, т.е. ( )1 1kη = =P . 
В этом случае все начальные моменты 1sηα = . В табл. 2 приведены рассчитанные значе-
ния кумулянтных коэффициентов sγ , 3,8s = , при различных значениях параметра 0tλ . 

Таблица 2. Значения коэффициентов sγ  при вырожденном распределении амплитуд  

0tλ  3γ  4γ  5γ  6γ  7γ  8γ  
1 0,9428 1 1,1314 1,3333 1,6162 2 
10 0,2981 0,1 0,0358 0,0133 0,0051 0,002 
100 0,0943 0,01 0,0011 0,0001 0,00002 0,000002 

 
2. Будем считать, что амплитуды kη  распределены по показательному закону с па-

раметром β , у которого ! s
s sηα = β . В этом случае формула (9) принимает вид 

( )1 /2
0( 1)! s

s s t −γ = − λ .                                              (10) 
В табл. 3 приведены рассчитанные значения кумулянтных коэффициентов sγ , 

3,8s = , при различных значениях параметра 0tλ . 

Таблица 3. Значения коэффициентов sγ  при показательном распределении амплитуд  

0tλ  3γ  4γ  5γ  6γ  7γ  8γ  
1 2 6 24 120 720 5040 
10 0,6325 0,6 0,7590 1,2 2,2768 5,04 
100 0,2 0,06 0,024 0,012 0,007 0,005 

 
Из данных табл. 2–3 видно, что при фиксированном значении 0tλ  все коэффициен-

ты sγ  при показательном распределении амплитуд импульсов намного больше соответ-
ствующих sγ  при вырожденном распределении. С ростом параметра 0tλ  для обоих рас-
пределений амплитуд кумулянтные коэффициенты sγ  любого порядка уменьшаются. Для 
вырожденного распределения амплитуд при 0 1tλ =  коэффициенты 1s s+γ < γ , а при 

0 10tλ =  и 0 100tλ =  – 1s s+γ > γ . Для показательного распределения при 0 1tλ =  все коэф-
фициенты sγ  возрастают с ростом s , при 0 100tλ =  – уменьшаются при увеличении s , а 
при 0 10tλ =  – 3 4γ > γ  и 1s s+γ < γ , если 4s ≥ . 

Отметим, что выражение (10) совпадает с формулой для кумулянтных коэффициен-
тов гамма–распределения с параметром формы 0tλ  и параметром масштаба β . Из этого 
следует, что плотность вероятностей 1/f – шума при экспоненциальной форме импульсов 
и показательном распределении амплитуд определится выражением 

( )
0

0 1

0
( ) ( )

t
t xp x x e E x

t

λ
λ − −ββ

=
Γ λ

. 

В частном случае, когда 0tλ =1, распределение 1/f – шума является показательным. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Кумулянтные методы являются достаточно простыми и эффективными для исследо-

вания акустических флуктуационных сигналов, поскольку позволяют учитывать тонкую 
структуру этих сигналов. Использование в качестве информативных характеристик флук-
туационных сигналов кумулянтных коэффициентов высоких порядков наряду с корреля-
ционно–спектральными функциями позволит расширить возможности акустических ин-
формационных систем. 
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