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Розглянуто гiбридний метод оцiнювання акустичного поля, яке породжене в’язким
однорiдним прямолiнiйним потоком зi сталою дозвуковою швидкiстю навколо двовимiрного
нескiнченного цилiндра. Гiдродинамiчна частина задачi розв’язується вихровим методом для
моделi двовимiрного в’язкого нестисливого середовища. Для знаходження акустичного поля,
розв’язок гiдродинамiчної задачi поєднується з рiвнянням Фокс Вiльямса-Хоукiнгса в часто-
тнiй областi.

ВСТУП

Найбiльш популярним методом оцiнювання гiдродинамiчного звуку є гiбридний
метод. Основою цього методу є акустична аналогiя Лайтхiлла, що використовує данi
для близького гiдродинамiчного поля, якi можна дiстати як експериментально, так i
числовим моделюванням. У разi присутностi в потоцi твердих границь, розширенням
акустичної аналогiї є рiвняння Фокс Вiльямса-Хоукiнгса (ФВ-Х).

Складнiсть розв’язання рiвняння ФВ-Х для двовимiрних задач полягає в то-
му, що необхiдно iнтегрувати за часом на напiвнескiнченному iнтервалi. Це зумовлено
особливiстю функцiї Грiна, яка для двовимiрного хвильового рiвняння є функцiєю Хе-
вiсайда, а не дельта-функцiєю Дiрака, як для тривимiрного рiвняння. Отже, на вiдмiну
вiд тривимiрних задач, двовимiрнi вимагають нескiнченно довгого часу iнтегрування,
щоб врахувати нескiнченну протяжнiсть джерел звуку поперек потоку, що неможли-
во. Однак за певних умов, рiвняння ФВ-Х можна записати в частотнiй областi, як
конвективне хвильове рiвняння [1,2], що дає змогу ефективно розв’язати його для дво-
вимiрних задач. Саме такий метод вибраний для дослiдження звукового поля у цiй
статтi.

Для обчислення одночленiв, що описують джерела звуку в рiвняннi ФВ-Х, мо-
жна використовувати рiзноманiтнi методи моделювання близького гiдродинамiчного
поля. Мета цiєї статтi – поєднання вихрового методу [3] з розв’язанням рiвняння ФВ-Х
в частотнiй областi для оцiнювання далекого звукового поля, спричиненого обтiкан-
ням нескiнченного квадратного цилiндра в’язким однорiдним прямолiнiйним потоком
зi сталою дозвуковою швидкiстю.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI ТА ЧИСЛОВI АЛГОРИТМИ

Розглянемо задачу про генерацiю звуку двовимiрним квадратним цилiндром з
довжиною сторони a у в’язкому однорiдному потоцi з незмiнним вектором швидкостi
U0. Швидкiсть потоку вважаємо набагато меншою за швидкiсть звуку в незбуреному
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Рис. 1. Геометрiя задачi та системи координат

середовищi. Геометрiя задачi й системи координат зображенi на рис. 1. Початок декар-
тової системи координат O збiгається з геометричним центром поперечного перерiзу
цилiндра. При цьому вiсь x паралельна вектору швидкостi потоку, а вiсь y – перпенди-
кулярна. Початок полярної системи координат (r, θ) збiгається з початком декартової
системи координат i кут θ вiдраховується вiд додатного напряму осi x проти стрiлки
годинника. Вибранi системи координат жорстко пов’язанi з цилiндром, тобто в цих си-
стемах координат цилiндр є нерухомий, а середовище, навпаки, рухається прямолiнiйно
зi сталою швидкiстю.

1.1 Вихровий метод розв’язання двовимiрих рiвнянь Нав’є-Стокса

Першим кроком гiбридних методiв оцiнювання звуку, породженного сходженням
вихорiв з поверхнi тiла, є числове моделювання близького гiдродинамiчного поля нав-
коло тiла. Якщо швидкiсть течiї, що обтiкає тiло, є малою порiвнянно зi швидкiстю
звука в середовищi, то впливом стисливостi останнього можна знехтувати, i вивчати
особливостi гiдродинамiчного поля навколо тiла в рамках моделi в’язкого нестисливого
середовища. Одним iз ефективних методiв числового моделювання двовимiрних течiй
нестисливого в’язкого середовища є вихровий метод. В цiй роботi застосовано узагаль-
нений вихровий метод, який поєднує використання сiтки, що накладається на поле течiї,
з рухом лагранжевих вихрових частинок [3].

Задача про зовнiшнє обтiкання нерухомого двовимiрного квадратного цилiндра
потоком в’язкого нестисливого середовища сталої густини описується рiвняннями непе-
рервностi й Нав’є-Стокса. Початковий розподiл швидкостей у середовищi вважається
вiдомим; як граничнi умови використовуються умови затухання збурень на нескiнчен-
ностi: u(r, t)→U0, p(r, t)→p0, коли |r|→∞, i умова прилипання на зовнiшнiй границi
цилiндра L: u(r, t)= 0 для r∈L. Тут прийнятi позначення: u(r, t) i p(r, t) – вiдповiдно
швидкiсть i тиск збуреного середовища в точцi з радiусом-вектором r в момент часу t;
p0 – тиск середовища в станi спокою.

Головною особливiстю вихрових методiв є перехiд вiд рiвнянь неперервностi та
Нав’є-Стокса до рiвняння переносу завихренностi:

∂Ω

∂t
+ (u · ∇)Ω = ν∆Ω, (1)

де ∇ i ∆ – диференцiальнi оператори Гамiльтона й Лапласа; ν – кiнематична в’язкiсть
середовища; Ω – нормальна до площини течiї компонента вектора завихреностi ∇× u.

14



КИЇВ. IГМ НАН УКРАЇНИ. 29 – 30 ВЕРЕСНЯ 2015

Тут варто зауважити, що для двовимiрних течiй тiльки ця компонета вектора завихре-
ностi тотожно не дорiвнює нулю. Перевагою рiвняння (1) є незалежнiсть його вiд гi-
дродинамiчного тиску i точне виконання умови неперервностi середовища та граничних
умов на нескiнченностi. Первинною розрахунковою величиною тепер є поле завихрен-
ностi течiї, а поле швидкостi можна вiдновити за допомогою закону Бiо-Савара. Поле
тиску течiї обчислюється за полями швидкостi й завихреностi з допомогою рiвняння
Нав’є-Стокса у формi Ламба.

Для кожного часового кроку рiвняння (1) розщеплюється на два, перше з яких
описує поширення завихренностi шляхом в’язкої дифузiї, а друге – шляхом конвекцiї:

∂Ω

∂t
= ν∆Ω,

∂Ω

∂t
= −(u · ∇)Ω. (2)

Перевагою такого пiдходу є те, що кожне з рiвнянь (2) може бути зiнтегроване незале-
жно вiд iншого найбiльш вiдповiдним для нього способом.

Для чисельного iнтегрування рiвнянь (2) за часом використовується явна схе-
ма першого порядку з коректуванням усiх змiнних поля течiї пiсля виконання кожно-
го оператора. Просторовi похiднi другого порядку апроксимуються на ортогональнiй
рiвномiрнiй сiтцi центральними рiзницями. Для моделювання конвективного переносу
завихренностi використовується метод скiнченних об’ємiв.

Зовнiшня границя цилiндра моделюється вихровими шарам. Його iнтенсивнiсть
обчислюється методом граничних iнтегральних рiвнянь, якi випливають з умови не-
протiкання й теореми про збереження циркуляцiї по замкненому контуру. Чисельно цi
рiвняння розв’язуються дискретно-вихровим методом. Для оцiнювання завихренностi,
що сходить з гладких дiлянок границi, використовується умова прилипання та прави-
ло щодо розриву дотичної швидкостi пiд час переходу через вихровий шар. Генерацiя
завихренностi в гострих кутах описується умовою Кутта-Жуковського.

На початковiй стадiї розрахунку течiя симетрична вiдносно площини y=0. Щоб
досягти швидкого переходу до несиметричної течiї з дорiжкою Кармана, у потiк уво-
дяться початковi збурення у виглядi пари несиметрично розташованих вихорiв, якi
швидко дифундують i не впливають на результати числового моделювання.

1.2 Розв’язання рiвняння ФВ-Х в частотнiй областi

Дiстанi характеристики близького гiдродинамiчного поля тiла в потоцi можна
використати як вхiднi данi звукових джерел хвильового рiвняння ФВ-Х. Вiдомо, що
класичне рiвняння ФВ-Х записується в часовiй областi в системi координат, яка жорс-
тко пов’язана з тiлом. При цьому вважається, що тiло рухається в нерухомому сере-
довищi. Одночлени в правiй частинi рiвняння ФВ-Х, що описують розташованi на по-
верхнi тiла джерала звуку монопольного й дипольного типу, мають в собi як множник
дельта-функцiю Дiрака з аргументом, що залежить як вiд часу, так i вiд просторових
координат. Саме це є перешкодою для застосування перетворення Фур’є безпосередньо
до рiвнянння ФВ-Х. Але для важливого практичного випадку, коли тiло рухається пря-
молiнiйно зi сталою швидкiстю, цю перешкоду можна подолати [1], а саме: за допомогою
перетворення Галiлея перейти вiд рухомої системи кординат до нерухомої, теж жорс-
тко пов’язанiй з тiлом. В такiй системi координат нерухомим буде тiло, а середовище,
навпаки – рухомим.
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Пiсля перетворення Галiлея хвильове рiвняння ФВ-Х набирає вигляду конве-
ктивного хвильового рiвняння [1]:

{
∂2

∂t2
+ UiUj

∂2

∂yi∂yj

+ 2Uj
∂2

∂yj∂t
− c2

0

∂2

∂y2
i

}
[ρ′H(f)] =

=
∂

∂t
[Qδ(f)]− ∂

∂yi
[Fiδ(f)] +

∂2

∂yi∂yj
[TijH(f)],

(3)

де монопольний, дипольний i квадрупольний члени в правiй частинi вiдповiдно дорiв-
нюють:

Q(y, t) = (ρui − ρ0Ui)ni,

Fi(y, t) = (pδij + ρ (ui − 2Ui) uj + ρ0UiUj)nj ,

Tij(y, t) = ρuiuj + pδij − c2
0ρ

′δij.

(4)

Тут c0 – швидкiсть звуку; ρ = ρ0 + ρ′, p = p0 + p′, ui = Ui + u′
i – вiдповiдно повнi зна-

чення густини, тиску й швидкостi. Значення параметрiв середовища в станi спокою
позначенi нижнiм iндексом нуль; Ui – компоненти швидкостi незбуреного потоку; знак
штрих позначає збурення вiдповiдної величини пiд час обтiкання тiла потоком. Де-
картовi координати й час позначенi як yi i t; δ(f) – дельта-функцiя Дiрака; H(f) –
функцiя Хевiсайда; δij – символ Кронекера. Функцiя f(y) залежить тiльки вiд просто-
рових координат y = (y1, y2) i означена так, що f = 0 на зовнiшнiй поверхнi тiла, f < 0
– усерединi, f > 0 – ззовнi; nj =∂f/∂yj – напрямнi косинуси зовнiшньої нормалi до по-
верхi нерухомого тiла. У формулах (4) в’язкою частиною тензора напружень нехтуємо
i використовуємо тiльки його нев’язку частину pδij .

Для скорочення запису у формулах (3) i (4) замiсть лiтерної iндексацiї координат
i проекцiй векторiв використана числова. Крiм того, дотримуючись правила Ейнштей-
на, пропущений знак суми перед пiдсумовуваними одночленами, якщо iндекс пiдсу-
мовування в одночленi повторюється двiчi. Оскiльки розглядаємо двовимiрну задачу,
iндекси в цих формулах можуть набувати значень 1 i 2,

У далекому полi середовище вважаємо iзотропним акустично iдеальним, тобто
збурення густини й тиску достатньо малi (ρ′�ρ0 i p′�p0) та зв’язанi спiввiдношенням
p′=c2

0ρ
′. Нехай середовище рухається зi швидкiсю меншою за швидкiсть звуку. У цьому

разi пiсля перетворення Фур’є рiвняння (3) й деяких спрощувань частотну залежнiсть
збурення тиску (акустичний тиск) в точцi спостереження yo = (yo1 , yo2) далекого поля
можна обчислити за такою формулою [1]:

p′(yo, ω) = −
∮

f=0

iωQ̂(y, ω)G(yo,y, ω) dl−
∮

f=0

F̂i(y, ω)
∂G(yo,y, ω)

∂yi
dl−

−
∫

f>0

T̂ij(y, ω)
∂2G(yo,y, ω)

∂yi∂yj
dy,

(5)

з функцiєю Грiна в частотнiй областi конвективного хвильового рiвняння для вiльного
простору:

G(yo,y, ω) =
i

4β
exp

(
iMkr1

β2

)
·H2

0

(
k

β2

√
r2
1 + β2r2

2

)
, (6)
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де

r1 = (yo1 − y1) cos θ + (yo2 − y2) sin θ, r2 = −(yo1 − y1) sin θ + (yo2 − y2) cos θ.

Тут прийнятi такi позначення: θ = arctg (U2/U1); H2
0 – функцiя Ханкеля другого роду

нульового порядку; ω – кутова частота; k = ω/c0 – хвильове число; M = |U|/c0 –
число Маха; β =

√
1−M2 – множник Прандтля-Глауерта; Q̂(y, ω), F̂i(y, ω) i T̂ij(y, ω) –

перетворення Фур’є вiдповiдно функцiй Q(y, t), Fi(y, t) i Tij(y, t) для фiксованої точки
течiї y; i =

√
−1 – уявна одиниця.

Щоб перейти в часову область пiсля обчислення звукового поля в частотнiй за
формулою (5), необхiдно застосувати обернене перетворення Фур’є. Формули (3) – (6)
записанi для загального випадку напряму руху середовища. Для нашої задачi, коли
середовище рухається в дотатному напрямi осi абсцис зi сталою швидкiстю U0, будемо
вважати, що U1 =U0 i U2 =0.

В роботi [2] показано, що для двовимiрної задачi про обтiкання тiла потоком
звукова хвиля в далекому полi цилiндрична. При цьому амплiтуда пульсацiй тиску в
далекому полi для монопольного, дипольного i квадрупольного джерел звуку вiдповiд-
но пропорцiйна таким величинам: M3/2, M5/2 i M7/2. Отже, для малих значень числа
Маха амплiтуда звуку квадрупольних джерел набагато менша за амплiтуду монополь-
них i дипольних джерел. Тому у формулi (5) можна знехтувати останнiм подвiйним
iнтегралом у разi малих значень числа Маха.

Зазначимо, що коли в рiвняннi ФВ-Х використовуються данi близького гiдроди-
намiчного поля тiльки на непроникливiй поверхнi тiла, то розрахунок звукового поля
можна спростити. Дiйсно, в цьому разi u=0 (умова прилипання) i у формулах (4) для
Q(y, t) i Fi(y, t) тiльки одночлен pδijnj залежить вiд часу, коли середовище рухається
прямолiнiйно зi сталою швидкiстю. Отже, якщо знехтувати квадрупольним джерелом
звуку для малих значень числа Маха, то тiльки часова залежнiсть пульсацiй тиску на
поверхнi тiла визначає його звукове поле в потоцi.

2 ЧИСЛОВI РЕЗУЛЬТАТИ

Вибiр числа Рейнольдса для двовимiрної моделi потоку обмежений зверху кри-
тичним значенням, для якого течiя вiд двовимiрної переходить до тривимiрної. Вi-
домо, що для нескiнченого квадратного цилiндра такий перехiд вiдбувається, коли
150 < Re < 200, де число Рейнольдса Re = U0a/ν. Враховуючи цей факт, у цьому
дослiдженнi Re=150. Параметри числового моделювання гiдродинамiчної задачi такi.
Кiлькiсть вихрових вiдрiзкiв на однiй сторонi квадрата поперечного перерiзу цилiндра
40. Безрозмiрний крок сiтки з квадратними елементами, що накладається на поле течiї
поблизу поверхнi цилiндра, ∆x/a=∆y/a=0.025. Зi збiльшенням вiдстанi вiд цилiндра
величина крокiв ∆x i ∆y зростає. Безрозмiрний часовий крок ∆tU0/a=0.01. Дискретнi
часовi значення пульсацiй тиску в точках сiтки на поверхнi цилiндра були вхiдними
даними акустичної задачi. Квадрупольним джерелом звуку нехтуємо. Як уже зазнача-
лось, у цьому разi для непроникливої поверхнi акустичне поле буде формувати тiльки
дипольне джерело звуку. Звукове поле оцiнювали для числа Маха M =0.2. При цьому
застосовували швидке перетвореня Фур’є до дипольного члена в рiвняннi ФВ-Х i вико-
ристовували квадратурний метод трепецiй для обчислення вiдповiдного криволiнiйного
iнтеграла в формулi (5).
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Рис. 2. Характеристики близького гiдродинамiчного i далекого акустичного поля:
а – часовi залежностi коефiцiєтiв опору (суцiльна крива) й пiднiмальної сили (шрихова крива); б – характеристика

спрямованостi акустичного поля для r/a=80; в, г – акустичнi сигнали для r/a=80 вiдповiдно для кутiв θ=0◦ i θ=90◦

Загалом картина течiї навколо квадратного нескiнченного цилiндра суттєво не
вiдрiзняється якiсно вiд картини течiї навколо круглого, за винятком того, що точки
вiдриву примежового шару для квадратного цилiндра є фiксованими, а саме, ребра
в його кормовiй частинi. Для числа Re = 150 течiя навколо квадратного цилiндра є
нестiйкою, при цьому з верхньої i нижньої граней цилiндра по черзi зриваються вихровi
структури, якi утворюють вихрову дорiжку Кармана. Рух стає нестацiонарним, але
перiодичним. У цьому дослiдженнi гiдродинамiчне й акустичне поле аналiзували для
перших п’ятьох послiдовних статистично стацiонарних перiодiв зривання вихорiв1.

На рис. 2, а зображено часовi залежностi коефiцiєнтiв опору CD й пiднiмальної
сили CL. Коефiцiєнти CD i CL нормованi вiдносно a i зведенi до одиничної довжини
вздовж осi цилiндра. Як бачимо, амплiтуда пульсацiй коефiцiєнта CL значно бiльша
нiж амплiтуда пульсацiй коефiцiєнта CD, при цьому частота пульсацiй для CL прибли-
зно в два рази менша нiж для CD. Число Стухаля St = fa/U0 (f – частота зривання
вихорiв), обчислене за даними коефiцiєнта пiднiмальної сили, дорiвнює 0.143. Це зна-
чення числа Стухаля менше, з вiдносною похибкою 5%, нiж дiстане в [4] значення
0.151. Середнє значення коефiцiєнта опору CD =1.37 теж менше за значення 1.4 дiстане
в [4]. Тут вiдносна похибка дорiвнює 2%. У статтi [4] прямим числовим моделюванням
(DNS) двовимiрнi стисливi рiвняння Нав’є-Стокса розв’язуються скiнченними рiзниця-
ми зi схемою восьмого порядку точностi (четвертий порядок точностi на границi) для
просторових координат i четвертого порядку точностi за часом. Набiр обчислюваних

1перiод зривання вихорiв – вiдрiзок часу мiж послiдовними зриваннями вихорiв з однiєї iз граней
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експериментiв DNS є сьогоднi базою даних для оцiнювання похибки результатiв iнших
методiв моделювання в гiдромеханiцi. У разi використання детальної просторової дис-
кретизацiї, точнiсть DNS може перевищувати можливостi фiзичного експерименту та
вимiрювальних приладiв. Тому тут i далi нашi результати порiвнюємо з вiдповiдними
даними зi статтi [4].

Таким чином, вибраний варiант вихрового методу дає змогу з високою точнiстю
визначати величини St i CD. Але, при цьому амплiтуди пульсацiй коефiцiєнтiв CD i
CL визначаються, на жаль, з вiдносною похибкою 30% порiвняно з вiдповiдними ве-
личинами в [4]. Оскiльки коефiцiєнти CD i CL є iнтегральною мiрою пульсацiй тиску
на поверхнi цилiндра, то ця похибка, безсумнiвно, через формулу (5) переноситься i в
далеке акустичне поле. На рис. 2, б зображено характеристику спрямованостi акусти-
чного поля, тобто безрозмiрну амплiтуду пульсацiй звукового тиску на вiдстанi r/a=80.
Характеристика спрямованостi тут обчислена для точок на геометрично, а не акусти-
чно, як в [4], однаковiй вiдстанi вiд осi цилiндра. Як бачимо, пелюстки характеристики
злегка перемiщаються назустрiч потоку i, в цiлому, переважає диполь пiднiмальної си-
ли. Акустичнi сигнали вниз за потоком i безпосередньо над цилiндром, вiдносно часу
спостерiгача t∗, маємо на рис. 2, в, г. Для θ=90◦ явно домiнує диполь пiднiмальної сили
i частота сигнала збiгається з частотою зривання вихорiв. Водночас для θ=0◦ частота
сигнала збiгається з частотою пульсацiй коефiцiєнта сили опору. При цьому амплiтуда
сигналу для θ=0◦ набагато менша нiж для θ=90◦.

ВИСНОВКИ

Розвинуто двовимiрний гiбридний метод оцiнювання далекого акустичного по-
ля на основi вихрового методу й рiвняння ФВ-Х в частотнiй областi. Метод дає змогу
точно врахувати нескiнченну протяжнiсть джерел звуку поперек потоку. Оцiнено пара-
метри акустичного поля, породженного обтiканням нескiнченого квадратного цилiндра
в’язким дозвуковим однорiдним потоком зi сталим вектором швидкостi. Показано, що
характеристику направленностi, в основному, визначає диполь пiднiмальної сили, а ча-
сова залежнiсть звукових сигналiв в далекому полi визначається мiсцем розташування
точки спостерiгання.
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