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Динамическое поведение поврежденной зоны описывают путем введения распределения мик-
ротрещин или замены поврежденной зоны другими эффективными средами, а также путем
введения специальных граничных условий. В настоящей работе производится обобщение под-
ходов Баика-Томпсона и Бострёма-Викхема, использующих пружинные граничные условия
для описания поврежденных интерфейсов в случае полосовых трещин различных размеров и
для трехмерного случая. Показывается, что в частном случае одинаковых дефектов получен-
ные соотношения совпадают с известными результатами, но являются более общими и точ-
ными. Кроме того, выводятся пружинные граничные условия для трехмерных интерфейсных
трещин в изотропном случае.

ВВЕДЕНИЕ

Появление новых композитных материалов делает актуальными задачи обнару-
жения и идентификации внутренних неоднородностей, в частности, с помощью уль-
тразвукового неразрушающего контроля. Динамическое поведение поврежденной зоны
описывают путем введения распределения микротрещин (полостей) [1] или пятен кон-
такта [2]. Получили развитие и другие подходы к моделированию поврежденных мате-
риалов: замена поврежденной зоны тонким вязкоупругим слоем, в том числе в комбина-
ции с рассматриваемым в настоящей работе введением пружинных граничных условий
(ПГУ) [2]. Использование ПГУ видится весьма эффективным, что подтверждается экс-
периментальными работами, например, [3]. ПГУ являются более общими граничными
условиями нежели условия свободных от напряжений берегов трещины и позволяют
описывать более широкий класс отслоений. Кроме того, при решении обратных задач
об идентификации дефектов ПГУ могут дать знание о степени повреждённости. В трех-
мерном случае ПГУ в точке x поверхности S с нормалью n записываются как

τn(x) = κ (un−(x)− un+(x)) , x ∈ S,

где κ – матрица жёсткостей 3×3, n± – внешняя и внутренняя нормали к поверхности в
точке x, τn – нормальные и касательные компоненты тензора напряжений на площадке
с нормалью n в x, а u – вектор перемещений.

1 ПРУЖИННЫЕ ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ: ПЛОСКИЙ СЛУЧАЙ

В [4, 5] были получены соотношения для жёсткостей в ПГУ для антиплоского
и плоского случаев в предположении, что все трещины имеют одинаковую ширину
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2l. Для интерфейса с повреждённостью C между материалами A и B, где дефекты
неограничены вдоль оси x2 и нормаль n = {0, 0, 1} совпадает с осью x3, в антиплоском
случае имеется одна ненулевая компонента

κ22 =
4

πCl

µAµB

µA + µB
(1)

и две ненулевые компоненты κ11 и κ33 в плоском случае, которые имеют вид

κ11 = κ33 =
8

πβCl
, β =

λA + 2µA

(λA + µA)µA
+

λB + 2µB

(λB + µB)µB
. (2)

Выражаемые через константы Ляме µi и λi или плотности ρi. В настоящей работе про-
водится обобщение ПГУ [2,4,5] на случай интерфейса с трещинами различных размеров
и приводятся уточнённые соотношения для жёсткости.

Следующим шагом рассматривается задача с набором из N интерфейсных тре-
щин различной длины в предположении, что дефекты распределены случайным обра-
зом, а взаимодействием между трещинами можно пренебречь. Для определения рас-
сеянного поля используется среднее по ансамблю значение как и в случае одинаковых
трещин [4,5]. Для трещин разных размеров на интервале [−x0;x0] можно ввести трещи-
новатость аналогично используемой для модели с одинаковыми по размеру трещинами
Clj =

∑N
j=1 lj

/
x0 и выразить полный коэффициент прохождения

T̃− = T−
(
1− i

4
CljKπl

∗
)
, l∗ =

Dlj +
(
Mlj

)2

Mlj

через математическое ожидание и дисперсию для набора трещин

Mlj =
1

N

N∑

j=1

lj, Dlj =




N∑

j=1

l2j −
1

N




N∑

j=1

l2j




2



1

N
.

Аналогично схеме, применённой к интерфейсу с одинаковыми трещинами, но с
большим количеством членов в разложении можно получить уточнённую жёсткость
пружины для антиплоских колебаний

κ22 =
2(1 + d2)

πClj l
∗

µAµB

µA + µB
, d2 =

√
1 + πKClj l

∗. (3)

Переходя к решению плоской задачи для коэффициента прохождения с имеем

T̃s = T−
s

(
1− i

1

8
πβCljHsx0

)
,

Hs =
cAs c

B
s k

A
s k

B
s

cAs k
A
s + cBs k

B
s

, kjs = ω
√
ρj/cjs, cj3 = λj + 2µj, cj1 = µj.

Соответственно, приравнивая коэффициенты прохождения и используя условие мало-
сти дефектов ωl∗ ¿ 1, можно получить одинаковые константы для ПГУ

κ11 = κ33 =
4(1 + d1)

πβClj l
∗ , d1 =

√

1 + i
πβClj l

∗

2
. (4)
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Можно видеть, что в частном случае одинаковых дефектов формулы (3) и (4) прибли-
женно равны с полученным для одинаковых трещин (1), (2) в [5]. Полное равенство
не выполняется, поскольку для случая одинаковых трещин разложение по степеням
коэффициента прохождения было на один порядок меньше.

2 ТРЕХМЕРНЫЙ СЛУЧАЙ КРУГОВОЙ ТРЕЩИНЫ

В трёхмерном случае плотность распределения трещин C = Scrack/Stotal задается
уже как отношение площади повреждённой (отслоившейся) области Scrack или суммар-
ной площади трещин к общей рассматриваемой площади Stotal. При относительно малых
размерах трещин или низких частотах может быть построено асимптотическое реше-
ние дающее простой вид для жесткостей, однако общая схема остаётся такой же как и
в случае полосовых дефектов. Взаимодействием трещин можно пренебречь так как в
реальных ситуация определить точное положение всех микротрещин невозможно, по-
этому используется техника усреднения по ансамблю на основе решения для одиночной
круговой трещины диаметра a.

Для описания волнового поля, рассеянного круговой трещиной, выполняется пе-
реход в цилиндрическую систему координат, где компоненты вектора перемещений в
каждом из полупространств j = 1, 2 (далее записываются в терминах потенциалов ψi,
удовлетворяющим волновым уравнениям [6],

∇2ψ3,j + k2P,jψ3,j = 0, ∇2ψi,j + k2S,jψi,j = 0, i = 1, 2.

и соответствующих волновых чисел ki,j (i = P, S для продольных и поперечных волн).
Для потенциалов справедливо представление в виде рядов Фурье [7]

ψ1,j(r, θ, z) =
2∑

l=1

∞∑

m=0

ψm
1,j(r, z)χ

l,m
2 (θ), ψi,j(r, θ, z) =

2∑

l=1

∞∑

m=0

ψm
i,j(r, z)χ

l,m
1 (θ) i = 2, 3 (5)

χ1,m
2 (θ) = χ2,m

1 (θ) = sinmθ, χ1,m
1 (θ) = −χ2,m

2 (θ) = cosmθ.

Подстановка разложений в волновые уравнения и применение интегрального преобра-
зования Ханкеля позволяет получить следующие выражения:

ψm
i,j(r, z) =

∞∫

0

Ψm
i,j(α)e

−σi,j |z|Jm(αr)α dα i = 1, 2, 3

σ3,j =
√
α2 − k2P,j , σ1 = σ2 =

√
α2 − k2S,j , Imσi,j ≥ 0,Reσi,j ≤ 0.

В терминах потенциалов в силу свойств преобразования Ханкеля гораздо удобнее
использовать для круговой трещины удобно использовать вектор перемещений w =
{ur + uϕ, ur − uϕ, uz}, а рассеянное поле

wsc,lm(r, z) =





wsc,lm
1 (r, z) =

∞∫
0
Jm(αr)K1(α, z)Q

lm(α)α dα, z < 0

wsc,lm
2 (r, z) =

∞∫
0
Jm(αr)K2(α, z)Q

lm(α)α dα, z > 0
, (6)
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Jm(αr) =



Jm+1(αr) 0 0

0 Jm−1(αr) 0)
0 0 Jm(αr)




может быть записано в компактном виде через матрицы Грина Kj(α, z)

Kj(α, z) =




i

2
[−Mj(α, z) +Nj(α, z)]

i

2
[Mj(α, z) +Nj(α, z)] αPj(α, z)

i

2
[Mj(α, z) +Nj(α, z)]

i

2
[−Mj(α, z) +Nj(α, z)] −αPj(α, z)

− i

2
αSj(α, z)

i

2
αSj(α, z) Rj(α, z)



.

Векторы {Pj(α, z), 0, Rj(α, z)}, {Mj(α, z), 0, Sj(α, z)} – антисимметричные фундамен-
тальные решения для полупространств в плоском случае, а {0, Nj(α, z), 0} – в антип-
лоском [1]:

Mj(α, z)=(−1)j+1 iµjσ1,j
∆j

[
ηje

−σ1|z|−2α2e−σ3,j |z|
]
,

Sj(α, z)=− iµj

∆j

[
ηje

−σ1,j |z|−2σ1,jσ3,je
−σ3,j |z|

]
, Pj(α, z)=

µj

∆j

[
2σ1,jσ3,je

−σ1,j |z|−ηje−σ3,j |z|
]
,

Rj(α, z)=(−1)j
µjσ3,j
∆j

[
α2e−σ1,j |z|−ηje−σ3,j |z|

]
, Nj(α, z)=(−1)j

i

µjσ1,j
e−σ1,j |z|,

ηj=2α2 − k2S,j

Подстановка интегральных представлений (6) в условия отсутствия напряжений на тре-
щине приводит к системе интегральных уравнений

∞∫

0

Jm(αr)L(α)∆W lm(α)αdα = −ic1sk
1
s(1−R−

s ) q̃
lm
s , L(α) = [K1(α, 0)−K2(α, 0)]

−1 . (7)

относительно компонент скачка смещений берегов трещины

∆wlm(r) = wsc,lm
1 (r, 0−)−wsc,lm

2 (r, 0+) (8)

Здесь коэффициенты определяются путем разложения падающего волнового поля в
ряд аналогично разложениям (5), которые для каждого из типов падающих плоских
волн s = P, S имеют вид

q̃lm
P =

{
(0, 0, 1), l = 1,m = 0
(0, 0, 0), иначе q̃lm

S =

{
(0, 2, 0), l = 1,m = 1
(0, 0, 0), иначе

Скачок w отыскиваются в виде разложения по полиномам Лежандра Pm
j и сво-

дится к схеме Галёркина [7]:

∆wlm
k (r, ϕ) =

∞∑

j=0

clmk,jψ
m
k,j(r) (9)

Для распределённого набора трещин в дальней от интерфейса зоне рассеянное
поле представляется в виде плоских волн распространяющихся в направлении ±z:

〈usc〉 = ps

{
P−
s e−ik1sz, z < 0

P+
s eik

2
sz, z > 0

(10)
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Можно применить теорему Бетти-Рэлея для двух состояний упругой среды usc и uin в
каждом из полупространств

∫

S

[
uin

i · τ sc
ij − usc

i · τ in
ij

]
njdS = 0.

В качестве контура S− выбирается параллелепипед с центром на интерфейсе и вер-
шинами в точках (±x0,±y0, 0−), (±x0,±y0, z0) и симметричным ему прямоугольником
с вершинами в точках (±x0,±y0, 0+), (±x0,±y0,−z0). В таком случае интегралы нену-
левой вклад дают лишь два члена (аналогично антиплоскому и плоскому случаю), со-
ответственно после несложных преобразований для амплитуды рассеянного поля спра-
ведливо

P−
s = −1

2
(1−R−

s )C ps · vs.

Аналогично может быть рассчитана и амплитуда P+
s для чего падающее поле заменяет-

ся на поле в отсутствии трещины, возбуждаемое при падении на интерфейс из верхнего
полупространства с коэффициентами

R+
s = −R−

s , T+
s = 1 +R+

s .

Отсюда нетрудно получить выражение для полного коэффициента прохождения

T̃s = T−
s + P+

s = T−
s

(
1− 1

2
Cps · vs

)
, (11)

которое выражается через плотность распределения трещин среднее значение скачка
смещений v на трещине, взятой в качестве эталонной. Скачок v строится путём перево-
да вектора перемещений (8) для одиночной круговой трещины w в декартову систему
координат из цилиндрической.

Для описания рассеяния на произвольном распределении трещин можно ввести
эквивалентные им по дифракционным свойствам пружинные граничные условия:

τ 1 = τ 2 = κ
(
u1 − u2

)
. (12)

Здесь κ – квадратная диагональная матрица размерности 3 в изотропном случае, с
жёсткостями определяемыми ниже путем приравнивания коэффициентов прохождения
для распределения трещин и для пружинных граничных условий. Из рассмотрения па-
дающей под прямым углом к интерфейсу P-волн (см. предыдущие подразделы) может
быть определена константа κ33, а затем аналогично для S-волн с углом поляризации
θ = {0◦, 90◦} тангенциальные компоненты κ11 = κ22.

Итак, для волнового поля с учетом пружинных граничных условий на интер-
фейсе в трехмерном случае справедливо представление

us =





ps
(
eik

1
1z + R̂se

−ik1sz
)
, z < 0,

psT̂se
ik2sz, z > 0,

(13)

где коэффициенты прохождения и отражения нетрудно определить:

R̂−
s =

ic1sk
1
sc

2
sk

2
s + κs(c

1
sk

1
s − c2sk

2
s)

ic1sk
1
sc

2
sk

2
s + κs(c1sk

1
s + c2sk

2
s)
, T̂−

s =
2κsc

1
sk

1
s

ic1sk
1
sc

2
sk

2
s + κs(c1sk

1
s + c2sk

2
s)
.
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Индекс s = 1, 2 обозначает как и ранее падающие P и S волны. Приравнивая коэффи-
циенты прохождения T̂−

s и (11) можно получить значения для κs

κ =
2i

C ps · vs

c1sk
1
sc

2
sk

2
s

c1sk
1
s + c2sk

2
s

. (14)

Разработанный подход может быть развит для анизотропных сред, в этом случае мат-
рица жёсткостей будет иметь ненулевые внедиагональные элементы, а также может
быть учтено влияние расположения трещин вдоль осей координат, т.е. плотности рас-
пределения по направлениям.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные соотношения могут служить для решения обратных задач о степе-
ни отслоения (идеальности контакта) в слоистых композитах при известных законах
распределения характерных усталостных дефектов. Кроме того, возможно построение
асимптотического решения для одиночной круговой трещины, позволяющего получить
достаточно простое аналитическое выражение для жёсткостей в трёхмерном случае.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных иссле-
дований (проект №12–01–33011–мол_а_вед).
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