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Изучается возможность применения пружинных граничных условий для описания рас-
пространения упругих волн в слоистых композитах с несовершенными интерфейсами, на-
пример, при неидеальным контакте компонент или при наличии групп микродефектов на
интерфейсе. Имперфектная зона моделируется с помощью пружинных граничных условий,
связывающих перемещения и напряжения по разные стороны рассматриваемого интерфей-
са. Жесткости в пружинных граничных условиях определяются концентрацией дефектов, их
характерным размером и упругими свойствами материалов. При выводе значений эффектив-
ных параметров (жесткостей) применяются подходы Баика-Томпсона и Бострёма-Викхема, а
также техника интегральных преобразований. На примере трещин в антиплоском, плоском и
трехмерном случае выводятся соотношения для пружинной жесткости. На нескольких приме-
рах обсуждается эффективность полученной модели.

ВВЕДЕНИЕ

Предвестником разрушения образца из композитного или однородного материа-
ла обычно является образование микротрещин, их последующий рост до макротрещин
делает его дальнейшую эксплуатацию невозможной или опасной. Появление новых ком-
позитных материалов лишь повышает актуальность задач обнаружения внутренних
неоднородностей и восстановления их параметров [1]. Отдельный интерес представляет
динамическое поведение отслоения или зоны нарушения сплошности.

Зачастую для описания трещины используется математическая модель со сво-
бодными от напряжений берегами, однако в ряде случаев, когда речь идет о зоне неиде-
ального контакта или концентрации микродефектов, то есть области с чередующимися
зонами непрерывности и разрывности в перемещениях, этого недостаточно. Матема-
тически описать динамическое поведение трещиноватой среды или зоны, содержащей
внутренние дефекты, можно введением распределения микротрещин (полостей) [2, 3]
или, наоборот, пятен контакта между не соприкасающимися слоями [3, 4]. Получили
развитие и другие подходы к моделированию поврежденных материалов: замена по-
врежденной зоны тонким вязко-упругим слоем, в том числе в комбинации с рассмат-
риваемым в работе введением пружинных граничных условий (ПГУ) [5, 6]. В любом
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случае для описания поведения упругой среды с отслоением необходима информация
о поврежденности: количество, ориентация, размеры микротрещин и т.п.

Использование ПГУ видится весьма эффективным инструментом при моделиро-
вании поврежденных интерфейсов и шероховатых контактирующих поверхностей [6].
Во-первых, ПГУ являются более общими граничными условиями нежели условия на
одиночной трещине и позволяют описывать более широкий класс отслоений. Во-вторых,
при моделировании отслоений решение зачастую проще построить для ПГУ нежели
для множественных трещин. В-третьих, при решении задач об идентификации дефек-
тов ПГУ могут дать дополнительное знание о размерах и степени поврежденности. Для
получения этих знаний нужна связь между константами в ПГУ и параметрами отсло-
ения, а определение этой связи является основной целью настоящего исследования.

1 НЕИДЕАЛЬНЫЙ КОНТАКТ

Для описания динамического поведения поврежденных зон часто используется
распределенный набор трещин. Здесь необходимо отметить ряд работ Ахенбаха с соав-
торами, где было рассмотрено прохождение плоских волн в пространстве и рассеяние на
разных вариантах распределения трещин, а также книгу [3], включающую обзор мето-
дов. В частности, на примере коэффициента отражения было произведено сравнение с
результатами, вытекающими из приближенных теорий. В целом, исследования, выпол-
ненные в 80-х годах группой Ахенбаха, указывают на достаточно небольшое различие
в волновых полях в дальней зоне при одинаковой поврежденности интерфейса.

Ниже рассматривается модель, которая предполагает замену распределенного
набора интерфейсных трещин ПГУ, заданными на поверхности, содержащей или ап-
проксимирующей этот набор. Переход выполняется из предположения об эквивалент-
ности амплитуд, даваемых пружинной и трещиноватой моделью в дальней от отслоения
зоне. В квазистатическом приближении Баик и Томпсон [5] ввели ПГУ для описания
колебаний неограниченной поврежденной плоскости между пространствами. ПГУ были
также выведены Бострёмом и Викхемом из решения задачи о колебаниях частично за-
крытой трещины в [4], их эффективность была показана в ряде работ по моделированию
неполного контакта между поверхностями одинаковых материалов (например, [6,7]), в
том числе экспериментально в [8]. В общем трехмерном случае ПГУ в точке x поверх-
ности S с нормалью n:

τn(x) = κ (un−(x)− un+(x)) , x ∈ S

κ – матрица жесткостей 3 × 3, n± – внешняя и внутренняя нормали к поверхности в
рассматриваемой точке x, τn – нормальные и касательные компоненты тензора напря-
жений на площадке с нормалью n в x, а u – вектор перемещений. В изотропном случае
можно выбрать локальную систему координат в x таким образом, что остаются ненуле-
выми три диагональные компоненты матрицы жесткости. Далее выводятся выражения
для жесткостей κi через трещиноватость и упругие свойства материалов.

2 ДВУМЕРНЫЙ СЛУЧАЙ: АНТИПЛОСКАЯ ЗАДАЧА

Рассмотрим сначала прохождение плоской упругой SH-волны из одного полупро-
странства в другое, с расположенной на их стыке интерфейсной полосовой трещиной.
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Упругие константы Ламе λj, µj (cj
1 = λj + µj, cj

2 = cj
3 = µj), плотности материалов ρj и

волновые поля отмечаются верхним индексом j = 1 для верхнего полупространства, и
j = 2 для нижнего. Гармонические установившиеся колебания в каждом из изотропных
полупространств определяются уравнениями движения, записанными относительно пе-
ремещений uj

y; волновые числа соответственно kj
i . Для определенности плоская волна

предполагается падающей из нижнего полупространства z < 0 под углом θ, при этом
она частично отражается интерфейсом (угол θ1) и трещиной полуширины l.

Неизвестный скачок смещений на берегах трещины vy(x) раскладывается в ряд
по полиномам Чебышева 2-го рода ψn. Подстановка разложения в интегральное урав-
нение и последующее проектирование на ψn, приводит к бесконечной алгебраической
системе уравнений относительно коэффициентов разложения vy(x). При предположе-
нии об относительной малости k1

4l можно получить асимптотическое решение или после
применения обратного преобразования Фурье [9]

v0
y(x) = 2K

√
l2 − x2, K = i

(µ1 + µ2) cos θ cos θ1

µ1k1
4 cos θ + µ2k2

4 cos θ1

k2
4k

1
4 (1)

В качестве следующего шага рассматривается задача, где вместо одной трещины
ширины располагается бесконечный набор интерфейсных трещин шириной 2l. Предпо-
лагается, что дефекты распределены случайным образом, а взаимодействием между
трещинами можно пренебречь. Вместо точного решения, которое, вообще говоря, не
представляет большого интереса, вычисляется среднее по ансамблю значение рассеян-
ного поля, определяемое вдали от границы полупространств. Амплитуды рассеянного
поля могут быть выражены через C = Ncl/x0 – отношение суммарной длины Nc трещин
на интервале [−x0, x0] к длине рассматриваемой области (трещиноватость) и среднего
скачка смещений vy = 1

2l

∫ l
−l vy(x)dx.

Заключительный этап состоит в выводе зависимости между жесткостью в ПГУ
и параметрами поврежденного интерфейса. Нетрудно определить коэффициент про-
хождения плоской волны через два полупространства, сцепление между которыми за-
дается ПГУ с неизвестной жесткостью определяется. Жесткость определяется из пред-
положения о равенстве коэффициентов прохождения для распределенной пружины и
распределения трещин. Используя (1), выводится значение жесткости распределенной
пружины, которое с применением асимптотики для функций Бесселя Jn(α) ≈ 2−nαn/n!
при малых α имеет вид:

κy =
4

Cπl
· µ1µ2

µ1 + µ2
. (2)

Выражение для жесткости (2) в ПГУ совпадает со значением, полученным в [9] для
нормального угла падения. Так как κy фактически не зависит от угла падения, то
следовательно ПГУ могут быть применены для описания отслоений разных размеров в
волноводах любого типа . Необходимо также отметить, что для одинаковых материалов
значение жесткости (2) близко к значению, полученному на низких частотах Ахенбахом
и Ли в [10] из энергетических соображений.

3 ДВУМЕРНЫЙ СЛУЧАЙ: ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА

Определение компонент κz и κx матрицы жесткости можно произвести анало-
гично антиплоскому. При падении упругой плоской P- или SV-волны под произволь-
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ным углом в каждом из полупространств возбуждается два типа волн, что затрудняет
вывод значений для κz и κx. Поэтому рассматривается только нормальный угол паде-
ния, при котором не появляется дополнительных типов волн. В плоском случае также
применим метод Галеркина с разложением по полиномам Чебышева 2-го рода. Из пред-
положения о малости k1

s l с применением интегрального подхода [2] также может быть
получено асимптотическое решение плоской задачи для падающей P- и SV- волны со-
ответственно [11]. Использование низкочастотных асимптотик [11] позволяет получить
комплекснозначное выражение для, что будет приводить к потерям энергии в системе.
Однако при малых значениях k1

s l вещественная часть преобладает и, соответственно,
константы для ПГУ вне зависимости от типа волны совпадают

κx = κz =
8

Cπlβ1

, β1 =
c1
1

(λ1 + µ1)µ1
+

c2
1

(λ2 + µ2)µ2
. (3)

4 ТРЕХМЕРНЫЙ СЛУЧАЙ

В трехмерном случае плотность распределения трещин задается уже как отно-
шение поврежденной (отслоившейся) площади Scrack или суммарной площади трещин к
общей рассматриваемой площади Stotal: C = Scrack/Stotal. При относительно малых раз-
мерах трещин или низких частотах может быть построено асимптотическое решение
дающее простой вид для жесткостей, однако ниже приводится общая схема. Взаимо-
действием трещин можно пренебречь так как в реальных ситуация определить точное
положение всех трещин слишком трудоемкая задача. Вместо этого используется техни-
ка усреднения по ансамблю. В дальней от интерфейса зоне рассеянное поле представ-
ляется в виде плоских волн распространяющихся в направлении от интерфейса. Как в
двумерной постановке возможно применить теорему Бетти-Рэлея для двух состояний
упругой среды без трещины и в ее присутствии. В таком случае интегралы ненулевой
вклад дают лишь два члена (аналогично антиплоскому и плоскому случаю).

Как и ранее путем приравнивания коэффициентов прохождения для распределе-
ния трещин и для ПГУ определяются жесткости квадратной диагональной матрицы κ.
Из рассмотрения падающей под прямым углом к интерфейсу P-волн (см. предыдущие
разделы) может быть определена константа κ3, а затем аналогично для S-волн с углом
поляризации θ = {0◦, 90◦} тангенциальные компоненты κ1 = κ2. Таким образом, можно
получить значения для κs

κs =
2i

C ps · vs
· c1

sk
1
sc

2
sk

2
s

c1
sk

1
s + c2

sk
2
s

. (4)

5 ПРИМЕНЕНИЕ ПОДХОДА ДЛЯ ОПИСАНИЯ ПОВРЕЖДЕНИЙ

Предлагаемый подход позволяет оценивать изменение дисперсионных свойств
поврежденного многослойных композитов. В качестве примера на Рисунке 1 приве-
дены безразмерные фазовые скорости vph = kd2/ω при различных γ(ρ1)2 = c1

44d2κ в
зависимости от частоты ωd2

√
ρ/c44 для двухслойной пластины с толщинами слоев di и

упругими модулями: c2
ij = 2c1

ij. Значение γ = ∞ соответствует идеальному контакту и,
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Рис. 1. Фазовые скорости первых бегущих мод для двухслойной поврежденной пластины (γ),
составленной из различных материалов (c2

i = 2c1
i ).

Рис. 2. Энергетический коэффициент прохождения κ+(ω, l/d1) для периодического набора
интерфейсных трещин (а) и при использовании пружинных граничных условий (б); C = 1/3.

наоборот, γ = 0 соответствует случаю двух свободных от напряжений слоев при полном
отсутствии контакта между ними.

В [12] было продемонстрировано, что положение повреждения в многослойной
структуре влияет на амплитуды колебаний весьма существенным образом и приводит
к резонансным колебания. В приведенном примере рассмотрен пакет из периодиче-
ски расположенных 32 слоев двух типов, поврежденный слой имеет порядковый номер
M = 15, угол падения θ = 0◦. Энергетические коэффициенты прохождения κ+(ω, l/d1)
для пакета с поврежденным слоем приведены на Рисунке 2. Повреждение, моделиру-
ется как периодический набор трещин, что является достаточно специальным случаем
(Рисунок 2а) и с усредняющим подходом, то есть ПГУ. При этом жесткость для гра-
ничных условий определена для той же степени поврежденности.

Можно видеть, что пружинная модель, основанная на технике усреднения, даже
для достаточно высоких частот дает хорошие результаты, в том числе и в предсказа-
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нии резонансных явлений (см. Рисунок 2). Подход может быть развит в случае включе-
ний [5], а также для анизотропных сред, в этом случае матрица жесткостей будет иметь
ненулевые внедиагональные элементы, а также может быть учтено влияние располо-
жения трещин вдоль осей координат, т.е. плотности распределения по направлениям.

Работа выполнена в рамках совместного проекта РФФИ-ГФФИУ (№ 11-01-90400-
Ф40.1/018) и проекта ФЦП "Научные и научно-педагогические кадры инновационной
России"Минобрнауки № 14.740.11.0578.
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