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��	�	
�	 

����� ���	
	���� 
������� ������� ��	���� ���
����
����� ���	���� �
	���
-
��� � ��������� ����� �	
����	�� ��� 
���� 
�	�
����� � ��� 
���� ���	��
��
���� ��-
	�� 
���	������� �������. �
������� 
����	� 	����� � ��
�	��� ��	��
 
���	������� 
������� ���	���� �������� � ������
!�� [1]. "�	�� ������
!��, ���!����� #������
 
".$., ����	: «%��������� ������	
	� ���
���
�	, �	� � ������� ��	��
 
���	������� 
������� ����� ������	� ������� �
�������� (��!���
&��) �
	���
�
 ����	���&��, �
-
�
�����
	� �
������� ��!��	� � ��������	� �' �������
	�, �&����
	� �	����� ��
���-
�	� ��!��	��, 
 	
��� ���
	� ������ �
�
�� ��� �&���� ���	����� ����	���&�� � �����-
�����. *��
�� �	� ��	��� �� �
��� ���
 �������� ��
�	�������� ����������. *
+��-
���	�� �	� �' �	����	������ ��������, �
������ ���
 ���������' ��� �������� 	����� 
� ��
�	��� …» (�	�. 514, �	���� 

�
& ����'�). / ������� ���������' �������� 	����� 
��	��
 
���	������� ������� �	����	�� ������ � 	��, �
� ���	
����	�� ������� ��	����-
�
 ���
 
���	������� ������� � 	���� �

�������, ��� �
����
�
�	�� �����	�������� 
���	�
�������� ����� ����	��
���	������� ����
�
���
	���. *��
�����	�� ���	
����� 
� ��������
��� �
����� ������
 �����	�� 	�	 �����	��� !
�	 [2], �	� � �
�
�	� ������' 
�
�	�	 (����	��' ����) � ��
�	��
' � �	�����' �����	���	 ��������� (�����
 ��������� 
����	���) �
�����	�
�����'�� ����
����' ����, �
��
� �� ��	���' ����	 ���� ������-
������ ��� � ������	������� 

�
��� ���
��������� �
��������-��!�������
����� ��-
�	����� �
+��	
. %�� �	�� �
���� �� �
��
� ����
���
� ����
 ����	 
�	� �!!��	���� 
�
�����	�����
�
 ����
�
���
	����, ��	���� �
'���	�� �
 �����'���	� 	������� 	��
. 

0 �
�	����� �

�	� ����
� ������ �
� � �
��
������ ��������
��� ���
�����	�� 
������������ �
�����	�
����� ����
��� 
���	������� 
������� � !����������� �	��	
 �
 ������, �
� ���	
���-
�	�� ������� ��	�����
 
���	������� ������� � 	���� �
-

�������. 
 
�
�	�
���	���	 ���	�����

�	 �����-

���� ����� 
������	���� �������. 
��
	�
�� ������������ �����
�� 

 
�
����	��� ��
�
�� �������� ��	�����, ��	���� 

����	 ��� ���	��
���� �����	����
���� &������������� 
�����	� (���. 1) ��������� ����������� �������. 0���	
 
�����	� 2� , �
���� ����������� ������� 0R . /������
	
 
���������� ����������� �������, ��	���� ����	 �����	� 
�
 ��� �
���� �� ����� �
�	�, �
���
���
 �
 ���. 1 ���-
����� 0z . #
 
�����' �	���
' �����	� 0R� �  ����	���	 

���. 1 

z

�

h

0z � �

0z � �

0

0z � �F t�

273



АКУСТИЧНИЙ СИМПОЗIУМ “КОНСОНАНС-2009”

�
��
���� �����	����
��
� ���
 � � � � i tF t F e �
� � �� , ��� t  - �����; 1i � � ; �  - ������
� 

�
�	�	
. 6
� �
� ���� 
���	������� ������� !�������	�� � ������	
	� �
������� ����-
	���', �����
��	����� �
��������', �
�
�	�� ��
�	���, �
�	�	��-�
������� 
����	�-
�� � �F� �  �
���������� ������������ �� ������� ���� � �F t�  ����� ��������	� ���-

������ �
�
���: � � � �0 02F F R� � 	 
� , ��� 0F  - ����	
�	
, ������&���
���
� ������ 
�
�
����' �
��������; fv
 ��  - �������� ����� �
����������� �����, fv  - �7 !
���
� 
������	�. *�������, �	� �
���
	���
���� �������� ��	����� ��� 0 0z �  ���
���
�	 �
� 
�����	������, 	
� � 
�����	������ �
��
���� �
�����	�
�������� ����� 8��

. 

0 �

�	� [3] �������� �
��� ������� ������������ ��
������ �
�
�� � ���
��-
����� �
��
���� �
�����	�
�����'�� ���� 8��

 ���	���� �
+����' � �����'���	��' 
�
������. <�� 	���, �	�
� ����������
	��� ������	
	
�� �	�� �

�	�, !���
���� ����-
�	
��� �
��
����� ��������	 ���	��
 ���� � �F� �  �
� ������������ �
+����� ���	��-

�	� � � � �00
lim 8f F R� � � 	�


�
� �� 
� �� , ��� 2
  - «	�����
» �	���� �����	�, �
 «�
+��» 
������ 

�����'���	� �����	� 0 0
8 limV R	


�
� 
� . 6
��� �����	
������ ������' !
�	����, ��� 

0 0R �  ��������	 �
���
	� ��������� ���	������� ��� �
���	
 ��������	�� ���	��
 
�������� �
	���
����' �
�	�&: 

 

) �����	������ ��������	����� �
�����	�
�������� ����� 8��

 (�����	��� 

i te �  ������): 
� � � � � � � �2

0 1, , cos cosSL
su z iU F a z b z H� � �� 
 � � 
�� �� � � �� � ; 

� � � �� � � � � �2
0 0, , sin sinSL

z s z zu z iU F a z b z H� 
 � � 
�� � � � ,                             (1) 

��� � �0 0 8U F Gh	� ; h  - ����	�����
 ��
�	���; G  - ������ �����
; 

� � � �0, , ,s sF F z
 
� � � ; 

� � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �

2 2
0

0 6
0

,
, ,

sin sin
s

s
s

h h F z
F z

k h h h h h h

 �



� � � � 


�

� �� �

�
� ;

� � � � � � � �
� � � �2 2

0 0
sin

, coss
h

F z h h z
h
�


 � �
�

� �� � �� ��  

� �
� � � � � � � � � �

� �0
sin sin

2 sin cosh h z
� �

� � �
� �

� �
� �

� �
;   

� � � �
0 4

s

s

d
h

k h d
��


�




 � � ; 2� 
� ;  

� � � �22 2
s � 
 �
 � � �  

� � � � � � � �2cos sin 4 sin cos 0h h h h� � 
 �� � �� � � ;  
2 2 2k� 
� � � ; � �2 2

0 2k G� � �� �� ; 0�  � �  - ���	���	� � ������ �������	� �
	���
�
 ��
-

�	���; 2 2 2
sk� 
� � ; 2 2

0sk G� �� ; � � � � � �
� �

2 2 sin h
a h h

h�

�

 �

�
� �� �� � ; � � � �2 sinb h h� � �� ; 

274



КИЇВ. IГМ НАН УКРАЇНИ. 29 ВЕРЕСНЯ – 1 ЖОВТНЯ 2009

� � � � � �
� �

� �
� �

2 2 sin
z

h h
a h h

h h
� �


 �
� 


� �� � �� � ; � � � � � �
� �

2 sinz
h

b h h
h



� �

�
� � ; � � � � � �2 0,1H� 
� � �  - !���-

&�� ?
����� �	����� ���
; 
 

) 
�����	������ ��������	����� �
�����	�
�������� ����� 8��

: 

� � � � � � � �2
0 1, , sin sinAL

au z iU F a z b z H� � �� 
 � � 
�� �� � �� � ; 

� � � �� � � � � �2
0 0, , cos cosAL

z a z zu z iU F a z b z H� 
 � � 
�� � � � ,                          (2) 

� � � �0, , ,a aF F z
 
� � � ;  

� �
� � � � � � � � � �

� � � � � � � �

2 2 2
0

0 6 2
0

cos ,
, ,

cos
a

a
s

h h h h F z
F z

k h h h h


 � 
 �



� � 


� ��� ��
�

�
� ;  

� � � �
0 4

a

s

d
h

k h d
��


�



� � � ;  

� � � � � � � � � � � �22 2 2sin cos 4 cos sin 0a h h h h� 
 � � � 
 �� � �
 � � � � ;  

� � � � � �0 0, sinaF z h z� �� ��   

� �
� �

� � � � � � � �
� � � �

� � � �
� �

2 2

02

sinsin sin
sin

2 sin

h h h h
z

h h


 � � �� �
�

� �
 �

� ��� �� �
� �

� �
;  

� � � � � � � �
� � � �

2 2

2

sin

2 sin

 h h h h
b

h h�


 � � �


 �

� ��� �� � ;  a h� �� ;  

� �2

z
h

a
h

�



� ;      
� � � � � � � �

� � � � � �

2 2 sin

2 sinz

  h h h h
b

h h h


 � � �


 � �

� ��� �� . 

%�� �����	������ �
���������� ��������� ��	�����
, 	. �. ��� 0 0z � , 
����-
	����� �����	��� � �0 ,aF z �  �
�
�
�	�� � ����, � �������� ��	����� ���������	 �����-
��	����� �����	������ ����� 8��

. @��� ����������	�, �	� ����
 ��������� ��	��-
���
 �
����	�� 	������ ��
�	���, 	. �. h�� , 	� ��	�
&�� �� ������ !���������� ��-
����
��� �	
����	�� �����
���	��� ����
�, ��	���� 
�� �
����	��� %. 6������� [4]. 
0 �

�	� [4] �� ��������
� ���&��� ���
������� ������' �����	�����' ���� 8��

 
����������, �
���������� ������������ �� �������, �����, ��	��
� ����	���
�
 �
 
	��&� ����������. 

<�� ��������� ��	�����
 �����	�����' ���� 8��

, ����
 ��	����� �
��
 	��-
���� ��
�	���, 
�� �������� �
���	 ��	���� ������	�, ��	���� �����	�� �
�����	�
-
��������� �����	������� ����
�� 8��

. ����
��� ��	�����, ���������� � ����-
��
!�� [2], �
��
����� ��������	 � �P� �  ���	��
 ��	��
 ������	� ����������� ���-
������ �
�
���: 

� � � �2

h

z z z z
h

iP u u u u dz� �� � �� � � �
	�� � � � � �� � � �

�

� � � � , 
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��� ���  � z��  - ����
����� � �
�
	������ �
��������; u�  � zu  - �
��
����� � 
���
��-
��� ��������	� ���	��
 �������� �
	���
����' �
�	�&, ������������ ���
������� 
(1); ���������� �
���
���� ����������-����������� ��������. 

#
 ���. 2, � ����� �����������	� ������
, ���
�
�� ��
!��� �
�	�	��-�
�������� 
��������� ��	���� ������	�, ��	���� �����	�� �	 ������������� ��������� ��	�����
 
� 
��������� �
��� �
������ �����	� 0R  �
�����	�
��������� �����	������� ���-
�
�� 8��

. %� �������	
����� ��� ����� �����������	� ���. 2 �	������ ��
����� ���-
�����
����� ��	��
 � � � � 0P̂ P P� �� �� , ��� � � � �2 2

0 0 032 sP F v h	 �� . %� ���	��
����� ��� 

�	������ �������� ��
����� 
���
������� �
�	�	� 2 sk h 	! � . 0 ��
��� ����������-
�	� ���. 2 ���
�
�� ��	�� ����	��	�����' ������ �������������� ��
������ � � 0s �
 �  
�����	�����' ���� 8��

. %� �������	
����� ��� ��
��� �����������	� ���. 2 �	����-
�� ��
����� 
���
�������� ��������� ����
 2 h" 
 	� .*	��	���� �����, �	� �
��
� 

�
�����	�
����
��� ����
 � ������������ ��
�
���� �
�	�	 ��������	 �
�
������, �� 
��
������ � ������� �
�����	�
��������� ����
��, �������	�� �������. ���	��	�	-
������ �	��� �
�	�	���� ��
�
���� ��
�	�� ��	�� ����	��	�����' �������' ����� ��-
����� ���������� ������. #�	����� �
��	�	�, �	� �������� ����
 �����������' �� 
������ ����������� ������� �����	�����' ���� ����������
�� � 
���
���� �����	-
���	� ������ sk k"! � � . B����� � �	�� ��
�
���� �������� ����
 k
 # �  � 
���
����� 
��������	 ���	��
 �������� �
	���
����' �
�	�& ��
�	��� � �, 0SL

zu z� # . %�� �	�� �
-

��
����� ��������	 � �, 0SLu z� � �  � ��
�	������ �� �������	�� �� 	������ ��
�	���. 
%���
�
� �����
	��
 ��
�	�����' !��� �������' �������� � ��
�	��� �
������� �
-
�
��� ���	��	�	���	 	��� ��������, ��	���� �
�����
�	�� �
	���
����� �
�	�&
� ��
-
�	��� ������������ �������� ��	�������. C	� ���	��	�	��� �����	�� ���
'������ 
�������� ��� �
����
���� ���������� �	
��
 ���	�
�������� ������ ������� �	 ��	��-

!

���. 2 
24681012 0

5

10

15

5 10 15� �P̂� � "

0,3� �
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���
 ������' ����������. 6���� � 	
���� �� ������ ������ %. 6����� � ����� �

�	� 
[4], ������� �� ��	���� ���
�
� �
 ������ � ���� ��
��� �����������	� ���. 2. 

%����� �
���	������ ����
����� ������	
	�� ������� ���', �����
���	��' �� 
!���������� ������
���, �� �
������' �� �
	��
	�������� ����
���, �
�
� ����� 
�
���
	���
	� �
� ���	
	���� �
���	������ �����	����	�� ���	�������	� �
���	��' ��-
�	������� (1) � (2). *	���
 ������	, �	� !���
����� �����	
������ ����, ����	������ 
�
 
������ �����'���	� ������������ �����	�, � ���� ������������ �
+����� ���	��-
�	� �
 «�
+��» 
������ �����'���	� �����	� ��� ��	�������� �	��� «�
+��
» � ����, 
�� ���
�
�	 !���������� ������
��� ����������' �
	��
	������' !�����������. 

 
�
�	�
���	���	 ���	�����

�	 �����
���� ����� 
�����-
�	���� �������. ���	�
�� ������������ �����
�� 

 
�
����	��� �!��������� �����	� �
����
 0R . 0��	��
����� �������
	� &��	�
 

�����	� �
���
��� �������� 0z , ������ 0 [ , ]z h h$ � . D���� ���
�
	�, �	� �
 �!��������� 
�����'���	� ����	���	 �
��
���� �����	����
��
� &��	�������	����
� ���
 

� � � � i t
R RF t F e ��� , ������ � � � �0 04RF F R� 	 
� . 6
���, �
� � � ����
� ��������� ������-

������� ��	�����
, 
���� ���
�
	�, �	� � � 2
0 0

4 lim 2R RF R f� 	 �


�
� �� 
 �� � , ��� Rf �  - �
+���
� 

���	���	� &��	�������	������ �
��
����� ���� � �RF � . <�� ���������� 
����	����' 
�����	���� �����	�����' � 
�	������	�����' �
��
���� �
�����	�
�����'�� ���� � 
�����	
������' � �

�	� [3] �
���	��' ���	�������' ���
'����� �����	� � �!�����-
���� ���	��� �������
	. %�� ���������� ���������� 
�� �������� ���������� ����-
'�� 0 0R � , 	. �. ����'�� � 	�������� ��	������. %�� �	�� �������� �
	���
����' �
�-
	�& � 	���� �

������� � �������
	
�� �, z ���������	�� ���
������� (1) � (2), � ��	�-
��'  

� �0 0 6 2U F G h	 �� �� �� � ; � � � �0, ,s sF F z
 
� � ; � � � �0, ,a aF F z
 
� � ; 

� �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

2 2 2
0

0 4
0

cos
,

sins
s

h h h z
F z

k h h h h


 � � �



� � 


� ��� ��



; � �
� � � � � � � �

� � � � � � � �

2 2
0

0 4
0

cos sin
,

cosa
s

h h h z
F z

k h h h h


 � � �



� � 


� ��� ��
�

. (3) 

B� ���	������� (3) ������	, �	� ��� 0 0z �  
����	����� �����	��� � �,0 0aF 
 � , 
	. �. �����	����� �
����������� �	����	����� �����'���	�� z h� %  	������� ��	����� 
���
���
�	 	����� ���� �����	������ �
��
���� �
�����	�
�������� ����� 8��

. 

%�� ���������� �
���	�� ��	���� ������	� 
��� ��	
�������, �	� �
�	�	��-
�
������� ��������� �����������	� �
�����	�
�����'�� �����	�����' ���� 8��

 ��-
��	 
���� �������, �� ��
������ � ���
�
����� �
 ���. 2 �������, '
�
�	��. C	� �
+-
�����	�� 	��, �	� � �	
��� ������� �	 ��	�����
 ������
�	 ��
�	�� � �
��
����� � 
�-
��
����� ��������	� ���	��
 �������� �
	���
����' �
�	�&. 

#
 ���. 3 ���
�
�� ��	��� ������	�, ��	���� �����	�� �	 	�������� ��	�����
, 
�
������������ �
 �
������' �
��	�����' �	 ��������� �����'���	� ��
�	���, ������ 
�����	������ (�������� ������) � ������ 
�	������	������ (�	��'���� ������) ���-
�
�� 8��

. %� ��� �����
	 �
 ���. 3, 
, …, � �	������ �������� ��
����� ��������
�-
���� �
��
������ ��������	
 ���	��
 ��	��
 ������	� � � � � 0P̂ P P� �� �� , ��� 
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� � � �2 22
0 0 018 2sP F G v h G	 � �� �� �� � . %� ��� 

�&��� �	������ ��
����� 
���
������� �
�-

	�	� !. �
���	� ��������� � �������������, �	� �
	���
� ��
�	��� '
�
�	������	�� 
���!!�&���	�� %�
����
 0,3� � . �
����������� �
���� ��������� �������	� ��	��-
��� (���. 3,
) ���
���
�	 ���������	����� ������ �����	������ �����, ������� ����-
�������	� ��	���� �	
����	�� ��
�	������ ������� ��� 4! & . %� ���� ���+��
 	����-
���� ��	�����
 � �����'���	� ��
�	��� ������ �����������	� ������ �����	������ � 
������ 
�	������	������ ���� 8��

 �
���
�	 ����
�	
	�. %�� �	�� �
������	�� �
�-
	�	��� ��
�
���, � ������
' ��	����� �	� ����� �	
��
�	 �	 ��	�����
 � ��������	 � 
	���� �

������� �
��	��� ������ �������. 

#
 ���. 3,� � ���. 3,� �	��	���� �����, �	� � �
�	�	��� ��
�
���� 7! &  ��������-
���	� �����	������ � 
�	������	������ ���� �	
����	�� ����
������. B����� � �	�� 
�
�	�	��� ��
�
���� �	
����	�� ��
�	������ ����
������ �����
	������� '
�
�	���-
�	��� �����' ����
����' ���� 8��

 � �
������� 	���� �����	��� �	����	����� ���-
������ �������	� ��
�	���. *�� �
�
���	 ���������������� �����, ��	��
� �
����-
�	�
���	�� �� ������	�� �
�� �	���
������ �	 ������	� �
�����	�
����� ���� �����
. 
6
�, ��� ��
�	��� � ���!!�&���	�� %�
����
 0,3� �  ������	� ����� ����� 

0,927R sv v� . @��� �����	� �� ����
���, �	� ��� ���	
�	��� �����
� �����	�
&�� ���	-
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�
�������' ���� ����	��
���	������� ����
�
���
	��� ��
�����	 �
 
���
����� �����-
���	 ���	��
 �������� �
	���
����' �
�	�& �����'���	� ��
�	���, 	� ����� �	���-
��
	�, �	� ����	�������� ����
� (�

���
��
� � ��
����� ����������	� �������
) �
 
��'��� ��������
 !�������	�� ������ ���������������� ������. 0����� �� ������ 
����
����� ����� 8��

, ��� 
�� ����������, �
�
�
�	 �
��	���� �������� 
���
��-
��' �������� �
���� �����'���	� ��
�	��� � ����' �����
' �
�	�	, ��	���� �
����
-
�
�	�� ���������	����� �
���� �
�	�	 �
���
���. C	� �
�	 �����
��� ��� ����������-
���, �	� ������� 	�������� ��	�����
 ����� 
���	������� ������� ���	
����	�� � 	���� 
�

������� �
 �����'���	� ��
�	��� � �������� ���������������� ������, ��	��
� �
�-
����	�
���	�� ��
�	������ �� ������	�� ���� �����
. 0����� ���� 8��

 !�������	 
������������� ����
� �
 ����	�������� ��'��� ��������
 ���	�
�������' ����. 

 
������ 

 
0 ������	
	� ���������� ��������' ��������
��� ��������� ������������� ��-

	�����
 �
��
���� �
�����	�
�����'�� ���� 8��

 ��	
������� ������ �
���	������ 
(!���������) ���	��	�	��� ���������' ������	
	�� � �
��� ��	
���������� !
�	
�� � 
�
��
' �
�
�� � ������� ���
�������� �
��������-��!�������
���� ���	�����. ��-
����	
	� �����' �
���	�� ������	������' '
�
�	����	�� ���� 8��

, ��	���� ���
��-
�
�	�� 	������� ��	�������, �
�	 �����
��� ��� �������������, �	� ������� 	������-
�� ��	�����
 ���	
����	�� � 	���� �

������� �
 �����'���	� ��
�	��� ������������-
���� ������, ��	��
� �
�
���	�� � ������	
	� �������� ������ �����	������ � ������ 

�	������	������ ����� 8��

. %������������
� ����
 !�������	 �
 ����	�������� 
��'��� ����
�
���
	��� ��!���
	����� ����	�������� ����
�. 0����� �� ������ ���-
�
����� ����� 8��

 !�������	 �
 ��'��� ����
�
���
	��� ����'�����
��� ����	��-
������ ����
�. 
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