
КИЇВ. IГМ НАН УКРАЇНИ. 29 ВЕРЕСНЯ – 1 ЖОВТНЯ 2009

ПОШИРЕННЯ ХВИЛЬ У ПЕРIОДИЧНIЙ
СИСТЕМI ЗВ’ЯЗАНИХ СТЕРЖНIВ

З ПОПЕРЕЧНИМИ ПЕРЕГОРОДКАМИ
Й АКУСТИЧНИМ ЗАПОВНЕННЯМ

В. Н. ОЛIЙНИК

Iнститут гiдромеханiки НАН України
вул. Желябова, 8/4, 03680, Київ-180, МСП, Україна
тел. (044) 456-69-83; e-mail: v_oliynik@yahoo.com

Розглянуто можливiсть поширення гармонiчних хвиль у системi двох перiодично пiдкрiплених
жорсткими поперечними перегородками паралельних пружних стержнiв. При цьому вважало-
ся, що обмеженi стержнями й сусiднiми перегородками об’єми заповненi акустичним середови-
щем (газом чи рiдиною), а самi стержнi коливаються синфазно або протифазно (симетричний
i антисиметричний випадки). Iз застосуванням методу Флоке одержано вiдповiднi дисперсiй-
нi рiвняння, проаналiзовано їхнi коренi. Синфазнi коливання стержнiв, що супроводжуються
об’ємними деформацiями газонаповнених камер, породжують симетричну хвилю, яка в довго-
хвильовому наближеннi вiдповiдає об’ємнiй хвилi в еквiвалентному однорiдному середовищi.
При цьому ефективна пружнiсть системи формується пружними характеристиками стержнiв i
акустичного середовища на рiвноправнiй основi. Водночас, антисиметрична хвиля є еквiволю-
мiальною в тому сенсi, що об’єми обмежених стержнями й перегородками камер в кожний
момент часу залишаються незмiнними, а заповнююче акустичне середовище вiдiграє роль
приєднаної маси. Як наслiдок, у цьому випадку ефективна пружнiсть системи i вiдповiдна
швидкiсть поширення хвилi виявиляються значно нижчими, нiж при синфазних коливаннях
стержнiв. Одержаний результат дозволяє на якiсному рiвнi пояснити деякi експериментальнi
данi стосовно хвильових властивостей пористих газонаповнених середовищ, зокрема, легеневої
паренхiми.

ВСТУП

Iснуючi моделi гетерогенних середовищ з газорiдинним заповненням виявились
неспроможними пояснити ряд експериментальних результатiв, одержаних при вимiрю-
ваннi швидкостi звуку в препарованих легенях. Так, при iмпульсному навантаженнi
стiнки легенi можуть виникати специфiчнi хвилi [1, 2], якi не є поперечними i не мо-
жуть бути ототожненi з поздовжнiми хвилями першого або другого роду в рамках
моделi Бiо [3]. Нагадаємо, що хвиля першого роду є об’ємною хвилею в однорiдному
середовищi з осередненими макропараметрами, а хвилю другого роду (дифузiйну хви-
лю Бiо –Столла) пов’язують з iнтенсивними рухами порової рiдини вiдносно пружного
скелета пористого середовища [4].

Очевидно, пояснення тут слiд шукати у рiзному характерi деформування парен-
хiми на рiвнi її мiкроструктури при рiзних типах навантаження. Виходячи зi сказаного,
продуктивною видається iдея оцiнювання ефективних акустичних параметрiв легеневої
паренхiми за допомогою акустомеханiчних перiодичних структур. “Пiноподiбна” будова
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легеневої тканини (її основу складають ацинуси – компактнi сукупностi респiраторних
пухирцiв-альвеол) визначає можливiсть вибору моделi у виглядi лiнiйної ланцюгової
системи, складеної з тонкостiнних пружних елементiв, якими обмеженi заповненi газом
об’єми. Нас цiкавитиме низькочастотна асимптотика хвильових властивостей об’єкта,
коли довжина результуючої хвилi значно перевищує масштаб його структури. Тому ре-
гуляризацiя модельної геометрiї не повинна суттєво вплинути на значення ефективних
акустичних параметрiв. Оскiльки ж ми припускаємо, що поширення дослiджуваних
хвиль не супроводжується значним витоком альвеолярного газу в бронхiальне дерево,
доцiльно розглянути перiодичну структуру з замкненими газонаповненими комiрками.
Спрощення постановки до квазiодновимiрної системи дозволить при збереженнi основ-
них фiзичних рис об’єкта максимально унаочнити процес одержання й iнтерпретацiї
результатiв.

Основна мета цього дослiдження полягає в демонстрацiї якiсних вiдмiнностей
у механiзмах формування хвиль при рiзних способах навантаження акусто-пружних
структур з закритими камерами, що призводить до суттєвої рiзницi у значеннях вiдпо-
вiдних фазових швидкостей.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI
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Рис. 1. Геометрiя перiодичної
акустопружної структури

Рис. 2. Можливi типи деформацiй
(синафзна й протифазна)

На рис. 1 зображено систему, яка
складається з двох паралельних пружних
стержнiв товщиною d, перiодично (з кро-
ком l) пiдкрiплених перпендикулярними до
них жорсткими масивними тонкостiнними
перегородками довжиною 2h. Вважаємо,
що матерiал стержнiв має густину ρt, мо-
дуль Юнга Et i коефiцiєнт Пуассона ν, а
перегородка – погонну (на одиницю площi)
масу γ. Обмеженi перегородками порожни-
ни заповненi акустичним середовищем (рi-
диною або газом) з густиною ρg i швидкi-
стю звуку cg. Механiчними й акустичними
втратами будемо нехтувати. Задамо гармо-
нiчний закон змiни усiх полiв з часом –
e−iωt.

Представимо направляючi стержнi у
виглядi послiдовностi з’єднаних ланок дов-
жиною l, кожнiй з яких (i вiдповiднiй каме-
рi) присвоїмо номер n=0,±1,±2, . . .. Тодi
u±n позначатиме змiщення n-ої ланки стер-
жня (знак “+” приписуємо верхньому з них,
а “−” – нижньому) [5, 6].

Очевидно, що будь-який тип руху в системi може бути скомпонований з не-
залежних випадiв синфазного й протифазного руху верхнього та нижнього стержнiв
(рис. 2). Тодi

u−n = ±u+
n ,
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де знак плюс вiдповiдає синфазному (синхронному) деформуванню стержнiв, а мiнус –
протифазному, коли один з них вiдстає на половину перiоду фбо довжини хвилi. Надалi
формально вважаємо u+

n ≡un.
Потенцiал швидкостi в n-iй камерi позначимо як φn, а вiдповiднi акустичний тиск

i коливальну швидкiсть – pn i vn. Тодi

pn =
dφn

dt
= −iωφn, vn = −dφn

dx
.

У своїх областях iснування поля un i φn задовольняють рiвняння

d2un

dx2
+ k2

t un = 0, kt =
ω

ct

, ct =

√
E∗

t

ρt

, E∗
t =

Et

1− ν
, (1)

∂2φn

∂x2
+

∂2φn

∂y2
+ k2

gφ = 0, kg =
ω

cg
. (2)

Умови спряження кiнематичних величин у вузлах – точках крiплення перегоро-
док будуть виглядати так:

un|x=nl = un+1|x=nl, −dφn

dx

∣∣∣
x=nl

= −dφn+1

dx

∣∣∣
x=nl

, (3)

−dφn

dx

∣∣∣
x=nl

=

⎧⎨
⎩
−iω un|x=nl (синфазний рух),

−iω
y

h
un|x=nl (протифазний рух).

|y| ≤ h. (4)

Оскiльки стержнi вважаємо недеформiвними в поперечному напрямку, то додатково
вимагаємо рiвностi нулю нормальних швидкостей на верхнiй i нижнiй стiнках камер:

dφn

dy

∣∣∣
y=±h

= 0, xn−1 ≤ x ≤ xn. (5)

Постановку граничної задачi завершуємо накладанням умови динамiчної рiвно-

ваги у вузлах – на перегородках, позначивши σn =
Et

1− ν

dun

dx
:

• для сил (синфазний рух) –

−2d(σn − σn+1)|x=nl − 2iωρgh(φn − φn+1)|x=nl + ω22γhun|x=nl = 0; (6)

• для моментiв (протифазний рух) –

−2d(σn − σn+1)|x=nl − iωρg

h∫
−h

(φn − φn+1)|x=nl dy + ω2γ

3
hun|x=nl = 0. (7)

Загальний вигляд розв’язку для змiщень n-ої ланки стержня (1) унiверсальний
для всiх тпиiв руху:

un = U1neiktx + U2ne−iktx. (8)

Акустичне поле всерединin-ої камери, яке задовольняє умову ((5)), буде таким:
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• синфазний рух (одновимiрний розподiл) –

φn = Φ1neikgx + Φ2ne−ikgx; (9)

• протифазний рух (iстотно двовимiрний розподiл) –

φn =
∞∑

s=0

(
Φ1neiαsx + Φ2ne−iαsx

)
sin

π(2s + 1)

2h
y, αs =

√
k2

g −
π2(2s + 1)2

4h2
. (10)

ДИСПЕРСIЙНЕ РIВНЯННЯ

Пошук дозволеного для поширення в системы хвильового числа κ = ω/c i вiд-
повiдної фазової швидкостi проводимо за допомогою метода Флоке – вимагаючи вiд
розв’язкiв (з урахуванням часового множника) пропорцiйностi до шуканої бiжучої хви-
лi, ∼ ei(κx−ωt) [7, 8]. При цьому умови спряження полiв природним чином доповнимо
умовами перiодичностi на просторовому кроковi структури з урахуванням вiдповiдно-
го набiгу фази:

un|x=(n−1)l eiκl = un+1|x=nl,
dun

dx

∣∣∣
x=(n−1)l

eiκl =
dun+1

dx

∣∣∣
x=nl

, (11)

φn|x=(n−1)l eiκl = φn+1|x=nl,
dφn

dx

∣∣∣
x=(n−1)l

eiκl =
dφn+1

dx

∣∣∣
x=nl

, |y| ≤ h. (12)

За рахунок пiдстановки кiнематичних умов спряження в загальнi розв’язки зна-
ходимо зв’язок акустичного поля всерединi n-ої камери зi змiщеннями її бiчних стiнок.
При цьому всi невiдомi коефiцiєнти виносяться за знаки сум, тобто вдається уникнути
роботи з нескiнченними системами. Остаточно спiввiдношення перiодичностi в суку-
пностi з вiдповiдною умовою динамiчної рiвноваги зводяться до однорiдної лiнiйної ал-
гебраїчної системи. Прирiвнюючи до нуля її визначник i розкриваючи його, одержуємо
дисперсiйне рiвняння вiдносно κ:

e2iκl − 2q eiκl + 1 = 0, (13)

q =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sin kgl cos ktl +
ρgcgh

ρtctd
sin ktl cos kgl −− γh

2ρtdl
ktl sin kgl sin ktl

sin kgl +
ρgcgh

ρtctd
sin ktl

(синфаз.);

cos ktl −
(

ηα
ρgh

ρtd
+

1

6

h

l

γ

ρtd

)
ktl sin ktl

1− η
κ

ρgh

ρtd
ktl sin ktl

(протифаз.)

У випадку протифазного руху до коефiцiєнта q входять числовi ряди

ηα = −2

(
2

π

)4 ∞∑
s=0

1

αsl sin αsl

1

(2s + 1)4
; η

κ
= −2

(
2

π

)4 ∞∑
s=0

cos αsl

αsl sin αsl

1

(2s + 1)4
.
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ДОВГОХВИЛЬОВА АСИМПТОТИКА

Рiвняння (13) має дiйсний розв’язок κ = arccos q/l > 0 при |q| < 1. На щастя,
у цiкавому для нас довгохвильовому наближеннi для обох розглянутих випадкiв спра-
ведливо 0 < q < 1, що вiдповiдає можливостi поширення в системi гармонiчної хвилi
з шуканою фазовою швидкiстю c. Враховуючи асимпотики вiдповiдних функцiй при
малих аргументах, в наближеннi ω → 0 (kgl, ktl → 0), одержимо

cсинфаз. ≈
√√√√√ ρtd c2

t + ρgh c2
g

ρtd + ρgh +
h

l
γ

, , cпротифаз. ≈
√√√√ ρtd c2

t

ρtd + 2(ηα − ηκ)ρgh +
h

3l
γ

. (14)

Зауважимо, що при цьому ηα ≈ 0.105, ηκ ≈ 0.0091 (ηα > ηκ).
Найважливiший висновок з формули (14) полягає в тому, що при антисиметри-

чних рухах системи об’ємна пружнiсть акустичного наповнення камер “не задiяна” у
формуваннi фазової швидкостi результуючої хвилi. Це вiдбувається за рахунок пере-
тiкання середовища всерединi камери, що створює ефект, вiдомий з гiдроакустики як
акустичне коротке замикання у ближньому полi [9]. При синазних рухах i пружна й аку-
стична компоненти виявляються “рiвноправними”, що практично вiдповiдає ефективнiй
об’ємнiй хвилi Райса для легень [10].

Зауважимо, що внаслiдок рiзного розподiлу полiв змiщень в системi значення
приєднаних мас перегородок i акустичного заповнення в обох випадках вiдрiзняються,
однак на практицi цi вiдмiнностi значною мiрою нiвелюватимуться. Для легеневої тка-
нини масою газової фази можна знехтувати. Що ж до поперечних стiнок, то, швидше
за все, для нерегулярної структури паренхiми їхнiй внесок в загальну iнерцiйнiсть стру-
ктури буде не таким помiтним. Це дозволяє стверджувати, що cсинфаз. > cпротифаз.. При
виборi фiзичних i геометричних параметрiв, близьких до максимально заповнених по-
вiтрям легень людини [3], одержуємо оцiнки cпротифаз. ≈ 16.4 м/с i cсинфаз. ≈ 62.3 м/с,
якi в цiлому узгоджуються з експериментальними данимиЁ [2] i [10] вiдповiдно.

ВИСНОВКИ

За допомогою методу Флоке знайдено параметри хвилi, яка може поширюва-
тись в акустопружнiй системi двох перiодично пiдкрiплених жорсткими поперечними
перегородками паралельних пружних стержнiв. При цьому вважалося, що обмеженi
стержнями й сусiднiми перегородками об’єми заповненi акустичним середовищем.

Показано, що для антисиметричної моди коливань об’єми заповнених газом ка-
мер не змiнюються i внутрiшнє акустичне середовище виступає в ролi приєднаної маси.
Як наслiдок, у цьому випадку ефективна пружнiсть системи i вiдповiдна швидкiсть
поширення хвилi виявилися значно нижчою, нiж при синфазних (симетричних) коли-
ваннях стержнiв. Таким чином, у двох розглянутих випадках перiодична структура
може пiдтримувати поширення двох незалежних гармонiчних хвиль. Поведiнка моде-
лi вказує на принципову можливiсть формування у певних типах пористих середовищ
хвиль з рiзними фазовими швидкостями, в залежностi вiд типу збудження коливань.
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Цей механiзм дає ймовiрне тлумачення експериментальних результатiв з визна-
чення швидкостi звуку в паренхiмi легень. Ймовiрно, що при прозвучуваннi паренхiми
або її механiчному збудженнi через зовнiшнi тканини грудної клiтки площа поверхнi
легенi, на яку падає сигнал-збудник, виявляється достатньою для того, щоб iнiцiювати
“симетричну” хвилю Райса з iнтенсивним об’ємним деформуванням альвеолярного га-
зу. Натомiсть, при безпосередньому локальному ударному навантаженнi бiчної поверхнi
плеври у паренхiмi переважають “антисиметричнi” еквiволюмiнальнi коливання альве-
ол, при яких задiяна лише пружнiсть їхнiх стiнок. Тому вiдповiдна фазова швидкiсть
завжди буде нижчою, нiж для хвилi Райса.
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