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An approximate formulation for the problem in terms of the amplitudes of the main electromechanical 
field variables is produced by applying the monoharmonic (single-frequency) approach along with the 
concept of complex moduli to characterize the cyclic properties of the material. Accuracy of the 
approximate approach is estimated for the particular case of the monoharmonic mechanical and electric 
excitation of the three-layer beam. It is achieved through the comparison of the results computed for the 
transient response of the beam using the complete model with those found using the approximate model. 
Limitations on the approximate monoharmonic method application are specified. The effect of the 
physically nonlinear behaviour of the passive layer on the beam response is analysed.  
 
����� 

�������	 
��
�� �� ����’������ 
������� ��������� ����������� �����������
 
����������	 � �
 ��������� 
������ � ������������ ������� ��������� ��������. �
��� 
���	�������� �� ��
������ �������� ���������
 �������
 ��������� � ����������� � ��-
��� ���������� ��!����� ���������� "��
�� �
 ������� �� ���
������ ����� �����"��
 #�-
�����
 
����. $������ ���
������� 
’������������� ���������/������� 
���������� ����-
�� ����� ����������� ����� ���� 
����������� ������������� ��� �������� �������� � ��-
����������
 
��������
 � ����������
 �������
. %���������� � ����������� ��������� � 

’�������������
 ���������� ��!��� ���������� ��������� ������� ������� � ������� 
��������� ����������� ������ � 
���������� �������� ����������
 
����������. � ���� 
�����, ������	 � ����������� ��
��!���-��#��������	 ���� �������� �� ������� �����-
����� ���
�������� �������, ���	 ��!� 
��������� �� ����������, ��� ���� ��������� � 
���� ���������� ��’����. 

&� ��	 �������� �
���������� ��!� ������ �����. '������ 
�������� ��!�� ���	�� 
������� � ������
 [1,2]. *� 
������, ��������� "���� ���!������ 
��!���� ��� 
�’����
��!���� [3,4]. &���� � �����
 ��
����
, ������� 
�� �������� ����������
 ����-
���� ���������
 ��������� ��� 
�� ��������� ������
 
������
 � �����������
 ������-
��
, ����
���� ���
������� �������"� ��
��!�� ������� ��������� � ����������� ����-
��	�����. &�� ����� 
���� ������������ ������� ������� ������	��
 ������� � ��������	-
�� ���������� � ������� ������
 ������ ��"������ ����, �������� � ��
���� ���������-
����
 
������� 
�� ������������ �������!����. 

&���� ��� ���������� ��
���� ������������ �������!���� ���� ��������� �����-
!��� �������� ����’������ ����� ���������
����� ��� ������ �����������
 �������� [5,6]. 
&�� ����� ���������������� ��	 #���, +� ��� �������� ���������
 ���������� 
���� ��-
����� 
���
������ ���
� � ������� �������������� ����������	 ��!�� �� ������� �����"-
����� ����!����. 0������� �������������� �����!���� 7���������� �� ������������ 
����#��������� ������ ������������� ������������ � �����
��� ���
������
 ������� [5,6]. 

� ����	 ������ ��’����� ���������
������ 
�������� "�������� �����, ��� ������� 
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��!�� 
’���������� "��� � #������ ������	�� ���������� 
������ "���, ������!������ � 

����	 � �����!���	 ������������	 
��������� 
�� ������������ ��
�������� ��� �����-
������� �������!����. 8������������ �������� ������ 
�� ����"��� ��������� "������� 
�
����� ���"������ �����, �������	 "�� ���� �����������	 � ������������ �
����, � ���-
��"�� – � 
’�����������. 9�����!������ ����������� �
���� #������� � ������������ ��-
����	�����	 �� ������� �����������, ������������ �������� � ��!� ������������� �����!�-
���� 
��
���. 

 
���������� ������ 

8������������ ����"��� ��������� "������� �
����� ���"������ �����, �������	 
"�� ���� �����������	 � ������������ �
���� :0�-6, � �����"�� – � 
’����������� ;<�-
19. <��+��� "���� �����. > ������� ��������� 
��������� ��������� ������� ��������� 
Oxyz  ����� �����, +�� ���� ������ �
��
����� � ����� �����, ���+���� ���������� ���-
��
�������� �����! ��� �������, � "����� – �����! ��� �
�����. ?���������� 
�������� 
�����: ���!��� – L  , ���+��� – sH , "����� – yb . <��+��� �������������
 "���� ih , 

ni ,...,2,1� . B��������� 
��������� zi�  ��������� �� �������������
 
����
��
 

’����������
 "����. 

&���� 
��������� ������, ��������� � ������������� ������ C������-&������ ��� 
�
������ ��
��!��� 
�������� ��������� ���������� 
�������� "���, �������� �
����� � 
[7,8]. ���� 7���������� �� �����
��� ������"��
 
��������� �����. &�� ����� 
��	�����-
�� 
��
�+���� 
�� ����������� ��#�������. 0����� ������� �������� ������ ?��� ��� 

��!��
 ��������
 ��#�������, ����� ����� ��
� &�������-8�	�� � ������ 
��������� 
�������������, ��������� ��������, �������	�� �������� ��� ������"��
 ������
 ������
-
���� � ������������� ���������, � ����! 
�������� ����� ��� ������"��
 
��������� ���-
��. &’������������ "��� ���!������ 
��!���� �������������� ������
����. 

;� ������������� 
��������� �������� �� ������ �
�������"��� ���������
����� 
��� �����������
 ��������� � 
��
�+���� �
������������ ����������
 ��
���� '��
��#�-
F���, �����������
 �� ��
���� ���������
����� � 
������� ��
��!����� ����� [7,8]. ���� 
����! ������� �������� ��
� �����������
 �������� � ���
������ �������� � 
�������� 
�����. 

&��������� ������ � �������������� �����!���� ��������� � [5]. '������ ������-
�� �� ���. ������������ �����
��� ���
������
 ������� 
�������� �� �����������
 ���-
���� ��� 
’����������
 "���� � ������� 

 

� �

� � ,~~~~~~~~
,~~~~~,~~~~~
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�� ����������� ���������� 
��������� ��� ��
������
 � ����������
 ������� [9]. G����� 
����
� 
�������� ���
������ ��������. 

������������ ����������
 ��
���� '��
��#�-F���, �����������
 �� ��
���� �����-
����
����� � 
������� ��
��!����� �����, 
�������� �� �����
��
 �����������
 �
��-
�����"��� ��� ��!���� 
’������������ "��� 
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 ,~~~~~,~~~~~ 33313111 z
s

xzzxx DBHpEDHpC 	
�
� ���  (1) 
�� ������ ��� ���
������
 ������� �������� � [5], � ���#������ p, �������� 1 
�� �
��
�-
����� ������� 
�
�������� 
���������� ��������� � �������� ��
������ ��� Oz  � �������� 
–1 � 
������!���� ��
����. 

'�������	 ������� ������ �������������� �����!���� (�� ������� ��� 
����� 
��-
������� �������������� ������) �� �������� ������!����� ����������� ������	�� 
������-
���. <��� ��� ���������������� ����������� ����	��	 ������� ������, � "��
�� 
�������-
��� � 
����� ����’����� ������!������ ��!� ������������� �����!����� �������������� 
�������� ������. 

�������������� ���
������ 
��������� ��� 
�����+��� u~ , v~ , w~ , ��#������� 
xx�~ ; ��#������� � �������� ��� ����� �~  � �~ , "��
�� ������������ �
�������"���� � (1) 


� ���+��� ��!���� �������� "��� �������� � ����������� ������� �������� #������ 
�
�������"���� � ���
������	 #���� 
 ExEx MDKMNKCN ~~~~~~,~~~~~~

1111 
	�
	� ���� . (2) 

������ ��� ���#�������� )(
1

~ sC , )(
1

~ sK  � )(
1

~ sD  ��� 
������
 � �������
 "���� �������� � [5]. 
J��� �� "������� ����� ���!������ ����
����, ���� ������ ������� �������� ��-

�� � ��"��� ��
����. 8������� �����!���� 
��������� ������ ��� ����� � ����������� 
������� ��������� ������� 
 � �,~~~,~,0~,~,~,~,~,~ 2

ESxxxx MMQwhQQMw 	��	�
� �
��  (3) 

�� � �2
1111

~~~~~ KDCCQS 
� , ,
1

1� �
	


�
s

z

z
js dzH

j

j

��  3,2,1�j . 

&��������� ����������� �������� ���
������
 ��������
 ����. 8������������ ��� 
��
� �������!���� �� �����. $����� � 
��"�� � ��
 (��
�������) ����� �������!������ 
��������� �� �����
 Lx ,0� , ��� ���������� �� ����������� ������� � ���� 

tMM 
sin0� , �� 0M  – ��
������ � 
  – ������� �����"����� �������!����. 9����	 ��
 
�������!���� (����������	) ��������� �� ���������� �� ����������� ������� � ���� ���-
���� ����������
 
���������� �� ��������
 
’�������������
 "����: tVV ss 
sin)(

0
)( � , �� 

)(
0

sV  – ��
������ ����������
 ��
��!��� �� s-��� "���. 
?������� ����� ��� ��
���� ��
�������� �������!���� ����� ������ 

 LxtMMw ,0;sin,0 0 ��� 
 , (4) 
� ��� ������������ �������!���� 
 LxMw ,0;0,0 ���  (5) 

�� ����� ����!���� 
���������� � ������� �� ��
������ ���������� ����������
 ��-
������ EM . 

���
������ (7) � (8) �������� ����� � ���
�������� ������� ����� #���� 
 LxMMw ,0
��~~,0~ 0 ��� ; (6) 
 LxMw ,0
��0~,0~ ��� . (7) 

9������ (6) � (7) �� ������� (3), ��������� �����!��� 
��������� ������. 
J����� 
��������� ������ � 
����, � �����!��� – ������� ������	�� 	 ����’�������� 

��������. 0������� ����’������ �������� ��������� � ������
 [7,8] � [5] ���
������. 
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����������� ���	����� 

M�����-��
������ ����������� ����������, �����������
 � ����	 ������ �� �������� 
�������
 "���� � 
�������� "��� (:0�-6), 
�� �����
����
 � �����
 
����� 
��������� 
������� �����
����: 

;<�-19: �� 7300 ��/�3, Dc11 = 1,12·105 M&a, Dc12 = 0,64·105 M&a, Dc13 = 0,5·105 M&a, 
Dc33= 1,25·105 M&a, 31h = –5,0·108 �/�, 33h = 1,8·109 M&a, s

33� = 1,33·108 �/M; 
:0�-6: �� 2692,65 ��/�3, E = 0,816·105 M&a, � = 0,34, D0 = 104 c–1, n = 2,06, 

1m = 0,182 M&a–1, 2m = 3,7 M&a–1, 0K = 323,6 M&a, 1K = 647,4 M&a, 1D = 80 M&a. 
&�� �����
����
 ���!�����, +� 
’����������� ���!�� ���������� 
��!�� 
�����-

���, ���� � �����
 �����!���� 
��������� ������ ������ ����
������ ���������� �����-
�� �������, ��������� ��+�, � ������ ����� – ������� ����: 

 
.0",';0",';0",'

;0",';0",';0",';0",'

333333333333313131

333333131313121212111111

������

��������
sss

DDDDDDDDDDDD

hhhhhh

cccccccccccc

���
  

'��
������ ������ ������������ �
����, ��������� ��� ��������� ������ 1–100 ?�, 
����� � ������ [5]. 8����
���� 
�������, +� ���
������ ������ ������������ ������ ��-
��!����� ��� �������. 

 
�	�������� ����������� 

8����
���� 
���������� ��� ��������� ������ 
�� ����"��� ��������� "������� 
�����
����� ���"������ �����, ��� ����������� � ������������ ������������ � ���
 

’����������
 "����. <��+��� 
’����������
 "���� ���������� 31 hh � , 
���� ���+��� 
����� 321 hhhHh s 		�� , �� 2h  – ���+��� ������������ "���. 9��!��� ����� �L 2 �, 
���+��� �h 0,6�10–1 �, "����� ����� �yb  0,3�10–1 �, ���+��� "���� �� 31 hh  0,2�10–2 �, 

�2h  0,56�10–1 �. 
����������, +� ��� ��
�������� ��������� ��������� ��������� 
������ ��������� 

��
��!���� ��#��������� 
������� 
��"�� ������ 
������ � ��� ��
��������, � ��� ����-
�������� �������!��� �������, 
��������� �� �����
 �����, � ������� ����������
 
���-
�������, ��� 
�������� �� ��������� 
’���"����, �� 
��������	 ������ ���������� �� ���-
�������� �������, ������������ ����	��� #������� ���, +�� ������ ��
������ �����-
��!���� ���������� �� 50 ������ ��������. > ����	 �
���� �����
�������� ������������� 

������� ����� �������� �������������� ���. 

<�
��� ������� ����� 
������ � ��
������ ��
��!���� � ����� � ( x = 1 �, z = –
0,28·10–1 �) ��� 0M = 7 �R 
�� ������� f = 10 ?� 
������� �� ���. 1 � 2 ���
������. &���-
������ ���������� ����!����� ��� 
����
 � ��
��!��
 ��#������	 � ����� � � ����������-
�� ������, ���	 ���������� � ��������� 
’������������ "���, �� ��� ��
��������, ��� � ��� 
������������ ����!����. &�� ����������	 �
��� �������!���� � ��������
 �����
 ��� 
����� ��
������ � ���������� �������!���� ��������� �������������� � ���� ���������, 
+� ���� �����
������ �������� 
������ � ����� �������� �������
 ��
������
 � �������-
���
  �������. <��� ���� ���#��� 
����������� ������ ��� ��
���� ��
�������� ����!��-
��. 
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:�
�������-�������� 
������������� 
������, ��
��!����, ��
��!��� ��#������� 
� ����� � � ������ � 
’���"��� 
����������� �� ���. 3–6 ���
������ ��� ��������
 ������� 

�������� �������!���� 0M . ����������� ��
������, �������� 
�� ����’������ ������ � 

����	 �������������	 
���������, 
������� ���������. ������������� ����� �����!���� 
�����������. :��������� ������� �
������������� � ��� 
���������
 ���
������ ��
����� 
�������
 ��
������
 
������������. 

8��������� ������!���� ������������� ������ �������������� �����!���� ��� 
"������� ��������� ������� 
�������� �������!���� 
�������, +� �����!��� ������ ��-
��� �
���� 
�������� ����� � ��
 ��
����
, ����, �
��� ������������ ������	����� ����	. 

S�������������� ��
�������� � ������������ ����!��� � ������� ��� ������������ 
������ ��������� ������� ��
������ ����!�����
 �������� "��
�� 
����� ���������� 
���������� � ���� ������� ����������
 
����������, +� 
�������� �� ��������� 

’���"����. J������� ����!����� 00 ~ MV  ��������� ����	��� ������ � ������� ��
��!��-
�� ��#���������, �� �������������� �����!��� ������ ��!�� 
����� ���	�� ���
������ 
���
#���� �������� ��
������ ������������ ��
��!���� � ���� #��, ���	 �����
���� 

�������� 
���� ������� ��������. 

<���� �����, ����� ���������������� �����!���� �������� 
���!��� � ����	-
��� �
������ ���������� ��
����� ����"���
 �������� ���������
������
 ������ 
�� 
��
�������� ��� ������������ �������!���� ������ ��� �������
 ������ ����!����. > ��-

���� ������ �
���� ������������ ������	����� ����� �������� ���������� ���������� � 
������� ��������. ��� � ��������	�� �#�������� � ����� ���� ������ ��"������ ���� 

�� 
���"�	 ��� ��!������� 
������� �������� �����
�����. 
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