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В доповiдi на прикладi елементарної задачi про планарнi коливання п’єзокерамiчного стерж-
ня, який має розрiзи поверхневих електродiв, та до якого застосовується рiзне за знаком фази
електричне збудження, встановлено умови, за яких iнтенсивнiсть першого основного резонансу
є мiнiмальною, а максимальне значення динамiчного КЕМЗ досягається на другiй резонанснiй
частотi. В експериментi з довгими (100×10×1 мм) прямокутними п’єзопластинами виявлено,
що роздiлення електродного покриття вузькими розрiзами на три майже рiвних частини при-
зводить до збiльшення iнтенсивностi другого резонансу принаймнi у п’ять разiв, при цьому
коливання на першiй резонанснiй частотi практично вiдсутнi.

ВСТУП

Досягнення оптимальних характеристик п’єзокерамiчних перетворювачiв на ре-
зонансних коливаннях є важливою задачею в багатьох пристроях сучасної ультразву-
кової технiки, таких як актуатори та сенсори рiзноманiтного технiчного призначення.
Наприклад, коли для п’єзоперетворювача заданої геометричної форми i розмiрiв за тех-
нiчними вимогами слiд проводити збудження коливань на вищих частотах певного резо-
нансного спектру, виявляється, що очiкуваний рiвень енергоперетворення п’єзоелемента
з суцiльним електродним покриттям граней є незадовiльно низьким. Також неможливо
здiйснювати пригнiчення тих чи iнших небажаних частот даного спектру. Вирiшення
подiбних задач досягається за рахунок керованого пiдводу електричного навантаження
до електродного покриття п’єзоелемента шляхом роздiлення його на окремi частини
або вузькими дiелектричними прошарками, або ж неелектродованими скiнченими дi-
лянками поверхнi. При цьому, окремi частини електродного покриття навантажуються
зовнiшнiм електричним полем у протифазi до iнших, або ж не навантажуються взагалi.
Такi неоднорiднi електричнi граничнi умови на поверхнi п’єзокерамiчного тiла вiдобра-
жаються на змiнi характеристик напружено-деформiвного стану всерединi його об’єму.
Тому практично важливими є повнi данi про перемiщення, напруження, електричне змi-
щення, струм, тощо, оскiльки на їх основi проводитися визначення динамiчних КЕМЗ
на вибранiй резонанснiй частотi.
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Рис. 1. Схема пiдводу електричного поля для протифазного збудження коливань
стержня з розрiзними електродами

Як приклад ми розглядаємо елементарну задачу про поздовжнi коливання п’єзо-
керамiчного стержня, маючи на метi знайти таку конфiгурацiю поверхневих електродiв,
при якiй неможливим стає збудження коливань на першiй резонанснiй частотi.

1 ПОЗДОВЖНI КОЛИВАННЯ П’ЄОКЕРАМIЧНОГО СТЕРЖНЯ З РО-
ЗРIЗНИМИ ЕЛЕКТРОДАМИ

П’єзокерамiчний стержень має довжину 2l i поперечний перерiз 2b× 2h, (b << l,
h << l). Електродованi бiчнi поверхнi z = ±h роздiленi симетричними вiдносно пло-
щини x = 0 достатньо вузькими дiелектричними розрiзами в точках x = ±a. Стержень
має поперечну поляризацiю по товщинi z. Коливання збуджуються гармонiчною рiз-
ницею потенцiалiв ψ+ − ψ− = 2V0e

iωt, пiдведеною до електродiв в областi 1 , та проти-
лежною за фазою рiзницею потенцiалiв ψ+ − ψ− = −2V0e

iωt в областях 2 та 3 , як це
показано на рис. 1. Пiд дiєю такого розподiленого електричного навантаження, згiдно з
розв’язками елементарних задач електропружностi для прямокутника [1], в стержнi ре-
алiзується стан однорiдної планарної деформацiї. Згiдно з гiпотезою плоских перерiзiв,
частинки стержня взагалi здiйснюватимуть одновiсний коливальний рух. Тому вектор
перемiщень матиме лише одну ненульову компоненту u = {ux(x, t), 0, 0}. Тодi рiвнян-
ня п’єзоефекту, спiввiдношення Кошi, рiвняння вимушеної електростатики та рiвняння
динамiки Ньютона в даному випадку мають такий простий вигляд:

εx = sE
11σx + d31Ez, Dz = εT33Ez + d31σx,

εx =
∂ux

∂x
,

∂Dz

∂z
= 0, Ez = −∂ψ

∂z
,

∂σx

∂x
= ρ

∂2ux

∂t2
. (1)

Тут позначено: sE
11 – пружна податливiсть, d31 – п’зомодуль, εT33 – дiелектрична проник-

ливiсть та ρ – густина п’єзокерамiки.
Механiчнi граничнi умови на кiнцях стержня, а також умови неперервностi пе-

ремiщень i напружень на границях роздiлу областей формулюються так:

σx|x=±l = 0, (2)

σ(1)
x = σ(2)

x , u(1)
x = u(2)

x , при x = a,

σ(1)
x = σ(3)

x , u(1)
x = u(3)

x , при x = −a. (3)
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Протифазнiсть пiдведеної рiзницi потенцiалiв на розрiзних електродах в областях |x| <
a та a < |x| < l призводить до вiдмiнностi компонентiв напруженостi електричного
поля. Враховуючи друге рiвняння вимушеної електростатики (1), маємо

E(1)
z = E0e

iωt, при |x| < a,

E(2)
z = E(3)

z = −E0e
iωt, при a < |x| < l, E0 = −V0

h
. (4)

У вiдповiдностi з механiчними (2), (3) та електричними (4) граничними умовами для
i-ї (i = 1, 2, 3) областi стержня його перемiщення ux(x, t) знаходяться iз звичайного
хвильового рiвняння. Для гармонiчних коливань з частотою ω в кожнiй з областей
покладемо u(i)

x (x, t) = û(i)(x)eiωt, ε(i)
x (x, t) = ε̂(i)(x)eiωt, σ(i)

x (x, t) = σ̂(i)(x)eiωt, D(i)
z (x, t) =

D̂(i)
z (x)eiωt. Амплiтуди перемiщень, осьових деформацiй i напружень, враховуючи (4),

запишуться наступним чином

û(i) = Ai cos λx+Bi sinλx, i = 1, 2, 3, λ =
ω

c
,

ε̂(i) = λ (−Ai sin λx+Bi cosλx) ,

σ̂(i) =
1

sE
11

(
ε̂(i) ∓ d31E0

)
=

1

sE
11

(−λAi sinλx+ λBi cosλx∓ d31E0) . (5)

Тут верхнiй знак вiдповiдає областi |x| < a, нижнiй – iншим двом областям a < |x| < l.
Внаслiдок симетричностi задачi ux(x, t) = −ux(−x, t), тому амплiтуда перемi-

щень при x = 0 дорiвнює нулю. Звiдси випливає, що у розв’язках (5) слiд покласти
A1 = 0, A3 = −A2, B3 = B2. Сталi iнтегрування B1, A2 та B2 знаходяться з граничних
умов (2) та перших двох умов неперервностi (3) у виглядi

B1 = −1 − 2 cosλ (l − a)

λ cosλl
d31E0, A2 =

sinλ (l + a) − sinλ (l − a)

λ cosλl
d31E0

B2 =
cos λ (l − a) − cosλ (l + a) − 1

λ cosλl
d31E0. (6)

2 ПРИГНIЧЕННЯ ОСНОВНОГО РЕЗОНАНСУ ПОЗДОВЖНIХ КОЛИ-
ВАНЬ СТЕРЖНЯ

Як i у випадку стержня з суцiльними електродами, резонанснi частоти визнача-
ються рiвнянням cosλl = 0, тобто хвильовими числами (λl)p

n = (2n+ 1)π/2, n = 0, 1, 2...
Проте при визначеннi антирезонансних частот слiд враховувати розв’язок (5),

отриманий за умов протифазного збудження коливань (4). Iдентифiкуючи струм у колi
генератора коливань зi струмом змiщення на електродованих поверхнях стержня, для
вiдшукання рiвняння антирезонансних частот використаємо вiдому умову [1]

I = − ∂

∂t

∫∫
S+

(n · D)ds = 0, (7)

де S+ – площа електродованої поверхнi стержня, навантажена однойменним потенцiа-
лом ψ+, що включає три рiзнi частиннi областi, i на якiй нормальна складова компо-
ненти вектора електричної iндукцiї Dz = (n · D) зазнає змiни при переходi вiд однiєї
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областi до iншої. Так, для областi 1 амплiтуда D̂(1)
z визначається за формулою

D̂(1)
z = εT33E0 + d31σ̂

(1) = εT33
(
1 − k2

31

) (
E0 +

1

d31

k2
31

1 − k2
31

dû(1)

dx

)
, (8)

а в областi 2 дорiвнює

D̂(2)
z = εT33

(
1 − k2

31

) (
−E0 +

1

d31

k2
31

1 − k2
31

dû(2)

dx

)
. (9)

Пiдставляючи сюди формули для перемiщень û(1), û(2) з розв’язку (5) i обраховуючи
вiдповiднi виразам (8) та (9) iнтеграли (7), отримаємо

Î = Î1 + 2Î2 = 2ωV0C0

{(
3
a

l
− 2

)
+

k2
31

1 − k2
31

1

λl cosλl

[
(2 cosλl(l − a) − 1) sinλa+

+4 sinλa cosλl (cosλl − cos λa) + (4 sinλl sin λa− 2) (sinλl − sinλa)
]}
. (10)

Тут C0 = 2εT33(1− k2
31)(lb)/h – електростатична ємнiсть стержня до деформацiї. Прирiв-

нюючи вираз (10) до нуля, отримаємо рiвняння розрахунку антирезонансних частот

(
3
a

l
− 2

)
λl cos λl +

k2
31

1 − k2
31

[(2 cosλ (l − a) − 1) sinλa+

+4 sinλa cosλl (cos λl − cos λa) + (4 sinλl sin λa− 2) (sinλl − sinλa)] = 0. (11)

Очевидно, що коренi рiвняння (11) залежать вiд вiдносних розмiрiв дiлянок електрод-
ного покриття стержня. В тому випадку, коли вiдповiднi їм антирезонанснi часто-
ти ωA спiвпадають з частотами резонансу ωR, вiдповiдну нормальну моду коливань
п’єзоелемента неможливо збуджувати за допомогою електричного навантаження. Дiйс-
но, оскiльки за формулою Мезона [2]

k2
d =

ω2
A − ω2

R

ω2
A

=
(λl)2

A − (λl)2
R

(λl)2
A

, (12)

то, наприклад, для резонансної та антирезонансної частот основного резонансу, коли
(λl)A,1 = (λl)R,1, в рiвняннi (11) слiд покласти cos λl = 0, sinλl = 1. Тодi для визна-
чення шуканого положення розрiзу електродiв отримуємо звичайне тригонометричне
рiвняння

5 sinλa− 2 sin2 λa− 2 = 0, (13)

звiдки

sin λa =
1

2
,

a

l
=

1

3
. (14)

Отже, для пригнiчення коливань на частотi основного резонансу слiд подiлити елек-
тродне покриття на три рiвних частини.
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3 ЕФЕКТИВНIСТЬПЕРЕТВОРЕННЯЕНЕРГIЇ НАДРУГIЙ РЕЗОНАНС-
НIЙ ЧАСТОТI

Передбачуване пригнiчення коливань стержня на основному резонансi в прин-
ципi має вiдображатися на їх iнтенсивностi на вищих резонансних частотах. Щоб пе-
ревiрити це, слiд розглянути значення КЕМЗ за енергетичним критерiєм [1]

k2
d =

Up − Uk

Up

, (15)

де Up – повна внутрiшня енергiя п’єзоелемента з розiмкнутими електродами, а Uk – з
коротко замкненими електродами. Для коливань стержня з розрiзними електродами
вказанi енергiї слiд обраховувати у кожнiй з трьох областей окремо. Так, повна енергiя
i-тої частини стержня з розiмкнутими електродами розраховується за формулою

U (i)
p =

1

2

∫∫∫
Vi

(
σ̂(i)

p ε̂(i) + D̂(i)
z Ê(i)

p

)
dv (16)

причому величини Ê(i)
p визначаються з умови

∫∫
S+

i
D̂(i)

z ds = 0 на i-тiй частинi електро-
дованої поверхнi. Для i-тих частин стержня з коротко-замкненими електродами вико-
нуються умови ψ|S+

i
− ψ|S+

i
= 0, i тому

U
(i)
k =

1

2

∫∫∫
Vi

σ̂
(i)
k ε̂(i)dv (17)

Послiдовно використовуючи формули (8) i (9) для D̂(i)
z , обраховуємо Ê(i)

p , i на основi
розв’язку (5) i (6) визначаємо величини σ̂(i)

p , σ̂(i)
k та ε̂(i), що входять в iнтеграли (16) та

(17). В результатi, для внутрiшньої частини стержня |x| < a отримаємо

U (1)
p − U

(1)
k =

1

2

∫∫∫
V1

(
σ̂(1)

p − σ̂
(1)
k

)
ε̂(1)dv =

4hb

a

1

sE
11

k2
31

1 − k2
31

B2
1 sin2 λa, (18)

а для зовнiшнiх частин стержня a < |x| < l

U (2)
p − U

(2)
k =

1

2

∫∫∫
V2

(
σ̂(2)

p − σ̂
(2)
k

)
ε̂(2)dv =

2hb

l − a

1

sE
11

k2
31

1 − k2
31

[A2(cosλl − cosλa)+

+B2(sinλl − sin λa)]2 . (19)

Вирази для повної енергiї при коротко-замкнених електродах знаходяться аналогiчно

U
(1)
k =

2hb

a

1

sE
11

B2
1(λa)

[
(λa) +

1

2
sin 2λa

]
, |x| < a, (20)

U
(2)
k =

hb

a

1

sE
11

(λa)
[
(A2

2 +B2
2)λ(l − a) − (A2

2 −B2
2) sinλ(l − a) cosλ(l + a)−

−2A2B2 sinλ(l − a) sinλ(l + a)] , a < |x| < l, (21)
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Рис. 2. Схема експериментального стенду

Для другої резонансної частоти коливань, вiдповiдної (λl)R,2 = 3π/2, за формулами
(15)–(21) був проведений розрахунок нормованого значення динамiчного КЕМЗ k2

d/k
2
31

в залежностi вiд подiлу електродного покриття розрiзами x = ±a. Максимальне зна-
чення k2

d/k
2
31 = 0.514 досягається при a/l = 1/3, тобто — у тому самому випадку подiлу

електродного покриття на три рiвних частини, при якому пригнiчується основна резо-
нансна мода коливань. Для порiвняння, значення того ж КЕМЗ для стержня з суцiль-
ним електродним покриттям є k2

d/k
2
31 = 0.099, тобто ефективнiсть енергоперетворення

пiдвищується бiльш нiж у 5 разiв.

4 РЕЗУЛЬТАТИ ЕКСПЕРИМЕНТУ

Були проведенi експерименти для тонкої довгої п’єзокерамiчної пластини з цир-
конату титанату свинцю (ЦТС-19, [1]), що мала розмiри 100×10×1 мм. Розрiзи поверх-
невих електродiв були виконанi на вiдстанi 34 мм вiд країв пластини. Схема експеримен-
тального стенду наведена на рис. 2. Для реалiзацiї випадку протифазного збудження,
застосовувалася схема пiдключення, показана на рис. 1, а для реалiзацiї випадку од-
норiдного електричного навантаження (стержень з суцiльними електродами) всi три
дiлянки пiдключалися синфазно. В обох випадках амплiтуда вхiдної рiзницi електрич-
них потенцiалiв не перевищувала 1 В, а величина активного опору не була бiльшою за
100 Ом. Нами було встановлено значення основної резонансної частоти на рiвнi 18.100
Гц, при цьому рiзниця мiж частотами резонансу та антирезонансу Δf при синфазному
пiдключеннi становила близько 900 Гц при iнтенсивностi струму 10 мА, а при про-
тифазному пiдключеннi значення Δf не перевищувало 9 Гц при амплiтудi струму не
бiльшiй за 0.01 мА, тобто з рiзницею в 100 разiв. Отже, передбачуване пригнiчення
основного поздовжнього резонансу повнiстю пiдтвердилося експериментально з цiлком
задовiльною точнiстю.
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