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Розв’язано лiнiйну задачу про гармонiчнi коливання навантаженого плоским круговим

штампом (вiбратором або сенсором) в’язко-пружного шару бiотканини. Встановлено, що у

розглянутому дiапазонi частот система демонструє резонансну поведiнку. Для малих штампiв

активна i реактивна частини iмпедансу мають один порядок. При зростаннi радiуса штампа

вiдносна доля активної частини iмпедансу зменшується. Показано, що реактивнi частини iмпе-

дансу при гладкому контактi та прилипаннi мають близькi значення. Водночас, при повному

прилипаннi штампа активна частина iмпедансу шару зростає з частотою значно швидше. Для

вiдносно малих вiбраторiв i сенсорiв величина iмпедансу поверхнi пiддатливого шару значно

менша за значення, яке дається стержньовим наближенням для цилiндра. Для пристроїв з ра-

дiусом контактної зони, який перевищує товщину шару, iмпеданс поверхнi зростає у порiвняннi

зi стержньовим наближенням.

ВСТУП

Вiдомо, що присутнiсть контактного сенсора на пiддатливiй поверхнi може стати
причиною iстотного спотворення вiброакустичного поля в околi точки прийому [1, 2].
Тому вивчення особливостей динамiчної взаємодiї поверхнi грудної клiтки з пристроями
рiзного призначення є важливим для розвитку методик електронної реєстрацiї звукiв
життєдiяльностi органiзму [1,3] i акустичних систем активного контролю стану бронхо-
легеневого тракту [4]. На жаль, незважаючи на значну кiлькiсть експериментальних i
теоретичних робiт, присвячених цiй проблемi, на сьогоднiшнiй день не iснує чiткого i
однозначного уявлення про основнi риси формування iмпедансних властивостей поверх-
нi тiла людини. Попереднi модельнi дослiдження (див. роботу [6] i огляд лiтератури у
нiй) дозволили обгрунтувати твердження про те, що для вiдносно легких сенсорiв пове-
дiнка м’яких поверхневих бiотканин тiла людини залишається лiнiйною, а геометричнi
та фiзичнi параметри системи не змiнюються. Окрiм того, показано, що спрощений
пiдхiд, який дозволяє обчислити механiчний iмпеданс зони контакту в стержньовому
наближеннi (при нехтуваннi поперечними хвилями), виявляється недостатнiм. При цьо-
му суттєвим є урахування наявностi вiльної поверхнi за краєм сенсора або вiбратора,
що контактує з тiлом.

У роботi [6] моделювалась поведiнка в’язко-пружного шару бiотканини при гар-
монiчному навантаженнi круговим гладким штампом. Тут дослiджується ще один ва-
жливий випадок граничних умов – повне прилипання штампа до пiддатливої поверхнi i
проводиться порiвняльний аналiз обчислених динамiчних характеристик при гладкому
контактi та повному прилипаннi.
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Рис. 1. Схема в’язко-пружного шару, навантаженого штампом

1 ПОСТАНОВКА I МЕТОДИКА РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧI

Розглянемо задачу про коливання в’язко-пружного шару 0≤r<∞, 0≤z≤h при
навантаженнi його абсолютно жорстким штампом радiусу a за умови повного прилипа-
ння (зчеплення). Вважатимемо, що на торцi штампа z =h заданi гармонiчнi нормальнi
змiщення uz(r, h)=u0e

iωt, ω=2πf (рис. 1). Будемо дослiджувати закономiрностi пове-
дiнки механiчного iмпедансу поверхнi пiд штампом

Z =
2π

iωu0

a
∫

0

σzrdr при z = h (1)

як функцiї частоти i геометричних параметрiв системи (σz – осьовi нормальнi напруже-
ння у шарi). Тому, аналогiчно до [6], знак показника комплексної експоненти вибрано
таким, щоб у ImZ знак “−” вiдповiдав iмпедансу типу пружностi, а “+” – iмпедансу
типу маси.

Динамiчнi деформацiї матерiалу шару описуються рiвнянням Ламе, яке для гар-
монiчного випадку має вигляд

c2

1
grad divu− c2

2
rot rotu = ω2

u c2

1
= 2

1− ν

1− 2ν

G

ρ
, c2

2
=

G

ρ
(2)

(експоненцiйний часовий множник eiωt опущено). Тут u = {ur, uz} – вектор амплiтуд
змiщень; c1, c2 – комплекснi швидкостi поздовжнiх та поперечних хвиль у матерiалi
вiдповiдно; ρ – густина матерiалу цилiндра; G – комплексний модуль зсуву для в’язко-
пружного матерiалу; ν – коефiцiєнт Пуассона.

Сформулюємо граничнi умови при z =h. Пiд штампом заданi осьовi й радiальнi
змiщення (останнi при повному прилипаннi будуть нульовими):

uz = u0, ur = 0 при z = h, 0 ≤ r ≤ a, (3)

а на поверхнi за межами контакту вiдсутнi нормальнi й дотичнi напруження:

σz = τrz = 0 при z = h, r ≥ a. (4)
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Нехай шар лежить на абсолютно жорсткiй гладкiй основi:

uz = 0, τrz = 0 при z = 0, 0 ≤ r < ∞. (5)

Напруження σz i τrz виражаються через компоненти змiщень вiдповiдно до закону Гука.
Змiшану задачу динамiчної теорiї пружностi (2) – (4) розв’язуватимемо за допо-

могою методики, запропонованої у попереднiй роботi [6]. Для цього компоненти змiщень
i механiчних напружень у шарi представимо у виглядi iнтегралiв Ханкеля [6]:

ur(r, z)

u0

=

∞
∫

0

U(λ, z)J1(λr)λdλ,
uz(r, z)

u0

=

∞
∫

0

W (λ, z)J0(λr)λdλ, (6)

σz(r, z)

2G
=

∞
∫

0

S(λ, z)J0(λr)λdλ,
τrz(r, z)

2G
=

∞
∫

0

T (λ, z)J1(λr)λdλ. (7)

Використання закону Гука дозволяє зв’язати образи напружень i змiщень:

2S(λ, z) = (κ− 2)λU + κ
dW

dz
, 2T (λ, z) =

dU

dz
− λW, κ =

c2

1

c2
2

= 2
1− ν

1− 2ν
> 1. (8)

Вiдомо, що вирази (6) будуть розв’язками динамiчного векторного рiвняння Ла-
ме (2), якщо [6]

U(λ, z) = κλA(λ)ch p1z − p2B(λ)ch p2z,

W (λ, z) = −κp1A(λ)ch p1z + λB(λ)ch p2z.
(9)

Тут A(λ) i B(λ) – деякi невiдомi функцiї параметра перетворення Ханкеля; p1,2 =

p1,2(λ, ω)=
√

λ2−ω2/c2
1,2.

Застосування спiввiдношень (8), (9) дає лiнiйний зв’язок мiж образами змiщень
i напружень на поверхнi шару z =h:
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1
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}

,
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1

∆(λ, ω)
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[(
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c2
2

)

cth p1h−p1p2cth p2h
]

+S(λ, h)
1

2

ω2

c2
2
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}

.

(10)

Тут введене позначення для визначника Релея –Лемба:

∆(λ, ω) =
(

λ2 −
1

2

ω2

c2
2

)

2

cth p1h− λ2p1p2cth p2h.

Запишемо нормальнi й дотичнi напруження пiд штампом у виглядi деякої невi-
домої неперервної функцiї радiальної координати. Це дозволяє формально поширити
граничнi умови для напружень всю поверхню шару:

σz(r, h) =











σ(r), 0 ≤ r ≤ a,

0, a < r < ∞,
τrz(r, h) =











τ (r), 0 ≤ r ≤ a,

0, a < r < ∞.
(11)
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Невiдомi функцiї σ(r), τ (r) можна розкласти у ряди Фур’є –Дiнi за вiдповiдними
повними i ортогональними на промiжку 0≤r≤a системами базисних функцiй:

σ(r)

2G
=

∞
∑

n=0

SnJ0(µnr),
τ (r)

2G
=

∞
∑

m=1

TmJ1(µmr), µ0 = 0, J ′
0
(µna) = 0, n ≥ 1. (12)

У рядах для σ(r), τ (r) коефiцiєнти Sn (n=0, 1, 2, . . .) i Tm (m=1, 2, . . .) – довiльнi. Їхнi
величини мають бути визначенi з граничних умов у зонi контакту.

Враховуючи властивостi iнтегральних перетворень Ханкеля для напружень (7) i
властивостi використаних власних функцiй, зi спiввiдношень (12) легко одержати обра-
зи σr(r, h), τrz(r, h) у виглядi вiдповiдних рядiв:

S(r, h) =
∞
∑

n=0

Sn
λa

λ2 − µ2
J0(µna)J1(λa), T (r, h) =

∞
∑

m=1

Tm
µma

λ2 − µ2
m

J0(µma)J1(λa). (13)

На основi перетворень Ханкеля (6), з граничних умов для змiщень пiд штам-
пом (3) маємо два iнтегральних рiвняння

∞
∫

0

U(λ, h)J1(λr)λdλ = 0,

∞
∫

0

W (λ, h)J0(λr)λdλ = 1. (14)

Пiдставивши у формули (14) спiввiдношення мiж образами змiщень i напружень (10),
а також дискретнi представлення (13), одержуємо систему двох функцiональних рiв-
нянь, алгебраїзацiя якої дає нескiнченну лiнiйну алгебраїчну систему для визначення
коефiцiєнтiв Sn, Tn. При обчисленнi шуканих фiзико-механiчних полiв слiд застосувати
метод редукцiї, який полягає у замiнi рядiв (12) їх скiнченними вiдрiзками з N та N −1
членiв вiдповiдно.

2 АНАЛIЗ ЧИСЕЛЬНИХ РЕЗУЛЬТАТIВ

Як i в роботi [6], обчислення проведемо у частотнiй смузi f≤400 Гц для шару
з такими фiзичними характеристиками: ρ=1100 кг/м3, c1 =Re c1 =1500 м/с, Re c2 =
1.7 м/с, (c2 = Re c2(1 + i(δ1 + ωδ2)), причому δ1 =0.1, δ2 =0.0001 с). Товщину в’язко-
пружного шару приймемо рiвною h = 20 мм. Радiус штампа a будемо варiювати у
межах вiд 8 до 80 мм (0.4≤a/h≤4). Це вiдповiдає розмiрам вiбраторiв у натурних екс-
периментах [2, 5] i сенсорiв, якi використовуються для електронної аускультацiї звукiв
дихання [3].

На рис. 2 показанi частотнi залежностi Re Z та Im Z у заданому частотному дi-
апазонi при рiзних спiввiдношеннях a/h. На графiках iндексом “u” позначенi величини,
обчисленi при повному прилипаннi штампа (неперервнi кривi), а “τ ” – при гладкому
контактi (штриховi) [6]. Окрiм того, штрих-пунктиром показано ImZrod – iмпеданс ци-
лiндра з вiльною боковою поверхнею, обчислений у стержньовому наближеннi за умови
вiдсутностi затухання. Проведений аналiз дозволив зробити висновок про те, що в широ-
кому дiапазонi змiни a/h загальна поведiнка iмпедансу залишається незмiнною: на низь-
ких частотах ImZ має характер пружностi, при певному f0 переходить через резонанс
i набуває характеру маси. Для 0.4≤a/h≤4 значення резонансної частоти f0 <100 Гц i
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Рис. 2. Частотнi залежностi iмпедансу контактної дiлянки поверхнi шару:
а – a=8 мм (a/h=0.4), б – a=20 мм (a/h=1), в – a=30 мм (a/h=1.5), г – a=80 мм (a/h=4)

iстотно знижується при зростаннi вiдносного дiаметра штампа. Цiкаво, що в цiлому зна-
чення уявних частин iмпедансу для рiзних варiантiв граничних умов виявились дуже
близькими. Водночас, для усiх a/h значення ReZ зростає з частотою значно швидше
за умови повного прилипання штампа до поверхнi шару. Очевидно, цей ефект пов’я-
заний з тим, що у цьому випадку на краю штампа сильнiше збуджуються поперечнi
моди, пов’язанi з загасанням по c2. Для a/h<1 активна i реактивна частини iмпедансу
мають один порядок. При зростаннi a/h вiдносна доля ReZ зменшується. Вiдзначимо
ще один важливий момент. Для малих вiдносних радiусiв штампа (див. рис. 2, а) на усiх
частотах справедливо ImZ/ImZrod<1. При збiльшеннi a це вiдношення зростає. Для
a/h>1 (див. рис. 2, в, г) при f >f0 виконується спiввiдношення ImZ>ImZrod, оскiльки
у шарi бiчнi стiнки умовного цилiндра 0≤r≤a, 0≤z≤h додатково навантаженi iнерцiй-
нiстю матерiалу поза межами штампа. Таким чином, величина механiчного iмпедансу
поверхнi шару пiд штампом контролюється, насамперед, геометричним параметром –
вiдношенням висоти шару до радiуса штампа. При урахуваннi загасання поперечних
хвиль тип граничних умов впливає, здебiльшого, на активну частину iмпедансу. Для
вiбраторiв i сенсорiв з бiльшою площею контактної зони iмпеданс поверхнi пiддатливого
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шару зростає (при a/h>1 поверхня “краще тримає” пристрiй, який закрiплюється на
нiй). Такий характер взаємодiї дозволяє адекватно описати в рамках єдиного пiдходу
результати, одержанi незалежно рiзними групами експериментаторiв [1, 2, 5].

ВИСНОВКИ

Встановлено, що у розглянутому дiапазонi частот, незалежно вiд спiввiдношення
геометричних параметрiв a/h, система демонструє резонансну поведiнку, причому ча-
стота резонансу спадає при збiльшеннi вiдносного дiаметра штампа. Для a/h<1 активна
i реактивна частини iмпедансу мають один порядок. При зростаннi a/h вiдносна доля
активної частини iмпедансу зменшується. Порiвняння показало, що значення реактив-
них частин iмпедансу при гладкому контактi та прилипаннi виявились дуже близькими.
Водночас, при повному прилпаннi штампа активна частина iмпедансу шару зростає з
частотою значно швидше. Показано, що для вiдносно малих вiбраторiв i сенсорiв ве-
личина iмпедансу поверхнi пiддатливого шару значно менша за значення, яке дається
стержньовим наближенням для цилiндра. Для пристроїв з дiаметром контактної зони,
який перевищує товщину шару, iмпеданс поверхнi зростає у порiвняннi зi стержньовим
наближенням. Таким чином, при моделюваннi вiброакустичної взаємодiї тiла людини з
вимiрювальними пристроями суттєвим виявляється урахування товщини Це дозволяє
адекватно описати в рамках єдиного пiдходу результати, одержанi рiзними групами
дослiдникiв при рiзних геометричних параметрах системи.
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