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Розглянуто нелiнiйнi коливання подвiйного фiзичного маятника. Побудованi за допомо-

гою методу Хенона перерiзи Пуанкаре демонструють хаотичнiсть руху подвiйного маятника

в одному випадку i квазiперiодичнiсть в iншому. Мала рiзниця мiж початковими умовами

траекторiй доводить непередбачуванiсть поведiнки системи вже при двох степенях вiльностi.

ВСТУП

Хаотична динамiка представляє нову галузь нелiнiйної механiки, що стрiмко роз-
вивається в наш час [1,2]. Хаотична динамiка має своє застосування в багатьох областях
наук та технiки, включаючи астрономiю, фiзику плазми, статистичну механiку та гiдро-
динамiку, що доводить перспективнiсть розвитку цiєї галузi та дослiджень, пов’язаних
з хаотичною поведiнкою рiзноманiтних систем. Дослiдження в цiй галузi почалися ще
наприкiнцi XIX столiття, коли А. Пуанкаре намагався побудувати аналiтичну теорiю не-
лiнiйних збурень планетних рухiв. Проте сучасний пiдхiд до проблеми також базується
на чисельних результатах, отриманих за допомогою швидкодiючих ЕОМ.

В докладi розглядається класична задача про нелiнiйнi коливання подвiйного фi-
зичного маятника. Така консервативна система, котра у лiнiйному наближеннi є типо-
вим прикладои малих коливань зв’язаних систем з двома ступенями вiльностi (зокрема,
на iї основi було отримане практичнi рекомендацiї по подоланню беззвучностi дзвону
нового колокола в Кельнському соборi [3]), при немалих нелiнiйних коливаннях може
проявляти хаотичну поведiнку [4, 5].

Ми зупинимось на типовiй задачi про коливання так званого П-подiбного фi-
зичного маятника, схематично зображеного на рис. 1, а,б). Метою роботи є доповнити
наближенi аналiтичнi результати Н. Ротта [6] чисельним аналiзом такої нелiнiйної кон-
сервативної системи методами сучасної хаотичної динамiки.

1 ПОСТАНОВКА ТА МЕТОДИКА РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧI

Розглянемо плоскi коливання подвiйного маятника, який зображений на рис. 1, a.
В фiксованiй точцi O знаходиться шарнiр, на якому закрiплене тiло I, що вiльно оберта-
ється у площинi Oxy. Тiло II шарнiрно з’єднане з тiлом I у точцi B, причому воно може
коливатись також тiльки у площинi Oxy. Взагалi кажучи, такий подвiйний маятник
може складатися з тiл довiльної форми, але перш за все нас цiкавитиме П-подiбний
маятник, що складається з трьох однорiдних стержнiв однакової лiнiйної густини ρ. У
цьому випадку тiло I - шарнiрно закрiплений в серединi стержень, довжини 2b, зваре-
ний зi стержнем довжини c

′

пiд прямим кутом в одному кiнцi i шарнiрно з’єднаний з
iншим стержнем такої ж довжини. У такому маятнику в станi рiвноваги два шарнiри
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Рис. 1. Подвiйний маятник:
а – Загальний випадок б – П-подiбний маятник

будуть розташованi на вiсi Ox. Хоча в загальному випадку взаємовплив двох коливаль-
них систем у такому маятнику слабкий - кожна з них по сутi пiдтримує тiльки свою
частоту при малих коливаннях, – все ж iснує частинний випадок, коли зв’язок має силь-
ний вплив. Така ситуацiя спостерiгається при вiдношеннi власних частот 1 : 2. Добре
вiдомо, що при дiї на маятник перiодичної сили найбiльш ефективною буде та, частота
якої спiвпадає з частотою маятника за виключенням випадку, коли сила напрямлена
прямо на шарнiрне закрiплення. В такому разi резонансною буде частота, вдвiчi бiльша
за власну частоту маятника [6].

Загальна методика аналiзу цiєї задачi є такою. Перш за все запишемо систему
рiвняннь Лагранжа другого роду, що описують рух коливань маятника. Не зважаючи
на те, що модель маятника має тiльки двi степенi вiльностi i до того ж є консерва-
тивною, з математичної точки зору така система рiвнянь є неiнтегровною. Для знахо-
дження чисельного розв’язку використаємо метод Рунге-Кутта, задавши вiдповiдний
максимальний крок iнтегрування для досягнення потрiбної точностi. Побудуємо пере-
рiзи Пуанкаре, що характеризуватимуть регулярнiсть або нерегулярнiсть руху системи.
Цей метод дозволяє дослiджувати коливання протягом багатьох перiодiв i з’ясовувати
чи є хаотичною поведiнка моделi. При чисельному розв’язаннi задачi постає проблема
точностi обчислень та отриманих результатiв. Нелiнiйнi системи дуже чутливi до зада-
ння початкових умов, i чим далi в часi ми хочемо отримати вiдповiдь на питання про
стан системи, тим точнiше треба задавати початковi значення аргументiв.

Для побудови перерiзiв Пуанкаре скористаємось методом Хенона [7], котрий до-
зволяє точно обрахувати точки перетину траекторiї з деякою заданою поверхнею, уни-
кнувши непередбачуваних помилок при чисельному iнтегруваннi диференцiальних рiв-
нянь руху системи.
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2 РIВНЯННЯ РУХУ

Виберемо нерухому систему координат з початком в точцi O, в якiй знаходиться
шарнiрне закрiплення тiла I. Тiло II з’єднане з першим в точцi B. Нехай точка D -
центр мас системи, тiльки при умовi, що маса другого тiла точково зосереджена в
шарнiрi B. Позначимо вiдстанi: OB = b, BC = c, OD = a. Нехай mb - маса тiла I,
mc - тiла II i mt=mb+mc. Позначимо через α, γ кути вiдхилення вiд вертикалi точок
D i C вiдповiдно, та виберемо цi кути за незалежнi узагалненi координати. Позначимо
кут нахилу вiдрiзку OB, що з’єднує два шарнiри, до вертикалi, у станi рiвноваги, за
β0. Нехай It - момент iнерцiї тiла I вiдносно точки O, але з масою mc, зосередженою в
точцi B, Ic - момент iнерцiї тiла II вiдносно точки B:

It =
∫

mb

(x2 + y2)dm + b2mc, It =
∫

mc

(x′2 + y′2)dm. (1)

Кiнетична i потенцiальна енергiя маятника мають наступний вигляд:

Π = mtga(1− cos α) + mcgc(1− cos γ),

T =
1

2
α̇2It +

1

2
γ̇2Ic + α̇γ̇mcbc cos(α− γ + β0),

(2)

i тодi функцiя Лагранжа є:

L =
1

2
α̇2It +

1

2
γ̇2Ic + α̇γ̇mcbc cos(α− γ + β0)−mtga(1− cosα) −mcgc(1− cos γ). (3)

Складемо рiвняння Лагранжа другого роду:











α̈It + γ̈mcbc cos(α− γ − β0) + γ̇2mcbc sin(α− γ − β0) + mtgc sin γ = 0,

γ̈Ic + α̈mcbc cos(α − γ − β0)− α̇2mcbc sin(α− γ − β0) + mcgc sin γ = 0.
(4)

У випадку П-подiбного маятника, який зображений на рис. 1, б, маємо спiввiд-
ношення:

β0 =
π

2
, c =

c′

2
, a =

c′2

4(b + c′)
;

mt = 2ρ(b + c′), mc = ρc′,

It =
2

3
ρb3 + 2ρc′b2 +

1

3
ρc′3;

(5)

Остаточно отримаємо повну нелiнiйну систему коливань маятника:



















α̈

[

4

3
(
b

c′
)2 + 4

b

c′
+

2

3

c′

b

]

− γ̈ sin(α − γ) = −γ̇2 cos(α− γ)−
g

b
sin α,

γ̈
2

3

c′

b
− α̈ sin(α− γ) = α̇2 cos(α − γ)−

g

b
sin γ,

(6)

з найпростiшими початковими умовами α = α0, α̇ = 0, γ = γ0, γ̇ = 0, при t = 0.
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Рис. 2. Малi коливання маятника для 0 < t < 40:
а – Залежнiсть кута α вiд часу; б – Залежнiсть кута γ вiд часу.

Система рiвнянь (6) можуть бути зведенi або до динамiчної системи четверто-
го порядка шляхом введення нових змiнних x1 = α, x2 = α̇, x3 = γ, x4 = γ̇, або до
канонiчної гамiльтонової системи другого порядка. При цьому функцiя Гамiльтона, що
виражає повну енергiю системи, повинна залишатися постiйною на протязi всього руху.
Ця обставина використовується для контроля точностi чисельного iнтегрування нелi-
нiйної системи.

3 АНАЛIЗ ЧИСЕЛЬНИХ РЕЗУЛЬТАТIВ

При обчисленнях використовуватимо значення параметрiв c′ = 0.5, c′

b
= 1.558.

При таких значеннях взаємовплив двох тiл у П-подiбному маятнику має резонансний
характер [7], оскiльки власнi частоти спiввiдносяться як 1 : 2.

Чисельно проiнтегрувавши отриманi рiвняння, можна застосувати декiлька спосо-
бiв аналiзу результатiв. Графiки на рис. 2а,б) показують залежностi α(t) та γ(t)) при

початкових умовах ([x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , x

(0)
4 ] = [0.104720, 0, 0, 0]), якi вiдповiдають умовам ма-

лих лiнiйних коливань при вiдхиленнi на початковi кути α0 = 6◦, γ0 = 0. Тут маємо
типовий вид биття коливань зв’язаних лiнiйних коливальних систем, коли амплiтуда
одних коливань збiльшується зi зменшенням амплiтуди iнших, i навпаки.

Для немалих вiдхилень двох маятникiв система може проявляти хаотичну по-
ведiнку. Аналiз такої поведiнки доцiльно проводити за допомогою побудови перерiзiв
Пуанкаре. Перерiзи Пуанкаре являють собою сукупнiсть точок перетину траекторiї ру-
ху системи у фазовому просторi з деякою поверхнею у цьому просторi. Для їх побудови
використємо метод Хенона [7]. Обчислимо точки перетину траекторiї руху П-подiбного
маятника у фазовому просторi x1, x2, x3, x4 з площиною x1 = 0 при умовi x2 > 0. Тодi
перерiзи Пуанкаре являють собою сукупнiсть точок x3, x4.

Розглянемо двi початковi умови ([x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , x

(0)
4 ] = [0.959931, 0, 0.785398, 0]) та

([x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , x

(0)
4 ] = [0.973021, 0, 0.785398, 0]), якi вiдповiдають початковим вiдхилен-

ням маятника вiдповiдно на кути α0 = 55◦, γ0 = 45◦ та α0 = 55◦45
′

, γ0 = 45◦.
Застосуємо метод Рунге-Кутта для чисельного iнтегрування системи при поча-

ткових умовах [x1, x2, x3, x4] = [−550, 0, 450, 0] та [x1, x2, x3, x4] = [−55045◦, 0, 450, 0]. При
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Рис. 3. Перетин Пуанкаре при початкових умовах:
а – ([x

(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , x

(0)
4 ] = [0.973021,0,0.785398,0]), б – ([x

(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , x

(0)
4 ] = [0.959931,0,0.785398,0])

цьому змiна повної енергiї має порядок 10-4 i має лiнiйний характер. Перерiзи Пуанкаре
будуть мати такий вигляд ( на осях вiдкладенi значення фазових координат γ, γ̇).

Перетин Пуанкаре, зображений на рис. 3а свiдчить про хаотичнiсть руху маятни-
ка. Кожна нова точка з’являється у випадковому мiсцi на площинi фазових координат.
Спочатку точки перетину розташовуються бiля двох замкнених кiлець, але потiм вихо-
дять за їх межi. Змiнивши початковi умови на ([x

(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , x

(0)
4 ] = [0.973021, 0, 0.785398, 0]),

будемо мати перетин Пуанкаре, який свiдчить про квазiперiодичнiсть руху маятни-
ка рис. 3б. Таким чином, мала змiна початкових значень фазових координат призводить
до принципової змiни характеру руху П-подiбного маятника.

ВИСНОВКИ

Розглянувши нелiнiйнi рухи П-подiбного подвiйного маятника, ми встановили,
що вже при двох степенях вiльностi нелiнiйна консервативеа гамiльтонова система
поводить себе непередбачуваним чином i мала змiна початкових умов призводить до
принципової змiни характеру поведiнки системи. Причиною хаотичного руху тiл є най-
точнiше i у найменших деталях слiдування динамiчної системи початковим умовам.
За допомогою перерiзiв Пуанкаре показана вiдмiннiсть регулярних рухiв системи вiд
нерегулярних. Також вони доводять непередбачуванiсть розмiщення точки траекторiї
на многовидi фазового простору, що задається Гамiльтонiаном та першим iнтегралом
системи диференцiальних рiвнянь, або iнтегралом енергiї.
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