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. �. �����!�", �#$�%&#'(&)* ��+&�-�/0�* 1&�"��/���� �0�#�&) (���)

� ������ 	
����
������� ������, ��	
�������
���� ������� ������� �����
���

��	������ ����������	��� ����
� ��� �������������
��.

����	����� � ����
���� ������������ «���» �������� «!
�������������-

���	����	���». ��� 	����"���� ��"����-

���� �������� � ��
�	�� ���������#"���

������
� ���	����$��. %������������
�

!
��������������� ���� �������#�	� �

�������� ���������#"��� ������
� � �

�
������������ 
����� �����&��, �������

������ � 	�	��� �	����	�� ��������� ��-


����$��.

'���������� 	���� ��
���#"���

�������������
� �������� �� ��	.1. �����-

��������� (%�% � (%%% �� ��	.1 ���-

������� �	������� ����������� � ��	��-

������ ���������� ��
�. �	� (%�% ����-

#�	� ���������� !
�������	��� �����

(	����
 i*(t) �� ��	.1) � ��!���� � 	������-

�� �������������
� �	��	������� �������

����
���	� !
�������	��� ����. %������-

��� ��������� ��
� 	������	� 	 ����"�#

������� ���
����� 
���� � ���������

��
���� (������� 	 
������������� 	��-

��������). � ����	��� (%%% � ���	����-

$��� �������������
�� �������#�	� ��-

	������� �������, 	�
������ � ��
��

	
�&��� �����������"�� 	��������. %�

!��� ������� ����"����� 	���������� 	���� !
��������	����	���� �������������
� !
��-

������������� ���� (������������ ��% ��% �� ��	. 1) ��&�� ����� ��� ����������

�����
�#"�� !
�������	��� ����, �� ������� ������	� ������	���� � ���� ��	��������

!
�������	���� ���� (	����
 I
0
 �� ��	. 1).

'��	������ !
������������� - ���	����	��� �������������� !������ ����	����� �

����

���	��� �����$� – ������� ��
������ (������������ /� �� ��	. 1). 2	
� ����

 ��

��
���	� 
��������������, �� �����&����� �
������������ ��
� ����	����� �� 	��� ���-

������������� ���	���� !
��������������� ��
�, ������� � ��3��� !
������������"���

�����$� �����
���	� � ���� 	�
 4����$�, � �� ����������#"�� ��3�� ��������	�� ����-

��
���	� ������������ ������� �����&���� ���	��

�. � ��� 	
����, ����� ������� ��
-

����� �������
�� �� 
�������������� ����

�, ��
� �	������� ��������� �����&�����

�
������������ ��
������ ����� �� 	��� ������ �������	����$������ !

���, �
�, ���

��	�� ������� � �����, !

��� 5&��
�.
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АКУСТИЧНИЙ СИМПОЗIУМ “КОНСОНАНС-2003”

(� ��
�	�� �����&���� �������� ��
������ ���������� ��������� ��
��, ������

�����&����	�� �������� �� ��	. 1 ��������� 	����
�� )t,x(H k

�
�

, � ��	������� ������-

��� ��
�� (	����
 )x(H k

�
), ���������� !������ ���	��	� �
������������� ��
����

(	����
� )x(u k

)(∓� ). 7�� ��� ���������� ��������� ��
� ��� ���
���� �� �	������� ��

��� – ��� ����������� ������� ���������	� �� �����	����	�� ��
�� ��� �� ��� �������,

�� ��&�� ��������, ��� ���$�		 ����	
����$�� !������ !
��������������� ��
� � ����-

��� 	��"���� )x(u k

)(∓�  �������
���� ��	��$ ����	����� ������ � !��� ��
�	��. %� !���

������� 
#��� ���������� 	������ �
������������� ��
������ �� �����
��� ��
�	��

�������������� ��&�� ��		��������� ��� ��������	��� ����� !
��������	����	����

�������������
� !
��������������� ����.

����������	��� ����
�# ��% ��7 ����� �������� ��������# 
���$�#

)P,x(W k

u
�

 (xk – ���������� ����� � �
�	��	�� ����������� 	������ ��
������; 6 – �����


�����-��������	��� � ����������	��� ���������� !
������� ��% ��7), ������� 	��-

������ ��&�� 	���� ������	���� �� !
�������	��� ����� � ���
�� �� ��������	��� ��-

���� �������������
�, �. �.

)P,x(W)t(*i)t,x(u k

u

k

��
� .                                                        (1)

2	
� 	�
� ���� ��		��������� ��� ���
������� �������� ���������	�� ������#"���	� ��

������� ���$�		�, �� � !��� 	
���� ������������ 
���$�� )P,x(W k

u
�

 ����������� 	��	


��	������ ���������	���� �������������
�.

8�������, ��� ��$����
���� ���	����������� �
������������ ��������, � 	�	���

������� ������ ��% ��7, �����&�� 
��� �����, ����� � ��	����&���� ������������

�����	� ����������	��� ����
� �������������
� � ��	�������� ���� ���������� ���
���-

�� ��3����. 9�	����� �� ��
�������� �	��
�������� ���
����� ��% ��7 � ����������-

��� ��
�	��� ����� � ������� [1, 2], ��&�� �������� � ���, ��� ������ !
��������	����-

	��� �������������
�� !
��������������� ���� �� 	������	����� 	����������� 	�	���-

��# �
������������� �������	�������. (��#�	� 
��� ������������, �� ��3���������

��"�� ���$��$��� � ��!���� ���#"�� �������� ��	���� 	
����� ����
����� [2, 3]. �

!��� 	���� ����	���
���	� �����
���� �������� ������� ������� � ��	������# ��������-

��	��� ����
�� ��% ��7, ������� �� �	��	������� ������� �������
 �	������	��

��
��������� ��	���	�������� ������� ��
������, 
���������
���� �����������	�� �


���� !
�������������, � ���&� �	������ ����
����� 
�������
�����	��� ������ ���-

����	����$������ ��
����, ������� ��
� 	������ �	�
���� =. >. �
�	��� [4, 5]. (��� $�-


�# 	������� ������ �������, ��		������ ���$�		�, ������� �������#�	� � ���������-

��"�� 
������������� ��� 	����	���� ������	���� �� ���� ����������� � ��	��������

�� ������� ��������� ��
��.

%�����
�&��, ��� !
�������	��� ����� ��% ��7 	�"�	����� ������#"��	� ��

������� t ������	���� i*(t). (�����#"��	� �� ������� 	��"���� un(xk,t) �������
����

��	��$ � ��3��� V �����������"��� 
������������� ����
������#� ����������� ���&�-

���

Vx0uLu kn0nm,mn ������ �� ,                                            (2)

� !
�������������� ��
�, �������#"�� � 	���� ��-�� ��
�����$������ !

�����, - ����-

������ ���	��

�

Vx0BE klp,klpk ����	 � ,                                                 (3)

Vx0DJH kllp,klpk �����	 � ,                                            (4)
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������ ���������� �������� B
�

 � D
�

 ����
������#� �	
�����

Vx0B kl,l ��� ,     Vx0D k

e

l,l ����� .                                          (5)

� ���������� (2) – (5) ������� 	
���#"�� �����������: 
mn – ��������� ������� ����-

����	��� �����&����; ������� ��&�� �����	��� �������� ��

����$�������� ����	��-

���� �� ������� ����&���� �� ����������, �����	 ������� ���	���
�� ��	
� �������; Ln –

n-� ��������� 	�
� 4����$�; �0 – �
����	�� 
�������������; ���� �
� ��� ����� ���

	����
�� 
�����	��� ��
����� ��������#� �����# �
� �����# ����������# �� �����-

��; 	lpk – ��������� ������� 4���-B�����, ������ +1 �
� –1 ��� ������ �
� ��������

����	�������� ��	�
 1, 2, 3 (�����	�� l, p, k) � ������ 0, ����� 
#��� ��� �����	� �� ����

����� ��&�� 	����; Ek � Hk – ���������� �������� �����&����	�� !
�������	���� �

���������� ��
�; Dl � Bl – ���������� �������� �����$�� !
�������	���� � ����������

��
�; �e
 – ��3����� �
����	�� 	�������� !
�������	��� �������.

/�������� ���&���� (2) � ��������� ���	��

� (3) – (5) 	������ ��&�� 	����

����������� 	�	������ �������	����$������ 	���� [4, 5], ������� � ������ ����
�&�-

��� ��&�� ����	������ � 	
���#"�� ����

qppqmnl,k

H

mnklmn ĤĤm
2

1
uc ��
 ,                                                     (6)

msml,knnskls ĤuĤmB̂ 	��� ,                                                       (7)

��� H

mnklc  � pqmnm  - ���������� �������� ����
�� ������	�� � �������	����$������ ���-

	���� ��������������� 
�������������; pp

0

pp HHHĤ ��� �  � pp

0

pp BBBB̂ ��� � ; 0

pH , 0

pB  �

�
pH , �

pB  ����
������#� ���������� �������	������ � !
������������� �� ������
���# �

��!���� ��� �� 
�������#� � ���������� ���	��

� (3) - (4); 	�sm  - ��������� �������

��������� �����$����	�� «��&�����» (����
�����������) 
�������������. 5
� ��
�-

���	��

���	��� �������
�� ������� H

mnklc  � pqmnm  ��
�#�	� ����������� ���������

���������� ����� 	 ������������ )(Gc nkmlnlmkklmn

H

mnkl �������
��  � ���� mnpq2pqmn mm

2/))(mm( qmplqlpm21 ������� , ��� 
  � G  - ���	����� 4���; ij�  - 	����
� =��������,

������ �����$� ��� ���������� �����	�� i, j � ������ ��
# � ��������� 	
����; 1m  �

2m  !�	���������
��� ������
����� �������	����$������ ���	�����, ������ m1 �
19/�

2
 � –m1/2 � m2 < 0. '�	���� ��������� (2) – (7) ��������	� ����"����� ������� 8��

� ��

����$��
���� 
���� � �������
���� 	����������� �
� !
�������	���� ��
�

)B̂uÊ(ruJ qpkpqklkl
e

l
�� 	���� ,    klkl ÊD̂ �� ,                                (8)

��� lkr  � lk�  - ���������� �������� !
�������	��� ���������	�� � ��!
�������	��� ���-

��$����	�� 
�������������; kkk EEÊ �� � ; �
kE  - ���
����� ����������� !
�������	����

��
�, 	����&������ 	 ���������� ��������� ��
�� )x(*H k

�
. 7������ ��������� � ��-

!
�������	��� �����$����	��, � ���&� ������ !
�������	��� ���������	�� ���#� ���-

��$� �������
����� ����. '�
� 4����$� ��� ��
 =0 ������
�#�	� 	
���#"�� �������

sqpkpqklknlsn B̂)B̂uÊ(rL �	�	� .                                                  (9)

%�	
����� ����	� �����
��� ��3������� 	���������� (2) – (7)

Vx0uB̂)B̂uÊ(r)ĤĤ(m
2

1
uc kn0sqprpqrmrsnmm,qppqmnlm,k

H

mnkl �����	�	�� ��� ,         (10)
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Vx0)B̂u(rB̂rB̂Ĥ ks,qplpqjslrjmrmnrnps,klpkrsl ���		����		 ����
,                       (11)

2���	������	�� ������� 	�	���� ��������� (10) – (11) ���	��������	� ��������-

�� �	
������ �
� ������� � !
�������������� 	�	���
�#"�� ��������������� ��
�

Sx0MĤĤm
2

1
ucn kmnqppqmnl,k

H

mnkln ����
�
�

�
�
� �� ,                                   (12)

Sx0)H
~

HuĤm(n ks0msml,knnskls ������� 	 ,                                      (13)

Sx0)H
~

H(n kkkjijk ����	 ,                                                      (14)

��� n
�

 - ������ ��������� �����
� � ����������#"�� ��3�� V ��������	�� S; mnM  - ���-

������ ������� �����&���� ���	��

�, ������ 2/)B̂ĤD̂Ê(B̂ĤD̂ÊM kkkkmnmnmnmn ����� ;

�0 – ��������� �����$����	�� �������; mH
~

 - ���������� ������� �����&����	�� ���-

������� ��
� ��		�����, ����
������#"�� ��������# VVx0H
~

)c1(H
~

k

2

0

2 ������ �
����

 �

����&�#"�� 
������������ ���	����	��� (	0 – 	����	�� ��	���	�������� !
��������-

������� ��
������ � �������) � ����"�#"��	� � ��
� �� ��	�������	��.

%�� ������� ��������� ������ (10) – (14) ��������	� ������
����� ��� ������	�-

���, ������� ��&�� ������ ������
��� ��� ��
������	�� � 	�����	��.

'����&����� 	 ��
������	��# ����
��� � �������
���� ���� �������#�	� 	 ��-

��"�# ������ ��
����������	��� ���
�&���� [6]. 8	������ ���� ������ ���
#����	� �

���, ��� ��� 	�"�	�������� �� !
�������	��� ����� ��% ��7 ���������	�� ������#-

"���	� �� ������� ������	���� tie*I)t(*i ��  (I* - ���
������� �������� ����; � - �����-

��� ��	����) 
#��� 
�����	��� ��
� )t,x( k�  � 	�	���� ��&�� ����	������ � ���� ���
�-

&���� �� ���������	��� 
���$��� ��������� t, �. �.

�
�

��

��� �����
0

ti

k

)(

k e),x()t,x( .                                             (15)

%�
����	� ����	���
����� (15), ��&�� ��������	� �� ����������� �� ������� �

���������� (10) � (11) � ����
���� �$���� �������� ��
����, ������� � ��� ������. 9�

��	����� ������� �����$ �������$ � �����&����	��� ��������� ��
�� ������� ������

��
������� �� ���� �
� 	�����	����	����	��� 
�������������� �	� ���������� ������-

��� (10), �� �	�
#������ �������� 	
��������, ���#� ������� 10
9
 9/�

3
. 7����� 	
�������

����� ������� 10
4
 9/�

3
, �. �. ��� ��&�� �� ��������� ��� ���
��� �����&����-

��
������������� 	�	������ 
�������������. %� ��� &� ������� (��������� ��
�	��)

��&�� �����	��� ������ � ��������� 	
������� � ��������� (11).

' ������ 	��
����� �$����, ������� ��

����$��
���� ���������, �������

����
������#� ��
����, ������ � ������ ���������	��� 	�	���
�#"�� ���������������

��
�

� �� �� � Vx0HHHHm
2

1
uc kn,

)0(

q

0

q

)0(

p

0

ppqmn

)0(

ln,k

H

mnkl ������ ,                      (161)

� � Vx0HH kpq,

)0(

k

0

klpkmql ����		 ,                                          (162)

� �� �� � Vx0uHHHHm
2

1
uc k

)1(

m

2

0n,

)1(

qq

)0(

p

0

ppqmn

)1(

ln,k

H

mnkl ��������� � ,                (171)

� �� � Vx0HuHu)HH(mriH k

)1(

pmp

)0(

l,k

)1(

p

)1(

l,k

)0(

p

0

ppnklmn

)1(

pq,klpkmql ���������		 	 ,          (172)

198



КИЇВ. IГМ НАН УКРАЇНИ. 1–3 ЖОВТНЯ 2003

%�� ����	� 	�	���� ��������� (172) ��
� ������, ��� *H
�

 ����
�������� ����������

���	��

� �� ������
���#.

2���	������	�� ������� 	�	��� ��������� (16) – (17) ���	��������	� ����������

�	
������ (12) – (14), ������� ����	���#�	� �� ����
���	�� �
� ��&��� ���������	���

	�	���
�#"�� ��������������� ��
�. %�� ����	� �	
���� (12) ���������� mnM  ��&��

�� ��������� �� ��������, ��� ��� ��� ����� ��� �� ������ ������� ������ ������ ����

	
�������.

6�		������ �������	������	��# ������ (161) – (162). =��������� ������� 0H
�

 ����
����-

��#� ���������� �������	������ �� ������
���# � ��!���� ��������� (162) ���������

��
�� ���	��� ��� Vx0H k

)0(

p,klpk ���	 , ��� 	������
�	����� � �����$��
���� ���������

���������� ��
� )0(H
�

. ������ �������	������	��� �����$��
 Q
�
 �����, ��� �

q,

)0(

qH ��� .

%�
����, ��� � 
#��� ����� ��3��� V ����
����	� �������	��� )0(0 HH
��

  , �� �������

�	
���� (5) ��
����� ��������� �
� �������	������	���� �����$��
�

Vx0)uH(m ks,

)0(

l,k

0

nnskl

�

ms,smsm ������� 	 .                                    (18)

%�� ��� &� �	
����� ��������� (161) ��������� ���

Vx0)HH(m
2

1
uc kn,

0

q

0

ppqmn

)0(

ln,k

H

mnkl ���� ,                                     (19)

2	
� ��
� ��������������� 0H
�

 ���������, �� ������� ���� � ��
�	�� �������������� (�

��
�	�� 	�"�	�������� ����������� ���������� ��
�), ��, ��� 	
����� �� ��������� (19),

	������	��� ��
����$�� ����"�#�	� � ��
� � ���	�� 	 ���� 	�������	� ������� ��
#

���������� ������� )0(H
�

. � ��������� 	
���� ������� 	�	���� ��������� (19) ��
&��

����
�������� ��������� �	
����� Sx0HHm
2

1
ucn k

0

q

0

ppqmnl,k

H

mnkln ����
�
�

�
�
� � . %�� !��� ��-

����� ��������� (18) ����
�������� 	
���#"�� �	
�����

Sx0)HuHm(n k

0

s0

�

m,sml,k

0

nnskls �������� 	 , Sx0)H(n k

0

k

�

k,jijk �����	 .

7���� �������, ���������� ������ ��
����������	��� ���
�&���� �����
��� 	��-

	�� ������� ��
������� �������������� ������ � ��	
�������
����� ������# ���� 
�-

������ ������� �����, ������ ������� �������"�� �� ������ ������ 
�������� ������

��	�� � ��

����$��
���� ���������� � ��������� �	
����� ��	
���#"�� �� ������

��������� ������.

'����	���� ������� 	�	���� ��������� (171), (172) ��	���
��� ��
����$�# � ��-

��������� �	������	��� �����&����-��
������������� 	�	������ 
�������������, ���-

	
��
����� ���������	����� (	�����	��#) ������� � ��������� ��
��. '���� ��&�� 	��-

����, ��� !�� ��
��� ��������
���� ������. /������ 	
�&��	�� ����� ������ 	���� ���
��-

�� � �������
��� ������� � �������
�� [7] �� ������� �����!
�������	��� ������� ��
-

�������. ���	�� 	 ��� ��"�����	���, ��� 	�����	�� !
�������	��� (�
� ���������) � ��-

����� ��
�� � ������������� �������
�� �����
���	� ���&�� �	��� � ��������� ��������

����
�� ������	�� ��
����������� �������� ��
�. ��
����� ����
�� ������	�� 	����-

���	� ����	���� �� ��&��� ��
�����������. � 	
���� ��
����������� ��
�����������


������!
�������� (
�������) �
�	���� �
������������� ��
���� �� ����
� ������	��

������
�#�	� 	
���#"�� �������
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)nn(

)nnHm(
Hmcc

smsm

kj

0

ppkrj0

uufrl

H

nlrf

B

nlrf 	�
�� ,                                                (20)

��� jn  - ���������� ������� ��������� �����
� � ������
���� ��	���	�������� �
�	���

��
��; � 	����� ����� 	���� �� ���&�� �������#"��	� �����	��, ������� ����	
�#�-

	� ������	��� ���� �� �����. (� ����&���� (21) 	
�����, ��� ���������� � �����������-

��� 	�	������ 
������������ ��� �������������� ��	������� ��
�� ����������� 	���-

	��� ������������� ��
����������� �������� ��
� 	 �	�# 	�������� ���������� �������.

7� &� �����������	�� ���	�"� !
��������������� 
�������������. 6�	���	��������

�
�	��� �������������� ��
� � !��� �������
�� ��		������� � ������ [8]. � ��"�� ��&-

�� �����&����, ��� !

��� 	�����	�� ��������� � ������� ��
�� �������� � 	�������
�-

�� ����
���� ����������� ������� 	���	�� ��
����������� ��
����	��

���	��� 
��-

������������. ����
� ������	�� ��
���#� �������, ��
����� ������� �� �����	�����

20 % �� ������
����� ��������. �	� !�� ���� �	������� �
� ������ � ���, ��� 	�����	��

������� � ��������� ��
�� �� ��������� 	�"�	�������� �
����� �� ����	������� 	�	���

(�� ������� ����, � ��
�	�� ������ ��	���) �����&������ �
������������ ��
������.

(�����#�	� 
��� ��	
���� �������� ��	��� ��������� � 	����	��� ��	���	��������

�����
���� ��
�. %� !��� ������� ������� 	�	���� ��������� (17) ��&�� ����
���� 	

����"�# ������� ������ �����"����.

5
� ��	��&���� $�
��, ������� ���	
���#�	� ��� ��	������� ����������	���

����
�� !
��������	����	��� �������������
�� !
��������������� ����, 	�	���� ����-

����� �������������	�� (17) ��&�� ���������, ��
�&�� ������ ��
# ��
����� )1(

qH  �

���������� (171). 2	
� ������� 	�	���� ��������� ��		��������� ��� ���
�&���� � ���

�� 	������� ��
��� ��������� – �������� ��!

�$����� ���������������	��� 	����, ��-

����� �� ��������� 0,2, �� !�� 	������	����� ��
����� ����
�&���# � ������� ����-

��# �������������� ������. %�� ����
����� !��� ���$����� �������������� ������

��	������	� �� ������# ������ ������ ������	��

Vx0fuuc knn

2

0ln,k

H

mnkl ������� � ,                                   (21)

Sx0)uc(n kijl,k

H

ijklj ���
� � ,                                          (22)

� �����&����� ������� ��
������ 	�	����� ��3����� �f
�

 � ��������	���� �������� �
 ij  �

��������# ������ !
������������� �� ����$��������� ��������� ��
�� � ��
�������-

��� 
�������������. 5
� ������ ��������� ����$���������� ���������� ��
� !�� ������


����
�����	� 	
���#"�� �������

Vx0]uHuH[mri}H]um{[riH k

)0(

j,iq

)1(

j,i

0

qmqijmn

)1(

qnq

)0(

l,kqnklmn

)1(

pq,klpkmql ����������		 �	 ,    (23)

!"

!
#
$

��������
����	

	� ,Sx0}H
~

H]uHuH[m{n

,Sx0]H
~

H[n

km0

)1(

nmn

)0(

j,ip

)1(

j,i

0

ppmijm

kn

)1(

nmkmn                            (24)

��� ���������� ������� H
~
�

 ����
������#� ��������#

Vx0H
~

)c/(H
~

kk

2

0pl,qmpqklm %����		
� ����"�#�	� � ��
� ��� ��	�������� ���
���� �� ��������	�� S. %�� ����	� ���������

(23) ��
� ������, ��� ���������� ������� �H
�

 ����
������#� ���������� ���	��

� ��

������
���#.

6������ ��������� ������ (21) – (22) ��
���	� $�����
���� �������� � ��
� ��-

	������� ����������	��� ����
� ��% ��7 � ��&��� �����&����� �
������������ ��
�
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�����. (����� �� !��� !���� ������
�#�	� ���
����� 	��"���� �������
���� ��	��$

)t,x(u k

)(&�  �� ��������	��� ������ �������������
� ��� 
���$�� ������	���� �� !
��-

�����	��� � �����
�#"�� ������ �������������
� � ���������	� ����� ����������	���

� 
�����	��� ���������� �	�������� ��	�������� � ����������� ���������� ��
�. 8���

������� ������ 	���� ����� [9,10] ���� �	������� �
� �����&�����, ��� � 	�	���� ����&�-

��� �
� ��	���� ���
���� �����
���� ��
� 	����&��	� 
����-�������������� ��������-

��� �������� 0H
�

 � *H
�

 �� ���������� � ������
���� ��	���	�������� ������� ��
�. %��

!��� ���������� �������
����� �������������� ��
���	� ��
����� ��	
� ��	���	���-

��#"��	� ��
��. ��� ��	�����
�	��� �����
��� ��������� �������
���� ��������������

Q���� 	 ������� ����	���� ���������� �������������� ��� ������� ����� !
���������-

���� � ���� ��	����� ��������� ��
��, ������� 	����#�	� ���
������ !
�������� !
��-

������	����	���� �������������
�. %�	
����� 	�"�	������ ��
������ ��	���� ���������

��
�� � �����	������ ��	����-���������� � 	��	
� ��������� 	���	�� 	�����.
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