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Розвивається пiдхiд до описання динамiчної зв’язаної поведiнки фiзично нелiнiйних балок з
п’єзоактивними шарами. Дано наближену постановку зв’язаної динамiчної задачi термоеле-
ктромеханiки фiзично нелiнiйних непружних тiл для тонкостiнних елементiв. Стандартнi
для гiпотез Кiрхгофа-Лява рiвняння руху й геометричнi рiвняння гнучких оболонок доповнено
модифiкованими фiзичними спiввiдношеннями, якi враховують як фiзично нелiнiйну поведiн-
ку пасивних шарiв, так i п’єзоелектричнi властивостi активних шарiв при гармонiчному
навантаженнi. На прикладi модельної задачi про вимушенi коливання тришарової балки,
середнiй шар якої виготовлено iз пасивного фiзично нелiнiйного матерiалу, а зовнiшнi - з
в’язкопружного п’єзоактивного матерiалу, вивчено амплiтудно- i фазо-частотнi характе-
ристики коливань при механiчному i електричному збудженнi.

Iнтенсивне деформування тонкостiнних елементiв конструкцiй може супроводжува-
тись суттєвим розiгрiвом внаслiдок внутрiшньої дисипацiї механiчної енергiї, а також
зв’язаностi механiчних i теплових полiв. Ефекти зв’язаностi найбiльш виразно прояв-
ляються при резонансних режимах роботи. Додаткове ускладнення вноситься необхi-
днiстю описання поведiнки п’єзоактивних шарiв багатошарових конструкцiй, якi засто-
совуються для активного контролю коливань. Моделi зв’язаної термомеханiчної пове-
дiнки лiнiйних i нелiнiйних пасивних, а також п’єзоактивних тонкостiнних елементiв
розвиненi, зокрема, в роботах [1–4]. В данiй статтi в рамках зв’язаної задачi термомеха-
нiки дослiджуються резонанснi коливання i дисипативний розiгрiв шаруватої балки як
типового представника класу тонкостiнний елементiв з фiзично нелiнiйних матерiалiв
при гармонiчному навантаженнi. Для частинного випадку гармонiчного навантаження
система рiвнянь термоелектромеханiки [1, 2, 6], може бути сформульована в термiнах
комплексних польових величин i електромеханiчних характеристик. З цiєю метою ви-
користовується комплексна постановка задачi [1,2,6], яка грунтується на наближенiй мо-
делi циклiчної поведiнки фiзично нелiнiйних тiл при гармонiчному навантаженнi [4, 5].
При цьому механiчнi властивостi матерiалу описуються за допомогою комплексних мо-
дулiв. Аналогiчна постановка задачi для балки, яка мiстить тiльки пасивнi непружнi
шари, розвинута в [7]. Нижче особливу увагу буде придiлено змiнам, що вносяться в
цю постановку наявнiстю активних в’язкопружних шарiв.

Дослiджуються закономiрностi зв’язаної термоелектромеханiчної поведiнки тонко-
стiнних елементiв на прикладi вимушених згинних коливань шаруватої балки 0 � x � L

загальної товщиниHs i товщинами шарiв hs,
(
Hs =

∑
s

hs

)
. На поверхнях п’єзоактивних

шарiв заданi значення електричного потенцiалу ϕz. З врахуванням припущення одно-
частотностi i концепцiї комплексних модулiв визначальнi рiвняння для п’єзоактивних
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шарiв запишуться у виглядi

σ̃xx = c̃D11ε̃xx + c̃D12ε̃yy + c̃D13ε̃zz − h̃31D̃z, σ̃xy =
(
c̃D11 − c̃D12

)
ε̃xy/2,

σ̃yy = c̃D12ε̃xx + c̃D11ε̃yy + c̃D13ε̃zz − h̃31D̃z, σyz = c̃D44ε̃yz − h̃15D̃y,

σ̃zz = c̃D13ε̃xx + c̃D13ε̃yy + c̃D33ε̃zz − h̃33D̃z, σ̃xz = c̃D44ε̃xz − h̃15D̃x,

Ẽx = −h̃15ε̃xz + β̃s
11D̃x, Ẽy = −h̃15ε̃yz + β̃s

11D̃y, Ẽz = −h̃31 (ε̃x + ε̃y)− h̃33ε̃z + β̃s
33D̃z,

(1)

де рiвняння записанi вiдносно системи координат OXY Z (
−→
OZ – вiсь попередньої по-

ляризацiї) i прийнятi стандартнi позначення для механiчних та електричних величин i
параметрiв [1–4], ã = a′ + ia′′.

Використання стандартних гiпотез типу Кiрхгофа–Лява, узагальнених на випадок
електромеханiки, i плоского напруженого стану в напрямках

−−→
OY i

−→
OZ приводить до

наступних визначальних спiввiдношень для кожного п’єзоактивного шару

σ̃xx = C̃11ε̃xx − pH̃31D̃z, Ẽz = −pH̃31ε̃xx + B̃s
33D̃z, (2)

C̃11 = c̃D11 −
(
Ã1c̃

D
12 − Ã2c̃

D
13

)
Δ̃, H̃31 = h̃31 −

(
Ã1h̃31 − Ã2h̃33

)
/Δ̃,

B̃s
33 = β̃s

33 −
(
Ã3h̃31 − Ã4h̃33

)
/Δ̃, Δ̃ = c̃D11c̃

D
33 − c̃D13

2
,

Ã1 = c̃D12c̃
D
33 − c̃D13

2
, Ã2 = c̃D12c̃

D
13 − c̃D13c̃

D
11, Ã3 = h̃31c̃

D
33 − h̃33c̃

D
13, Ã4 = h̃31c̃

D
13 − h̃33c̃

D
11,

а коефiцiєнт p дорiвнює 1, якщо вектор попередньої поляризацiї спiвпадає з додатнiм
напрямком осi

−→
OZ, i дорiвнює −1 в протилежному випадку.

В подальшому використовуємо геометрично лiнiйний варiант теорiї оболонок. Сто-
совно задачi про коливання балки, переходячи до комплексних аналогiв перемiщень
{ũ, ṽ, w̃} та iнших кiнематичних параметрiв, виразимо деформацiї довiльної точки бал-
ки через деформацiйнi параметри її осi наступним чином

ε̃xx = ε̃+ zκ̃. (3)

Iнтегруючи друге спiввiдношення (2) по товщинi кожного шару з врахуванням (3),
знаходимо

ñ(s)ε̃+ m̃(s)
κ̃ − l̃(s)D̃z = Ũ (s), (4)

Ũ (s) = ϕ̃ (zs)− ϕ̃ (zs−1) , ñ(s) =
∫ zs
zs−1

H̃31 dz, m̃(s) =
∫ zs
zs−1

H̃31z dz, l̃(s) =
∫ zs
zs−1

B̃s
33 dz.

Якщо заданим є електричний струм на електродах п’єзоактивних шарiв, то iз спiв-
вiдношення I

(s)
E = −S ∂D

(s)
z /∂t знаходимо I

(s)
E = −iωSD̃(s)

z .
Рiвняння для комплексних зусиль i моментiв отримуємо пiдстановкою напружень з

(2) в класичнi формули для зусиль i моментiв, що припадають на одиницю довжини
дуги базисної поверхнi. В результатi, з врахуванням (3) для кожного активного шару
комплексний аналог фiзичних спiввiдношень має вигляд

Ñ (s)
x = C̃

(s)
1 ε̃+ K̃

(s)
1 κ̃ − ñ(s)D̃(s)

z , M̃ (s)
x = K̃

(s)
1 ε̃+ D̃

(s)
1 κ̃ − m̃(s)D̃(s)

z , (5)

(
C̃

(s)
1 , K̃

(s)
1 , D̃

(s)
1

)
=

∫ zs

zs−1
C̃

(s)
11

(
1, z, z2

)
dz.
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Виражаючи D̃(s)
z з (4) з наступною пiдстановкою в (5) i сумуванням зусиль i моментiв

по всьому пакету шарiв (як активних, так i пасивних), приходимо до остаточної форми
фiзичних спiввiдношень

Ñx = C̃1ε̃+ K̃1κ̃ − ÑE , M̃x = K̃1ε̃+ D̃1κ̃ − M̃E , (6)

C̃1 =
∑
sa

(
C̃

(s)
1 − ñ(s)ñ(s)

l̃(s)

)
+
∑
sp

C̃
(s)
1 , K̃1 =

∑
sa

(
K̃

(s)
1 − ñ(s)m̃(s)

l̃(s)

)
+
∑
sp

K̃
(s)
1 ,

D̃1 =
∑
sa

(
D̃

(s)
1 − m̃(s)m̃(s)

l̃(s)

)
+
∑
sp

D̃
(s)
1 , ÑE = −

∑
sa

ñ(s)

l̃(s)
Ũ (s), M̃E = −

∑
sa

m̃(s)

l̃(s)
Ũ (s).

Тут пiд сумуванням по sa i sp мається на увазi сумування по активних i пасивних
шарах вiдповiдно. Вирази для коефiцiєнтiв C̃(s)

1 , K̃(s)
1 i D̃(s)

1 для випадку пасивних шарiв
наведенi в [6,7]. Вiдзначимо, що цi комплекснi характеристики враховують фiзичну не-
лiнiйнiсть i температурно залежнi властивостi матерiалу. Вплив п’єзоелектричних фа-
кторiв на рiвнi фiзичних спiввiдношень виражається наявнiстю «електричних» зусиль
i моментiв ÑE i M̃E .

До постановки задачi необхiдно включити також комплекснi аналоги рiвнянь коли-
вань

∂Ñx

∂x
+ ρ̄ω2Hsũ = 0,

∂Q̃x

∂x
+ ρ̄ω2Hsw̃ = 0, де ρ̄ = H−1

s

∑
s

zj+1∫
zj

ρj dz, (7)

вирази для компонентiв деформацiйних параметрiв осi балки

ε̃ =
∂ũ

∂x
, κ̃ =

∂ϑ̃

∂x
, ϑ̃ = −∂w̃

∂x
(8)

i осереднене за перiод коливань рiвняння теплопровiдностi

cvθ̇ = k
∂2θ

∂x2
− αy1 + αy2

hy
(θ − θ0)− αz1 + αz2

Hs
(θ − θ0) + D̄′, (9)

де cv i k – коефiцiєнти теплоємностi i теплопровiдностi, θ – температура, αy1,2 i αz1,2 –
коефiцiєнти тепловiддачi з поверхонь y = ±hy/2 i z = ±Hs/2 вiдповiдно; hy – ширина
балки.

Середня за перiод швидкiсть дисипацiї енергiї D̄′ записується у виглядi

D̄′ =
ω

2
Im
(
σ̃xxε̃

∗
xx + ẼzD̃

∗
z

)
, (10)

де зiрочкою позначенi комплексно спряженi величини.
Постановка задачi замикається заданням граничних (як на внутрiшнiх, так i на зов-

нiшнiх границях) умов, а також початкової умови для температури [2].
Отримана система рiвнянь механiки (6)–(8) може бути представленою в нормальнiй

формi
dỸ

dx
=
[
Ã
]
Ỹ + B̃, (11)
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де Ỹ
T

= {ỹ1, ỹ2, ỹ3, ỹ4, ỹ5, ỹ6} =
{
ũ, w̃, M̃x, Ñx, Q̃x, ϑ̃

}
;
[
Ã
]
– комплекснозначна ма-

триця розмiру 6×6, в якiй вiдмiнними вiд нуля елементами є ã13 = ã64 = −Q̃2, ã14 = Q̃1,
ã26 = −1, ã35 = 1, ã41 = ã52 = −ω2ρ̄Hs i ã63 = Q̃3; B̃ – вектор–стовпець, такий, що

B̃
T
=
{
Q̃1 ÑE − Q̃2M̃E , 0 , 0 , 0 , 0 , Q̃3M̃E − Q̃2 ÑE

}
;

Q̃1 = D̃1

/(
C̃1D̃1 − K̃2

1

)
, Q̃2 = K̃1

/(
C̃1D̃1 − K̃2

1

)
, Q̃3 = C̃1

/(
C̃1D̃1 − K̃2

1

)
.

Розглядаються два способи навантаження балки. Згiдно з першим коливання збу-
джуються механiчними моментами, прикладеними на кiнцях x = 0, L, якi змiнюються
в часi за законом Mx = σ0

xxH
2
s/6 sinωt = M0 sinωt, де σ0

xx – максимальна амплiтуда
напруження, розподiленого по лiнiйному закону вздовж торцiв x = 0, L балки.

Вiдповiднi умови в комплекснiй формi мають вигляд

M̃x = −iM0 = −iσ0
xxH

2
s/6, Ñx = Q̃x = 0 при x = 0, L. (12)

При другому способi навантаження – електричному – задається рiзниця потенцiалiв
U (s) на кожному п’єзоактивному шарi, яка змiнюється по гармонiчному закону в часi
U (s) = U

(s)
0 sinωt, де U (s)

0 – амплiтуда електричного напруження; в комплекснiй формi
вiдповiдна умова записується у виглядi

Ũ (s) = −iU (s)
0 , Ñx = Q̃x = 0, при x = 0, L. (13)

Задачi електромеханiки (11), (12) або (11), (13) розв’язуються чисельно за допомо-
гою iтерацiйної процедури методу змiнних параметрiв пружностi в поєднаннi з методом
ортогональної прогонки [7]. Для нестацiонарної задачi теплопровiдностi, яка використо-
вує двовимiрне формулювання (9), застосовується явна рiзницева схема методу скiнчен-
них рiзниць.

Як приклад, розглядається модельна задача про коливання i дисипативний розiгрiв
тришарової балки. Її зовнiшнi шари виготовленi з п’єзокерамiки ЦТС–19, а внутрiшнiй
шар – iз сталi 12ХН3А. Верхнiй керамiчний шар вважається попередньо поляризованим
в напрямку осi

−→
OZ, а нижнiй – поляризований в протилежному напрямку. Комплекснi

характеристики матерiалiв взятi з [5,7]. Розрахунки проводились для наступних геоме-
тричних параметрiв балки: L = 0, 76м, Hs = hy = 0, 3 · 10−1 м, h1 = h3 = 0, 5 · 10−2 м
i h2 = 0, 2 · 10−1 м. Геометрiя i параметри навантаження балки вибираються таким
чином, щоб задовольнити умови, при яких справедлива геометрично лiнiйна теорiя ба-
лок i гiпотеза постiйностi електричної iндукцiї по товщинi п’єзоактивних шарiв [1, 2].
При розв’язаннi задачi теплопровiдностi використанi наступнi значення параметрiв:
α 1 = α 2 = α 3 = 100Вт/м2◦К, Tc = T0 = 20 ◦C; коефiцiєнти теплоємностi i теплопровiд-
ностi приймались рiвними: для сталi 12ХН3А cv = 3, 8·106Дж/м3◦К, k = 30, 98Вт/м ◦К,
i для п’єзокерамiки ЦТС–19 cv = 3, 58 · 106Дж/м3◦К, k = 1, 25Вт/м ◦К. Частота лiнiй-
ного пружного резонансу балки на першiй симетричнiй згиннiй модi дорiвнює 203 Гц.

На рис. 1 представленi частотнi залежностi амплiтуди прогинiв Δw = |w̃ (L/2)| для
рiзних способiв навантаження. Лiнiя 1 вiдповiдає електричному навантаженню згiдно
з (13) при амплiтудi електричного потенцiалу U

(1)
0 = U

(3)
0 = 400 кВ. Крива 2 вiдповiдає

механiчному навантаженню по (12) при параметрi навантаження M0 = 0, 75 ·10−1 МН·м
(σ0

xx = 500 МПа). Показанi кривi демонструють iдентичну поведiнку для випадкiв ме-
ханiчного i електричного навантажень. Загалом вона є типовою для систем з м’якою
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Рис.1 Рис.2

Рис.3 Рис.4

нелiнiйнiстю. Для розглядуваних способiв навантаження розподiли польових величин
аналогiчнi один одному. На рис. 2 представленi залежностi амплiтуд прогину Δw (лiнiя
1), iнтенсивностi непружних деформацiй ep = εp =

[
1/2

(
εpij

′εpij
′ + εpij

′′εpij
′′)]1/2 в точцi з ко-

ординатами x = 0, 38 м, z = 0, 1·10−1 м (лiнiя 2) i тангенсу фази коливань tgϕM = w′′/w′

вiд величини навантаження для частоти 200 Гц. На вiдмiну вiд квазiстатичних коливань
дослiджуваної балки, вiдмiчається жорсткий тип залежностi M0 ∼ Δw. Цей ефект зу-
мовлений взаємодiєю динамiчностi i фiзичної нелiнiйностi матерiалу. Збiльшення дина-
мiчної жорсткостi системи вiдбувається за рахунок «сповзання» з резонансної частоти
внаслiдок зменшення останньої через непружне пом’якшення матерiалу. Для випад-
ку електричного збудження поведiнка вказаних характеристик аналогiчна. Отриманi
результати дозволяють зробити висновок про еквiвалентнiсть реакцiї балки на розгля-
дуванi способи навантаження i використовувати його, наприклад, для гасiння механiчно
збуджуваних коливань шляхом вибору вiдповiдної амплiтуди i фази електричного на-
пруження [8] (див. лiнiї 3 i 4 на рис. 1).

Залежностi U0 ∼ M0 для значень частоти збудження 100 Гц, 200 Гц i 250 Гц пред-
ставленi на рис. 3. Лiнiї спiвпадають з точнiстю до зображення на рисунку. Отрима-
нi данi показують, що в дослiдженому iнтервалi частот, незважаючи на рiзний рiвень
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прогинiв i непружних деформацiй, якi зумовлюють суттєву нелiнiйнiсть залежностей
Δw ∼ M0 i Δw ∼ U0, залежнiсть U0 ∼ M0 є лiнiйною, i, отже, може бути конкретизо-
ваною шляхом розв’язання лiнiйної задачi. Однак, механiчний i електричний способи
навантаження виявляються нееквiвалентними по дисипативних характеристиках, якi
визначають в даному пiдходi зсув фаз мiж навантаженням i реакцiєю. Дiйсно, аналiз
виразу (10) з врахуванням (4) показує, що при короткозамкнутих електродах навiть
при лiнiйнiй поведiнцi матерiалiв шарiв (при σ0

xx = 1, 17 МПа) дисипацiя буде меншою
(DA = 113, 98 МВт/м 2), нiж при еквiвалентному йому електричному навантаженнi
(U0=1 кВ, DA = 187, 70 МВт/м 2), де DA – сумарна дисипована енергiя в активних
шарах для частоти 200 Гц. На рис. 4 лiнiєю 1 показано кiнетику змiни температури
вiбророзiгрiву в точцi x = 0, 38 м, z = 0, 1 · 10−1 м для σ0

xx = 280 МПа i частоти 250 Гц
при механiчному збудженнi. Еволюцiя температури при спiльнiй дiї електричного i ме-
ханiчного навантажень при повному гасiннi коливань представлена кривою 2. Видно,
що, незважаючи на нульовий прогин, вiбророзiгрiв має мiсце внаслiдок дiелектрично-
го механiзму дисипацiї в п’єзокерамiчних шарах. Проте його рiвень значно нижчий,
оскiльки вiдсутнi втрати, зумовленi непружними деформацiями в середньому стале-
вому шарi. Загалом просторовий розподiл характеризується високою однорiднiстю по
товщинi балки i має дзвоноподiбну форму вздовж її осi.

Таким чином, ефекти фiзичної нелiнiйностi i термомеханiчної зв’язаностi у дослi-
джуванiй задачi полягають у формуваннi амплiтудно-частотних характеристик м’яко-
го типу, обмеженостi резонансних амплiтуд та iснуваннi непружних деформацiй i пiку
дисипативного розiгрiву в обмеженому iнтервалi частот.
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