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���� �� ���	�
��� 	����� ������������ �������� �����
������ ��������� ������

������� �� ������ ���������������. �������� ������������, ����
�� ��������

���, ��������� ������ ������������ 	���� �������� �����!��� �����
���

	�
�� ����� � ������� [1-4]. " �� �������, ����� �����!�� �����
��� �������

��������	� ����������	�, � ��������	� 	������ �� ����� �������������,

�������� �������������� ���� ������� �� �������� �������� ����� ���������. "

�����, ����� ��! ���� �� ���������� �����
����, � ��������� ��������� ��������

������
��� ����� ������������ [5-7]. ������� �������� ���	������ �����

�����!�� � ����	� ����� �������� ��� �������� �������������� ���� � ��� �

���������	 � ����������	 ���������	 �����!��� �����
���. ������ ���!���

����! ����������� �������� � �������
��� � ��	, ��� �����!�� �����
��� �

������� �� ���������. #�� ��������� � � ���������	 ������������ ������������

���	����� ���������� �����
��� �� ���������� ������� ���� [8, 9]. " �� 
 ��	�

���������� ������ �������� ���������� �����
��� ���������� �	��� ��
���

���	���, ����� ��������� �����
��� � ������� ������������� ���������

����������. " $��� �������, ��� ���������� � [1, 10], ������ �������� ����������

�����
��� ��������� ������	 ��������������� ��	�������. % $��� ����� ����� ���

����	��������� ���	����!�� � ���������	 ��������&�����	 	�������	 � [11]. 

'�! �������� ������ ���������� � ���������	 ����������� ������ ��������

���������������� ���������� ���������� �����
��� � ���������!�� ���������	

�����������	 ��������&�����	 	������

&��'$�(#$%) "*) �+#/#$% +0&1+�&'+0$#$%) &%�$0*��.

"� 	����� ������� 	�
�� �������!, ��� 	������ ����� ������� ��� ��������

����������� ��	���� � ����� ���� ����������. (��� – $�� �������� 	�������
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���������, ����� – �������� 	������� ����� ���� �������� ���&��� �����������

� ���! – �������� 	������� ����� ���� ���&��� ��������� �� ����������

�����
���. )��������� �������� 	������� � ��
��	 �� ���� ���������,

������	� ���������� ����	��������, ��������. *��	 ����������!, ���

	������ ��������� (�������� 1) ������� ���������	 � �����������	. %������� 2

�������� � ����!��� ����	�&��, �������
������ ���&�� ����������� �����.

"��������� ��� $��	 ��������� �����
��� � ����	�&�� ������� �� ���������.

3���	 ������	, 	������ � ��������� 2 ������� ����������	 � �����������	. #�� 


	�
�� ������! � � ��������� 3. :�������!��, �������
�	, ����� [1], ��� ���&��

������
��� ����� �
�� � ������ �������� ���������. 3���� �	�� � ���������	�

�����
���	� ����������� ��������� � ��	� ����! ���������� ����	�&�� («������»

��������� ����	�&��). ���������� ����! («����������» ��������� ����	�&��)

������� �� ���������. 

" ��
��	 �� ���� ��������� 	������ ���� ��� ��� ������-������� �� �������� �

	���	 ����	�&��	, ����������	 ��� �������������� ��!�������� 	���� �	�������.

;�������, ���������� ������������� ����, ��������� ��� ��� ��������� �

����������� ���! ��$���&����	�. :�������!��, ����	������� ��
�� �� ���������

��� ��������, � �������� 	���� �������� ��� �����!��, �������	 (�	. [1]) �

��
��	 ����� � �������� ������ ����:
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�� },,{: 321 xxxx  - ����������, ���������� � ������������	� ���������, ����� r

��	��� ��	� ��������� ( 3,2,1�r ), },,{: 321 uuuu  - ����	����� �	��� ��

�������������� ����
��� ���������. 3���� ��������� 
)1(

ijlkQ  � ������� ��

���������, � ������ )3,2()( �rQ r
ijlk  ���������� �� ��� 	���	� �������	� )()( xr

ijlkQ� . 

(���������, ��� $�� ������� (����������� ���������	� �����
���	� �

����	�&��	�) 	����� ��	������ � 	������ ����� �����, � ��������

����������� ������ �������� ����������� ������������ ��� [12], 	�
��

����
���!, ��� � ���������� 2 � 3 ���������� ������� �������� ��	� ����	� ����

�� �����������	 ���������	 � �������������	� ��������	� ��������	�.

(������� ����������	� �� ������ ��������� �, ������������, ����	���
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��������	�&�� ����, ������� �������! ������� ��� ��������� (������) ����
��

)(x� ��
��� �� ���� � ���:

 � 0det ��� mlkjjmlk ppQD 
�                                                                            (1)

�� jj xp ��� � . (�� ��	���� ���������� �����
��� ������� �����

���������������� �� ���������� 	��� ���������� (� ������ �� ����������� �����

���������� ��� 	������ ��������). (���	� 	�
�� �������
��!, ��� 	���	 �������	 �

������ ��������� ������������ 	��� ��	���� ����
�� � � ��������, � �����!

���� �������� (1) � ���: )()()( 0 xxx ��� ��� , jjj ppp ��� 0 , ����	�������

0�� gradgrad �  � 
)1(

jmlkjmlk QQ�  ��� ������� ������ ������� 	������. =����������

���� ����! �������� (1) � ��� 3$����� � ���
���� �����	� � ��� ������ �������

	������, �������	 � �������������	� ��������:
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>� ���������������� ����	� �������� [13], ������������� (1)  ��� ��������� 1,

������	: HnHlxpD iii ������� 00 , �� in - ����������� �������� ���	��,

��������� ����� �������� � ����	�, l  - ���! ����! $��� ���	��, 0p��� DH .

3���� ������� (2) ���������� � ���� HFgrad ���� )(�n  ��� HFl ������ . ?��

���� �	� ��� �������� ����! ���	��, ��������� ����� �������� � ����	�:
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� �	� �	��� �������� ������� ��	�� �������������� � ����������� ���

(�������� 2 ��� �������� 3) � � ���������� ��� (�������� 1). >����� �� $����,

������	 �������! ������� ��	�� �������������� � ��� � ���������	�

�����
���	� (�������� 2) � � ��� 
 ��� ���� ��������� (�������� 3) ���

 �� ���������
)(
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)1()2()3(
3223 1

xr

imlkimlkimlk dlQDQQH���                                              (4)

3�� ��� �� �������
��� �� ������ ��������� 	������ ���� ��� ��� �������, ��

�������! 
)3()2(

imlkimlk QQ ���  � ��	��!� ���������� �������� ��������� 	�
� ���!

����
�� ��� ��������� �����
���. "�����!��	�� ����
���	�, ��������	� �
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[1],  � ��������	 �� ��������!�� �����!��� �����
���. 3����, ���	��� ��	��&��

@����� � ����� ����� 3 , ����������� �� 6 ��	����� ������ ���������� �����
���,

������	:

nimlknimlkimlk RQQ ����� )3()2(

�� imlknR  ����
����� ��� ������ � ����������� 	����� ��������� 	�������.

(��� ����������� $���� ����
��� � (4), ������	:

��
)(

0

32123 ),,(

x

3b
r

dllnlnln�                                                                                          (5)

�� 6 ��	����� ������ � �)1(: imlkimlkn QDR ��b  ������� �� 	����� ��������� 	�������

� �� ������������ ��������� ���	�������� ���������, ��������� ����� ��������

� ����	�.

%4/#+#$%# �&'0'�5$67 $01+)8#$%9.

=���	����	 ������� ������, ����� �����
��� � ������� �� ��������� � �������� �

���	�� (5) ��	������ ���������	� 	��
����	�, ������&�����!��	� ���� ����

	
�� ��������	 � ����	����	. >�	��� ������� 
)(

23
s�  ��� ��
��� �� ���� ����,

������ 	���� �������������!�� ����! ������ ���������, ������	 ��� ��������. % ��

��	��!� 	�
�� ��������! ��������� �����
��� ���! � ��	 �����, ��� ���������

������� ��� ������ ���������� �����
��� ����� �������. 3���� 6 ��	�����

������ 3  ����
����� ��� ��� ��������� ������� ������� ������, �����������

����� 3̂ , ������� ������ � ���	��� (5) �	�� � ����	� ��$���&����	�,

����
���	��� � �����  b̂ . ?��� ��������� ������� ��� ����� ��������, ��

��������� �������� 	�
�� �������!, ������� ��	���� �� ���!�	 ����

����������� ���������. "���������! � �������� ��� ��� ����� � ����������	�

���������	� �����
���	�, �����	 ������� ������, ����� ������ ����������

������ $��� �����
��� ��������� �� ��� ������ ������������ � ����� �������.

3����, ����	������� ������������� ���� ����� ���� ����! ����� ���������, ������	

��	������ ����	� �� ���� �������� ��������!�� ��������� �� ������� �������
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������ ���������� �����
���: 23
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	����&� ��� Ĉ , ������	:

3,2,1,,ˆ),,(ˆ )(
23

)(

0

321 ��� si�Cdllnlnln� s
is

r

i

x

                                                             (6)

" $��	 ������	 ����� ������ ��������������� ����	���� �������� � ���	 ��������	

������	 ���������!��� ��	������� [14]. =���	����	 $��� ������� ������ ���

��������, ���������� ���������!��, ��� ��������� �����
��� � ������� ��

���������� 3x . *��	 ����������!, ��� M ������� ����	��-����������

������������� �������
�� �� ������� ����� ����� ��������!� constx �3 .

>�	��� ��	�� �������������� 3-� ���� ��� ���� ��������� (�����
����� �

������
�����) �� ��
��� �� 
2
221

2
1 4 MMMMP ���  ���	�������� ���������

��������� P  �������!��� ������� ���� (6). ������� $�	���� 	����&� Ĉ

���������� �����������, ��� �������, � ���������, 	�
�� �����!�����! � 
 ��	�

���������. (�� $��	 	������ ���������� ���������	 �
����	 ��� �����
���	

����������!�� ����! ��
��� �� ������� ��� ������ ���������� �����
���.

(����������� ��	��� ��	�� �������������� ��
��� �� ���� ���� ����! ��
��� ��

��������� ��� ���� ������� �����
����� ������. (� �������� ��������� ��	��

	�
�� ����� $�	��� 	����&� B̂  ������������ � ���������! Ĉ . 

:�� ��������� ���������� ),( yxi�  �� �������!��� �������, ��������	 �� � ���

�������� ��		� �������� ����&��: �
�

�
N

n
nn xxXxx

1

2121 ),(),(~ �� . (�� NP �  ��	

��$���&���� �����
��� nX  �� ������� 	���	���&�� �����������������

��������� $��� ��		� �� ��������� ���������� ��� ���������!��	 �������

	���	�	� ����������������� ������� ��������, ��� �������� � ����	 ��������

��������!�� ��$���&����� nX .

3���� 
 ������ ���	�
� � � ���	 �����, ����� ������ ���������� ������

���������� �����
��� �������� � ������� �� ���������. (�������	 ��
��� �� 6
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��	����� «������» �����
��� ��� �
�

�
N

n
n

i
ni xxXxx

1

21
)(

21 ),(),(~ �� . "����

��������� ��$���&����� X , ��������� ��C�����	 ��� 
)(iX , ����
�� N6

��������� ������. 

D����� ���������&�� ���������. (��������� ����������� ����� �&��� �������

��������� ����������, �� �������	�� ��� ��	���� ��	���� ���������. � ��

	�
�� �����! �� ��������� ��������� 	����������� ���&��� ���������&��

���������� ���������� �����
��� � ������!��	 ����� ����� ����� ����	�����. "

������ ��������� ���� ������� ���������, �������� � ����� [15] ��������	

����	. E������ ����� ����	��������� ��� ���������� � �������	� ������	� �

�����������	� 	�����	� ���������. 

=��. 1

F� ���. 1 ������� ����!���� ���������&�� (��
��� ���) �����, ������!��� �

����
��� �����
��� (������ ���) � ���� ����� ��� ��������!��� ����������

��	���� ��	�� �������������� �������� �� ���������	, ������ 10
-5

.

G>3?=)3;=).
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