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Биографическая справка 

Горбань Игорь Ильич – доктор технических наук, профессор. Родился 
30 августа 1952г. в г. Киеве. В 1975 г. закончил Киевский 
политехнический институт по специальности «гидроакустика», в 1978 г. – 
аспирантуру по той же специальности. 

Кандидатскую диссертацию защитил в 1980 г. в ЦНИИ 
«Морфизприбор», докторскую – в 1991 г. в Институте кибернетики АН 
УССР. В 1989 г. ему присвоено ученое звание старшего научного 
сотрудника, а в 2000 г. – профессора. 

До 1992 г. работал в Киевском НИИ гидроприборов, участвовал в 
проведении ряда опытно-конструкторских и научно-исследовательских 
работ. Был первым заместителем Главного конструктора 
гидроакустической станции (ГАС) с гибкой протяженной буксируемой 
антенной (ГПБА), ответственным за алгоритмическое обеспечение 
станции, Главным конструктором опытно-конструкторской работы по 
созданию ГАС с ГПБА на оптической элементной базе, научным 
руководителем двух Тихоокеанских научных экспедиций по изучению 
гидроакустических сигналов. 

С 1992 г. 12 лет работал в Институте проблем математических машин 
и систем НАН Украины в должности главного научного сотрудника, затем 
заместителя директора по научной работе. Занимался разработкой 
алгоритмического обеспечения для радиолокационной станции. С 2004 г. 
работает в УкрНИУЦ Госпотребстандарта Украины в должности 
заместителя Генерального директора по научной работе. 

Активно занимается научной, научно-педагогической и научно-
организационной работой. Был научным руководителем нескольких 
научно-исследовательских работ, преподавал в Киевском институте 
военно-воздушных сил, на протяжении ряда лет являлся членом 
экспертного совета ВАК Украины. Руководит научной работой 
аспирантов, является членом специализированных советов по защите 
докторских диссертаций, членом редколлегий научных журналов, членом 
международных обществ, в том числе Акустического общества Америки 
(ASA), Института инженеров в области электротехники и электроники 
(IEEE) и др. 

Является автором трех теорий: теории пространственно-временной 
обработки гидроакустических сигналов в сложных динамических 
условиях, теории быстрой многоканальной обработки гидроакустических 
сигналов (их изложению посвящена настоящая монография) и физико-
математической теории гиперслучайных явлений (ее описанию 
посвящена монография [53]). 

Результаты исследований Горбаня И.И. опубликованы более чем в 
150 научных трудах, в том числе 7 книгах, и внедрены в ряде 
гидроакустических станций. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Начало построения теории обработки сигналов связано с 
бурным развитием радиолокационной техники после Второй 
мировой войны. Радиолокационные станции того периода были 
очень несовершенными. Для повышения их эффективности 
требовалась теория, учитывающая особенности сигналов и 
действующих помех. Основные принципы такой теории были 
сформированы в середине прошлого столетия. 

В конце 50-х годов возрос интерес к гидроакустике. Задачи, 
решаемые радиолокационными и гидроакустическими средствами, 
схожи, поэтому при построении гидроакустических станций 
вначале пытались опереться на теорию, разработанную для 
радиолокации. Однако вскоре выяснилось, что возможности 
использования этой теории для построения гидроакустических 
систем крайне ограничены. Связано это с тем, что в гидроакустике 
среда распространения сигналов существенно более неоднородная, 
чем в радиолокации. Это приводит к выраженному многомодовому 
распространению сигналов в диапазоне низких частот и 
многолучевому распространению сигналов в диапазоне средних и 
высоких частот. Кроме того, помехи в гидроакустике существенно 
более разнообразные, чем в радиолокации. 

На протяжении 60 – 70-х годов особое внимание уделялось 
изучению Мирового океана и разработке специфических методов и 
алгоритмов обработки сигналов. В результате была сформирована 
разветвленная теория пространственно-временной обработки 
гидроакустических сигналов, учитывающая пространственно-
временные особенности сигналов, помех и неоднородность среды 
распространения колебаний. Эта теория нашла широкое 
применение на практике и до сих пор служит теоретической базой 
построения гидроакустических средств. 

Следует отметить, что подавляющее большинство 
гидроакустических систем работает в сложных динамических 
условиях. В результате волнения океана, подводных течений, 
движения носителя и других дестабилизирующих факторов 
антенны этих систем постоянно меняют свое местоположение и 
ориентацию в пространстве. Некоторые из них, например гибкие 
протяженные буксируемые антенны (ГПБА), могут изменять 
форму в процессе работы. Перемещения антенны и ее элементов, 
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как правило, столь значительны, что игнорировать движение 
нельзя. 

Поэтому в интересах создания совершенных мобильных 
гидроакустических средств активно велись и продолжают вестись 
исследования по изучению динамических эффектов и их учету. В 
результате этих работ разработаны специальные методы обработки 
сигналов, учитывающие равномерное прямолинейное перемещение 
антенны [167, 176, 199, 200, 203, 205], равномерное прямолинейное 
перемещение антенны и лоцируемого объекта [172, 173, 190], 
движение антенны при циркуляции носителя [206], изменение 
формы ГПБА при буксировке [166, 174, 182, 185, 188] и пр. 
Исследована точность измерения параметров сигнала при 
равномерном прямолинейном движении антенны [170, 193, 197], 
разработаны модели поведения буксируемых тел и ГПБА при 
буксировке [114,165], предложены методы электронной 
стабилизации характеристик направленности при сложном 
перемещении антенны в пространстве [108, 194] и получено много 
других важных результатов по целому ряду вопросов. 

В 80 – 90-х годах автором монографии была разработана 
теория пространственно-временной обработки гидроакустических 
сигналов, учитывающая в комплексе сложное движение антенн, 
особенности гидроакустических сигналов, помех и среды 
распространения колебаний. Основные результаты опубликованы в 
статьях [49, 50, 51, 180, 181], курсе лекций [179] и монографии 
[178]. 

Из новой теории следует ряд неожиданных и парадоксальных, 
на первый взгляд, результатов, в частности, следующих: 

– сложное движение антенны, вызываемое волнением океана, 
создает предпосылки для повышения точности измерения 
частотно-угловых параметров сигналов и 
помехоустойчивости систем пространственно-временной 
обработки; 

– при сложном движении антенны потенциальная точность 
измерения угловых параметров сигнала определяется не 
размерами антенны, как в статических условиях, а 
размерами области, в которой перемещается антенна; 

– повышение точности измерения угловых параметров 
сигнала оказывается возможным даже в том случае, когда 
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неизвестны частота сигнала или доплеровский сдвиг 
частоты; 

– возможно целенаправленное использование движения 
антенны для решения задач, которые не могут быть решены 
в статических условиях, например, устранение 
неоднозначности определения направления прихода 
сигнала при применении линейной антенны и др. 

Стало ясно, что волнение океана, традиционно 
рассматриваемое как выраженный дестабилизирующий фактор, 
может способствовать улучшению характеристик 
гидроакустических станций. Это привело к формированию взамен 
общепринятой стратегии борьбы с дестабилизирующими факторами 
новой стратегии использования дестабилизирующих факторов в 
интересах повышения потенциала гидроакустических средств. 

Как правило, алгоритмы пространственно-временной 
обработки сигналов для подвижных антенн значительно сложнее, 
чем для неподвижных. Количество каналов, по которым 
необходимо проводить такую обработку, достигает сотен тысяч и 
более. Реализация сложной обработки по столь большому числу 
каналов – серьезная проблема. Перспективным путем ее решения 
является использование высокоэкономичных в вычислительном 
отношении быстрых алгоритмов, таких как быстрое 
преобразование Фурье (БПФ) и быстрая свертка. 

В 60 – 70-х годах для статических линейных и кольцевых 
антенн были предложены [202, 171]  на основе БПФ и быстрой 
свертки быстрые алгоритмы формирования веера характеристик 
направленности. Основная сложность применения таких 
алгоритмов для многоканальной пространственно-временной 
обработки сигналов в более сложных случаях заключается в том, 
что требуемые для обработки сигналов преобразования 
существенно отличаются от преобразования Фурье или свертки. К 
тому же, в динамических условиях тип преобразования постоянно 
меняется. 

Автору удалось решить эту проблему в 80-х годах и построить 
теорию быстрой многоканальной пространственно-временной 
обработки сигналов для антенн сложной конфигурации и 
подвижных антенн. Основные результаты опубликованы в статьях 
[46, 45], курсе лекций [179] и монографии [178]. 
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Новые подходы позволяют уменьшить вычислительные 
затраты при сложной многоканальной пространственно-временной 
обработке сигналов (в частности, обработке в сложных 
динамических условиях) в сотни и даже тысячи раз. 

Цель монографии – дать развернутое описание теории 
пространственно-временной обработки гидроакустических 
сигналов, учитывающей сложное перемещение антенны в 
пространстве и особенности сигнала, помех и среды 
распространения колебаний, а также теории быстрой 
многоканальной пространственно-временной обработки 
гидроакустических сигналов. 

Изложение материала в книге ведется с учетом следующих 
предположений: 

– антенна может сложным образом перемещаться в 
пространстве в трех измерениях с переменной скоростью и 
поворотами и даже менять свою форму; 

– местоположение всех элементов антенны известно в любой 
момент времени (рассчитывается или измеряется с 
помощью специального оборудования); 

– в общем случае среда неоднородная и функции Грина, 
описывающие особенности распространения в среде 
сигналов и помех, известны с точностью до некоторых 
параметров; 

– сигналы и помехи имеют стохастическую природу. 
Следует отметить, что корректность последнего 

предположения представляется в настоящее время дискуссионной. 
Безусловно, стохастические модели играли и будут играть важную 
роль при описании реального мира. Во многих случаях они дают 
адекватное описание физических явлений. Однако, по 
сегодняшним представлениям автора, все физические величины, 
процессы и поля, обычно рассматриваемые как стохастические 
явления, в действительности имеют более сложную, 
гиперслучайную природу, и поэтому более адекватно описываются 
гиперслучайными моделями. Читатели, желающие познакомиться с 
разрабатываемой автором физико-математической теорией 
гиперслучайных явлений, могут обратиться к его статьям [48, 47] и 
монографии [53]. 
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*   *   * 

Настоящая монография написана на основе оригинальных 
теоретических и экспериментальных исследований автора. 
Результаты работы использованы при построении ряда 
гидроакустических станций. 

Книга является обновленной версией курса лекций [179], 
подготовленного и прочитанного автором в 1998 г. в рамках 
конференции Ocean’98, организованной Институтом инженеров в 
области электротехники и электроники (IEEE). 

Она состоит из двух частей и приложений. Первая часть 
посвящена теоретическим вопросам комплексной оптимизации 
пространственно-временной обработки гидроакустических 
сигналов и состоит из трех глав, вторая – быстрым методам и 
алгоритмам многоканальной обработки и состоит из двух глав. 

В главе 1 приведены простейшие динамические модели, общая 
характеристика гидроакустических условий, формализованное 
описание антенн, а также модели принимаемых колебаний, 
сигналов и помех. В главе 2 описаны методы пространственно-
временной обработки гидроакустических сигналов для сложных 
динамических условий. Глава 3 посвящена точности измерения 
частотно-угловых параметров сигналов в сложных динамических 
условиях и помехоустойчивости систем пространственно-
временной обработки. 

В главах 4 и 5 рассмотрены два быстрых метода 
многоканальной пространственно-временной обработки, 
требующие малых вычислительных затрат. 

В приложения приведены результаты оригинальных 
исследований эффекта Доплера [54] и законов Снеллиуса [52, 55] в 
сложных динамических условиях, обобщенные характеристики 
волнения моря и параметры качки, методы описания поворотов 
антенны при волнении океана, а также некоторые обобщенные 
результаты исследований шумовых характеристик кораблей и 
судов. 

В список литературы включены работы отечественных и 
зарубежных авторов, использованные при подготовке монографии. 

*   *   * 

Книга может представлять интерес для специалистов, 
работающих над проблемой оптимизации пространственно-
временной обработки сигналов, программистов, реализующих 
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алгоритмы многоканальной пространственно-временной обработки 
сигналов, и разработчиков гидроакустических и радиолокационных 
систем. 

Книга ориентирована на читателей, имеющих базовые знания по 
прикладной гидроакустике и обработке сигналов в объеме типовых 
курсов технических университетов. 

*   *   * 
С благодарностью автор вспоминает своих учителей, прежде 

всего профессора Н.Г. Гаткина, Н.Б. Якубова, Генерального конст-
руктора ГАК профессора О.М. Алещенко, а также сотрудников 
Киевского НИИ гидроприборов, его Генерального директора 
Бурау Ю.В., сотрудников ЦНИИ «Морфизприбор», Акустического 
института АН СССР, ЦНИИ «Атолл» и Тихоокеанского 
океанологического института Дальневосточного научного центра 
АН СССР, многолетняя совместная работа с которыми 
способствовала становлению его как специалиста, ученого и 
конструктора. 

С чувством глубокой скорби вспоминает недавно ушедшего из 
жизни талантливого конструктора и ученого, замечательного чело-
века и близкого друга – Главного конструктора ГАС Божка Юрия 
Дмитриевича, с которым автор имел счастье проработать более 
десяти лет. 

Автор благодарен рецензентам – академику НАН Украины 
В.Т. Гринченко, члену-корреспонденту НАН Украины 
А.А. Морозову, профессору И.В. Вовку и профессору А.М. Резнику 
за критические замечания и конструктивное обсуждение 
монографии, а также профессору В.П. Клименко и генеральному 
директору ГП «УкрНИУЦ» кандидату технических наук А.Д. 
Цицилиано. 

Автор выражает признательность Г.Р. Войцеховской и 
Ю.С. Курскому, принимавших активное участие в подготовке 
книги к изданию. 

*   *   * 
Замечания и рекомендации можно направлять по адресу 

ГП «УкрНИУЦ» 
ул. Святошинская 2, Киев, 03115, Украина. 

E-mail: gorban@ukrndnc.org.ua 
 



 
 

 

11 

ЧАСТЬ 1 
 

ТЕОРИЯ ОПТИМАЛЬНОЙ 
ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННОЙ 

ОБРАБОТКИ СИГНАЛОВ В СЛОЖНЫХ 
ДИНАМИЧЕСКИХ УСЛОВИЯХ 

 
 

ГЛАВА 1 
 

ИСХОДНЫЕ МОДЕЛИ 
 
 

1.1. Простейшие динамические модели 
 

Динамические условия работы гидроакустических систем 
существенно сказываются на их потенциале. Для получения 
представления о влиянии движения приемной антенны на 
возможности систем пространственно-временной обработки 
сигналов (ПВОС) рассмотрим несколько простейших моделей. 

Модель 1. Одиночный ненаправленный приемный элемент 
движется в фиксированном направлении с постоянной скоростью 

 (рис. 1.1). Плоская волна с частотой  приходит из неизвестно-
го направления под углом . Эта волна вызывает в приемном эле-
менте колебание с доплеровской частотой 

v 0f
α
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 0 1 cosαd
vf f
c

⎛= +⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ , (1.1) 

где  – скорость звука в среде.  c
 

v

f0

á

á�

 
 

Рис. 1.1. Геометрическая интерпретация модели 1 
 

Если частота принимаемого колебания  и скорости  и  

известны, то, измерив доплеровскую частоту , можно опреде-
лить угол : 

0f v c

df
α

 
0

α arccos 1dc f
v f
⎡ ⎤⎛ ⎞

= −⎢ ⎥⎜
⎝ ⎠

⎟
⎣ ⎦

. (1.2) 

Точность измерения угла  зависит от величины скорости  
(от апертуры 

α v
L  – расстояния, проходимого приемным элементом 

за время наблюдения ): с увеличением скорости  точность воз-
растает.  

T v

Приведенный метод измерения угла прихода сигнала лежит в 
основе широко известных классических систем обработки сигналов 
с синтезированием апертуры. 

Основным достоинством таких систем является то, что они 
обеспечивают высокую точность измерения направления прихода 
сигнала при использовании антенн малых геометрических разме-
ров, слабонаправленных или вовсе ненаправленных. Однако они 
имеют существенный недостаток: измерение угла  возможно 
лишь при известной частоте сигнала . Если частота  неизвест-
на, то определить угол  нельзя. Как видно из выражения (1.1), 
в этом случае бесконечное множество комбинаций значений 

 вызывает одно и то же значение доплеровской частоты . 

α
0f 0f

α

0( ,α)f df
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Возможность работы лишь в условиях, когда частота сигнала 
известна априорно, серьезно ограничивает применение классиче-
ских систем с синтезированием апертуры. 

Ситуация, однако, существенно меняется, когда скорость при-
емного элемента переменна во времени по величине или направле-
нию. Тогда доплеровская частота также меняется.  

Рассмотрим простейшую динамическую модель с переменной 
скоростью движения приемного элемента. 

Модель 2. Пусть приемный элемент перемещается в фиксиро-
ванном направлении с переменной по величине скоростью . 

Тогда плоская гармоническая волна с частотой  регистрируется 
на выходе приемного элемента как частотно-модулированное коле-
бание. Его частота является функцией времени, которая описывает-
ся следующим выражением: 

)(tv

0f

 0
( )( ) 1 cosαd

v tf t f
c

⎛= +⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ . (1.3) 

Если скорость движения приемного элемента  является гармо-

нической функцией с частотой , то выражение (1.3) может быть 
представлено в виде  

)(tv

0F

 0
0 0( ) 1 cos(2π ) cosαd

Vf t f F t
c

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
, (1.4) 

где  – амплитуда скорости перемещения приемного элемента 
(рис. 1.2). 

0V

 

t0

f td( )

f0

Fd

 
 

Рис. 1.2. Зависимость доплеровской частоты принимаемого 
 колебания от времени 
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Амплитуда  изменения доплеровской частоты регистри-

руемых колебаний и средняя частота  этих колебаний опреде-
ляются следующими выражениями: 

dF

0df

 
0

0

0 0

cosα ,

.

d

d

VF f
c

f f

⎧ =⎪
⎨
⎪ =⎩

 (1.5) 

Частота принимаемого сигнала  и угол его прихода  могут 
быть определены в данном случае на основе измерения амплитуды 

 и средней частоты  регистрируемых колебаний. Точность 

измерения угла  зависит от амплитуды  скорости перемеще-
ния приемного элемента: при увеличении амплитуды точность воз-
растает. 

0f α

dF 0df
α 0V

Очевидно, что эффект имеет место и в том случае, когда ско-
рость  меняется по любому закону, необязательно гармониче-
скому.  

)(tv

Рассмотрим модель, в которой подвижный приемный элемент 
меняет направление своего движения. 

Модель 3. Приемный элемент в течение времени  движется 

в фиксированном направлении с постоянной скоростью , а затем 
в течение времени  – в другом направлении с постоянной скоро-

стью  (рис. 1.3). 

1T

1v

2T

2v
 

v1

f0

1á

1á'

Äá

v2

2á

2á'

 
 

Рис. 1.3. Геометрическая интерпретация модели 3 
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Особенностью двух первых моделей является неоднозначность 
измерения направления: волны, приходящие из симметричных на-
правлений (под углами  и α α′ ) (рис. 1.1), неразличимы. В случае 
третьей модели ситуация иная. При движении приемного элемента 
в первом направлении регистрируемая доплеровская частота опи-
сывается следующим выражением: 

 1
1 0 11 cosαd

vf f
c

⎛= +⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ , (1.6) 

а при движении во втором направлении – 

 2
2 0 21 cosαd

vf f
c

⎛= +⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ . (1.7) 

Углы  и  в выражениях (1.6) и (1.7) связаны соотношением 

 
1α 2α

1 2α α α= + Δ ,  
где  – угол между двумя направлениями движения приемного 
элемента. 

αΔ

Если параметры , , , 1v 2v c αΔ  известны, а величины , 

 измеряются, то направление прихода сигнала и его частота  
могут быть однозначно вычислены с помощью приведенных 
выражений. 

1df

2df 0f

Точность измерения параметров сигнала зависит от величин 
скоростей ,  и угла 1v 2v αΔ . 

Следует особо отметить, что в динамических условиях моде-
лей 2 и 3 удается обеспечить измерение направления прихода сиг-
нала с помощью одиночного подвижного приемного элемента, да-
же если частота сигнала  априорно неизвестна. 0f

Очевидно, что эффекты, отмеченные для моделей 2, 3, наблю-
даются и в случае многоэлементной антенны, сложным образом 
движущейся в пространстве. 

Может сложиться превратное впечатление, что улучшение ха-
рактеристик систем пространственно-временной обработки сигна-
лов за счет использования динамических эффектов возможно лишь 
при когерентном сигнале. Это не так, хотя степень когерентности 
сигнала существенно влияет на точность измерения. 



 
ГЛАВА 1.  ИСХОДНЫЕ МОДЕЛИ 

 

 16

Рассмотрим модель со стохастическим сигналом. 
Модель 4. Ненаправленный одиночный приемный элемент пе-

ремещается в фиксированном направлении в течение времени T  с 
постоянной скоростью , затем меняет направление своего движе-
ния на противоположное и движется в этом направлении в течение 
времени 

v

T  с той же скоростью . Из неизвестного направления 
под углом  приходит плоская волна, представляющая собой ста-
ционарный случайный процесс со спектральной плотностью мощ-
ности .  

v
α

)(0 fS
Спектральные плотности мощности  и  коле-

баний, регистрируемых на выходе приемного элемента соответст-
венно в первой и второй фазах движения, отличаются друг от дру-
га. При этом они отличаются и от спектральной плотности мощно-
сти  приходящей волны.  

)(1 fSd )(2 fSd

)(0 fS
Если случайный процесс является узкополосным со средней 

частотой 0f , то в первом приближении спектральные плотности 

мощности ,  отличаются от спектральной плотности 

мощности  сдвигом вдоль оси частот (рис. 1.4). 
1( )dS f 2 ( )dS f

)(0 fS

S f( )

ffd2f0fd1

S fd1( )

S f0( )

S fd2( )

0  

 

 
Рис. 1.4. Спектральные плотности мощности 0 ( )fS , 1 ( )d fS , 2 ( )d fS  

соответственно принимаемого сигнала и колебаний, регистрируемых на 
выходе приемного элемента в двух фазах его движения 
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0В первой фазе движения сдвиг 1 1d df f fΔ = − , а во второй – 

2 2d d 0f fΔ = − f , где  и  – частоты колебаний на выходе 
приемного элемента соответственно в первой и второй фазах 
движения (рис. 1.4): 

1df 2df

 1 0 1 cosαd
vf f
c

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 2 0 1 cosα .d
vf f
c

⎛= +⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  (1.8) 

При известных параметрах  и  путем измерения величин 
,  нетрудно из системы уравнений (1.8) определить сред-

нюю частоту  принимаемого сигнала и угол его прихода . 

v c
1df 2df

0f α
Если сигнал представляет собой широкополосный процесс, 

задача измерения направления прихода сигнала усложняется. 
Движение приемного элемента вызывает смещение каждой 

частотной компоненты принимаемого колебания. Смещение зави-
сит от частоты, фазы движения и описывается одним из выражений 
(1.8). С повышением частоты смещение возрастает (рис. 1.5). 

 
S f( )

f

S fd1( )

S fd2( )

0  
 

Рис. 1.5. Спектральные плотности мощности  и  колебаний, 
регистрируемых на выходе приемного элемента в двух фазах его движения 

(сигнал содержит выраженные дискретные составляющие) 

1 ( )dS f 2 ( )dS f

 
В результате разного смещения частот спектральные плотно-

сти мощности  и  колебаний, регистрируемых на 
выходе приемного элемента, отличаются от спектральной плотно-
сти мощности  принимаемого сигнала. 

)(1 fSd )(2 fSd

)(0 fS
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Смещения частот, описываемые формулами (1.8), можно 
трактовать  как изменение масштаба частотной оси. Поэтому  

 1 2 ( )
1 1d d

f fS S S
a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
0 f , 

где  – параметр масштабирования: a cosαva
c

= . 

Используя эти зависимости, по результатам наблюдения 
спектральных плотностей мощности  и  можно 
найти параметр масштабирования . Один из возможных способов 
определения этого параметра основан на вычислении максимума 
функции неопределенности 

)(1 fSd )(2 fSd

a

 1 2arg max d
1 1d d

f fa S S
a a

f⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ .  

Определив параметр , нетрудно вычислить направление при-
хода сигнала α  и спектральную плотность мощности . 

a
)(0 fS

Точность измерений определяется размером главного лепестка 
функции неопределенности, который зависит от степени корреля-
ции случайного сигнала. Если сигнал содержит в спектре большие 
дискретные составляющие (рис. 1.5), то сигнал сильно коррелиро-
ван и главный лепесток функции неопределенности узкий. Тогда 
можно точно определить параметр  и направление прихода сиг-
нала .  

а
α
При слабой корреляции сигнала главный лепесток функции 

неопределенности широкий. Тогда точность измерения параметра 
 и точность определения направления прихода сигнала α  низкие. 

В пределе, когда сигнал представляет собой белый шум, вычисле-
ние параметра a  теряет смысл и оценка угла  невозможна. 

a

α
Последнее утверждение не означает, что при слабой времен-

ной корреляции сигнала или даже при отсутствии корреляции во-
обще движение бесполезно. В общем случае это не так. Рассмотрим 
динамическую модель, демонстрирующую возможность эффектив-
ного использования движения в интересах повышения пространст-
венной избирательности систем обработки даже при белом шуме. 

Модель 5. Линейная антенна движется вдоль своей оси с по-
стоянной скоростью. Из некоторого направления приходит волна, 
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представляющая собой белый шум. Формируется веер характери-
стик направленности. 

Характеристика направленности, ориентированная на сигнал, 
имеет максимальный уровень. Находя в веере эту характеристику 
направленности, можно с точностью до направления, симметрич-
ного оси антенны, определить направление прихода волны. В дан-
ном случае факт движения антенны не играет никакой роли. 

Ситуация, однако, меняется, если антенна вначале движется 
вдоль своей оси в одном направлении, затем изменяет ориентацию 
и движется вдоль оси в другом направлении. На каждом этапе дви-
жения путем выбора характеристики направленности, имеющей 
максимальный уровень, можно определить направление прихода 
волны относительно оси антенны.  

При решении плоскостной задачи направление определяется 
однозначно путем сопоставления результатов, полученных на пер-
вом и втором этапах. Как видим, в данном случае движение линей-
ной антенны обеспечивает системе новое качество: устранение не-
однозначности определения направления прихода сигнала. 

 *   *   * 

Динамические эффекты зависят не только от параметров дви-
жения антенны, но и параметров сигнала. Большую роль играет 
соотношение между параметрами движения антенны и интервала-
ми когерентности сигнала. Если фазовая структура сигнала не раз-
рушена на всем пространственно-временном интервале наблюде-
ния , за счет использования движения антенны можно сущест-
венно улучшать характеристики системы. По мере снижения коге-
рентности сигнала динамические эффекты ослабевают и при пол-
ном нарушении когерентности сигнала во времени и прост-
ранстве – исчезают. 

Ω

Для моделей 1 и 2, например, максимальный эффект наблюда-
ется, когда когерентность сигнала сохраняется на всем пространст-
венно-временном интервале наблюдения, а для модели 3 – когда 
когерентность не нарушена на временных интервалах ,  и 
пространственных интервалах, занимаемых антенной на протяже-
нии этих временных интервалов. 

1T 2T
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Для оценки реальных возможностей использования динамиче-
ских эффектов рассмотрим реальные условия работы мобильных 
гидроакустических систем. 

 
 

1.2. Общая характеристика динамических условий 
работы мобильных гидроакустических систем 

 
В мобильных гидроакустических системах излучение и прием 

сигналов обеспечивается антеннами, размещаемыми непосредст-
венно на мобильных носителях, а также антеннами, буксируемыми 
на некотором удалении от носителей. В некоторых случаях исполь-
зуются неподвижные излучатели. 

Движение носителя и антенны в реальных морских условиях 
представляет собой сложные динамические процессы. Вследствие 
волнения моря и других дестабилизирующих факторов они посто-
янно меняют свое местонахождение и ориентацию в пространстве. 

Перемещения носителя возможны с шестью степенями свобо-
ды. Параметры движения зависят от типа носителя, степени волне-
ния моря, ориентации носителя по отношению к морским волнам и 
пр. Как правило, можно выделить детерминированную компоненту 
движения, связанную, в основном, с движением носителя по рас-
четному курсу, и нерегулярную составляющую, связанную с вол-
нением океана. 

Различают следующие основные виды качки: вертикальную 
качку, представляющую собой вертикальные перемещения центра 
масс носителя, а также бортовую и килевую. 

К дополнительным видам качки относят рыскание (отклонение 
от заданного курса), продольно-горизонтальную и поперечно-
горизонтальную качки, представляющие собой поступательные 
колебания соответственно в направлении хода носителя и в пер-
пендикулярном направлении в плоскости горизонта. 

Вертикальная, продольно-горизонтальная и поперечно-гори-
зонтальная качки вызывают так называемые орбитальные переме-
щения центра масс носителя. Бортовая и килевая качки, а также 
рыскание приводят к поворотам носителя вокруг этого центра.  
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Причин, вызывающих качку, много. Прежде всего, это ветро-
вые волны, возникающие в результате взаимодействия ветра с по-
верхностью океана, и гравитационные волны. Общее описание ха-
рактеристик волнения моря и параметров качки приведено в При-
ложении 3. 

Антенны можно разделить на антенны двух типов: жесткой и 
мягкой конструкции. Антенны первого типа состоят из элементов, 
жестко связанных между собой. При движении такие антенны пе-
ремещаются в пространстве как твердое тело. Повороты носителя 
или буксируемого тела относительно центра масс вызывают слож-
ные поступательно-угловые перемещения антенны. Вертикальная, 
продольно-горизонтальная и поперечно-горизонтальная качки еще 
более усложняют ее движение. 

Антенны второго типа не имеют постоянной формы. В процес-
се движения расстояние между их элементами постоянно изменя-
ется. Характерным примером антенн такого типа является гибкая 
протяженная буксируемая антенна (ГПБА), которая при прямоли-
нейном движении носителя вытягивается в прямую линию, а при 
циркуляции (повороте носителя) приобретает форму, близкую к 
дуге окружности. 

 
 

1.3. Модели антенн 
 

Антенны бывают дискретные и непрерывные. Дискретные ан-
тенны (антенные решетки) состоят из дискретных, электрически 
не связанных между собой, излучающих или приемных элементов. 
Непрерывные антенны представляют собой сплошные поверхно-
сти, излучающие или принимающие гидроакустические колебания. 

Антенные решетки обычно допускают представления в виде 
совокупности ненаправленных точечных элементов. В трехмерном 
пространстве положение этих элементов может быть описано век-
торами , где  – номер элемента ixG i ),1( Ii = , I  – количество эле-
ментов. Множество точек на поверхности непрерывной антенны 
описывается пространственным вектором  и пространственным xG
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интервалом (областью) его определения X
G

 (пространственным 
интервалом наблюдения). 

Для подвижных антенн векторы  и ixG xG  являются функциями 

времени : t ixG = ixG )(t , xG = xG )(t . Точки на поверхности непрерыв-
ной антенны жесткой конструкции, размещенной на подвижном 
носителе, описываются (рис. 1.6) пространственным вектором  
 ))(()()( 0xRtAtxtx c

GGGG ++= , (1.9) 

где )()( tXtx
GG ∈ ; )(txc

G  – вектор, описывающий в неподвижной 
системе координат положение центра масс носителя в момент вре-
мени ;  – матрица поворота (вращения), определяющая в 
момент времени  угловую ориентацию антенны относительно 
центра масс; 

t )(tA
t

R
G

 – вектор, описывающий местоположение геомет-
рического центра антенны относительно центра масс носителя; 

 – вектор, задающий положение элементов антенны в 

подвижной системе координат, связанной с антенной (
0xG

00 Xx
GG ∈ ); 

0X
G

 – пространственная область наблюдения в подвижной системе 
координат. 
 

3e
�

2e
�

1e
�

1'e
�

2'e
�

3'e
�

01'e
�

02'e
�

03'e
�

)(tx
�

)(txñ

�

0x
�

))(( 0xRtA
�

�

�

RtA
�

)(

  
 

Рис. 1.6. Геометрия задачи:  – неподвижная система координат, 

связанная с Землей; 

1 2 3( , , )e e e

1 2 3( , , )e e e′ ′ ′  – подвижная система координат, связанная с 

носителем и помещенная в центре его массы;  – подвижная 
система координат, размещенная в геометрическом центре антенны 

01 02 03( , , )e e e
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В Приложении 4 приведены различные варианты описания 
матрицы вращения. 

Для подвижной дискретной антенны жесткой конструкции вы-
ражение (1.9) имеет вид 

 ))(()()( 0ici xRtAtxtx GGGG
++= , (1.10) 

где  – вектор, определяющий положение -го элемента антенны 

в подвижной системе координат, связанной с антенной (

ix0
G

i

Ii ,1= ). 

Отметим, что иногда удобнее представлять пространственные 
векторы  и  в следующем виде: )(txG )(txi

G

 00 )()()( xtAtxtx c
GGG

+= , (1.11) 

 ici xtAtxtx 00 )()()( GGG
+= , (1.12) 

где  – вектор, определяющий в неподвижной системе коор-
динат положение геометрического центра антенны в момент вре-
мени ;  – матрица, задающая в момент времени  поворот 
антенны вокруг этого центра. 

)(0 tx c
G

t )(tA t

Для антенн жесткой конструкции знание в любой момент вре-
мени углового положения носителя и орбитальных параметров по-
зволяет находить с помощью формул (1.9) – (1.12) местоположение 
элементов антенны. Изменение во времени ориентации корабля и 
местоположения его центра масс носит непредсказуемый характер. 
Поэтому для обеспечения высококачественной пространственно-
временной обработки сигналов необходимо постоянно измерять 
параметры, характеризующие перемещение антенны с шестью сте-
пенями свободы, и учитывать результаты этих измерений при об-
работке. 

Для антенн мягкой конструкции зависимость между парамет-
рами перемещения корабля в пространстве и местоположением 
элементов антенны имеет более сложный характер. 

Для ГПБА учет динамики поведения корабля при волнении в 
ряде случаев позволяет с достаточной для практики точностью 
рассчитывать траекторию движения антенны и местоположение 
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отдельных ее элементов. Однако в некоторых случаях прогноз ока-
зывается неудовлетворительным. Частично задача решается путем 
учета, кроме данных о динамике корабля, дополнительной инфор-
мации о местоположении, глубине хода и взаимной ориентации 
отдельных опорных фрагментов антенны. Полное решение задачи 
обеспечивается прямым или косвенным измерением местоположе-
ния в пространстве всех элементов антенны с помощью 
специальной измерительной системы. 

 
 
1.4. Модели пространственно-временной области 

наблюдения 
 

Для дискретных неподвижных антенн пространственно-
временная область наблюдения может быть описана множеством 

, дискретным по пространству и непрерывным во вре-
мени. 

),( IT=Ω

Другой способ описания области Ω , пригодный для любых 
типов антенн, – с помощью временного интервала наблюдения T  и 

пространственной области наблюдения )(tX
G

=
1

( )
I

i
i

x t
=

G∪ , завися-

щей от времени  (рис. 1.7 и 1.8). При этом пространственно-
временная область наблюдения представляется как область 

t
 

))(,( tXT
G

=Ω .  
Еще один способ описания области Ω  – с помощью простран-

ственного интервала наблюдения  и временной области наблю-
дения , зависящей от пространственного вектора 

X
G

)(xT G xG . Тогда 
пространственно-временная область наблюдения интерпретируется 
как область )),(( XxT

GG=Ω . 
Два последних способа описания могут быть использованы для 

задания пространственно-временной области наблюдения Ω  как 
дискретных, так и непрерывных антенн.  
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Рис. 1.7. Пространственно-временная область наблюдения для линейной 
непрерывной антенны: неподвижной (а), перемещающейся 

равноускоренно (б), с изменениями направления движения (в) и размера 
апертуры (г) 

 
Область  может состоять из нескольких односвязных об-

ластей  (

)(xT G

)(xTp
G )(xT G ∪ G

p
p xT )(= ), где p  – номер односвязной об-

ласти (рис. 1.7, в и 1.8, б). Для неподвижной антенны она состоит 
из одной односвязной области )(xT G  (рис. 1.8, в, г), а для дискрет-
ной подвижной антенны – из дискретного множества точек 
(рис. 1.8, a). 
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Рис. 1.8. Пространственно-временная область наблюдения 
 для дискретной (a, в, д) и непрерывной (б, г, е) антенн: неподвижной (в, г)  

и подвижной (a, б, д, е) 
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Если время дискретно ( Nnnttn ,1, =Δ= , где  – период 

дискретизации,  – количество временных отсчетов), то для не-
прерывной антенны пространственная область 

Δt
N

)( ntX
G

 состоит из 
одной или нескольких односвязных областей (рис. 1.8, е), а для 
дискретной антенны – из отдельных точек (рис. 1.8, д). Когда ан-
тенна непрерывна и время дискретно, пространственно-временная 
область наблюдения может быть представлена в виде множества 

))(,( nXN
G

=Ω  или )),(( XxN
GG=Ω , где  и N )(xN G  – дискрет-

ные множества точек, соответствующие интервалам  и T )(xT G
. 

Когда антенна и время дискретны, пространственно-временная об-
ласть наблюдения может быть описана, кроме того, в виде множе-
ства . ),( IN=Ω

Следует отметить, что приведенные способы формализованно-
го представления пространственно-временной области наблюдения 
пригодны для задания гидроакустического поля во всех точках про-
странства, а не только в точках излучения и приема. 

 
 

1.5. Модели излучаемых и принимаемых колебаний 
 

Колебания, излучаемые и принимаемые антеннами, задают на 
пространственно-временных интервалах наблюдения. Непрерыв-
ные колебания, принимаемые непрерывной антенной, описывают 
непрерывной функцией 

 
),( xtu G

, где Ω∈),( xt G , а дискретизиро-
ванные колебания, принимаемые антенной решеткой, состоящей из 
I  приемных элементов – -мерным вектором IN

 
{

}
1

1

( , ( )),..., ( , ( )),

(2 , (2 )),..., ( , ( )) .
I

I

u u t x t u t x t

u t x t u N t x N t

= Δ Δ Δ Δ →

→ Δ Δ Δ Δ

G G

G G  

Колебания ),( xtu G
 и  обычно имеют сложную структуру, что 

вызвано многокомпонентным составом порождающего гидроаку-
стического поля 

u

),( xtU G
. Гидроакустическое поле можно предста-

вить суммой составляющих ),1(),( QqxtU q =G , каждая из кото-
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рых ассоциируется с определенной совокупностью вызывающих ее 
факторов: 

 . ∑
=

=
Q

q
q xtUxtU

1
),(),( GG

Множество составляющих поля можно разделить на две груп-
пы. В первую группу отнесем составляющие ),1(),( RrxtSr =

G
, 

несущие полезную информацию, а во вторую – составляющие 
),,1(),( QPRPpxtN p =+=

G
, не несущие такой информации. 

Часть гидроакустического поля ),( xtS G
, формируемую множе-

ством составляющих ),( xtSr
G  ),1( Rr = , будем называть гидро-

акустическим сигналом (или просто сигналом), а часть поля 
, формируемую множеством составляющих ),( xtN G ( , )pN t xG  

( 1,p P= ) – помехой. При этом составляющие ),( xtSr
G  будем рас-

сматривать как компоненты многокомпонентного сигнала ),( xtS G , 
а составляющие ),( xtN p

G
 – как компоненты многокомпонентной 

помехи ),( xtN G
. 

Аналогично, часть принятых антенной колебаний 
),1(),( Rrxtsr =

G
, несущих полезную информацию, будем назы-

вать сигналом, а часть колебаний ),,1(),( QPRPpxtn p =+=
G

, 
не несущих такой информации, – помехой. 

В понятие составляющих (компонент) сигнала и помехи можно 
вкладывать различный физический смысл. Отдельными состав-
ляющими многокомпонентного сигнала могут быть, например, лу-
чи многолучевого сигнала, моды многомодового сигнала, сигналы, 
входящие в пачку сигналов, и т.д. Составляющими многокомпо-
нентной помехи могут быть помехи разной физической природы 
(шумы живых организмов, шумы судоходства, реверберационная 
помеха и т.д.) или помехи с разными физическими свойствами (не-
коррелированная, изотропная, анизотропная, случайная и пр.). Под-
робнее эти вопросы рассмотрены ниже. 
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1.6. Модели сигналов 
 

1.6.1. Общая характеристика и параметры излучаемых 
и принимаемых сигналов 

В гидроакустике узкополосными принято называть сигналы, 
для которых отношение полоса частот сигнала fΔ  к средней его 
частоте  значительно меньше единицы. Сигналы, параметры 
которых не удовлетворяют этому условию, называют широкопо-
лосными. Параметр 

0f

TfC Δ= , где T – длительность сигнала, на-
зывают сложностью или базой сигнала. Сигналы с параметром 

 называют простыми, а с параметром  – сложными. 1≈C 1>>C
В режиме гидролокации (активной локации) для зондирования 

пространства обычно применяют детерминированные узкополос-
ные сигналы импульсного типа: простые и сложные. Основные ви-
ды таких сигналов условно изображены на рис. 1.9 в системе коор-
динат частота – время. 

Гармонический или тональный сигнал относится к классу про-
стых сигналов. Его временной спектр на бесконечно большом ин-
тервале времени представляет собой дельта-функцию 

, а во временной области – гармоническое коле-
бание (рис. 1.9, а). 

0( ) δ(S f f f= −� )

Сигнал с частотной модуляцией, в частности, с линейной час-
тотной модуляцией (ЛЧМ) (рис. 1.9, б), так же, как и все перечис-
ляемые далее детерминированные сигналы, относится к классу 
сложных сигналов. Его частота меняется по определенному закону. 

Пачка частотно-модулированных сигналов (в частности, с 
ЛЧМ) состоит из отдельных фрагментов, каждый из которых пред-
ставляет собой частотно-модулированный сигнал (рис. 1.9, в). При 
этом фрагменты (элементарные сигналы) могут следовать один за 
другим без паузы (рис. 1.9, в) или с задержкой (рис. 1.9, е). 

Частотно-манипулированный сигнал состоит из пачки эле-
ментарных сигналов, каждый из которых представляет собой либо 
фрагмент гармонического (рис. 1.9, е), либо полигармонического 
(рис. 1.9, д) колебания. Этот сигнал может быть без пауз 
(рис. 1.9, д), с эквидистантными паузами (рис. 1.9, е) или с неэкви-
дистантными паузами. 
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Рис. 1.9. Основные типы сигналов: тональный сигнал (а), ЛЧМ сигнал (б), 
пачка частотно-модулированных сигналов (в), сложный разночастотный 
сигнал (г), частотно-манипулированные сигналы со сложными (д) и 

тональными (е) элементарными сигналами 
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В режиме шумопеленгования (пассивной локации) полезные 
сигналы – шумовые сигналы, порождаемые различными шумящи-
ми объектами. 

Как правило, шумовой сигнал рассматривается как многоком-
понентный стохастический (случайный). Характерным примером 
его является шум движущегося судна. Спектр такого шума часто 
состоит из сплошной части и отдельных узкополосных дискрет 
(дискретных составляющих), вызываемых работой различных под-
вижных деталей и механизмов. 

Поля сигнала в районе излучения и приема заметно различа-
ются, что обусловлено особенностями излучения сигнала, распро-
странения и отражения.  

При работе в ближней зоне (зоне Френеля) фронт волны сиг-
нала обычно близок к сферическому, при работе в дальней зоне 
(зоне Фраунгофера) приближается к плоскому.  

Из-за неоднородности среды распространения колебаний воз-
никают различные искажения. В глубоком море, например, наблю-
дается рефракция сигнала и его расщепление на отдельные лучи, 
приходящие в одну и ту же точку пространства с разной задержкой 
и под разными углами к горизонту. В мелком море сигнал приобре-
тает особую многомодовую структуру, в результате чего фронт 
волны оказывается различным на разных глубинах. 

Сигнал также может сильно искажаться из-за отражений от 
различных поверхностей, в частности, находящихся вблизи точек 
приема, например, от дна моря, корпуса судна или поверхности 
моря. 

Многие важные параметры сигнала существенно зависят от 
динамических условий его излучения. Сигналы, излученные не-
подвижным и подвижным источниками звука, оказываются раз-
личными. Наиболее сильное отличие наблюдается в том случае, 
когда источник движется неравномерно, а среда неоднородная. 

Большое разнообразие факторов, искажающих сигналы, не-
полное понимание механизмов возникновения искажений, незна-
ние параметров этих искажений и их изменчивость делают невоз-
можным описание принимаемых сигналов в рамках лишь детерми-
нированного подхода. Это касается не только шумовых сигналов, 
но и сигналов активной локации. 
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Обычно используют аппарат случайных функций. В зависимо-
сти от характера решаемой задачи применяют различные модели 
сигналов (временные, пространственно-временные, спектральные, 
пространственно-спектральные, волновые и пр.). При этом опери-
руют такими понятиями, как корреляционная функция, спектраль-
ная плотность мощности, взаимная корреляционная функция, вза-
имная спектральная плотность мощности, функция частотной коге-
рентности и др.  

Для количественной характеристики особенностей сигналов 
используют разные параметры: интервал временной корреляции, 
интервалы продольной и поперечной пространственной корреля-
ции (вдоль направления распространения волны и перпендикуляр-
но к этому направлению), интервалы когерентности и стационар-
ности сигнала, количество лучей многолучевого сигнала, время 
задержки лучей, углы их прихода и многие др. 

 
1.6.2. Модели сигналов, принимаемых в режиме 

гидролокации 
Гидроакустические сигналы обычно описывают с помощью 

случайных полей. При описании гидролокационных сигналов, как 
правило, используют волновые квазидетерминированные модели 
со случайными параметрами.  

Сигнал, имеющий случайную начальную фазу или случайную 
начальную фазу и случайную амплитуду, обычно называют коге-
рентным, а сигнал, допускающий представление в виде конечного 
числа когерентных сигналов, – частично-когерентным. Сигналы, 
описать которые таким образом не удается, относят к стохастиче-
ским. 

Квазидетерминированный сигнал ( , ,λ,β), ( , )s t x t x ∈Ω
G GG G

 
обычно зависит от информативного (существенного) векторного 
параметра λ

G
 и случайного неинформативного (несущественного) 

векторного параметра β
G

. Комплексный сигнал называют аналити-
ческим. Как правило, его  можно представить в виде 
 ( , ,λ,β) α(β) ( , ,λ)s t x s t x=

G G G GG G�� � , (1.13) 

где  – функция, учитывающая зависимость сигнала от вектора α(β)
G

�
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неинформативных параметров β
G

; ( , ,λ)s t x
GG�  – детерминированная 

составляющая аналитического сигнала. 
Обычно полагают, что для когерентного сигнала параметр β

G
 

либо скаляр, представляющий собой начальную фазу , равномер-

но распределенную на интервале 

φ
[ )0,2π , либо вектор, состоящий 

из равномерно распределенной начальной фазы  и амплитудного 
множителя , имеющего определенный закон распределения: 

φ
ε

 φ argα(β)=
G

� ,      ε α(β)=
G

� . (1.14) 

Закон распределения амплитудного множителя  определяет-
ся законом распределения эффективной площади рассеяния отра-

жающего объекта : 

ε

0S 2 0

0

ε ,S
S

=  где 0 M[ ]S S= 0  – математиче-

ское ожидание величины . Часто закон распределения  зада-
ют в виде гамма-распределения [137, 30] 

0S 0S

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−

0

0

1

0

0

0
0 exp

2
)(

S
mS

S
S

S
K

Sf
m

m  

с определенным значением параметра , где m
)(

2
m

mK
m

m Γ
= , 

 – гамма-функция. При )(mΓ 1=m  гамма-распределение перехо-
дит в экспоненциальное, а при 2=m  – во второе распределение 
Сверлинга. 

Гамма-распределению эффективной площади рассеяния отра-
жающего объекта  с параметром  соответствует -
распределение Накагами амплитудного множителя ε : 

0S m m

 . 2 1 2(ε) ε exp( ε )m
mf K m−= −

При  распределение Накагами представляет собой реле-
евское распределение 

1=m

 2(ε) 2ε exp( ε )f = − , 
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а при  – второе распределение Накагами 2=m
 . 2 2(ε) 8ε exp( 2ε )f = −

Релеевское распределение хорошо описывает распределение 
амплитуды сигнала, сформированного в результате отражений от 
объекта с большим количеством случайно расположенных элемен-
тов, которые независимо и примерно одинаково отражают падаю-
щий на них сигнал. Второе распределение Накагами хорошо моде-
лирует сигнал, сформированный в результате отражения от объек-
та, имеющего один отражающий доминирующий элемент. 

Иногда для описания отраженного сигнала используют иные 
распределения, например, логнормальное распределение 

 
( )2

0 0
0 2

ln M[ln ]1( ) exp
2σ2πσ

S S
f S

⎛ ⎞−
= −⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(тогда  и  описываются гауссовскими распределениями).  0ln S ln ε
Среди приведенных распределений наиболее популярно 

релеевское. 
Если среда распространения колебаний неоднородная и линей-

ная, а источник колебаний – точечный, то детерминированная часть 
аналитического сигнала в области приема может быть записана 

следующим образом с помощью функции Грина ( , ,λ )s xG f x
GG� , опи-

сывающей особенности распространения сигнала в среде от источ-

ника к точке приема xG  с учетом пространственной компоненты λ x

G
 

информативного вектора λ
G

 (рис. 1.10):  

 ( , ,λ) ( ,λ ) ( , ,λ ) exp( j2π )dt s xs t x S f G f x ft f
∞

−∞

= ∫
G G GG G� �� , (1.15) 

где  – временной спектр сигнала в точке излучения, ( ,λ )tS f
G� λt

G
 – 

временная компонента информативного вектора λ
G

. 
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Рис. 1.10. Сигнал в области приема: с искривленным фронтом волны (а), 
в виде плоской волны (б), многомодовый (в) и многолучевой (г) 

 
В случае плоской волны, приходящей из направления snG , 

функция Грина 

 ( , , ) exp( j2π )s s sG f x n fn x= −
G G� G G

. (1.16) 

Многоволновая модель принимаемого квазидетерминирован-
ного сигнала может быть представлена в виде совокупности R  
волн, характеризуемых временными λtr

G
 и пространственными λ xr

G
 

параметрами ( Rr ,1= ): 

 
1

( , ,λ,β) α(β ) ( , ,λ )
R

r r r
r

s t x s t x
=

= ∑
G G G GG G�� � , (1.17) 

где  – функция, учитывающая зависимость α(β )r

G
� r -й волны от 
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rслучайных параметров вектора ; βr

G
( , ,λ )rs t x

GG�  –детерми-
нированный аналитический сигнал, соответствующий r -й волне: 

 ( , ,λ ) ( ,λ ) ( , ,λ ) exp( j2π )dr r r tr sr xrs t x S f G f x ft f
∞

−∞

= ∫
G G GG G� �� , (1.18) 

( ,λ )r trS f
G�  – временной спектр r -й волны; ( , ,λ )sr xG f x r

GG�  – функ-

ция Грина, учитывающая форму r -й волны; λ (λ ,λ )r tr xr=
G G G

; 

. 1λ (λ ,...,λ )R=
G G G

Когда волны ( , ,λ )r rs t x
GG�  плоские, 

 ( , , ) exp( j2π )sr sr srG f x n fn x= −
G G� G G

, (1.19) 

где λsr xn =
GG

r  – направление прихода r -й волны. 
Плосковолновая модель сигнала описывает характерные для 

глубокого моря многолучевые сигналы и типичные для мелкого 
моря многомодовые сигналы. 

Обобщенная модель (1.17) представляет широкий класс 
сигналов, причем не только состоящих из нескольких волн, 
приходящих из разных направлений. В общем случае она 
представляет сигнал в виде пачки сигналов, которые могут 
отличаться друг от друга моментом прихода, частотой, 
направлением прихода, видом спектра и т.д.  

В модели (1.17) случайные параметры представлены совокуп-
ностью векторов βr

G
 ( Rr ,1= ). 

Обычно рассматривают три следующих варианта: 
1) β  – скаляр, представляющий собой случайную, равномерно 

распределенную на интервале 
r

G

[ )0, 2π  начальную фазу , значе-
ние которой не зависит от номера составляющего сигнала 

φr

r . При 
этом 

 α(β ) exp( jφ)r =
G

� ; (1.20) 

2)  – вектор, состоящий из независящего от номера состав-
ляющего сигнала случайного амплитудного множителя  и равно-

βr

G

ε
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r

r

мерно распределенной случайной начальной фазы  

(β ). При этом  

φr

(ε,φ )r =
G

 α(β ) ε exp( jφ )r =
G

� ; (1.21) 

3)  – вектор, состоящий из случайного амплитудного мно-

жителя  и равномерно распределенной случайной начальной фа-

зы  ( ). В этом случае 

βr

G

εr

φr β (ε ,φ )r r r=
G

 α(β ) ε exp( jφ )r r r=
G

� . (1.22) 
Модель (1.20) соответствует когерентной нефлуктуирующей 

пачке сигналов, модель (1.21) – частичн окогерентной дружно 
флуктуирующей пачке, а модель (1.22) – частично когерентной 
недружно флуктуирующей пачке. 

 
1.6.3. Модели шумовых сигналов 

Многочисленные теоретические и экспериментальные иссле-
дования показывают, что подавляющее большинство шумящих ис-
точников излучают колебания, хорошо описываемые гауссовским 
законом распределения.  

Известно, что гауссовские случайные процессы полностью ха-
рактеризуются первыми двумя моментами. Поэтому пространст-
венно-временной шумовой сигнал полностью можно описать с по-
мощью пространственно-временной корреляционной функции 

, зависящей от существенного параметра 1 2 1 2( , , , ,λ)SK t t x x
GG G λ

G
. 

Для стационарн го сигнала о
 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2( , , , ,λ) ( , , ,λ) (τ, , ,λ).S S SK t t x x K t t x x K x x= − =

G G GG G G G G G
 

В этом случае корреляционная функция может быть представ-
лена в следующем виде: 

 1 2 1 2(τ, , ,λ) ( , , ,λ) exp( j2π τ)dS SK x x G f x x f
∞

−∞

= ∫ f
G GG G G G� , (1.23) 

где  – взаимная спектральная плотность мощно-
сти сигнала. 

1 2( , , ,λ)SG f x x
GG G�

Если процесс стационарный и однородный, то 
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 1 2 2 1(τ, , ,λ) (τ, ,λ) (τ,χ,λ)S S SK x x K x x K= − =
G G GG G G G G

f

, 

и корреляционная функция может быть представлена как 

 (τ,χ,λ) Ф ( ,φ)exp( j2π( τ φχ))d dφ,S SK f f
∞ ∞

−∞ −∞

= −∫ ∫
G G G GG G�  (1.24) 

где Ф ( ,φ)S f G�  – частотно-волновой спектр сигнала, φG  – вектор 
пространственных частот. 

Стохастический гидроакустический сигнал, порождаемый шу-
мящим источником, можно представить моделью, описываемой 
корреляционной функцией 

 
1 2

1 2

(τ, , ,λ)

( ) ( , ,λ) ( , ,λ) exp( j2π τ)d ,

S

S s s

K x x

g f G f x G f x f f
∞ ∗

−∞

=

= ∫

GG G

G GG G�  (1.25) 

где  – спектральная плотность мощности сигнала. )( fg S

В случае сигнала, представляемого пачкой сигналов, выраже-
ние (1.25) можно записать как 

 
1 2

1 2

(τ, , ,λ) ( )

( , ,λ ) ( , ,λ ) exp( j2π τ)d ,

S Sr
r

sr r sr r

K x x g f

G f x G f x f f

∞

−∞

∗

= ×

×

∑ ∫
GG G

G GG G�
 (1.26) 

где  – спектральная плотность мощности )( fg rS r -го элементар-

ного сигнала. 
Если волны плоские, то функция Грина вычисляется по фор-

мулам (1.16) и (1.19). 
Шумовые сигналы, как отмечалось выше, часто содержат 

когерентные компоненты. Сигналы такого типа можно описать с 
помощью составной когерентно-стохастической модели, одни 
составляющие которой описывают когерентные компоненты, а 
другие – стохастические. 
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1.6.4. Параметры принимаемых сигналов 
Представленные модели позволяют описывать различные типы 

реальных гидроакустических сигналов. Однако для решения прак-
тических задач этого не достаточно. Необходимо еще располагать 
информацией о конкретных значениях параметров или хотя бы о 
диапазоне их изменения. 

Параметры реальных гидроакустических сигналов лежат в 
очень широких пределах, например, длительность – от микро и 
миллисекунд до минут и часов, частота – от единиц герц до десят-
ков килогерц и более, рабочая полоса частот – от малых долей ок-
тавы до нескольких октав. 

При распространении колебаний в неоднородной среде сигнал 
сильно искажается. Основными причинами искажения являются 
неоднородность среды распространения колебаний и движение 
корреспондирующих элементов (излучающей антенны или источ-
ника шума, отражающего объекта и приемной антенны).  

Если среда практически однородна и за время наблюдения 
сигнала скорости движения корреспондирующих элементов 
практически не меняются, то искажения сводятся к обычному 
доплеровскому изменению масштаба сигнала по оси частот. 
В других же случаях, сигнал претерпевает более сложные 
изменения (см. Приложение 1).  

Важным параметром сигнала является интервал его когерент-
ности . В данном случае под этим параметром подразумевается 
временной интервал, в течение которого фазовая структура сигнала 
не претерпевает непредсказуемых изменений. 

τc

Другим важным параметром является интервал временной 
корреляции . Для тонального сигнала эти параметры совпадают 

( ).  

τcor

τ =τc cor

Интервал когерентности  тонального сигнала (временной 
корреляции) определяется в районе излучения стабильностью 
частоты 

τc

δf  источника звука: 1/τ δc f≈ . Генераторы сигналов, 
используемые в режиме гидролокации, имеют стабильность часто-
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ты 7
010δf f−≤ , где 0f  – средняя частота сигнала. Нетрудно убе-

диться, что в диапазоне частот до 10 кГц интервал когерентности 
составляет не менее четверти часа. 

Исследования дискретных составляющих спектра шумоизлу-
чения судов (см. Приложение 5) показали, что стабильность часто-
ты дискретных составляющих δf  примерно удовлетворяет нера-

венству 310δf f−≤ , где f  – частота дискретной составляющей. 

При этом интервал когерентности сигнала 31/(10τ )c f−≥ . Расчеты 
по этой формуле для частоты 10 Гц дают нижнюю границу интер-
вала когерентности 100 с, а для частоты 100 Гц – 10 с.  

Как правило, интервал когерентности сигнала, регистрируемо-
го в точке приема, оказывается существенно меньшим, чем в рай-
оне его излучения. Связано это прежде всего с движением коррес-
пондирующих элементов в неоднородной среде. 

Излученный источником когерентный сигнал, распространяясь 
в неоднородной среде, приходит в точку приема в виде многоком-
понентного сигнала. Каждая его компонента отличается от излу-
ченного сигнала и от других компонент задержкой и амплитудой. 
При отсутствии движения корреспондирующих элементов в ста-
бильных гидрологических условиях соотношение между фазами и 
амплитудами отдельных компонент не меняется во времени. По-
этому принимаемый сигнал, хотя и отличается от излученного сиг-
нала, однако, его интервал когерентности практически такой же, 
как и излученного сигнала.  

В слоисто-неоднородной среде при синхронном перемещении 
корреспондирующих элементов без изменения расстояния между 
ними фазовые соотношения между составляющими не меняются. 
При этом принимаемый сигнал имеет интервал когерентности та-
кой же, как и при отсутствии движения. 

Если расстояние между корреспондирующими элементами ме-
няется, происходит нарушение фазовых соотношений, что приво-
дит к потере когерентности сигнала. Минимальное приращение 
расстояния, вызывающее заметное нарушение когерентности 
тонального сигнала, называется пространственным интервалом 
продольной корреляции . Эта величина для различных гидро-Δχcor
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логических условий разная. Как правило, она не превосходит 
полусотни длин волн. 

Наряду с интервалом продольной  корреляции важным 
параметром неоднородности среды является пространственный 
интервал поперечной Δχ  корреляции.  

Δχcor

cor⊥

В слоисто-неоднородной среде интервалы продольной Δχ  и 

поперечной  корреляции связаны между собой. Пусть при-

емник находится на расстоянии 

cor

Δχ cor⊥

R  от источника гармонических 
колебаний. Интервал продольной корреляции сигнала равен . 
Это означает, что когерентность сигнала сохраняется при любых 
перемещениях приемника в области, ограниченной двумя окруж-
ностями с радиусами 

Δχcor

R  и Δχ corR + .  
При поперечном перемещении приемника когерентность на-

рушается при достижении приемником окружности с радиусом 
. Проходимое приемником расстояние представляет со-

бой интервал поперечной корреляции Δχ .  

Δχ corR +

cor⊥

Из приведенных простых геометрических построений следует 
система уравнений 

 

Δχ tgα,

Δχ sinα,
Δχ

cor

cor

cor

R

R

⊥

⊥

⎧ =⎪⎪
⎨
⎪ =

+⎪⎩

 

где  – угловое расстояние между первоначальным и конечным 
положениями приемника. 

α

Решение этой системы при большом значении R  дает простую 
зависимость между интервалами поперечной и продольной корре-
ляции: Δχ 2Δχcor cor R⊥ = . Расчеты показывают, а результаты 

экспериментов подтверждают, что интервал поперечной корреля-
ции оказывается во много раз больше, чем интервал продольной 
корреляции. 
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При продольном перемещении корреспондирующих элементов 
интервал когерентности  принимаемого тонального сигнала оп-
ределяется как стабильностью 

τc

δf  источника звука, так и временем 
изменения расстояния между корреспондирующими элементами на 
величину : Δχcor τ min(1/ δ ,Δχ / )c corf v≈ , где  – скорость вза-
имного удаления (приближения) корреспондирующих элементов.  

v

При поперечном перемещении корреспондирующих элементов 
интервал когерентности  принимаемого сигнала описывается 

выражением 

τc

τ min(1/ δ ,Δχ / )c corf v⊥≈ . 
Элементарные расчеты показывают, что реальные перемеще-

ния корреспондирующих элементов практически не влияют на ин-
тервал когерентности дискретных составляющих шумовых сигна-
лов, однако в режиме гидролокации быстрое продольное переме-
щение корреспондирующих элементов может приводить к сокра-
щению интервала когерентности сигнала на четыре-пять порядков. 

Приведенные теоретические соображения хорошо согласуются 
с результатами экспериментальных исследований, показывающих, 
что в низкочастотном и среднечастотном диапазонах частот: 

–  интервал временной корреляции (когерентности) отражен-
ного тонального сигнала находится в диапазоне от сотен миллисе-
кунд до нескольких секунд; 

–  дискретные составляющие спектра шумов судов и кораблей 
имеют полосу частот от долей до единиц герц. При этом на низких 
частотах интервал временной корреляции может быть более чем 
5 – 10 с; на средних – более сотен миллисекунд (см. Приложе-
ние 5); 

–  интервал поперечной пространственной корреляции превы-
шает длину волны в сотни раз, а продольной – в десятки раз. 

Приведенные данные свидетельствуют, что в области низких и 
средних частот за период качки антенны (или за достаточно боль-
шую часть этого периода) когерентность сигнала обычно не на-
рушается. Это чрезвычайно важное обстоятельство служит физи-
ческой основой для повышения потенциала гидроакустических 
систем при работе в сложных динамических условиях. 



 
1.7. Модели помех

 

43 

1.7. Модели помех 
 
Помеху будем рассматривать, главным образом, как случайное 

поле с гауссовским законом распределения, имеющим нулевое ма-
тематическое ожидание и пространственно-временную корреляци-
онную функцию 1 2 1 2( , , , )NK t t x xG G

. 
Если помеха стационарная, то 

 , (1.27) 1 2 1 2(τ, , ) ( , , ) exp( j2π τ)dN NK x x G f x x f
∞

−∞

= ∫
G G G G� f

x f

а если к тому же она и однородная, то 

 (τ,χ) Ф ( ,φ) exp[ j2π( τ φ )]d dφ,N NK f f
∞ ∞

−∞ −∞

= −∫ ∫
G G GG G�  (1.28) 

где  и 1 2( , , )NG f x xG G� Ф ( ,φ)N f G�  – соответственно взаимная спек-
тральная плотность мощности и частотно-волновой спектр помехи. 

Будем полагать, что помеха может представлять собой адди-
тивную смесь следующих помех: 

1)  некоррелированной по пространству и времени помехи с 
корреляционной функцией 

 2
0 0(τ,χ) σ δ(τ, | χ |)K =
G G

, (1.29) 

где  – дисперсия белого шума; 2
0σ

2)  распределенной по пространству помехи с корреляционной 
функцией 

 , (1.30) 

где в случае изотропной помехи 

1 2 1 2(τ, , ) ( ) ( , , ) exp( j2π τ)dd d dK x x g f G f x x f
∞

−∞

= ∫
G G G G� f

 
2 1

1 2

2 1

2πsin | |
( , , ) 2π | |

d

f x x
cG f x x f x x

c

−
=

−

G G
G G�

G G , (1.31) 

а в случае анизотропной – 
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1 2 1

1 2

2 1

2π2 [ | | cosα ]
( , , ) 2π | | cosα

d

d

d

fJ x x
cG f x x f x x

c

−
=

−

G G
G G�

G G , (1.32) 

)( fgd  – спектральная плотность мощности распределенной 

помехи,  – скорость звука,  – функция Бесселя первого 
рода первого порядка, α  – угол анизотропии; 

c 1( )J x

d

3)  стохастической локальной помехи с корреляционной 
функцией 

 
1 2

1 2

(τ, , ,λ ) ( )

( , ,λ ) ( , ,λ )exp( j2π τ)d ,

l l l

l l l l

K x x g f

G f x G f x f f

∞

−∞

∗

= ×

×

∫
GG G

G GG G�
 (1.33) 

где  – вектор, характеризующий параметры локальной помехи; 

 – спектральная плотность мощности локальной помехи; 

 – функция Грина, соответствующая локальной 
помехе. 

λl

G

)( fg l

2( , ,λ )lG f x
GG�

l

В случае плоской волны вектор  определяет направление λl

G
lnG  

прихода локальной помехи. Тогда функция Грина имеет следую-
щий вид: 

 ( , ,λ ) ( , , ) exp( j2π )l l l l lG f x G f x n fn x= = −
GG G G G G� � ; (1.34) 

4)  нестационарной локальной когерентной помехи с корреля-
ционной функцией 

 2
1 2 1 2 1 1 2 2( , , , ,λ ) σ Re[ ( , ,λ ) ( , ,λ )],l l l l l lK t t x x s t x s t x

∗

= l

G G GG G G � G

l

 (1.35) 

где  – дисперсия локальной помехи, 2σl ( , ,λ )ls t x
GG�  – детерминиро-

ванная функция, описываемая выражением 

 ( , ,λ ) ( ,λ ) ( , ,λ ) exp( j2π )d ,l l l lt l lxs t x S f G f x ft f
∞

−∞

= ∫
G G GG G� ��  (1.36) 
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t( ,λ )l lS f
G�  – спектр локальной помехи в точке излучения; λlt

G
 – век-

тор, характеризующий временные параметры локальной помехи; 
 – вектор, характеризующий пространственные параметры ло-

кальной помехи. 
λlx

G

Эти модели описывают различные типы помех. Шумы аппара-
туры и другие слабокоррелированные помехи могут быть пред-
ставлены моделью (1.29). Шумы океана, коррелированные шумы 
обтекания, а в некоторых случаях и реверберационная помеха, мо-
гут быть описаны моделью (1.30). Локальные по пространству по-
мехи, порождаемые шумящими объектами, могут быть представле-
ны моделью (1.33), взаимные помехи и сигналы, отраженные от 
различных объектов, – моделью (1.35). 

В условиях многоволнового (многолучевого, многомодового) 
распространения колебаний можно использовать модель, описы-
ваемую корреляционной функцией 

 
1 2

1

1 2

(τ, , ,λ ) ( )

( , ,λ ) ( , ,λ )exp( j2π τ)d ,

R

l l lr
r

lr lr lr lr

K x x g f

G f x G f x f f

∞

= −∞

∗

= ×

×

∑ ∫
GG G

G GG G�
 (1.37) 

где  – спектральная плотность мощности, соответствующая )( fglr

r -й волне; ( , ,λ )lr lrG f x
GG�  – функция Грина, соответствующая r -й 

волне. 
Если волна плоская, то функция Грина  

 ( , , ) exp( j2π )lr lr lrG f x n fn x= −
G G G� G

, (1.38) 

где  – направление прихода λlr lrn =
GG r -ой волны. 
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ГЛАВА 2 
 

ОПТИМАЛЬНАЯ ПРОСТРАНСТВЕННО-
ВРЕМЕННАЯ ОБРАБОТКА В СЛОЖНЫХ 

ДИНАМИЧЕСКИХ УСЛОВИЯХ 
 
 

Классическая теория обработки сигналов (в состав которой 
входит и теория пространственно-временной обработки сигналов) 
состоит из двух частей: анализа и синтеза систем (или алгоритмов) 
обработки.  

Под анализом подразумевают расчет параметров или характе-
ристик отклика системы при фиксированном входном воздействии 
(сигнале, помехе, условиях работы) и конкретном алгоритме 
обработки. 

Под синтезом понимают построение алгоритма, обеспечиваю-
щего обработку принимаемых колебаний и получение на основе 
результатов этой обработки статистических выводов о неизвестных 
параметрах или характеристиках входного воздействия. 

Обычно полагают, что входные воздействия носят случайный 
характер. В этом случае анализ и синтез рассматриваются как ста-
тистические задачи. При этом задача анализа состоит в определе-
нии параметров статистических характеристик, а задача синтеза – в 
построении алгоритма принятия статистического решения. 

В настоящее время методологическая база классической 
теории обработки хорошо разработана. Она пригодна для решения 
широкого класса задач ПВОС. Без каких-либо существенных 
изменений она может быть успешно использована для анализа и 
синтеза алгоритмов ПВОС и при работе в сложных динамических 
условиях. Прежде чем переходить к специфическим вопросам, 
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связанным с учетом движения антенны, рассмотрим в общих 
чертах основы классической теории обработки сигнала. 

Системы обработки гидроакустических сигналов решают раз-
нообразные задачи. Основными являются следующие четыре: об-
наружение, многоальтернативное обнаружение, оценка параметров 
и фильтрация. 

Под обнаружением сигнала обычно понимают установление 
факта наличия в принятом колебании ожидаемого полезного сиг-
нала, под многоальтернативным обнаружением – отнесение сигна-
ла к одному из заранее определенных классов по результатам ана-
лиза принятого колебания. Оценка параметров сигнала означает 
определение значений параметров полезного сигнала, а фильтрация 
сигнала – оценка сигнала как процесса (выделение полезного сиг-
нала из принятого колебания). 

Отметим, что во всех четырех задачах подразумевается, что 
принятое колебание содержит случайную помеху, и поэтому все 
задачи носят статистический характер. 

Наряду с приведенными классическими задачами, на практике 
встречаются и иные, например, задача разрешения сигналов. Эта 
задача трактуется разными авторами по-разному, чаще всего как 
оценка параметров полезного сигнала в условиях помех при нали-
чии одного или нескольких мешающих сигналов. К неклассической 
можно отнести комбинированную задачу обнаружения и оценки 
параметров нескольких сигналов на фоне помех при условии, что 
число этих сигналов заранее не известно. 

Из приведенных определений классических задач видно, что 
задача обнаружения является частным случаем задачи многоаль-
тернативного обнаружения, а задача оценки параметров сигнала – 
частным случаем фильтрации. 

Нетрудно убедиться, что задачи обнаружения, многоальтерна-
тивного обнаружения и различения сигналов являются частыми 
случаями задачи оценки параметров сигнала, а, следовательно, и 
задачи фильтрации. 

Действительно, задачу обнаружения принятого сигнала ),( xts G
 

на фоне помехи ),( xtn G
 можно переформулировать как задачу 

оценки параметра  при приеме колебания  λ
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 ( , ) λ ( , ) ( , )u t x s t x n t x= ⊗
G G G

, 
где оператор ⊗  обозначает некоторую операцию (при аддитивной 
помехе он представляет собой обычное суммирование).  

В данном случае параметр  может принимать два значения: 
ноль и единицу. Первому значению соответствует ситуация отсут-
ствия сигнала 

λ

),( xts G
, второму значению – его присутствие. 

Задачу многоальтернативного обнаружения сигнала ( , ,λ)s t xG  
на фоне помехи (где  может принимать одно из λ Λ  значений 

( λ=1,Λ )) можно трактовать как задачу оценки параметра  при 
приеме колебания вида 

λ

( , ) ( , ,λ) ( ,u t x s t x n t x)= ⊗
G G G

. 

Задачу различения сигналов ( , ,λ)s t x
GG

 и 0( , ,λ )s t x
GG

 на фоне 

помехи ),( xtn G
 можно рассматривать как задачу оценки параметра 

 при приеме колебания следующего вида: λ
G

0( , ) ( , ,λ) ( , ,λ ) ( ,u t x s t x s t x n t x= ⊗ ⊗ )
G GG G G G

. 

Несмотря на то, что все перечисленные задачи сводятся к од-
ной, на практике они часто рассматриваются раздельно. В даль-
нейшем мы будем стараться придерживаться общих позиций. В 
данной книге вопросы фильтрации не рассматриваются, поэтому в 
общей постановке задача обработки сигнала понимается как задача 
оценки параметров сигнала. 

Синтез алгоритма обычно предшествует анализу. Учитывая 
это, изложение материала начинается с вопросов синтеза. 

Для синтеза оптимального алгоритма обработки необходим 
критерий оптимальности. Используют разные критерии. Один из 
наиболее строгих основан на понятии  функции правдоподобия. 
Функция правдоподобия – условная плотность распределения при-
нимаемого колебания, рассматриваемая как функция измеряемых 
параметров.  

Оптимальным алгоритмом считается тот, который обеспечива-
ет максимум функции правдоподобия. 
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2.1. Пространственно-временная обработка 
когерентных сигналов 

 
2.1.1. Общие зависимости 

Синтезируем оптимальный алгоритм ПВОС при сложном пе-
ремещении антенны в пространстве. Будем считать, что допустимы 
произвольные изменения местоположения, ориентации и формы 
антенны. При этом в любой момент времени известно местонахож-
дение ее элементов, т.е. задана пространственно-временная область 
наблюдения . В качестве критерия оптимальности выбрано 
достижение максимума функции правдоподобия. 

Ω

Пусть антенна принимает колебание ),( xtu G , состоящее из ко-

герентного сигнала ( , ,λ,β)s t x
G GG

 и гауссовской помехи, описывае-

мой корреляционной функцией ),,,( 2121 xxttK N
GG .  

Учитывая гауссовский характер помехи, условный функционал 
правдоподобия можно записать следующим образом: 

 
1 1 1 1

1 2 1 2 2 2 2 2 1 1 2 2

1( / λ,β) exp [ ( , ) ( , ,λ,β)]
2

θ ( , , , )[ ( , ) ( , ,λ,β)]d d d d ,N

P u K u t x s t x

t t x x u t x s t x t x t x

Ω Ω

⎧= − −⎨
⎩

⎫× − ⎬
⎭

∫∫ ∫∫
G G G GG G

G GG G G G G G

×
(2.1) 

где K – коэффициент пропорциональности, не зависящий от прини-
маемого колебания ),( xtu G

 и сигнала ( , ,λ,β)s t x
G GG

, 1 2 1 2θ ( , , , )N t t x xG G
 – 

решение интегрального уравненияим 

 
1 2 1 2 2 3 2 3 2 2

1 3 1 3

( , , , )θ ( , , , )d d

δ( , ),

N NK t t x x t t x x t x

t t x x
Ω

=

= − −

∫∫
G G G G

G G

G

 (2.2) 

описывающего структуру оптимальной обработки сигнала. 
Условный функционал (2.1) подобен условному функционалу 

правдоподобия для неподвижной антенны [201, 89, 149, 61] при 
гауссовской помехе: 
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1 1 1 1

1 2 1 2 2 2 2 2 1 1 2 2

1( / λ,β) exp [ ( , ) ( , ,λ,β)]
2

θ ( , , , )[ ( , ) ( , ,λ,β)]d d d d ,

TX TX

N

P u K u t x s t x

t t x x u t x s t x t x t x

⎧= − − ×⎨
⎩

⎫× − ⎬
⎭

∫∫ ∫∫G G

G G G GG G

G GG G G G G G
(2.3) 

где 1 2 1 2θ ( , , , )N t t x xG G
 – решение интегрального уравнения 

 
1 2 1 2 2 3 2 3 2 2

1 3 1 3

( , , , )θ ( , , , )d d

δ( , ).

N N
T X

K t t x x t t x x t x

t t x x

=

= − −

∫ ∫G
G G G G

G G

G

 (2.4) 

Как видно, условные функционалы правдоподобия (2.1) и (2.3) 
для подвижной и неподвижной антенн похожи. Похожи и соответ-
ствующие интегральные уравнения (2.2) и (2.4), описывающие 
структуру оптимальной обработки сигнала. Отличие заключается 
лишь в области интегрирования. Для неподвижной антенны эта 
область состоит из двух частей: пространственной X

G
 и временной 

, а для подвижной антенны – из области наблюдения T Ω , в об-
щем случае не факторизуемой на пространственную и временную 
части. 

Для неподвижной антенны оптимальная ПВОС для сигнала со 
случайной начальной фазой β φ=

G
, распределенной равномерно на 

интервале , сводится, как известно, к вычислению сле-
дующего интеграла: 

[0, 2π)

 
*

(λ) ( , ) ( , ,λ)d d
TX

Q u t x b t x= ∫∫G t x
G GG G G� , 

где  – результат обработки принятого колебания, (λ)Q
G� .

( , , λ)b t x
GG

 – 
решение интегрального уравнения Фредгольма 
 1 2 1 2 2 2 2 2 1 1( , , , ) ( , ,λ)d d ( , ,λ)N

TX

K t t x x b t x t x s t x=∫∫G
G GG G G G G� � , 

( , ,λ)s t x
GG�  – ожидаемый комплексный сигнал. 

Используя этот результат, нетрудно получить выражение, опи-
сывающее оптимальную ПВОС для подвижной антенны и квазиде-
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x

теминированного сигнала со случайной равномерно распределен-
ной начальной фазой (рис. 2.1): 

 
*

Ω

(λ) ( , ) ( , ,λ)d dQ u t x b t x t= ∫∫
G GG G� G

, (2.5) 

где  – пространственно-временная область наблюдения, а 

 – решение интегрального уравнения 
Ω

( , , λ)b t x
GG�

 1 2 1 2 2 2 2 2 1 1
Ω

( , , , ) ( , ,λ)d d ( , ,λ)NK t t x x b t x t x s t x=∫∫
G GG G G G G� � . (2.6) 

 

�

3x

2x

1x

)(�
� �

Q

),( �

� �

�

,xtb

),( xtu
�

��
�

 
 

Рис. 2.1. Алгоритм оптимальной ПВОС для подвижной антенны 
и когерентного сигнала 

 
Те же формулы (2.5) и (2.6) получаются и в более сложном 

случае: для когерентного сигнала со случайной начальной фазой 
, распределенной по равномерному закону, и случайной ампли-

тудой ε , распределенной по релеевскому закону (

φ
β
G

=( ε , )). φ
Анализ соотношений, описывающих оптимальную ПВОС для 

неподвижных и подвижных антенн, показывает, что сходство меж-
ду формулами только внешнее. По сути они разные. 

Сложное неравномерное движение антенны, сопровож-
дающееся поворотами (а тем более изменением формы), приводит 
к значительным искажениям колебаний, принимаемых элементами 
антенны. Это существенно усложняет как анализ, так и синтез 
систем ПВОС. Чтобы представить возникающие трудности, 
рассмотрим простейшую ситуацию стационарного однородного 
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поля помехи, описываемого корреляционной функцией 
),( 1212 xxttK N
GG −− .  

В статических условиях поле помехи на выходах приемников 
антенны является стационарным однородным с корреляционной 
функцией ),( 12 ij xxttK GG −− , где ixG  и jxG  – векторы, описывающие 
местоположение -го и i j -го приемников антенны соответственно. 
Обработка сигнала при этом оказывается достаточно простой.  

В динамических же условиях картина иная. На выходах при-
емников подвижной антенны поле стационарной однородной по-
мехи представляет собой нестационарный многомерный процесс с 
корреляционной функцией ))()(,( 2112 txtxttK ij

GG −− . Аргументами 
этой корреляционной функции является не разность между момен-
тами времени , , а сами величины  и , и не расстояние ме-
жду приемниками в фиксированный момент времени, а текущее 
расстояние между приемниками, определяемое рассматриваемыми 
моментами времени , . Обработка сигнала в этом случае ока-
зывается значительно более сложной. 

1t 2t 1t 2t

1t 2t

Общие аналитические методы решения интегрального уравне-
ния (2.6) при произвольном виде функции ),,,( 2121 xxttK N

GG  и про-
извольной области интегрирования  не разработаны. Даже для 
неподвижной антенны решить уравнение (2.6) не всегда можно. 
Это удается сделать лишь в частных случаях. Для подвижной ан-
тенны, для которой область интегрирования 

Ω

Ω  представляет собой 
не факторизуемую область, найти решение непросто. 

В данном случае известные подходы к решению задачи нуж-
даются в серьезном осмыслении и дополнении. Прежде чем пере-
ходить к описанию возможных путей ее решения, остановимся сна-
чала на ПВОС для подвижной антенны в простейших условиях: 
при некоррелированной гауссовской помехе. 

 
2.1.2. Пространственно-временная обработка сигнала  

при некоррелированной гауссовской помехе 
Когда помеха некоррелированная по пространству и времени, 

функция ( , ,λ)b t x
GG� , описывающая оптимальную обработку сигнала, 
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как видно из выражения (2.6), равна, с точностью до постоянного 
множителя, аналитическому сигналу ( , ,λ)s t x

GG� . Тогда, согласно 
выражению (2.5), алгоритм оптимальной ПВОС имеет следующий 
вид: 

 
( )

(λ) ( , ) ( , ,λ)d d
T X t

Q u t x s t x
∗

= ∫ ∫G t x
G GG G G� . (2.7) 

Если сигнал представляет собой плоскую волну, приходящую 
из направления snG  и характеризуемую во временной области век-

торным параметром λt

G
, то ( , ,λ) ( ,λ )s ts t x s t n x= −

G GG G G� � , и выражение 
(2.7) может быть записано как 

 
( )

(λ) ( , ) ( ,λ )d ds t
T X t

Q u t x s t n x
∗

= −∫ ∫G t x
G GG G G G� , (2.8) 

где  λ (λ , ).t sn=
G G G

Если в процессе движения антенна не изменяет форму, про-
странственный вектор )(txG  может быть представлен как 
 0)()()( xtAtxtx c

GGG
+= , 

где )(txc
G

 – вектор, определяющий положение центра антенны в 
неподвижной системе координат;  – матрица вращения, опре-
деляющая ориентацию антенны в текущий момент времени ; 

)(tA
t

0 0x X∈
GG

 – вектор, определяющий положение элементов антенны в 
подвижной системе координат, связанной с антенной. 

Относительно подвижной системы координат выражение (2.8) 
может быть представлено следующим образом: 

 
0

0 0 0(λ) ( , ) ( ( ) ( ) ,λ )d ds c s t
T X

Q u t x s t n x t n A t x t
∗

= − −∫ ∫G
G G

0xG G G G G G� , 

где ),( 00 xtu G  – принятые колебания ),( xtu G , записанные в виде 

функции от аргументов t  и 0xG : ))()(,(),( 000 xtAtxtuxtu c
GGG += . 

Принимая во внимание, что на практике любые изменения по-
ложения и ориентации антенны в пространстве происходят со ско-
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ростью, существенно меньшей скорости распространения колеба-

ний в среде, имеем 1])()([ 0 ≈
∂
−−∂
t

xtAntxnt scs
GGGG

. Тогда алгоритм 

оптимальной ПВОС приобретает следующий вид: 

 
1 0

*

0 0 0(λ) ( ( ) ( ) , ) ( ,λ )d ds c s t
T X

Q u t n x t n A t x x s t t= + +∫ ∫G
G G

0xG G G G G� G
, (2.9) 

где  – новая временная область интегрирования, сдвинутая отно-
сительно старой области 

1T
T  на величину 0)()( xtAntxn scs

GGGG + .  
Из выражения (2.9) видно, что в данном случае ПВОС распа-

дается на две части: пространственную и временную. Пространст-
венная обработка включает задержку принятых колебаний на вели-
чину 0τ( , ) ( ) ( )s c st x n x t n A t x= +

G G G G G
, зависящую от направления при-

хода сигнала, закона перемещения центра антенны и ее поворотов 
относительно этого центра, и интегрирование задержанных коле-
баний по всему объему антенны. Временная обработка состоит в 
интегрировании результата пространственной обработки по време-
ни с весом, определяемым сигналом ( ,λ )ts t

G
�  (рис. 2.2). 
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Рис. 2.2. Алгоритм оптимальной ПВОС для подвижной антенны и 
когерентного сигнала в случае помехи, некоррелированной 

по пространству и времени 
 

В большинстве случаев области интегрирования  и 1T T  мало 
отличаются друг от друга. Поэтому все особенности движения ан-
тенны в пространстве могут быть учтены на этапе пространствен-
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ной обработки сигнала. Временная же обработка остается такой же, 
как и в случае неподвижной антенны. 

Из выражения (2.9), устремив область 0X
G

 к нулю, можно по-
лучить алгоритм обработки сигнала для одиночного приемного 
элемента, движущегося по сложной траектории: 

 
1

0(λ) ( ( )) ( ,λ )ds c t
T

Q u t n x t s t
∗

= +∫ t
G GG G� . 

В этом случае оптимальная ПВОС состоит в задержке приня-
тых приемником колебаний на величину )(txn cs

GG
, зависящую от 

направления прихода сигнала и закона перемещения приемного 
элемента в пространстве, а затем интегрировании задержанных ко-

лебаний с весом, совпадающим с сигналом 
*
( ,λ )ts t
G

 (рис. 2.3). 
Как видно из последнего выражения, при движении одиночно-

го приемного элемента по сложной траектории реализуется лишь 
одна временная обработка, которая учитывает все особенности 
движения элемента в пространстве. 
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Рис. 2.3. Алгоритм оптимальной ПВОС во временной области  
для одиночного подвижного приемного элемента и когерентного сигнала 

в случае помехи, некоррелированной по пространству и времени 
 
Вернемся к общей задаче: оптимизации ПВОС в сложных 

динамических условиях при воздействии коррелированных 
гауссовских помех. Рассмотрим несколько подходов для решения 
этой сложной задачи. 
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2.1.3. Оптимизация пространственно-временной обработки 
когерентного сигнала (вариант 1) 

Пусть помеха – стационарное однородное поле, слабокоррели-
рованное по пространству и времени. Тогда уравнение (2.6) может 
быть записано как 

 2 1 2 1 2 2 2 2 1 1( , ) ( , ,λ)d d ( , ,λ)NK t t x x b t x t x s t x
Ω

− − =∫∫
G GG G G G G� � . 

Умножим обе части этого уравнения на 1 1exp[ j2π( φ )]ft x− −
G G

 

и проинтегрируем в области  по  и Ω 1t 1xG . Тогда 

 
2 1 2 1 2 2

1 1 1 1 2 2

( , ) ( , ,λ)

exp( j2π( φ ))d d dt d ( ,φ ,λ),

NK t t x x b t x

ft x t x x S f
Ω Ω

− − ×

× − − =

∫∫ ∫∫
GG G G�

GG GG G G �
 

где ( ,φ ,λ)S f
GG�  – частотно-волновой спектр сигнала: 

 1 1 1 1 1 1( ,φ ,λ) ( , ,λ) exp( j2π( φ ))d dS f s t x ft x t x
Ω

= − −∫∫
G GG GG G� G

. (2.10) 

Заменим переменные  и 1t 1xG  соответственно на 2 1 τt t− =  и 

: 2 1 χx x− =
G G G

 

2 2 2 2 2 2

(τ,χ) exp( j2π( τ φχ))dτdχ

( , ,λ) exp( j2π( φ ))d d ( ,φ,λ) ,

NK f

b t x ft x t x S f
′Ω Ω

⎡ ⎤
− ×⎢ ⎥

⎣ ⎦

× − − =

∫∫ ∫∫
GG G G

G GG GG G G� �
 (2.11) 

где  – область переменных (Ω' τ,χ)G . 
Учитывая слабую корреляцию помехи по времени и простран-

ству,  

 
*

(τ,χ) exp( j2π( τ φχ))dτdχ Φ ( ,φ)NNK f
′Ω

− ≈∫∫
G GfG G G

, (2.12) 

где Φ ( ,φ)N f G�  – частотно-волновой спектр помехи.  
Тогда, пренебрегая ошибками аппроксимации, получаем 
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 *
( ,φ,λ)( ,φ,λ)
Φ ( ,φ)N

S fB f
f

=
GG�GG�
G , (2.13) 

где 

 1 1 1 1 1 1( ,φ,λ) ( , ,λ) exp( j2π( φ ))d d .B f b t x ft x t
Ω

= − −∫∫
G GG G xG G�� G

f

 (2.14) 

В спектральной области алгоритм ПВОС можно записать как 

 (λ) ( ,φ) ( ,φ,λ)d dφQ U f B f
∞ ∞ ∗

−∞ −∞

= ∫ ∫
G GG G� � G

, (2.15) 

где  – частотно-волновой спектр принимаемых колеба-
ний: 

( ,φ)U f G�

 ( ,φ) ( , ) exp( j2π( φ ))d d .U f u t x ft x t x
Ω

= − −∫∫
G GG G� G

 (2.16) 

Как видно, в данном случае ПВОС состоит из двух этапов 
(рис. 2.4): вычисления частотно-волнового спектра ( ,φ)U f G�  и ин-
тегрирования этого спектра по частоте и пространственным часто-

там с весом 
*
( ,φ,λ)B f

GG
, определяемым частотно-волновыми спек-

трами сигнала ( ,φ,λ)S f
GG�  и помехи Φ ( ,φ)N f G� . 
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Рис. 2.4. Алгоритм оптимальной ПВОС в частотно-волновой области для 
подвижной антенны и когерентного сигнала в случае помехи, 

слабокоррелированной по времени и пространству  
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Заметим, что в алгоритме (2.15) особенности движения антен-
ны в пространстве учитываются при вычислении частотно-
волновых спектров ( ,φ)U f G�  и ( ,φ,λ)S f

GG� . 
Для антенн жесткой конструкции частотно-волновой спектр 

 может быть вычислен следующим образом: ( ,φ)U f G�

 0( ,φ) ( , ( )φ) exp( j2π( φ ( )))dc
T

U f U t A t ft x t t= − −∫
G G G G� � , (2.17) 

где  – волновой спектр принимаемых колебаний: 0 ( ,φ)U t G�

 
0

0 0 0( , ( )φ) ( , ) exp( j2π ( )φ )d
X

U f A t u t x A t x x= ∫G 0 0
G GG G G� . (2.18) 

Из выражений (2.17) – (2.18) видно, что в этом случае частот-
но-волновой спектр принимаемых колебаний может быть получен 
путем вычисления для каждого момента времени волнового спек-
тра , игнорируя движение антенны, последующего учета 

поворота антенны путем пересчета 
0 ( ,φ)U t G�

0 ( ,φ)U t G�  в 0 ( , ( )φ)U t A t G� , ком-

пенсации перемещения центра антенны умножением 0 ( , ( )φ)U t A t G�  

на весовой множитель exp( j2πφ ( ))cx tG G
 и затем вычисления вре-

менного спектра. 
Если помеха – некоррелированная, то ( ,φ,λ)B f

GG�  с точностью 

до константы равна ( ,φ,λ)S f
GG� , и алгоритм ПВОС описывается 

следующим выражением: 

 (λ) ( ,φ) ( ,φ,λ)d dφQ U f S f
∞ ∞ ∗

−∞ −∞

= ∫ ∫ f
G GG G G� � . (2.19) 

Формулы (2.15) – (2.19) представляют обработку в спектраль-
ной области. Во временной области она определяется формулой 
(2.5), где ( , ,λ )sb t x

GG�  находится из выражения 

 *
( ,φ,λ)( , ,λ) exp( j2π( φ ))d dφ

( ,φ)N

S fb t x ft x f
f

∞ ∞

−∞ −∞

= −
Φ

∫ ∫
GG�G G GG G�
G . (2.20) 
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Рассмотрим второй способ оптимизации ПВОС в сложных ди-
намических условиях.  

 
2.1.4. Оптимизация пространственно-временной обработки 

когерентного сигнала (вариант 2) 
Пусть помеха стационарная и слабокоррелированная по про-

странству и времени. 
Пространственно-временную область наблюдения будем ин-

терпретировать как область )),(( XxT
GG

. Для стационарной помехи 
уравнение (2.6) имеет вид 

 
2

2 1 1 2 2 2 2 2 1 1
( )

( , , ) ( , ,λ)d d ( , ,λ)N
T xX

K t t x x b t x t x s t x− =∫ ∫G G

G GG G G G G� � . 

Умножим обе части этого уравнения на 1exp( j2π )ft−  и про-

интегрируем по  на интервале 1t )( 1xT G
: 

 
2 1

2 1 1 2 2 2 1 1
( ) ( )

2 2 2

( , , ) ( , ,λ) exp( j2π )d

d d ( , ,λ),

N
T x T xX

K t t x x b t x ft t

t x S f x

⎡ ⎤
− − ×⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

× =

∫ ∫ ∫G G G

GG G G�

GG G�
 

где  – спектр сигнала: 1( , ,λ)S f x
GG�

 
1

1 1 1
( )

( , ,λ) ( , ,λ) exp( j2π )d
T x

S f x s t x ft t= −∫G 1 1

G GG G� . (2.21) 

Заменив переменную  на 1t 2τ t t1= − , получим 

 
2 1

1 2
( ) ( )

2 2 2 2 2 1

(τ, , ) exp( j2πτ)dτ

( , ,λ) exp( j2π )d d ( , ,λ),

N
T x T xX

K x x

b t x ft t x S f x

′

⎡ ⎤
×⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

× − =

∫ ∫ ∫G G G

G G

G GG G� � G
 

где  – интервал изменения переменной . 1( )T x′ G τ
Принимая во внимание слабую корреляцию помехи по про-

странству и времени, приближенно 
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 1 2 2 2 1( , , ) ( , ,λ)d ( , ,λ)N

X

G f x x B f x x S f x
∗

=∫G
G GG G G G G�� , (2.22) 

где ),,( 21 xxfGN
GG�  – взаимная спектральная плотность мощности 

помехи: 

 1 2 1 2( , , ) (τ, , ) exp( j2π τ)dτ,N NG f x x K x x f
∞

−∞

= −∫
G G G G�  

 
2

2 2 2
( )

( , ,λ) ( , ,λ)exp( j2π )d .
T x

2B f x b t x ft t= −∫G
G GG G��  (2.23) 

Уравнение (2.22) по виду совпадает с уравнением для непод-
вижной антенны при стационарной слабокоррелированной помехе. 
Это обстоятельство позволяет использовать методы решения урав-
нения, известные для неподвижных антенн, для нахождения струк-
туры ПВОС в динамических условиях. 

Алгоритм обработки сигнала в спектральной области, соответ-
ствующий структуре ( , ,λ)B f x

GG� , имеет следующий вид: 

 (λ) ( , ) ( , ,λ)d d
X

Q U f x B f x
∞ ∗

−∞

= ∫ ∫G f x
G GG G G� � , (2.24) 

где ),( xfU G�  – спектр принимаемых колебаний: 

 
( )

( , ) ( , ) exp( j2π )d
T x

U f x u t x ft t= −∫G
G G� . (2.25) 

Этот алгоритм включает (рис. 2.5) вычисление частотно-
волнового спектра принимаемых колебаний на интервалах времени 

)(xT G
, а затем интегрирование вычисленного спектра по частоте и 

пространству с весом ( , ,λ)B f x
∗ GG

. 
Из выражений (2.23) – (2.25) видно, что особенности переме-

щения антенны в пространстве в данном случае учитываются при 
вычислении спектра ),( xfU G�  принимаемых колебаний и весовой 

функции ( , ,λ)B f x
∗ GG

. 
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Рис. 2.5. Алгоритм оптимальной ПВОС в частотной области для подвижной 
антенны и когерентного сигнала в условиях стационарной 
слабокоррелированной по времени и пространству помехи 

 
От алгоритма (2.24) нетрудно перейти к алгоритму (2.15), в ко-

тором структура обработки ( ,φ,λ)B f
∗ GG

 получается из функции 

( , ,λ)B f x
∗ GG

 путем ее преобразования Фурье вдоль пространствен-
ных координат: 

 ( ,φ,λ) ( , ,λ) exp( j2πφ )d
X

B f B f x x
∗ ∗

= ∫G x
G GG GG G G

. 

Следует отметить, что рассмотренный способ оптимизации 
может быть использован не только в случае, когда помеха слабо-
коррелированная по пространству, но и когда она сильно коррели-
рованная, однако перемещения антенны малы. Повторяя рассужде-
ния, которые привели к уравнению (2.22), можно показать, что, ес-
ли интервал  практически не зависит от 1( )T x′ G 1xG , то уравнение 

(2.22) можно использовать для нахождения функции ( , ,λ)B f x
GG�  и в 

случае помехи, сильно коррелированной по пространству. 
Перейдем к рассмотрению еще одного способа оптимизации 

ПВОС при работе в сложных динамических условиях. 
 

2.1.5. Оптимизация пространственно-временной обработки 
когерентного сигнала (вариант 3) 

Пусть  – интервал времени, за который антенна не успевает 
существенно переместиться в пространстве, и поэтому на этом ин-
тервале ее можно считать неподвижной. Тогда на интервале  

0T

0T
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корреляционная функция помехи на выходах приемников антенны 
имеет следующий вид:  
 1 2 1 1 2 2( , , ( ), ( ))NK t t x t x t ≈

G G
1 2 1 1 2 1( , , ( ), ( ))NK t t x t x tG G

, 

где 1t  – средняя точка рассматриваемого интервала . 0T
Разобьем интервал T  на M  секций, длительность  каждой 

из которых менее  (рис. 2.6). Будем полагать, что отсчеты поме-

хи из разных интервалов  некоррелированные. При этих пред-

положениях область  приближенно может быть представлена в 

виде множества областей 

mT

0T

mT
Ω

( , ( )) ( , ( )) Ωm m mT X t T X t≈ = m

G G
 

),1( Mm = . 
 

X

x

1

2
3

m
M

T t0 Tm

0X

 
 

Рис. 2.6. Разбиение интервала наблюдения T  на M  секций  и 

представление области наблюдения 
mT

Ω  в виде множества  

областей mΩ  ( 1,m M )=  
 
Тогда интегральное уравнение (2.6), определяющее структуру 

оптимальной ПВОС в условиях движения антенны, может быть 
заменено на M  более простых интегральных уравнений, типичных 
для неподвижной антенны: 
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1 2 1 2 2 2 2 2

Ω

1 1

( , , , ) ( , ,λ)d d

( , ,λ), 1, ,
m

N m

m

K t t x x b t x t x

s t x m M

=

= =

∫∫
GG G G G�

GG�
 (2.26) 

где  – функция, определяющая структуру оптимальной 

ПВОС на интервале , 

2 2( , ,λ)mb t x
GG�

mT 1 1( , ,λ)ms t x
GG�  – сигнал на интервале . mT

Алгоритм ПВОС в этом случае выглядит как 

 
1 ( )

(λ) ( , ) ( , ,λ)d d
m m

M

m
m T X t

Q u t x b t x
∗

=

= ∑ ∫ ∫G
G G

t xG G� G
. (2.27) 

где mt  – средняя точка секции . mT
Из выражения (2.27) видно, что в данном случае обработка 

сигнала для подвижной антенны сводится к ПВОС на отдельных 
малых временных интервалах (секциях)  mT ),1( Mm =  и после-
дующем когерентном объединении полученных результатов. Обра-
ботка на каждом временном интервале  учитывает коррелиро-
ванный характер помехи, но при этом факт движения антенны иг-
норируется. Когерентное же объединение результатов секциониро-
ванной обработки осуществляется с учетом изменения местополо-
жения, формы и ориентации антенны, но при этом предполагается, 
что они содержат уже некоррелированную помеху. 

mT

Такой способ обработки сигнала позволяет решить задачу оп-
тимизации в сложных динамических условиях при сильной про-
странственной корреляции помехи. В этом основное его достоин-
ство и существенное отличие от способов, описанных выше. 

Если помеха стационарная и ее временной интервал корреля-
ции меньше интервала  mT ),1( Mm = , то уравнения (2.26) могут 
быть представлены в виде 

 
1 2 2 2

( )

1

( , , ) ( , ,λ)d

( , ,λ), 1, ,
m

N m
X t

m

G f x x B f x x

S f x m M

∗

=

= =

∫G
GG G G G�

GG�
 (2.28) 
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2 2

 
где 

 2 2 2( , ,λ) ( , ,λ) exp( j2π )d
m

m m
T

B f x b t x ft t= −∫
G GG�� , (2.29) 

1( , ,λ)mS f x
GG�  – спектр m -й секции сигнала: 

 1 1 1( , ,λ) ( , ,λ) exp( j2π )d
m

m m
T

S f x S t x ft t= −∫
G GG G�

1 1 . (2.30) 

С учетом этих соотношений алгоритм ПВОС может быть пред-
ставлен в спектральной области как  

 
1 ( )

(λ) ( , ) ( , ,λ)d d
m

M

m m
m X t

Q U f x B f x
∞ ∗

= −∞

=∑ ∫ ∫G f x
G GG G� � G

, (2.31) 

где ),( xfU m
G�  – спектр колебаний, принимаемых на интервале 

времени : mT

 ( , ) ( , ) exp( j2π )d
m

m
T

U f x u t x ft t= −∫
G G� . (2.32) 

Другой спектральный алгоритм ПВОС, вытекающий из фор-
мул (2.31) – (2.32), может быть записан следующим образом: 

 
1

(λ) ( ,φ) ( ,φ,λ)d dφ
M

m m
m

Q U f B f
∞ ∞ ∗

= −∞ −∞

=∑ ∫ ∫ f
G GG G� � G

, (2.33) 

где ( ,φ)mU f G�  – частотно-волновой спектр колебаний, принимае-

мых на интервале времени : mT

 
( )

( ,φ) ( , ) exp( j2π( φ ))d d
m m

m
T X t

U f U t x ft x t x= − −∫ ∫G
G GG G� G

.  (2.34) 

Следует отметить, что второй и третий способы оптимизации 
ПВОС, в принципе, можно использовать совместно, принимая во 
внимание особенности движения антенны не только на втором, но 
и на первом этапе обработки. Целесообразность применения такого 
приема на практике не всегда оправдана, т.к. задача оптимизации 
существенно усложняется, а выигрыш от более корректного учета 
движения антенны, как правило, оказывается незначительным. 
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2.2. Пространственно-временная обработка 
стохастических сигналов 

 
2.2.1. Общие зависимости 

Рассмотрим задачу синтеза оптимального по критерию макси-
мума отношения правдоподобия алгоритма ПВОС для стохастиче-
ского сигнала в условиях сложного движения антенны в простран-
стве. Будем считать, что сигнал и помеха гауссовского типа имеют 
нулевое математическое ожидание и характеризуются корреляци-

онными функциями 1 2 1 2( , , , ,λ)SK t t x x
GG G

 и ),,,( 2121 xxttK N
GG

 соот-

ветственно. Тогда отношение правдоподобия имеет следующий 
вид: 

 

1 1

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 1 1 2 2

1[ ( , ) / λ] exp ( , )
2

θ ( , , , ) θ ( , , , ,λ)

( , )d d d d ,

N NS

L u t x k u t x

t t x x t t x x

u t x t x t x

Ω Ω

⎧= − ×⎨
⎩

⎡ ⎤× − ⎦⎣
⎫× ⎬
⎭

∫∫ ∫∫

×

GG G

GG G G G

G G G

 (2.35) 

где  и 1 2 1 2θ ( , , , )N t t x xG G
1 2 1 2θ ( , , , ,λ)NS t t x x

GG G
 – решения интегральных 

уравнений 

 
1 2 1 2 2 3 2 3 2 2

Ω

1 3 1 3

( , , , )θ ( , , , )d d

δ( , ),

N NK t t x x t t x x t x

t t x x

=

= − −

∫∫
G G G G

G G

G

).

 (2.36) 

 
1 2 1 2 1 2 1 2

2 3 2 3 2 2 1 3 1 3

( , , , ) ( , , , ,λ)

θ ( , , , ,λ)d d δ( ,

N S

NS

K t t x x K t t x x

t t x x t x t t x x
Ω

⎡ ⎤+ ×⎣ ⎦

× = −

∫∫
−

GG G G G

GG G G G G
 (2.37) 

Из выражений (2.35) – (2.37) следует алгоритм оптимальной 
ПВОС: 
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1 1 1 2 1 2

2 2 1 1 2 2

(λ) ( , ) ( , , , ,λ)

( , )d d d d ,

Q u t x t t x x

u t x t x t x
Ω Ω

= Η ×

×

∫∫ ∫∫
G GG G G

G G G  (2.38) 

где 

 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

Η( , , , ,λ) θ ( , , , )

θ ( , , , ,λ).
N

NS

t t x x t t x x

t t x x

= −

−

GG G G
GG G

G
 (2.39) 

Выражения (2.35) – (2.38) по конструкции совпадают с извест-
ными выражениями для неподвижной антенны, однако отличаются 
пределами интегрирования. Для неподвижной антенны интегриро-
вание проводится по области =Ω ),( XT

G
, а для подвижной – по 

области ))(,( tXT
G

=Ω . В обоих случаях операторное представле-
ние выражений одинаково: 

 (λ) ( , )Q U U= Η
G

, (2.40) 

 . (2.41) 11 )( −− +−=Η SNN KKK
При слабом сигнале, когда 

 ,  1111)( −−−− −≈+ NSNNSN KKKKKK
имеем  

  (2.42) 11 −−=Η NSN KKK
или в развернутом виде 

 
1 2 1 2 1 3 1 3

Ω Ω

3 4 3 4 4 2 4 2 3 3 4 4

( , , , ,λ) θ ( , , , )

( , , , ,λ)θ ( , , , )d d d d .

N

S N

t t x x t t x x

K t t x x t t x x t x t x

Η =

×

∫∫ ∫∫ ×
GG G G

G

G

G G G G G G
 (2.43) 

В простейшем случае, когда поле помехи некоррелированное, 
функция 1 2 1 2θ ( , , , )N t t x xG G

 представляет собой -функцию. Тогда с 

точностью до постоянного множителя функция 

δ

1 2 1 2( , , , ,λ)t t x xΗ
GG G

 

равна корреляционной функции сигнала 1 2 1 2( , , , ,λ)SK t t x x
GG G

 и алго-
ритм оптимальной ПВОС может быть записан как  
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1 1 1 2 1 2

2 2 1 1 2 2

(λ) ( , ) ( , , , ,λ)

( , )d d d d .

SQ u t x K t t x x

u t x t x t x
Ω Ω

= ×

×

∫∫ ∫∫
G GG G G�

G G G
 (2.44) 

Если сигнал – стационарный плосковолновой процесс, описы-
ваемый спектральной плотностью мощности  и вектором 

направления прихода 

)( fg S

snG , то его корреляционная функция 

  (2.45) 2 1 2 1 2 1

2 1

( , , ) ( ) exp( j2π ( ))

exp( j2π ( ))d .

S s S

s

K t t x x n g f f t t

fn x x f

∞

−∞

− − = − −

× −

∫
G G G

G G G

×

Тогда алгоритм оптимальной ПВОС может быть записан в ви-
де следующего выражения: 

 
2

( ) ( ) ( , ) ds S sQ n g f U f fn f
∞

−∞

= ∫
G G� , (2.46) 

где ( , )sU f fnG�  – частотно-волновой спектр, вычисленный по 
области . Ω

Из выражения (2.46) следует, что при некоррелированной по-
мехе и стационарном плосковолновом сигнале ПВОС состоит в 
вычислении частотно-волнового спектра в точках ( , )sf fnG  

, а затем некогерентном накоплении результатов по час-
тоте с весом . В этом случае все особенности движения ан-
тенны учитываются на этапе вычисления частотно-волнового спек-
тра 

)var( =f
)( fg S

( , )sU f fnG� . 
Как видно, обработка стохастического сигнала при некоррели-

рованной помехе оказывается относительно простой.  
В случае коррелированной помехи задача существенно услож-

няется. При синтезе оптимального алгоритма обработки главная 
трудность состоит в нахождении функции 

 

1 2 1 2( , , , ,λ)t t x xΗ
GG G

, опре-
деляющей структуру обработки. 

Рассмотрим два способа определения этой функции при 
различных допущениях о свойствах помехи и характере движения 
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),

антенны в пространстве. Заметим, что они подобны способам, 
описанным в подразделах 2.1.4 и 2.1.5. 

 
2.2.2. Оптимизация пространственно-временной обработки 

стохастического сигнала (вариант 1) 
Пусть помеха стационарная и слабокоррелированная по про-

странству и времени. Тогда из выражения (2.36) можно получить 
следующее выражение: 

 1 2 2 3 2 1 3( , , ) ( , , )d δ(N N
X

G f x x B f x x x x x= −∫G
G G G G G G� � G

 (2.47) 

где 1 2( , , )NG f x xG G�  – взаимная спектральная плотность мощности 

помехи, 1 2( , , )NB f x xG G�  – спектр функции 1 2θ (τ, , )N x xG G
: 

 1 2 1 2( , , ) θ (τ, , ) exp( j2π τ)dτN NB f x x x x f
∞

−∞

= −∫
G G G G� . (2.48) 

Если сигнал стационарный, то, согласно выражению (1.25), его 
корреляционная функция может быть представлена в следующем 
виде с помощью функции Грина ( , ,λ)sG f x

GG� : 

 
4 3 3 4 3

4 4 3

( , , ,λ) ( ) ( , ,λ)

( , ,λ) exp[ j2π ( )]d .

S S s

s

K t t x x g f G f x

G f x f t t f

∞ ∗

−∞

− = ×

× −

∫
G GG G G

GG�
 (2.49) 

При этом выражение (2.43) может быть записано в виде  

 

2 1 1 2 3 1 1 3

3 4 2 4 4

4 3 3 3 4 4

( , , ,λ) θ ( , , )

( ) ( , ,λ) ( , ,λ)θ ( , , )
exp[ j2π ( )]d d d d d .

N

S s s N

t t x x t t x x

g f G f x G f x t t x x
f t t t x t x f

∞

Ω Ω −∞

∗

Η − = − ×

× −
× −

∫∫ ∫∫ ∫

2 ×

GG G G G

G GG G G�
G G

G
 (2.50) 

Учитывая слабую корреляцию помехи, выражение (2.50) мо-
жет быть записано в виде 
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 2 1 1 2 1 2

2 1

( , , ,λ) ( , , ,λ)

exp[ j2π ( )]d ,

t t x x B f x x

f t t f

∞

−∞

Η − = ×

× −

∫
G GG G G G�

 (2.51) 

где  – функция, определяющая в спектральной 
области структуру ПВОС: 

1 2( , , ,λ)B f x x
GG G�

 1 2 1 2( , , ,λ) ( ) ( , ,λ) ( , ,λ)SB f x x g f D f x D f x
∗

=
G G GG G G G� � , (2.52) 

2( , ,λ)D f x
GG�  – функция, определяющая в спектральной области 

структуру пространственной части обработки: 

 2 4 2 4( , ,λ) ( , , ) ( , ,λ)dN s
X

D f x B f x x G f x x= ∫G 4

G GG G G G�� � G
. (2.53) 

Эти выражения могут быть использованы для определения 
функции ( , ,λ)D f x

GG�  и иным путем. Переписав выражение (2.47) в 
виде 

 1 2 2 3 2 1 3( , , ) ( , , )d δ(N N
X

G f x x B f x x x x x
∗ ∗

= −∫G )G G G G G G G
, (2.54) 

умножим обе части выражения (2.54) на функцию Грина 
 и проинтегрируем по 3( , ,λ)sG f x

GG�
3xG . С учетом равенства (2.53) 

нетрудно получить уравнение 

 1 2 2 2 1( , , ) ( , ,λ)d ( , ,λ)N s
X

G f x x D f x x G f x
∗

=∫G
G GG G G G G�� , (2.55) 

аналогичное уравнению (2.22) для когерентного сигнала. 
Отметим, что структура обработки, описываемая выражениями 

(2.51) – (2.53), определяется пространственной областью X
G

 и не 
зависит от временной области )(xT G

. Вследствие этого функции, 

определяющие для антенны, движущейся в области X
G

, структуру 
ПВОС, такие же, как и для неподвижной антенны, занимающей 
область X

G
.  
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f

В спектральной области алгоритм ПВОС может быть найден 
из выражения (2.38) с учетом соотношений (2.25) и (2.51) в сле-
дующем виде: 

 (2.56) 

где 

1 1 2 2 1 2(λ) ( , ) ( , , ,λ) ( , )d d d ,
X X

Q U f x B f x x U f x x x
∞ ∗

−∞

= ∫ ∫ ∫G G
G GG G G G G G� �

),( xfU G�  – спектр принимаемых колебаний.  
Подставив выражение (2.52) в соотношение (2.56), получим 

алгоритм ПВОС в следующем виде: 

 
2

(λ) ( ) ( , ) ( , ,λ)d dS
X

Q g f U f x D f x x
∞ ∗

−∞

= ∫ ∫G
G GG G G� f . (2.57) 

Переходя к частотно-волновому представлению, можно запи-
сать алгоритм ПВОС в другой форме:  

 
2

(λ) ( ) ( ,φ) ( ,φ,λ) φ dSQ g f U f D f d
∞ ∞ ∗

−∞ −∞

= ∫ ∫
G GG G G� f

3

, (2.58) 

где  

 3 3( ,φ,λ) ( , , ) ( , ,λ) exp( j2πφ )d dN s
X X

D f B f x x G f x x x x
∗ ∗ ∗

= −∫ ∫G G
G GG GG G G G G G

. 

Алгоритм обработки (2.57) предусматривает (рис. 2.7) вычис-
ление спектра колебаний в области )(xT G

, интегрирование его по 

пространству с весом ( , ,λ)D f x
∗ GG

, вычисление квадрата модуля и 
затем интегрирование полученного результата по частоте с весом 

. )( fg S

Алгоритм (2.58) предполагает (рис. 2.8) вычисление частотно-
волнового спектра в области Ω , интегрирование его по простран-

ственным частотам с весом , вычисление квадрата мо-
дуля и интегрирование полученного результата по частоте с весом 

. 

( ,φ,λ)D f
∗ GG

)( fg S
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Рис. 2.7. Алгоритм оптимальной ПВОС в частотной области для 
стохастического сигнала в условиях сложного движения антенны в 

пространстве и стационарной слабокоррелированной помехи 
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Рис. 2.8. Алгоритм оптимальной ПВОС в частотно-волновой области для 
стохастического сигнала в условиях сложного движения антенны 
в пространстве и стационарной слабокоррелированной помехи 

 
При некоррелированной по пространству помехе 

 1
3 3( ,φ,λ) ( ) ( , ,λ) exp( j2πφ )dN s

X

D f g f G f x x x
∗ ∗

−= −∫G
G GG G

3
G G G

, (2.59) 

где  – спектральная плотность мощности помехи. )( fg N

В случае, когда сигнал представляет собой плоскую волну, 

 1( ,φ, ) ( )δ(φ )s ND f n g f fn
∗

−≈ − s
G GG G

. (2.60) 
Подстановка этого соотношения в формулу (2.58) дает сле-

дующий алгоритм обработки: 

 
2

2

( )( ) ( , ) d
( )

S
s

N

g fQ n U f fn f
g f

∞

−∞

= ∫ s
G G� . (2.61) 

Как видно из выражения (2.61), в этом простейшем случае 
ПВОС (рис. 2.9) сводится к вычислению частотно-волнового спек-
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тра в области  для всех частот  и пространственных частот Ω f
φ= sfnG G

, вычислению квадрата модуля спектра и интегрированию 

результата по частоте с весом 
)(
)(

2 fg
fg

N

S . 

 

�
f
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Рис. 2.9. Алгоритм оптимальной ПВОС в частотно-волновой области для 
стохастического сигнала в виде плоской волны в условиях сложного движения 

антенны в пространстве и помехи, стационарной во времени и 
некоррелированной по пространству 

 
Следует отметить, что рассмотренный способ оптимизации 

может быть использован не только при слабокоррелированной по 
пространству помехе, но и тогда, когда она сильно коррелирован-
ная, однако перемещения антенны малы. В этом случае наблюдает-
ся полная аналогия со вторым способом оптимизации ПВОС для 
когерентного сигнала, описанного в подразделе 2.1.4. 

 
2.2.3. Оптимизация пространственно-временной обработки 

стохастического сигнала (вариант 2) 
Пусть выполняются все предположения подраздела 2.1.5, т.е. 

интервал наблюдения T  представим M  секциями, длительность 
 каждой из которых менее (где  – время, в течение кото-

рого положение антенны практически не меняется), и при этом от-
счеты помехи из разных интервалов секций  оказываются не-
коррелированными. Дополнительно будем полагать, что сигнал и 
помеха – поля, стационарные и слабокоррелированные на интерва-
ле времени .  

mT 0T 0T

mT

mT
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Тогда можно аппроксимировать область наблюдения  мно-

жеством областей 

Ω
( , ( )) ( , ( )) Ωm m m mT X t T X t≈ =

G G
 ),1( Mm =  и 

заменить интегральное уравнение (2.36), определяющее структуру 
оптимальной ПВОС в условиях движения антенны, на M  более 
простых интегральных уравнений, типичных для неподвижной ан-
тенны: 

 
1 2 1 2 2 3 2 3 2 2

Ω

1 3 1 3

( , , , )θ ( , , , )d d

δ( , ), ( 1, ).
m

N NK t t x x t t x x t x

t t x x m M

=

= − − =

∫∫
G G G G

G G

G

 (2.62) 

Решения этих уравнений для моментов времени mTtt ∈21 ,  по-
зволяют найти структуру обработки в следующем виде: 

 2 1 1 2 1 2

2 1

( , , ,λ) ( , , ,λ)

exp[ j2π ( )]d ,

m mt t x x B f x x

f t t f

∞

−∞

Η − =

× −

∫ ×
G GG G G G�

 (2.63) 

где  – функция, определяющая в спектральной об-
ласти структуру обработки на -м интервале: 

1 2( , , ,λ)mB f x x
GG G�

m

 1 2 1 2( , , ,λ) ( ) ( , ,λ) ( , ,λ)m S m mB f x x g f D f x D f x
∗

=
G G GG G G G� � , (2.64) 

2( , ,λ)mD f x
GG�  – функция, определяющая пространственную часть 

структуры обработки на m -м интервале: 

 2 4 2
( )

( , ,λ) ( , , ) ( , ,λ)d
m

m

m N s
X t

D f x B f x x G f x x= ∫G 4 4

G GG G G �� � G G
, (2.65) 

),,( 31 xxfB
mN

GG�  – решение интегрального уравнения 

 1 2 2 3 2 1 3
( )

( , , ) ( , , )d δ(
m

m

N N
X t

G f x x B f x x x x x= −∫G )G G G G G G� � G
. (2.66) 

Можно показать, что функция 2( , ,λ)mD f x
GG�  является решени-

ем уравнения, аналогичного выражению (2.55): 
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 1 2 2 2 1
( )

( , , ) ( , ,λ)d ( , ,λ)
m

N m s
X t

G f x x D f x x G f x
∗

=∫G
G GG G G G G�� . (2.67) 

В общем виде алгоритмы секционированной ПВОС могут быть 
записаны следующим образом:  

 
1 1 2 1 1 2

1 Ω Ω

2 2 1 1 2 2

(λ) ( , ) ( , , λ)

( , )d d d d ,
m m

M

m
m

Q u t x t t x x

u t x t x t x
=

,= Η −

×

∑∫∫ ∫∫ ×
G GG G G

G G G
 (2.68) 

 
1 1 2

1 ( ) ( )

2 1 2

(λ) ( , ) ( , λ)

( , )d d d ,

m m

M

m m
m X t X t

m

Q U f x B f x

U f x f x x

∞

= −∞

∗

, ,x= ×

×

∑ ∫ ∫ ∫G G

G GG G G� �

G G G
 (2.69) 

где ( , )mU f xG�  – спектр колебаний ),( xtum
G

, принимаемых на ин-

тервале . mT

Из формул (2.69) и (2.64) следуют две формы спектрального 
алгоритма обработки: 

 

2

1 ( )

(λ) ( ) ( , ) ( , ,λ)d d
m

M

S m m
m X t

Q g f U f x D f x x
∞ ∗

=−∞

= ∑∫ ∫G
G GG G G� f , (2.70) 

 
2

1

(λ) ( ) ( ,φ) ( ,φ,λ)dφ d
M

S m m
m

Q g f U f D f
∞ ∞ ∗

=−∞ −∞

= ∑∫ ∫
G GG G G� f , (2.71) 

где 

 
3 3

( ) ( )

3

( ,φ,λ) ( , , ) ( , λ)

exp( j2πφ )d d .

m

m m

Nm s
X t X t

D f B f x x G f x

x x x

∗ ∗ ∗

,= ×

× −

∫ ∫G G

G GG G G G

G G G G
 (2.72) 

В случае, когда помеха некоррелированная по пространству, 
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1

3
( )

3 3

( ,φ,λ) ( ) ( , ,λ)

exp( j2πφ )d .
m

m N s
X t

D f g f G f x

x x

∗ ∗
−= ×

× −

∫G
G GG G

G GK
 (2.73) 

Тогда для сигнала, представляющего собой плоскую волну, ал-
горитм обработки (2.71) может быть записан в следующем виде: 

 
( )
( )

2

2
1

( ) ( , ) d
M

S
s m

mN

g f
Q n U f fn f

g f

∞

=−∞

= ∑∫
G G�

s . (2.74) 

Алгоритмы (2.69) – (2.71), (2.74) напоминают алгоритмы 
(2.56) – (2.58), (2.61), полученные для подвижной антенны при ис-
пользовании первого способа оптимизации обработки стохастиче-
ского сигнала. Несмотря на внешнее сходство, они разные. 

Различные и возможности по оптимизации обработки в слож-
ных динамических условиях. В данном случае при быстрых пере-
мещениях антенны в пространстве оптимизировать обработку ока-
зывается возможным не только в условиях слабокоррелированных 
помех, но и тогда, когда помехи сильно коррелированы по про-
странству. В этом состоит основное достоинство рассматриваемого 
способа и его отличие от первого способа оптимизации для стохас-
тического сигнала. 

Конкретные алгоритмы, иллюстрирующие возможности опти-
мизации ПВОС в сложных динамических условиях при наличии 
сильной пространственной корреляции помехи, приведены в сле-
дующем подразделе. 

Прежде чем переходить к освещению этих вопросов, отметим, 
что рассмотренные два подхода оптимизации обработки стохасти-
ческого сигнала, в принципе, могут применяться совместно. Но так 
же, как и в случае когерентного сигнала, вызывает сомнение целе-
сообразность такого шага, т.к. задача сильно усложняется, а выиг-
рыш от более точного учета особенностей движения антенны в 
пространстве, как правило, оказывается незначительным. 

 
 



ГЛАВА 2.  ОПТИМАЛЬНАЯ ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННАЯ 
ОБРАБОТКА В СЛОЖНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ УСЛОВИЯХ 
 

 76

sx

2.3. Пространственно-временная обработка сигналов  
в условиях многокомпонентных помех 

 
Методы оптимизации, приведенные в подразделах 2.1 и 2.2, 

могут быть использованы для синтеза алгоритмов обработки коге-
рентных и стохастических сигналов в сложных динамических и 
помеховых условиях. 

В настоящем подразделе будем полагать, что помеха имеет 
многокомпонентную структуру, а антенна сложным образом пере-
мещается в пространстве. Синтезируем вначале алгоритмы ПВОС 
для когерентных сигналов, а затем перейдем к алгоритмам обра-
ботки стохастических сигналов.  

 
2.3.1. Когерентный сигнал, помеха со стохастической 

локальной составляющей 
Пусть помеха состоит из некоррелированной, распределенной 

и стохастической локальной составляющих, описываемых соответ-
ственно выражениями (1.29), (1.30) и (1.33). Будем считать, что во 
временной области помеха слабокоррелированная. Тогда, как сле-
дует из подраздела 2.1.5, ПВОС для когерентного сигнала опреде-
ляется интегральными уравнениями (2.28). Рассмотрим случай, ко-
гда комплексный спектр -й секции ожидаемого сигнала предста-
вим в виде 

m

 ( , ,λ ) ( ,λ ) ( , ,λ )m s m t sS f x S f G f x=
G G GG G� � � , (2.75) 

где λ (λ ,λ )s t sx=
G G G

 – вектор информативных параметров, состоящий 

из временной λt

G
 и пространственной λsx

G
 частей; ( , ,λ )s sxG f x

GG�  – 

функция Грина сигнала. 

Учитывая указанные выше особенности помехи и сигнала, вы-
ражение (2.28) может быть записано как 
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0 2 1 1 2
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[ δ( ) ( ) ( , , )
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( , ,λ )d ( ,λ ) ( , ,λ ),

m
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X t

ll l lx lx

m s m t s

g x x g f G f x x

g f G f x G f x

B f x x S f G f x

∗

∗

sx

− + +

+ ×

× =

∫G
G G G

G GG G�

G

G G GG G G��
 (2.76) 

где  и  – спектральные плотности мощности соответст-
венно некоррелированной и распределенной составляющих поме-
хи, 

0g )( fgd

),,( 21 xxfGd
GG�  – пространственная часть взаимной спектраль-

ной плотности мощности распределенной помехи, 1( , ,λ )l lG f x x

GG�  – 
функция Грина локальной составляющей помехи. 

Решение уравнения (2.76) имеет следующий вид: 

 
2 0 3 2 3

( )

3 3

( , ,λ ) ( , , ) ( , ,λ )

β ( ,λ ,λ ) ( , ,λ ) d ,
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G GG G G �� �

G G GG G� �

G

 (2.77) 

где ),,( 230 xxfB d
GG�  – решение интегрального уравнения 
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X t
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g f G f x x x x x
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 (2.78) 

β ( ,λ ,λ )m sx lf
G G�

x  – весовой множитель, описываемый следующим 
выражением: 
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 (2.79) 
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l

x

3( , ,λ )mS f x
GG�  – комплексный спектр -й секции локальной со-

ставляющей помехи, характеризуемый вектором 

m

λ (λ ,λ )l t l=
G G G

: 

 3( , ,λ ) ( ,λ ) ( , ,λ )m l m t lS f x S f G f x= 3 lx

G G GG G� � � . (2.80) 

При отсутствии распределенной помехи формулы (2.77) и 
(2.79) упрощаются 
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 (2.82) 

Алгоритм ПВОС в спектральной области с учетом равенства 
(2.81) может быть записан как 

 0 ( )

1(λ ) ( , )[ ( λ )

β ( ,λ ,λ ) ( , ,λ )]d d ,

m
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  (2.83) 

или как 

 0

1(λ ) ( ,φ)[ ( ,φ,λ )
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ms m
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sx lx m lm

Q U f S f
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а во временной – как 
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где 

 
( , ,λ ,λ ) β ( ,λ ,λ )

( , ,λ ) exp( j2π )d .

m s l m sx lx

m l

c t x f

S f x ft t

∞
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×

∫
G G GG ��

GG�

G
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  (2.86) 

Если в формулах (2.83) – (2.85) раскрыть скобки, то можно 
получить алгоритмы компенсационного типа. В этом случае ПВОС 
строится по двухканальной схеме обработки. Один канал 
(сигнальный) согласован с сигналом, другой (компенсационный) – 
с локальной составляющей помехи. Для каждого интервала  

проводится обработка по обоим каналам. Результаты обработки 
вычитаются с весом и накапливаются по номерам секций.  

mT

Пусть полезный сигнал – плоская волна, описываемая спек-

тральной плотностью мощности ( ,λ )mS f
G�  и вектором направле-

ния прихода λsx ns=
G G

, а помеха состоит из двух составляющих. 

Одна из составляющих помехи – некоррелированная, а вторая 
представляет собой плоскую волну стохастического типа, которая 

приходит из направления λlx ln=
G G

 и описывается спектральной 

плотностью мощности ( ,λ )m tS f
G� , совпадающей со спектральной 

плотностью мощности полезного сигнала.  
Принимая во внимание, что 

 ( , ,λ ) exp( j2π )s sxG f x fn x= − s

GG G G� , 

 ( , ,λ ) exp( j2π )l lx lG f x fn x= −
GG G G� , 

выражения (2.82) и (2.83) могут быть записаны как 
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GG G G�
 (2.88) 

Выражение (2.87) описывает нормированную характеристику 
направленности антенны, занимающей в пространстве положение 

)( mtX
G

 в момент времени mt . Поэтому величина β ( , )m s lf n n−G G�  – 

значение этой характеристики в точке ( ls nn GG
− ) на частоте .  f

Характеристика направленности зависит от формы области 

)( mtX
G

, ее размеров и расположения в пространстве. Поэтому вес, 

с которым вычитается сигнал компенсационного канала, также 
зависит от этих параметров. Для подвижной антенны область 

пространства )( mtX
G

 меняется во времени, при этом происходит 

изменение весовых множителей β ( , )m s lf n n−G G� . 

Согласно формуле (2.88) ПВОС включает (рис. 2.10) разделе-
ние выборки поля на отдельные секции, вычисление для каждой 

секции значений частотно-волнового спектра ( ,φ)mU f G�  в точках 

),( snff G
 и ),( lnff G

, вычитание спектра ),( lm nffU G�  из спектра 

),( sm nffU G�  с весом β ( , )s lm f n n
∗

−
G G

, интегрирование разности с 

весом ( ,λ )mS f
∗

t

G
 и суммирование результатов секций. 
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Рис. 2.10. Алгоритм ПВОС в частотно-волновой области для когерентного 
сигнала компенсационного типа 

 
Спектры ),( sm nffU G� , ),( lm nffU G� , так же, как и вес 

β ( , )s lm f n n
∗

−
G G

, зависят от области пространства )( mtX
G

. Поэтому в 
данном алгоритме специфика движения антенны учитывается и при 
вычислении спектров и при определении взвешенных разностей. 

Для тонального сигнала с частотой 0λt f=
G

 спектр 

. Тогда алгоритм (2.88) приобретает сле-
дующий вид: 

0( ,λ ) δ(m tS f f f≈ −
G� )

 
0 0 0

0

0 0

1( ) [ ( , ) β ( , )

( , )].

s m s sm
m

m l

Q n U f f n f n n
g

U f f n

∗

= −

×

∑G G� �

G�

l− ×
G G

 (2.89) 

Как видно из выражения (2.89), алгоритм включает разделение 
временного интервала наблюдения на отдельные секции, вычис-
ление для каждой секции частотно-волновых спектров в точках 

),( 00 snff G
 и ),( 00 lnff G

, вычисление разности этих спектров с 

весом β ( , )s lm f n n
∗

−
G G

 и суммирование полученных разностей по 
номерам секций. 

Для уяснения физической сути алгоритма (2.89) рассмотрим 
линейную антенну, поворачивающуюся в пространстве. Если по-
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меха некоррелированная, то согласно формуле (2.89) ПВОС описы-
вается выражением 

 ∑=
m

sms nffU
g

nQ ),(1)( 00
0

G�G� . 

Значение функции ),( 00 sm nffU G�  в точке ),( 00 snff G
 пред-

ставляет собой отклик системы обработки, настроенной на прием 
ожидаемого полезного сигнала с частотой  и направлением при-

хода 
0f

snG . Иначе говоря, осуществляется формирование характери-
стики направленности, которая вне зависимости от текущего поло-
жения антенны в пространстве ориентирована своим главным ле-
пестком в направлении на сигнал (рис. 2.11). 
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Рис. 2.11. Характеристики направленности поворачивающейся  

линейной антенны 
 

Если помеха содержит сильную локальную составляющую с 
параметрами ),( 00 lnff G

, то степень влияния локальной составля-
ющей на отклик зависит от уровня бокового лепестка характери-
стики направленности в направлении lnG . При малом уровне этого 
лепестка (рис. 2.11, а), влияние локальной составляющей мало. При 
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большом уровне бокового лепестка (рис. 2.11, б) влияние локаль-
ной составляющей оказывается сильным. 

Понятно, что для обеспечения высокого качества обработки 
сигнала следует формировать характеристику направленности осо-
бого вида, которая вне зависимости от углового положения антен-
ны ориентирована своим главным лепестком на направление при-
хода ожидаемого сигнала и имеет в направлении и на локальную 
составляющую помехи малый уровень бокового лепестка. Такую 
обработку реализует алгоритм (2.89). 

Следует отметить, что все рассмотренные и рассматриваемые 
далее оптимальные и квазиоптимальные алгоритмы ПВОС на фоне 
помехи с локальной составляющей обеспечивают вне зависимости 
от положения, формы и ориентации антенны в пространстве каче-
ственный прием полезного ожидаемого сигнала и подавление ло-
кальной составляющей помехи. 

 
2.3.2. Когерентный сигнал, помеха с когерентной  

локальной составляющей 
Пусть помеха состоит из некоррелированной, распределенной 

и локальной когерентной составляющих, описываемых соответст-
венно выражениями (1.29), (1.30) и (1.35). 

Поскольку помеха содержит нестационарную сильно коррели-
рованную по времени когерентную составляющую, описанные в 
п. 2.1 способы оптимизации оказываются непригодными.  

Для определения функции ( , ,λ )sb t x
GG�  воспользуемся уравне-

нием (2.6), описывающим структуру ПВОС в общем виде. Учиты-
вая особенности помехи, это выражение может быть записано как 

 {
2
0 2 1 2 1 1 2 1 2

Ω

2
1 1 2 2

2 2 2 2 1 1

σ δ( , ) ( , , , )

Re ( , ,λ ) ( , ,λ )

( , ,λ )d d ( , ,λ ) .

d

ll l l l

s s

t t x x K t t x x

g s t x s t x

b t x t x s t x

∗

⎡

}
− − + +⎣

⎤+ ×⎥⎦
× =

∫∫
G G G

G GG G�
G GG G G� �

G

 (2.90) 

Решение этого уравнения будем искать в следующем виде: 
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2 2 0 3 2 3 2

3 3 3 3 3 3

( , ,λ ) ( , , , )

( , ,λ ) β(λ ,λ ) ( , ,λ ) d d ,

s d

s s l l l

b t x B t t x x

s t x s t x t x
Ω

= ×

⎡ ⎤× −⎣ ⎦

∫∫
GG G G�

G G G GG G G�� �
 (2.91) 

где ),,,( 23230 xxttB d
GG

 – решение интегрального уравнения 

 

2
0 3 2 3 2 0 2 1 2 1

1 2 1 2 2 2 1 3 1 3

( , , , )[σ δ( , )

( , , , )]d d δ( , )

d

d

B t t x x t t x x

K t t x x t x t t x x
Ω

.

− − +

+ = −

∫∫
−

G G G G

G G G G G
 (2.92) 

Подстановка выражений (2.91) и (2.92) в уравнение (2. 0) дает 

линейное алгебраическое уравнение относительно 

 9

β(λ ,λ )s l

G G� . Ре-
шением этого уравнения является 

 

2

2 22
0

2

2 22
0

0 3 2 3 2 3 3 2 2 3 3

0 3 2 3 2 3 3 2 2 3 3

σ ( , ,λ )
σ

β(λ ,λ )
σ1 ( , ,λ )
σ

( , , , ) ( , ,λ )d d d d .
( , , , ) ( , ,λ )d d d d

l
l l

s l
l

l l

d s

d l l

s t x

s t x

B t t x x s t x t x t x
B t t x x s t x t x t x

∗

Ω Ω
∗

Ω Ω

≈ →
+

→

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

GG
G G�

GG

GG G G G G� GG G G G� G

 (2.93) 

При отсутствии распределенной помехи имеем 

 2 2 2 2 2 22
0

1( , ,λ ) [ ( , ,λ ) β(λ ,λ ) ( , ,λ )],
σs s s l lb t x s t x s t x= − l

G G G G GG G G� �� �  (2.94) 
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2 2 2 2 2 22
0

2

2 2 2 2 2 22
0

σ ( , ,λ ) ( , ,λ )d d
σ

β(λ ,λ )
σ1 ( , ,λ ) ( , ,λ )d d
σ

l
l l s

s l
l

l l l l

s t x s t x t x

s t x s t x t x

∗

Ω
∗

Ω

≈
+

∫∫

∫∫

G GG G G�G G�
G GG G G�

. (2.95) 

Алгоритм ПВОС, соответствующий выражению (2.94), может 
быть записан следующим образом: 
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2
0

*

1( ) ( , )[ ( , ,λ )
σ

β(λ ,λ ) ( , ,λ )]d d .

s s

s l l l

Q u t x s t x

s t x t x

λ
∗

Ω

∗

= −

−

∫∫
GG G G�

G G GG G
 (2.96) 

Раскрыв скобки в выражении (2.96), можно получить другую 
форму алгоритма – алгоритм компенсационного типа. Он преду-
сматривает обработку принятых колебаний по двум каналам, один 
из которых согласован с ожидаемым полезным сигналом, а другой 
– с локальной помехой. Результаты согласованной обработки по 

этим двум каналам вычитаются с весом 
*
β(λ ,λ )s l

G G
. 

В частотной области алгоритм (2.96) выглядит следующим об-
разом: 
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σ

β(λ ,λ ) ( , ,λ )]d d ,

s s
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−

∫ ∫G
G GG G� �

G G GG G
 (2.97) 

а в частотно-волновой 
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σ
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s s
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−

∫ ∫
G GG G� �

G G GG G
 (2.98) 

В частотной области весовая функция β(λ ,λ )s l

G G�  может быть 
представлена в следующем виде: 

 

2

2
0

2

2
0

σ ( , ,λ ) ( , ,λ )d d
σ
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=
+
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G GG G G�
, (2.99) 

а в частотно-волновой области 
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 (2.100) 

Теперь перейдем к синтезу алгоритмов ПВОС для стохастиче-
ского сигнала. 

 
2.3.3. Стохастический сигнал, многокомпонентная 

стохастическая помеха 
Пусть сигнал представляет собой стохастический процесс. По-

меха состоит из некоррелированной, распределенной и локальной 
стохастической составляющих, описываемых соответственно вы-
ражениями (1.29), (1.30) и (1.33). Сигнал и помеха слабокоррелиро-
ванные по времени. 

При этих предположениях функции ( , ,λ )mD f x
GG� , опреде-

ляющие структуру ПВОС, могут быть найдены с помощью выра-
жения (2.67). Подстановка выражений (1.29), (1.30) и (1.33) в вы-
ражение (2.67) дает уравнение, аналогичное уравнению (2.76): 

 

0 2 1 1 2
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1 2

2 2 1

[ δ( ) ( ) ( , , )
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( , ,λ )d ( , ,λ ).

m
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 (2.101) 

Решение этого уравнения описывается уравнением 

 
2 0 3 2

( )

3 3

( , ,λ ) ( , , )

( , ,λ ) β ( ,λ ,λ ) ( , ,λ ) d ,
m

m s d
X t

s s m s l l l

D f x B f x x

G f x f G f x x

= ×

⎡ ⎤× −⎣ ⎦

∫G

3

GG G G� �

G G G GG G G�� �
 (2.102) 

где ),,( 230 xxfB d
GG�  – решение уравнения (2.78); β ( ,λ ,λ )m sf l

G G�  – 
весовая функция, представляемая при слабом сигнале соотношени-
ем (2.79). 
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s

Когда распределенная помеха отсутствует, функция 
 описывается следующим выражением: ( , ,λ )mD f x

GG�

 
2

0

2
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m s s s
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g
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G GG G��

G G GG� �
 (2.103) 

где весовая функция β ( ,λ ,λ )m sf l

G G�  определяется соотношением 
(2.82).  

Учитывая выражения (2.70) и (2.71), можно получить следую-
щие алгоритмы оптимальной ПВОС: 
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 (2.104) 
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где 

 
( )

( ,φ,λ ) ( , ,λ ) exp( j2πφ )d
m

s s s s
X t

G f G f x x x
∗ ∗

= ∫G
G GG GG G G

. (2.106) 

Как следует из формул (2.104) и (2.105), первым этапом обра-
ботки является вычисление частотного спектра ),( xfU m

G�  или час-

тотно-волнового спектра ( ,φ)mU f G�  и интегрирование полученных 
спектров соответственно по пространству или пространственным 
частотам с весом, учитывающим многокомпонентный состав поме-
хи. Этот этап совпадает с первым этапом обработки когерентного 
сигнала. Последующая обработка включает характерные для сто-
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хастического сигнала процедуры: вычисление квадрата модуля, 
накопление по секциям и интегрирование полученного результата с 
весом по частоте. 

Если сигнал и локальная помеха представляют собой плоские 
волны, то ПВОС сводится к алгоритму, описываемому следующим 
выражением: 

 
2

0
2

( )( )

( , ) β ( , ) ( , ) d ,

S
s

m s s l m lm
m

g fQ n
g

U f fn f n n U f fn f

∞

−∞

∗

= ×

× − −

∫

∑

G�

G G G G� �
 (2.107) 

где β ( , )m s lf n n−G G�  – весовая функция, определяемая выражени-

ем (2.87).  

В этом случае алгоритм ПВОС состоит в разбиении временно-
го интервала наблюдения на отдельные секции, вычислении для 
каждого временного интервала частотно-волнового спектра в точ-
ках ),( snff G

 и ),( lnff G
, вычислении разности полученных вели-

чин с весом β ( , )s lm f n n
∗

−
G G

, учитывающим уровень бокового лепе-

стка характеристики направленности в направлении на локальную 
помеху, нахождении квадрата модуля разности, суммировании по 
секциям и интегрирование полученной суммы по частоте с весом, 
учитывающим спектр сигнала. 

Приведенные примеры обработки когерентных и стохастиче-
ских сигналов при воздействии многокомпонентных помех пока-
зывают существенное отличие алгоритмов ПВОС для подвижных и 
неподвижных антенн. В условиях сложного движения антенны в 
пространстве оптимизация ПВОС при воздействии многокомпо-
нентной помехи должна проводиться в комплексе: с учетом как 
особенностей и параметров движения антенны, так и структуры и 
параметров помехи.  
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2.4. Пространственно-временная обработка сигналов 
при многолучевом и многомодовом  

распространении колебаний 
 

2.4.1. Квазидетерминированные сигналы 
Исследования особенностей ПВОС в случае многолучевых и 

многомодовых сигналов начнем с рассмотрения когерентной мно-
говолновой модели сигнала, описываемой выражениями (1.17) и 
(1.20). 

В этом случае интегральное уравнение (2.6) может быть запи-
сано для каждой r  составляющей ),1( Rr =  следующим образом: 

 1 2 1 2 2 2 2 2 1 1
Ω

( , , , ) ( , ,λ )d d ( , ,λ ).N r r rK t t x x b t x t x s t x=∫∫ r

G GG G G G G� �  (2.108) 

Решения 2 2( , ,λ )r rb t x
GG�  ),1( Rr =  этих уравнений определяют 

искомую функцию 2 2( , ,λ)b t x
GG� , которая может быть представлена в 

виде 

 2 2 2 2 1
1

( , ,λ) ( , ,λ ), λ=(λ λ )
R

r r
r

b t x b t x
=

= ∑ R

G G G G GG G� � … .  (2.109) 

Результат ПВОС описывается выражением 

 
1

(λ) (λ )
R

r r
r

Q Q
=

= ∑
G G� � ,  (2.110) 

где  – результат ПВОС для (λ )r rQ
G� r-й компоненты сигнала: 

 
*

(λ ) ( , ) ( , ,λ )d dr r r rQ u t x b t x
Ω

= ∫∫ t x
G GG G G� . (2.111) 

В спектральной форме выражение (2.111) имеет вид 

 (λ ) ( ,φ) ( ,φ,λ )d dφr r r rQ U f B f
∞ ∞ ∗

−∞ −∞

= ∫ ∫
G G

fG G G� � , (2.112) 

где  – частотно-волновой спектр сигнала, описываемый 

выражением (2.16); 

( ,φ)U f G�

( ,φ,λ )rB f r

GG�  – функция, определяющая в спек-
тральной области структуру обработки для r -й волны сигнала: 
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1 1
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ft x t x
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= ×

× − −

∫∫
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Из выражений (2.110) – (2.112) видно, что для многоволнового 
сигнала, представляемого когерентной моделью, ПВОС сводится к 
независимой обработке каждой компоненты с учетом особенностей 
движения антенны, а затем суммированию полученных 
результатов. 

Можно показать, что в случае частично когерентного 
дружнофлюктуирующего сигнала, описываемого выражениями 
(1.17) и (1.21), оптимальная ПВОС состоит в расчете отклика 

 на воздействие каждой (λ )r rQ
G� r -й волны и последующем 

некогерентном накоплении полученных результатов: 
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  (2.114) 

где  – энергия μ (λ )r r

G
r-й волны: 

 
*

μ (λ ) ( , ,λ ) ( , ,λ )d drr r r r rs t x b t x t x
Ω

= ∫∫
G G GG G� G

. (2.115) 

Если частично когерентный многоволновой сигнал представ-
ляет собой недружнофлюктуирующую пачку, описываемую выра-
жениями (1.17) и (1.22), оптимальная ПВОС предусматривает рас-

чет отклика (λ )r rQ
G�  на воздействие каждой r -й волны, а затем 

нахождение выходного эффекта по формуле 
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r

2.4.2. Стохастический сигнал 
Рассмотрим особенности ПВОС при многоволновом стохасти-

ческом сигнале с независимыми компонентами. В этом случае кор-
реляционная функция сигнала может быть представлена как 

 1 2 1 2 1 2 1 2
1

( , , , ,λ) ( , , , ,λ )
R

S Sr
r

K t t x x K t t x x
=

=∑
G GG G G G

r

, (2.117) 

функция, определяющая структуру обработки, – как 

 1 2 1 2 1 2 1 2
1

( , , , ,λ) ( , , , ,λ )
R

r
r
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=

Η = Η∑
G GG G G G

, (2.118) 

а выходной эффект ПВОС – как 
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Q Q
=

= ∑
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,  (2.119) 

где 1 2 1 2( , , , ,λ )Sr rK t t x x
GG G

 – корреляционная функция r -й волны; 

 – функция, определяющая структуру обработ-

ки 
1 2 1 2( , , , ,λ )r t t x xΗ

GG G
r

r -й волны; (λ )rQ
G

 – выходной эффект обработки r -й волны: 
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Отсюда следует, что оптимальная ПВОС состоит в обработке, 
оптимальной для отдельных волн, и последующем суммировании 
полученных результатов. 

Обратим внимание на то, что в данном случае специфика дви-
жения антенны учитывается только на первом этапе. На втором 
этапе – объединения полученных результатов факт движения ан-
тенны не играет роли. Это характерно как для квазидетерминиро-
ваных, так и стохастических сигналов. 

Для получения более полного представления об особенностях 
обработки многоволновых полей рассмотрим несколько примеров. 

Пусть помеха некоррелированная по пространству и слабокор-
релированная по времени. Спектральная плотность мощности по-
мехи описывается функцией . Сигнал – частично когерент-
ный многоволновой, состоит из 

)( fg N

R  волн, характеризуемых спек-
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трами ( ,λ )r trS f
G

. Среда распространения колебаний описывается 

функциями Грина ( , ,λ )sr xrG f x
GG�  ),1( Rr = , разными, в общем 

случае, для различных волн. 
Тогда с учетом выражения (1.15) 

 
( ,λ )

( , ,λ ) ( , λ )
( )

exp( j2π )d .

r tr
r r sr xr

N

S f
b t x G f x

g f
ft f

∞

−∞

,= ×

×

∫
G�G GG G� �

 (2.121) 

В спектральном представлении функция, определяющая струк-
туру обработки, может быть получена в следующем виде: 

 
( ,λ )( ,φ,λ ) ( φ,λ )

( )
r tr

r r sr
N

S fB f G f
g f

=
G�

, xr

G GG �� G
, (2.122) 

где 
 ( ,φ,λ ) ( , ,λ )exp( j2πφ )dsr xr sr xr

X

G f G f x x x= ∫G
G GG GG� � G G

. (2.123) 

Если сигнал состоит из R  лучей, которые описываются пло-
скими волнами с направлениями прихода srnG  ),1( Rr = , то, как 
следует из выражения (2.112), 

 

*
( ,λ )(λ ) ( , )

( )
r tr

r r sr
N

S fQ U f fn
g f

∞

−∞

= ∫ df
GG G� � . (2.124) 

Если сигнал описывается R  модовой моделью, в которой каж-
дая r -тая мода представляется парой плоских волн с направления-

ми прихода srn′G , srn′′G  и амплитудами , , то из выра-
жения (2.112) следует  

( )ra f′ ( )ra f′′

 *

(λ ) [ ( ) ( , )

( ,λ )
( ) ( , )] d .

( )

r r sr

r tr
r sr

N

Q a f U f fn

S f
a f U f fn f

g f

∞

−∞

′ ′= +

′′ ′′+

∫
G G� �

G
G�

 (2.125) 



2.4. Пространственно-временная обработка сигналов при многолучевом
и многомодовом распространении колебаний
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Как видно из выражений (2.114), (2.115), (2.119), (2.124), 
(2.125), ПВОС как в случае многолучевого, так и многомодового 
сигнала состоит из двух этапов. 

Для многолучевого сигнала первый этап обработки заключает-

ся в вычислении частотно-волновых спектров в точках ),( srnff G
 

),1var,( Rrf == , а затем – в интегрировании результатов с ве-

сом, зависящим от спектров сигнала и помехи. 
Для многомодового сигнала первый этап обработки состоит в 

вычислении частотно-волновых спектров в точках ),( '
srnff G

 и 

),( ''
srnff G

 ),1var,( Rrf == , интегрировании результатов с ве-

сом, зависящим от спектров сигнала и помехи, а затем последую-
щем суммировании результатов интегрирования. 

Второй этап обработки разный для различных типов сигналов. 
В случае когерентного сигнала обработка сводится к суммирова-
нию результатов согласно выражению (2.110), в случае дружноф-
люктуирующего слабого сигнала – к их суммированию согласно 
выражению (2.114) (рис. 2.12), в случае недружнофлюктуирующего 
сигнала – к их суммированию с весом согласно выражению (2.115). 

Если сигнал – случайное поле, представляемое множеством 
плоских волн, описываемых спектральными плотностями мощно-

сти  и векторами направления прихода ( )Srg f srnG  ( Rr ,1= ), а 

помеха слабокоррелированная, используя выражения (2.61), (2.118) 
и (2.119), можно получить следующий алгоритм ПВОС: 

 
2

2
1

( )(λ) ( ,
( )

R
Sr

sr
r N

g fQ U f
g f

∞

= −∞

=∑ ∫
G G� ) dfn f . (2.126) 
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Рис. 2.12. Алгоритм оптимальной ПВОС в частотно-волновой области  
в случае многолучевого дружнофлюктуирующего слабого сигнала 

 
В данном случае обработка состоит в вычислении частотно-

волнового спектра в точках ),( srnff G
 ),1var,( Rrf == , возве-

дении в квадрат спектральных отсчетов, соответствующих ожидае-
мым направлениям прихода волн, их интегрировании с весом, оп-
ределяемым спектрами сигнала и помехи, и суммировании резуль-
татов интегрирования по номерам волн. 
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ГЛАВА 3 
 

ТОЧНОСТЬ ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ СИГНАЛА И 
ПОМЕХОУСТОЙЧИВОСТЬ СИСТЕМ 

ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННОЙ ОБРАБОТКИ 
СИГНАЛОВ В СЛОЖНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ 

УСЛОВИЯХ 
 
 
 

В подразделе 1.1 рассматривались простейшие динамические 
модели. Предварительный их анализ позволил установить 
некоторые важные закономерности. Было показано, что движение 
антенны в пространстве, в особенности сложное движение, 
оказывает существенное влияние на угловую избирательность 
систем ПВОС. При перемещении антенн с переменной по 
направлению и по величине скоростью или при изменении 
углового положения антенны в ряде случаев наблюдается 
качественное улучшение угловой избирательности. 

Настоящая глава посвящена более глубокому исследованию 
вопроса, в частности, исследованию точности совместного измере-
ния (оценки) частотно-угловых параметров сигнала и помехо-
устойчивости систем ПВОС при сложном перемещении антенны в 
пространстве. 
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3.1. Точность совместной оценки  
частотно-угловых параметров сигнала 
в сложных динамических условиях 

 
3.1.1. Методика исследования  

Будем полагать, что сигнал представляет собой случайный 
гауссовский процесс, порождаемый удаленным источником, а 
помеха – гауссовская. Фронт волны сигнала плоский и описывается 
вектором направления прихода n , а спектр состоит из двух частей: 
сплошной части и мощных дискретных составляющих.  

Для описания такого сигнала в аналитической форме будем 
пользоваться следующей математической моделью:  

 0
1

( , ,λ) ( , , ) exp[ j2π ( ) φ ]
N

n n
n

s t x s t x n a f t nx
=

= + − +∑ n , (3.1) 

где ),,(0 nxts  – составляющая сигнала, соответствующая сплош-

ной части спектра; , , и  – соответственно амплитуда, час-
тота и начальная фаза -й дискретной составляющей сигнала. 

na nf φn

n
В данном случае вектор существенных параметров λ  образо-

ван углами, характеризующими направление прихода сигнала, и 
набором частот соответствующих дискретных составляющих. Если 
направление прихода сигнала n  определяется пеленгом  и углом 
места , то вектор существенных параметров 

φ
ϑ

 1λ (φ, , ,..., )Nf f= ϑ . (3.2) 
Будем полагать, что уровень дискретных составляющих суще-

ственно превосходит уровень сплошной части спектра, а частоты 
( 1,n )f n N=  значительно отличаются друг от друга. Тогда, инте-

ресуясь только одной любой дискретной составляющей , можно 
считать, что вектор существенных параметров состоит из трех ком-
понент: 

nf

 1 2 3λ (λ ,λ ,λ ) (φ, , )nf= = ϑ , (3.3) 
а комплексный сигнал имеет вид 
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 { }( , ,λ) exp j[2π ( ) φ ]n ns t x a f t nx= − n+ , (3.4) 

где 
1 (cosφsin , sinφsin , cos )n
c

= ϑ ϑ ϑ . 

В качестве несущественных параметров в данном случае мо-
жет выступать либо случайная начальная фаза  -й дискретной 

составляющей, либо случайные начальная фаза  и амплитуда 

. В первом случае вектор несущественных параметров 

φn n
φn

na β φn= , 

во втором – . β (φ , )n na=
Корреляционная матрица λK , характеризующая точность со-

вместной оценки параметров вектора λ , может быть оценена с по-
мощью неравенства Крамера – Рао [29, 56]: 
 1

λK J −≥ , (3.5) 

где  – информационная матрица Фишера, компоненты которой 
имеют следующий вид: 

J

 
ln ( , ;λ) ln ( , ;λ)M (

λ λij
i j

f t x f t xJ i
⎡ ⎤∂ ∂

= =⎢
∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

, 1,3)j⎥ ,  

( , ;λ)f t x  – плотность распределения вероятности принятого 
колебания. 

Учитывая гауссовский характер распределения, можно пока-
зать, что элементы матрицы Фишера  

 

1 1
1 2 1 2β

*

2 2
1 1 2 2

( , ,λ)M θ ( , , , )
λ

( , ,λ) d d d d ( , 1,3),
λ

ij N
i

j

s t xJ t

s t x t x t x i j

Ω Ω

⎡ ∂
= ×⎢ ∂⎣

⎤∂ ⎥× =
∂ ⎥

⎦

∫∫ ∫∫ t x x

 (3.6) 

где  – оператор вычисления математического ожидания по βM
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βвекторному параметру ;  – функция, обратная 

корреляционной функции помехи 
1 2 1 2, , )t t x xθ ( ,N

),,,( 2121 xxttK N  (определяется 
выражением (2.36)). 

Когда помеха некоррелированная, выражение (3.6) упрощает-
ся: 

 

*

β

2 ( , ,λ) ( , ,λ)M d dij
s t x s t xJ t

⎡ ⎤∂ ∂⎢ ⎥= =
⎢ ⎥∫∫

0

( , 1,3)
λ λi j

x i j
N Ω ∂ ∂

⎣ ⎦
. (3.7) 

Вычисляя производные и подставляя их в выражение (3.7), 
можно получить элементы матрицы Фишера в следующем виде: 

 2 2 2
11 φβ

0

(2π ) M [ ] ( ) d d ,n nJ f a h x
N Ω

= ∫∫
2 t x  (3.8) 

2 2 2
22 β

0

(2π ) M [ ] ( ) d d ,n nJ f a h x
N ϑ

Ω

= ∫∫
2 t x  (3.9) 

 
2

33
2 d ,nx t x⎛ ⎞−2 2

β
0

(2π) M [ ] dnJ a t
N cΩ

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫∫  (3.10) 

 

2 2
12 21 β

0

2 (2π ) M [ ]n nJ J f a
N

=

φ( )( )d d ,h x h x t xϑ
Ω

= ×

×∫∫
 (3.11) 

 

2 2
13 31 β

0

φ

2 (2π) M [ ]

( )d d ,

n nJ J f a
N
nxt h x t x
cΩ

= = − ×

⎛ ⎞× −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫∫

 (3.12) 
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2 2
23 32 β

0

2 (2π) M [ ]

( )d d ,

n nJ J f a
N
nxt h x t x
c ϑ

Ω

= = − ×

⎛ ⎞× −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫∫

 (3.13) 

где 

 φ
1 ( sinφsin , cosφsin , 0)

φ
nh

c
∂

= = − ϑ ϑ
∂

, (3.14) 

 
1 (cosφcos , sinφcos , sin )nh
cϑ

∂
= = ϑ ϑ − ϑ
∂ϑ

. (3.15) 

По сути, расчет точности оценки параметров – несложная 
задача. Необходимо вычислить по формулам (3.8) – (3.15) 
элементы матрицы Фишера, а затем найти обратную матрицу, 
элементы которой дают нижнюю границу оценки корреляционной 
матрицы , характеризующую точность совместной оценки 

параметров вектора 
λK

λ .  
Однако из-за громоздкости выражений (3.8) – (3.13) расчет 

оказывается трудоемким даже для антенн простейшей формы и при 
простейших законах их перемещения в пространстве. 

Для выяснения влияния различных типов перемещений антен-
ны на потенциальную точность измерения частотно-угловых пара-
метров сигнала проводилось компьютерное моделирование.  

 
3.1.2. Описание методики и результатов моделирования 
Точность измерения частотно-угловых параметров сигнала 

может быть охарактеризована различными параметрами. Наиболее 
полную характеристику потенциальной точности измерения дает 
корреляционная матрица λK  (в данном случае размером 3 3× ). 
Менее полное, но достаточно информативное представление о точ-
ности, дают параметры, характеризующие точность измерения од-
ного параметра сигнала: среднеквадратическое отклонение (СКО) 
по пеленгу, углу места и частоте. Эти параметры равны корню из 
диагональных элементов корреляционной матрицы λK . Удобным 
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параметром для исследования точности совместного измерения 
частотно-угловых параметров сигнала служит произведение СКО 
по пеленгу, углу места и частоте. 

Для проведения моделирования разработана компьютерная 
программа, позволяющая проводить расчеты корреляционной 
матрицы 1

λK J −=  для различных антенн, перемещающихся в 
пространстве с шестью степенями свободы. 

Предполагалось, что сигнал частично когерентный и состоит 
из  когерентных фрагментов, каждый из которых имеет свою 

начальную фазу 

Q

φ ( 1,nq q Q= ) . Закон перемещения приемников 

антенны описывается выражением 

 ))(()()( 0ici xRtAtxtx ++=  (3.16) 

(см. рис. 1.6). 
Вектор )(txc  представлен выражением, учитывающим равно-

ускоренное движение и гармонические перемещения носителя 
вдоль пространственных осей: 
 0 0( ) ( ) cos(ω φ )cx t v at t X t= + + + 0 , (3.17) 

где  и  – соответственно векторы скорости и ускорения, v a 0X  – 
вектор амплитуд гармонических перемещений антенны вдоль осей 
координат, 0ω  и 0φ  – соответственно векторы круговых частот и 
начальных фаз гармонических перемещений антенны вдоль про-
странственных осей. 

Матрица  представлена выражениями, учитывающими 

вращение носителя вокруг осей 

)(tA

),,( 321 eee ′′′ : 

 1 1 2 2 3 3( ) (γ ( )) (γ ( )) (γ ( ))A t A t A t A t= , (3.18) 

 1 2 3 γ γγ( ) (γ ( ), γ ( ), γ ( )) ξ cos(ω φ )t t t t t B t= = + + , (3.19) 

где  – матрицы поворота вокруг осей; 1 1 2 2 3 3(γ ), (γ ), (γ )A A A ξ  – 
вектор, компоненты которого характеризуют регулярные 
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составляющие поворота носителя вокруг осей; B , γω  и γφ  – 

векторы, описывающие соответственно амплитуды поворотов 
носителя вокруг осей, их круговые частоты и начальные фазы. 

Общее количество параметров, однозначно определяющих мо-
дель сигнала и модель движения антенны в пространстве, равно 48. 
Фиксируя любые 47 параметров, можно исследовать зависимость 
компонент матрицы λK  от величины незафиксированного 48-го 

параметра. 
Заметим, что формулы (3.5), (3.8) – (3.18) (и формулы, исполь-

зованные при расчетах) описывают точность измерения параметров 
стохастического сигнала с дискретными спектральными состав-
ляющими. Такими же формулами описывается точность измерения 
параметров когерентного гармонического сигнала, отраженного от 
объекта. При работе в активном режиме с гармоническим сигналом 
вектор существенных параметров отраженного от объекта сигнала 
имеет следующий вид: 

 1 2 3λ (λ ,λ ,λ ) (φ, , )f= = ϑ , (3.20) 

где  – частота отраженного сигнала. f
Некоторые результаты расчетов, полученные с помощью про-

граммы для 1×8×4-элементной плоской антенной решетки разме-
ром 1,6 м  0,8 м, показаны на рис. 3.1 – 3.6. Основные значения 

параметров следующие: рабочая частота 

×
3000=f Гц, пеленг 

, угол места , время обработки 5 с, вектор круговых 

частот качки  Гц, вектор круговых частот 

перемещений вдоль осей 

0φ 0= 090ϑ =

γω 2π(0,2, 0,25, 0,2)=

0ω 2π(0,2, 0,3, 0,25)=  Гц, расстояние 

между приемниками антенны 0, 45d c f= , вектор, описываю-
щий положение центра антенны относительно центра тяжести но-

сителя, , регулярная составляющая поворота (0,30, 3)R = − ξ 0.=  
Остальные параметры указаны в табл. 3.1. В левых частях рисунков 
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(a) непрерывными линиями изображены зависимости СКО по пе-
ленгу от параметров движения антенны, а пунктирными – зависи-
мости СКО по углу места от тех же параметров. 
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Рис. 3.1. Зависимости СКО углов (a) и СКО частоты (б)  
от амплитуды линейных перемещений 
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Рис. 3.2. Зависимости СКО угла (a) и СКО частоты (б)  
от амплитуды качки 
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Рис. 3.3. Зависимости СКО углов (a) и СКО частоты (б)  

от скорости линейных перемещений 
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Рис. 3.4. Зависимости СКО углов (a) и СКО частоты (б)  

от ускорения линейных перемещений 
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Рис. 3.5. Зависимости СКО углов (a) и СКО частоты (б)  

от скорости линейных перемещений при сложном движении антенны 
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Рис. 3.6. Зависимости СКО углов (a) и СКО частоты (б)  
от амплитуды линейных перемещений при сложном движении антенны 
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Таблица 3.1. 
Параметры, принятые при расчетах 

Параметр Номер 
рисунка 

0 ,X м  ,B град  ,v м с  2,a м с  
3.1 Var (1,1,1) (0, 0, 0) (0, 0, 0) (0, 0, 0) 
3.2 (0, 0, 0) Var (1, 1, 1) (0, 0, 0) (0, 0, 0) 
3.3 (0, 0, 0) (0, 0, 0) Var (0, 1, 0) (0, 0, 0) 
3.4 (0, 0, 0) (0, 0, 0) (0, 0, 0) Var (0, 1, 0) 
3.5 (0.5, 0.5, 1) (5, 18, 3) Var (0, 1, 0) (0, 0, 0) 
3.6 Var (1, 1, 1) (5, 18, 3) (0, 5, 0) (0, 0, 0) 

 
Из рис. 3.1 видно, что линейные периодические перемещения 

носителя вдоль осей координат существенно повышают точность 
измерения угловых параметров. Так, гармонические перемещения 
носителя с амплитудой 4 м (и такие же перемещения антенны) при-
водят к повышению точности измерения пеленга почти в 5 раз и 
угла места в 10 раз. При этом точность измерения частоты практи-
чески не меняется. 

Периодические повороты носителя вокруг осей также приво-
дят к повышению точности измерения угловых параметров 
(рис. 3.2), хотя и к менее значительному. Как видно из рисунка, 
повороты на угол  (антенна при этом перемещается в верти-
кальной и горизонтальной плоскостях примерно на 13 м) вызывают 
повышение точности измерения пеленга в 1,5, а угла места – в 3 
раза. Точность измерения частоты при этом остается практически 
неизменной. 

25

Постоянная составляющая движения носителя вдоль оси 2x  
вызывает повышение точности измерения пеленга. Однако оно не 
столь значительно, как в случае периодических колебаний антенны 
вдоль осей координат, и сопровождается существенным ухудшени-
ем точности измерения частоты (рис. 3.3). Например, когда ско-
рость движения носителя 18 м с  (при этом за время обработки сиг-
нала антенна проходит путь, превосходящий ее размер вдоль оси 

2x  в 56 раз), точность измерения пеленга повышается в 6 раз и во 
столько же раз снижается точность измерения частоты. При мень-
шей скорости движения антенны проигрыш в точности измерения 
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частоты даже превосходит выигрыш в точности измерения пеленга. 
При скорости движения носителя 5 м с  отношение проиг-
рыш/выигрыш этих величин составляет 5/2. 

Ускоренное движение носителя вдоль оси  приводит к по-
вышению точности измерения пеленга и некоторому снижению 
точности измерения частоты (рис. 3.4). При ускорении, равном 
2,8  (при этом за время обработки сигнала антенна проходит 
путь в 40 раз больший, чем ее протяженность вдоль оси ), точ-
ность измерения пеленга возрастает в 6 раз, а точность измерения 
частоты снижается в 3 раза. 

2x

2м/с
2x

В сложных динамических условиях при наличии как периоди-
ческих, так и апериодических линейных и угловых перемещений 
антенны, сохраняются отмеченные выше закономерности 
(рис. 3.5 и 3.6). 

Заметим, что в случаях, когда повышение точности измерения 
угловых параметров сопровождается пропорциональным снижени-
ем точности измерения частоты, использовать выигрыш от повы-
шения точности измерения угловых параметров можно лишь при 
условии, что частота сигнала априорно известна. Если же она неиз-
вестна, то выигрыш нивелируется снижением точности измерения 
по частоте. Поэтому при работе в активном режиме реализовать 
выигрыш можно лишь при условии, что объекты локации непод-
вижны, а при работе в пассивном режиме – при условии, что апри-
орно известна с высокой точностью частота излучаемого сигнала. 

В случаях, когда наблюдается более быстрое увеличение точ-
ности измерения угловых параметров, чем снижение точности из-
мерения частоты, наблюдается повышение точности совместной 
оценки частотно-угловых параметров. Тогда в активном режиме 
можно реализовать выигрыш при локации подвижных объектов, а в 
пассивном – даже при отсутствии информации о частоте сигнала, 
излучаемого источником. 

 
3.1.3. Устранение неоднозначности определения направления 

прихода сигнала 
Точность измерения параметров сигнала связана с угловой из-

бирательностью системы обработки. 
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Для более полного понимания механизма влияния сложного 
движения антенны на угловую избирательность проводились ис-
следования характеристик направленности. 

Некоторые результаты расчетов для систем обработки с ли-
нейной антенной представлены на рис. 3.7. Кривая 1 соответствует 
оптимальной системе ПВОС в динамических условиях при поворо-
те антенны (см. рис. 2.11), а кривая 2 – системе ПВОС в статиче-
ских условиях. Сигнал – гармонический. Как видно из рисунка, 
кривая 1 имеет один большой лепесток (главный), кривая 2 – два 
таких лепестка (главный и зеркальный).  
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Рис. 3.7. Характеристики направленности подвижной (1) и неподвижной (2) 
систем с линейной антенной.  За время обработки подвижная антенна 

поворачивается на угол 45º 
 
Обусловлено это следующими причинами. В обоих случаях на 

всем временном интервале наблюдения осуществляется согласо-
ванная пространственно-временная обработка колебаний, прини-
маемых элементами антенны из направления, в котором ориенти-
рован главный лепесток характеристики направленности. В статис-
тических условиях для колебаний, приходящих из направления, в 
котором ориентирован зеркальный лепесток, обработка оказывает-
ся также согласованной. Вследствие этого уровень зеркального ле-
пестка равен уровню главного. В динамических условиях для 
разных моментов времени ориентация зеркального лепестка 
различная. 
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При этом для колебаний, приходящих из любого направления, 
отличного от направления ориентации главного лепестка, про-
странственно-временная обработка несогласованная. В результате 
зеркальный лепесток отсутствует.  

Наличие двух больших лепестков для неподвижной  системы и 
лишь одного большого лепестка для подвижной, указывает на не-
однозначность определения направления прихода сигнала в первом 
случае и на однозначность – во втором. 

Уровень боковых лепестков характеристики направленности в 
зоне подавления зеркального лепестка зависит от множества пара-
метров: размера антенны, ориентации ее в пространстве, скорости 
движения, максимального угла поворота и др. 

В приведенном примере ширина главного лепестка характери-
стики направленности подвижной системы уже, чем ширина глав-
ного лепестка неподвижной системы. Обусловлено это тем, что в 
данном случае подвижная антенна поворачивается в сторону углов, 
где характеристика направленности неподвижной системы имеет 
более узкий раствор. При повороте антенны в противоположном 
направлении ширина главного лепестка подвижной системы стано-
вится шире. 

Характеристика направленности, изображенная на рис. 3.7 для 
подвижной системы, получена на фиксированной частоте. На дру-
гих частотах рабочего диапазона она иная, однако на всех частотах 
имеет пониженный зеркальный лепесток. Поэтому не только узко-
полосная, но и широкополосная характеристика направленности 
оказывается однонаправленной. Откуда следует, что поворот ан-
тенны обеспечивает устранение неоднозначности определения на-
направления прихода сигнала и в случае стохастического сигнала 
имеющего сплошной спектр. 

*   *   * 

Следует обратить внимание на следующие закономерности, 
касающиеся точности измерения параметров когерентных сигналов 
и стохастических сигналов, содержащих мощные дискретные спек-
тральные составляющие: 
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1) любое движение антенны приводит к повышению точности 
измерения одного или нескольких угловых параметров, однако да-
леко не всегда к повышению точности совместной оценки частот-
но-угловых параметров; 

2) постоянная составляющая скорости движения антенны по-
вышает точность измерения угловых параметров сигнала, но сни-
жает точность оценки частоты. Величина выигрыша сопоставима с 
проигрышем; 

3) переменная по величине составляющая скорости движения 
антенны повышает точность измерения угловых параметров сигна-
ла, несколько снижая точность измерения частоты. В целом, точ-
ность совместной оценки частотно-угловых параметров сигнала 
возрастает; 

4) переменные по направлению составляющие движения ан-
тенны, в частности, периодические колебания вдоль осей коорди-
нат, повышают точность измерения угловых параметров сигнала и 
практически не снижают точность оценки частоты. В результате, 
даже при малых, сопоставимых с размерами антенны, амплитудах 
колебаний точность совместной оценки частотно-угловых парамет-
ров сигнала ощутимо повышается. При больших амплитудах коле-
баний антенны точность измерения угловых параметров определя-
ется не геометрическими размерами антенны, как в случае отсутст-
вия движения, а размерами пространственной области, где проис-
ходит перемещение антенны. 

Приведенные результаты показывают, что при сложном дви-
жении антенны точность совместной оценки частотно-угловых па-
раметров сигнала существенно возрастает. Реальные динамические 
условия эксплуатации многих гидроакустических систем позволя-
ют за счет корректного учета движения антенны в несколько раз 
повысить точность совместной оценки частотно-угловых парамет-
ров, кроме того, при использовании линейной антенны решить 
проблему устранения неоднозначности определения направления 
прихода сигнала. 
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3.2. Помехоустойчивость систем пространственно-
временной обработки когерентных сигналов 

 
3.2.1. Параметры, характеризующие помехоустойчивость 
Движение антенны сказывается не только на точности измере-

ния параметров сигнала, но и на помехоустойчивости системы 
ПВОС. Исследуем помехоустойчивость разных систем в различных 
динамических ситуациях. Исследование начнем с когерентного 
сигнала, затем рассмотрим стохастический. Помеху будем считать 
гауссовской. 

При проведении исследований помехоустойчивости будем 
ориентироваться на вероятностные характеристики как наиболее 
полно описывающие качество работы любой системы обработки 
сигнала в условиях случайных помех. 

В подразделе 2.1 было показано, что оптимальная ПВОС в 
случае когерентного сигнала, как при отсутствии, так и наличии 
движения антенны, сводится к двум этапам. Первый этап 
представляет собой линейную обработку, второй – нелинейную. 
Для подвижной и неподвижной антенн первый этап различный, 
второй – одинаковый. Линейный характер первых этапов 
обработки и совпадение вторых упрощают исследование 
помехоустойчивости в динамических условиях. Остановимся на 
этом вопросе несколько более подробно. 

Учитывая совпадение алгоритмов второго этапа обработки, 
качество систем ПВОС можно оценивать по результатам обработки 
лишь первого этапа. Поскольку первый этап ПВОС представляет 
собой линейную обработку, то результат при гауссовском входном 
воздействии описывается гауссовским распределением, которое 
полностью характеризуется отношением сигнал-помеха (ОСП). 
Отсюда следует, что задача исследования вероятностных харак-
теристик систем ПВОС сводится к задаче исследования ОСП после 
первого этапа обработки. 

Нетрудно убедиться, что ОСП γ  для подвижной антенны 
описывается выражением, похожим на выражение, которым 
описывается ОСП для неподвижной антенны: 
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Ω Ω

( , ,λ) ( , ,λ)d d
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( , ,λ) ( , , , ) ( , ,λ)d d d dN
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b t x K t t x x b t x t x t x

∗

∗

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦=
∫∫

∫∫ ∫∫
 (3.21) 

где  – аналитический сигнал, ( , ,λ)s t x ( , ,λ)b t x  – функция, опре-

деляющая структуру ПВОС, ),,,( 2121 xxttK N  – корреляционная 
функция помехи. 

В этих выражениях отличается лишь область интегрирования. 
Для неподвижной антенны она может быть представлена в виде 
области, факторизуемой на пространственную и временную части; 
для подвижной – в общем случае в виде нефакторизуемой 
области . Ω

Выражение (3.21) справедливо при любой линейной обработке 
сигнала. Если обработка оптимальная (по критерию максимума 
отношения правдоподобия), то выражение (3.21) может быть при-
ведено к следующему виду: 

 γ ( , ,λ) ( , ,λ)d d .s t x b t x t x
∗

Ω

= ∫∫  (3.22) 

Рассмотрим помехоустойчивость системы ПВОС при разных 
помехах. 

 
3.2.2. Некоррелированная помеха 

Пусть помеха некоррелированная по пространству и времени. 
Тогда 2

0( , ,λ) (1 σ ) ( , ,λ)b t x s t x=  и выражение (3.22) можно запи-
сать как  

 2
0

1γ ( , ,λ) ( , ,λ)d d .
σ

s t x s t x t x
∗

Ω

= ∫∫  (3.23) 

Если амплитуда сигнала  не зависит от времени и про-
странственных координат, то выражение (3.23) можно представить 
в следующем виде: 

SA
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2

2
0

γ ,
σ
SA VΩ=  (3.24) 

где  – пространственно-временной объем области на-

блюдения . 

Ω
Ω

d dV t= ∫∫ x

Ω
Как следует из выражения (3.24), в случае некоррелированной 

помехи помехоустойчивость системы оптимальной ПВОС не зави-
сит от формы антенны и параметров ее движения в пространстве, а 
определяется лишь амплитудой сигнала, дисперсией помехи и про-
странственно-временным объемом  области наблюдения ΩV Ω . 

 
3.2.3. Многокомпонентная стохастическая помеха 

Пусть помеха состоит из двух составляющих: некоррелиро-
ванной и локальной, задаваемых соответственно корреляционными 
функциями (1.29) и (1.33). 

Используя описанный в подразделе 2.1 третий способ оптими-
зации ПВОС для когерентного сигнала, выражение (3.22) можно 
представить как 

 
1 ( )

γ ( , ,λ ) ( , ,λ )d d .
m

M

m s m s
m X t

S f x B f x f x
∞ ∗

= −∞

= ∑ ∫ ∫  

В данном случае функция ( , ,λ )mB f x s , определяющая струк-
туру оптимальной ПВОС, описывается выражениями (2.81) и 
(2.82). Поэтому параметр ОСП 

 0 ( )

1γ ( , ,λ )
σ

( , ,λ ) β ( ,λ ,λ ) ( , ,λ ) d d .

m

m s
m X t

m s sx lx m lm

S f x

S f x f S f x f x

∞

−∞

∗ ∗ ∗

= ×

⎡ ⎤× −⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∫ ∫
 (3.25) 

Учитывая равенства (2.75) и (2.80), выражение (3.25) можно 
записать как 
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Введем обозначение 

 
*
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 (3.26) 

где 

 

*

( )

*
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( ,λ ) ( , ,λ ) ( , ,λ )d ,

( ,λ ) ( , ,λ ) ( , ,λ )d .

m
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ms sx s sx s sx
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ml lx l lx l lx
X t
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V f G f x G f x x

=

=

∫

∫
 (3.27) 

Функция ( ,λ ,λ )m sx lxfΡ  представляет собой пространствен-
ную функцию неопределенности, которая превращается в обычную 
характеристику направленности в случае однородной среды рас-

пространения колебаний, когда обе функции Грина 
*

( , ,λ )s sxG f x  и 

 описываются экспоненциальными функциями. ( , ,λ )lG f x lx

Принимая во внимание равенства (3.26), (3.27) и учитывая со-
отношение (2.82), выражение для параметра ОСП можно предста-
вить в виде 

 2

0

1γ | ( ,λ ) | ( ,λ ) ( ,λ ,λ )dm t ms sx m sx lx
m

S f V f R f f
g

∞

−∞

= ∑ ∫ , 
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где 
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 (3.28) 

Пусть сигнал узкополосный и его амплитуда  не зависит от 
времени. Тогда выражение, описывающее ОСП, значительно уп-
рощается:  

SA

 
2

0
0

γ ( ,λ ,λ )S
ms m sx lx

m

A T V R f
g M

⎡ ⎤= ⎣ ⎦∑ , (3.29) 

где 0( ,λ )ms ms sxV V f= , – средняя частота рабочей полосы частот 
сигнала. 

0f

В ряде случаев (в частности, когда среда распространения ко-
лебаний однородная) 
 ( ,λ ) ( ,λ )ms sx ml lx mxV f V f V= = , 

где 
( )

d
m

mx
X t

V = ∫ x

у
1

 – объем антенны. 

Тогда, приближенно в районе н лей пространственной функ-
ции неопределенности (при ( ,λ ,λ )m sx lxfΡ << ), параметр ОСП 
описывается выражением 

 
2
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1γ ,S
mx

m

A T V
g M

⎛ ⎞= ⎜
⎝ ⎠

∑ ⎟  (3.30) 

а в районе главного лепестка (при ( ,λ ,λ ) 1m sx lxfΡ ≈  ),1( Mm = ) – 
выражением 
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S
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M g g f V
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V
Из выражений (3.29) – (3.31) видно, что в случае постоянного 

объема антенны ( constmx xV = = ), параметр ОСП меняется в пре-

делах от 
0

2

g
TVA xS  до .

)( 00

2

xl

xS

Vfgg
TVA

+
 Эти пределы не зависят от 

характера и параметров движения антенны. Однако при этом теку-
щее значение параметра γ  может меняться, причем в ряде случаев 
сильно.  

Для иллюстрации сказанного рассмотрим зависимости пара-
метра ОСП от угла прихода  локальной составляющей помехи 
(рис. 3.8). Кривые получены для восьмиэлементной линейной ан-
тенны. 
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Рис. 3.8. Зависимости параметра ОСП γ  от угла . Угол прихода  

сигнала 

α l

α s  равен 80  (a) и  (б). Угловая скорость  поворота антенны 

равна 0 (неподвижная антенна), 1, 2, и 3 градусам за время  
 (соответственно кривые 1 – 4) 
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Как видно, все кривые имеют два минимума. Один из них (под 
углом ) соответствует главному лепестку характеристики на-
правленности, а другой (в районе  для рисунка (а) и  для 
рисунка (б)) – зеркальному главному лепестку. Для неподвижной 
антенны уровни обоих минимумов одинаковы, для подвижной – 
разные: уровень минимума, соответствующего зеркальному глав-
ному лепестку, в некоторых случаях оказывается во много раз вы-
ше, чем уровень минимума, соответствующего главному лепестку. 

080
0280 0340

Сравнение кривых для подвижной и неподвижной антенн по-
казывает, что в районе главного лепестка характеристики направ-
ленности и в области боковых лепестков значения параметра ОСП 
практически совпадают. Однако величина параметра ОСП в облас-
ти зеркального главного лепестка больше для подвижной антенны, 
чем для неподвижной. При возрастании угловой скорости поворота 
антенны отличие возрастает. 

В подразделе 3.1 для системы ПВОС с поворачивающейся ли-
нейной антенной обсуждался вопрос подавления зеркального глав-
ного лепестка характеристики направленности. Отмечалось, что 
при повороте антенны можно однозначно определить направление 
прихода сигнала. Подавление зеркального лепестка, устранение 
неоднозначности определения прихода сигнала и повышение уров-
ня ОСП в районе зеркального лепестка связаны между собой. Они 
являются различными проявлениями одного и того же физического 
эффекта, вызванного поворотом антенны в пространстве. 

Помехоустойчивость системы ПВОС, работающей в условиях 
движения антенны, зависит от типа локальной составляющей по-
мехи, в частности, от степени когерентности во временной области. 
Для получения представления о влиянии когерентности помехи на 
помехоустойчивость систем ПВОС рассмотрим модель помехи с 
локальной когерентной составляющей. 

 
3.2.4. Многокомпонентная помеха с когерентной локальной 

составляющей 
Пусть помеха состоит из некогерентной составляющей, опре-

деляемой выражением (1.29) и когерентной локальной составляю-
щей, определяемой выражением (1.35). 
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В соответствии с выражением (2.94) параметр ОСП может 
быть представлен как 
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 (3.32) 

Учитывая выражение (2.95), параметр ОСП может быть запи-
сан в следующем виде: 
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 (3.33) 

где  – объем пространственно-временной области наблюдения 
: 

ΩV
Ω

 
2

d d ( , ,λ ) d d ,l lV t x s t x tΩ
Ω Ω

= =∫∫ ∫∫ x  (3.34) 

(λ ,λ )s lΡ  – пространственно-временная функция неопределенно-
сти: 
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s
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 (3.35) 

главного лепестка функции неопределенности (при 
) параметр ОСП описывается приближенным 

выражением 
(λ ,λ )s lΡ <

 
2

2
0

γ ,
σ
SA VΩ=  (3.36) 

а в пределах главного лепестка (при (λ ,λ ) 1s lΡ ≈ ) – выражением 
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Ω

Ω
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+

 (3.37) 

Из выражений (3.36) и (3.37) видно, что когда параметры λ s  и 

 сильно отличаются друг от друга, параметр ОСП определяется 
только некоррелированной составляющей помехи; когда же эти 
параметры практически совпадают, – обеими составляющими по-
мехи: некоррелированной и локальной. 

λ l

Параметр ОСП существенно зависит от типа локальной со-
ставляющей помехи. Рассмотрим простой пример. 

Пусть сигнал представляет собой плоскую волну, помеха со-
держит некоррелированную и когерентную локальную составляю-
щие, а в качестве антенны служит одиночный ненаправленный 
приемный элемент. В данном случае, согласно выражению (3.35), 
функция неопределенности описывается следующей формулой: 

 
2

Ω

1(λ ,λ ) ( ( ),λ ) ( ( ),λ )d .s l l l lt s st
S T

s t n x t s t n x t t
A V

∗

Ρ = − −∫  (3.38) 

При отсутствии движения приемного элемента функция неоп-
ределенности может быть представлена в виде 

 
2

Ω

1(λ ,λ ) ( ,λ ) ( ,λ )d .s l l lt st
s T

s t s t t
A V

∗

Ρ = ∫  (3.39) 

Проанализируем это выражение. Если временные параме ры 
сигнала и локальной составляющей помехи совпадают (λ λ

т

st lt= ), 
то при любых направлениях прихода сигнала и локальной состав-
ляющей помехи функция неопределенности (λ ,λ ) 1s lΡ ≡ . При 
этом параметр ОСП описывается выражением (3.37) и определяет-
ся некоррелированной и локальной составляющими помехи. 

Для подвижного приемного элемента при условии λ λst lt=  и 

направлениях sn  и ln , существенно отличающихся друг от друга, 

функция неопределенности (λ ,λ )s l 1Ρ << . При этом параметр 
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 прие

x

ОСП описывается выражением (3.36) и определяется только некор-
релированной составляющей помехи.  

В данном случае движение приемного элемента существенно 
влияет на помехоустойчивость системы ПВОС. Если же локальная 
составляющая помехи случайная, то вне зависимости от того, дви-
жется ли мный элемент или нет, функция неопределенности 

, согласно выражению (3.26) равна единице при лю-

бом соотношении параметров 

( ,λ ,λ )m sx lfΡ

sn  и ln . Тогда движение приемного 
элемента вообще не сказывается на помехоустойчивости системы 
ПВОС. При этом параметр ОСП описывается выражением (3.31) и 
определяется обеими составляющими помехи: некоррелированной 
и локальной. 

Приведенный пример показывает, что факт движения антенны 
в пространстве играет более существенную роль при когерентной 
составляющей помехи, чем при стохастической. Эта особенность 
присуща не только оптимальным, но и неоптимальным  
системам ПВОС. 

В подтверждение этому на рис. 3.9 представлены результаты 
расчетов зависимости параметра ОСП от угла прихода  локаль-
ной составляющей помехи для одной и той же системы ПВОС и 
различных помех.  

αl

Расчеты проводились для одиночного ненаправленного прием-
ного элемента, движущегося с ускорением (кривые 1, 2), и непод-
вижного элемента (прямые 3). Помеха – трехкомпонентная. В пер-
вом случае она состояла из некоррелированной, анизотропной и 
когерентной гармонической локальной составляющих (а), во вто-
ром – из некоррелированной, изотропной и когерентной гармони-
ческой локальной составляющих (б). Корреляционные функции 
этих составляющих описаны выражениями (1.29) – (1.32), (1.35). 
Сигнал представлял собой гармоническую волну с частотой, рав-
ной частоте локальной составляющей помехи. Во всех случаях 
структура обработки сигнала не учитывала многокомпонентный 
характер помехи и была оптимальной для некоррелированной  
помехи. 
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Рис. 3.9. Зависимость параметра ОСП от угла прихода локальной 

составляющей помехи. Кривые 1 и 2 получены для приемного элемента, 
движущегося с ускорением при начальной скорости движения 0v =  и  м/с 

соответственно, а прямые 3 – для неподвижного приемного элемента 
5

 
Как видно, отличие в составе помех практически не сказывает-

ся на помехоустойчивости. Соотношение же параметров, характе-
ризующих направление прихода сигнала и локальной составляю-
щей помехи, имеет большое значение. Когда направления прихода 
локальной составляющей помехи и сигнала близки, помехоустой-
чивость системы ПВОС низкая, когда же они сильно отличаются 
друг от друга, помехоустойчивость – высокая. 

Помехоустойчивость системы ПВОС существенно зависит от 
параметров движения приемного элемента. При отсутствии движе-
ния (прямые 3) помехоустойчивость низкая при любом направле-
нии прихода локальной составляющей помехи. При наличии же 
движения (кривые 1, 2) она низкая лишь в районе максимума глав-
ного лепестка функции неопределенности. Постоянная составляю-
щая скорости движения (кривые 1) вызывает понижение помехо-
устойчивости. Эффект отрицательного воздействия постоянной 
составляющей скорости движения приемного элемента на помехо-
устойчивость подобен рассмотренному в  подразделе 3.1 эффекту 
отрицательного влияния этой составляющей на точность измерения 
частотно-угловых параметров сигнала. В обоих случаях фактиче-
ски имеет место один и тот же физический эффект с различными 
формами его проявления. 
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3.3. Помехоустойчивость систем пространственно-
временной обработки стохастических сигналов 

 
3.3.1. Параметры, характеризующие помехоустойчивость 
В подразделе 3.2 рассматривалась помехоустойчивость систем 

ПВОС в случае когерентного сигнала при движении антенны в 
пространстве. Установлено, что при гауссовской помехе вероятно-
стные характеристики оптимальной системы обработки сигнала 
полностью характеризуются параметром ОСП после линейного 
этапа обработки и поэтому исследование потенциальной помехо-
устойчивости в различных динамических ситуациях может быть 
проведено на основе анализа зависимости этого параметра от пара-
метров движения антенны. 

Анализ помехоустойчивости систем ПВОС в случае стохасти-
ческих сигналов также может быть проведен на основе сравнения 
параметров ОСП. 

Пусть сигнал и помеха представляют собой слабо-
коррелированные по времени гауссовские процессы и алгоритм 
оптимальной ПВОС описывается выражением (2.70) или (2.71). 

Из этих выражений видно, что алгоритм обработки состоит из 
трех этапов: линейной, нелинейной (вычисление квадрата модуля) 
и опять линейной. Поскольку сигнал и помеха слабокоррелиро-
ванные, третий этап обработки нормализует выходной эффект, в 
результате чего можно считать, что величина (λ)Q  имеет 
гауссовское распределение. 

Рассмотрим задачу обнаружения сигнала. Помехоустойчивость 
системы обнаружения исчерпывающе характеризуют два вероятно-
стных параметра: вероятность правильного обнаружения  и ве-
роятность ложной тревоги . Эти вероятности при гауссовском 

законе распределения выходного эффекта 

D
β

(λ)Q  описываются сле-
дующими выражениями:  

 0

0

0( / )d 1
σ

H

Hh

h m
D L Q H Q

∞ ⎛ ⎞−
= = −Φ⎜⎜

⎝ ⎠
∫ ⎟⎟ , (3.40) 
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σ
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Hh

h m
L Q H Q

∞ ⎛ ⎞−
= = −Φ⎜⎜

⎝ ⎠
∫ ⎟⎟ , (3.41) 

где  – порог обнаружения,  – функция правдоподобия 

при наличии сигнала (гипотеза ),  – функция прав-

доподобия при отсутствии сигнала (гипотеза ), 

h )/( 0HQL

0H )/( 1HQL

1H )(xΦ  – инте-
грал вероятности: 

 21( ) exp( / 2)d ,
2π

x

x t
−∞

Φ = −∫ t  (3.42) 

0Hm  и 
0

2σH  – соответственно математическое ожидание и диспер-

сия отклика при гипотезе ,  и 0H
1Hm

1

2σH  – соответственно мате-

матическое ожидание и дисперсия отклика при гипотезе .  1H
Можно показать, что при одинаковой длительности секций  

математические ожидания ,  и дисперсии 
cT

0Hm
1Hm

0

2σH , 
1

2σH  опи-
сываются следующими выражениями: 
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1

2При малом уровне сигнала 
0

2σ σH H≈  качество работы систе-

мы ПВОС может быть охарактеризовано с помощью ОСП, опреде-
ляемого как приращение математического ожидания отклика при 
наличии и отсутствии сигнала к среднеквадратическому отклоне-
нию отклика при отсутствии сигнала:  

 0

1

γ
σ

1H H

H

m m−
= . (3.47) 

Из выражений (3.40), (3.41) видно, что это отношение опреде-
ляется вероятностью правильного обнаружения  и вероятностью 
ложной тревоги β :  

D

 1 1γ (1 β) (1 D− −= Φ − −Φ − ) . 

Отсюда следует, что параметр ОСП γ  исчерпывающе харак-

теризует качество системы ПВОС. 
Подставляя выражения (3.43), (3.44) и (3.46) в выражение 

(3.47), с учетом соотношения (2.65) можно получить следующую 
формулу, описывающую зависимость параметра ОСП от парамет-
ров сигнала, помехи и среды: 

 

2

1/ 22

( )

γ ( )
2

( , ,λ ) ( , ,λ )d d .
m

c
S

s s m s
m X t

T g f

G f x D f x x f

∞

−∞

∗

⎧
⎪= ×⎨
⎪
⎩

⎫⎡ ⎤ ⎪× ⎢ ⎥ ⎬
⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭

∫

∑ ∫

 (3.48) 

Используя это выражение, исследуем помехоустойчивость 
системы ПВОС в разных динамических условиях при воздействии 
различных помех. Рассмотрим несколько моделей помех. 
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3.3.2. Некоррелированная помеха 
Пусть помеха некоррелированная по пространству и времени. 

Тогда 

 1 2 1 2
0
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mNB f x x x x
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= −  

и 
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Если информативный параметр λ s  сигнала неэнергетический 
и 

 
2

( ) ( )

( , ,λ ) d d ,
m m

ms s s mx
X t X t

V G f x x x V= =∫ ∫ =  (3.49) 

то параметр ОСП может быть записан в виде 
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∫  (3.50) 

Из выражения (3.50) видно, что, когда объем  пространст-

венной области наблюдения 

mxV

)( mtX  постоянен ( )mx xV V= , поме-
хоустойчивость системы обработки не зависит ни от параметров 
движения антенны, ни от ее формы. Тогда параметр ОСП описыва-
ется следующим выражением: 

 
1/ 22

2
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( )γ d
2

S
x

T g fV
g

∞

−∞

f
⎧ ⎫

= ⎨ ⎬
⎩ ⎭
∫ . (3.51) 

Согласно выражению (3.51) помехоустойчивость оптимальной 
системы ПВОС с подвижной антенной, как и системы с неподвиж-
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ной антенной, определяется объемом части пространства xV , зани-
маемым антенной, длительностью временного интервала наблюде-
ния T  и спектральными плотностями мощности  и  
сигнала и помехи.  

)( fgS 0g

Следует обратить внимание на то, что при этом факт движения 
антенны вообще не играет никакой роли.  

 
3.3.3. Многокомпонентная стохастическая помеха 

Пусть помеха содержит некоррелированную составляющую 
вида (1.29) и локальную стохастическую составляющую ви-
да (1.33). 

В этом случае функция ( , ,λ )mD f x s  описывается формулой 
(2.103). При этом выражение (3.48) может быть представлено в сле-
дующем виде:  

 
1/ 22

2 2
2
0
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ms sx m s l
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T g f V f R f f
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∞
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⎧ ⎫
= ⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑ ∫ (3.52) 

где  – функция, определяемая выражением (3.28). ( ,λ ,λ )m sR f l

Если сигнал узкополосный )( 0ff <<Δ , то выражение (3.52) 
упрощается:  
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где  – полоса пропускания преселектора. FΔ
В райо овых лепестков функции неопределенности (ко-

гда ) параметр ОСП равен величине 
не бок

1<<( ,λ ,λ )m s lfΡ
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а в не максимума главного лепестка (когда 

0( ,λ ,λ ) 1 ( 1, )m s lf m MΡ ≈ = ) – величине  
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Если в процессе движения антенны объем пространственной 
области наблюдения не меняется и информативный параметр 
неэнергетический ( xms VV = ), то параметр ОСП находится в 
диапазоне  
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⎜
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Границы этого диапазона не зависят от характера и параметров 
движения антенны, хотя текущие значения параметра ОСП зависят 
от них.  

Для системы обработки с линейной антенной, поворачиваю-
щейся в пространстве, исследовалась зависимость ОСП от направ-
ления прихода локальной составляющей помехи (рис. 3.10). 
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Рис. 3.10. Зависимости параметра ОСП γ  от угла α . Угол прихода сигнала l

αs  равен  (a) и  (б). Угловая скорость ξ  поворота антенны равна 0  

(неподвижная антенна) и 1  за время  (соответственно кривые 1 и 2) 
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Из рисунка видно, что, как и в случае системы обработки коге-
рентного сигнала, поворот антенны в пространстве вызывает по-
давление зеркального главного лепестка функции неопределенно-
сти, что позволяет решить проблему однозначного определения 
направления прихода сигнала. 

Сравнение кривых 1 и 2 (рис. 3.10) с соответствующими кри-
выми (рис. 3.8) показывает, что для стохастического и когерентно-
го сигналов характер зависимостей совпадает. Отличие состоит 
лишь в значениях параметра ОСП. 

 
 
3.4. Сравнительный анализ помехоустойчивости 
различных систем пространственно-временной 

обработки сигналов 
 

Для оценки потерь, вызванных неоптимальной обработкой 
сигнала, проводились исследования помехоустойчивости различ-
ных систем обработки сигналов. 

Рассчитывалась помехоустойчивость оптимальных систем 
ПВОС, полностью согласованных с помехой, сигналом, особенно-
стями среды распространения колебаний и параметрами движения 
антенны, а также ряда неоптимальных систем обработки, согласо-
ванных с условиями функционирования лишь частично. 

Некоторые результаты, полученные для линейной горизон-
тальной антенны, работающей в условиях неоднородной среды 
распространения колебаний и двукомпонентной помехи, содержа-
щей некоррелированную и локальную стохастическую составляю-
щие, представлены на рис. 3.11. Кривые описывают зависимость 
ОСП от угла прихода локальной составляющей помехи. Неодно-
родный характер среды распространения колебаний моделировался 
с помощью функций Грина. При этом полагалось, что сигнал и ло-
кальная составляющая помехи имеют трехлучевую структуру. Ре-
зультаты получены для систем ПВОС в случаях когерентного (а) и 
стохастического (б) сигналов. 
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Рис. 3.11. Зависимость параметра ОСП от пеленга локальной составляющей 
помехи для различных систем ПВОС. Среда распространения колебаний 
неоднородная, антенна состоит из 128 эквидистантно расположенных 

приемных элементов, пеленг сигнала равен 15 , угол поворота антенны за 

время обработки сигнала составляет 10  
 
Кривые 2 представляют оптимальные системы обработки, ра-

ботающие в статических условиях, а остальные кривые – различ-
ные системы, функционирующие в динамических условиях (антен-
на буксируется по криволинейной траектории, при этом ее форма 
сохраняется линейной). 

Кривые 5 соответствуют оптимальным системам обработки, 
полностью согласованным с движением антенны, помехой, сигна-
лом и средой распространения колебаний. 

Кривые 1 получены для неоптимальных систем, игнорирую-
щих факт движения антенны и наличие локальной составляющей 
помехи.  

Кривые 4 получены для систем, в которых игнорируется ло-
кальная составляющая помехи, а факт движения учитывается, но 
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неоптимальным образом. В этих системах главный лепесток функ-
ции неопределенности отслеживает изменения углового положения 
антенны в пространстве так, что в любой момент времени он ока-
зывается ориентированным в направлении на сигнал.  

Кривые 3 представляют системы, игнорирующие наличие ло-
кальной составляющей помехи и неоднородный характер среды 
распространения колебаний. В этих системах факт движения ан-
тенны учитывается таким же образом, как и в предыдущем типе 
систем. 

Анализ полученных результатов расчетов показывает: 
1)  игнорирование факта движения антенны и наличие локаль-

ной составляющей помехи приводит к потерям помехоустойчиво-
сти (сравните кривые 1 с кривыми 5). Величина потерь зависит от 
отношения угла поворота антенны к ширине характеристики на-
правленности. При увеличении этого угла потери возрастают; 

2)  при определенных соотношениях параметров помехоустой-
чивость оптимальных систем ПВОС с подвижной антенной оказы-
вается близкой к помехоустойчивости соответствующих оптималь-
ных систем ПВОС с неподвижной антенной. Это имеет место не 
только, когда помеха некоррелированная, но и когда она коррели-
рованная и ее локальная составляющая проникает в систему через 
главный лепесток характеристики направленности или через боко-
вые лепестки (см. кривые 5 и 2); 

3)  если локальная составляющая помехи проникает в систему 
через зеркальный главный лепесток, то оптимальные и квазиопти-
мальные системы обработки с подвижной антенной обладают бо-
лее высокой помехоустойчивостью, чем оптимальные системы с 
неподвижной антенной. Выигрыш по величине ОСП быстро растет 
при возрастании угла поворота антенны за время наблюдения; 

4)  неоптимальная система ПВОС, в которой факт движения 
антенны учитывается, но игнорируется наличие локальной состав-
ляющей помехи, имеет потери помехоустойчивости. Когда локаль-
ная составляющая помехи проникает в систему через главный ле-
песток характеристики направленности или через боковые лепест-
ки, потери практически незаметны. Однако, когда проникновение 
локальной составляющей происходит через зеркальный главный 
лепесток, потери оказываются ощутимыми (сравните кривые 4 и 5). 
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Несмотря на потери, неоптимальные системы, учитывающие факт 
движения антенны, имеют в районе зеркального главного лепестка 
преимущество в сравнении с оптимальной системой, работающей в 
статических условиях (сравните кривые 4 и 2); 

5)  системы, в которых учитывается движение антенны, но иг-
норируются особенности среды распространения колебаний, теря-
ют в помехоустойчивости. Величина потерь невелика, если отдель-
ные лучи многолучевого сигнала или отдельные моды многомодо-
вого сигнала не различимы, и могут быть значительными в против-
ном случае (сравните кривые 4, 3 и 5). 

Таким образом, системы ПВОС, работающие в сложных дина-
мических условиях и учитывающие при обработке движение ан-
тенны, могут обладать существенно более высокой помехоустой-
чивостью, чем системы, работающие в статических условиях. 

*   *   * 

Проведенные исследования точности измерения параметров 
сигнала и помехоустойчивости систем ПВОС позволяют сделать 
следующие выводы: 

1) точность измерения частотно-угловых параметров сигнала 
и помехоустойчивость систем обработки может возрастать при 
сложных перемещениях антенны в пространстве. Наблюдается па-
радоксальное явление: дестабилизирующие факторы, приводящие к 
сложным перемещениям антенны в пространстве, способствуют 
повышению качества обработки сигнала; 

2) стратегия оптимизации обработки сигнала с учетом реаль-
ных условий эксплуатации представляется более предпочтитель-
ной, чем стратегия борьбы с дестабилизирующими факторами, вы-
зывающими сложные перемещения антенны в пространстве; 

3) в интересах повышения точности измерения параметров 
сигнала и помехоустойчивости систем ПВОС иногда целесообраз-
но создавать условия, при которых дестабилизирующие факторы 
вызывают более сильные и сложные перемещения антенны в про-
странстве (например, размещать антенну как можно дальше от цен-
тра тяжести носителя, работать на циркуляции и др.); 
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4) в системах с линейной антенной динамические эффекты 
могут быть эффективно использованы для устранения неоднознач-
ности определения направления прихода сигнала; 

5) повышение качества систем ПВОС может быть достигнуто 
за счет комплексной оптимизация обработки с учетом всех особен-
ностей и параметров движения антенны в пространстве, сигналов, 
помех и среды распространения колебаний. Частичная оптимиза-
ция, игнорирующая некоторые особенности условий работы систе-
мы ПВОС, приводит к потерям качества. 

2
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ЧАСТЬ 2 
 

МЕТОДЫ БЫСТРОЙ МНОГОКАНАЛЬНОЙ 
ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННОЙ 

ОБРАБОТКИ СИГНАЛОВ 
 
 

В первой части книги, посвященной оптимизации ПВОС в 
сложных динамических и помеховых условиях, были представлены 
методы синтеза и анализа оптимальных и квазиоптимальных алго-
ритмов обработки, учитывающие в комплексе сложное движение 
антенны в пространстве, многокомпонентный состав помех и неод-
нородность среды распространения колебаний. Эти методы были 
использованы для синтеза и анализа новых алгоритмов, обеспечи-
вающих в сложных динамических условиях высококачественную 
обработку когерентных и стохастических сигналов. Было показано, 
что сложное движение антенны может приводить к значительному 
повышению точности измерения частотно-угловых параметров 
сигнала и помехоустойчивости систем ПВОС. 

Распространение новых алгоритмов обработки сдерживалось 
серьезными трудностями их практической реализации. Главные 
среди них – существенное усложнение алгоритмов и необходи-
мость увеличения во много раз числа каналов обработки. 

Следует отметить, что современные сложные гидроакустиче-
ские системы, как правило, имеют много каналов параллельной 
обработки. Нередко их число исчисляется многими десятками и 
сотнями тысяч. Многоканальность связана со спецификой решае-
мой задачи. Отказаться от нее или хотя бы уменьшить число кана-
лов невозможно. 
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Существенное усложнение алгоритмов и значительное увели-
чение числа каналов обработки потребовало поиска новых техни-
ческих решений. Особое внимание было уделено специальным так 
называемым быстрым методам многоканальной обработки. 

Исследования, посвященные высокоэкономичным в вычисли-
тельном отношении быстрым алгоритмам многоканальной ПВОС, 
начались давно. В конце шестидесятых годов прошлого столетия 
было обращено внимание [202] на то, что для гармонического сиг-
нала в виде плоской волны с неизвестной частотой f  и неизвест-
ным направлением прихода  в условиях некоррелированной по-
мехи оптимальная пространственно-временная обработка колеба-
ний , принимаемых линейной неподвижной антенной, пред-
ставляет собой двумерное преобразование Фурье: 

μα

( , )u t x

 , 

где , 

μ(λ) ( , ) exp[ j2π ( )]d
TX

Q u t x f t n x= −∫∫
G� dt x

μλ ( ,α )f=
G

μ μ
1 cosαn
c

= . 

Дискретный вариант алгоритма обработки может быть записан 
следующим образом: 

 
1 1

2π 2π(λ) ( , ) exp j exp j μ
N I

n i

Q u tn xi nk
N I= =

⎛ ⎞ ⎛= Δ Δ −⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

∑∑
G� i ⎞

⎟
⎠

, 

где  – количество обрабатываемых временных отсчетов, N I  – 
число приемных элементов антенной решетки, – текущий номер 
временного отсчета,  – текущий номер пространственного отсче-
та,  – интервал дискретизации во времени, 

n
i

Δt Δx  – интервал дис-
кретизации в пространстве,  и  – соответственно частотный и 
волновой параметры сигнала. 

k μ

Этот алгоритм представляет собой дискретное преобразование 
Фурье (ДПФ), которое может быть эффективно реализовано с по-
мощью алгоритма быстрого преобразования Фурье (БПФ). 

В настоящее время известно много различных модификаций 
алгоритма БПФ. Среди них выделяются две группы алгоритмов. 
Одна – на базе алгоритма Кули – Тьюки [168], вторая – на основе 
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алгоритма Винограда [204]. Алгоритм Винограда требует меньше-
го количества арифметических операций, чем алгоритм Кули – 
Тьюки. Однако его структура менее регулярна. Поэтому на практи-
ке большее распространение получили алгоритмы первой группы. 
В дальнейшем мы будем ориентироваться на них.  

Количество операций умножения  и сложения , необ-

ходимых для выполнения  точечного БПФ в соответствии с ал-
горитмом Кули – Тьюки, равняется 

ΠN ΣN
N

 2 2log ( ) , log ( ) .
2
NN N N NΠ Σ= = N  

При выполнении ДПФ обычными методами требуется соответ-
ственно  операций. Как видно, БПФ требует суще-
ственно меньшего числа операций, чем обычное ДПФ. При этом 
выигрыш быстро растет с увеличением . 

2NNN == ΣΠ

N
При многоканальной ПВОС для неподвижной линейной ан-

тенной решетки выигрыш от использования БПФ может быть 
очень ощутимым (см. табл. 4.1). Например, когда число временных 
отсчетов 1024N =  и число элементов антенной решетки 128I = , 
выигрыш составляет по числу операций умножения и сложения 
соответственно 15  и  раз. 000 7500

 
Таблица 4.1  

Вычислительные затраты на реализацию 2NI  канальной ПВОС для 
неподвижной линейной антенной решетки  

Тип ПВОС 
Необходимое число 

операций  
умножения 

Необходимое число 
операций сложения 

Обычная ПВОС 2( ) 2NI  2( ) 2NI  

ПВОС с использованием 
БПФ 2log ( )

4

NI
NI  2log ( )

2

NI
NI  

Выигрыш 
22 / log ( )NI NI  2/ log ( )NI NI  
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В середине с 70-х годов для неподвижной круговой антенной 
решетки был предложен [171] быстрый алгоритм ПВОС на основе 
БПФ и быстрой свертки. Этот алгоритм, так же как, и быстрый 
алгоритм ПВОС для неподвижной линейной антенной решетки, 
при многоканальной реализации требует значительно меньшего 
числа операций, чем обычный алгоритм обработки. 

Работы [202, 171] стимулировали исследования, ориентиро-
ванные на разработку быстрых ПВОС для антенн более сложной 
конфигурации. В результате были предложены быстрые алгоритмы 
ПВОС для ряда неподвижных антенн: прямоугольной, параллеле-
пипедообразной, цилиндрической и сферической. 

Однако все попытки синтезировать быстрые алгоритмы ПВОС 
для антенн более сложной формы и для подвижных антенн были 
безрезультатными. Начало складываться мнение, что быстрые ал-
горитмы ПВОС могут быть получены только для простейших ти-
пов антенных решеток, причем неподвижных. В этой связи интерес 
к разработке быстрых алгоритмов ПВОС начал утихать. 

Исследования, проведенные в первой половине 80-х годов, по-
казали [46], что существует серьезное противоречие, создающее 
объективные трудности в разработке быстрых алгоритмов ПВОС 
для антенн сложной конфигурации и подвижных антенн. Суть про-
блемы в следующем.  

БПФ, быстрая сверка и другие быстрые функциональные пре-
образования, используемые для создания быстрых алгоритмов 
ПВОС, имеют жесткую неизменную структуру. В то же время для 
реализации сложной многоканальной ПВОС необходимы гибкие 
алгоритмы, структуру которых можно было бы перестраивать под 
текущие условия работы. 

Решение проблемы было найдено в середине 80-х годов. Были 
разработаны два подхода [179, 46]. Ниже приводится их описание: 
в главе 4 – метод расширенной ПВОС (иногда называемый мето-
дом с расширением выборки поля или методом с добавлением ну-
левых отсчетов), в главе 5 – метод секционированной обработки. 
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ГЛАВА 4 
 

БЫСТРЫЕ АЛГОРИТМЫ РАСШИРЕННОЙ 
ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННОЙ ОБРАБОТКИ 

СИГНАЛОВ  
 
 

4.1. Теоретические основы расширенной  
пространственно-временной обработки сигналов  

 
4.1.1. Когерентный сигнал 

Рассмотрение метода расширенной ПВОС начнем с интег-
ральной его модификации для когерентного сигнала. Будем 
полагать, что антенна сложным образом перемещается в про-
странстве. При этом возможны изменения ее местоположения, 
ориентации и формы. 

Сигнал ( , ,λ,β)s t x
G GG

 определен на пространственно-временной 

области наблюдения Ω ( , ( ))T X t=
G

 и характеризуется вектором 

существенных параметров λ
G

 и вектором несущественных парамет-
ров β

G
. Несущественные параметры представляют собой случайную 

начальную фазу  (βφ
G

= ), распределенную равномерно на интер-
вале [ 0, ), или равномерно распределенную начальную фазу  
и случайную амплитуду , распределенную по релеевскому закону 
(β
G

=( , )). В обоих случаях комплексный сигнал может быть 
представлен в виде выражения (1.13). 

φ
2π φ

ε
ε φ



 
4.1. Теоретические основы расширенной ПВОС

 

 137

x

Оптимальная ПВОС на фоне аддитивной гауссовской помехи 
может быть описана следующим интегралом: 

 
*

Ω

(λ) ( , ) ( , ,λ)d d ,Q u t x b t x t= ∫∫
G GG G� G

 (4.1) 

где  – результат ПВОС, (λ)Q
G� u t x( , )G  – принимаемое колебание, 

 – функция, определяющая структуру обработки. ( , ,λ)b t x
GG�

Расширим пространственную область интегрирования ( )X t
G

. 
Пусть расширенная область представляет собой параллелепипедо-
образную область eX

G
, полностью охватывающую область ( )X t

G
 

при любых t  (рис. 4.1). T∈
 

.

.

3x

2x

1x

eX
�

)(tX
�

 
Рис. 4.1. Расширенная параллелепипедообразная область наблюдения eX

G
 

 
Введем расширенную пространственно-временную область 

наблюдения Ω ( , )e T X= e

G
. Путем добавления нулевых отсчетов 

определим на расширенной области новую выборку поля ),(0 xtu G
 

и новую функцию 0 ( , ,λ)b t x
GG� , характеризующую структуру 

обработки: 

 0

при

при других

( , ) ( , ) Ω ,
( , )

0 (
u t x t x

u t x
t x
∈⎧

= ⎨
⎩ , ) ,

G G
G

G  (4.2) 
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) .
 0

при
при других

( , ,λ) ( , ) Ω ,( , ,λ)
0 ( ,

b t x t xb t x
t x

⎧ ∈⎪= ⎨
⎪⎩

GG G�GG� G  (4.3) 

Тогда, алгоритм ПВОС (4.1) можно записать как 

 
*

0 0(λ) ( , ) ( , ,λ)d d .
eT X

Q u t x b t x= ∫ ∫G t x
G GG G� G

f

 (4.4) 

В спектральной форме выражение (4.4) имеет вид 

 
*

0 0(λ) ( ,φ) ( ,φ,λ)d dφ,Q U f B f
∞ ∞

−∞ −∞

= ∫ ∫
G GG G� � G

 (4.5) 

где  и 0 ( ,φ)U f G�
0( ,φ,λ)B f

GG�  – частотно-волновые спектры колеба-

ния  и функции ),(0 xtu G
0( , ,λ) :b t x

GG�  

 (0 0( ,φ) ( , ) exp j2π( φ ) d d ,
eT X

U f u t x ft x t x= − −∫ ∫G )G GG G� G
 (4.6) 

 ( )0 0( ,φ,λ) ( , ,λ) exp j2π( φ ) d d .
eT X

B f b t x ft x= − −∫ ∫G t x
G GG GG G�� G

 (4.7) 

Как видно из выражений (4.5) и (4.6), расширенная ПВОС сво-
дится к вычислению частотно-волнового спектра 0 ( ,φ)U f G� , умно-

жению его на весовой множитель 
*

0 ( ,φ,λ)B f
GG

 и интегрированию 

по частоте  и пространственной частоте φf G
.  

Главной особенностью этого алгоритма является то, что вы-
числение частотно-волнового спектра проводится не по сложной 

области Ω ( , ( ))T X t=
G

, зависящей от формы антенны и парамет-
ров ее движения в пространстве, а по простой параллелепипедо-

образной области Ω ( , )e eT X=
G

. 
В развернутом виде формула (4.6) может быть записана как че-

тырехмерное преобразование Фурье расширенного колебания: 
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( )

1 2 3

0 0

1 2 3

( ,φ) ( , ) exp j2π( φ )

d d d d .
e e eX X X T

U f u t x ft x

t x x x

= −

×

∫ ∫ ∫ ∫
G G

− ×
G G�

 (4.8) 

Если помеха слабокоррелированная и сигнал – плоская волна, 
характеризуемая параметрами ν  и , определяющими соответст-
венно величину доплеровского искажения сигнала и направление 

 его прихода, то в соответствии с формулой (2.13) 

μ

μnG

 ν
0 μ

( )( ,φ,λ) δ(φ ),
Ф ( ,φ)N

S fB f
f

∗≈
�

fn−
GG G G�

G  (4.9) 

где  – спектр ν ( )S f� ν -ой копии сигнала. 
Тогда алгоритм обработки упрощается: 

 ν
0 μ

μ

( )(ν,μ) ( , )
Ф ( , )N

S fQ U f fn
f fn

∗
∞

−∞

= ∫
G� � G� d .f  (4.10) 

Формулы (4.5), (4.8) и (4.10) описывают двухэтапную 
обработку. Первый этап – четырехмерное преобразование Фурье, 
второй этап – пространственно-временная (в соответствии с 
алгоритмом (4.5)) или временная (в соответствии с алгоритмом 
(4.10)) дообработка. 

Расширенная пространственно-временная область  может 
быть любой формы. Главное требование, предъявляемое к ней – 
чтобы она допускала возможность проведения функционального 
преобразования с малыми вычислительными затратами. 

Ωe

Если пространственная часть eX
G

 расширенной области на-

блюдения Ω ( , )e T X= e

G
 имеет цилиндрическую форму (рис. 4.2), то 

расширенная ПВОС также описывается формулами (4.5) – (4.7). 
Однако функция 0 ( ,φ)U f G�  в цилиндрической системе координат 
приобретает другой вид: 
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2

0 0
0 0 0

( ,φ) ( , ,φ , )

exp j2π cos(φ φ )sin cos

d dφ d d ,

Z R

T

U f u t r z

r zf t
c c

t r z

π⎡ ⎡ ⎡
′ ′ ′= ×⎢ ⎢ ⎢

⎢⎢ ⎣⎣⎣
′ ′⎧ ⎫⎛ ⎞′× − − − ϑ− ϑ ×⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭
⎤⎤⎤ ′ ′ ′× ⎥⎥⎥
⎥⎦ ⎦ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫
G G�

 (4.11) 

где Z  и R  – соответственно высота и радиус расширенной цилин-
дрической области eX

G
, ( ,φ , )r z′ ′ ′  – оси цилиндрической системы 

координат, связанные с осями  декартовой системы ко-

ординат следующими соотношениями: 

),,( 321 xxx

1 cosφx r′ ′= , 

, 2 sinφx r′ ′= zx ′=3 ,  и φ ϑ  – пеленг и угол места, связанные 

с углами  следующими соотношениями: 

, 
1 2 3α , α , α

1cosα cosφsin= ϑ 2cosα sinφsin= ϑ , 3cosα cos= ϑ , 

φ (cosφsin , sinφsin , cos )f
c

= ϑ ϑ
G

ϑ . 

 

.

.

3x

2x

1x

eX
�

)(tX
�

 
 

Рис. 4.2. Расширенная цилиндрическая область наблюдения eX
G
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Из выражения (4.11) видно, что вычисление частотно-волно-
вого спектра 0 ( ,φ)U f G�  в области углов  сводится к преоб-
разованию Фурье по времени, свертке по 

090ϑ ∼
φ′ , интегрированию по 

 и преобразованию Фурье по пространственной координате r′ z′ . 
Если антенна незвукопрозрачная, то сигнал, приходящий из 

любого фиксированного направления, принимается не всеми при-
емными элементами одинаково хорошо. Некоторые элементы мо-
гут быть частично или полностью затенены. Эту особенность 
нетрудно учесть при использовании расширенной области 
наблюдения цилиндрической формы. Достаточно добавить в 
формулу (4.11) множитель (φ φ )f ′− , учитывающий экраниру-
ющие свойства антенны: 

2

0 0
0 0 0

( ,φ) (φ φ ) ( , ,φ , )

exp j2π cos(φ φ )sin cos d dφ d d

Z R

T

U f f u t r z

r z .f t t
c c

π⎡ ⎡ ⎡
′ ′ ′ ′= − ×⎢ ⎢ ⎢

⎢⎢ ⎣⎣⎣
⎤⎤′ ′ ⎤⎧ ⎫⎛ ⎞ r z′ ′ ′× − − − ϑ− ϑ ⎥⎨ ⎬ ⎥⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎥⎦ ⎦ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫
G�

′

 

В простейшем случае этот множитель может равняться едини-
це в каком-либо секторе углов φ φ φ′Δ = −  и нулю вне этого сек-
тора. В более сложном случае множитель (φ φ )f ′−  может описы-
ваться какой-либо гладкой функцией, например, функцией 
sin (φ φ )

(φ φ )
k

k
′−

′−
, где  – некоторый коэффициент. k

В интересах экономии вычислительных затрат на обработку 
желательно, чтобы расширенная область наблюдения Ω ( , )e eT X

G
 

не намного превосходила область Ω ( , ( ))T X t=
G

 или, что то же 

самое, пространственная часть eX
G

 расширенной области наблюде-

ния не намного превосходила область 0X
G

, занимаемую неподвиж-
ной антенной.  
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Если антенна имеет простейшую форму и медленно перемеща-
ется в пространстве, то область eX

G
 может быть выбрана близкой к 

области 0X
G

. Однако, если происходят быстрые перемещения ан-
тенны, то даже в случае антенны простейшей конфи урации об-
ласть 

г

eX
G

 оказывается существенно большей области 0X
G

. 
Чтобы уменьшить объем расширенной области наблюдения 

 и приблизить пространственную ее часть Ω ( , )e T X
G

e eX
G

 к области 

0X
G

, можно поступить следующим образом. Представим вектор 

, характеризующий положение элементов антенны в про-

странстве, в виде суммы двух составляющих: 

)(txG

)()()( txtxtx c ′+=
GGG

, 

где )(txc
G

 – вектор, описывающий перемещение геометрического 

центра антенны, а )(tx ′G  – вектор, описывающий текущее положе-
ние приемного элемента относительно этого центра. 

При этом алгоритм ПВОС может быть получен в следующем 
виде: 

 0 0(λ) ( ,φ) ( ,φ,λ)d φ,Q U f B f
∞ ∞ ∗

−∞ −∞

′ ′= ∫ ∫ fd
G GG G G� �  (4.12) 

где 
 [ ]0 0( ,φ) ( , ( ) ) exp j2π( φ ) d d ,

e

c
T X

U f u t x t x ft x t x
′

′ ′= + − −∫ ∫G
G G ′ ′G G G� G

 (4.13) 

 

[ ]

0 0( ,φ,λ) ( , ( ) ,λ)

exp j2π( φ ) d d ,
e

c
T X

B f b t x t x

ft x t x
′

′ ′= + ×

′ ′× − −

∫ ∫G
G GG G G��

G G G
 (4.14) 

eX ′
G

 – расширенная область пространства, соответствующая ан-
тенне с неподвижным центром. 

При больших линейных перемещениях пространственная 
область  значительно меньше области eX ′

G
eX
G

 и, следовательно, 
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eрасширенная область наблюдения Ω ( , )e T X′ ′
G

 значительно меньше 

расширенной области Ω ( , )e T Xe

G
. В этом случае согласно 

формулам (4.12) – (4.14) учет поворота антенны вокруг центра и 
учет перемещения отдельных ее элементов относительно центра 
(если антенна гибкая) осуществляется на первом этапе обработки 
при вычислении частотно-волнового спектра 0 ( ,φ)U f′ G� . Учет же 
линейных перемещений антенны – на втором этапе при интег-
рировании полученного частотно-волнового спектра с опре-
деленным весом. 

Если сигнал представляет собой плоскую волну, выражение, 
аналогичное формуле (4.10), имеет вид: 

 ν μ
0 μ

μ

( , )
(ν,μ) ( , )

( , )N

S f fn
Q U f fn

f fn

∗
∞

−∞

′
′=

Φ∫ d ,f
G

G� � G�  (4.15) 

где  – частотно-волновой спектр принятого колебания, 

вычисленный в точке 
0 μ( , )U f fn′ G�

μ( ,φ) ( , )f f f n=
G G

 по формуле (4.13), 

ν μ( , )S f fn′ G�  – комплексный спектр сигнала ν μ( (cs t n x t))−
G G� : 

 ν μ ν μ( , ) ( ( ))exp( j2π )dc
T

S f fn s t n x t ft t′ = − −∫
G G G� � . 

Следует обратить внимание на то, что в отличие от спектра 
, используемого в формуле (4.10), спектрν ( )S f�

ν μ( , )S f f n′ G� , фигу-

рирующий в формуле (4.15), зависит от направления μnG  прихода 

сигнала. 
 

4.1.2. Стохастический сигнал 
Рассмотрим расширенную ПВОС в случае, когда сигнал сто-

хастический. Для гауссовского стохастического сигнала оптималь-
ная ПВОС описывается следующим выражением: 

x 1 1 1 2 1 2 2 2 1 1 2 2
Ω Ω

(λ) ( , ) ( , , , ,λ) ( , )d d d d ,Q u t x t t x x u t x t x t= Η∫∫ ∫∫
G GG G G G G G

 (4.16) 
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где 1 2 1 2( , , , ,λ)t t x xΗ
GG G

 – функция, определяемая выражениями 
(2.39), (2.36) и (2.37). 

При использовании расширенной области Ω ( , )e eT X=
G

 вы-
ражение (4.16) может быть записано как  

 
0 1 1 0 1 2 1 2

Ω Ω

0 2 2 1 1 2 2

(λ) ( , ) ( , , , ,λ)

( , )d d d d ,
e e

Q u t x t t x x

u t x t x t x

= Η ×

×

∫∫ ∫∫
G GG G G�

G G G
 (4.17) 

где 

 
0 1 2 1 2

1 2 1 2 1 1 2 2

1 1 2 2

при

при

( , , , ,λ)

( , , , ,λ) ( , ) ( , )
0 ( , ) ( , ) .

t t x x

t t x x t x t x
t x t x

Η =

⎧ ,Η ∪ ∈⎪= ⎨
∪ ∉Ω⎪⎩

Ω

GG G
GG G G G

G G
 (4.18) 

В спектральной области имеем 

 
0 1 1 0 1 2 1 2

0 1 2 1 1 2 2

(λ) ( ,φ ) ( , ,φ ,φ ,λ)

( ,φ )d dφ d dφ ,

Q U f B f f

U f f f

∞ ∞

−∞ −∞

∗

= ×

×

∫ ∫ ∫ ∫
G GG G G� �

G G G
 (4.19) 

где  – частотно-угловой спектр, определяемый формулой 
(4.6) и 

0 ( ,φ)U f G�

 [ ]

[ ]

0 1 2 1 2

0 1 2 1 2 1 1 2 2
Ω Ω

1 1 2 2 1 1 2 2

( , ,φ ,φ ,λ)

( , , , ,λ) exp j2π(

exp j2π(φ φ ) d d d d .
e e

B f f

t t x x f t f t

x x t x t x

=

= Η −

× − −

∫∫ ∫∫ ) ×

GG G�
GG G

G GG G G G

 (4.20) 

Как видно из формулы (4.19), в данном случае ПВОС также 
основана на вычислении частотно-в лнового спектра в расширен-
ной области наблюдения . Если пространственная ее 
часть имеет параллелепипедообразную форму, то спектр рассчиты-
вается по формуле (4.8), если цилиндрическую, то – по формуле 
(4.11). 

о

eΩ ( , )e T X=
G
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Когда сигнал и помеха стационарные и слабокоррелированные, 
формула (4.19) упрощается: 

 

2

0 0(λ) ( ) ( ,φ) ( ,φ,λ)dφ d ,SQ g f U f D f
∞ ∞ ∗

−∞ −∞

= ∫ ∫
G GG G G� f  (4.21) 

где  – частотно-волновой спектр функции 0( ,φ,λ)D f
GG�

 [ ]( , ,λ) ( ,φ,λ) exp j2π( φ ) d dφd t x D f ft x f
∞ ∞

−∞ −∞

= −∫ ∫
G GG G GG G� . (4.22) 

При использовании расширенной области Ωe′  алгоритм ПВОС 
может быть записан в следующем виде: 

 
0 1 0 1 2 1 2

0 2 2 1 1 2 2

(λ) ( ,φ ) ( , ,φ ,φ ,λ)

( ,φ )d dφ d dφ ,

Q U f B f f

U f f f

∞ ∞

−∞ −∞

∗

′ ′= ×

′×

∫ ∫ ∫ ∫
G GG G G� �

G G G
 (4.23) 

где  – частотно-угловой спектр, определяемый формулой 
(4.13), и 

0 ( ,φ)U f′ G�

 
( )

[ ]
[ ]

0 1 2 1 2

0 1 2 1 1 2 2

1 1 2 2

1 2 2 1 1 2 2

( , ,φ ,φ ,λ)

, , ( ) , ( ) ,λ

exp j2π( )

exp j2π(φ φ ) d d d d .

e e

c c

B f f

H t t x t x x t x

f t f t

x x t x t x

′ ′Ω Ω

′ =

′ ′= +

× − ×

′ ′ ′ ′× − −

∫∫ ∫∫ + ×

GG G�
GG G G G

G GG G G G

 (4.24) 

Несмотря на схожесть формул (4.23), (4.24) и (4.19), (4.20), по-
лучить формулу, аналогичную (4.21), не удается. Попытаемся вы-
яснить причину. 

Пусть сигнал – процесс с корреляционной функцией 
. Антенна сложным образом перемещается в 

пространстве. Поскольку корреляционная функция сигнала прямо 
не зависит от моментов времени , а определяется лишь их раз-

ностью , относительно неподвижной системы координат сиг-

2 1 1 2( , , ,λ)SK t t x x−
GG G

1 2,t t

2t t− 1
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нал стационарный. Корреляционная функция этого же сигнала в 
подвижной системе координат, связанной с антенной, имеет сле-
дующий вид:  

 ))(,)(,( 221112 xtxxtxttK ccS ′+′+− GGGG . 
Отсюда видно, что относительно подвижной системы коорди-

нат корреляционная функция определяется не только разностью 
, но и моментами времени , т.е. поле оказывается не-

стационарным. Таким образом, в разных системах координат (под-
вижной и неподвижной) поле может быть разного типа. Эта осо-
бенность не проявляется в общих выражениях, но играет важную 
роль, вызывая определенные трудности при решении практических 
задач. 

)( 12 tt − 21 , tt

Если сигнал представляет собой стационарное поле плоской 
волны с направлением прихода, описываемым вектором μnG , корре-
ляционная функция сигнала  
 [ ]2 1 1 2 2 1 μ 2 1 2( , , ,λ) ( ( ) ( )S S c cK t t x x K t t n x t x t x x1 )′ ′− = − − − + −

GG G G G G G G

м

.

. 
Как правило, параметры движения антенны обычно таковы, 

что на временном интервале корреляции положение антенны прак-
тически не меняется. Поэто у  

 
[ ]

2 1 1 2 2 1 μ 2 1

2 1 μ 2 1

( , , ,λ) ( ( ))

( )exp j2π ( ) exp j2π ( ) d

S S

S

K t t x x K t t n x x

g f f t t fn x x f
∞

−∞

′ ′− ≈ − − − =

′ ′⎡ ⎤= − − −⎣ ⎦∫

GG G G G G

G G G  

Тогда при слабокоррелированной помехе ПВОС описывается 
следующим выражением: 

 

μ 2

2

μ

( )( )
( )

( , ( ) ) exp[ j2π ( )]d d d
e

S

N

c
T X

g fQ n
g f

u t x t x f t n x t x f

∞

−∞

′

= ×

′ ′× + − −

∫

∫ ∫G

G

G G G G G ,′

 

где  и  – спектральные плотности мощности сигнала 
и помехи соответственно. 

)( fgS )( fgN
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В спектральной форме это выражение может быть записано 
как 

 
2

μ 0 μ2
( )( ) ( , ) d
( )

S

N

g fQ n U f fn f
g f

∞

−∞

′= ∫
G G� , (4.25) 

где 

 
0 μ

μ

( , ) ( , ( ) )

exp[ j2π ( )]d d .
e

c
T X

U f fn u t x t x

f t n x t x
′

′ ′= + ×

′ ′× − −

∫ ∫G
G G G�

G G G
 

В соответствии с формулой (4.25) в данном случае расширен-
ная ПВОС сводится к вычислению частотно-волнового спектра в 
расширенной области наблюдения Ωe′ , а затем интегрированию 
квадрата модуля полученного спектра с весом, определяемым спек-
тром сигнала и помехи. 

В заключение настоящего подраздела подчеркнем, что расши-
рение области наблюдения открывает возможность эффективно 
использовать быстрые функциональные преобразования для антенн 
любой конфигурации, причем как неподвижных антенн, так и 
сложным образом перемещающихся в пространстве. При этом ка-
чество обработки сигнала не снижается. Однако метод ПВОС на 
основе расширения выборки поля оказывается не столь уж универ-
сальным, как кажется на первый взгляд, хотя и имеет определен-
ную, достаточно широкую, область применения. К рассмотрению 
вопроса о целесообразной области применения метода вернемся 
после рассмотрения соответствующих цифровых алгоритмов обра-
ботки. 

 
 

4.2. Быстрые алгоритмы расширенной 
пространственно-временной обработки когерентных 

сигналов 
 

4.2.1. Неподвижные расширенные области наблюдения 
В дискретном случае принимаемые колебания могут быть 

представлены IN ⋅ -мерным вектором  с компонентами u
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))(,( tnxtnu i ΔΔ , а функция, описывающая структуру оптимальной 

обработки, – IN ⋅ -мерным вектором (λ)b
G�  с компонентами 

( , ( ),λ)ib tn x tnΔ Δ
G� , где  – номер временного отсчета,  – номер 

приемного элемента антенной решетки, 

n i
),(),( INin =Ω∈ , tΔ  – 

интервал временной дискретизации. Тогда алгоритм оптимальной 

ПВОС можно записать в виде T(λ) (λ)Q u b
∗

=
G G� . 

Введем вспомогательное множество ˆ ( , )e N LΩ =
G

, где L
G

 – 
множество узлов неподвижной параллелепипедообразной про-

странственной решетки с малым шагом xΔ . В множестве ˆ
eΩ  вы-

делим подмножество ˆ ( , ( ) 1, )n L n n NΩ = ∀ =
G

, где вектор 

 представляет подмножество узлов множества LnL
GG

∈)( L
G

, бли-
жайших на момент времени tnΔ  к приемным элементам антенной 
решетки. 

Используя компоненты вектора , восстановим интерполяци-

онным путем отсчеты колебаний в точках 

u
Ω̂ . Множество этих от-

счетов представим вектором { }ˆ ˆ( , ( ))u u tn xl n= Δ Δ
G

. Аналогично, 

используя компоненты вектора , восстановим интерполяци-

онным путем отсчеты весовой функции в точках 

(λ)b
G�

Ω̂ . Множество 

этих отсчетов представим вектором ˆ(λ)b
G�

={ ),( lxtnb
G� ΔΔ }. 

Тогда оптимальный алгоритм ПВОС приобретает вид 

 Tˆ(λ) (λ)Q u b
∗

=
G G�� . (4.26) 

Этот алгоритм можно записать также с использованием рас-

ширенных векторов  и 0û 0 (λ)b
⋅ G�  размером LN ⋅ , где L  – количе-

ство элементов множества L
G

. 
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Определим расширенный вектор  как вектор, состоящий из 

восстановленных отсчетов для всех точек 

0û
ˆ( , )n l ∈Ω

G
 множества 

 и нулевых отсчетов для всех точек ˆ
eΩ ˆ( , )n l ∈Ω

G
 (для всех ос-

тавшихся точек множества ˆ
eΩ ). Определим расширенный вектор 

 как вектор, состоящий из восстановленных отсчетов для 

всех точек 

0̂ (λ)b
G�

ˆ( , )n l ∈Ω
G

 множества ˆ
eΩ  и произвольных отсчетов 

(например, нулевых) – для всех точек ˆ( , )n l ∈Ω
G

.  
Тогда выражение (4.26) может быть переписано в эквивалент-

ном виде как 

 T
00ˆ(λ) (λ)Q u b

∗

=
G G�� . (4.27) 

При слабокоррелированной (практически екоррелированной) 

помехе, когда вектор 

н

(λ)b
G� ={ ( , ( ),λ)ib tn x tnΔ Δ

GG� } приблизительно 

равен вектору сигнала (λ)s
G

� ={ ( , ( ),λ)is tn x tnΔ Δ
GG� }, а интерполиро-

ванный вектор 
.
ˆ(λ)b
G

={
.
ˆ( , ,λ)b tn xlΔ Δ

G G
} – вектору сигнала 

.
ˆ(λ)s
G

= 

={ }, имеет смысл определить расширенный вектор 

 на всей области 

.
( , ,λ)s tn xlΔ Δ

G G

.

0ˆ (λ)b
G ˆ

eΩ  как вектор {
.
( , ,λ)s tn xlΔ Δ

G G
}. 

Рассмотрим случай, когда пространственная часть L
G

 расши-

ренной области наблюдения ˆ
eΩ  представляет собой параллелепи-

педообразную сетку с числом узлов вдоль пространственных осей 
, , . 1L 2L 3L
Тогда для сигнала в виде плоской волны с параметром ν  доп-

леровского искажения и угловым параметром  μ (λ (ν,μ))=
G

 вы-
ражение (4.27) можно записать как  
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)Δ 
3 2 1

3 2 1

1 1 1 1 *

0 ν μ
0 0 0 0

ˆ(ν,μ) ( , ) (
L L L N

l l l n

Q u tn xl b tn n xl
− − − −

= = = =

= Δ Δ Δ −∑∑∑∑
G GG� , (4.28) 

где ν μ(b tn n xlΔ − Δ )
GG�  – копия аналитического сигнала 

ν μ( )s tn n xlΔ − Δ
GG� . 

Если время распространения сигнала вдоль антенны сущест-
венно меньше его длительности, то спектр копии сигнала 

 ν ν( ω , ,μ) ( ω ) exp( jω ( ,μ) )wB k xl B k k xlΔ Δ ≈ Δ − Δ ,
G GG� �  (4.29) 

где ν ( ω )B kΔ�  – спектр копии аналитического сигнала в точке 

 :0=l
G

 
1

ν ν
0

( ω ) ( ) exp( j ω )
N

n

B k b tn tkn
−

=

Δ = Δ − Δ Δ∑ �� ; 

ω ( ,μ)w kG
 – волновой вектор: 

 0 μω ( ,μ) ω( )w k k K n= Δ +
G G

; 

0ωKΔ  – нижняя граничная круговая частота рабочего диапазона 
частот. 

С учетом равенства (4.29) выражение (4.28) может быть запи-
сано как 

 
1

0 ν
0

1 ˆ(ν,μ) ( ω ,ω ( ,μ)) ( ω ),
N

w
k

Q U k k B
N

− ∗

=

= Δ Δ∑ G�� k  (4.30) 

где 

 

3 2 1

3 2 1

1 1 1 1

0 0
0 0 0 0

ˆ ˆ( ω ,ω ( ,μ)) ( , )

exp( j ω )exp( jω ( ,μ) ).

L L L N

w
l l l n

w

U k k u tn xl

tnk k xl

− − − −

= = = =

Δ = Δ

× − Δ Δ Δ

∑∑∑∑ Δ ×
GG�

GG
 (4.31) 

Из выражений (4.30) и (4.31) видно, что расширенная ПВОС 
сводится к вычислению частотно-волнового спектра 

, умножению его на комплексно-сопряженный 
спектр копии аналитического сигнала и суммированию получен-
ных взвешенных компонент спектра. В данном случае вычисление 

0
ˆ ( ω ,ω ( ,μ))wU k kΔ

G�
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частотно-волнового спектра может осуществляться с использова-
нием БПФ, а дальнейшая обработка – обычным способом без при-
менения быстрых процедур. 

Количество операций умножения  и сложения , необ-
ходимых для реализации ПВОС по  пространственным и  
доплеровским каналам, без учета затрат на интерполяционное вос-
становление составляет 

ΠN ΣN
μN νN

 2 μ ν

2 μ ν

log ( ) ,
2

log ( ) ,

LNN LN N

N LN LN N N N

Π

Σ

= +

= +

N N
 (4.32) 

где . 321 LLLL =

Рассмотрим случай, когда пространственная часть L
G

 расши-
ренной области наблюдения ˆ

eΩ  представляет собой цилиндриче-
скую сетку, узлы которой описываются следующим выражением: 
 φ φ φ( , φ , ), 0, 1, 0, 1, 0,r z r R z zrl l zl l L l L l LΔ Δ Δ = − = − = −1.  

Обозначим углы, определяющие -е направление прихода 
сигнала, через  и 

μ

μφ μϑ . Тогда частотно-волновой спектр имеет 
следующий вид: 

 

φ

φ

0

11 1 1

0 φ
0 0 0 0

φ μ μ

μ

€ ( ω ,ω ( ,μ))

€ ( , , φ , )

exp( j ω )
ωexp j cos( φ φ )sin

ωexp j cos ,

z R

z r

w

LL L N

r z
l l l n

r

z

U k k

u tn rl l zl

tnk
k rl l

c
k zl

c

−− − −

= = = =

Δ =

= Δ Δ Δ

× − Δ Δ ×

Δ⎛ ⎞× Δ Δ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

Δ⎛ ⎞× Δ ϑ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∑∑∑ Δ ×

ϑ ×

G�

 (4.33) 

где ( )μ μ μ μ μ
ωω ( ,μ) cosφ sin ,sinφ sin ,cos .w

kk
c

Δ
= ϑ ϑ

G
ϑ  
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)z

В соответствии с формулой (4.33) расширенная ПВОС включа-
ет интерполяционное восстановление отсчетов в узлах цилиндри-
ческой решетки, дополнение отсчетов нулями (формирование мас-
сива отсчетов 0 φˆ ( , , φ ,ru tn rl l zlΔ Δ Δ Δ ), проведение дискретного 

преобразования Фурье по времени, свертку по углу φφlΔ , сумми-

рование по радиусу rrlΔ  и проведение дискретного преобразова-

ния Фурье вдоль образующих цилиндрической области zzlΔ . 

В этом алгоритме дискретное преобразование Фурье может 
быть осуществлено с помощью БПФ, а свертка – с помощью быст-
рой свертки. При этом количество операций умножения и сложе-
ния, требуемых для реализации многоканальной ПВОС в неболь-

шом рабочем секторе углов места (в районе ), без учета 

затрат на интерполяционное восстановление отсчетов составляет 
соответственно  

0

μ 90ϑ =

 

 

( )

( )

φ 2
φ2

φ 2 μ ν

2
φφ 2

φ 2 μ ν

log ( ) 1
2

1 log ,
2

log ( ) 1

log .

r z

z z

r z

z z

L L L N
N NL

L L N L N N N

N L L L N NL

L NL L N N N

Π

Σ

= + +

+ +

= + +

+ +

 (4.34) 

 

Если антенна незвукопрозрачная, то ее экранирующие свойст-
ва могут быть учтены при вычислении частотно-волнового спектра. 
В этом случае в формулу (4.33) следует добавить множитель 

: φ μ( φ φ )f lΔ −



4.2. Быстрые алгоритмы расширенной пространственно-временной
обработки когерентных сигналов

 

 153

 

φ

φ

0
11 1 1

0 φ
0 0 0 0

φ μ

φ μ μ

μ

ˆ ( ω ,ω ( ,μ))

ˆ ( , , φ , )

( φ φ )exp( j ω )

ωexp j cos( φ φ )sin

ωexp j cos .

z R

z r

w
LL L N

r z
l l l n

r

z

U k k

u tn rl l zl

f l tnk

k rl l
c

k zl
c

−− − −

= = = =

Δ =

= Δ Δ Δ

× Δ − − Δ Δ ×

Δ⎛ ⎞× Δ Δ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

Δ⎛ ⎞× Δ ϑ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∑∑∑ Δ ×

ϑ ×

G�

 

Отметим, что наличие этого множителя не сказывается на объ-
еме арифметических операций, требуемых для реализации много-
канальной ПВОС. 

 
4.2.2. Подвижные расширенные области наблюдения 

В подразделе 4.1 отмечалось, что в интересах снижения вы-
числительных затрат целесообразно использовать расширенную 
пространственно-временную область наблюдения, максимально 
приближенную к исходной области наблюдения. С целью умень-
шения расширенной области предлагалось задавать ее пространст-
венную часть в подвижной системе координат, перемещающейся 
вместе с геометрическим центром антенны. 

Эта пространственная область eX ′
G

 в дискретном случае может 

быть представлена множеством узлов L′
G

 подвижной параллелепи-
педообразной или цилиндрической пространственной решетки. 

Тогда расширенная область наблюдения Ω̂ ( , )e N L′ ′=
G

.  

В случае сигнала в виде плоской волны и практически некор-
релированной помехи алгоритм ПВОС, аналогичный алгоритму 
(4.12), имеет следующий вид: 
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1

0
0

ν

1 ˆ(ν,μ) ( ω ,ω ( ,μ))

( ω ,ω ( ,μ)),

N

w
k

w

Q U k k
N

B k k

−

=

∗

′= Δ ×

′× Δ

∑ G��

G
 (4.35) 

Для прямоугольной системы координат 

 
3 2 1

3 2 1

0
1 1 1 1

0
0 0 0 0

ˆ ( ω ,ω ( ,μ))

ˆ ( , ( ) )

exp( j ω )exp( jω ( ,μ) ),

w
L L L N

c
l l l n

w

U k k

u tn x tn xl

tnk k xl

− − − −

= = = =

′ Δ =

′= Δ Δ + Δ ×

′× − Δ Δ Δ

∑∑∑∑

G�

GG

GG

 (4.36) 

а для цилиндрической 

 

φ

φ

11 1 1

0 0
0 0 0 0

φ φ

φ μ μ

μ

ˆ ˆ( ω ,ω ( ,μ)) ( , ( )

φ )exp( j ω )

ωexp cos( φ φ )sin

ωexp j cos ,

z R

z r

LL L N

w c
l l l n

r r z z

r

z

U k k u tn x tn

rl e l e zl e tnk

k rl l
c

k zl
c

′ −′ ′− − −

′ ′ ′= = = =

′ Δ = Δ

′ ′ ′ ′ ′ ′+Δ + Δ + − Δ Δ ×

Δ⎛ ⎞′ ′× Δ Δ − ϑ ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

Δ⎛ ⎞′× Δ ϑ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∑∑∑G G�

G G G

Δ +

z

)) :

 (4.37) 

где  – орты цилиндрической системы координат; 

 – комплексный спектр копии сигнала 

 

φ, ,re e e′ ′ ′G G G

ν ( ω ,ω ( ,μ))wB k k′ Δ
G�

μ( (cs tn n x tnΔ − Δ
G G�

 

1

ν ν μ
0

( ω ,ω ( ,μ)) ( ( ))

exp( j ω ).

N

w c
n

B k k b tn n x tn

tkn

−

=

′ Δ = Δ − Δ

× − Δ Δ

∑ ×
G G G��

 (4.38) 

Объем арифметических операций, необходимый для проведе-
ния многоканальной ПВОС, зависит от типа системы координат, 
используемой при расширении пространственной области наблю-
дения. Когда применяется подвижная прямоугольная система ко-
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ординат, количество операций умножения и сложения определяет-
ся формулами, подобными формулам (4.32): 

 2 μ ν

2 μ ν

log ( ) ,
2

log ( ) ,

L NN L N N

N L N L N N N N

Π

Σ

N N
′

′= +

′ ′= +
 

когда же применяется подвижная цилиндрическая система коорди-
нат, – формулами, подобными формулам (4.34): 

 
( )
( )

2φ
2 φ φ 2 μ ν

2
φ 2 φ φ 2 μ ν

1log ( ) 1 log ,
2 2

log ( ) 1 log .

r z
z z

r z z z

L L L N
N NL L L N L

N L L L N NL L NL L N N N

Π

Σ

′ ′ ′
′ ′ ′ ′= + +

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + +

N N N+

п

 

При быстрых еремещениях антенны область L′
G

 существенно 
меньше области L

G
. Поэтому ПВОС в соответствии с формулами 

(4.35) – (4.37) требует значительно меньших вычислительных за-
трат, чем обработка по формулам (4.30), (4.31) и (4.33). 

 
 

4.3. Быстрые алгоритмы пространственно-
временной обработки стохастических сигналов 

 
Для стохастического сигнала, так же, как и для когерентного, 

первым этапом расширенной ПВОС является вычисление частотно-
волнового спектра. Когда сигнал представляет собой плоскую сла-
бокоррелированную волну, а помеха – слабокоррелированное поле 
со спектральной плотностью мощности , алгоритмы дис-
кретной ПВОС, соответствующие выражениям (4.21) и (4.25), мо-
гут быть записаны в следующем виде: 

( ω )Ng Δ k

 
1

2
02

0

( ω ) ˆ(μ) | ( ω ,ω ( ,μ)) | ,
( ω )

N
S

w
k N

g kQ U k
g k

−

=

Δ
= Δ

Δ∑ G� k  (4.39) 

 
1

2
02

0

( ω ) ˆ(μ) | ( ω ,ω ( ,μ)) | .
( ω )

N
S

w
k N

g kQ U k
g k

−

=

Δ ′= Δ
Δ∑ G� k  (4.40) 
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Сравнение выражений (4.30), (4.35) для когерентного сигнала с 
выражениями (4.39), (4.40) для стохастического сигнала показыва-
ет, что в случае когерентного сигнала переход от расширенной об-
ласти наблюдения eX

G
 к области eX ′

G
 приводит к изменению весо-

вого множителя. В случае же стохастического сигнала весовой 
множитель остается без изменений. Эта особенность связана с тем, 
что алгоритмы ПВОС для когерентного сигнала учитывают пере-
мещения в пространстве геометрического центра антенны, а алго-
ритмы ПВОС для стохастического сигнала – игнорируют их. При 
этом оба типа алгоритмов учитывают повороты антенны в про-
странстве и, в случае гибкой антенны, изменение ее формы. 

 
4.4. Требования к интерполяции 

 
Дискретная расширенная ПВОС использует восстановленные 

путем интерполяции отсчеты, соответствующие узлам виртуальной 
четырехмерной решетки. Вычислительные затраты на реализацию 
ПВОС существенно зависят от шага этой решетки и метода интер-
поляции. В интересах снижения вычислительных затрат желатель-
но применять интерполяцию невысокого порядка и выбирать шаг 
виртуальной решетки как можно больший. Однако надо иметь в 
виду, что при невысоком качестве восстановления отсчетов могут 
иметь место значительные потери качества обработки. Для дости-
жения компромисса можно зафиксировать вид интерполяции и, 
контролируя потери, определить допустимую величину шага ре-
шетки. 

Учитывая сложность четырехмерного восстановления отсчетов 
и быстрый рост вычислительных затрат на его реализацию при 
увеличении порядка интерполяции, ограничимся рассмотрением 
интерполяции нулевого порядка. Для виртуальной решетки ˆ

eΩ  

(или ) процедура интерполяционного восстановления состоит в 
нахождении для каждого пространственно-временного отсчета ко-
лебания 

ˆ
e′Ω

))(,( tnxtnu i ΔΔ  ближайшего пространственно-
временного узла виртуальной решетки, а затем записи в ячейку па-
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мяти, соответствующей этому узлу, значения отсчета 
 (рис. 4.3). ))(,( tnxtnu i ΔΔ
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Рис. 4.3. Условная схема интерполяционного восстановления отсчетов  

(на примере линейной антенной решетки, перемещающейся вдоль своей оси 
с переменной скоростью) 

 
Пусть сигнал – узкополосный процесс, а помеха состоит из не-

коррелированной и локальной составляющих. Будем полагать, что 
погрешность интерполяции носит случайный характер. 

Тогда потери помехоустойчивости системы обработки, связан-
ные с интерполяцией, можно оценить известным выражением, опи-
сывающим относительные потери  отношения сигнал-помеха за 
счет случайного смещения положения приемников антенны от рас-
четного: 

0l

 

2

22 2
0

0 22
2

2
0

σ1
σπ λ1 ,
σ3 1
σ

l

l
l

l
x R

+
= +

Δ +
 

где xΔ  – максимальное смещение положения приемников,  – 
средняя длина волны,  – дисперсия локальной составляющей 

помехи,  – дисперсия некоррелированной составляющей поме-

хи, 

λ
2σl

2
0σ

lR  – значение характеристики направленности антенны в на-
правлении на локальную помеху. 
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Результаты расчетов по этой формуле приведены на рис. 4.4. 
 

l0

3
2

1

4

4

2

1 10 100

6

0,1
2

0

2

�

�
l

8

 
 

Рис. 4.4. Зависимость относительных потерь помехоустойчивости от 
относительного уровня дисперсии локальной помехи. Кривая 1 соответствует 

0, 25λx =Δ , , кривая 2 – 0, 05lR = 0,125λx =Δ , , кривая 3 – 0, 05lR =

0, 25λx =Δ ,  и кривая 4 – 0, 2lR = 0,125λx =Δ ,  0, 2lR =
 
Из рисунка видно, что потери помехоустойчивости существен-

но зависят от условий работы. При наличии сильной локальной 
составляющей помехи небольшие погрешности в положении при-
емников вызывают значительные потери помехоустойчивости. Од-
нако ситуация иная при слабокоррелированной помехе. Тогда даже 
погрешности порядка четверти длины волны могут оказаться впол-
не приемлемыми. 

Для проверки и уточнения полученных результатов проводи-
лись модельные исследования алгоритмов расширенной ПВОС. 
Некоторые результаты расчетов для линейной антенны, движущей-
ся в пространстве с ускорением 0,05 м/с2, представлены на рис. 4.5. 
Время наблюдения T =25 с. Кривые 1, 3 получены для гармониче-
ского сигнала при отсутствии локальной помехи, а кривые 2, 4 – 
для этого же сигнала, принимаемого на фоне гармонической ло-
кальной помехи, приходящей из направления, соответствующего 
первому нулю идеальной характеристики направленности. Число 
точек пространства L , используемых для вычисления волнового 
спектра, различно. На рис. 4.5, a кривые 1, 2 получены для =L 16, 
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а кривые 3, 4 – для =L 64. На рис. 4.5, б кривые 1, 2 рассчитаны 
для =L 128, а кривые 3, 4 – для =L 256. На рис. 4.5, в кривые 1, 2 
получены для =L 512, а кривые 3, 4 – для =L 1024. 
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Рис. 4.5. Характеристики направленности линейной 48-элементной антенны 

 
Из графиков видно, что если расстояние между узлами вирту-

альной пространственной решетки очень мало ( λxΔ <0,08, что 
соответствует >L 512), в районе главного лепестка искажения ха-
рактеристики направленности практически не наблюдаются. Если 
расстояние между узлами решетки больше четверти длины волны 
( λxΔ >0,32, что соответствует <128), искажения характеристи-
ки направленности оказываются существенными. Искажения про-
являются в уменьшении уровня главного лепестка и «заплывании» 
нулей. 

L

На рис. 4.6 приведены некоторые результаты расчетов, полу-
ченные для кубической антенны, поворачивающейся за время на-
блюдения на угол 30o. Кривые представляют характеристики на-
правленности, соответствующие гармоническому сигналу при от-
сутствии помехи. Кривые 1 и 2 получены для виртуальной про-
странственной решетки с шагом, равным соответственно восьмой 
части и четверти длины волны ( λxΔ =0,125 и λxΔ =0,25). Кривая 
3 получена для алгоритма ПВОС, игнорирующего факт движения 
антенны. Из рисунков видно, что для кубической антенны, так же, 
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как и для линейной, при λ 0,25xΔ <  искажения характеристики 
направленности оказываются небольшими. 
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Рис. 4.6. Характеристики направленности кубической 5 × 5 × 5 - 

элементной антенны 
 
Приведенные результаты расчетов показывают, что метод 

расширенной ПВОС имеет смысл использовать при слабокоррели-
рованной помехе. Целесообразность его применения в случае, ко-
гда помеха сильно коррелированная, представляется проблематич-
ным, поскольку из-за существенного возрастания количества до-
бавляемых нулевых отсчетов объем вычислений значительно уве-
личивается. 

Стремление эффективно использовать быстрые функциональ-
ные преобразования для ПВОС при воздействии не только слабо-
коррелированных, но и сильнокоррелированных помех, стимули-
ровало разработку другого метода быстрой многоканальной ПВОС, 
рассматриваемого в следующей главе. 
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ГЛАВА 5 
 

БЫСТРЫЕ АЛГОРИТМЫ МНОГОКАНАЛЬНОЙ 
СЕКЦИОНИРОВАННОЙ ПРОСТРАНСТВЕННО-

ВРЕМЕННОЙ ОБРАБОТКИ СИГНАЛОВ 
 
 

5.1. Основы секционированной пространственно-
временной обработки сигналов 

 
5.1.1. Неподвижная непрерывная антенна, непрерывная 

обработка 
Ознакомление с методом секционированной пространственно-

временной обработки сигнала начнем с его модификации для не-
подвижной непрерывной н енны. Рассмотрим обработку коге-
рентного сигнала ( , ,λ,β)s t x

G GG
, заданного на пространственно-

временном интервале наблюдения ( , ) Ω ( , )t x T X∈ =
GG

. Будем пола-
гать, то сигнал – плоская волна. Вектор информативных парамет-
ров  представлен параметром доплеровского искажения частоты 

ч
λ
G

ν  и параметром μnG , характеризующим -е направление прихода 

сигнала. Вектор неинформативных параметров 

μ

β
G

 представлен или 
случайной начальной фазой , распределенной равномерно на ин-
тервале , или случайной равномерно распределенной на-
чальной фазой  и случайной амплитудой , распределенной по 
релеевскому закону. В комплексной форме сигнал может быть 
представлен выражением (1.13) 

φ
0, 2π[ )

φ ε
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 ( , ,λ,β)s t x
G GG� =α(β)

G
� ( , ,λ)s t x

GG� ,  

где в данном случае плоской волны ( , ,λ)s t x
GG� = ν μ( )s t n x−

G G� . 
Квазиоптимальная обработка такого сигнала на фоне аддитив-

ной гауссовской слабокоррелированной помехи описывается сле-
дующим интегралом: 

 
*

ν μ
0

(ν,μ) ( , ) ( )d
T

X

Q u t x b t n x= −∫ ∫G dt xG G G G� , (5.1) 

где  – результат ПВОС, (ν,μ)Q� u t x( , )G  – принимаемое колебание, 

 – копия комплексного сигнала ν μ(b t n x−
G G� ) ν μ( )s t n x−

G G� . 

Разделим интервал наблюдения  на T M  непересекающихся 
секций  длительностью (( 1) , )m cT m T mT= − c ),1( MmTc = . Тогда 
выражение (5.1) может быть записано как 

 . 
*

ν μ
1 ( 1)

(ν,μ) ( , ) (
c

c

mTM

m m TX

Q u t x b t n
= −

= −∑∫ ∫G

G G G� )d dx t xG

Функции u t x( , )G  и  определены на конечном временном 
интервале 

*

ν ( )b t
T . Последняя формула может быть преобразована с ис-

пользованием функций ),( xtum
G

 и , определенных на бес-
конечном временном интервале: 

*

ν ( )mb t

 
при

при

( , ) ,
( , )

0 ,
m

m
m

u t x t T
u t x

t T
∈⎧

= ⎨ ∉⎩

G
G

 

  
*

*
νν

при

при

( ) ,( )
0 ,

mm

m

b t t Tb t
t T

⎧⎪ ∈= ⎨
⎪ ∉⎩

�
�

где mT~  – расширенный временной интервал : mT

 max max( 1) ,m c c
X XT m T mT

c c
⎛ ⎞= − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

� , 
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)d dx t x

maxX  – максимальный размер антенны,  – скорость звука.  c
Преобразованная форма алгоритма имеет вид 

 
*

ν μ
1

(ν,μ) ( , ) (
M

mm
mX

Q u t x b t n
∞

= −∞

= −∑∫ ∫G

G G G G� . (5.2) 

Внутренний интеграл в выражении (5.2) является сверткой, ко-
торая может быть просто вычислена с помощью спектров функций 

 и . ),( xtum
G *

ν ( )mb t

Полагая, что μ maxn x X c≤
G G

, можно записать 

νμ
1

1(ν,μ) (ω, ) exp( jω )d (ω)dω,
2π

M

mm
m X

Q U x n x x B
∞ ∗

= −∞

⎡ ⎤
′= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∫ ∫G

G G G G� � (5.3) 

где  – спектр -ой секции принимаемых колебаний: (ω, )mU x′ G� m

  
( 1)

(ω, ) ( , )exp( jω )d ,
c

c

mT

m
m T

U x u t x t
−

′ = −∫
G G� t

ν (ω)mB
∗

 – комплексно-сопряженный спектр расширенной -
ой секции комплексной копии сигнала: 

m

 

max

max

*

ν ν

( 1)

(ω) ( ) exp( jω )d .
c

c

XmT
c

m

Xm T
c

B b t t t
+

∗

− −

= ∫  (5.4) 

В выражении (5.3) внутренний интеграл – частотно-волновой 
спектр  колебания μ(ω,ω )mU nG� ),( xtum

G
: 

 . (5.5) μ μ
( 1)

(ω,ω ) ( , )exp( jω( ))d
c

c

mT

m
X m T

U n u t x t n x t
−

= − −∫ ∫G

G G G G� dxG

Поэтому 

 νμ
1

1(ν,μ) (ω,ω ) (ω)dω.
2π

M

mm
m

Q U n B
∞ ∗

= −∞

= ∑ ∫
G� �  (5.6) 
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Из формул (5.5) и (5.6) видно, что ПВОС сводится к разбиению 
принятых колебаний на отдельные секции, вычислению частотно-
волнового спектра каждой секции, интегрированию спектров с оп-
ределенным весом и суммированию результатов. Данный алгоритм 
предполагает априорное знание момента прихода сигнала. Когда 
этот момент неизвестен, необходимо повторять обработку со сдви-
гом во времени. 

Рассмотрим дискретную форму алгоритма. 
 

5.1.2. Неподвижная антенная решетка, дискретная обработка  
Представим принимаемое колебание и комплексную копию 

сигнала соответственно в виде ),( ixtnu G
Δ  и ν (b tn)Δ� , где tΔ  – пе-

риод дискретизации,  – номер временного отсчета n )1,0( −= Nn , 
 – радиус-вектор, определяющий положение -го приемника в 

пространстве 
ixG i

),1( Ii = . 
В дискретном случае выражения (5.4) – (5.6) могут быть запи-

саны в виде 

 [ ]
1 *

ν ν
0

( ω ) ( ) exp( j ω )
c

c

N

m c c m
n

c cB k b t n L tkn
−∗

=

Δ = Δ + Δ Δ∑
�

� � , (5.7) 

 [ ]
1

0 1

0 μ

( ω , ω )

( ), rect

exp( jΔω ) exp( jΔω ( )

c

c

m c c c

N I
c c

m c m i
n i c

c c c i

U k kn

n Nu t n L x
N

tkn k K n x

−

= =

Δ Δ =

⎛ ⎞− Δ
= Δ + ⎜ Δ⎝ ⎠
× − Δ +

∑∑
�

� � �

G

),

×⎟
G G� �

 (5.8) 

 1

νμ
1 0

(ν,μ)

1 ( ω , ω ) ( ω ),
cNM

mm c c c
m ks

Q

U k kn B k
N

− ∗

= =

=

= Δ Δ∑∑
�

�

G� � � �� Δ

c

 (5.9) 

где   – количество временных отсчетов в 

исходной (нерасширенной) секции, 

2 ,c cN N N= + Δ�
cN

cN~  – количество временных 
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отсчетов в расширенной секции, [ ]maxEnt /( ) 1cN X c tΔ = Δ +

c

, 

Δω 2πΔc f= ��  – разрешение по круговой частоте, 1 ( )c cf tNΔ = Δ� �  – 
разрешение по частоте, 

 
при

при

1 0 1,
rect( )

0 0;
x

x
x x
≤ ≤⎧

= ⎨ 1,< >⎩
 

 ccm NmNL Δ−−= )1( , 

0ωcKΔ �  – нижняя граничная круговая частота. 
Формулы (5.7) – (5.9) могут быть использованы для построе-

ния быстрых алгоритмов ПВОС. 
 
5.1.3. Быстрый алгоритм обработки для неподвижной  

линейной антенной решетки 
Рассмотрим неподвижную линейную антенную решетку с рав-

номерно расположенными в пространстве приемными элементами. 
Будем считать, что расстояние между элементами 

=  (равно примерно половине длины волны).  xΔ 0/(2 ( ))cc f K NΔ +� �
c

Тогда, из формул (5.7) и (5.8) следует 

 [ ]

μ

1 1

0 0

( ω , ω )

( ), rect

2π 2πexp j exp j μ( ) ,

c

c

m c c

N I
c c

m c m i
n i c

c
c

U k kn

n Nu t n L x
N

kn k i
N I

− −

= =

Δ Δ =

⎛ ⎞−Δ
= Δ + Δ ⎜

⎝ ⎠
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и μμ ( 2) cosα .I=  
В этом случае основной частью ПВОС является преоб-

разование Фурье, которое может быть эффективно реализовано с 
помощью БПФ. 

Вычислительные затраты на реализацию секционированной 
ПВОС зависят от спектра сигнала. На практике обычно использу-
ются или гармонические, или частотно-модулированные сигналы. 
Для сигналов второго типа производная ( )f t′  текущей частоты 

 по времени  близка к величине )(tf t F TΔ  (где FΔ  – девиация 
частоты) и полоса частот mFΔ  любой -ой секции сигнала суще-
ственно уже девиации 

m
FΔ  всего сигнала. Это означает, что спектр 

любой -ой секции сигнала содержит несколько компонент 
большого уровня, которые грубо характеризуют секцию, и компо-
ненты малого уровня, которые характеризуют ее детали. При уп-
рощенной обработке сигнала энергоемкие компоненты большого 
уровня должны учитываться в обязательном порядке, слабые же 
компоненты могут быть проигнорированы. Отбрасывание большо-
го числа слабых компонент позволяет значительно упростить обра-
ботку и снизить затраты на ее реализацию. 

m

Рассмотрим условие, при котором достигается максимальная 
экономия вычислительных затрат. 

В спектре любой секции сигнала минимальное число компо-
нент большого уровня наблюдается, когда  

 cm fF ~
Δ≤Δ .  

Отсюда оптимальное число секций  определяется равенст-

вом 

0M

cm fF ~
Δ=Δ . 

Пусть сигнал – линейно частотно-модулированный (ЛЧМ). 
Тогда mF F MΔ = Δ . Принимая во внимание, что 

( )max2 /cf M T MX cΔ ≅ +� , можно получить  

 
2

max max
0 Ent FX FXM C

c c

⎡ ⎤Δ Δ⎛ ⎞⎢ ⎥= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

+
⎢ ⎥⎣ ⎦

, (5.11) 
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где  – сложность сигнала. FTC Δ=
При таком значении  в спектре каждой секции сигнала 

присутствует от одного до двух отсчетов большого уровня (один 
отсчет, если средняя частота секции сигнала кратна разрешению по 

частоте 

0M

cf~Δ ). Исходя из худшего случая (наличия в каждой секции 

сигнала двух спектральных отсчетов большого уровня), нетрудно 

оценить количество операций умножения  и сложения , 

необходимое для реализации на интервале  секционированной 
ПВОС. Для линейной антенны при использовании БПФ они опре-
деляется следующими выражениями: 

ΠN ΣN
T

 
0 2 ν

0 2 ν

log ( ) 2 ,
2

log ( ) 2 ,

c
c t

c c t

NN M I IN N N

N M I N IN N N

Π

Σ

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤= +⎣ ⎦

� �

� �
 (5.12) 

где νN  – число доплеровских копий сигнала, – количество 

временных копий сигнала на интервале 
tN

T . 
 

5.1.4. Сравнение вычислительных затрат 
Сравним вычислительные затраты на секционированную обра-

ботку сигнала, описываемые формулами (5.12), с затратами на реа-
лизацию обработки в соответствии с двумя известными для линей-
ной антенны быстрыми алгоритмами ПВОС [123]. 

Первый известный алгоритм предусматривает вычисление 
частотно-волнового спектра с помощью БПФ для каждого времен-
ного элемента разрешения, умножение полученных спектров на 
доплеровские копии и суммирование результатов по частоте. 
Второй алгоритм основан на свертке. Он включает вычисление со 
сдвигом на интервал времени  (на длительность сигнала) T
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частотно-волнового спектра на интервале T2  с помощью БПФ, 
умножение полученных спектров на доплеровские копии и 
обратное БПФ по частоте. 

Для реализации первого алгоритма при 1=tN  необходимо 

выполнить  

 
[ ]

[ ]
2 ν

2 ν

log ( ) 2 ,
2

log ( )

NIN IN

N NI IN N

Π

Σ

= +

= +

N
 (5.13) 

соответственно операций умножения и сложения на интервале 

времени , а для реализации второго алгоритма при T CNt =  – 

 
[ ]
[ ]

2 ν ν 2

2 ν 2

log (2 ) 2 log (2 ) ,

2 log (2 ) log (2 ) .

N NI IN N N N

N NI IN N N
Π

Σ

= + +

= +
 (5.14) 

Зависимости этих величин от сложности сигнала , а также 
аналогичные зависимости для секционированной обработки сигна-
ла, описываемые формулами (5.12), представлены на рис. 5.1 и 5.2. 

C

При расчетах выбирались следующие соотношения па-

раметров: CM =0 , ν (2 )N N C= . 

Анализ выражений (5.12) – (5.14) и представленных зависимо-
стей показывает, что алгоритм секционированной ПВОС по объему 
вычислительных затрат в десятки раз экономичнее первого алго-
ритма и выигрыш практически не зависит от сложности сигнала. В 
сравнении со вторым известным алгоритмом алгоритм секциони-
рованной ПВОС при небольшой сложности сигнала оказывается 
еще более экономичным, однако при возрастании сложности сиг-
нала его преимущества уменьшаются и при большой сложности 
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(свыше 700 – 1000) вычислительные затраты, необходимые для 
реализации алгоритмов, оказываются примерно одинаковыми. 
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Рис. 5.1. Зависимости вычислительных затрат от сложности сигнала  для 
алгоритма секционированной обработки сигнала (кривые 1, 2) и первого 
известного алгоритма (кривые 

C

1 ′ , 2′ ) при одном (кривые 1, 1 ′ ) и 128  
(кривые 2, 2′ ) приемных элементах антенной решетки 
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Рис. 5.2. Зависимости вычислительных затрат от сложности сигнала C  для 
алгоритма секционированной обработки сигнала (кривые 1, 2) и второго 
известного алгоритма (кривые 1 ′ , 2′ ) при одном (кривые 1, 1 ′ ) и 128 

(кривые 2, 2′ ) приемных элементах антенной решетки 
 

Из выражения (5.10) видно, что значения параметра , не-
обходимые для реализации секционированной ПВОС, могут быть 
как целыми, так и нецелыми числами. При расчете про-
странственно-временного спектра с помощью БПФ параметр  
принимает лишь целые значения. В некоторых случаях округление 
этого параметра до целого значения приводит к существенным 
искажениям (см. рис. 5.3, кривая 2).  

μ( )k

μ( )k

Этот негативный эффект легко устраняется путем интерполя-
ционного восстановления требуемых спектральных отсчетов после 
проведения БПФ. Даже при использовании простейшего линейного 
интерполяционного восстановления отсчетов формируются прием-
лемые характеристики направленности (см. рис. 5.3, кривая 3). 
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Рис. 5.3. Характеристики направленности для линейной антенной решетки, 
. Кривые 1 и 2 соответствуют алгоритму без интерполяции,  
кривая 3 – алгоритму с линейной интерполяцией 

8=I

 

Описанный метод секционированной ПВОС применим не 
только для линейной антенны, но и для антенн сложной конфигу-
рации.  
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5.2. Быстрые алгоритмы обработки для антенных 
решеток сложной конфигурации 

 
Антенны практически любой сложной конфигурации могут 

быть представлены в виде совокупности субантенн простой фор-
мы. Например, прямоугольные, параллелепипедообразные, цилин-
дрические и конусообразные антенны могут быть представлены как 
совокупность линейных субантенн, а цилиндрические, конусооб-
разные, сферические и рупороподобные антенны – совокупностью 
кольцевых субантенн. 

 
5.2.1. Антенная решетка, состоящая из линейных субантенн 
Рассмотрим секционированную ПВОС для антенны, содержа-

щей  линейных субантенн, каждая из которых состоит из Q P  эк-

видистантно расположенных приемников. Пусть 1 2 3( , , )q q qe e e′ ′ ′G G G
 – 

система координат с базисным вектором 1qe′G , ориентированным 
вдоль оси -ой субантенны (рис. 5.4).  q
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Рис. 5.4. Геометрия задачи для антенны, состоящей из линейных субантенн 
 

Тогда вектор ixG , определяющий положения -го элемента в 

базисе , можно представить как 

i
),,( 321 eee GGG

 pqqqpqi xAxxx ′+=≡
GGGG

, (5.15) 
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где  – вектор, определяющий положение системы координат 

 в базисе 

qxG

1 2 3( , , )q q qe e e′ ′ ′G G G
1 2 3( , , )e e eG G G

;  – матрица, определяющая 

ориентацию системы координат 

qA

1 2 3( , , )q q qe e e′ ′ ′G G G
 в базисе 

; ),,( 321 eee GGG
1pq qx xpe′ ′= Δ

G G
 – вектор, определяющий положение  

-го элемента в системе координат p 1 2 3( , , )q q qe e e′ ′ ′G G G
; xΔ  – 

расстояние между приемниками в субантенне;  – номер 
приемника в субантенне. 

p

Подставив выражение (5.15) в формулу (5.8), имеем 

 

[ ]

[ ]

11

0 0

ω ,ω ( ,μ)

( ), rect

exp( j ω ) exp jω ( ,μ, )

exp jω ( ,μ, ) ,

c

c

m c w

NP
c c

m c m pq
q p n c

c c w

w q

U k k

n Nu t n L x
N

tkn k q xp

k x

−−

= =

Δ =

⎧ ⎛ ⎞− Δ⎪ ⎡ ⎤= Δ +⎨ ⎜ ⎟⎣ ⎦⎪ ⎝ ⎠⎩
⎫

× − Δ Δ Δ ×⎬
⎭

⎡ ⎤× ⎣ ⎦

∑ ∑∑
�

×

G� �

G

�

G G

 (5.16) 

где  – круговая пространственная частота, соответст-

вующая базисному вектору 

ω ( ,μ, )w k q

1qe′G : 

 1ω ( ,μ, ) ω ( ,μ)w wk q k A eq q′=
G G

, (5.17) 

ω ( ,μ)w kG
 – вектор круговой пространственной частоты в сис-

теме координат ),,( 321 eee GGG
: 

 0 μω ( ,μ) ω ( )w ck k K .n= Δ +
G G�  

При использовании БПФ с дискретным параметром , 
принимающим целые значения, пространственно-временной спектр 
описывается следующим выражением: 

( ,μ, )l k q
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11

0 0

( ω ,ω ( ,μ))

( ), rect

2π 2πexp j exp j ( ,μ, )

exp jω ( ,μ) ,

c

c

m c w

NP
c c

m c m pq
q p n c

c
c

w q

U k k

n Nu t n L x
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kn l k q p
N P

k x

−−

= =
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⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎪⎡ ⎤× − ×⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎪⎣ ⎦ ⎭
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∑ ∑∑
�

×

G� �
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�
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 (5.18) 

где ( ,μ, ) Ent ω ( ,μ, ) 0,5 .
2π w

P xl k q k qΔ⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Из формул (5.9) и (5.18) видно, что секционированная ПВОС 
предполагает вычисление спектров на временных интервалах mT~ , 
вычисление волновых спектров для всех субантенн и когерентное 
накопление результатов спектральной обработки для всех субан-
тенн, спектральных отсчетов и секций. Схема такой обработки с 
использованием БПФ представлена на рис. 5.5. 
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Рис. 5.5. Алгоритм секционированной ПВОС для антенны, состоящей 
из линейных субантенн 

 
5.2.2. Антенная решетка, состоящая из кольцевых субантенн 

Рассмотрим секционированную ПВОС для антенны, состоящей 
из  кольцевых субантенн с эквидистантным расположением при-

емников. Пусть -я система координат  расположена 
в центре q -й кольцевой субантенны (рис. 5.6).  

Q
q 1 2 3( , , )q q qe e e′ ′ ′G G G
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Тогда вектор ixG , определяющий положение -го элемента в 

системе координат 

i
),,( 321 eee GGG

, может быть представлен как 

 ,qpqqi q
xAxx GGG ′+=  (5.19) 

где  – вектор, описывающий положение системы координат 

 в базисе 

qxG

1 2 3( , , )q q qe e e′ ′ ′G G G
),,( 321 eee GGG

;  – матрица, определяющая 

ориентацию системы координат 

qA

1 2 3( , , )q q qe e e′ ′ ′G G G
 в базисе 

; ),,( 321 eee GGG
qp qx′G  – вектор, определяющий в системе координат 

 положение -го элемента -й субантенны. Если 

векторы  расположены в плоскости -й субантенны, то 

1 2 3( , , )q q qe e e′ ′ ′G G G
qp q

1 2,q qe e′ ′G G q

 1cosφ sinφ ,
q qp q q p q q q p q q2q

x R e R e′ ′ ′= +
G G G

 (5.20) 

где  – радиус -й субантенны;  – угол, задающий положе-

ние -го элемента -й субантенны; 

qR q φ
qp q

qp q φ φ
qp q q qp= Δ ; φqΔ  – угло-

вое расстояние между приемниками в -ой субантенне. q
 

3x

2x

3e
�

2e
�

1e
�

qx
�

pqq 'xA
�

q'e 1

�

q'e 2

�

q'e 3

�

1x

ix
�

qì�

qì�

 
 

Рис. 5.6. Геометрия задачи для антенны, состоящей из кольцевых субантенн 
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Пусть  и μφ q μq
ϑ  – два угла, определяющие -е направление 

прихода сигнала в базисе 

μ

1 2 3( , , )q q qe e e′ ′ ′G G G
. Тогда, волновой вектор 

 

{ }
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c

e eμ μ qe

Δ
= = + ×

⎡ ⎤′ ′ ′× ϑ + + ϑ⎣ ⎦

�G G

G G G
 (5.21) 

С учетом выражений (5.19) – (5.21) соотношение (5.8) может 
быть записано в следующем виде: 
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 (5.22) 

Из выражений (5.9) и (5.22) следует, что секционированная 
ПВОС сводится к вычислению спектров на временных интервалах 

mT~ , весовому суммированию спектральных отсчетов по номерам 
приемников субантенн и последующему когерентному суммирова-
нию результатов обработки для разных субантенн, спектральных 
отсчетов и секций. 

При использовании БПФ и быстрой свертки вычислительные 
затраты на реализацию пространственной части секционированной 
ПВОС оказываются существенно меньшими, чем при обычной об-
работке сигнала. Схема такой обработки представлена на рис. 5.7. 
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Рис. 5.7. Схема реализации пространственной части быстрой 

секционированной ПВОС для антенны, состоящей из кольцевых субантенн 
 

5.2.3. Вычислительные затраты на реализацию быстрых 
алгоритмов секционированной обработки 

Для антенны, состоящей из  линейных субантенн, при реа-
лизации на интервале 

Q
T  секционированной ПВОС с использовани-

ем БПФ необходимо следующее количество операций умножения и 
сложения: 

 
2 μ μ ν

2 μ μ ν

log ( ) ,
2

log ( ) ,

c
c c

c c c

PN QN M PN N N Q SN N N

N M PN Q PN N N Q SN N N

Π

Σ

t

t

⎡ ⎤
= + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤= + +⎣ ⎦

� � �

� � �
 (5.23) 

где  – количество спектральных отсчетов большого уровня во 
временных спектрах секций. 

S

Зависимости вычислительных затрат от количества временных 
секций M  представлены на рис. 5.8. Кривые 1 – 4 рассчитаны для 
сигналов со сложностью соответственно . Непре-
рывные кривые соответствуют количеству операций умножения 

, а пунктирные – количеству операций сложения . 

1024, 256, 64, 1

ΠN ΣN
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Рис. 5.8. Зависимость вычислительных затрат от количества секций M . 
Значения параметров: 1024N = , 64P = , 16Q = , , 

,  

μ 390N =

ν 0, 04N C N= + 1tN =
 

Для антенны, состоящей из кольцевых субантенн, при реали-
зации на интервале T  алгоритма секционированной ПВОС с ис-
пользованием БПФ и быстрой свертки требуется сопоставимый 
объем вычислений: 
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� �
 

где  – количество каналов обработки по углу места μq
N μq

ϑ . 

Расчеты показывают, что для антенн сложной формы алгорит-
мы секционированной ПВОС гораздо экономичнее (в вычисли-
тельном отношении) других известных алгоритмов, в том числе 



ГЛАВА 5.  БЫСТРЫЕ АЛГОРИТМЫ МНОГОКАНАЛЬНОЙ 
СЕКЦИОНИРОВАННОЙ ПВОС 
 

 178

использующих быстрые алгоритмы обработки. Например, для ан-
тенны, состоящей из линейных субантенн, и сложности сигнала 

 при соотношении параметров, указанных в подписи к 
рис. 5.8, алгоритм секционированной ПВОС обеспечивает выиг-
рыш более чем в 50 раз. 

300C ∼

Отметим, что в случае незвукопрозрачной антенны алгоритмы 
обработки усложняются незначительно: в выражении (5.18) добав-
ляется множитель (μ, )f q , учитывающий экранирующие свойства 
антенны, а в выражении (5.22) – аналогичный множитель 

. μ(φ φ )
q qp qf −

 
 
5.3. Быстрые алгоритмы секционированной обработки 

для подвижных антенных решеток при 
слабокоррелированной помехе 

 
5.3.1. Быстрые алгоритмы 

Для когерентного сигнала в виде плоской волны при слабо-
коррелированной гауссовской помехе квазиоптимальный алгоритм 
ПВОС в условиях движения антенны может быть записан в 
следующем виде: 

 ν μ
1

(ν,μ) ( , ( )) ( ( ))d
I

i i
i T

Q u t x t b t n x
∗

=

= −∑∫ t tG G G� . 

Рассмотрим алгоритм секционированной ПВОС, соответст-
вующий этой формуле. Разделим интервал наблюдения  на сек-

ции длительностью 

T
),( 1+= mmm ttT , Mm ,1= , столь короткие, что 

оказывается возможным пренебречь изменением положения антен-
ны, происходящим за время . mT

Тогда результат ПВОС представляется в виде 

 
1

ν μ
1 1

(ν,μ) ( , ( )) ( ( ))d
m

m

tM I

i m i m
m i t

Q u t x t b t n x
+ ∗

= =

= −∑∑ ∫
G G G� t t , (5.24) 
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где 2m m ct t T= +  – середина интервала . mT
Проводя преобразования, аналогичные для неподвижной ан-

тенны, нетрудно получить формулу (5.6), в которой функция 

 определяется выражением (5.4), а функция 
*

ν (ω)mB μ(ω,ω )mU nG�  – 

выражением, подобным выражению (5.5): 

 1

μ
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=
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d .⎡ ⎤= − −⎣ ⎦∑ ∫

G�

G G G  (5.25) 

Для дискретного сигнала с периодом  можно получить фор-
мулу, совпадающую с формулой (5.9), в которой функция 

tΔ

*

ν ( ω )mB kΔ �  описывается выражением (5.7), а пространственно-

временной спектр μ( ω , ω )m c cU k knΔ Δ
G� � �  – выражением, аналогич-

ным (5.8): 
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(5.26) 

где Ent 2m m cL L N⎡ ⎤= + ⎣ ⎦
�  – номер временного отсчета, соответ-

ствующего моменту времени mt . 

Вектор )( mi Ltx Δ
G

, задающий для -ой секции положение  
-го приемника в пространстве, представляется в следующем виде: 

m
i

 immcmi xALtxLtx 0)()( GGG
+Δ=Δ , 

где )( mc Ltx Δ
G

 – вектор, описывающий положение геометрического 

центра антенны в момент времени mLtΔ ; 0ixG  – вектор, описываю-
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щий положение i -го элемента антенны в подвижной системе коор-
динат, связанной с антенной; )( mm LtAA Δ=  – матрица вращения, 
характеризующая угловое положение антенны в момент времени 

mLtΔ . 
Тогда 
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 (5.27) 

Воспользуемся быстрыми алгоритмами для неподвижных 
антенн. Пусть )(kwΩ  – множество значений вектора про-
странственных частот, соответствующих всем характеристикам 
направленности неподвижной антенны, μω ( , )k m′G  – ближайший к 

0 μω ( )m cA k K nΔ +
G�  элемент множества )(kwΩ . При малом рас-

стоянии между точками 0 μω ( )m cA k K nΔ +
G�  и μω ( , )k m′G  спектраль-

ный отсчет μ( ω , ω )m c cU k knΔ Δ
G� � �  для подвижной антенны близок (с 

точностью до множителя 0 μexp j ω ( ) (c ck K n x tL )m⎡ ⎤Δ + Δ⎣ ⎦
G G� ) к спек-

тральному отсчету , получаемому при обра-
ботке колебаний с применением быстрого алгоритма без учета пе-
ремещения антенны.  

μ( ω ,ω ( , ))m cU k k m′ ′Δ� � �

Тогда 
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(5.28) 

где 
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Из формул (5.9), (5.28) и (5.29) следует, что многоканальная 
ПВОС может быть реализована следующим образом. Принятые 
приемниками антенны колебания делят на секции, каждую секцию 
дополняют нулевыми отсчетами, а затем подвергают временному и 
пространственному спектральному анализу, допускающему ис-
пользование быстрого алгоритма; из массивов полученных отсче-
тов для каждого μ -го пространственного канала с учетом поворота 

антенной решетки выбирают отсчеты ; для 
каждого 

μ( ω ,ω ( , ))m cU k k m′ ′Δ� � �
ν -го доплеровского и -го пространственного канала 

выбранные спектральные отсчеты суммируют по частоте с опреде-
ленным весом. 

μ

5.3.2. Потери помехоустойчивости при дискретной  
обработке сигнала 

Потери помехоустойчивости системы обработки, вызванные 
дискретностью обработки, определяются при слабокоррелирован-
ной помехе частотой следования характеристик направленности и 
параметром , характеризующим отношение угла поворота ан-
тенны за время 

0ξ
T  к ширине раствора характеристик направленно-

сти. Зависимости отношения сигнал-помеха γ  от параметра  
представлены на рис. 5.9. 

0ξ
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Рис. 5.9. Зависимости отношения синал-помеха γ  от параметра   0ξ
 
Кривые 1, 2 соответствуют алгоритму, учитывающему движе-

ние антенны, а кривая 3 – алгоритму, игнорирующему движение. 
Кривая 1 соответствует пересечению главных лепестков характери-
стики направленности на уровне 0,7, а кривая 2 – на уровне 0,64. 

Из рис. 5.9 видно, что алгоритм секционированной обработки, 
учитывающий угловые перемещения антенны, обладает высокой 
помехоустойчивостью даже при быстрых поворотах. Этим он вы-
годно отличается от алгоритмов, игнорирующих движение. Потери 
помехоустойчивости, связанные с аппроксимацией (5.28), незначи-
тельны даже при пересечении главных лепестков характеристики 
направленности на уровне 0,64. При необходимости потери поме-
хоустойчивости могут быть уменьшены повышением частоты сле-
дования главных лепестков характеристики направленности или 
путем использования интерполяции невысокого порядка. 
 

5.3.3. Вычислительные затраты 
Вычислительные затраты на реализацию ПВОС быстрыми ме-

тодами существенно меньше, чем при использовании обычной об-
работки. 
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Например, затраты на временном интервале T  для линейной 
подвижной антенны описываются выражениями 

 2 ν0,5log ( ) 1 ,c c tN MN I N I N NΠ ⎡ ⎤= + +⎣ ⎦
� �  

 2 νlog ( )c cN MN I N I N NΣ t⎡ ⎤= +⎣ ⎦
� � . 

Для сравнения, затраты на реализацию алгоритма традицион-
ного типа, базирующегося на вычислениях без использования бы-
стрых алгоритмов, составляют 

  2
0 0 νc tN N MI N N NΠ Σ= =

операций умножения и сложения. 
Из приведенных выражений видно, что для алгоритма секцио-

нированной ПВОС требуется во много раз меньшее количество 
арифметических операций, чем для традиционного алгоритма. При 
увеличении количества элементов антенны выигрыш растет. 

Для реальных систем ПВОС выигрыш оказывается на уровне 
десятков и сотен раз. 

 
 

5.4. Быстрые алгоритмы секционированной 
обработки сигнала с подавлением локальной помехи 

 
Быстрые методы ПВОС, рассмотренные в подразделах 5.1 – 

5.3, позволяют сократить вычислительные затраты при приеме сиг-
нала на фоне слабокоррелированной помехи для антенн простой и 
сложной формы, как подвижных, так и неподвижных. Описанный 
подход может быть использован и для построения быстрых алго-
ритмов многоканальной обработки, учитывающих воздействие 
сильнокоррелированных (локальных) составляющих помехи. 

В следующих двух параграфах представлены два типа таких 
алгоритмов. В алгоритме первого типа локальная составляющая 
помехи режектируется (подавляется) в процессе формирования 
веера характеристик направленности, а в алгоритме второго типа – 
после формирования веера характеристик направленности. 
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Пусть сиг

5.4.1. Быстрые алгоритмы секционированной обработки 
сигнала с подавлением локальной помехи в процессе 
формирования веера характеристик направленности 

нал – когерентный с существенными параметрами 
λ (ν,λ )sx=
G G

, помеха – гауссовского типа с некоррелированной и 
локальной составляющими, описываемыми формулами (1.29) и 
(1.33). Прием сигнала осуществляется неподвижной линейной ан-
тенной решеткой, состоящей из I  приемных элементов, располо-
женных друг относительно друга на расстоянии половины длины 
волны. 

В дискретном случае оптимальная ПВОС описывается сле-
дующим выражением: 

 ν(λ ) ( ω , ) ( ω , ,λ ),s sx
i k

Q U k xi B k xi
∗

= Δ Δ Δ Δ∑∑
G G� �  (5.30) 

где  – дискретный временной спектр принятого коле-

бания, 

( ω ,U k xiΔ Δ� )

ν ( ω , ,λ )sxB k xiΔ Δ
G�  – функция, определяющая структуру оп-

тимальной обработки в спектральной области: 

 
ν ν

0

1( ω , ,λ ) ( ω ) ( ω , ,λ )

β( ω ,λ ,λ ) ( ω , ,λ ) ,

sx s sx

sx lx l lx

B k xi S k G k xi
g

k G k xi

⎡Δ Δ = Δ Δ Δ⎣

⎤− Δ Δ Δ ⎦

−
G G� ��

G G G� �
 (5.31) 

ν ( ω )S kΔ�  – спектр дискретного аналитического сигнала; 

( ω , ,λ )s sxG k xiΔ Δ
G�  и  – функции Грина, соответ-

ствующи налу и локальной составляющей помехи; 
( ω , ,λ )lG k xiΔ Δ

G�
lx

е сиг
β( ω ,λ ,λ )sx lxkΔ

G G�  – весовой множитель: 
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0

2

0

β( ω ,λ ,λ )
( ω ) ( ω , ,λ ) ( ω , ,λ )

,( ω )1 ( ω , ,λ )

sx lx

l
s sx l

i

l
l lx

i

k
g k G k xi G k xi

g
g k G k xi

g

∗

Δ =
Δ

Δ Δ Δ Δ
=

Δ
+ Δ Δ

∑

∑

lx

G G�
G G�

G�

 (5.32) 

λlx

G
 – параметр, характеризующий направление прихода локальной 

составляющей помехи. 
Если сигнал – плоская волна с направлением прихода 

μλ
ssx n=

G
, а энергия локальной составляющей помехи сконцентри-

рована в узком секторе углов со средним направлением , то со-

ответствующая сигналу функция Грина приближенно может быть 
записана следующим образом: 

μl
n

 

2πexp j (μ ( ) μ ( ))
( ω , ,λ ) ,

( ω , ,λ )

s l

s sx

l lx

i k k
IG k xi

G k xi
∗

⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎣ ⎦Δ Δ =
Δ Δ

G� G  (5.33) 

где  – целочисленные параметры, связанные с на-
правлениями прихода сигнала и локальной составляющей помехи 

μ ( ), μ ( )s lk k

μ s
n , следующими соотношениями: μl

n

 0 μμ ( ) Ent ( ) 0,5 ,
ss k X f k K n⎡ ⎤= Δ + +⎣ ⎦  

 0 μμ ( ) Ent ( ) 0,5 .
ll k X f k K n⎡ ⎤= Δ + +⎣ ⎦  

Подставив выражение (5.33) в формулу (5.32), нетрудно пока-
зать, что при целочисленных μ ( ) μ ( )s lk k≠  весовой множитель 

 μβ( ω , ,λ ) 0.
s lxk nΔ =
G�
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Поэтому 

 0

ν

1(λ ) ( ω , ) ( ω , ,λ )

2πexp j μ ( ) ( ω ),

s l
k i

s

Q U k xi k x
g

i k S k
I

∗

xi= Δ Δ Λ Δ Δ

⎡ ⎤× Δ⎢ ⎥⎣ ⎦

∑∑ ×
G G� � �

 (5.34) 

где 

 

2πexp j μ ( )
( ω , ,λ ) .

( ω , ,λ )

l

lx
l l

i k
Ik xi

G k xi

⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣Λ Δ Δ =
Δ Δ

G� G�
x

⎦  (5.35) 

Алгоритм (5.34) может быть реализован с использованием 
БПФ. Многоканальная ПВОС включает БПФ по времени, умноже-
ние спектральных отсчетов на весовые множители 

( ω , ,λ )lxk xiΛ Δ Δ
G� , БПФ по пространству и для каждого про-

странственно-временного канала, описываемого векторным пара-
метром μλ (ν, )

ss n=
G

, суммирование спектральных отсчетов с ве-

сом . 
*

ν ( ω )S kΔ
В этом алгоритме, благодаря умножению спектральных отсче-

тов на весовую функцию (5.35), обеспечивается режекция локаль-
ной составляющей помехи для всего веера характеристик направ-
ленности (рис. 5.10). 

Вычислительные затраты на реализацию такой обработки на 
интервале времени T  описываются следующими выражениями: 

 
[ ]
[ ]

2 ν

2 ν

0,5log ( ) 1 ,

log ( ) .
t

t

N NI NI N N

N NI NI N N
Π

Σ

= + +

= +
 (5.36) 

Как видно, количество арифметических операций такое же, как 
при обработке сигнала, принимаемого на фоне слабо-
коррелированной помехи. 

В матричном представлении алгоритм (5.34) имеет вид 

 
*

T
ν

0

1(λ ) ( ) ( ) (μ ( )) ( ω ),s s
k

Q U k k W k S
g

∗⎡ ⎤= Λ⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ kΔ

G� � �  (5.37) 
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Рис. 5.10. Веер характеристик направленности линейной антенны при 

использовании весовой функции , не обеспечивающей (а)  
и обеспечивающей (б) подавление локальной помехи 

( ω , , λ )lxk xiΛ Δ Δ
G�

 

где  и  – векторы размером )(kU� (μ ( ))sW k� I  с компонентами со-

ответственно  и ( ω , )U k xiΔ Δ� 2πexp j μ ( )si k
I

⎛ ⎞
⎟−⎜

⎝ ⎠
)(kΛ�

и

,  – диаго-

нальная матр ца размером I I×  с диагональными элементами 
. ( ω , ,λ )lxk xiΛ Δ Δ

G�
Выражение (5.33) описывает функцию Грина сигнала прибли-

женно. Поэтому полученный алгоритм, несмотря на полную ре-
жекцию локальной составляющей помехи, не является оптималь-
ным. Потери помехоустойчивости можно охарактеризовать пара-
метром 0α( ) γ ( ) γ( )k k= k , где 0γ ( )k  и  – отношения сиг-
нал-помеха на выходах подсистем пространственной обработки, 
реализующих соответственно оптимальный и рассматриваемый 
алгоритмы ПВОС. 

γ( )k

Нетрудно показать, что 
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lx

 

T
0

*

μ

γ ( ) (μ ( ))

(μ ( )) β( , ,λ ) ( ,λ ) ,
s

s

T
s lx l

k W k

W k k n G k
∗∗

′= ×

⎡ ⎤′× −⎢ ⎥
⎣ ⎦

�

G G  (5.38) 

 

2
T

T

(μ ( )) ( ) (μ ( ))
γ( )

(μ ( )) ( )
1 ,

ξ( ) ( ,λ ) ( ,λ ) ( ) (μ ( ))

s s

s

T
l lx l lx s

W k k W k
k

W k k

I k G k G k k W k

∗

∗

∗ ∗

′ Λ
= →

Λ

→
⎡ ⎤
+ Λ⎢ ⎥

⎣ ⎦

� �

�

G G� �

 (5.39) 

где  – параметр, характеризующий неокругленное значение 

направления прихода сигнала: 

μ ( )s k′

0 μμ ( ) ( ) ;
ss k X f k K n′ = Δ +   – 

отношение спектральных плотностей мощности локальной и не-

коррелированной составляющих помехи: 

ξ( )k

0

( ω )ξ( ) lg kk
g
Δ

= ; 

 – вектор размером ( ,λ )l lxG k
G� I  с компонентами ( ω , ,λ )l lG k xiΔ Δ x

G� ; 

 – весовой множитель. μβ( , ,λ )
s lxk n
G�

Используя выражения (5.38) и (5.39) нетрудно получить 

 
2

2
T

( )α( ) ,
(μ ( )) ( ) (μ ( ))s s

I kk
W k k W k

∗

Ψ
≈

′ Λ� �
 (5.40) 

где 

 
1 1( ) .

( ω , ,λ ) ( ω , ,λ )i
l lx l

k
I G k xi G k xi

∗Ψ =
Δ Δ Δ Δ

∑ G G�
lx

 (5.41) 

Если локальная составляющая помехи – плоская волна с функ-

цией Грина 
2π( ω , ,λ ) exp j μ ( ) ,l lx lG k xi i k
I

⎛ ⎞′Δ Δ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

G�  где 
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μ ( )l k′  – параметр, характеризующий неокругленное значение на-
правления прихода локальной составляющей помехи, то 1)( =Ψ k  
и для пространственного канала, настроенного на прием сигнала 

 

( )

2

2

α( )

2,5.
2πexp j μ ( ) μ ( ) μ ( ) μ ( )s l l s

i

k
I

i k k k k
I

=

= ≤
⎡ ⎤′ ′− − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

∑
(5.42) 

Из формулы (5.42) следует, что потери помехоустойчивости не 
превосходят потерь, обусловленных конечным числом пространст-
венных каналов обработки. 

Алгоритм быстрой ПВОС для подвижной антенны может быть 
получен в виде 

 

1 *

1 00

*

ν

1(λ ) ( ) ( ) (μ ( ))

(μ ( )) ( ω ),

cNM
T

s m m m sm
m k

m sm m c

Q U k k W
g

V k S k

−

= =

∗

k⎡ ⎤= Λ ×⎢ ⎥⎣ ⎦

× Δ

∑∑
�G� � �

�

 (5.43) 

где  – индекс, указывающий на номер секции;  – вектор с 

компонентами 

m )(kU m
�

( ω , )m cU k xiΔ Δ� � : 

( )
1

0

( ω , )

( ), rect exp( j ω );
c

c

m c

N
c c

m c m c c
n c

U k xi

n Nu t n L xi tkn
N

−

=

Δ Δ =

⎡ ⎤⎛ ⎞− Δ
= Δ + Δ − Δ Δ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑
�

� �

�
 

( )m kΛ�  – вектор весовых множителей -ой секции, компоненты 
которого 

m

 

2πexp j μ ( )
( ω , ,λ ) ;

( ω , ,λ )

lm

m c lx
lm c lx

i k
Ik xi

G k xi

⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦Λ Δ Δ =
Δ Δ

G� G� � �
 

μ ( )sm k  – целочисленный параметр, характеризующий приближен-

но в момент времени mm Ltt Δ=  направление прихода сигнала; 
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μ ( )lm k  – целочисленный параметр, характеризующий приближен-
но в тот же момент времени направление прихода локальной со-
ставляющей помехи;  – множитель, учитывающий пе-
ремещение центра антенны: 

(μ ( ))m smV k�

 ( )0 μ(μ ( )) exp j ω ( ) (
sm sm c c mV k k K n x tL= − Δ + Δ ) .G G� �  

При многоканальной реализации этот алгоритм допускает эф-
фективное использование БПФ для ПВОС отдельных секций с уче-
том специфики помехи, а затем типичное для секционированной 
обработки когерентное суммирование полученных результатов. 

Подобный алгоритм может быть получен для антенны, со-
стоящей из линейных субантенн. В этом случае формулы, описы-
вающие алгоритмы обработки для неподвижной и подвижной ан-
тенн, совпадают с соответствующими формулами (5.37), (5.43) для 
линейной антенны. Для каждой субантенны ПВОС может быть 
реализована с помощью БПФ, а последующее объединение резуль-
татов – обычным образом. Алгоритмы подобны рассмотренным 
выше алгоритмам для некоррелированной помехи. Вычислитель-
ные затраты на реализацию обработки оказываются практически 
такими же. 

Нетрудно получить алгоритмы ПВОС для стохастических сиг-
налов. В широкополосном случае для неподвижной антенны алго-
ритм обработки имеет вид 

 
2*

T
2
0

( ω )(λ ) ( ) ( ) (μ ( )) .S
s s

k

g kQ U k k W
g
Δ

= Λ∑ k
G� � �  (5.44) 

Аналогичный алгоритм для подвижной антенны 

 
21 *

T
2

0 0

( ω )(λ ) ( ) ( ) μ ( )) .
cN

S c
s m

k m

g kQ U k k W
g

−

=

Δ
= Λ∑ ∑

�G �� � � (m sm k  (5.45) 

Из сопоставления формул (5.44) и (5.45) с (5.37) и (5.43) видно, 
что для когерентного и стохастического сигналов пространствен-
ные части ПВОС идентичны. Различие заключается только во вре-
менных частях. 

Остановимся на вопросе адаптивной оценки элементов матриц 
 и  при отсутствии априорных данных о направлении )(kΛ� )(kmΛ�
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прихода локальной составляющей помехи. Для неподвижной ан-
тенны один из возможных адаптивных алгоритмов получения 
оценки предполагает формирование веера характеристик направ-
ленности на ряде фиксированных частот частотного диапазона, оп-
ределение на каждой -ой частоты номера пространственного ка-
нала , согласованного с направлением прихода локальной 

составляющей помехи, оценку с использованием этой информации 

функции Грина локальной составляющей помехи 

k
μ ( )l k

( ,λ )l lxG k
G�  и рас-

чет элементов матрицы  по формуле. (5.35). )(kΛ�

В качестве оценки функции Грина на каждой -ой частоте 
может выступать вектор 

k

 
{ }*

T

2*
T

mean [ ( ) (μ ( ))] ( )
( ,λ ) ,

mean ( ) (μ ( ))

l

l lx

l

I U k W k U k
G k

U k W k
=

⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

� �
G��

�
 (5.46) 

получаемый путем умножения вектора  на отклик -го 

пространственного канала, усреднения полученного произведения 
по реализациям и соседним частотам и нормирования на усреднен-
ный подобным же образом квадрат модуля отклика для -го 

канала. 

( )U k� μ ( )l k

μ ( )l k

Для рассматриваемой двухкомпонентной помехи, содержащей 
некоррелированную и локальную составляющие, этот вектор равен 

 
* *

T T

2*
T

(μ ( )) ξ( ) ( ,λ ) (μ ( )) ( ,λ )
( ,λ )
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l l lx l l lx
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Когда уровень локальной составляющей помехи высок 
, вектор  (ξ( ) )k →∞

*
T

( ,λ )( ,λ )
( ,λ ) (μ ( ))

l lx
l lx

l lx l

IG kG k
G k W k

→
G�G��

G �
. 

Если для неподвижной антенны возможно усреднение по ан-
самблю, то для подвижной антенны, постоянно меняющей положе-
ние и ориентацию в пространстве, такой тип усреднения данных 
неприемлем. В этом случае оценки векторов 

( ,λ ) ( 1, )lm lmG k m M=
G�  могут быть сформированы на основе 

формулы (5.46), в которой усреднение проводится только по сосед-
ним спектральным отсчетам. 
 

5.4.2. Быстрые алгоритмы секционированной обработки 
сигнала с подавлением локальной помехи после формирования 

веера характеристик направленности 
В предыдущем параграфе были рассмотрены алгоритмы быст-

рой многоканальной ПВОС с подавлением локальной составляю-
щей помехи в процессе формирования веера характеристики на-
правленности. Возможен другой быстрый многоканальный метод 
ПВОС, при котором подавление локальной составляющей помехи 
осуществляется после формирования веера характеристик направ-
ленности. 

Пусть сигнал – когерентная плоская волна, приходящая из на-
правления μ s

nG  с ν -м доплеровским искажением. Помеха – двух-

компонентная, содержащая некоррелированную составляющую и 
локальную компоненту, приходящую из направления μl

nG . Антенна 

перемещается в пространстве. Ее конфигурация позволяет исполь-
зовать при формировании характеристик направленности быстрые 
функциональные преобразования. 
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Тогда алгоритм квазиоптимальной дискретной ПВОС может 
быть записан следующим образом: 
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μ μ
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 (5.47) 

где μ( ω , ω )
sm c cU k knΔ Δ
G� � �  – частотно-волновой спектр -й секции 

принимаемого колебания: 
m
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mL  и mL  – номера временных отсчетов, соответствующие началу и 

середине -й секции: m ( 1)m cL N m N ;= − − Δ  

[ ]Ent 2 ;m m cL L N N= + Δ +  μ μβ ( ω , , )
s lm ck n nΔ
G G� �  – весовой мно-

житель, определяемый формулой (2.82). 
Для линейной антенны вес μ μβ ( ω , , )

s lm ck n nΔ
G G� �  может быть 

представлен как 
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 (5.49) 

Алгоритм предполагает вычисление для каждой -й секции 
частотно-волнового спектра в точках 

m
μ( ω , ω )

sc ck knΔ Δ
G� �  и 
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μ( ω , ω )
lc ck knΔ Δ
G� � , вычитание из первого спектра второго с весом 

*

μ μβ ( ω , , )
s lcm k n nΔ
G G�  и суммирование результатов с весом 

. ν ( ω )m cS k
∗

Δ �
Для стохастического сигнала, принимаемого на фоне двухком-

понентной помехи, квазиоптимальный алгоритм ПВОС может быть 
записан в виде 

 
μ2

0
2

μ μ μ

( ω )(μ ) ( ω , ω )

β ( ω , , ) ( ω , ω ) .

s

s l l

S c
s m c

m k c

m c m c c

g kQ U k
N g

k n n U k kn
∗

cknΔ
= Δ Δ

− Δ Δ Δ

∑∑
�

−
G� � �

G G G�� � �
 (5.50) 

Пространственные части алгоритмов (5.47) и (5.50) идентичны, 
а временные – отличаются друг от друга. 

Оба алгоритма допускают рациональное использование 
быстрых преобразований, в частности, БПФ и быструю свертку. 
Затраты на реализацию обработки оказываются примерно такими 
же, как и для аналогичных быстрых алгоритмов обработки, 
рассчитанных на прием сигнала на фоне некоррелированной 
помехи. 

Если функция Грина μ( ω , , )
llm c iG k x nΔ

G G� �  неизвестна, веса 

μ μβ ( ω , , )
s lm ck n nΔ
G G� �  могут быть вычислены адаптивно. В качестве 

оценки этих множителей могут выступать оценки коэффициентов 
корреляции между «сигнальными» каналами и «локальным 
помеховым» каналом: 

 { }
{ }

μ μ

μ μ

μ μ

β ( ω , , )

mean ( ω , ω ) ( ω , ω )
.

mean ( ω , ω ) ( ω , ω )

s l

s l

l l

m c

m c c m c c

m c c m c c

k n n

U k kn U k kn

U k kn U k kn

∗

∗

Δ =

Δ Δ Δ Δ
=

Δ Δ Δ Δ

G G�� �

G G� � � � �

G G� � � � �

 



5.4. Быстрые алгоритмы секционированной обработки сигнала 
с подавлением локальной помехи 
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Если антенна неподвижная, среднее значение в этой формуле 
рассчитывается усреднением по частоте и реализациям, если дви-
жется – только усреднением по частоте. 

Таким образом, быстрые преобразования могут быть эффек-
тивно использованы при многоканальной ПВОС в условиях не 
только некоррелированных, но и коррелированных помех. Эти пре-
образования можно использовать как в статических, так и в слож-
ных динамических условиях. Вычислительные затраты, необходи-
мы для реализации описанной быстрой многоканальной ПВОС, 
существенно меньше, чем для реализации обычной обработки. 

*   *   * 

Подводя итоги, хотелось бы еще раз акцентировать внимание 
читателей на двух давно известных философских принципах, ши-
роко использованных при построении описанной теории простран-
ственно-временной обработки сигналов в сложных динамических 
условиях и при разработке быстрых методов и алгоритмов много-
канальной пространственно-временной обработки. 

1. Зачастую разумнее не бороться с неблагоприятными усло-
виями и факторами, а искать пути использования их для решения 
возникающих проблем. 

2. Эффективным способом решения проблемы является пред-
ставление ее в виде множества простых задач, для которых извест-
ны решения. 

Вначале эти истины использовались автором интуитивно на 
подсознательном уровне, затем, по мере углубления в изучаемые 
вопросы, все более и более осознанно. В конечном итоге они опре-
делили стратегию исследования. 

Применение первого положения позволило установить факты 
положительного влияния сложного движения антенны, вызываемо-
го качкой, на точность измерения направления прихода сигнала и 
повышение помехоустойчивости систем обработки при воздейст-
вии помех с локальными составляющими, а также решить пробле-
му устранения неоднозначности измерения направления прихода 
сигнала при работе с линейной антенной. 
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Использование второго тезиса позволило распространить 
известные для статических условий методы оптимизации 
обработки на сложные динамические условия, а также свести 
сложные процедуры многоканальной пространственно-временной 
обработки сигнала для антенн сложной формы и подвижных 
антенн к множеству быстрых алгоритмов пространственно-
временной обработки сигналов, известных для неподвижных 
антенн простейшей конфигурации. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 
 

ЭФФЕКТ ДОПЛЕРА ПРИ СЛОЖНОМ ДВИЖЕНИИ 
КОРРЕСПОНДИРУЮЩИХ ЭЛЕМЕНТОВ 

 
 

Явление изменения частоты гидроакустических колебаний, 
вызываемое движением корреспондирующих элементов, известно 
как эффект Доплера. 

Несмотря на многолетнее исследование этого эффекта и широ-
кое использование его на практике, постоянно открываются новые 
нюансы. В 80-х– 90-х годах прошлого столетия основное внимание 
исследователей было сконцентрировано на особенностях проявле-
ния эффекта Доплера в неоднородных подвижных средах [18, 17, 
110] и в условиях рассеяния звука [7, 8, 6]. В статье [54] были ис-
следованы особенности проявления эффекта при сложном движе-
нии излучающей антенны, приемной антенны и отражающего объ-
екта. Результаты этих исследований представлены ниже. 

 
 

П1.1. Эффект Доплера при сложном движении в 
однородной среде источника и приемника 

 
Рассмотрим изменение частоты сигнала, наблюдаемое при вза-

имном перемещении источника акустических колебаний и прием-
ника. Будем считать, что среда распространения колебаний – одно-
родная, а источник и приемник представляют собой точечные не-
направленные элементы. Пусть )(1 tx  и )(2 tx  – векторы, описы-
вающие во времени перемещение соответственно источника и при-
емника (рис. П1.1). 



П1.1. Эффект Доплера при сложном движении в однородной среде
источника и приемника
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Рис. П1.1. Геометрия задачи при взаимном перемещении источника и 
приемника в однородной среде 

 
Положим, что источник и приемник находятся на большом 

расстоянии друг от друга, перемещения невелики, угловое положе-
ние между корреспондирующими элементами практически не ме-
няется и справедливо лучевое приближение. 

Колебания, регистрируемые приемником в момент времени , 
излучаются источником в среду в момент времени 

t
τt − , отстаю-

щий от  на величину  – время распространения сигнала от ис-
точника к приемнику. Поскольку источник и приемник движутся, в 
общем случае величина  является функцией времени . Она зави-
сит от параметров движения источника и приемника: 

t τ

τ t

 2 1τ( ) [ ( ) ( τ)]t n x t x t= − − , (П1.1) 

где 2 ( )x t  – вектор, описывающий положение приемника в момент 

времени ;  – вектор, описывающий положение источника 
в момент времени 

t 1( τ)x t −
τt − ; n  – вектор, характеризующий направле-

ние излучения сигнала: 1 2 3
1 (cosα , cosα , cosα )n
c

= ; c  – скорость 

звука в среде;  – углы, описывающие направление излу-
чения сигнала. 

1 2 3α ,α ,α

Пусть источник излучает гармоническое колебание с частотой 
. Фаза такого колебания  описывается выражением 

. Колебание, регистрируемое приемником, отличает-

ся от излучаемого. Его фаза 

1f 1Φ ( )t

1Φ ( ) 2πt = 1f t
f2 1Φ ( ) 2π[ τ( )]t t t= − , а частота 
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 2
2 1

1 dΦ ( )( ) (1 τ )
2π d

tf t f
t

′= = − , (П1.2) 

где  – производная по времени задержки . τ′ τ
Дифференцируя обе части выражения (П1.1) по  и решая по-

лученное уравнение относительно найдем 
t

τ′ , 

 2 1

1

( )τ
1

n x x
nx
′ ′−′ =

′−
, 

где 2x ′  и 1x′  – производные величин )(2 tx  и )(1 tx  по , рассчи-
танные соответственно в точках t  и . 

t
τt −

Подставив это соотношение в вы ажение (П1.2), получим р

 2
2

1

1( )
1

nx
1f t

nx
f

′−
=

′−
. (П1.3) 

Как видно из формулы (П1.3), частота принимаемых колеба-
ний в общем случае является функцией времени и описывается 
мгновенными скоростями движения источника и приемника. 

При равномерном движении ко респондирующих элементов 
соответственно со скоростью 

р

2v  и 1v  выражение (П1.3) приобре-
тает общеизвестный вид: 

 2
2

1

1
1

nv
1f f

nv
−

=
−

. (П1.4) 

Из выражения (П1.4) следует, что при равномерном движении 
приемника и источника частота принимаемых колебаний не меня-
ется во времени и в общем случае отличается от частоты  излу-
ченного колебания. 

1f

Учитывая, что перемещения малы ( cxcx <<′<<′ 21 , ), 
формулы (П1.3) и (П1.4) можно преобразовать к более простому 
виду: 

 2 2( ) [1 ( )]1 1f t n x x′ ′ f≈ − − , (П1.5) 

 2 2 1[1 ( )] 1f n v v f≈ − − . (П1.6) 
Если источник излучает частотно-модулированное колебание с 

частотой )(11 tff = , формулы, описывающие эффект Доплера, не-



П1.1. Эффект Доплера при сложном движении в однородной среде
источника и приемника

 

 199

сколько усложняются. Выражение, аналогичное формуле (П1.3), 
имеет вид 

 2
2

1

1( ) {( τ)
1

nx
1 1}f t t f

nx
f

′− ′= −
′−

+ , (П1.7) 

где  – производная частоты излучаемого колебания  в 
точке . 

1f ′ )(1 tf
τt −

Как видно, частота принимаемого колебания в момент времени 
 определяется параметрами движения источника в момент 

излучения  и приемника в момент приема , а также законом 
изменения частоты излученного сигнала в момент излучения 

t
τt − t

τt −  
и скоростью изменения этого закона во времени. 

Следует отметить, что для широкополосных сигналов (в част-
ности, частотно-модулированных) при движении корреспонди-
рующих элементов, как правило, происходит изменение полосы 
частот колебаний. Когда сигнал относительно узкополосный или 
изменения местоположения источника и приемника невелики, ши-
рина полос частот принимаемого и излученного сигналов мало от-
личается. Тогда в частотной области эффект Доплера проявляется 
лишь в смещении полосы. В общем же случае наблюдается и сме-
щение, и изменение ширины полосы частот сигнала. 

При конечной длительности  излученного сигнала эффект 
Доплера вызывает изменение длительности сигнала. При постоян-
ном сближении корреспондирующих элементов наблюдается сжа-
тие сигнала, при постоянном удалении – растяжение. В этих случа-
ях длительность принимаемого сигнала описывается величиной 

. 

T

τ( ) τ(0)T T+ −
 
 
П1.2. Эффект Доплера при сложном движении в 

однородной среде источника, отражающего объекта 
и приемника 

 
Рассмотрим изменения частоты гармонического сигнала при 

движении источника, отражающего объекта и приемника. Будем 
считать, что среда однородная, а источник и приемник представ-
ляют собой ненаправленные элементы (рис. П1.2).  
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Рис. П1.2. Геометрия задачи при взаимном перемещении источника, 
отражающего объекта и приемника в однородном пространстве 

 
Как и в предыдущем подразделе, будем полагать, что все эти 

элементы находятся в дальнем поле друг относительно друга, пе-
ремещения невелики, угловое положение между корреспондирую-
щими элементами практически не меняется и справедливо лучевое 
приближение. 

Принимаемый сигнал задержан относительно излученного 
сигнала на величину, представляющую собой сумму времени рас-
пространения 1 1τ τ ( )t=  сигнала от источника к отражающему 

объекту и времени распространения 2 2τ τ ( )t=  сигнала от отра-

жающего объекта к приемнику. Задержки ,  связаны с функ-

циями 
1τ 2τ

)(1 tx , )(0 tx  и )(2 tx , описывающими соответственно ме-
стоположение источника, отражающего объекта и приемника, сле-
дующими зависимостями:  

 
1 1 0 2 1 1 2

2 2 0 2 2

τ [ ( τ ) ( τ τ )],
τ [ ( τ ) ( )],

n x t x t
n x t x t

= − − − −⎧
⎨ = − −⎩

 (П1.8) 

где 1n  и 2n  – векторы, характеризующие соответственно направ-
ление излучения сигнала источником и его переизлучение отра-
жающим объектом. 

Следуя описанной выше методологии, можно, в принципе, 
найти зависимость частоты  принимаемых колебаний от про-)(2 tf



П1.2. Эффект Доплера при сложном движении в однородной cреде
источника, отражающего объекта и приемника
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изводных задержек 1τ′ , 2τ′ , а затем с помощью системы уравне-
ний (П1.8) – зависимость этой частоты от параметров движения 
корреспондирующих элементов. Этот путь достаточно трудоемок. 

Поступим иначе. Разделим рассматриваемый процесс на два 
этапа. К первому этапу отнесем излучение колебаний источником и 
прием их объектом, ко второму этапу – переизлучение колебаний 
объектом и прием их приемником. 

На каждом из этапов происходит изменение частоты колеба-
ний, описываемое формулой (П1.3). Принимая во внимание, что 
направления распространения сигналов на первом и втором этапах 
разные, частоту  можно найти в виде  )(2 tf

 1 0 2 2
2

1 1 2 0

(1 )(1 )( )
(1 )(1 )

n x n x
1f t

n x n x
f

′ ′− +
=

′ ′− +
, (П1.9) 

где 1x′ , , 0x ′ 2x ′  – производные функций )(1 tx , )(0 tx , )(2 tx  по , 

рассчитанные соответственно в точках , 

t

1 2( τ τ )t − − 1( τ )t −  и t . 
При равномерном движении корреспондирующих элементов 

соответственно со скоростями 01 , vv  и 2v  из формулы (П1.9) сле-
дует, что частота 

 1 0 2 2
2 1

1 1 2 0

(1 )(1 )
(1 )(1 )

n v n vf f
n v n v

− +
=

− +
. (П1.10) 

При малых скоростях движения выражения (П1.9) и (П1.10) 
могут быть представлены соответственно в виде 

 2 1 2 0 1 1 2( ) (1 ( ) ) ,2 1f t n n x n x n x f′ ′ ′= − + + +  

 2 1 2 0 1 1 2 2(1 ( ) ) .1f n n v n v n v f= − + + +  
Если колебание, излучаемое источником, частотно-

модулированное по закону , то в случае произвольного 
движения корреспондирующих элементов частоту принимаемых 
приемником колебаний можно найти в виде 

)(1 tf

 2 2
2 2

2 0

1( ) [( τ ) ]
1

n x
0 0f t t f

n x
f

′+ ′= −
′+

+ ,  (П1.11) 
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где  – частота колебаний, воспринимаемая движущимся 
объектом: 

0f

1 0
0 1 2

1 1

1 [( τ τ ) ]
1

n x
1 1 ,f t f

n x
f

′− ′= − − +
′−

  (П1.12) 

0f ′  – производная частоты  по  в точке )(0 tf t 2τt − , 1f ′  – произ-

водная частоты излученного колебания  по  в точке 

. 

)(1 tf t

1 2τ τt − −
Как видно из выражений (П1.11), (П1.12), частота принимае-

мых приемником колебаний в данном случае определяется мгно-
венной скоростью корреспондирующих элементов, угловым поло-
жением этих элементов, а также законом частотной модуляции 

 излученного сигнала и его производной. )(1 tf
 

 
П1.3. Эффект Доплера при сложном движении в 
неоднородной среде источника и приемника 

 
Рассмотрим изменение частоты гармонического колебания, 

происходящее при движении источника и приемника в «локально 
однородной» среде. Под этими словосочетанием будем понимать 
неоднородную среду, которая вне зон перемещения источника и 
приемника может быть произвольно неоднородной, однако в зонах 
перемещения является практически однородной. 

Из-за неоднородности среды имеет место многолучевое рас-
пространение колебаний (рис. П1.3). При этом колебание в точке 
приема представляет собой суперпозицию колебаний, приходящих 
по разным лучам. 

Допущение о «локальной однородности» позволяет предста-
вить задержку  для -го луча в следующем виде: τr r

 2 2 20 1 1 10τ τ [ ( ) ] [ ( ) ],r ro r r rn x t x n x t x= + − − −  (П1.14) 

где  – временная задержка 0τr r – го луча для нулевого момента 

времени )0( =t ; 10x  и 20x  – векторы, описывающие место-
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положение соответственно источника и приемника в моменты 
времени  и 0τrt = − 0=t ; 1 1( τ )rx x t r= −  – вектор, 

описывающий положение источника в момент времени ( τ )rt − ; 

rn1 , rn2 – векторы, описывающие направления излучения и приема 
r – го луча. 

 

1x

3x

2x

. .
)(1 rtx ��

�

rn1

�

10x
�

20x
�

)(2 tx
�

Èñòî÷íèê
Ïðèåìíèê
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rn2
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Рис. П1.3. Геометрия задачи при взаимном перемещении источника и 

приемника в «локально однородной» среде 

 

Из выражения (П1.14) следует, что производная задержки  
описывается выражением 

τr

 2 2 1 1

1 1

τ ,
1
r r

r
r r

n x n x
n x

r′ ′−′ =
′−

 (П1.15) 

где 2x ′  и 1x′  – производные величин )(2 tx и )(1 tx соответственно 

в точках и . t τrt −
Подстановка выражения (П1.15) в формулу (П1.13) дает 

 2 2
2

1 1

1( ) .
1

r r
r

r r

n x
1f t

n x
f

′−
=

′−
 (П1.16) 

Из выражения (П1.16) видно, что частота  определяется 
мгновенными скоростями движения источника и приемника соот-
ветственно в моменты времени 

)(2 tf r

τrt −  и , а также векторами t rn1  и 

rn2 , описывающими направления излучения и приема колебаний. 
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При равномерном движении источника и приемника соответ-
ственно со скоростями 1v  и 2v  формула (П1.16) приобретает вид 

 2 2
2

1 1

1 .
1

r
r

r

n v
1f f

n v
−

=
−

 (П1.17) 

В этом случае частота 2rf  не зависит от времени. Она лишь 

сдвинута на величину, определяемую скоростями 1v  и 2v  движе-

ния источника и приемника, а также векторами rn1  и rn2 , характе-
ризующими направление излучения и приема колебаний. 

При малых скоростях перемещения, когда 1rx c′ , 2rx c′  

( 1,r R= )

1r

, выражения (П1.16), (П1.17) преобразуются к более про-
стому виду: 

 2 2 2 1 1( ) (1 ) ,r r rf t n x n x′ ′ f= − +  (П1.18) 

 2 2 2 1 1(1 )r r r 1f n v n v f= − + . 
Если излучаемый сигнал – частотно-модулированный с часто-

той , формула, аналогичная формуле (П1.7), имеет вид  )(1 tf

 2 2
2 1

1 1

1( ) [( τ )
1

r
r r

r r

n x
1 ],r rf t t f

n x
f

′− ′= −
′−

+  (П1.19) 

где 1rf ′  – производная частоты излученного колебания 

, рассчитанная в точке . )(11 tff r = τrt −
В этом случае для -го луча частота колебания в момент вре-

мени  определяется параметрами движения источника и прием-

ника соответственно в моменты времени 

r
t

τrt −  и , направления-
ми излучения и приема колебаний, а также законом изменения час-
тоты колебаний, излучаемых в момент времени 

t

τrt − , и скоростью 
изменения этого закона во времени. 
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П1.4. Эффект Доплера при сложном движении 
в неоднородной среде источника, отражающего  

объекта и приемника  
 

Рассмотрим изменение частоты гармонического колебания при 
движении в «локально однородной» среде источника, отражающе-
го объекта и приемника. Предполагается, что «локальная однород-
ность» распространяется на районы перемещения источника, отра-
жающего объекта и приемника. Перемещение корреспондирующих 
элементов описывается функциями )(1 tx , и )(0 tx )(2 tx . В неод-
нородной среде имеет место многолучевое распространение. По-
этому сигнал, излученный источником, приходит к отражающему 
объекту по  лучевым траекториям, отражается от объекта и 
приходит к приемнику в виде  лучей (рис. П1.4). 

1R

2R
 

. .
.

)(
211 rrtx ����

�

11rn
�

22rn
�
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�

)(
10 rtx ��
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Èñòî÷íèê

Ïðèåìíèê

Îáúåêò

Rr ,...,11 �

Rr ,...,12 �

 
 

Рис. П1.4. Геометрия задачи при взаимном перемещении в «локально 
однородной» среде источника, отражающего объекта и приемника 

 
Сигнал, приходящий к объекту по -й лучевой траектории, 

задержан относительно излученного сигнала на величину 
, а сигнал, приходящий к приемнику по -й лучевой 

траектории, задержан относительно переизлученного сигнала на 

1r

1 1
τ τ ( )r r t= 2r
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величину 
2 2

τ τ ( )r r t= . Поэтому общая задержка -го луча, 

принимаемого приемником, равна . Принимая во внимание 

соотношение (П1.16), частота колебаний  этого луча мо-

жет быть записана в виде  

1 2( , )r r

1
τ τr r+

2

)(
212 tf rr

 1 2 2

1 2

2 1 2 2 2

0 0 2 2
2 1

2 1 0 0

(1 )(1 )
( ) ,

(1 )(1 )
r r r

r r
r r r r r

n x n x
f t f

n x n x
′ ′− +

=
′ ′− +

 (П1.20) 

где 
211 rrx ′ , 

20 rx ′ , 2x ′  – производные функций =1x )(1 tx , 

, =0x )(0 tx )(2 tx  соответственно в точках 
1 2

τ τr rt − − , 
2

τrt −  и 

; , , t
11rn

10rn
20rn  и 

22rn  – векторы, характеризующие направле-

ние соответственно излучения источником – го луча, приема 

объектом – го луча, излучения объектом – го луча и приема 

приемником – го луча. 

1r

1r 2r

2r
При равномерном движении корреспондирующих элементов 

соответственно со скоростями 1v ,  и 0v 2v  частота   не 

зависит от времени и описывается выражением 

)(
212 tf rr

 1 2

1 2

1 2

0 0 2 2
2 1

1 1 0 0

(1 )(1 )
.

(1 )(1 )
r r

r r
r r

n v n v
f f

n v n v
− +

=
− +

 (П1.21) 

При малых скоростях движения, когда 
1 21r rx c′ ,   

20rx c′ ,   

2x c′ , формулы (П1.20) и (П1.21) приобретают вид 

 
1 2 1 2 2 1 1 2 22 0 0 0 1 1 2( ) [1 ( ) ] ,r r r r r r r r r 2 1f t n n x n x n x′ ′ ′ f= − + + +  

 
1 2 1 2 1 22 0 0 0 1 1 2[1 ( ) ] .r r r r r r 2 1f n n v n v n v f= − + + +  

Если излучаемое колебание – частотно-модулированное, то в 
общем случае 

 2

1 2 2 1 2 1 2

2 2

2 2
2 0

2 0

1
( ) [( τ ) ]

1
r

r r r r r r r
r r

n x
f t t f f

n x 0 ,
′+

′= − +
′+

 (П1.22) 
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где 
21

– частота колебаний -го луча, принимаемого 
объектом: 

0 rrf 1 2( , )r r

 1 1

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2

0 0
0 1

1 1

1
[( τ τ ) ]

1
r r

r r r r r r r r
r r r

n x
f t f

n x 1 ,f
′−

′= − − +
′−

  (П1.23) 

210 rrf ′  – производная частоты  в точке )(
210 tf rr 2

τrt − ,  – 

частота излучаемого сигнала в момент времени 
211 rrf

1 2
τ τr rt − − , 

211 rrf ′  – 

производная частоты  в точке )(
211 tf rr 1 2

τ τr rt − − . 
В данном случае, как следует из выражений (П1.22) и (П1.23), 

частота сигнала, соответствующего -у лучу, принимаемому 
приемником, определяется текущими скоростями перемещения 
корреспондирующих элементов, направлением излучения сигнала 
источником, направлениями приема и переизлучения сигнала от-
ражающим объектом, направлением приема сигнала приемником, а 
также законом частотной модуляции  излученного сигнала и 
его производной. Результирующие колебания, соответствующие 
разным лучам, разные. 

),( 21 rr

)(1 tf

*   *   * 

Из выражений, приведенных в данном разделе, следует, что в 
любом случае частота принимаемого сигнала определяется первы-
ми производными от функций, описывающих перемещение в про-
странстве корреспондирующих элементов, т.е. мгновенными ско-
ростями, и не зависит от производных более высокого порядка. 

Отсюда не следует, что производные высшего порядка не 
влияют на частоту принимаемого сигнала. Нетрудно убедиться, что 
когда эти производные не равны нулю, мгновенные скорости зави-
сят от времени. Тогда принимаемый сигнал оказывается частотно-
модулированным, даже при излучении тонального сигнала. Когда 
же производные высшего порядка равны нулю, мгновенные скоро-
сти являются константами и эффект частотной модуляции не на-
блюдается. 

Таким образом, существенная для эффекта Доплера ин-
формация о сложной динамике поведения корреспондирующих 
элементов полностью сосредоточена в мгновенных скоростях. 
Производные же высшего порядка существенной дополнительной 
информации не несут. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 
 

ЗАКОНЫ СНЕЛЛИУСА В СЛОЖНЫХ 
ДИНАМИЧЕСКИХ УСЛОВИЯХ 

 
 

При отражении сигнала от плоской границы раздела двух сред 
с плотностями ,  и скоростями звука ,  соответственно 
угол падения  равен углу отражения  и отношение синуса угла 
падения  к синусу угла преломления 

1ρ 2ρ 1c 2c
α β

α γ  равно коэффициенту пре-

ломления 21 ccn = : sin α/ sin γ n= . Эти классические законы 
отражения и преломления (законы Снеллиуса) известны давно и 
широко используются на практике. 

Исследования, проведенные различными авторами, в част-
ности [18, 17, 110, 57, 111, 109], показывают, что фактор движения 
существенным образом меняет многие известные закономерности. 
Не являются исключением и законы Снеллиуса. В настоящем 
приложении приведены результаты исследований [52, 55] влияния 
движения границы раздела сред на отражение и преломление 
лучей. 

 
П2.1. Основные зависимости 

 
Пусть луч падает на плоскую бесконечную подвижную грани-

цу раздела двух жидкостей (или жидкости и газа). Предполагается, 
что имеет место плоско-параллельное перемещение границы. Сжа-
тие сред пренебрежимо мало. 
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Введем две прямоугольные декартовые системы координат с 
параллельными осями: неподвижную  и подвижную 

, связанную с перемещающейся границей (рис. П2.1). Оси 

 и  сориентируем перпендикулярно падающему лучу и парал-

лельно границе, оси  и 

),,( 000 zyx
),,( zyx

0z z

0y y  – перпендикулярно границе, а оси  
и 

0x
x  – параллельно ей. При таком расположении осей все лучи (па-

дающий, отраженный и преломленный) лежат в плоскости 0=z  и 
трехмерная задача сводится к двумерной. 

 

� �
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Рис. П2.1. Геометрия задачи 
 
Пересчет одной системы координат в другую обеспечивается 

следующими формулами: 

 
),(
),(

0

0

tYyy
tXxx

+=
+=

 (П2.1) 

где  и  – величины смещения подвижной системы коор-
динат относительно неподвижной в момент времени  соответст-
венно вдоль осей  и  (

)(tX )(tY
t

0x 0y 0)0()0( == YX ). 
В условиях движения границы частоты падающей, отраженной 

и преломленной волн могут отличаться друг от друга. Поэтому по-
тенциалы скорости этих трех волн описываются в комплексном 
виде выражениями 
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0 0
1

.

0 0
1

0 0
2

1Φ exp jω [ ( sin α cosα)] ,

1Φ exp jω [ ( sinβ cosβ)] ,

1Φ exp jω [ ( sin γ cos γ)] ,

i i i

r r r

t t t

A t x y
c

A t x y
c

A t x y
c

⋅

⋅

⎧ ⎫
= − −⎨ ⎬

⎩ ⎭
⎧ ⎫

= − +⎨ ⎬
⎩ ⎭
⎧ ⎫

= − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

 (П2.2) 

где  и  – амплитуды и круговые частоты соот-
ветственно падающей, отраженной и преломленной волн. 

tri AAA ,, ω , ω , ωi r t

t

Дифференцируя по  выражения (П2.2), можно записать дав-
ления, создаваемые падающей, отраженной и преломленной вол-
нами, в виде 

t

  (П2.3) 1 1 2ρ ω Φ , ρ ω Φ , ρ ω Φ .i i i r r r t tP P P= = =
Вычисляя градиенты потенциалов (П2.2), можно получить ко-

лебательные скорости падающей, отраженной и преломленной 
волн в виде выражений  

T

T

T

(sin α, cosα) ,

(sinβ, cosβ) ,

(sin γ, cos γ) ,

i i

r r

t t

V V

V V

V V

= −

=

= −

 

где , ,  – комплексные модули векторов колебательных ско-
ростей, описываемые выражениями 

iV rV tV

 
1 1

ω ωωj Φ , j Φ , j Φi tr
i i r r tV V V

c c

⋅ ⋅ ⋅

= = =
2

tc

os

. (П2.4) 

Тангенциальные , ,  и нормальные , ,  ком-
поненты этих комплексных векторов описываются следующими 
выражениями: 

ixV rxV txV iyV ryV tyV

sin α, sinβ, sin γ,

cosα, cosβ, c γ.
ix i rx r tx t

iy i ry r ty t

V V V V V V

V V V V V V

= = =

= − = = −
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На границе должны отсутствовать скачки давления и нормаль-
ной составляющей колебательной скорости. Поэтому 

  .||)(,||)( 0000 ==== =+=+ ytyyryiyytyri VVVPPP
Эти граничные условия имеют место для всех значений x  и t , 

если равны экспоненты в выражениях (П2.2). Тогда, принимая во 
внимание выражение (П2.1), имеем 

 

( )

( )

( )

1

1

2

1ω ( ) sinα ( ) cosα

1ω ( ) sinβ ( ) cosβ

1ω ( ) sin γ ( ) cos γ .

i

r

t

t x X t Y t
c

t x X t Y t
c

t x X t Y t
c

⎧ ⎫
⎡ ⎤− + − =⎨ ⎬⎣ ⎦

⎩ ⎭
⎧ ⎫

⎡ ⎤= − + +⎨ ⎬ =⎣ ⎦
⎩ ⎭
⎧ ⎫

⎡ ⎤= − + −⎨ ⎬⎣ ⎦
⎩ ⎭

 (П2.5) 

Эти равенства превращаются в тождества, если 

 
1 1 2

ω ωωsin α sinβ sin γi r

c c c
= = t ,  (П2.6) 

 

1 1

1 1

2 2

( ) ( )ω sinα cosα

( ) ( )ω sinβ cosβ

( ) ( )ω sin γ cos γ .

i

r

t

X t Y tt
c c

X t Y tt
c c

X t Y tt
c c

⎡ ⎤
− + =⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤

= − − =⎢ ⎥
⎣ ⎦
⎡ ⎤

= − +⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (П2.7) 

Из выражений (П2.6) и (П2.7) можно получить  

 
1 1

( ) ( )cosα sinβ sinαcosβ sinαY t Y tt t
c c

⎡ ⎤
+ +⎢ ⎥

⎣ ⎦
= , (П2.8) 

 2

1 1

( ) ( )cosα sin γ sinαcosβ sinαY t Y t ct t
c c c

⎡ ⎤
+ − =⎢ ⎥

⎣ ⎦ 1

. (П2.9) 
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Из выражений (П2.6), (П2.8) и (П2.9) видно, что углы отраже-
ния и преломления, а также частоты отраженной и преломленной 
волн не зависят от параметров движения границы вдоль оси  и 

определяются параметрами ее движения вдоль оси  и скоростя-
ми звука в граничащих средах. 

0x

0y

 
 

П2.2. Обобщенные законы отражения и преломления 
при движении границы раздела сред  

с постоянной скоростью 
 

Пусть граница движется вдоль оси  с постоянной скоростью 
 (т.е. 

0y
v vttY =)( ). Тогда из выражений (П2.8), (П2.9) следует  

 
1 1

1 cosα sinβ sinαcosβ sinαv v
c c

⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
= , (П2.10) 

 2

1 1

1 cosα sin γ sinαcos γ sinαv v c
c c c

⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠ 1

. (П2.11) 

Откуда 
 sin(β φ) sin αK+ = ,  (П2.12) 

 2

1

sin(γ φ) si αcK
c

− = n ,  (П2.13) 

где 

 1

1

sinα
φ arctg

1 cosα

v
c

v
c

=
+

, (П2.14) 

 
2

2
1 1

1

1 2 cosα
K

v v
c c

=

+ +

. (П2.15) 
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Круговые частоты колебаний отраженной и преломленной 
волн описываются выражениями 

 
sin αω ω
sinβr i= , (П2.16) 

 2

1

sin αω ω
sin γt i

c
c

= , (П2.17) 

прямо следующими из выражений (П2.6). Принимая во внимание 
равенства (П2.10), (П2.11), имеем 

 1

1

1 cosα
ω ω

1 cosβ
r i

v
c
v
c

+
=

−
, (П2.18) 

 1

2

1 cosα
ω ω

1 cos γ
t i

v
c
v
c

+
=

+
. (П2.19) 

Из формул (П2.12) – (П2.19) видно, что при фиксированном 
угле падения  углы отражения  и преломления α β γ , а также час-

тоты колебаний отраженной  и преломленной  волн не зави-
сят от времени и определяются скоростью  движения границы 
вдоль оси  и скоростями звука в граничащих средах , . 

ωr ωt

v
0y 1c 2c

Выражения (П2.12) и (П2.13) обобщают формулы, описываю-
щие классические законы отражения и преломления Снеллиуса, а 
выражения (П2.18) и (П2.19) – зависимости, описывающие класси-
ческий эффект Доплера. 

Из формул (П2.12) и (П2.13) при отсутствии движения ( v =0) 
следуют известные соотношения α β= , 1 2sin γ sinαc c= , а из 
формулы (П2.18) при движении границы с постоянной скоростью 

 и нулевом значении угла падения (α βv 0= = ) – другое известное 
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соотношение, описывающее для отраженной волны доплеровские 
искажения частоты: 

 1

1

1
ω ω

1
r i

v
c
v
c

+
=

−
. 

 
 

П2.3. Особенности отражения и преломления волн 
при движении границы раздела сред  

с постоянной скоростью 
 

Зависимости смещений углов отражения  и преломления 

 от величины угла падения представлены на рис. П2.2, а зави-

симости относительных частот 

Δβ
Δγ

ω
ω

r

i

, 
ω
ω

t

i

 отраженной и преломлен-

ной волн от той же величины – на рис. П2.3. На этих рисунках 
, 0Δβ β β= − 0Δγ γ γ= − , , 0β 0γ  – углы отражения и преломления 

в отсутствии движения. Кривые получены с использованием фор-
мул (П2.12) – (П2.15), (П2.18), (П2.19). Они соответствуют скоро-
стям звука 1 340м сс = , 2 1500м сс = . Рис. П2.2, б и рис. П2.3, б 
приведены для «до критических» значений угла падения , когда 
угол преломления 

α
γ  является вещественной величиной. 

Из графиков видно, что даже при небольшой (в сравнении со 
скоростью звука ) скорости  наблюдаются заметные смещения 
угловых и частотных параметров отраженной и преломленной 
волн. Величина смещения зависит как от абсолютного значения 
скорости движения границы, так и от направления движения. Сме-
щения угловых параметров возрастают с увеличением абсолютного 
значения скорости. 

1с v
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Рис. П2.2. Зависимости смещений углов отражения Δβ  (а) и преломления 

 (б) от угла падения  при скорости движения границы v = –4, –3, –2, –

1, 0, 1, 2, 3, 4 

Δγ Δγ

м с  (соответственно кривые 1 – 9) 
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Рис. П2.3. Зависимости относительных частот отраженной волны 
 (а) и преломленной волны  (б) от угла падения  при  

скорости = –4, –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, 4 

ω / ωr i iω /ωt α

v м с  (соответственно кривые 1 – 9) 
 
При удалении границы от источника угол отражения  откло-

няется в сторону границы; с возрастанием угла падения  смеще-
β
α
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ние  сначала увеличивается, а затем уменьшается до нуля. При 
приближении границы к источнику угол  отклоняется в сторону 
от границы; с увеличением  смещение  монотонно растет по 
абсолютной величине. 

Δβ
β

α Δβ

При определенном соотношении параметров угол  может 
принимать значения, которые больше 90 градусов. Этот странный, 
на первый взгляд, эффект наблюдается только при удалении грани-
цы от источника. 

β

По мере увеличения модуля скорости  значение угла , 
при котором наблюдается этот эффект, смещается в сторону мень-
ших углов. Если для сравнительно небольших скоростей оно нахо-
дится в районе  (см. рис. П2.2, а), то, как следует из выра-
жений (П2.12), (П2.14) и (П2.15), для  оно стремится к . 

При  отражение от границы отсутствует, угол отражения 

 и отраженная волна совпадает с падающей. 

|| v α

90α =
1cv → 0

1cv =
180β =
Характер зависимости смещения угла преломления от угла па-

дения иной. При удалении границы от источника угол преломления 
 отклоняется в сторону границы; с увеличением угла падения  

происходит сначала увеличение смещения угла преломления Δγ , а 
затем уменьшение до нуля. При приближении границы к источнику 
угол преломления 

γ α

γ  отклоняется в сторону от границы; с увеличе-
нием угла  смещение  вначале растет по абсолютной величи-
не, а затем падает до нуля. 

α Δγ

Значение экстремума сдвига , а также соответствующая 

ему точка  угла падения  зависят от скорости движения гра-

ницы. С возрастанием абсолютного значения  значение  
уменьшается. 

Δγ
αm α

| |v αm

Из выражения (П2.11) следует зависимость критического угла 
падения  от скорости движения  и скорости звука в гранича-
щих средах: 

αc v
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1
2 2

22

α arcsin arctgc
c v

cc v
= +

+
. 

При малой скорости  критический угол оказывается практи-

чески константой. В рассматриваемом примере для 

v
40м с| |v <  

величина α  лежит в диапазоне 14 . c 15−

По мере увеличения абсолютного значения скорости  сме-
щения частотных параметров, как правило, возрастают 
(см. рис. П2.3). Исключением является частота отраженной волны 

 при отрицательных скоростях : в районе больших углов  

возрастание величины v  сопровождается небольшим уменьшением 

смещения ω . 

| |v

ωr v α

r

 
 

П2.4. Обобщенные законы отражения  
и преломления при движении границы раздела сред  

с переменной скоростью 
 

Когда граница движется неравномерно, из выражений (П2.6), 
(П2.8) и (П2.9) следуют формулы, аналогичные (П2.12), (П2.13), 
(П2.18), (П2.19): 

 sin(β φ( )) ( ) sin αt K t+ = ,  (П2.20) 

 2

1

sin(γ φ( )) ( ) sin αct K t
c

− = , (П2.21) 

 1

1

( ) cosα
ω ω ( ) cosβ

r i

Y tt
c

Y tt
c

+
=

−
,  (П2.22) 
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1

2

( ) cosα
ω ω ( ) cos γ

t i

Y tt
c

Y tt
c

+
=

+
,  (П2.23) 

где 

 1

1

( ) sinα
φ( ) arctg ( ) cosα

Y t
ct Y tt

c

=
+

, (П2.24) 

 
2

2
2
1 1

( )
( ) ( )2 cosα

tK t
Y t tY tt

c c

=

+ +

. (П2.25) 

Из выражений (П2.20) – (П2.25) видно, что при неравномерном 
движении границы углы отражения и преломления, а также круго-
вые частоты отраженной и преломленной волн являются функция-
ми времени. Вид этих зависимостей определяется законом движе-
ния границы вдоль оси , а также скоростями звука в граничащих 
средах. 

0y

 
 
П2.5. Коэффициенты отражения и преломления 

при движении границы раздела сред 
 

С учетом соотношений (П2.2) – (П2.7) граничные условия 
можно записать в виде  

 1 1 2ρ ω ρ ω ρ ω ,i i r r t tA A A+ =   (П2.26) 

 
1 1 2

ω ωωcosα cosβ cos γi tr
i r tA A A

c c c
− = .  (П2.27) 

Решая эти уравнения относительно отношения амплитуд, с 
учетом соотношений (П2.2) и (П2.5) получим выражение для ком-
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плексных коэффициентов отражения  и прохождения  по 
потенциалу скорости: 

ΦK ΦT

 

Φ
0

Φ
0

ω ( cosα cos γ)Φ ,
Φ ω ( cosβ cos γ)

Φ ω 2cosα ,
Φ ω ( cosα cos γ)

ir r

i i ry

t t i

i i ty

qAK
A q

AT
A n q

=

=

−
= = =

+

= = =
+

 (П2.28) 

где 2 2

1 1

ρ
ρ

cq
c

=  – отношение волновых сопротивлений. 

Из выражений (П2.20) – (П2.25), (П2.28) видно, что коэффици-
енты отражения и прохождения не зависят от параметров движения 
вдоль оси , а определяются параметрами перемещения вдоль оси 

 и параметрами граничащих сред. 
0x

0y
На основании выражений (П2.3), (П2.4), (П2.28) нетрудно по-

лучить формулы, описывающие коэффициенты отражения и пре-
ломления по давлению , , колебательной скорости ,  и 

модулю вектора Умова – Пойтинга , : 
PK PT VK VT

UK UT
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Φ Φ
0 0
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где , ,  – комплексные модули векторов Умова – Пойтин-

га, связанные с векторами Умова – Пойтинга 

iU rU tU

iU , rU , tU  форму-
лами 

(sinα, cosα) ,

(sinβ, cosβ) ,

(sin γ, cos γ) .

T
i i

T
r r

T
t t

U U

U U

U U

= −

=

= −

 

Зная векторы Умова – Пойтинга, легко рассчитать векторы 
интенсивности: 

 ],Re[ ii UJ =  ],Re[ rr UJ =  ]Re[ tt UJ = . (П2.31) 
Из формул (П2.29) – (П2.31) видно, что даже в том случае, ко-

гда граничащие среды не отличаются между собой по плотности и 
скорости звука, но имеет место их взаимное перемещение вдоль 
оси , наблюдается отражение и преломление волн. При этом уг-
лы падения, отражения и преломления отличаются друг от друга, 
отличаются и частоты падающей, отраженной и преломленной 
волн, а также их амплитуды. 

0y

 
П2.6. Обобщенные законы отражения и преломления 

для твердых тел, движущихся в жидкости 
 

Отражение лучей от твердого тела, движущегося в жидкости, 
подчиняется обобщенному закону отражения, справедливому для 
жидких сред, однако закон преломления несколько иной [55]. 
Отличие вызвано тем, что в жидкой среде могут распространяться 
только продольные волны, а в твердом теле – также и поперечные. 
Скорости распространения этих двух типов волн различные: для 
продольных волн одна скорость ( ), а для поперечных – 

другая( ). 
2c

2tc
Продольные и поперечные волны в твердом теле формируются 

так же как и продольные преломленные волны в жидкой среде. Из-
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за отличия скоростей распространения волн направления их рас-
пространения – тоже разные. 

Формулы, описывающие параметры поперечной волны, сле-
дующие: 

 ( ) 2

1

sin δ φ( ) ( ) sinαtct K t
c

− = , 

 1

2

( ) cosα
ω ω ( ) cosδ

tt i

t

Y tt
c

Y tt
c

+
=

+
, 

где  – угол преломления и  – круговая частота преломленной 
поперечной волны. 

δ ωtt

*   *   * 

Таким образом, в условиях движения законы отражения и пре-
ломления отличаются от классических законов Снеллиуса. Движе-
ние границы раздела сред вдоль нормали меняет параметры отра-
женных и преломленных волн: их частоты и углы отражения и пре-
ломления. Даже при малых скоростях движения границы происхо-
дят заметные изменения угловых и частотных параметров отра-
женных и преломленных волн. Величина изменения зависит от аб-
солютного значения скорости движения границы и направления ее 
движения. При неравномерном движении границы частоты отра-
женных и преломленных волн, а также углы отражения и прелом-
ления являются функциями времени. 

2
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3  
 

ХАРАКТЕРИСТИКИ ВОЛНЕНИЯ МОРЯ  
И ПАРАМЕТРЫ КАЧКИ 

 
 

Для описания степени волнения моря используют различные 
шкалы, характеризующие высоту волн, зыби и скорости ветра: 
шкалу Дугласа, шкалу кода №75 Всемирной метеорологической 
организации и шкалу Бофорта [163]. 

Следует иметь в виду, что в океанографии под термином «мор-
ские волны» понимают волны на поверхности океана, возникающие 
под действием ветра или поддерживаемые ветром в пределах заро-
ждения, а под термином «зыбь» – волны на поверхности океана, 
наблюдаемые вне этой области. 

В работах [163, 186] приведены данные о повторяемости волн 
разной высоты по отдельным районам мирового океана и усред-
ненные (табл. П3.1) данные по всему мировому океану. 

 
Таблица П3.1 

Частота повторяемости волн разной высоты в мировом океане 

Высота волн, м 

 

0 – 0,9

 

0,9 – 1,2

 

1,2 – 2,1

 

2,1 – 3,6

 

3,6 – 6,0

 

Более 6,0

 
Частота повто-
ряемости, % 20 25 20 15 10 10 

 
Волны на море в условиях ветра обычно состоят из множества 

мелких волн, наложенных на более крупные. Периодичность их 
следования, как правило, нарушена. Их гребни более острые, чем 
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гребни синусоидальных волн. Длина гребней сопоставима по раз-
мерам с длиной волны. 

Волны зыби более упорядочены, имеют более длинные гребни, 
более закругленные вершины и более стабильный период следова-
ния. 

Средний период морских волн τ  колеблется в диапазоне от 3 
до 10 секунд, а среднеквадратическое отклонение (СКО) ординат 

 – от 0,2 до 2 метров (табл. П3.2) [145, 150]. σ
 

Таблица П3.2 
Параметры спектра морского волнения  

Степень волнения, баллы Параметр 3 4 5 6 7 8 
Высота волны 

, м 3%h 1,25 2,0 3,5 6,0 8,5 11 

Средний 
период волн 
τ , с 

3,7 4,5 6,0 7,8 9,2 10,5 

СКО ординат 
, м σ 0,24 0,39 0,66 1,13 1,6 2,08 

 
Средний период волн зыби больше, чем период морских волн. 

Он колеблется в диапазоне от 5 до 30 секунд. 
Чаще всего волнение, наблюдаемое в океане, является резуль-

татом наложения ветрового волнения и нескольких волновых сис-
тем зыби. Анализ большого количества наблюдений в северо-
восточной части Атлантического океана показал [23], что ветровое 
волнение наблюдается в 18 – 21% случаев, чистая зыбь – в 3 – 5% и 
смешанное волнение с различным сочетанием типа волн – в 74 – 
75% случаев. 

Для глубокой воды классическая волновая теория устанавли-
вает следующее примерное соотношение [191] между длиной вол-
ны L  в метрах, периодом  в секундах и скоростью  в метрах за 
секунду: , 

τ v
21,5τL ≈ 2,4τ.v =  

Наблюдения показывают [163], что отношение высоты мор-
ских волн и зыби к длине волны в большинстве случаев лежит в 
диапазоне от 0,1 до 0,008. 
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Морские волны и волны зыби распространяются с разной ско-
ростью. В работе [163] приведено распределение (рис. П3.1), ха-
рактеризующее разброс скоростей движения волн. 

 

0,9

0,8

0,7

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

0 0,5 1 1,5 2 v, ì/ñ

W

 
 

Рис. П3.1. Распределение скоростей  движения морских волн v
 

По одним данным [163] энергетический спектр практически не 
зависит от волнения моря, по другим [184] – ширина спектра при-
мерно пропорциональна скорости ветра. 

Расчеты и экспериментальные данные показывают, что углы 
крена, дифферента и рыскания зависят не только от волнения моря, 
но также от мореходных характеристик корабля, скорости хода, 
ориентации относительно направления распространения морских 
волн и других параметров. 

Чем меньше корабль, тем большее влияние на него оказывает 
волнение моря. При сильном шторме амплитуда крена  кораблей 
малого водоизмещения доходит до 30 – 40 , дифферента  – до 
10 – 15 , рыскания  – до 5 – 7 , а вертикальных перемещений 

Θ
o Ψ

o Φ o

Z  – до 5 – 8 м. 
Периоды крена, дифферента и вертикальных перемещений ле-

жат в диапазоне соответственно 5 – 15 с, 4 – 10 с и 5 – 20 с. 
Усредненные зависимости параметров качки от ориентации 

корабля относительно направления распространения морских волн 
и степени волнения моря представлены на рис. П3.2 и П3.3 
соответственно. 
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Рис. П3.2. Характерные зависимости амплитуд Θ  (а)  

и периодов  (б) качки от курсового угла  морских волн (черные 

столбцы соответствуют бортовой качке, а светлые – килевой) 
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Рис. П3.3. Характерные зависимости амплитуд  (а), Θ, Ψ Z (б) и периодов 

 (в), θ ,T Tψ zT  (г) качки от степени волнения моря sf  (на рис. а, в черные 

столбцы соответствуют бортовой качке, а светлые – килевой) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 4 
 

МАТРИЦА ПОВОРОТА 
 
 

Матрица поворота антенны A =  представляет собой ор-
тогональную матрицу, описывающую так называемое собственное 
вращение. Её детерминант 

)(tA

1det( )A = , а T TA A AA E= = , где  
– оператор транспонирования, 

T
E  – единичная матрица. Любые три 

элемента 1,3( , )ija i j =  матрицы A  определяют остальные 
шесть её элементов. 

Элементы  представляют собой косинусы углов между ба-

зисными векторами 
ija

ie  системы координат 1 2 3( , , )e e e  и поверну-

тыми базисными векторами jj eAe =′  системы координат 

: =1 2 3( , , )e e e′ ′ ′ ija ie  je ′ ji eAe=  1,3( , )i j = . 

Матрицу A  можно описывать различными способами: эле-
ментами  или другими параметрами. Обычно используют сле-
дующие параметры: 

ija

1) угол поворота  и направляющие косинусы  оси 
вращения; 

η 321 ,, ccc

2) углы Эйлера ; α, β, γ
3) углы Эйлера – Крылова α ; , β , γk k k

4) углы крена θ , дифферента  и рыскания ; ψ φ
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5) угол рыскания  и углы наклона ,  к горизонтальной 
плоскости соответственно осей 

φ ν ξ

1x′  и 2x′ . 
Рассмотрим все эти параметры. 
При первом способе задания матрицу A рассматривают как 

матрицу, поворачивающую радиус-вектор x  каждой точки про-
странства на угол поворота  вокруг оси вращения. Угол поворота 

 и направляющие косинусы  оси вращения определяют-
ся формулами 

η
η 321 ,, ccc

 

32 23
1

13 31 21 12
1 1

1
2

2 2

Sp( )cosη , ,
2 si η

, ,
sin η sin η

A ac

a a a ac c

− − ⎫= =
n
a

⎪⎪
⎬− − ⎪= =
⎪⎭

 (П4.1) 

где угол  соответствует правому вращению, а  – след 
матрицы 

η 0> )(Sp A
A . 

В этом случае матрица вращения A  имеет следующий вид: 
2
1 1 2 1 3

2
2 1 2 2 3

2
3 1 3 2 3

3 2

3 1

2 1

1 0 0
0 1 0 1
0 0 1

0

0

0

cosη ( cosη)

sin η .

c c c c c

A c c c c c

c c c c c

c c
c c
c c

= + −

−
+ −

−

+

 (П4.2) 

Две следующие системы параметров основаны на матрицах 
  , описывающих правые вращения на угол  

вокруг осей 
1(ζ),A 2 (ζ),A 3(ζ)A ζ

1x , 2x , 3x : 

 1

1 0 0
0
0

(ζ) cosζ sin ζ
sin ζ cosζ

A = − , (П4.3) 
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 2

0
0 1 0

0

cosζ sin ζ
(ζ)

sin ζ cosζ
A =

−
,  (П4.4) 

 3

0
0

0 0

cosζ sin ζ
(ζ) sin ζ cosζA

−
=

1
.  (П4.5) 

Углы Эйлера – углы трёхэтапного поворота вокруг двух осей 
координат (вокруг одной оси, потом вокруг второй и затем опять 
вокруг первой). Оператор поворота не коммутативен, поэтому су-
щественную роль играет последовательность поворотов.  

Возможны шесть вариантов описания матрицы A  с помощью 
углов Эйлера. Чаще всего эти углы определяют как углы последо-
вательного поворота вокруг оси  на угол , затем оси  на 

угол β , а потом снова вокруг оси  на угол 
3x α 2x

3x γ . При этом матрица 

вращения A  представляет собой произведение трёх матриц: 

 3 2 3(γ) (β) (α)A A A A= . (П4.6) 

Углы Эйлера  связаны с углом поворота  
выражениями (П4.1), (П4.6), из которых следует 

α, β, γ η

 
2 2
η α γcos cos cos

2
β+

= . 

Углы Эйлера – Крылова  представляют собой углы 
поворотов вокруг трёх осей. В данном случае последовательность 
поворотов также играет существенную роль. Возможны шесть 
вариантов задания матрицы с помощью углов Эйлера – Крылова. 
Чаще всего используют вариант с поворотами на углы 

α , β , γk k k

γ , β , αk k k  

вокруг соответственно осей , ,  и на углы 3x 2x 1x γ , α ,βk k k′ ′ ′  вокруг 

соответственно осей , , . 3x 1x 2x
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В этих случаях матрица поворота A  может быть представлена 
в виде произведения трёх матриц (П4.3) – (П4.5): 

 1 2 3(α ) (β ) (γ )k kA A A A k= , (П4.7) 

 2 1 3(β ) (α ) (γ )k kA A A A k′ ′ ′= . (П4.8) 
Углы Эйлера – Крылова связаны следующими соотношениями 

[129]: 

 

 tgα tgα cosβ ,
tgβ tgβ cosα ,
γ γ .

k k k

k k k

k k

′ ′= ⎫
⎪′= ⎬
⎪′ = ⎭

  (П4.9) 

Углы Эйлера – Крылова и углы Эйлера однозначно характери-
зуют матрицу поворота A . Однако некоторые повороты осей не-
однозначно описываются наборами указанных углов, например, 
повороты, при которых в формуле (П4.6) 0β =  или при которых в 

формуле (П4.7) 2β πk = . 
Расчеты показывают, что при углах крена и дифферента менее 

20° отличие углов  соответственно от углов α , βk k kα , βk′ ′  состав-
ляет не более десятков минут. По мере возрастания углов крена и 
дифферента эти отличия возрастают. 

Надо иметь в виду, что на практике обычно используются два 
варианта определения этих понятий. Будем считать, что плоскость 

1 2( , )x x  – горизонтальная, ось 1x  ориентирована вдоль расчетного 
курса корабля, ось 1x′  проходит через диаметральную линию ко-
рабля в направлении корма – нос, а плоскость 1 2( , )x x′ ′  параллельна 
палубе. Тогда в обоих случаях углом рыскания называют угол ме-
жду проекцией оси 1x′  на горизонтальную плоскость 1 2( , )x x  и 
расчетным курсом корабля.  

В первом случае углом дифферента называют угол наклона к 
горизонтальной плоскости оси 1x′ , а углом крена – угол в плоско-

сти ( ) между осью 32 , xx ′′ 2x′  и линией пересечения плоскостей 

1 2( , )x x  и 2 3( , )x x′ ′ .  
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Во втором случае углом дифферента называют угол в плоско-
сти 1 3( , )x x′ ′  между осью 1x′  и линией пересечения плоскостей 

1 3( , )x x′ ′  и 1 2( , )x x , а углом крена – угол наклона к горизонтальной 

плоскости 1 2( , )x x  оси 2x′ . 
Из приведенных определений следует, что в первом случае уг-

лы крена , дифферента  и рыскания  совпадают соответст-

венно с углами , а во втором – соответственно с углами 

. 

θ ψ φ
α , β , γk k k

α , β , γk k k′ ′ ′
Обычно положительными считаются крен на правый борт, 

дифферент на корму и рыскание вправо, если смотреть на корабль 
сверху. 

Иногда вместо углов крена и дифферента используют углы  
и , измеряемые инклинометрами. Они определяются как углы 
наклона к горизонтальной плоскости осей  и 

ν
ξ

1x′ 2x′ . Эти углы свя-
заны с углами Эйлера – Крылова следующими формулами: 

  (П4.10) 
sin ν sinα cosβ ,

ξ β
k k

k .
= ⎫

⎬= ⎭
 

231

 



 
 
 

232 

ПРИЛОЖЕНИЕ 5 
 

ШУМОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  
СУДОВ И КОРАБЛЕЙ 

 
 

Основными составляющими шумов судов и кораблей 
считаются: 

– собственный шум гребных винтов, включающий 
кавитационный шум, шум вращения винтов и вихревой шум; 

– шум корпуса корабля, обусловленный его вибрацией под 
воздействием вращения гребных винтов, работы главных и вспомо-
гательных механизмов, срывов вихрей с кормовой оконечности 
корабля и кавитацией на плохо обтекаемых частях корпуса; 

– прочие шумы, в частности, шум, создаваемый пограничным 
слоем корпуса корабля, шум носового буруна и др. 

Сплошная часть спектра шумов судна перекрывает диапазон от 
десятков до тысяч герц, дискретные же спектральные составляю-
щие обычно сосредоточены в области низких частот. 

Следует отметить, что с повышением скорости движения судна 
уровень создаваемых им шумов растет пропорционально прибли-
зительно третьей степени скорости хода. 

Дискретные составляющие спектра шумов судов связаны, в 
первую очередь, с вращением лопастей гребных винтов, а также с 
биениями вала двигателя и различных работающих механизмов. 
Дискретные составляющие, обусловленные вращением винтов, 
проявляются на частотах, кратных основной гармонике, которая 
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может быть рассчитана по формуле / 60,f kL=  где  – число 
оборотов гребного винта в минуту, 

k
L  – количество лопастей 

гребного винта. Дискретные составляющие, связанные с работой 
механизмов, обычно кратны половине частоты сети 
электропитания (25 Гц при частоте сети 50 Гц и 30 Гц при частоте 
сети 60 Гц). 

Исследования показывают, что низкочастотные составляющие 
спектра шумоизлучения часто подчеркиваются резонансом корпуса 
судна. 

В формировании шумового поля судна важную роль играет ка-
витация, возникающая на корпусе, гребном винте и в носовом бу-
руне. При малых скоростях хода возникает «газовая кавитация», 
проявляющаяся в колебаниях пузырьков воздуха вокруг судна. С 
увеличением скорости хода газовая кавитация переходит в паровую 
кавитацию. 

Паровая кавитация характеризуется быстрым ростом пузырь-
ков и последующим их схлопыванием, вызывающим ударную вол-
ну большой амплитуды. Импульсы газовой кавитации описываются 
затухающей синусоидой, паровой кавитации – экспонентой. Спек-
тры импульсов кавитации имеют максимумы на частотах, опреде-
ляемых средним размером кавитирующих пузырьков. 

Спектры шумов различных судов отличаются. Это обстоятель-
ство создает предпосылки для идентификации (классификации) 
судов по их спектрам. Однако точность идентификации невысока. 
Связано это с тем, что при изменении режима движения и включе-
нии – выключении различных механизмов спектральный портрет 
судна меняется. На рис. П5.1 – П5.2 в качестве примеров, иллюст-
рирующих сказанное, приведены спектры двух судов, полученные 
в ходе двух научно-исследовательских тихоокеанских экспедиций. 

Из рисунков видно, что в области низких частот спектр пер-
вого судна содержит множество дискретных составляющих, спектр 
второго судна – только две дискретные составляющие. В диапазоне 
частот 0,1 – 1 кГц спектр первого судна имеет всего несколько 
дискретных составляющих, а второго судна – большое число. На 
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разных режимах движения первого судна спектры шумов 
(рис. П5.1, б – г) заметно отличаются. 
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Рис. П5.1. Спектры шумов первого судна при разных режимах движения: 
низкочастотный (а) и высокочастотный (б – г) спектры 
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Рис. П5.2. Низкочастотный (а) и высокочастотный (б) спектры шумов 
второго судна 

 
На низких частотах, как правило, ширина дискретных состав-

ляющих существенно меньше, чем на высоких частотах. Обработка 
колебаний с использованием аппаратуры сверхтонкого спектраль-
ного анализа показала, что 

– в диапазоне частот 10 – 60 Гц ширина дискретных состав-
ляющих может доходить до 0,025 – 0,05 Гц (рис. П.5.3),  

– в диапазоне частот 100 – 400 Гц – до 0,1 Гц,  
– в диапазоне частот 400 – 1000 Гц – до 0,5 – 1 Гц. 
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Рис. П5.3. Гистограмма распределения ширины дискретных составляющих 
спектра шумов судов в области частот 10 – 60 Гц 
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ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 
 
 

А 
Алгоритм БПФ 
– – Винограда 4 
– – Кули – Тьюки 4 
– быстрой свертки 4 
– расширенной обработки быстрый 
когерентного сигнала 4.2 

– – – – стохастического сигнала 4.3 
– секционированной обработки 5 
– – – быстрый для антенны 
сложной конфигурации 5.2 

– – – – – подвижной антенны 5.3 
– – – – – линейной антенны 5.1.3 
– – – – с подавлением локальной 
помехи 5.4  

– – – – – – – – в процессе 
формирования веера 
характеристик направленности 
5.4.1 

– – – – – – – – после формирования 
веера характеристик 
направленности 5.4.2 

антенна дискретная (антенная 
решетка) 1.3 

– жесткой конструкции 1.3 
– незвукопрозрачная 5.2.4 
– мягкой конструкции 1.3 
– непрерывная 1.3 
 

В 
Вектор интенсивности П2.5 
– пространственных частот 1.6.3 
– Умова – Пойтинга П2.5 

– – –, модуль П2.5 
вероятность 
– ложной тревоги 3.3.1 
– правильного обнаружения 3.3.1 
волна морская П3 
– поперечная П2.6 
– продольная П2.6 
 

Г 
ГПБА (гибкая протяженная 
буксируемая антенна) 1.3 

 
Д 

Дисперсия белого шума 1.7 
– локальной помехи 1.7 
 

З 
Закон Снеллиуса П2 
зона Фраунгофера (дальняя) 1.6.1 
– Френеля (ближняя) 1.6.1 
зыбь П3 
 

И 
Измерение местоположения 
элементов антенны 1.3 

интеграл вероятности 3.3.1 
интервал когерентности 1.6.4 
– наблюдения (см. область 
наблюдения) 

– – расширенный 5.1.1 
– поперечной корреляции 1.6.4 
– продольной корреляции 1.6.4 
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интерполяция при расширенной 
обработке 4.4 

 
К 

Качка бортовая 1.2 
– вертикальная 1.2 
–, дополнительные виды 
– , основные виды 1.2 
– килевая 1.2 
–, основные виды 1.2 
– поперечно-горизонтальная 1.2 
– продольно-горизонтальная 1.2 
корреляционная функция 
пространственно-временная 1.6.3 

коэффициент отражения П2.5 
– преломления П2.5 
критерий оптимальности 2.1.1 
 

М 
Матрица  
– информационная Фишера 3.1.1 
– поворота (вращения) 1.3 
метод  
– обработки быстрый 
многоканальный 4, 5 

– – с расширением выборки поля  
(с добавлением нулевых отсчетов 
или расширенной обработки) 4.1, 
4.1.1 

– оптимизации обработки 
– – – когерентного сигнала 2.1.3, 

2.1.4, 2.1.5 
– – – стохастического сигнала 2.2.2, 

2.2.3 
модель сигнала (см. сигнал) 
– помехи (см. помеха) 
море глубокое 1.6.1 
– мелкое 1.6.1 
 

Н 
Неоднозначность определения 
направления прихода сигнала 1.1 

– – – – –, устранение 1.1, 3.1.3, 3.2.3 
неравенство Крамера – Рао 3.1.1 

нормализация 3.3.1 
 

О 
Область (интервал) наблюдения 1.4 
– – – временная 1.4 
– – – пространственная 1.4 
– – – пространственно-временная 

1.4 
– – – расширенная 4.1, 5.1.1 
– – – – параллелепипедообразная 

4.1 
– – – – цилиндрическая 4.1 
обработка 
– когерентного сигнала 2.1.1 
– – – многоволнового 2.4.1 
– – – при когерентной локальной 
составляющей 2.3.2 

– – – при некоррелированной 
помехе 2.1.2 

– – – при многокомпонентной 
помехе 2.3.1 

– – – при многолучевом 
распространении 2.4.3 

– – – при многомодовом 
распространении 2.4.3 

– – – при стохастической локальной 
составляющей 2.3.1 

– секционированная 5 
– стохастического сигнала 2.2.1 
– – – многоволнового 2.4.2 
– – – при когерентной локальной 
составляющей 2.3.3 

– – – при многолучевом 
распространении 2.4.3 

– – – при многомодовом 
распространении 2.4.3 

отношение  
– правдоподобия 2.2.1 
– сигнал-помеха (ОСП) 3.2.1, 3.3.1 
оценка совместная параметров 3.3.1 
 

П 
Параметр информативный 1.6.2 
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– неинформативный 
(несущественный) 1.6.2 

пачка сигналов 1.6.1 
– – когерентная не флуктуирующая 

1.6.2 
– – частично когерентная 1.6.2 
– – – – дружно флуктуирующая 

1.6.2 
– – – – недружно флуктуирующая 

1.6.2 
– – частотно-модулированных 1.6.1 
ПВОС расширенная для 
когерентного сигнала 4.1.1 

– – – стохастического сигнала 4.1.2 
перемещение 
– апериодическое линейное 3.1.2 
– периодическое линейное 3.1.2 
– центра массы орбитальное 1.2 
плотность мощности спектральная 

1.6.3 
– – – взаимная 1.6.3 
– – – – помехи 2.2.2 
– – – локальной помехи 1.7 
– – – распределенной помехи 1.7 
площадь рассеяния эффективная 

1.6.2 
поворот 
– апериодический 3.1.2 
– периодический 3.1.2 
помеха 1.5 
– анизотропная 1.7 
– изотропная 1.7 
– многоволновая 1.7 
– многолучевая 1.7 
– многомодовая 1.7 
– некоррелированная по 
пространству и времени (белый 
шум) 1.7 

– нестационарная локальная 
когерентная 1.7 

– однородная 1.7 
– распределенная по пространству 

1.7 
– стационарная 1.7 

– стохастическая (случайная) 1.5 
– – локальная 1.7 
помехоустойчивость 3.2 
потери помехоустойчивости для 
быстрого алгоритма 
расширенной обработки 4.4 

преобразование Фурье дискретное 
(ДПФ) 4 

– – быстрое (БПФ) 4 
процесс стационарный 1.6.3 
– однородный 1.6.3 
 

Р 
Разрешение по частоте 5.1.2 
распределение  
– гамма 1.6.2 
– гауссовское 1.6.2 
– логнормальное 1.6.2 
– Накагами 1.6.2 
– Сверлинга 1.6.2 
– экспоненциальное 1.6.2 
рефракция 1.6.1 
 

С 
Свертка быстрая 4 
секция нерасширенная 5.1.2 
– расширенная 5.1.1, 5.1.2 
сигнал 1.5 
– гармонический (тональный) 1.6.1 
– детерминированный 1.6.1 
– квазидетерминированный 1.6.2 
– когерентный 1.6.2 
– многоволновой 1.6.2 
– многолучевой 1.6.2 
– многомодовый 1.6.2 
– полигармонический 1.6.1 
– простой 1.6.1 
– сложный 1.6.1 
– стационарный 1.6.3 
– стохастический (случайный) 

1.6.1, 1.6.2 
– с частотной модуляцией 1.6.1 
– – – – линейной (ЛЧМ) 1.6.1 
– узкополосный 1.6.1 
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– частично-когерентный 1.6.2 
– частотно-манипулированный 

1.6.1 
– шумовой 1.6.1 
спектр временной 1.6.2  
–, дискретные составляющие 1.6.1 
– помехи локальной 1.7 
– принимаемых колебаний 2.1.4 
– секции копии сигнала 
расширенный 5.1.1 

– – принимаемых колебаний 5.1.1 
– сигнала 2.1.4 
–, сплошная часть 1.6.1 
– частотно-волновой 1.6.3 
– – помехи 2.1.3 
– – принимаемых колебаний 2.1.3 
– – сигнала 2.1.3 
среда «локально однородная» П1.3 
– неоднородная 1.6.1 
стабильность частоты 1.6.4 
субантенна кольцевая 5.2 
– линейная 5.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Т 
Точность 
– измерения (оценки) 
– – – направления прихода сигнала 

1.1 
– – – – – –, повышение 1.1 
– – – параметров сигнала 3.1 
 

У 
Угол дифферента П4 
– крена П4 
– рыскания П4 
уравнение Фредгольма 1.2.1 
 

Ф 
Фаза начальная 1.6.2 
функционал правдоподобия 1.2.1 
функция 
– Грина 1.6.2 
– – локальной помехи 1.6.2 
– – сигнала 1.6.2 
 

Э 
Эффект Доплера П1 
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СПИСОК ОСНОВНЫХ СОКРАЩЕНИЙ И 
ОБОЗНАЧЕНИЙ 

 
 

Список сокращений 
 

БПФ – быстрое преобразование Фурье; 
ГПБА – гибкая протяженная буксируемая антенна; 
ПВОС – пространственно-временная обработка сигнала; 
ОСП – отношение сигнал-помеха; 
СКО – среднеквадратическое отклонение. 

 
Обозначения греческими буквами 

 
α  – угол, описывающий направление 

прихода волны, угол падения, 
угловое расстояние между пер-
воначальным и конечным по-
ложением приемника или угол 
Эйлера; 

αc  – критический угол падения; 

α , β , γk k k  – углы Эйлера – Крылова; 

α(β)  – функция, учитывающая зависи-
мость сигнала от вектора еин-

формативных параметров β ; 

α( )k  – параметр, характеризующий 
потери помехоустойчивости; 

αd  – угол анизотропии; 

μα  – угол прихода плоской волны из 

-го направления; μ

β  – случайный неинформативный 
(несущественный) скалярный 
параметр сигнала, вероятность 
ложной тревоги, угол отраже-
ния или угол Эйлера; 

β  – случайный неинформативный 
(несущественный) векторный 
параметр сигнала; 

γ  – отношение сигнал-помеха, угол 
преломления или угол Эйлера; 

γ( )k  – отношение сигнал-помеха 
после этапа пространственной 
обработки для рассматриваемо-
го алгоритма обработки; 

0γ ( )k  – отношение сигнал-помеха 

после этапа пространственной 
обработки для оптимального ал-
горитма обработки; 

( )mΓ  – гамма-функция; 

δ( )t  – дельта-функция; 
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δf  – стабильность частоты; 

αΔ  – угол между двумя направления-
ми движения приёмного эле-
мента; 

Δβ  – смещение угла отражения; 

Δγ  – смещение угла преломления; 

Δχ cor  – интервал продольной про-

странственной корреляции сиг-
нала; 

Δχ cor⊥  – интервал поперечной про-

странственной корреляции сиг-
нала; 

φqΔ  – угловое расстояние между при-

ёмниками в -ой субантенне; q
ωΔ  – разрешение по круговой частоте; 

Δωc  – разрешение по круговой часто-

те при секционированной обра-
ботке; 

0ωKΔ  – нижняя граничная круговая 

частота рабочего диапазона час-
тот; 

fΔ  – полоса частот сигнала или раз-
решение по частоте; 

cfΔ  – разрешение по частоте при сек-

ционированной обработке; 

xlΔ  – координаты узлов параллелепи-
педообразной сетки; 

φ( , φ ,rrl l zlΔ Δ Δ )z

z

 – координаты 

узлов цилиндрической сетки; 
φrΔ ×Δ ×Δ  – размеры ячеек цилин-
дрической сетки; 

tΔ  – интервал дискретизации во вре-
мени; 

Δx  – интервал дискретизации по про-
странству (размер ячеек парал-
лелепипедообразной сетки) или 

максимальное смещение поло-
жения приемников; 

FΔ  – полоса пропускания преселекто-
ра или девиация частоты; 

mFΔ  – полоса частот -ой секции 

сигнала; 

m

ε  – амплитудный множитель коге-
рентного с гнала; и

1 2 1 2( , , , , λ)t t x xΗ  – функция, опре-
деляющая структуру оптималь-
ной обработки стохастического 
сигнала; 

0 1 2 1 2( , , , , λ)t t x xΗ  – функция, опре-

деляющая структуру оптималь-
ной обработки стохастического 
сигнала для расширенной вы-
борки поля; 

θ  – угол крена; 
ϑ  – угол места; 

μq
ϑ  – угол места, определяющий -е 

направление прихода сигнала в 

базисе 

μ

1 2 3( , , )q q qe e e′ ′ ′ ; 

Θ  – амплитуда крена; 
λ  – длина волны; 

λ  – информативный (существенный) 
векторный параметр сигнала; 

λ l  – вектор, характеризующий пара-

метры локальной помехи; 

λ lx  – параметр, характеризующий на-

правление прихода локальной 
составляющей помехи; 

λ sx  – параметр, характеризующий на-

правление прихода сигнала; 

λ t  и λ x  – векторы, образованные 

соответственно временными и 
пространственными компонен-
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а

k

т ми информативного вектора 

; λ
λ tr  – временная компонента инфор-

мативного вектора, соответст-
вующая -ой волне; r

λ xr  – пространственная компонента 

информативного вектора, соот-
ветствующая -ой волне; r

μ  – волновой параметр сигнала; 

μ ( ), μ ( )s lk  – целочисленные пара-

метры, связанные с направле-
ниями прихода сигнала и ло-
кальной составляющей помехи; 

μ ( )s k′  – параметр, характеризующий 

неокругленное значение на-
правления прихода сигнала; 

μ ( )lm k  – целочисленный параметр, 

характеризующий приближенно 

в момент времени m mt tL= Δ  

направление прихода локальной 
составляющей помехи; 

μ ( )sm k  – целочисленный параметр, 

характеризующий приближенно 

в момент времени m mt tL= Δ  

направление прихода сигнала; 

μ (λ )r r  – энергия -ой волны; r
ν  – параметр, характеризующий доп-

леровские искажения сигнала; 

ξ  – вектор, компоненты которого ха-
рактеризуют регулярные со-
ставляющие поворота носителя 
вокруг осей; 

ξ( )k  – отношение спектральных плот-
ностей мощности локальной и 
некоррелированной составляю-
щих помехи; 

0ξ  – параметр, характеризующий от-

ношение угла поворота антенны 
за время  к ширине раствора 
характеристик направленности; 

T

ρ  – плотность среды; 

(λ , λ )s lΡ  – пространственно-

временная функция неопреде-
лённо ; сти

( , λ , λ )m sx lxfΡ  – пространственная 

функция неопределенности; 
2σ l  – дисперсия локальной помехи; 

0

2σH  и 
1

2σH  – дисперсии отклика при 

гипотезах 0H  и 1H  соответст-

венно; 
2

0σ  – дисперсия белого шума (некорре-

лированной составляющей по-
мехи); 

τ  – время распространения сигнала от 
излучателя к приемнику; 

τ′  – производная по времени задержки 
; τ

τ  – средний период морских волн; 

τ c  – интервал когерентности сигнала; 

τ( , )t x  – задержка принятых колеба-
ний; 

φ  – начальная фаза когерентного сиг-
нала, пеленг или угол рыскания; 

γφ  – вектор, описывающий начальные 

фазы поворотов носителя; 

μφ q
 – пеленг, определяющий -ое 

направление прихода сигнала в 

базисе 

μ

1 2 3( , , )q q qe e e′ ′ ′ ; 

φn  – начальная фаза -ой дискретной 

составляющей сигнала; 

n
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φ
qp q  – угол, задающий положение qp -

го элемента q -ой субантенны; 

φ  – волновой вектор; 

0φ  – вектор начальных фаз гармониче-

ских перемещений антенны 
вдоль пространственных осей; 

Φ  – амплитуда рыскания; 

Φ , Φ , Φi r

⋅ ⋅ ⋅

t  – потенциалы скорости 
соответственно падающей, от-
раженной и преломленной волн; 

Φ( )t  – фаза колебания; 

( )xΦ  – интеграл вероятности; 

Ф ( ,φ)N f  – частотно-волновой 

спектр помехи; 

Ф ( ,φ)S f  – частотно-волновой 

спектр сигнала; 
ψ  – угол дифферента; 

Ψ  – амплитуда дифферента; 

γω  – вектор, описывающий круговые 

частоты поворотов носителя;  

μω ( , )k m′  – ближайший к 

0 μω ( )m cA k K nΔ +  элемент 

множества ; ( )w kΩ

ω , ω , ωi r

ω ( ,μ)w k  – вектор круговой про-

странственной частоты в систе-

ме координат 1 2 3( , , )e e e ; 

ω ( ,μ, )w k q  – круговая пространст-

венная частота, соответствую-

щая базисному вектору 1qe′ ; 

0ω  – вектор круговых частот гармони-

ческих перемещений антенны 
вдоль пространственных осей;  

Ω  – пространственно-временная об-
ласть наблюдения; 

Ω e  – расширенная пространственно-

временная область наблюдения; 
€

eΩ  – множество узлов неподвижной 

параллелепипедообразной про-
странственно-временной ре-
шётки; 

mΩ  – пространственно-временная об-

ласть наблюдения, соответст-
вующая -ой секции; m

Ω ( )w k  – множество значений вектора 

пространственных частот, соот-
ветствующих всем характери-
стикам направленности непод-
вижной антенны. 

t  – круговые частоты соот-

ветственно падающей, отражен-
ной и преломленной волн; 
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a  – параметр масштабирования; 

na  – амплитуда -ой дискретной 

составляющей сигнала;  

n
a  – вектор ускорения носителя; 
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, ,i r tA A A – амплитуды соответственно 

падающей, отраженной и пре-
ломленной волн;  

qA  – матрица, определяющая ориента-

цию системы координат 

 в базисе 

; 

1 2 3( , , )q q qe e e′ ′ ′

1 2 3( , , )e e e

SA  – амплитуда сигнала; 

( )A t  – матрица поворота (вращения) 
антенны; 

1 1 2 2 3 3(γ ), (γ ), (γ )A A A  – матрицы 

поворота вокруг осей; 

(λ)b  – вектор, описывающий структу-
ру оптимальной обработки; 

€(λ)b  – вектор, описывающий структу-
ру оптимальной обработки при 
восстановлении колебаний; 

0

€ (λ)b  – расширенный вектор, описы-

вающий структуру оптимальной 
обработки при восстановлении 
колебаний; 

.

( , , λ)b t x  – функция, определяющая 
структуру оптимальной обра-
ботки сигнала; 

0 ( , , λ)b t x  – функция, определяющая 

структуру оптимальной обра-
ботки сигнала для расширенной 
выборки поля; 

B  – вектор, описывающий амплитуды 
по оротов носителя;  в

( , , λ)B f x  и ( ,φ, λ)B f  – функции, 
определяющие структуру опти-
мальной обработки когерентно-

го сигнала в спектральной об-
ласти; 

0 ( ,φ, λ)B f  – функция, определяю-

щая структуру оптимальной об-
работки когерентного сигнала в 
спектральной области для рас-
ширенной выборки поля; 

1 2( , , , λ)B f x x  – функция, опреде-
ляющая в спектральной области 
структуру обработки стохасти-
ческог  сигнала; о

ν ( ω , ,μ)B k xlΔ Δ  – дискретный 

спектр копии аналитического 
сигнала для расширенной вы-
борки поля; 

( , , λ)mB f x  и ( ,φ, λ)mB f – функ-

ции, определяющие структуру 
оптимальной обработки коге-
рентного сигнала в спектраль-
ной области для m -ой секции; 

1 2( , , , λ)mB f x x  – функция, опреде-

ляющая в спектральной области 
структуру обработки стохасти-
ческого сигнала для -ой сек-
ции; 

m

( ,φ, λ )rB f r  – функция, определяю-
щая в спектральной области 
структуру обработки для -ой 
волны многоволнового сигнала; 

r

c  – скорость звука в среде; 
C  – сложность (база) сигнала; 
D  – вероятность правильного обнару-

жения;  

( , , λ)D f x  – функция, определяющая 
в спектральной области струк-
туру пространственной части 
обработки стохастического сиг-
нала; 

2( , , λ)mD f x  – функция, определяю-

щая пространственную часть 
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структуры обработки стохасти-
ческого сигнала на -ом ин-
тервале; 

m

1 2 3( , , )e e e  – неподвижная система 

координат; 

1 2 3( , , )q q qe e e′ ′ ′  – система координат с 

базисным вектором 1qe′ , ориен-

тированным вдоль оси -ой 
субантенны; 

q

E  – единичная матрица; 
f  – частота сигнала (волны); 

0f  – средняя частота сигнала или час-

тота колебаний, воспринимае-
мых движущимся объектом; 

df  – доплеровская частота сигнала; 

0df  – средняя доплеровская частота; 

nf  – частота -ой дискретной состав-

ляющей сигнала; 

n

( , ;λ)f t x  – плотность распределения 
вероятности принятого колеба-
ния; 

(φ φ )f ′−  – множитель, учитываю-
щий экранирующие свойства 
антенны; 

1f ′  – производная частоты излучаемого 

колебания 1 ( )f t ; 

0F  – частота изменения скорости дви-

жения приемного элемента; 

dF  – амплитуда изменения доплеров-

ской частоты; 

( )dg f  – спектральная плотность 

мощности распределённой по-
мехи; 

( )lg f  – спектральная плотность мощ-

ности локальной помехи; 

( )lrg f  – спектральная плотность 

мощности, соответствующая   
-й волне локальной помехи; r

( ω )Ng kΔ  – спектральная плотность 

мощности помехи; 

( )Sg f  – спектральная плотность 

мощности сигнала; 

( )S rg f  – спектральная плотность 

мощности -го элементарного 
сигнала; 

r

0g  – спектральные плотности мощно-

сти некоррелированной состав-
ляющей помехи; 

1 2( , , )dG f x x  – взаимная спектраль-

ная плотность мощности рас-
пределенной помехи; 

2( , , λ )lG f x l  – функция Грина, соот-

ветствующая локальной помехе; 

( , , λ )lr lrG f x  – функция Грина, соот-

ветствующая -й волне ло-
кальной помехи; 

r

1 2( , , )NG f x x  – взаимная спектраль-

ная плотность мощности поме-
хи; 

( , , λ )s xG f x  – функция Грина сигна-

ла (функция, описывающая ис-
кажения сигнала при его рас-
пространении в пространстве); 

( , , λ )srG f x xr  – функция Грина сиг-

нала, учитывающая форму     
-ой волны; r

1 2( , , , λ)SG f x x  – взаимная спек-

тральная плотность мощности 
сигнала; 
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h  – порог обнаружения; 
i  – номер приемного элемента (про-

странственного отсчета); 
I  – количество приемных элементов 

антенной решетки; 
J  – информационная матрица Фишера; 

, ,i r tJ J J  – векторы интенсивности 

соответственно падающей, от-
раженной и преломленной волн; 

k  – частотный параметр сигнала; 

KΦ  – комплексный коэффициент от-
ражения по потенциалу скоро-
сти; 

,P PK T  – коэффициенты отражения и 
преломления по давлению; 

,U UK T  – коэффициенты отражения и 

преломления по модулю векто-
ра Умова – Пойтинга; 

,V VK T  – коэффициенты отражения и 

преломления по колебательной 
скорости; 

1 2(τ, , )dK x x  – корреляционная 

функция помехи, распределен-
ной по пространству; 

1 2(τ, , , λ )lK x x l

и

l

 – пространственно-

временная корреляционная 
функция стационарной локаль-
ной помех ; 

1 2 1 2( , , , , λ )lK t t x x  – пространствен-

но-временная корреляционная 
функция нестационарной ло-
кальной помехи; 

1 2 1 2( , , , )NK t t x x  – пространственно-

временная корреляционная 
функция помехи; 

1 2(τ, , )NK x x  – пространственно-

временная корреляционная 
функция стационарной помехи; 

(τ, χ)NK  – пространственно-

временная корреляционная 
функция стационарной одно-
родной помехи; 

1 2 1 2( , , , , λ)SK t t x x  – пространствен-

но-временная корреляционная 
функци  шумового сигнала; я

1 2(τ, , , λ)SK x x  – пространственно-

временная корреляционная 
функция стационарного шумо-
вого сигнала; 

(τ, χ, λ)SK  – пространственно-

временная корреляционная 
функция стационарного одно-
родного шумового сигнала; 

λK  – матрица, характеризующая точ-
ность совместно  оценки пара-

метров вектора 

й

λ ; 

0 (τ,χ)K  – корреляционная функция 

помехи, некоррелированной по 
пространству и времени; 

0l  – относительные потери; 

L  – количество элементов (узлов) 

множества L  или количество 
лопастей гребного винта; 

1 2 3, ,L L L  – количество узлов паралле-

лепипедообразной сетки вдоль 
осей прямоугольной системы 
координат; 

L  – множество узлов неподвижной 
параллелепипедообразной про-
странственной решётки; 

( )L n  – подмножество узлов множест-

ва L , ближайших на момент 
времени tnΔ  к приёмным эле-
ментам антенной решетки; 
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,m mL L  – номера временных отсчётов, 

соответствующие началу и се-
редине -й секции; m

0( / )L Q H  – функция правдоподобия 

при наличии сигнала (гипотеза 

0H ); 

1( / )L Q H  – функция правдоподобия 
при отсутствии сигнала (гипоте-

за 1H ); 

[ ( , ) / λ]L u t x  – отношение правдопо-
добия; 

0 1
,H Hm m  – математические ожидания 

отклика при гипотезах 0H  и 

1H  соответственно;  

M  – количество секций; 

0M  – оптимальное число секций; 

n  – номер временного отсчета или 
коэффициент преломления; 

( , )n t x  – помеха, принимаемая антен-
ной; 

n  – вектор, характеризующий направ-
ление излучения сигнала; 

1n  и  – векторы, характеризующие 
соответственно направление из-
лучения сигнала излучателем и 
его переизлучение отражающим 
объектом; 

2n

ln  – вектор, описывающий направле-

ние прихода локальной помехи, 
представляемой плоской вол-
ной; 

( , )pn t x  – -я составляющая помехи, 

принимаемой антенной; 

p

lrn  – направление прихода -ой волны 

локальной помехи; 

r

sn  – вектор, описывающий направле-

ние прихода сигнала, представ-
ляемого плоской волной; 

srn  – направление прихода -ой пло-

ской волны сигнала; 

r

μn  – направление прихода плоской 

волны из -го направления; μ

μ l
n  – направление прихода локальной 

составляющей помехи из -го 

направления; 

μ l

μ s
n  – направление прихода сигнала из 

μ s -го направления; 

1 1 2 2
 – векторы, харак-

теризующие направление соот-
ветственно излучения источни-

ком – го луча, приема объек-

том – го луча, излучения объ-

ектом – го луча и приема 

приемником – го луча; 

1 0 0 2, , ,r r r rn n n n

1r

1r

2r

2r
N  – количество временных отсчётов 

или дискретное множество то-
чек, соответствующих времен-
ному интервалу наблюдения 

; T
,N NΠ Σ  – соответственно количество 

операций умножения и сложе-
ния; 

μN  – количество пространственных 

каналов;  
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μq
N  – количество каналов обработки 

по углу места ; μq
ϑ

νN  – количество доплеровских кана-

лов; 

cN  – количество временных отсчётов в 

исходной (нерасширенной) сек-
ции;  

cN  – количество временных отсчётов в 

расширенной секции; 
( , )N t x  – пространственно-временное 

поле помехи; 

( , )pN t x  – -я составляющая поля 

помехи; 

p

( )N x  – дискретное множество точек, 
соответствующих временному 
интервалу наблюдения ( )T x ; 

p  – номер приёмника в субантенне; 

, ,i rP P Pt

лом

 – давления, создаваемые 

падающей, отраженной и пре-
ленной волнами;  

( / λ,β)P u  – условный функционал 
правдоподобия; 

q  – отношение волновых сопротивле-
ний; 

Q  – количество субантенн; 

(λ)Q  – результат обработки принято-
го колебания;  

(λ )r rQ  – результат обработки -ой 
компоненты сигнала; 

r

R  – расстояние до источника сигнала, 
фиксированный параметр или 
радиус расширенной цилиндри-
ческой области; 

lR  – значение характеристики направ-

ленности антенны в направле-
нии на локальную помеху; 

qR  – радиус q -ой субантенны; 

R  – вектор, описывающий местопо-
ложение геометрического цен-
тра антенны относительно цен-
тра массы носителя; 

( , )s t x  – сигнал, принимаемый антен-
ной; 

(λ)s  – вектор, описывающий коге-
рентный сигнал; 

( , , λ )ls t x l  – детерминированная 

функция, описывающая коге-
рентную локальную помеху; 

( , )rs t x  – r -я составляющая сигнала, 
принимаемого антенной; 

( , , λ)s t x  – детерминированная со-
ставляющая комплексного сиг-
нала; 

( , , λ )rs t x r  – детерминированная 
составляющая комплексного 
сигнала, соответствующего    

ой волне; r -

( , , λ,β)s t x  – квазидетерминирован-
ный игнал;  с

( , , λ,β)s t x  – комплексный квазиде-
терминированный сигнал; 

0 ( , , )s t x n  – составляющая сигнала, 

соответствующая сплошной 
части спектра; 

S  – количество спектральных отсчётов 
большого уровня во временных 
спектрах секций; 

ν ( ω )S kΔ  – спектр дискретного ана-

литического сигнала в ν  -м до-
плеровском канале; 
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l

х

0S  – эффективная площадь рассеяния 

отражающего объекта; 
( )S f  – спектральная плотность мощ-

ности стационарного случайно-
го процесса; 

( )S f  – спектр детерминированного 
сигнала; 

( , λ )tS f  – временной спектр сигнала; 

( , λ )l ltS f  – спектр локальной поме-

хи; 

( , , λ)mS f x  – спектр -й секции 

сигнала; 

m

3( , , λ )mS f x  – спектр -й секции 

локальной составляющей поме-
и; 

m

( , λ )r trS f  – временной спектр -й 

волны;  

r

( )dS f  – спектральная плотность 

мощности случайного процесса, 
подвергшегося доплеровским 
искажениям; 

( , )S t x  – гидроакустический сигнал; 

( , )rS t x  – -я составляющая гидро-
акустического сигнала; 

r

0S  – эффективная площадь рассеяния 

отражающего объекта; 
t  – текущее время; 

nt  – момент времени, соответствующий 

-му временному отсчету; n
t  – середина интервала ; 0T

mt  – середина интервала ; mT
T  – время наблюдения или длитель-

ность излученного сигнала; 

TΦ  – комплексный коэффициент про-
хождения по потенциалу скоро-
сти; 

mT  – длительность -й секции;  m

mT  – расширенный временной интервал 

; mT
( )T x  – временная область наблюде-

ния (временной интервал на-
блюдения), зависящая от про-
странственного вектора x ; 

0T  – интервал времени, за который 

антенна не успевает существен-
но переместиться в пространст-
ве; 

u  – вектор, описывающий колебания, 
принимаемые антенной решет-
кой в дискретные моменты вре-
мени; 

€u  – вектор, описывающий восстанов-

ленные колебания в точках ; €Ω

0
€u  – расширенный вектор, описываю-

щий восстановленные колеба-
ния; 

( , )u t x  – непрерывные колебания, 
принимаемые непрерывной ан-
тенной; 

0 ( , )u t x  – расширенная выборка поля; 

, ,i rU U Ut

t

 – комплексные модули 

векторов Умова – Пойтинга со-
ответственно падающей, отра-
женной и преломленной волн; 

, ,i rU U U  – векторы Умова – Пой-

тинга соответственно падаю-
щей, отраженной и преломлен-
ной волн; 

( , )U t x  – гидроакустическое поле; 
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( , )U f x  – спектр принимаемых коле-
баний; 

( , )mU f x  – спектр колебаний, прини-

маемых на интервале времени 

; mT

( ,φ)mU f  – частотно-волновой спектр 

колебаний, принимаемых на ин-

тервале времени ; mT

( ,φ)U f  – частотно-волновой спектр 
принимаемых колебаний; 

0 ( ,φ)U t  – волновой спектр прини-

маемых колебаний; 

0 ( ,φ)U f  – частотно-волновой спектр 

принимаемых колебаний при 
расширенной выборке поля; 

μ(ω,ω )mU n  – частотно-волновой 

спектр колебания ( , )u t x ; 
v  – скорость взаимного удаления (при-

ближения) корреспондирующих 
элементов; 

( )v t  – скорость движения приемного 
элемента, рассматриваемая как 
функция времени; 

v  – вектор скорости движения носите-
ля;  

mxV  – объём пространственной области 

наблюдения (объем антенны) на 

интервале времени ; mT

(μ ( ))m smV k  – множитель, учитываю-

щий перемещение центра ан-
тенны; 

ΩV  – пространственно-временной объ-

ём области наблюдения ; Ω

, ,i r tV V V  – комплексные модули век-

торов колебательных скоростей 
падающей, отраженной и пре-
ломленной волн; 

, ,ix rx txV V V  – тангенциальные компо-

ненты комплексных модулей 
векторов колебательных скоро-
стей падающей, отраженной и 
преломленной волн; 

, ,iy ry tyV V V  – нормальные компоненты 

комплексных модулей векторов 
колебательных скоростей па-
дающей, отраженной и прелом-
ленной волн; 

, ,i r tV V V  – векторы колебательных 

скоростей падающей, отражен-
ной и преломленной волн; 

0V  – амплитуда скорости перемещения 

приёмного элемента; 
x  – вектор, описывающий положение в 

пространстве приемного эле-
мента непрерывной антенны; 

( )x t  – вектор, описывающий положе-
ние в пространстве приемного 
элемента непрерывной антенны 
в момент времени ; t

( )cx t  – вектор, описывающий в не-

подвижной системе координат 
положение центра массы носи-
теля в момент времени t ; 

(c m )x tLΔ  – вектор, описывающий 

положение геометрического 
центра антенны в момент вре-

мени mtLΔ ; 

ix  – вектор, описывающий положение 

в пространстве -го приемного 
элемента антенной решетки; 

i
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( )ix t  – вектор, описывающий положе-

ние в пространстве -го прием-
ного элемента антенной решет-
ки в момент времени ; 

i

t

 
 
X  – пространственный интервал на-

блюдения в случае неподвиж-
ной линейной антенны; 

X  – пространственный интервал (об-
ласть) определения вектора x  
(пространственный интервал 
наблюдения); 

pqx′  – вектор, определяющий положе-

ние -го элемента в системе 

координат 

p

1 2 3( , , )q q qe e e′ ′ ′ ; 
( )X t  и  – смещения подвижной 

системы координат относитель-
но неподвижной в момент вре-
мени  соответственно вдоль 

осей 

( )Y t

t

0x  и ; 0y

qp qx′  – вектор, определяющий в системе 

координат 1 2 3( , , )q q qe e e′ ′ ′  по-

ложение qp -го элемента -ой 

кольцевой субантенны; 

q
eX  – расширенная пространственная 

область наблюдения; 
qx  – вектор, определяющий положение 

системы координат 

 в базисе 

; 

1 2 3( , , )q q qe e e′ ′ ′

1 2 3( , , )e e e

eX ′  – расширенная область простран-

ства, соответствующая антенне 
с неподвижным центром; 

( )X t  – пространственная область 
наблюдения, зависящая от вре-
мени t ; 

( , , )x y z  – подвижная система коор-
динат; 

maxX  – максимальный размер антенны; 
0 0 0( , , )x y z  – неподвижная система 

координат; 0X  – пространственная область на-

блюдения в подвижной системе 
координат или вектор амплитуд 
гармонических перемещений 
антенны вдоль осей координат; 

0x  – вектор, задающий положение 

элементов антенны в подвиж-
ной системе координат, связан-
ной с антенной; Z  – высота расширенной цилиндриче-

ской области или амплитуда 
вертикальных перемещений ко-
рабля. 

0 ( )cx t  – вектор, определяющий в не-

подвижной системе координат 
положение геометрического 
центра антенны в момент вре-
мени t ; 

0 ix  – вектор, определяющий положение 

-го элемента антенны в под-
вижной системе координат, свя-
занной с антенной; 

i
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[ ]Ent x  – целая часть числа x ; 

{ }mean x  – оператор усреднения 

величины x ; 
M  – оператор математического ожи-

дания; 

βM  – оператор вычисления математи-

ческого ожидания по векторно-

му параметру ; β
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

при

при

1 0 1,
rect( )

0 0;

x
x

x x

≤ ≤
=

1;< >

⎧
⎨
⎩

 

T  – оператор транспонирования; 
точка над величиной указывает на ком-

плексный характер величины; 
звездочка над величиной – оператор 

комплексного сопряжения. 
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