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Методом Бубнова –Галеркина решена задача о вынужденных изгибных резонансных колебаниях и диссипативном
разогреве жестко защемленной гибкой круглой пассивной вязкоупругой пластины с распределенными пьзоэлектри-

ческими сенсорами. Исследовано влияние геометрической нелинейности и температуры диссипативного разогрева
на эффективность работы пьезоэлектрического сенсора.

Методом Бубнова–Гальоркiна розв’язано задачу про вимушенi згинальнi резонанснi коливання i дисипативний

розiгрiв жорстко защемленої гнучкої круглої пасивної в’язкопружної пластини з розподiленими п’єзоелектричними
сенсорами. Дослiджено вплив геометричної нелiнiйностi i температури дисипативного розiгрiву на ефективнiсть
роботи п’єзоелектричного сенсора.

By the Bubnov –Galerkin method the problem of the forced bending resonance vibrations and dissipative heating of a

flexible circular viscoelastic plate with the distributed sensors is solved. The edge of the plate is rigidly clampted. The
influence of the geometrical nonlinearity and dissipative heating on an effectiveness of a work of the sensor is studied.

ВВЕДЕНИЕ

Как конструктивные элементы тонкие круглые
пластины из пассивных (без пьезоэфекта) и актив-
ных вязкоупругих материалов широко использу-
ются в различных областях современной техни-
ки [1 – 4]. При действии на них гармонических во
времени нагрузок с частотой, близкой к резонан-
сной, возникает опасность их разрушения из-за
усталости, высокого уровня напряжений, темпе-
ратуры диссипативного разогрева и т. п. В свя-
зи с этим возникает задача демпфирования выну-
жденных резонансных колебаний круглых пла-
стин. Для этого широко используются пассивные
методы демпфирования, когда в структуру эле-
мента включаются компоненты с высокими ги-
стерезисными потерями. По вопросам пассивно-
го демпфирования колебаний тонкостенных эле-
ментов опубликовано большое количество работ
как отечественных, так и зарубежных ученых-
механиков, обзор которых можно найти в моно-
графиях [5 – 8]. В последние годы для указанной
цели начали эффективно применять активные ме-
тоды, базирующиеся на включении пьезоэлектри-
ческих компонент в структуру пассивного тонко-
стенного элемента из металлического, полимерно-

го или композитного материала [9 – 13]. Одни из
них выполняют функции сенсора, которые дают
информацию о механическом состоянии тела, а
другие – функции так называемых актуаторов.

Существуют два основных метода активного
демпфирования вынужденных резонансных коле-
баний тонкостенных элементов. Первый из них
основан на использовании только актуаторов, к
которым подводится разность потенциалов для
компенсации действия механической нагрузки,
так что при совместном действии механической
и электрической нагрузки амплитуда колебаний
на той или иной моде становится равной нулю.
При использовании этого метода необходимо знать
действующую на пластину нагрузку и механиче-
ские граничные условия. Второй метод основан
на совместном использовании сенсоров и актуато-
ров. При этом к актуатору подводится разность
потенциалов, пропорциональная первой производ-
ной от разности потенциалов сенсора или току.
Тогда изменяются диссипативные характеристики
тела, в результате чего можно достичь уменьше-
ния амплитуды колебаний элемента за счет уве-
личения коэффициента демпфирования. Приме-
нение этого метода не требует знания механиче-
ской нагрузки. Эффективность такого типа актив-
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ного демпфирования существенно зависит от ка-
чества работы сенсоров, на которое, в свою оче-
редь, влияет много факторов: их геометрические и
электромеханические характеристики, геометри-
ческие и механические характеристики пассивно-
го элемента, механические и электрические гра-
ничные условия, температура. В [14, 15] исследо-
ваны осесимметричные колебания шарнирно опер-
той вязкоупругой круглой пластины с сенсорами и
актуаторами. Показано, что при таких механиче-
ских граничных условиях работа сенсора и акту-
атора будет наиболее эффективной при полном
покрытии пластины пьезоэлектрическими слоя-
ми. Очевидно, что при полном покрытии круглой
пластины с жестким защемлением торца станови-
тся невозможным управлять ее колебаниями, по-
скольку в механических граничных условиях и в
уравнении движения отсутствуют слагаемые, по-
рождающие электрическое нагружение. Для воз-
буждения колебаний электрической нагрузкой в
этом случае необходимо наносить пьезоэлектриче-
ские слои в виде пятен, а при полном покрытии
пластины пьезослоями необходимо формировать
эти пятна с помощью разрезных электродов. Осо-
бенно заметное влияние на эффективность ра-
боты пьезоэлементов оказывают тепловые эффе-
кты [14 –21]. При гармонических, в частности, ре-
зонансных колебаниях в результате таких специ-
фических особенностей многих активных и пас-
сивных материалов, как значительные гистерези-
сные потери и низкая теплопроводность, зависи-
мость их электромеханических свойств от темпе-
ратуры, механические и электрические колебания
сопровождаются, как правило, значительным по-
вышением температуры из-за превращения эле-
ктромеханической энергии в тепловую, т. е. наблю-
дается явление диссипативного разогрева. Это яв-
ление может негативно повлиять на эффектив-
ность работы тонкостенных элементов по несколь-
ким причинам. Во-первых, зависимость электро-
механических характеристик материала от тем-
пературы может существенно повлиять на эффе-
ктивность работы сенсоров и, как следствие этого,
на эффективность активного демпфирования ко-
лебаний тонкостенных элементов. Во-вторых, при
достижении температурой диссипативного разо-
грева точки Кюри активный материал теряет пье-
зоэффект и становится пассивным, т. е. имеет ме-
сто специфический тип теплового разрушения, ко-
гда тело не разделяется на части, но сенсор те-
ряет свое функциональное назначение. В-третьих,
при нарушении баланса между поступлением те-
пла в тело из-за диссипативного разогрева и по-
терями тепла в результате теплообмена с внешней

средой как в активных, так и в пассивных эле-
ментах может иметь место так называемый тепло-
вой пробой, когда наблюдается катастрофическое
повышение температуры и стационарное тепловое
состояние вообще отсутствует. В пассивных диэле-
ктриках это явление достаточно хорошо изучено
и является классическим разделом физики диэле-
ктриков [22]. В-четвертых, как указывалось выше,
при жестком защемлении торца пластины рабо-
та сенсора будет наиболее эффективной при на-
несении сенсора на пластину в виде круглого пя-
тна определенного радиуса a1, меньшего радиуса
пластины a. Пусть, например, температура дисси-
пативного разогрева или температура нагрева за
счет теплообмена с внешней средой достигает точ-
ки Кюри на пятне некоторого радиуса, меньше-
го a1. Тогда показания сенсора будут существенно
ниже оптимальных, рассчитанных без учета влия-
ния температуры. При этом эффективность рабо-
ты сенсора снизится и вследствие этого снизится
и эффективность активного демпфирования коле-
баний пластины. Отметим, что сенсоры находят
широкое применение не только для активного дем-
пфирования колебаний, но и для других целей [23].

При резонансных колебаниях, высоких уров-
нях механической нагрузки, а также при малых
толщинах пластины амплитуда колебаний может
стать сравнимой с ее толщиной и возникает не-
обходимость в учете влияния геометрической не-
линейности, диссипативных свойств материалов и
температуры диссипативного разогрева на пока-
затели сенсора. Обзор исследований по активно-
му демпфированию осесимметричных колебаний
круглых гибких пластин с помощью актуаторов
представлен в статье [24]. В этой работе прини-
мается предположение о равенстве нулю нормаль-
ной составляющей вектора индукции, что при на-
личии электродов на поверхностях пластины не
отвечает действительности. Кроме того, в ней при
рассмотрении жесткого защемлении торца рассма-
тривается полное покрытие пьезослоя электрода-
ми, что не позволяет управлять колебаниями пла-
стины. В этой работе не учитываются диссипатив-
ные свойства материалов и температура диссипа-
тивного разогрева. Обзор исследований по коле-
баниям круглых пластин с нанесенными на них
сенсорами представлен в [25]. В литературе отсут-
ствуют работы по исследованию влияния геоме-
трической нелинейности и температуры диссипа-
тивного разогрева на эффективность работы сен-
соров.

В данной статье рассматривается задача о выну-
жденных изгибных колебаниях жестко защемлен-
ной круглой пассивной вязкоупругой пластины, на
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поверхности которой нанесены одинаковые пьезо-
слои, отличающиеся лишь направлением поляри-
зации и выполняющие функции сенсора. Пластина
нагружена равномерным поверхностным давлени-
ем, изменяющимся во времени по гармоническому
закону с частотой, близкой к резонансной. Зада-
ча решается в одномодовом приближении методом
Бубнова – Галеркина в сочетании с методом гармо-
нического баланса. Получено решение уравнения
энергии для температуры диссипативного разо-
грева. Используя его, определено критическое зна-
чение параметра механического нагружения, по-
сле превышения которого температура диссипа-
тивного разогрева достигает точки Кюри и сен-
соры перестают выполнять свое функциональное
назначение. Исследовано влияние геометрической
нелинейности и температуры диссипативного ра-
зогрева на эффективность работы пьезоэлектри-
ческого сенсора.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим сплошную круглую пластину ради-
уса a и толщины h0 из пассивного вязкоупруго-
го материала. На ее внешних поверхностях разме-
щены трансверсально-изотропные пьезоэлектри-
ческие слои толщины h1, отличающиеся друг от
друга лишь направлением поляризации. Нанесен-
ные на пьезослои бесконечно тонкие электроды
считаем коротко замкнутыми. На пластину дей-
ствует изменяющееся по гармоническому закону
давление p=p0 cosωt.

Как и в [26 –30], для описания электромехани-
ческого состояния пластины используются гипо-
тезы Кирхгофа – Лява и дополнительные гипоте-
зы относительно электрических полевых величин:
тангенциальные составляющие векторов напря-
женности электрического поля и индукции счи-
таются малыми, по сравнению с их нормальными
составляющими. Тогда из уравнения электроста-
тики ∂Dz/∂z=0 следует, что нормальная состав-
ляющая вектора индукции для каждого пьезослоя
не зависит от толщинной координаты.

Интегрируя упрощенные согласно этим гипоте-
зам уравнения состояния для пассивного и пье-
зоактивных слоев, получим уравнения состояния
для усилий и моментов [29]:

Nr = DN ∗ (εr + νNεθ),

Nθ = DN ∗ (εθ + νNεr),

Mr = DM ∗ (κr + νMκθ),

Mθ = DM ∗ (κθ + νMκr).

(1)

Они отличаются от представленных в статье [28]
отсутствием в уравнениях состояния для момен-
тов дополнительного члена M0. В соотношени-
ях (1) принято νN =const, νM =const и введено
обозначение [27 – 30]

D ∗ f = D0



1 −
t
∫

−∞

D1(t− τ )f(τ )dτ



 =

= D0D̄ ∗ f.

(2)

При учете геометрической нелинейности [1, 31],
когда

εr =
∂u

∂r
+

1

2

(

∂w

∂r

)2

, κr = −∂
2w

∂r2
,

εθ =
u

r
, κθ = −1

r

∂w

∂r
,

(3)

нелинейные уравнения движения и совместности
деформаций имеют вид

1

r

∂

∂r

[

∂(rMr)

∂r
−Mθ

]

+
1

r

∂

∂r

[

(rNr)
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−

−ρ̃ ∂
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∂r2
+ p(r, t) = 0,

(4)

∂

∂r
(rεθ) − εr +

1

2

(

∂w

∂r

)2

= 0. (5)

По аналогии с [14,15,24], введя функции усилий

Nr =
Φ

r
, Nθ =

∂Φ

∂r

и безразмерные величины

ŵ =
w

h
, r = aρ, D0

11 =
D0

M

E0h3
,

Φ̂ =
a

E0h3
Φ, τ =

√

E0h3

ρ̃a4
t,

A0

11 =
E0h

D0

N (1 − ν2

N)
, q =

a4

E0h4
p,

получаем следующую систему интегро-
дифференциальных уравнений для ŵ, Φ̂:

D0

11
~DM ∗ ∆∆ŵ− 1

ρ

∂

∂ρ

(

Φ̂
∂ŵ

∂ρ

)

−q+ ∂2ŵ

∂τ2
=0, (6)
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∂
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ρ
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. (7)
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Как видим, они отличаются от соответствующих
соотношений для пластины с актуаторами отсут-
ствием члена ∆M0 в уравнении (6) и совпадают с
уравнениями движения пассивной пластины с мо-
дифицированными жесткостными характеристи-
ками [14,15, 26].

Механические граничные условия жесткого за-
щемления для свободных (Nr =0 при r=a) и за-
щемленных (u=0 при r=a) в планарном направ-
лении торцов пластины соответственно запишутся
в виде [14, 15]

w=0,
∂w

∂ρ
=0 при ρ=1;

Φ=0,
∂Φ

∂ρ
− νN

1

ρ
Φ=0 при ρ=1.

(8)

Здесь и в дальнейшем знак угловой скобки над
буквами опускаем.

К приведенным уравнениям необходимо присо-
единить стандартные начальные условия.

Для вывода соотношений, характеризующих по-
казания сенсоров, необходимо использовать упро-
щенное согласно гипотезам Кирхгофа – Лява и до-
полнительным гипотезам относительно электри-
ческих полевых величин определяющее уравнение
для индукции [15, 20, 26, 29]:

D3

γ33

= −∂ψ
∂z

+
γ31

γ33

[

(ε1 + ε2) + z(κ1 + κ2)
]

. (9)

Для круглой пластины рассматриваемой струк-
туры в случае коротко замкнутых электродов сни-
маемый с сенсора заряд вычисляется путем инте-
грирования соотношения (9) по толщине пласти-
ны. Это приводит к следующему выражению для
заряда:

Q = 2π(h0 + h1)

ρ1
∫

0

γ31

(

d2w

dρ2
+

1

ρ

dw

dρ

)

ρ dρ. (10)

Здесь использованы обозначения [26, 29, 30]. Если
характеристики сенсора не зависят от температу-
ры, то равенство (10) принимает вид:

Q = 2π(h0 + h1)γ31

ρ1
∫

0

(

d2w

dρ2
+

1

ρ

dw

dρ

)

ρ dρ. (11)

Оно дает информацию об амплитуде вынужден-
ных резонансных колебаний круглой вязкоупру-
гой пластины и является основой для оценки вли-
яния различных факторов на эффективность ра-
боты сенсоров.

2. ВЫВОД ОБЫКНОВЕННОГО ИНТЕГРО-

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

В дальнейшем ограничимся исследованием
вынужденных гармонических колебаний круглой
пластины по наиболее энергоемкой первой моде.
Как и в [14, 15, 27], решение задачи будем искать
методом Бубнова – Галеркина [32], выбирая аппро-
ксимацию моды колебаний в виде

w1(ρ) = (1 − ρ2)2. (12)

Тогда в одномодовом приближении

w = η(τ )(1 − ρ2)2. (13)

Выполняя соответствующие выкладки, порядок
которых изложен в [14, 15], приходим к обыкно-
венному интегро-дифференциальном уравнению
относительно η(τ ):

mη̈ + µ1D̄M ∗ η − µ2ηDN ∗ η2 = P. (14)

Здесь

β2 = 1/3; β4 = 1/6; β6 = 1/10;

β8 = 1/15; β10 = 1/21;

µ1 = 32D0
11/3; µ2 =

5
∑

k=1

β2kγ2k;

γ2 = −4d1; γ4 = 4/A0
11; γ6 = −4/A0

11;

γ8 = 10/(3A0

11
); γ10 = 2/(3A0

11
);

m = 1/10; P = q/6.

Решив обыкновенное нелинейное интегро-
дифференциальное уравнение (14) с помощью
соотношений (10), (11), можно исследовать вли-
яние геометрической нелинейности на показания
сенсора при вынужденных резонансных колеба-
ниях вязкоупругой гибкой круглой пластины при
действии на нее механической нагрузки.

3. РЕШЕНИЕ ОБЫКНОВЕННОГО ИН-

ТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕ-

НИЯ

Как и в [14, 15, 27], для решения обыкновен-
ного нелинейного интегро-диффференциального
уравнения применим метод гармонического балан-
са [33], полагая

η = η′ cosωt− η′′ sinωt,

q = q′ cosωt− q′′ sinωt,
(15)
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Рис. 1. Амплитудно-частотная характеристика

где частота механической и электрической нагруз-
ки близка к резонансной частоте, определяемой из
соотношения

ω =

√

µ1

m
D̄′ =

√

320

3
D0

11
D̄′ . (16)

Проделав соответствующие выкладки, получим
кубическое алгебраическое уравнение относитель-
но квадрата амплитуды x= |η|2:

(a2
12 + a2

21)x
3 + 2(a11a12 + a21a22)x

2+

+(a2
11 + a2

21)x− [P ]2 = 0.
(17)

Здесь введены обозначения, использованные в ра-
ботах [14, 15]:

a11 = −mω2 + µ1D̄
′

M ;

a12 = µ2

[

1

2
(1 − D̄M∞) +

1

4
(1 − D̄MC)

]

;

a21 = µ1D̄
′′

M ;

a22 =
µ2

4
D̄MS .

Уравнение (17) можно упростить, считая вли-
яния геометрической нелинейности и вязкости ве-
личинами одного порядка малости. При этом в нем
следует положить DM∞=DMS =DMC =0, а урав-
нение (14) записать в виде

mη̈ + µ1D̄M ∗ η − µ2ηDNη
2 = P. (18)

С использованием формулы (10) получим следую-
щее выражение для снимаемого с сенсора заряда:

Q = −8πγ31h1(h0 + h1)(ρ
2

1 − ρ4

1)η(τ ).

Если считать пьезоматериал упругим, то модуль
заряда будет

|Q| = Q = 8πγ31(h0 + h1)(ρ
2

1 − ρ4

1)|η|, (19)

а фаза –

tgα =
η′′

η′
. (20)

С использованием метода гармонического ба-
ланса, согласно концепции комплексных характе-
ристик [21], можно приближенно представить опе-
ратор “∗” в виде DM ∗ η=D1η+D2η, где D1 =D′,
D2 =D′′/ω, а DM =D′+iD′′. Тогда уравнение (18)
примет форму

η̈ + 2µ̃1η + ω2

0
η +K1η

3 = q1, (21)

где

2µ̃1 =
µ1D

′′

mω
; ω2

0 =
µ1D

′

m
;

K1 =
µ2D

′

m
; q1 =

P

m
.

Пусть ω=ω0+δ, где δ/ω0�1. Амплитуда коле-
баний находится из уравнения для X= |η|2 [1]:

X

[

(

δ − 3K1

8ω0

X

)2

+ µ̃2

1

]

=
q21

4ω2
0

. (22)

Решение кубического уравнения (22) дает
амплитудно-частотную характеристику (рис. 1),
типичную для жестких нелинейных систем.
Максимальная амплитуда, найденная из этой
характеристики, отвечает точке C.

При q1>q
∗ уравнение (22) имеет три действи-

тельных корня [1]. Здесь

(q∗)2 =
64ω3

0µ̃
3
1

3K1

. (23)

Границы области, содержащей эти корни, опреде-
ляются из соотношения [1]

δ2 + µ̃2

1
− 3K1δX

2

2ω0

+
27K2

1
X4

64ω2
0

= 0. (24)

Решив уравнения (23) и (24), найдем точки C и D
на рис. 1. Максимальная безразмерная амплитуда
будет µ̃|η|max =q1/(2µ̃1ω0). Размерная же ампли-
туда составит

|w|max =
p0a

4

64D′′

M

. (25)

Как видно, геометрическая нелинейность не вли-
яет на значение |w|max.
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4. РАСЧЕТ ТЕМПЕРАТУРЫ ДИССИПАТИВ-

НОГО РАЗОГРЕВА

Как и в [14, 15, 27], для расчета температуры
диссипативного разогрева принимаем указанную
выше гипотезу о малости влияния геометрической
нелинейности и вязкости на колебания системы.
При этом установившаяся (максимальная) темпе-
ратура T диссипативного разогрева находится из
решения уравнения энергии

λ̃h

a2
∆θ− αθ +Ax(d0 + d2ρ

2 + d4ρ
4) = 0. (26)

Здесь x= |w|2; θ=T−TC ; TC – некоторая постоян-
ная температура; λ̃ – приведенный коэффициент
теплопроводности трехслойной пластины; α – ко-
эффициент, характеризующий теплообмен с внеш-
ней средой [4];

A = 4ωD′′; d0 = 4(1 + νM);

d2 = −16(1 + νM ); d4 = (20 + 12νM).

Пусть на торце пластины ρ=1 задана постоян-
ная температура T =TC . Решение задачи тепло-
проводности получим в предположении

θ = θ0(1 − ρ2). (27)

Применив к уравнению (26) процедуру Бубнова –
Галеркина, получим решение

θ0 = Bx
d0/4 + d2/4 + d4/12

1 + β/6
, (28)

где

β =
a2α

λ̃h
; B =

a2A

λ̃h
.

Здесь приняты обозначения из [14, 15].

5. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ

Анализ решения нелинейного алгебраического
уравнения (17) показывает, что, как и для случая
прямоугольной пластины [27], при механическом
нагружении амплитудно-частотная характеристи-
ка будет неоднозначной и жесткой (µ2<0). В ра-
боте [14] показано, что геометрическая нелиней-
ность не влияет на эффективность работы акту-
атора при активном демпфировании вынужден-
ных резонансных колебаний пластины. В проти-
воположность этому, соотношения (19), (20) пока-
зывают, что геометрическая нелинейность суще-
ственно влияет на эффективность работы сенсо-
ра, поскольку модуль заряда пропорционален ам-
плитуде колебаний пластины, определяемой из не-
линейного алгебраического уравнения (17). Поэто-
му величина заряда также будет неоднозначной

функцией частоты с типичными для нелинейных
колебаний перескоками с одной устойчивой ветви
на другую. Из соотношения (19) следует, что наи-
высшая эффективность работы сенсора (при кото-
рой снимаемый с сенсора заряд максимален) будет
наблюдаться при ρ1 =1/

√
2.

Температура диссипативного разогрева ока-
зывает существенное влияние на работу сенсора.
Из формулы (19) следует, что если температу-
ра превышает точку Кюри TK в некоторой обла-
сти, то работа сенсора ухудшается, поскольку при
этом следует положить γ31(TK )=0 – пьезоактив-
ный материал здесь становится пассивным. Будем
считать, что температура нигде не должна дости-
гать точки Кюри. Из этого условия можно най-
ти критическое значение механической нагрузки
Pкр, при которой актуатор достигает точки Кюри
в центре пластины, где температура максимальна.
При этом из выражения (28) имеем xкр =A2θK , где

A2 =
1 + β/6

B(d0/4 + d2/2 + d4/12)
.

Тогда определяемое из соотношения (17) критиче-
ское значение механической нагрузки будет

P 2
кр = (a2

12 + a2
21)A

3
2θ

3

K+

+2(a11a12 + a21a22)A
2

2
θ2K+

+(a2

11
+ a2

21
)A2θK .

(29)

Уточним значение критической нагрузки, по-
лагая, что температура диссипативного разогре-
ва достигается в точке ρ=ρ1. При этом во всей
активной области 0≤ρ≤ρ1 температура диссипа-
тивного разогрева превышает точку Кюри. Тогда
в формуле (29) следует заменить величину θK на

θ̂K =
θK

1 − ρ2
1

.

Для актуатора оптимального размера, ρ2

1
=1/2,

имеем θ̂K =2θK . Тогда температура на контуре
сенсора равна точке Кюри, а в остальных его
точках превышает ее. При этом сенсор полно-
стью теряет свою функциональную способность.
Минимальная критическая нагрузка в резонан-
сной области определяется максимальной ампли-
тудой (25), которая, как указывалось выше, не за-
висит от геометрической нелинейности. Подстав-
ляя выражение (25) в соотношение (28), в котором
положено θ0 =θK , получаем минимальное значе-
ние критической нагрузки в резонансной области:

(pкр)min =
64

a5

√

D′′θKhλ̄

ω0(d0+d2+d4/3)

[

1+
1

6

(

a

h

)2

Bi

]

.
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Рис. 2. Зависимость критического значения
параметра нагружения от числа Bi при λ̄=const

 

Рис. 3. Зависимость критического значения
параметра нагружения от числа Bi при α=const

Здесь Bi=αh/λ – число Био. Пусть оно изме-
няется за счет коэффициента теплообмена α, ко-
гда коэффициент теплопроводности фиксирован
(λ̄=const). Введем параметр нагружения:

P1 =
(pкр)mina

5

64

√

ω0(d0 + d2 + d4/3)

θKD′′

a2

λ̄h
.

Тогда

P1 =

√

1 +
1

6

(a

h

)2

Bi .

Зависимость P1 от числа Bi представлена на
рис. 2. Очевидно, что P1→1 при Bi→0 и P1→∞
при Bi→∞.

Пусть теперь Bi изменяется за счет изменения
коэффициента теплопроводности λ̄ при фиксиро-

ванном коэффициенте теплообмена α. Введем па-
раметр нагружения:

P2 =
(pкр)mina

5

64h

√

ω0(d0 + d2 + d4/3)

αθKD′′
.

Тогда

P2 =

√

1

Bi

[

1 +
1

6
(
a

h
)2Bi

]

.

Зависимость параметра нагружения P2 от Bi пред-
ставлена на рис. 3. В этом случае P2→∞ при
Bi→0 и P2→a/(h

√
6) при Bi→∞.

Как видим, имеет место качественное различие
поведения минимального критического парамет-
ра нагружения от числа Био при его изменении
за счет изменения коэффициента теплообмена или
коэффициента теплопроводности. Поскольку тем-
пература пропорциональна квадрату амплитуды
колебаний, то, подобно амплитудно-частотной ха-
рактеристике, температурно-частотная характе-
ристика системы будет неоднозначной и жесткой.

ВЫВОДЫ

Таким образом, в данной статье методом Бу-
бнова – Галеркина получено аналитическое реше-
ние задачи о вынужденных резонансных ко-
лебаниях гибкой круглой вязкоупругой пла-
стины с пьезоэлектрическим сенсором. Торец
пластины считается жестко защемленным. На
поверхности пластины нанесены в виде пя-
тен трансверсально-изотропные пьезоэлектриче-
ские слои с противоположной поляризацией,
выполняющие функции сенсора. Для расчета
амплитудно- и температурно-частотных характе-
ристик получено кубическое уравнение. Показа-
но, что эти характеристики будут жесткими с ти-
пичными для нелинейных систем неоднозначно-
стями и перескоками. Температура диссипативно-
го разогрева оказывает существенное влияние на
эффективность работы сенсора. В частности, при
достижении температурой точки Кюри пьезома-
териала имеет место специфический тип тепло-
вого разрушения, когда пластина не разделяется
на части, но пьезоэлектрический сенсор перестает
выполнять свое функциональное назначения из-за
потери материалом пьезоэффекта. Найдено выра-
жение для критической механической нагрузки,
при которой имеет место этот тип теплового ра-
зрушения. Рассчитан размер сенсора, при кото-
ром работа сенсора будет наиболее эффективной
(его показания будут максимальными). Геометри-
ческая нелинейность вносит качественные измене-
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ния в работу сенсора – его показания имеют типи-
чные для нелинейной системы неоднозначности с
двумя устойчивыми и одной неустойчивой ветвью
и перескоками при определенных частотах с одной
устойчивой ветви на другую. Исследована зависи-
мость минимального значения критического пара-
метра механического нагружения от числа Био.
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