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На основе вариационного метода Луковского –Майлса выведены общие нелинейные модальные уравнения движения
капли в невесомости. С использованием этих уравнений и нелинейной алгебры преобразований полиномов Лежандра
построена асимптотическая нелинейная модальная теория третьего порядка для осесимметричных колебаний капли,
в которой величины гидродинамических коэффициентов вычисляются аналитически через так называемые коэф-

фициенты Клебша –Гордана, возникающие в квантовой механике. Рассмотрены нелинейные свободные колебания
капли с частотой, близкой к основной собственной частоте. Проведено сравнение результатов с экспериментальными
и численными данными других авторов.

На базi варiацiйного методу Луковського –Майлса виведено загальнi нелiнiйнi модальнi рiвняння руху краплi у

невагомостi. З використанням цих рiвнянь та нелiнiйної алгебри перетворень полiномiв Лежандра побудовано асим-
птотичну нелiнiйну модальну теорiю третього порядку для осесиметричних коливань краплi, в якiй значення гiдро-
динамiчних коефiцiєнтiв обчислюються аналiтично через так званi коефiцiєнти Клєбша –Гордана, що виникають в
квантовiй механицi. Розглянуто нелiнiйнi вiльнi коливання краплi з частотою, близькою до основної власної частоти.

Проведено порiвняння результатiв з експериментальними й чисельними даними iнших авторiв.

The general nonlinear modal equations describing the motions of a liquid drop at zero-gravity condition are derived on
the base of the Lukovsky –Miles variational method. Using these equations and the nonlinear algebra for the Legendre
polynomials transformations, the third-order asymptotic nonlinear modal theory for axisymmetric oscillations of the drop

is developed. In the above theory, the hydrodynamic coefficients are found analytically via the so-called Clebsch -–Gordan
coefficients emerging in quantum mechanics. The nonlinear free oscillations of the drop at frequency close to the primary
natural one are considered. The results are compared with the experimental and numerical data obtained by other authors.

ВВЕДЕНИЕ

Современные бесконтактные технологии хими-
ческой и фармацевтической индустрии, нацелен-
ные на производство, анализ и использование
сверхчистых материалов, активно эксплуатируют
“капельные” методы [1 – 3], когда левитирующие
капли жидких реагентов и катализаторов помеща-
ются в газообразных средах с целью увеличения
площади их соприкосновения с внешней средой.
Это приводит к существенному ускорению скоро-
сти химических реакций, а следовательно, к по-
вышению эффективности производственных про-
цессов. Кроме того, поскольку левитирующие кап-
ли не контактируют со стенками частей установок
и устройств, то жидкие реагенты (катализаторы)
сохраняют свой химический состав, что способ-
ствует улучшению качества и чистоты получен-
ных продуктов. Левитирующие капли использу-
ются также в высокоточных методах спектроме-
трии.

Начиная с 70-ых гг. XX ст., развитие капельных
технологий сделало актуальной задачу исследова-
ния колебаний и устойчивости левитирующей кап-
ли, находящейся в условиях невесомости и совер-
шающей немалые (нелинейные) свободные колеба-
ния относительно сферического положения равно-

весия под действием поверхностного натяжения. В
80–90-ых гг. XX ст. возник также интерес к задаче
о формах равновесия и динамическом поведении
капли под действием внешних акустических или
электромагнитных полей, которые используются
в качестве вспомогательного средства для ее пози-
цирования (локализации и удержания в заданной
точке пространства). Ряд теоретических и экспе-
риментальных исследований в этих направлениях
представлен в [4 – 12]. В теоретических разделах
этих работ, как правило, строятся асимптотиче-
ские периодические решения задачи о свободных
колебаниях капли. Используются как дифферен-
циальная, так и вариационная постановки зада-
чи. В большинстве публикаций анализ проводился
в рамках модели идеальной несжимаемой жидко-
сти, однако имеются работы, в которых делались
попытки учесть ее вязкость.

В случае невязких колебаний капли построен-
ные асимптотические решения задачи в свобод-
ных колебаниях могут быть интерпретированы
как усеченные ряды Фурье в терминах объемных
сферических функций. Следует отметить, что, как
показано в 1879 году Лордом Рэлеем [13,14], имен-
но объемные сферические функции являются ре-
шениями (собственными формами) задачи о соб-
ственных (линейных) колебаниях идеальной не-
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сжимаемой капиллярной жидкости в неактивной
среде под действием поверхностного натяжения
относительно сферического статического положе-
ния равновесия. Таким образом, полученные асим-
птотические решения задачи о свободных перио-
дических колебаниях капли, по-сути, описывают
слабо нелинейные установившиеся свободные ко-
лебания в виде рядов по собственным формам.

Резюмируя сказанное, состояние проблемы те-
оретического описания колебания левитирующей
капли можно уподобить тому, которое имело ме-
сто в 50–60-ых гг. XX ст. для задачи о немалых
колебаниях жидкости в подвижных баках [15, 16].
Действительно, на то время была построена тео-
рия линейных собственных колебаний и получены
некоторые численные и асимптотические резуль-
таты об установившихся решениях нелинейной за-
дачи. Общей же конструктивной теории нелиней-
ных колебаний для этого физического объекта на
то время не существовало. Лишь позднее, в 70–
80-ых гг., были предложены нелинейные модаль-
ные методы, позволившие свести исследование за-
дачи со свободной границей, описывающей коле-
бания жидкости в баке, к достаточно простым си-
стемам обыкновенных дифференциальных урав-
нений относительно обобщенных координат, отве-
чающих за возмущения собственных форм. В си-
лу этого стал возможен аналитический (теорети-
ческий) анализ не только установившихся (пери-
одических) свободных и вынужденных, но и ра-
зличного типа переходных волновых процессов,
в том числе и для баков сложной геометриче-
ской формы. Настоящим прорывом для нелиней-
ных модальных методов стали работы И. А. Лу-
ковского и Дж. Майлса, построивших с использо-
ванием вариационного принципа в форме Бейтме-
на – Люка наиболее общие нелинейные модальные
уравнения движения жидкости в баке в аналити-
ческом виде [15, 16]. При дополнительных соотно-
шениях между обобщенными координатами такие
бесконечномерные модальные уравнения допуска-
ют редукцию к более простой, конечномерной и
компактной, форме. Поскольку для конечномер-
ных уравнений удается получить аналитически и
затабулировать все необходимые гидродинамиче-
ские коэффициенты, именно они получили наи-
большее развитие в научной литературе и нашли
применение при решении конкретных прикладных
задач, связанных с исследованием установивши-
хся режимов движения и расчетом переходных
процессов.

В данной статье мы следуем идеям работ Лу-
ковского и Майлса с целью построения наиболее
общей нелинейной модальной теории колебаний

капли в неактивной среде в условиях малой гра-
витации. Фактическая основная цель нашей рабо-
ты – обобщение результатов нелинейного модаль-
ного подхода Луковского и Майлса на случай ка-
пиллярной капли. При этом используется вариа-
ционный принцип Бейтмена – Люка и известные
из работ лорда Рэлея собственные формы коле-
бания капли. Особенность задачи состоит в нали-
чии нелинейного условия сохранения объема, име-
ющего вид геометрической связи для допустимых
пространственных конфигураций капли. Поэтому
при формулировке вариационного принципа при-
ходится, вообще говоря, вводить дополнительный
член с множителем Лагранжа, отражающий нали-
чие этой геометрической связи. Специфика реали-
зации нелинейного модального метода заключае-
тся также в том, что собственные формы колеба-
ний жидкости Рэлея не формируют полного фун-
кционального базиса и должны быть пополнены
четырьмя объемными сферическими функциями,
которые с физической точки зрения не описывают
собственных колебаний капли. Кроме того, упомя-
нутое пополнение базиса математически необходи-
мо для выполнения условия сохранения объема.

При реализации нелинейного модального мето-
да вводятся обобщенные координаты, описываю-
щие возмущения свободной поверхности, в том
числе, за счет четырех дополнительных коорди-
натных функций. В процессе вывода нелинейных
модальных уравнений, основываясь на особенно-
стях базисного набора функций, из нелинейного
условия сохранения объема удается выразить ана-
литически одну из обобщенных координат через
другие и таким образом избавиться от геометри-
ческой связи. В математическом плане построен-
ные нелинейные модальные уравнения колебания
капли подобны общим модальным уравнениям Лу-
ковского [15, 16], которые известны для задачи о
нелинейных плесканиях жидкости в сосуде.

Основываясь на выведенных из вариационного
принципа общих нелинейных модальных уравне-
ниях, мы также выводим аналитически асимпто-
тическую нелинейную модальную теорию третье-
го порядка, описывающую осесимметричные нели-
нейные колебания капли. В ее модальных урав-
нениях удерживаются лишь полиномиальные не-
линейные члены до третьей степени относительно
обобщенных координат. Построенные уравнения
могут быть применены для решения задачи описа-
ния нелинейных собственных (периодических) ко-
лебаний капли, которая уже исследовалась ранее
рядом авторов как экспериментально, так и с по-
мощью численных методов.

Наиболее интересен и важен случай собствен-
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ных нелинейных колебаний с частотой, близкой
к низшей собственной частоте капли σ20. Для
этих колебаний первая собственная (осесимметри-
чная) форма дает доминантный вклад и бесконе-
чномерную нелинейную асимптотическую модаль-
ную теорию можно свести к системе трех обыкно-
венных дифференциальных уравнений, в кото-
рых вклад собственных форм (обобщенных коор-
динат) связывается с асимптотикой третьего по-
рядка типа Дюффинга. Ниже будет выведен яв-
ный вид соответствующей трехмодовой нелиней-
ной модальной системы и приведены точные зна-
чения всех ее гидродинамических коэффициентов.
С использованием редукции Ляпунова – Шмидта,
строится периодическое решение этой трехмодо-
вой системы, которое сравниваются с эксперимен-
тальными [8, 25] и численными [9, 17, 18] результа-
тами. Полученные асимптотические значения хо-
рошо согласуются с расчетами [9,17,18] и экспери-
ментальными данными, полученными для капли
большего радиуса.

Заметим, что в рамках модели идеальной не-
сжимаемой жидкости зависимость между безра-
змерными частотой и амплитудой не будет фун-
кцией реального размера капли. Следовательно,
как это уже обсуждалось в работе [9], количе-
ственное расхождение между теоретическими и
экспериментальными зависимостями необходимо
связывать с физическими факторами, которые не
учитываются исходной гидродинамической моде-
лью. К таковым можно отнести вязкость (в том
числе, поверхностную) и сжимаемость жидкости,
которые, вероятно, начинают играть важную роль
при уменьшении размеров капли.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим колебания каплеобразного объема
Q(t) идеальной несжимаемой жидкости, находя-
щейся в условиях отсутствия гравитационного по-
ля в инертной среде. Колебания жидкости опре-
деляются начальными возмущениями свободной
границы Σ(t), движение которой задается в сфе-
рической системе координат:

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ

(r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π)

c помощью уравнения

r = ζ(θ, ϕ, t).

Геометрические обозначения показаны на рис. 1.
Наряду с неизвестной функцией ζ(θ, ϕ, t), за-

дающей мгновенное положение поверхности Σ(t),

(t)ζ Σ

Q(t)x

y

z

Рис. 1. Геометрические обозначения, введенные
для описания колебания уединенной капли

введем потенциал скоростей Φ, который должен
быть найден в процессе решения соответствующей
краевой задачи со свободной границей.

1.1. Условие сохранения объема

При определении функции ζ(θ, ϕ, t) необходи-
мо учесть, что статическое положение жидкости
под действием поверхностного натяжения совпа-
дает со сферой радиуса R0, так что объем несжи-
маемой жидкости неизменен – Vl =4πR3

0/3. Поэто-
му уравнение свободной границы в сферической
системе координат можно представить в виде

ζ(θ, ϕ, t) = R0 + ξ(θ, ϕ, t),

где возмущения свободной границы относитель-
но сферического положения равновесия подчине-
ны нелинейному (относительно ξ) условию сохра-
нения объема:
∫

Q(t)

dQ = Vl ⇒

⇒
2π
∫

0

π
∫

0

(

ξ3

3
+R0ξ

2 + R2
0ξ

)

sin θ dθ dϕ = 0.

(1)

Нелинейное условие сохранение объема (1) вы-
ступает в качестве геометрического ограничения
на допустимые положения свободной границы
Σ(t).

1.2. Вариационный принцип Бейтмена –Люка

Для вывода уравнений движения каплеобра-
зного объема жидкости воспользуемся принципом
Бейтмена – Люка, который использовался Луков-
ским и Майлсом для решения задачи о нели-
нейных колебаниях жидкости в сосуде. История
его возникновения и особенности его применения
в различных проблемах гидродинамики детально
описаны в работах [16, 19].
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Наличие нелинейности в условии сохранения
объема (1) вносит дополнительную сложность при
применении этого принципа для задачи о колеба-
ниях капли по сравнению с задачей о плескании
жидкости в цилиндрическом сосуде. В последней
использование собственных форм колебания жид-
кости в качестве функционального базиса (базиса
Фурье) в представлении модального решения га-
рантировало автоматическое выполнение условия
сохранения объема, которое в этом случае остается
линейным, и ему удовлетворяет каждая собствен-
ная функция. Для нелинейных колебаний капли
это не так, поэтому, исследуя самый общий случай,
функционал (лагранжиан) должен, вообще гово-
ря, содержать дополнительный сумманд вида

p̄0







∫

Q(t)

dQ− Vl






, (2)

где p̄0 – множитель Лагранжа. Альтернатива ука-
занному представлению может состоять в том,
чтобы найти такую явную зависимость одной из
обобщенных координат от других, чтобы условие
сохранения объема удовлетворялось автоматиче-
ски.

В данном разделе мы рассматриваем общий те-
оретический случай. В соответствии с принци-
пом Бейтмена – Люка, действительное движение
соответствует стационарным точкам функциона-
ла действия A(Φ, ζ), в котором лагранжиан – ин-
теграл давления по мгновенному объему жидко-
сти Q(t), и рассматриваются полностью незави-
симые изохронные вариации относительно Φ и ζ.
Как было замечено выше в контексте обсуждения
нелинейного условия сохранения объема (1), яв-
ляющегося ограничением для допустимых функ-
ций ζ, функция Лагранжа должна содержать сум-
манд (2) с множителем Лагранжа p̄0, чтобы вари-
ации по ζ можно было рассматривать как полно-
стью независимые без предварительного удовле-
творения условия сохранения объема.

Применительно к нашей задаче, принцип Бей-
тмена – Люка сводит проблему к определению ста-
ционарных точек функционала действия

A(Φ, ζ) =

t2
∫

t1

BL(Φ, ζ)dt (3)

для произвольных фиксированных времен t1 и t2
(t1<t2) и изохронных независимых вариаций

δΦ|t1,t2 = 0, δζ|t1,t2 = 0. (4)

Здесь лагранжиан имеет вид

BL(Φ, ζ) =

∫

Q(t)

(p− p0)dQ− Ts|Σ(t)|−

−p̄0

(

∫

Q(t)

dQ− Vl

)

,

(5)

p – поле давления в жидкости; p0 – давление во
внешней среде; Ts – коэффициент поверхностно-
го натяжения; | · | – площадь поверхности; p̄0 –
множитель Лагранжа (может быть функцией вре-
мени), который следует найти в процессе опре-
деления стационарных точек функционала с уче-
том того, что условие стационарности функциона-
ла действия A(Φ, ζ) должно быть выполнено на
многообразии допустимых возмущений ξ, подчи-
ненных условию (1).

Давление внутри идеальной несжимаемой жид-
кости можно определить из уравнения Бернулли
(интеграла Лагранжа – Коши)

p− p0 = −ρ
(

∂Φ

∂t
+

1

2
(∇Φ)2

)

, (6)

где ρ – плотность жидкости. Подстановка уравне-
ния (6) в функционал (5) показывает, что множи-
тель Лагранжа p̄0 имеет физический смысл скачка
давления между жидкостью и внешней средой, на-
личие которого связывается с поверхностным на-
тяжением, а также нелинейностью задачи и на-
личием свободной поверхности. Аналогичная тра-
ктовка множителей Лагранжа имеет место для ва-
риационных постановок задачи о статических ка-
пиллярных формах равновесия [20] жидкости в ба-
ках в условиях, близких к невесомости.

1.3. Вывод основных уравнений и краевых
условий

Воспользуемся принципом Бейтмена – Люка для
вывода уравнений колебания капли. Для этого
подставим соотношение (6) в выражение (5) и осу-
ществим независимые малые вариации функцио-
нала действия относительно функций Φ и ζ. При
этом будем использовать формулу Грина

∫

Q(t)

(

ψ1∇2ψ2+∇ψ1 · ∇ψ2

)

dQ=

∫

Σ(t)

ψ1
∂ψ2

∂n
dS (7)

и транспортную теорему Рейнольдса

d

dt

∫

Q(t)

XdQ =

∫

Q(t)

∂X

∂t
dQ+

∫

Σ(t)

XUntdS, (8)
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где Unt – нормальная скорость свободной поверх-
ности, которая в сферической системе координат
вычисляется по формуле

Unt =
ζζt

√

ζ2 + ζ2
θ + ζ2

ϕ/ sin2 θ
.

1.3.1. Кинематическая часть задачи

Равенство нулю вариации по Φ дает

0=−ρ
t2
∫

t1







∫

Q(t)

∂δΦ

∂t
dQ+

∫

Q(t)

∇Φ · ∇(δΦ)dQ






dt =

= −ρ







∫

Q(t2)

δΦdQ−
∫

Q(t1)

δΦdQ






+

+ρ

t2
∫

t1







∫

Q(t)

∇2ΦδΦdQ−
∫

Σ(t)

(

∂Φ

∂n
−Unt

)

δΦdS






dt,

где нормальная производная от потенциала скоро-
стей в сферической системе координат имеет вид

∂Φ

∂n
=
ζ2Φr − Φθζθ − Φϕζϕ/ sin θ

ζ
√

ζ2 + ζ2
θ + ζ2

ϕ/ sin2 θ
.

Учитывая условие изохронности вариации (4) и
независимость вариации потенциала скоростей в
области и на границе, мы получаем кинематиче-
скую часть задачи, которая приобретает вид зада-
чи Неймана:

∇2Φ = 0 в Q(t),
∂Φ

∂n
= Unt на Σ(t). (9)

В сферической системе координат ее можно запи-
сать так:

∇2Φ=
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂Φ

∂r

)

+

+
1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂Φ

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2Φ

∂ϕ2
=0

в Q(t),

(10)

ζΦr − Φθζθ − Φϕζϕ
sin θ

= ζζt на Σ(t). (11)

Последнее уравнение – так называемое кинемати-
ческое краевое условие на свободной (неизвестной)
поверхности.

Кинематическая часть задачи (10), (11) име-
ет решение лишь в том случае, когда сохраняе-
тся объем жидкости Vl, поскольку должно быть
выполнено условие разрешимости задачи Нейма-
на (9):

∫

Σ(t)

UndS =

∫

Σ(t)

∂Φ

∂n
dS = 0, (12)

которое следует из транспортной теоремы Рей-
нольдса (8) после дифференцирования по времени
условия сохранения объема (1):

d

dt

∫

Q(t)

dQ =

∫

Σ(t)

UndS = 0.

Таким образом, условие сохранения объема являе-
тся необходимым условием разрешимости кинема-
тической части задачи (10), (11).

1.3.2. Динамическая часть задачи

Равенство нулю вариации по ζ приводит к вари-
ационному уравнению:

0 =

t2
∫

t1

∫

Σ(t)

[(p− p0) − Ts(k1 + k2) − p̄0]×

× ζδζ
√

ζ2 + ζ2
θ + (ζϕ/ sin θ)2

dSdt,

(13)

где k1 и k2 – главные кривизны Σ(t), которые
вычисляются по формуле

k1 + k2 =
2 + (ζθ/ζ)

2 + (ζϕ/(ζ sin θ))2
√

ζ2 + ζ2
θ + (ζϕ/ sin θ)2

−

− 1

ζ2 sin θ

∂

∂θ

(

ζζθ sin θ
√

ζ2 + ζ2
θ + (ζϕ/ sin θ)2

)

−

− 1

ζ2 sin2 θ

∂

∂ϕ

(

ζζϕ
√

ζ2 + ζ2
θ + (ζϕ/ sin θ)2

)

.

(14)

С учетом уравнения Бернулли (6) и выражения
для суммы главных кривизн (14), вариационное
равенство (13) приводит к так называемому дина-
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мическому краевому условию:

ρ

(

∂Φ

∂t
+

1

2
(∇Φ)2

)

+p̄0+

+Ts

{

2+(ζθ/ζ)
2+(ζϕ/(ζ sin θ))2

√

ζ2+ζ2
θ +(ζϕ/ sin θ)2

−

− 1

ζ2 sin θ

∂

∂θ

(

ζζθ sin θ
√

ζ2+ζ2
θ +(ζϕ/ sin θ)2

)

−

− 1

ζ2 sin2 θ

∂

∂ϕ

(

ζζϕ
√

ζ2+ζ2
θ +(ζϕ/ sin θ)2

)}

=0

на Σ(t).

(15)

1.4. О множителе Лагранжа p̄0 для статическо-
го положения равновесия

Если капля находится в статическом (сфериче-
ском) положении равновесия (ζ=R0 и ∇Φ=0), то
кинематическая часть задачи (10), (11) выполня-
ется автоматически. В то же время, сумма кри-
визн (14) равна 2/R0 и, следовательно, динамиче-
ское условие (15) приводит к соотношению

ρ
∂Φ

∂t
+ p̄0 +

2Ts

R0
= 0, r = R0, (16)

где Φ = Φ(t).
Если предположить, что Φ=0 (это допустимо в

рамках теории потенциальных течений идеальной
несжимаемой жидкости, определяющих потенци-
ал скоростей с точностью до функции времени),
то p̄0 можно трактовать как статический скачок
давления, связанный с поверхностным натяжени-
ем, т. е. p̄0 = p̄st

0 =−2Ts/R0. Альтернативно можно
учесть статический скачок давления с помощью
функции Φ=Φ(t)=−2Ts/(R0ρ), что обеспечивает
p̄st
0 =0.
Для осциллирующей капли ∇Φ 6=0, а значит,

множитель Лагранжа p̄0 становится значительно
более сложной функцией времени. Однако, как и
для статического положения равновесия, физиче-
ский смысл этого множителя трактуется как сред-
ний (по свободной поверхности) скачок давления,
порождаемый поверхностным натяжением и нели-
нейными условиями на свободной поверхности.

1.5. Начальные условия и условия периодично-
сти

Задача со свободной границей (10), (11), (15)
требует либо начальных условий, задающих на-

чальное положение свободной границы и началь-
ное распределение поля скоростей:

ζ(θ, ϕ, 0) = ζ0(θ, ϕ),

Φ(r, θ, ϕ, 0) = Φ0(r, θ, ϕ),

либо условия периодичности:

ζ(θ, ϕ, t) = ζ(θ, ϕ, t+ T ),

Φ(r, θ, ϕ, t) = Φ(r, θ, ϕ, t+ T ),

где T =2π/σ – период колебания капли, который в
нашем случае может ассоциироваться с нелиней-
ными собственными (свободными) колебаниями с
частотой σ.

2. ЛИНЕЙНЫЕ СОБСТВЕННЫЕ ЧАСТОТЫ
И ФОРМЫ КАК РЕШЕНИЯ СПЕКТРАЛЬ-
НОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ С ПАРАМЕТРОМ
В КРАЕВОМ УСЛОВИИ

Собственные частоты и формы колебания кап-
ли [14] являются решениями линейной спектраль-
ной краевой задачи, описывающей малые периоди-
ческие решения. Их вывод требует линеаризации
кинематического и динамического краевых усло-
вий, а также условия сохранения объема, выведен-
ных в предыдущем разделе в самом общем нели-
нейном случае.

2.1. Спектральная краевая задача, связанная с
собственными колебаниями капиллярной капли

Рассмотрим колебания капли относительно ста-
тического положения равновесия в предположе-
нии малости возмущений поля скоростей и сво-
бодной поверхности. Как уже отмечалось, для их
описания необходимо линеаризовать условия (1),
(11) и (15), считая, что

Φ=−2Tst

R0ρ
+Φ, ζ=R0+ξ, p̄0 =0+p̄0,

Φ, ξ, p̄0 � 1,

и пренебрегая нелинейными членами в возмуще-
ниях Φ, ξ, p̄0 и их производных. Таким образом,
линеаризованные краевые условия выполняются
на сферической поверхности r=R0, а уравнение
Лапласа (10) – внутри шара r<R0.

Линеаризуя условие сохранения объема (1), по-
лучаем

2π
∫

0

π
∫

0

ξ sin θdθdϕ = 0. (17)
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Линеаризованное кинематическое условие (11)
примет вид

∂Φ

∂r
=
∂ξ

∂t
, r = R0. (18)

Наконец, линеаризация динамического усло-
вия (15) приводит к соотношению

ρ
∂Φ

∂t
+ Ts

{

− 2ξ

R2
0

− 1

R2
0

×

×
(

1

sin θ

∂

∂θ

[

sin θ
∂ξ

∂θ

]

+
1

sin2 θ

∂2ξ

∂ϕ2

)}

=0,

r = R0.

(19)

Условия (19) и (18) допускают исключение из рас-
смотрения функции ξ, что дает краевое условие
относительно Φ:

ρ
∂2Φ

∂t2
− Ts

R2
0

{

2
∂Φ

∂r
+

+
∂

∂r

[

1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂Φ

∂θ

)

+
1

sin2 θ

∂2Φ

∂ϕ

]}

= 0,

r = R0.

Представляя возмущение потенциала скоростей
в виде Φ(r, θ, ϕ, t)=φ(r, θ, ϕ) exp(iσt), где σ – ли-
нейная собственная частота, приходим к спек-
тральной задаче о собственных колебаниях капли:

∇2φ = 0, r < R0,

−λφ =

{

2
∂φ

∂r
+

+
∂

∂r

[

1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂φ

∂θ

)

+
1

sin2 θ

∂2φ

∂ϕ2

]}

,

r = R0,

2π
∫

0

π
∫

0

∂φ

∂r

∣

∣

∣

∣

r=R0

sin θdθdϕ = 0

(20)

относительно спектрального параметра
λ=ρR2

0σ
2/Ts и собственных функций φ.

2.2. Собственные функции и собственные фор-
мы колебания капли

Спектральная задача (20) имеет аналитическое
решение. Найдем его, воспользовавшись методом

разделения пространственных переменных и пред-
ставив собственные функции в виде

φ(r, θ, ϕ) = rlȲ (θ, ϕ), l ≥ 0, (21)

где Ȳ – сферические функции Лапласа. Реше-
ние (21) по определению удовлетворяет уравнению
Лапласа. Подставляя его в спектральное условие
при r=R0, приходим к уравнению

−(R0λ− 2l)Ȳ =

= l

[

1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂Ȳ

∂θ

)

+
1

sin2 θ

∂2Ȳ

∂ϕ2

]

,

которое превращается в уравнение для шаровых
функций Лапласа Ȳlm =Ylm/r

l:

1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂Ylm

∂θ

)

+
1

sin2 θ

∂2Ylm

∂ϕ
=

= −l(l + 1)Ylm

(22)

и дает собственные значения

λ = λlm =
1

R0
l(l − 1)(l + 2),

l = 0, 1, . . . , m = 0, . . . , l.

(23)

Собственные формы колебаний капли можно те-
перь записать явно:

Ylm(r, θ, ϕ) = Nlm

(

r

R0

)l

P
(m)
l (cos θ)

{

cosmϕ

sinmϕ

}

,

Nlm =























√

(2l + 1)(l −m)!

4π(l +m)!
, m = 0,

√

(2l + 1)(l −m)!

2π(l +m)!
, m ≥ 1,

(24)

где P
(m)
l – присоединенные полиномы Лежан-

дра, причем собственные частоты, соответствую-
щие собственным формам (23), имеют вид

σ2
lm =

Ts

ρR3
0

l(l − 1)(l + 2),

l = 2, 3, . . . , m = 0, 1, . . . , l

(25)

(здесь ρ – плотность жидкости; Ts – коэффициент
поверхностного натяжения).

Исходя из проделанных выкладок, можно сде-
лать важный вывод о том, что собственные часто-
ты (25) не зависят от индекса m, значение которо-
го не превышает l. Это означает, что для каждого
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целочисленного значения l имеется (2l+1) взаим-
но ортогональных (кратных) собственных функ-
ций.

С математической точки зрения все собствен-
ные функции Ylm, l=0, 1, . . ., m=0, . . . , l, начиная
с l=0, будут решениями спектральной задачи (20).
Однако по своему физическому смыслу четыре
собственных функции для l=0 и 1 не являются
собственными формами колебания капли, так как
все они отвечают нулевой собственной частоте. Та-
ким образом, в рамках задачи о линейных колеба-
ниях капли необходимо вводить ограничение l≥2.

Интересно исследовать, чему же соответствуют
указанные собственные функции с индексами l=0
и 1:

• случай l=1, m=0 приводит к решению
φ=z=r cos θ, описывающему поступательное
движение капли как твердого тела вдоль оси
Oz;

• в случае l=1, l=1 порождаются два ре-
шения φ=y=r sin θ sinϕ и φ=x=r sin θ cosϕ,
соответствующие таким же поступательным
движениям, но уже вдоль осей Oy и Ox со-
ответственно;

• случай l=0 дает тривиальное решение-
константу: φ00 =1/2

√
π.

Отметим, что отбрасывание четырех собствен-
ных функций делает всю систему неполной с ма-
тематической точки зрения. Следовательно, вклю-
чение собственных функций с индексами для l=0
и 1 необходимо для того, чтобы иметь полный на-
бор гармонических функций, используемый в не-
линейном модальном методе.

3. БЕЗРАЗМЕРНАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДА-
ЧИ

Основываясь на решении задачи о собственных
колебаниях, можно наряду с характерным линей-
ным размером R0 ввести в рассмотрение характер-
ное время, которое ассоциируется с размерной ве-
личиной s−2 =Ts/(ρR

3
0), возникающей в виде мно-

жителя в выражении для собственных частот. Это
означает, что характерное время можно выбирать
в виде

t∗ =
√

ρR3
0/Ts .

Тогда безразмерная краевая задача со сво-
бодной границей, соответствующая постанов-

ке (10), (11), (15), примет вид

∇2Φ=
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂Φ

∂r

)

+

+
1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂Φ

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2Φ

∂ϕ2
=0

в Q(t),

ζΦr − Φθζθ − Φϕζϕ
sin θ

= ζζt на Σ(t),

ρ

(

∂Φ

∂t
+

1

2
(∇Φ)2

)

+p̄0+

+Ts

{

2+(ζθ/ζ)
2+(ζϕ/(ζ sin θ))2

√

ζ2+ζ2
θ +(ζϕ/ sin θ)2

−

− 1

ζ2 sin θ

∂

∂θ

(

ζζθ sin θ
√

ζ2+ζ2
θ +(ζϕ/ sin θ)2

)

−

− 1

ζ2 sin2 θ

∂

∂ϕ

(

ζζϕ
√

ζ2+ζ2
θ +(ζϕ/ sin θ)2

)}

=0

на Σ(t).

(26)

Здесь p̄0 – безразмерный множитель Лагранжа.
Ее следует дополнить условием сохранения

объема

2π
∫

0

π
∫

0

(

ξ3

3
+ ξ2 + ξ

)

sin θdθdϕ = 0, (27)

где колебания свободной поверхности относитель-
но сферы единичного радиуса представляются в
виде

ζ(θ, ϕ, t) = 1 + ξ(θ, ϕ, t).

Соответствующий безразмерный лагранжиан в
функционале Бейтмена – Люка запишется как

BL(Φ, ζ) = −
∫

Q(t)

(

∂Φ

∂t
+

1

2
(∇Φ)2

)

dQ−

−|Σ(t)| − p̄0

( ∫

Q(t)

dQ− 4

3
π

)

.

(28)

4. НЕЛИНЕЙНЫЕ МОДАЛЬНЫЕ УРАВНЕ-
НИЯ В ФОРМЕ ЛУКОВСКОГО–МАЙЛСА

4.1. Модальное решение

В самом общем случае, применение нелинейных
модальных методов к задаче о колебаниях кап-
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ли (26), (27) предполагает следующее модальное
решение:

ζ(θ, ϕ, t) = 1 +
∑

I

βI(t)fI (θ, ϕ),

Φ(r, θ, ϕ, t) =
∑

N

FN(t)φN (r, θ, ϕ),
(29)

где fI и φN – полные наборы функций в представ-
лении свободной границы и потенциала скоростей,
которые должны обеспечить возможность прибли-
жения любых допустимых геометрических конфи-
гураций области Q(t), удовлетворяющих условию
сохранения объема, а также приближению соо-
тветствующего поля скоростей в этой области.

Учтем, что мы имеем дело с так называемыми
звездными областями Q(t) относительно начала
координат. Полнота представления допустимых
областей и соответствующих потенциалов скоро-
стей может быть гарантирована, если взять в ка-
честве полного набора функций φN собственные
функций (24), которые в безразмерном случае
примут вид объемных сферических функций:

Ylm(r, θ, ϕ) = Nlmr
lP

(m)
l (cos θ)

{

cosmϕ

sinmϕ

}

,

Nlm =























√

(2l+ 1)(l−m)!

4π(l+m)!
, m = 0,

√

(2l+ 1)(l−m)!

2π(l+m)!
, m ≥ 1.

(30)
При этом полный набор функций fI определяе-
тся проекциями Ylm на невозмущенную (статиче-
скую) сферическую свободную границу – шаро-
выми функциями Лапласа:

Ylm(1, θ, ϕ) = NlmP
(m)
l (cos θ)

{

cosmϕ

sinmϕ

}

. (31)

Еще раз подчеркнем, что отличие нашей задачи
от задачи о колебании жидкости в сосуде состоит в
том, что полнота системы функций (30) и (31) до-
стигается лишь в том случае, когда в нее включе-
ны не только собственные формы колебания капли
(функции с индексами l≥2), но и четыре функции
с индексами l=0 и 1, с физической точки зрения не
описывающие линейных колебаний системы. По-
скольку собственным функциям (30) соответству-
ют безразмерные собственные частоты

σ2
lm = l(l − 1)(l+ 2), (32)

эти четыре дополнительные функции отвечают
нулевым частотам и, как отмечено выше, описыва-
ют поступательные движения капли (l = 1) либо
(для l = 0) несут вспомогательный характер:

φ0 = f0 =
1

2
√
π
. (33)

Введение этой функции связано с необходимостью
удовлетворения нелинейного условия сохранения
объема и описания среднего по свободной поверх-
ности скачка давления между внешней средой и
внутренней жидкостью.

Примем во внимание наличие осесимметричных
(m=0) и несимметричных форм, что позволяет за-
дать базисный набор функций следующим обра-
зом:

φl = Nl0r
lPl(cos θ), l ≥ 0;

φlm,c = φlm(r, θ) cosmϕ =

= Nlmr
lP

(m)
l (cos θ) cosmϕ,

l ≥ 1, m = 1, . . . , l;

φlm,s = φlm(r, θ) sinmϕ =

= Nlmr
lP

(m)
l (cos θ) sinmϕ,

l ≥ 1, m = 1, . . . , l.

(34)

Им соответствуют

fl = Nl0Pl(cos θ), l ≥ 0;

flm,c = flm(θ) cosmϕ =

= NlmP
(m)
l (cos θ) cosmϕ,

l ≥ 1, m = 1, . . . , l;

flm,s = flm(θ) sinmϕ =

= NlmP
(m)
l (cos θ) sinmϕ,

l ≥ 1, m = 1, . . . , l.

(35)

Отметим важные соотношения

φl =r
lfl, φlm,c=r

lflm,c, φlms
=rlflm,s, (36)

которые в ряде случаев могут существенно упро-
стить вывод аналитических выражений в нелиней-
ной модальной теории.

Используя определения (34), (35), модальное ре-
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шение (29) перепишем в виде

ζ(θ, ϕ, t) = 1 +

∞
∑

l=0

βl(t)fl(θ)+

+

∞
∑

l=1

l
∑

m=1

(βc,lm(t) cosmϕ+

+βs,lm(t) sinmϕ)flm(θ),

(37)

и

Φ(r, θ, ϕ, t) =

∞
∑

l=0

Fl(t)φl(r, θ)+

+

∞
∑

l=1

l
∑

m=1

(Fc,lm(t) cosmϕ+

+Fs,lm(t) sinmϕ)φlm(r, θ).

(38)

Первые суммы в выражениях (37) и (38) на-
чинаются с нулевого значения индекса l, т. е.
формально включают в себя базисные функции-
константы (33). Однако на следующем этапе
функции β0 и F0 могут быть исключены из рассмо-
трения в качестве независимых обобщенных коор-
динат посредством аналитического удовлетворе-
ния условия сохранения объема и использования
специфических свойств функционала действия,
основанного на лагранжиане в форме Бейтмена –
Люка.

4.2. Условие сохранения объема и обобщенная
координата β0

При рассмотрении представления свободной
границы (37) следует помнить, что, в отличие от
задачи о колебании жидкости в сосуде, линейная
комбинация (37) должна включать обобщенную
координату β0, помогающую обеспечить выполне-
ние нелинейного условия сохранения объема (27).
Подстановка модального решения (37) в инте-
гральное условие (27) приводит к следующем
дополнительному уравнению, связывающему βi,
βc,lm и βs,lm:

2
√
πβ0 +

∞
∑

i=0

β2
i +

∞
∑

l=1

l
∑

m=1

(β2
c,lm + β2

s,lm)+

+O3(βi, βc,lm, βs,lm) = 0,

(39)

где O3 – остаточная функция, удерживающая
высшие, начиная с кубических, полиномиальные
величины в терминах обобщенных координат,
включая β0. Механический смысл этого соотноше-
ния – геометрическая связь для допустимых поло-
жений свободной границы в терминах обобщенных
координат.

Рассмотрим относительно малые деформации
сферической свободной границы. Это означа-
ет, что рассматриваются нетривиальные решения
однородного уравнения (39) в окрестности нулево-
го (тривиального) решения. Тогда можно исполь-
зовать теорему о неявной функции и выразить β0

через остальные обобщенные координаты. В тер-
минах рядов Тейлора по степеням обобщенных ко-
ординат соответствующее нетривиальное решение
уравнения (39) примет вид

β0 = G(βi, βc,lm, βs,lm, i ≥ 1, l ≥ 1) =

=− 1

2
√
π

[

∑

i=1

β2
i +

∞
∑

l=1

l
∑

m=1

(β2
c,lm + β2

s,lm)

]

−

− 1

2
√
π
G3(βi, βc,lm, βs,lm, i ≥ 1, l ≥ 1),

(40)

где G3 – остаточная функция (в терминах незави-
симых обобщенных координат, удерживающая на-
чиная с кубических, полиномиальные порядки βi,
βc,lm, βs,lm , i≥1, l≥1.

Подставив выражение (40) в (37), исключим β0

из числа независимых обобщенных координат и
получим следующее представление свободной по-
верхности:

ζ(θ, ϕ, t) = 1 − 1

4π

( ∞
∑

i=1

β2
i +

+

∞
∑

l=1

l
∑

m=1

(β2
c,lm + β2

s,lm) +G3

)

+

+

∞
∑

l=1

βl(t)fl(θ) +

∞
∑

l=1

l
∑

m=1

(βc,lm(t) cosmϕ+

+βs,lm(t) sinmϕ)flm(θ),

(41)

которое гарантирует автоматическое выполнение
условия сохранение объема и задает свободную
границу как функцию независимых обобщенных
координат βi, βc,lm , βs,lm, i≥1, l≥1.

4.3. Лагранжиан в форме Бейтмена – Люка и
обобщенная координата F0

С учетом представления свободной границы в
форме (41) исчезает необходимость рассматри-
вать условие сохранения объема как дополни-
тельное геометрическое ограничение для задачи
определения экстремальных значений функциона-
ла действия с лагранжианом в форме Бейтмена –
Люка (28). Это же делает ненужным введение до-
полнительных членов с множителем Лагранжа –
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если модальное решение имеет вид (41), он может
быть приравнен к нулю: p̄0 =0.

Подставим модальное представление потенциа-
ла скоростей (38) в формулу (28). Это приводит к
следующему выражению для лагранжиана:

BL = −
∞
∑

i=1

AiḞi −
∞
∑

l=1

l
∑

m=1

Ac,lmḞc,lm−

−
∞
∑

l=1

l
∑

m=1

Ac,lmḞc,lm − 1

2

∞
∑

n,k=1

An,kFnFk−

−1

2

∞
∑

l1,l2=1

l1,l2
∑

m1,m2=1

A(c,l1m1),(c,l2m2)×

×F(c,l1m1)F(c,l2m2)−

−1

2

∞
∑

l1,l2=1

l1,l2
∑

m1,m2=1

A(s,l1m1),(s,l2m2)×

×F(s,l1m1)F(s,l2m2)−

−
∞
∑

l1,l2=1

l1,l2
∑

m1,m2=1

A(c,l1m1),(s,l2m2)×

×F(c,l1m1)F(s,l2m2)−

−
∞
∑

n=1

∞
∑

l=1

l
∑

m=1

An,(s,lm)FnF(s,lm)−

−
∞
∑

n=1

∞
∑

l=1

l
∑

m=1

An,(c,lm)FnF(c,lm)−

−TS − 2

3

√
π Ḟ0 = 0,

(42)

где

An =

∫

Q(t)

φndQ =

2π
∫

0

π
∫

0

ζ
∫

0

φn r2 sin θ drdθdϕ,

Ac,lm =

∫

Q(t)

φlm cos(mϕ) dQ =

=

2π
∫

0

π
∫

0

ζ
∫

0

φlm cos(mϕ) r2 sin θ drdθdϕ,

As,lm =

∫

Q(t)

φlm sin(mϕ) dQ =

=

2π
∫

0

π
∫

0

ζ
∫

0

φlm sin(mϕ) r2 sin θ drdθdϕ,

(43)

An,k = Ak,n =

∫

Q(t)

(∇φn ·∇φk)dQ=

=

2π
∫

0

π
∫

0

ζ
∫

0

(∇φn ·∇φk) r2 sin θ drdθdϕ,

An,(c,lm) = A(c,lm),n =

=

∫

Q(t)

(∇φn ·∇[φlm cosmϕ])dQ=

=

2π
∫

0

π
∫

0

ζ
∫

0

(∇φn ·∇[φlm cosmϕ]) r2 sin θ drdθdϕ,

An,(s,lm) = A(s,lm),n =

=

∫

Q(t)

(∇φn ·∇[φlm sinmϕ])dQ=

=

2π
∫

0

π
∫

0

ζ
∫

0

(∇φn ·∇[φlm sinmϕ]) r2 sin θ drdθdϕ,

A(c,l1m1),(s,l2m2) = A(s,l2m2),(c,l1m1) =

=

∫

Q(t)

(∇[φl1m1
cosm1ϕ]·∇[φl2m2

sinm2ϕ])dQ=

=

2π
∫

0

π
∫

0

ζ
∫

0

(∇[φl1m1
cosm1ϕ]·∇[φl2m2

sinm2ϕ])×

×r2 sin θ drdθdϕ,

A(c,l1m1),(c,l2m2) = A(c,l2m2),(c,l1m1) =

=

∫

Q(t)

(∇[φl1m1
cosm1ϕ]·∇[φl2m2

cosm2ϕ])dQ=

=

2π
∫

0

π
∫

0

ζ
∫

0

(∇[φl1m1
cosm1ϕ]·∇[φl2m2

cosm2ϕ])×

×r2 sin θ drdθdϕ,

A(s,l1m1),(s,l2m2) = A(s,l2m2),(s,l1m1) =

=

∫

Q(t)

(∇[φl1m1
sinm1ϕ]·∇[φl2m2

sinm2ϕ])dQ=

=

2π
∫

0

π
∫

0

ζ
∫

0

(∇[φl1m1
sinm1ϕ]·∇[φl2m2

sinm2ϕ])×

×r2 sin θ drdθdϕ
(44)
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и

TS=

∫

Σ(t)

dS=

2π
∫

0

π
∫

0

ζ

√

ζ2+ζ2
θ +

ζ2
ϕ

sin2 θ
sin θdθdϕ, (45)

где

ζθ =
∂ζ

∂θ
, ζϕ =

∂ζ

∂ϕ
.

Нелинейная зависимость от обобщенных коорди-
нат β∗ обеспечиватся тем, что в выражения (43)–
(45) необходимо подставить представление свобо-
дной границы (41).

Функционал действия, основанный на лагран-
жиане в форме Бейтмена – Люка, предполагает
независимость вариации по возмущениям свобо-
дной поверхности и потенциалу скоростей. После
исключения β0 это означает, что независимыми
остаются лишь вариации по обобщенным коорди-
натам βi, βc,lm , βs,lm и Fi, Fc,lm, Fs,lm при i≥1,
l≥1, а также, вообще говоря, F0. Однако выраже-
ние (42) показывает, что обобщенная координата
F0 входит в функционал действия линейным обра-
зом. Поэтому и его вариация по F0 всегда приво-
дит к формальному тождеству

2

3

√
π

t2
∫

t1

δḞ0dt =
2

3

√
π [δF0(t2) − δF0(t1)] = 0,

которое достигается за счет выполнения условия
изохронности вариации (4) для независимых обоб-
щенных координат:

δβi(t1) = δβi(t2) = δβc,lm(t1) = δβc,lm(t2) =

= δβs,lm(t1) = δβs,lm(t2) = δFi(t1) = δF (t2) =

= δFc,lm(t1) = δFc,lm(t2) =

= δFs,lm(t1) = δFs,lm(t2) = 0.

Таким образом, решение нашей задачи в терми-
нах обобщенных координат βi, βc,lm, βs,lm и Fi,
Fc,lm, Fs,lm i≥1, l≥1 не зависит от обобщенной
координаты F0, которая может быть исключена
из рассмотрения. Это естественно, поскольку F0

играет роль среднего по поверхности скачка дав-
ления между внешним (атмосферным) давлением
и давлением внутри жидкой капли постоянного
объема. С физической точки зрения такой средний
скачок давления не должен влиять на колебания
капли, если жидкость несжимаемая, что соответ-
ствует принятой гидродинамической модели.

4.4. Общий вид модальных уравнений

4.4.1. Кинематические модальные уравнения

Вариация функционала действия с лагранжи-
аном вида (42) по независимым обобщенным ко-
ординатам Fi, Fc,lm, Fs,lm, i≥1, l≥1 приводит к
системе уравнений

dAn

dt
=

∞
∑

k=1

An,kFk+

+

∞
∑

k=1

k
∑

m=1

(

An,(c,km)Fc,km+An,(s,km)Fs,km

)

,

n ≥ 1,

dAc,lm

dt
=

∞
∑

k=1

A(c,lm),kFk+

+

∞
∑

k=1

k
∑

n=1

(

A(c,lm),(c,kn)Fc,kn+A(c,lm),(s,kn)Fs,kn

)

,

dAs,lm

dt
=

∞
∑

k=1

A(s,lm),kFk+

+

∞
∑

k=1

k
∑

n=1

(

A(s,lm),(c,kn)Fc,kn+A(s,lm),(s,kn)Fs,kn

)

,

l ≥ 1, m = 1, . . . , l.
(46)

Приводящие к уравнениям (46) выкладки доста-
точно сложны и громоздки. Заметим, однако, что
общая схема их вывода абсолютно аналогична
приведенной в [15] для задачи о плескании жид-
кости в сосуде.

С учетом правил дифференцирования

dAn

dt
=

∞
∑

i=1

∂An

∂βi
β̇i+

+

∞
∑

l=1

l
∑

m=1

(

∂An

∂βc,lm
β̇c,lm +

∂An

∂βs,lm
β̇s,lm

)

,

dAc,lm

dt
=

∞
∑

i=1

∂Ac,lm

∂βi
β̇i+

+

∞
∑

j=1

j
∑

n=1

(

∂Ac,lm

∂βc,jn
β̇c,jn +

∂Ac,lm

∂βs,jn
β̇s,jn

)

,

dAs,lm

dt
=

∞
∑

i=1

∂As,lm

∂βi
β̇i+

+

∞
∑

j=1

j
∑

n=1

(

∂As,jn

∂βc,jn
β̇c,jn +

∂As,lm

∂βs,jn
β̇s,jn

)

,

(47)

соотношения (46) могут быть рассмотрены как
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дифференциальные уравнения относительно обоб-
щенных координат β∗. Заметим, что при диф-
ференцировании по обобщенным координатам β∗
необходимо также учитывать наличие в выраже-
нии (41) компоненты, которая появились в резуль-
тате удовлетворения условия сохранения объема.

Равенства (46) могут быть также рассмотрены
как система линейных алгебраических уравнений
относительно Fi, Fc,lm, Fs,lm, i≥1, l≥1, где коэф-
фициенты An,k – нелинейные функции обобщен-
ных координат βi, βc,lm , βs,lm, i≥1, l≥1, а правая
часть dAn/dt, dAc,lm/dt, dAs,lm/dt выражается че-
рез βi, βc,lm, βs,lm, i≥1, l≥1 и их первые произво-
дные.

Уравнения системы (46) несут в себе кинемати-
ческие соотношения между обобщенными коорди-
натами, поэтому они будут в дальнейшем именова-
ться общими кинематическими модальными урав-
нениями.

4.4.2. Динамические модальные уравнения

Вариация функционала действия по независи-
мым обобщенным координатам βi, βc,lm, βs,lm,
i≥1, l≥1 приводит к системе дифференциаль-
ных уравнений (так называемым динамическим
модальным уравнениям) вида

∞
∑

n=1

∂An

∂βµ
Ḟn+

+

∞
∑

l=1

l
∑

m=1

(

∂Ac,lm

∂βµ
Ḟc,lm +

∂Ac,lm

∂βµ
Ḟc,lm

)

+

+
1

2

∞
∑

n,k=1

∂An,k

∂βµ
FnFk +

∞
∑

n,l=1

l
∑

m=1

Fn×

×
(

∂An,(c,lm)

∂βµ
Fc,lm +

∂An,(s,lm)

∂βµ
Fs,lm

)

+

+

∞
∑

l1,l2=1

l1,l2
∑

m1,m2=1

Fc,l1m1
Fs,l2m2

×

×∂A(c,l1m1),(s,l2m2)

∂βµ
+

+
1

2

∞
∑

l1,l2=1

l1,l2
∑

m1,m2=1

Fc,l1m1
Fc,l2m2

×

×∂A(c,l1m1),(c,l2m2)

∂βµ
+

+
1

2

∞
∑

l1,l2=1

l1,l2
∑

m1,m2=1

Fs,l1m1
Fs,l2m2

×

×∂A(s,l1m1),(s,l2m2)

∂βµ
+
∂TS

∂βµ
= 0, µ ≥ 1,

(48a)

∞
∑

n=1

∂An

∂βc,µν
Ḟn+

+

∞
∑

l=1

l
∑

m=1

(

∂Ac,lm

∂βc,µν
Ḟc,lm +

∂Ac,lm

∂βc,µν
Ḟc,lm

)

+

+
1

2

∞
∑

n,k=1

∂An,k

∂βc,µν
FnFk +

∞
∑

n,l=1

l
∑

m=1

Fn×

×
(

∂An,(c,lm)

∂βc,µν
Fc,lm +

∂An,(s,lm)

∂βc,µν
Fs,lm

)

+

+

∞
∑

l1,l2=1

l1,l2
∑

m1,m2=1

Fc,l1m1
Fs,l2m2

×

×∂A(c,l1m1),(s,l2m2)

∂βc,µν
+

+
1

2

∞
∑

l1,l2=1

l1,l2
∑

m1,m2=1

Fc,l1m1
Fc,l2m2

×

×∂A(c,l1m1),(c,l2m2)

∂βc,µν
+

+
1

2

∞
∑

l1,l2=1

l1,l2
∑

m1,m2=1

Fs,l1m1
Fs,l2m2

×

×∂A(s,l1m1),(s,l2m2)

∂βc,µν
+

∂TS

∂βc,µν
= 0,

µ ≥ 1, n = 1, . . . , µ,

(48b)

∞
∑

n=1

∂An

∂βs,µν
Ḟn+

+
∞
∑

l=1

l
∑

m=1

(

∂Ac,lm

∂βs,µν
Ḟc,lm +

∂Ac,lm

∂βs,µν
Ḟc,lm

)

+

+
1

2

∞
∑

n,k=1

∂An,k

∂βs,µν
FnFk +

∞
∑

n,l=1

l
∑

m=1

Fn×

×
(

∂An,(c,lm)

∂βs,µν
Fc,lm +

∂An,(s,lm)

∂βs,µν
Fs,lm

)

+

+
∑∞

l1,l2=1

∑l1,l2
m1,m2=1 Fc,l1m1

Fs,l2m2
×

×∂A(c,l1m1),(s,l2m2)

∂βs,µν
+

+
1

2

∞
∑

l1,l2=1

l1,l2
∑

m1,m2=1

Fc,l1m1
Fc,l2m2

×

×∂A(c,l1m1),(c,l2m2)

∂βs,µν
+

+
1

2

∞
∑

l1,l2=1

l1,l2
∑

m1,m2=1

Fs,l1m1
Fs,l2m2

×

×∂A(s,l1m1),(s,l2m2)

∂βs,µν
+

∂TS

∂βs,µν
= 0,

µ ≥ 1, n = 1, . . . , µ,

(48c)
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Важно, что дифференцирование по β-
координатам проводится с учетом представления
свободной границы в виде (41), которое предпо-
лагает наличие членов, появившихся в результате
удовлетворения условия сохранения объема. В
частности, формулы дифференцирования члена
TS, отвечающего за поверхностное натяжение,
имеют вид

∂TS

∂βµ
=

2π
∫

0

π
∫

0

(k1 + k2)ζ
2×

×
[

fµ − 1

2π
βµ − 1

4π

∂G3

∂βµ

]

sin θdθdϕ =

=

∫

Σ(t)

ζ(k1 + k2)
√

ζ2 + ζ2
θ + (ζϕ/ sin θ)2

×

×
[

fµ − 1

2π
βµ − 1

4π

∂G3

∂βµ

]

dS,

∂TS

∂βc,µν
=

2π
∫

0

π
∫

0

(k1 + k2)ζ
2×

×
[

fµν cos(νϕ) − 1

2π
βc,µν−

− 1

4π

∂G3

∂βc,µν

]

sin θdθdϕ =

=

∫

Σ(t)

ζ(k1 + k2)
√

ζ2 + ζ2
θ + (ζϕ/ sin θ)2

×

×
[

fµν cos(νϕ) − 1

2π
βc,µν − 1

4π

∂G3

∂βc,µν

]

dS,

∂TS

∂βs,µν
=

2π
∫

0

π
∫

0

(k1 + k2)ζ
2×

×
[

fµν sin(νϕ) − 1

2π
βs,µν−

− 1

4π

∂G3

∂βs,µν

]

sin θdθdϕ =

=

∫

Σ(t)

ζ(k1 + k2)
√

ζ2 + ζ2
θ + (ζϕ/ sin θ)2

×

×
[

fµν sin(νϕ) − 1

2π
βs,µν − 1

4π

∂G3

∂βs,µν

]

dS.

(49)

Здесь учет членов, отвечающих за сохранение
объема, приводит в нелинейным выражениям (в
квадратных скобках). Сумма главных кривизн

вычисляется по формуле (14). В нее, опять таки,
нужно подставить представление свободной гра-
ницы в виде (41), что будет порождать дополни-
тельные нелинейные члены.

5. ЛИНЕЙНАЯ МОДАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ

В рамках построенной общей нелинейной систе-
мы модальных уравнений рассмотрим малые ли-
нейные колебания капли относительно сфериче-
ского положения равновесия. Для вывода лине-
аризованных модальных кинематических уравне-
ний нужно выделить линейные компоненты для
левых и правых частей уравнений (46). При этом
справа достаточно знать нулевое (порядка O(1))
приближение для выражений An,k, которое вычи-
сляется из формул (44) в случае нулевых возмуще-
ний свободной границы ζ=1. Воспользовавшись
формулой Грина (7), запишем его в виде

An,k|0 =

2π
∫

0

π
∫

0

1
∫

0

(∇φn · ∇φk)×

×r2 sin θ drdθdϕ =

=

2π
∫

0

π
∫

0

[

∂φn

∂r
φk

]

r=1

sin θ dθdϕ =

=

2π
∫

0

π
∫

0

lfnfk sin θ dθdϕ = δnkl,

(50)

где δkn – символ Кронекера. Аналогично, исполь-
зуя формулу Грина и ортогональность функцио-
нального базиса на невозмущенной сферической
поверхности, получаем для остальных нулевых
приближений (44):

A(c,l1m1),(c,l2m2)|0 =

= A(s,l1m1),(s,l2m2)|0 = lδl1l2δm1m2
,

An,(c,lm)|0 = An,(s,lm)|0 =

= A(s,lm),(c,lm)|0 = 0.

Для вывода линейных частей слева можно во-
спользоваться формулами (47), в которых требу-
ется найти нулевое приближение β-производных.
На основании соотношений (43) последние прини-
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мают вид

∂An

∂βi

∣

∣

∣

∣

0

=

2π
∫

0

π
∫

0

φn|r=1fi sin θdθdϕ = δin,

∂Ac,l1m1

∂βc,l2m2

∣

∣

∣

∣

0

=

2π
∫

0

π
∫

0

φl1m1
|r=1fl2m2

×

× cos(m1ϕ) cos(m2ϕ) sin θdθdϕ = δl1l2δl2m2
,

∂As,l1m1

∂βs,l2m2

∣

∣

∣

∣

0

=

2π
∫

0

π
∫

0

φl1m1
|r=1fl2m2

×

× sin(m1ϕ) sin(m2ϕ) sin θdθdϕ = δl1l2δl2m2
,

(51)

причем остальные (перекрестные по индексам)
производные дают нули в приближении O(1) отно-
сительно обобщенных координат.

Использование формул (47) и (51) дает в линей-
ном приближении

dAn

dt
=

2π
∫

0

π
∫

0

fn

( ∞
∑

i=1

β̇ifi+

+

∞
∑

l=1

l
∑

m=1

(

cosmϕβ̇c,lm + sinmϕβ̇s,lm

)

)

×

× sin θ dθdϕ = β̇n,

dAc,lm

dt
=

2π
∫

0

π
∫

0

cos(mϕ)flm

( ∞
∑

i=1

β̇ifi+

+

∞
∑

l=1

l
∑

n=1

(

cos nϕβ̇c,ln + sinnϕβ̇s,ln

)

)

×

× sin θ dθdϕ = β̇c,lm,

dAs,lm

dt
=

2π
∫

0

π
∫

0

sin(mϕ)flm

( ∞
∑

i=1

β̇ifi+

+

∞
∑

l=1

l
∑

n=1

(

cos nϕβ̇c,ln + sinnϕβ̇s,ln

)

)

×

× sin θ dθdϕ = β̇c,lm.

(52)

Таким образом, линеаризованные кинематиче-
ские модальные уравнения (46) принимают вид

Fl =
β̇l

l
, Fc,lm =

β̇c,lm

l
, Fs,lm =

β̇s,lm

l
,

l = 1, . . . , m = 1, . . . , l.

(53)

Поскольку из формул (51) нам уже известны
нулевые приближения для β-производных от An,
A(c,lm) и A(s,lm), то наибольший интерес при выво-
де линейных динамических модальных уравне-
ний представляет линеаризация выражений (49).
Исключив из суммы кривизн нелинейную компо-
ненту, имеем

(k1 + k2) = 2 −
(

2ξ +
1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂ξ

∂θ

)

+

+
1

sin2 θ

∂2ξ

∂ϕ

)

+O(ξ2),

(54)

где ξ=ζ − 1. Очевидно, что величиной порядка
O(1) здесь будет постоянная 2. Аналогично, посто-
янную и линейную компоненты имеет множитель
в квадратных скобках выражения (49), причем ли-
нейная компонента возникает из-за квадратичных
членов в условии сохранения объема. Таким обра-
зом, несмотря на то, что в линейном приближе-
нии можно пренебречь связанными с выполнением
нелинейного условия сохранения объема квадра-
тичными членами в первых скобках представле-
ния (41), в квадратных скобках подынтегральных
выражений (49) появляются связанные с ними ли-
нейные слагаемые

− 1

2π
βµ, − 1

2π
βc,µν , − 1

2π
βs,µν ,

которыми в линейной модальной теории прене-
бречь нельзя.

Окончательно, при использовании форму-
лы (22) линейные динамические модальные
уравнения (48a) – (48c) примут вид

Ḟl + (l − 1)(l + 2)βl = 0,

Ḟc,lm + (l − 1)(l + 2)βc,lm = 0,

Ḟs,lm + (l − 1)(l + 2)βs,lm = 0,

l = 1, . . . , m = 1, . . . , l.

(55)

Комбинируя соотношения (55) и (53), приходим к
следующим модальным уравнениям для описания
линейных колебаний капли:

β̈l + σ2
l0βl = 0,

β̈c,lm + σ2
lmβc,lm = 0,

β̈s,lm + σ2
lmβs,lm = 0,

l = 1, . . . , m = 1, . . . , l,

где безразмерные собственные частоты даются
формулами (32).
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Заметим, что при l=1 собственные значения –
нулевые, а, значит, соответствующие модальные
уравнения принимают вид β̈1 = β̈c,11= β̈s,11 = 0,
что описывает поступательное движение капли
как твердого тела с постоянной скоростью. Заме-
тим, что колебания капли могут рассматриваться
в произвольной инерциальной системе координат
(в том числе и связанной с поступательным дви-
жением). Поэтому, если ставится задача описания
колебательных движений капли, такие уравнения
можно исключить из рассмотрения.

Для случая же осесимметричных колебаний
модальные уравнения могут быть переписаны в
виде

β̈l + σ2
l0βl = 0, l ≥ 1.

6. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ТРЕ-
ТЬЕГО ПОРЯДКА ДЛЯ ОСЕСИММЕТРИ-
ЧНЫХ КОЛЕБАНИЙ КАПЛИ

Как показывают исследования [6], наблюдае-
мые экспериментально осесимметричные устано-
вившиеся колебания капли могут быть описаны в
рамках асимптотических теорий третьего поряд-
ка. Следовательно, как и в нелинейной теории пле-
скания жидкости в сосудах, нелинейные осесимме-
тричные колебания капли могут быть достаточ-
но эффективно промоделированы в рамках асим-
птотических модальных систем. Построим такую
асимптотическую теорию, ограничиваясь полино-
миальными членами до третьего порядка в терми-
нах обобщенных координат.

6.1. Модальное решение и условие сохранения
объема

В случае осесимметричных колебаний капли
модальное решение (38), (41) упрощается, по-
скольку исчезают обобщенные координаты, свя-
занные с несимметричными возмущениями свобо-
дной поверхности. Кроме того, как будет показа-
но позднее, предполагая асимптотический харак-
тер для обобщенных координат

βl ∼ Fl = O(ε1/3), ε � 1, (56)

и пренебрегая членами o(ε) в модальных уравне-
ниях, можно прийти к дифференциальным урав-
нениям с достаточно простой структурой.

Отдельно следует проанализировать условие
сохранения объема. Так как β0 =O(ε2/3), то с
использованием уравнения (39) можно достаточно
легко выделить кубическую компоненту функции
G в выражении (40). Это позволяет, совместно с

условием симметричности колебаний капли отно-
сительно вертикальной оси, привести асимптоти-
ческое с точностью до O(ε) модальное решение к
виду

ζ(θ, ϕ, t) = 1−

− 1

4π

( ∞
∑

i=1

β2
i +

1

3

∞
∑

i,j,k=1

Λ
(3)
ijkβiβjβk+

+G4

)

+

∞
∑

l=1

βl(t)fl(θ).

(57)

В уравнении (57) коэффициенты тензора Λ
(3)
ijk

определены посредством интеграла

Λ
(3)
ijm = 2π

π
∫

0

fifjfm sin θdθ, (58)

который можно найти аналитически, используя
результаты работы [21]:

Λ
(3)
ijm =

1

2

√

(2i+ 1)(2j + 1)

π(2m+ 1)

(

Cm0
i0,j0

)2
. (59)

Здесь Cm0
i0,j0 – коэффициенты Клебша – Гордана,

возникающие в квантовой механике (их определе-
ние можно найти, например, в монографии [22]).

Как было замечено при выводе линейных
модальных уравнений, формулы (49) вовлекают
в расчеты производную по β-коэффициентам от
остаточной функции G4 из соотношения (57).
Вследствие этого формально порождаются члены
третьего полиномиального порядка, которые дол-
жны быть учтены в асимптотической модальной
теории. Фактически, это означает, что для корре-
ктного построения теории третьего порядка фор-
мула (49) обязана включать компоненты четвер-
того порядка остаточной функции G4. Однако по-

скольку Λ
(3)
0ij =δij/2

√
π, то удается аналитически

показать, что искомые компоненты четвертого по-
рядка равны нулю и остаточная функция начи-
нается уже с компонент пятого порядка в смысле
обобщенных координат (т. е. G4 = G5).

Упрощения в представлении потенциала скоро-
стей (38) связаны лишь с отсутствием двойной
суммы, отвечающей за неосесимметричные коле-
бания:

Φ(r, θ, ϕ, t) =

∞
∑

l=1

Fl(t)φl(r, θ).
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6.2. Кинематические модальные уравнения

С учетом формулы дифференцирования (47),
кинематические модальные уравнения для осесим-
метричных колебаний в (46) принимают вид

∞
∑

i=1

∂An

∂βi
β̇i =

∞
∑

k=1

AnkFk, n ≥ 1. (60)

Из уравнений (60) становится понятным, что
при выполнении условия (56) процедура постро-
ения асимптотических выражений в пренебре-
жении членами o(ε) сводится к разложению в
ряд Тейлора по βk интегральных выражений для
∂An/∂βi и Ank до второго полиномиального по-
рядка в терминах обобщенных координат. Такая
процедура упрощается, если воспользоваться со-
отношениями (36), позволяющими записать иско-
мые выражения так:

∂An

∂βi
=2π

π
∫

0

fnζ
n+2

{

fi−

− 1

4π

[

2βi+
∞
∑

j,k=1

Λ
(3)
ijkβjβk

]}

sin θdθ,

Ank =2π

π
∫

0

[nkfnfk+fnθfkθ]
ζn+k+1

n+k+1
sin θdθ.

(61)

Подставляя выражение для представления свобо-
дной границы (57) в (61) и раскладывая в ряд Тей-
лора по βi, получаем с точностью до квадрати-
чных компонент:

∂An

∂βi
= δni + (2 + n)

∞
∑

j=1

Λ
(3)
nijβj+

+
(n+ 1)(n+ 2)

2

∞
∑

j,k=1

Λ
(4)
nijkβjβk−

−2 + n

4π



δni

∞
∑

j=1

β2
j + 2βiβn



 =

= δni +

∞
∑

j=1

χ
(1)
n,i,jβj +

∞
∑

j,k=1

χ
(2)
n,i,jkβjβk,

(62)

Ank = nδnk +

∞
∑

j=1

[

nkΛ
(3)
knj + Λ

(−3)
nk,j

]

βj+

+
n + k

2

∞
∑

i,j=1

[

nkΛ
(4)
knij + Λ

(−4)
nk,ij

]

βiβj−

−n(n + k + 1)

4π
δnk

∞
∑

j=1

β2
j =

= nδnk +
∞
∑

j=1

Π
(1)
nk,jβj +

∞
∑

i,j=1

Π
(2)
nk,ijβiβj .

(63)

Здесь Λ
(3)
ijk определено формулами (58) и (59), а

коэффициент Λ
(4)
ijkm можно явно выразить через

коэффициенты Клебша – Гордана [21]:

Λ
(4)
ijkm = 2π

π
∫

0

fifjfkfm sin θdθ =

=

√

(2i+ 1)(2j + 1)(2k + 1)(2m+ 1)

4π
×

×
min(i+j,k+m)

∑

n=max(|i−j|,|k−m|)

1

2n+ 1

(

Cn0
i0,j0C

n0
k0,m0

)2
.

(64)

Далее воспользуемся тем, что

Λ
(−2)
nk = 2π

π
∫

0

∂fn

∂θ

∂fk

∂θ
sin θdθ = n(n + 1)δnk.

Кроме того, введем следующие коэффициенты:

Λ
(−3)
in,k = 2π

π
∫

0

∂fi

∂θ

∂fn

∂θ
fk sin θdθ =

= −1

2

√

i(i+ 1)(2i+ 1)n(n+ 1)(2n+ 1)

π(2k + 1)
×

×Ck0
i0,n0C

k0
i(−1),n1,

Λ
(−4)
in,kj = 2π

π
∫

0

∂fi

∂θ

∂fn

∂θ
fkfj sin θdθ =

=
1

4π

√

i(i+ 1)(2i+ 1)n(n+ 1)(2n+ 1)×

×
√

k(k + 1)(2k + 1)j(j + 1)(2j + 1)×

×
min(i+n,k+j)

∑

m=max(|i−n|,|k−j|)

1

2m+ 1
Cm0

i0,n0C
m0
i(−1),n1×

×Cm0
k0,j0C

m0
k(−1),j1.
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Как видно, они также даются явными форму-
лами, использующими коэффициенты Клебша –
Гордана.

Для упрощения последующих выкладок мы вве-
ли в (62), (63) коэффициенты χ и Π, записываемые
как

χ
(1)
n,i,j = (n+ 2)Λ

(3)
nij,

χ
(2)
n,i,jk =

n + 2

2

[

(n+ 1)Λ
(4)
nijk−

− 1

2π
(δinδjk + 2δijδkn)

]

,

Π
(1)
nk,j = nkΛ

(3)
nkj + Λ

(−3)
nk,j ,

Π
(2)
nk,ij =

n+ k

2

(

nkΛ
(4)
nkij + Λ

(−4)
nk,ij

)

−

−(n + k + 1)nδnkδij
4π

.

Основываясь на выражениях (62) и (63), кине-
матические модальные уравнения (60) можно рас-
сматривать как линейные алгебраические уравне-
ния относительно обобщенных координат Fk, при-
чем равенство должно выполняться с точностью
до их кубов. Тогда решение системы кинематиче-
ских уравнений примет вид

Fl =
β̇l

l
+

∞
∑

i,j=1

V
(2)
l,i,j β̇iβj +

∞
∑

i,j,k=1

V
(3)

l,i,j,kβ̇iβjβk,

l ≥ 1,

(65)

с заранее неизвестными коэффициентами V
(2)
l,i,j и

V
(3)
l,i,j,k. Подставляя соотношения (65) в форму-

лу (60) и собирая подобные полиномиальные чле-
ны в терминах обобщенных координат, приходим

к следующим выражениям для подсчета V
(2)

l,i,j и

V
(3)
l,i,j,k:

V
(2)

n,i,j =
1

n

(

χ
(1)
n,i,j − Π

(1)
ni,j/i

)

,

V
(3)

n,i,j,k =
1

n

(

χ
(2)
n,i,j,k − Π

(2)
ni,jk/i−

∞
∑

l=1

V
(2)
l,i,jΠ

(1)
nl,k

)

.

Таким образом, результатом асимптотического
модального анализа кинематических уравнений
будет выражение (65), которое дает явную зави-
симость обобщенных координат Fk через βi и ее

первую производную. Подчеркнем, что эта зависи-
мость понимается в асимптотическом смысле, со-
храняющем лишь члены до третьего порядка ма-
лости в смысле обобщенных координат.

6.3. Динамические модальные уравнения

Для осесимметричных колебаний динамические
модальные уравнения упрощаются и принимают
вид

∞
∑

n=1

∂An

∂βµ
Ḟn+

1

2

∞
∑

n,k=1

∂An,k

∂βµ
FnFk+

∂TS

∂βµ
=0,

µ ≥ 1.

(66)

Формулы (65) дают нам с точностью до O(ε)
выражения для обобщенных координат Fk через
обобщенные координаты βl. Они же позволяют
вычислить с необходимой асимптотической точно-
стью Ḟl:

Ḟl =
β̈l

l
+

∞
∑

i,j=1

V
(2)
l,i,jβ̈iβj +

∞
∑

i,j,k=1

V
(3)
l,i,j,kβ̈iβjβk+

+

∞
∑

i,j=1

V
(2)

l,i,j β̇iβ̇j +

∞
∑

i,j,k=1

V̄
(3)

l,i,j,kβ̇iβ̇jβk,

V̄
(3)

l,i,j,k =V
(3)
l,i,j,k+V

(3)
l,i,k,j , l≥1.

(67)

Далее, необходимо знать с точностью до O(ε2/3)
значение ∂An/∂βµ, которое дается формулой (62).
Продифференцировав по βµ формулу (63), под-
считаем выражение для ∂An,k/∂βµ до линейных
членов включительно:

∂An,k

∂βµ
= Π

(1)
nk,µ + 2

∞
∑

i=1

Π
(2)
nk,iµβi. (68)

Выведем с точностью до O(ε) аналитические
выражения для ∂TS/∂βµ. С учетом соотноше-
ний (14), разложив первое уравнение форму-
лы (49) в ряд Тейлора по ξ=ζ−1 и обобщенным
координатам βi до членов порядка O(ε) и приме-
нив дифференцирование по частям, придем к сле-
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дующему выражению:

∂TS

∂βµ
= 2π

π
∫

0

ζ2 sin θ

(

2 + (ζθ/ζ)
2

√

ζ2ζ2
θ

−

− 1

ζ2 sin θ

∂

∂θ

(

ζζθ sin θ
√

ζ2ζ2
θ

))

×

×
[

fµ − 1

2π
βµ − 1

4π

∞
∑

i,j=1

Λijµβiβj

]

dθ =

= 2π

π
∫

0

(2 + 2ξ)×

×
[

fµ − 1

2π
βµ − 1

4π

∞
∑

i,j=1

Λijµβiβj

]

sin θdθ+

+2π

π
∫

0

[

ξθ −
1

2
ξ3θ

]

∂fµ

∂θ
sin θdθ.

(69)

Подставив сюда модальное представление из фор-
мулы (57) и сохраняя слагаемые до порядка O(ε),
получим из соотношения (69):

∂TS

∂βµ
= (µ+ 2)(µ− 1)βµ+

+

∞
∑

i,j=1

T
(2µ)
ij βiβj +

∞
∑

i,j,k=1

T
(3µ)
i,j,kβiβjβk,

(70)

где

T
(2µ)
ij = −2Λ

(3)
ijµ,

T
(3µ)
i,j,k = −1

2
Λ

(−4θ)
ijkµ +

1

π
δiµδjk,

Λ
(−4θ)
ijkµ = 2π

π
∫

0

∂fi

∂θ

∂fj

∂θ

∂fk

∂θ

∂fµ

∂θ
sin θdθ.

Окончательно, подставив соотношения (62),
(65), (67), (68) и (70) в уравнение (66) и опустив
члены o(ε), придем к следующим асимптотиче-
ским нелинейным модальным уравнениям относи-

тельно обобщенных координат βn :

∞
∑

i=1

[

δµi +

∞
∑

j=1

d1,µ
i,j βj +

∞
∑

j,k=1

d2,µ
i,j,kβjβk

]

β̈i+

+

∞
∑

n,k=1

[

t0,µ
n,k +

∞
∑

m=1

t1,µ
n,kβm

]

β̇nβ̇k+σ2
µβµ+

+

∞
∑

i,j=1

[

µT 2µ
ij

]

βiβj +

∞
∑

i,j,k=1

[

µT 3µ
i,j,k

]

βiβjβk =

= 0, µ ≥ 1,

(71)

где σµ =σµ0 =
√

µ(µ−1)(µ+2) – безразмерные ча-
стоты осесимметричных колебаний, определяемые
по формуле (32). Значения безразмерных гидроди-
намических коэффициентов даются следующими
выражениями:

d1,µ
i,j = µ

[

χ
(1)
i,µ,j

i
+ V

(2)
µ,i,j

]

,

d2,µ
i,j,k = µ

[

χ
(2)
i,µ,j,k

i
+

∞
∑

α=1

χ
(1)
α,µ,jV

(2)
α,i,k + V

(3)
µ,i,j,k

]

,

t0,µ
n,k = µ

[

V
(2)
µ,n,k +

Π
(1)
nk,µ

nk

]

,

t1,µ
n,k,m = µ

[

V̄
(3)

µ,n,k,m +
Π

(2)
nk,µm

nk
+

+

∞
∑

α=1

(

χ(1)
α,µ,mV

(2)
α,n,k+

+
Π

(1)
αk,µV

(2)
α,n,m

k
+

Π
(1)
αn,µV

(2)
α,k,m

n

)]

.

7. ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ НЕЛИНЕЙНЫЕ
ПЕРИОДИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ ВБЛИЗИ
ПЕРВОЙ СОБСТВЕННОЙ ЧАСТОТЫ

7.1. Асимптотические модальные уравнения ко-
нечной размерности

Асимптотические нелинейные модальные урав-
нения (71) представляют собой бесконечномерную
систему обыкновенных дифференциальных урав-
нений второго порядка относительно обобщенных
координат βn, которая не разрешена относительно
старшей производной. Чтобы свести эту систему к
конечномерному виду, необходимо сделать допол-
нительные допущения. Одним из них может быть
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поиск решения для периодических или почти пе-
риодических колебаний капли с частотой, близкой
к одной из ее линейных собственных частот.

Рассмотрим периодические колебания капли с
частотой σ, близкой к первой собственной часто-
те σ20. Тогда соответствующая ей обобщенная ко-
ордината будет доминирующей. В соответствии с
асимптотикой третьего порядка типа Дюффинга,
предположим, что β2 =O(ε1/3).

Чтобы определить обобщенные координаты вто-
рого порядка, исследуем возможность появления
в модальных уравнениях (71) квадратичных чле-
нов (в терминах доминантной обобщенной коорди-
наты β2). Алгебра гидродинамических коэффици-
ентов нелинейных уравнений (71) такова, что та-
кие квадратичные члены имеются лишь при β2 и
β4. Заметим, что обобщенная координата β4 имеет
второй порядок (т. е. β4 =O(ε2/3)), в то время как
β2 имеет компоненты и первого (с O(ε1/3)), и вто-
рого порядков. Дальнейший анализ гидродинами-
ческих коэффициентов позволяет выделить лишь
одну обобщенную координату порядка O(ε) – β6.
Таким образом, предположение о доминантном ха-
рактере основного тона и выполнении асимптоти-
ки типа Дюффинга приводит к соотношениям

β2 = O(ε1/3), β4 = O(ε2/3), β6 = O(ε),

βl = o(ε), l 6= 2, 4, 6.
(72)

Следовательно, искомые нелинейные асимптоти-
ческие модальные уравнения связывают лишь три
обобщенные координаты, в то время, как осталь-
ные описываются в рамках линейной теории. Ука-
занные нелинейные модальные уравнения имеют
вид

β̈2 + σ2
2β2 + d1β̈2β4 + d2β̈4β2 + d3β̇2β̇4+

+d4β̈2β
2
2 + d5β̇

2
2β2 + t1β

2
2 + t2β2β4+

+t3β
3
2 + c1β̈2β2 + c2β̇

2
2 = 0,

β̈4 + σ2
4β4 + d6β̈2β2 + d7β̇

2
2 + t4β

2
2+

+t5β2β4 + c3β̈4β2 + c4β̇4β̇2 = 0,

β̈6 + σ2
6β6 + d8β̈2β4 + d9β̈4β2 + d10β̇4β̇2+

+d11β̈2β
2
2 + d12β̇

2
2β2 + t6β2β4 + t7β

3
2 = 0,

(73)

где

d1 =
24

4
√
π

; d2 =
15

14
√
π

; d3 =
75

14
√
π

;

d4 = − 67

98π
; d5 = − 585

196π
; d6 =

15

7
√
π

;

d7 = − 9

7
√
π

; d8 =
105

√
65

286
√
π

; d9 =
30

√
65

143
√
π

;

d10 = − 75
√

65

143
√
π

; d11 =
135

√
65

1001π
; d12 =

135
√

65

2002π
;

t1 = − 4
√

5

7
√
π

; t2 = − 24

7
√
π

; t3 = − 76

7π
;

t4 = − 24

7
√
π

; t5 = −160
√

5

77
√
π

; t6 = −180
√

65

143
√
π

;

t7 = 540
√

65
143π ;

c1 =
9
√

5

14
√
π

; c2 =
4
√

5

7
√
π

;

c3 =
75

√
5

154
√
π

; c4 =
185

√
5

154
√
π
.

По сравнению с модальными уравнениями, во-
зникающими в задаче о плескании жидкости в
сосудах, система уравнений (73) содержит прин-
ципиально новые члены, связанные с коэффици-
ентами ti и ci. Первый набор коэффициентов ti
порождается квадратичной компонентой, связан-
ной с поверхностным натяжением. Коэффициен-
ты ci связаны с нелинейной алгеброй полиномов
Лежандра, которая отличается от тригонометри-
ческой, возникающей при анализе слабонелиней-
ных поверхностных волн и плескания жидкости в
прямоугольных и осесимметричных вертикальных
сосудах.

7.2. “Собственные нелинейные” колебания

Построим нетривиальное периодическое реше-
ние системы (73) в рамках асимптотической проце-
дуры редукции Ляпунова – Шмидта [23, 24], пред-
полагающей выполненным асимптотическое соот-
ношение типа (72), а также условие близости σ к
линейной собственной частоте σ2:

σ − σ2

σ2
= O(ε2/3), (74)

где σ – искомая собственная частота нелинейных
свободных колебаний.
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Соотношение (72) и модальная система уравне-
ний (73) приводят к асимптотическому периодиче-
скому решению вида

β2 =A cos(σt)+A2(E1+E2 cos(2σt))+O(A3),

β4 =A2(E3+E4 cos(2σt))+O(A3),

β6 =O(A3), A=O(ε1/3),

(75)

где доминантная амплитуда A подлежит опреде-
лению.

Подставляя соотношения (75) в первые два
уравнения (73), учитывая (74) и собирая члены
порядка A2, находим:

E1 =
−t1 + (c1 − c2)σ

2

2σ2
2

=

=
−t1 + (c1 − c2)σ

2
2

2σ2
2

+ O(A2),

E2 =
−t1 + (c1 + c2)σ

2

2(σ2
2 − 4σ2)

=

=
t1 − (c1 + c2)σ

2
2

6σ2
2

+O(A2),

E3 =
−t4 + (d6 − d7)σ

2

2σ2
4

=

=
−t4 + (d6 − d7)σ

2
2

2σ2
4

+ O(A2),

E4 =
−t4 + (d6 + d7)σ

2

2(σ2
4 − 4σ2

2)
=

=
−t4 + (d6 + d7)σ

2
2

2(σ2
4 − 4σ2

2)
+ O(A2).

(76)

Далее, собирая члены при A3 в первом уравне-
нии (73) с использованием условия (74) для ча-
стоты σ и сохраняя лишь члены O(1) в выраже-
ниях (76), получаем “секулярное уравнение” для
определения доминантной амплитуды A:

A

(

σ − σ2

σ2
−m

(0)
1 A2

)

= 0, (77)

где

m
(0)
1 = − 6347

7840π
.

Ненулевое асимптотическое решение в окрестно-
сти основной частоты задается входящим в (77)
квадратичным выражением:

σ − σ2

σ2
= m

(0)
1 A2 (78)

и приводит к зависимости между безразмерной
частотой (σ−σ2)/σ2 =O(ε2/3) и квадратом безра-
змерной амплитуды A2 =O(ε2/3). Поскольку вели-

чина m
(0)
1 отрицательна, то уравнение (78) ука-

зывает на так называемую “мягкую” нелиней-
ность, когда амплитуда A растет с уменьшением
нелинейной собственной частоты σ.

7.3. Сравнение с экспериментом и результатами
других авторов

Сравним наш асимптотический результат с эк-
спериментальными данными из работы [25] (см.
также [9]). В ней описаны эксперименты, прове-
денные для капли из смеси силиконового масла
и тетрахлорметана, находящейся в подвешенном
(невесомом) состоянии в дистиллированной воде.
Получена зависимость между (σ−σ2)/σ2 и макси-
мальным отношением длины (или высоты) кап-
ли к ее ширине, обозначенным H/W (см. рис. 2).
Замеры для капли радиусом R0=0.49 см обо-
значены темным кружком, для капли радиусом
R0 =0.62 см – светлым.

Как видно из графика, для капель разных раз-
меров экспериментальные результаты различны.
В то же время, модель идеальной несжимаемой
жидкости дает независимые от радиуса безразмер-
ные частотные и амплитудные величины. В рам-
ках этого подхода поверхностное натяжение и ра-
диус влияют на абсолютные значения этих вели-
чин, но не на их отношение. В первом приближе-
нии, используя свойства полиномов Лежандра, мы
получаем с точностью до членов более высокого
порядка:

H/W =
1 +

√

5/(4π)A

1 − 1
2

√

5/(4π)A
, (79)

где A – задается уравнением (78).
Рис. 2 показывает, что наше асимптотическое

приближение амплитудно-частотной характери-
стики (формула (79), сплошная кривая) хорошо
согласуется с расчетными величинами из работ [9]
(штриховая кривая), [17] (4) и [18] (N). Эти теоре-
тические данные также вполне удовлетворительно
коррелируют с экспериментальными величинами
для капли больших размеров. С уменьшения раз-
мера капли нарастает количественное (но не каче-
ственное) рассогласование. В работе [9] высказано
предположение, что это может быть связано с вли-
янием различных диссипативных факторов.

Можно грубо оценить влияние объемной вязко-
сти жидкости, используя результат статьи [7], в
которой с использованием частных решений На-

И. А. Луковский, М. А. Чернова 43



ISSN 1028 -7507 Акустичний вiсник. 2011. Том 14, N 3. С. 23 – 45

H/W

σ 
− 

σ
σ 2

2

−0.125

−0.100

−0.075

−0.050

−0.025

0.0

−0.150
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Рис. 2. Зависимость между отклонением
частоты колебаний капли от линейного значения σ2

и максимальным отношением ее длины и ширины
при осесимметричных колебаниях

вье – Стокса, полученных в [26], найдены аналити-
ческие выражения для осесимметричных форм и
соответствующих частот и логарифмических де-
крементов затухания для вязкой жидкой капли. В
предельном случае больших значений параметра
σl(R

2
0/ν) (ν – кинематическая вязкость жидкости),

собственные формы колебаний капли совпадают с
собственными формами (24), (25), а сами колеба-
ния происходят по закону

exp(−δl ± i
√

σ2
l0 − δ2l ), i2 = −1,

где

δl =
(2l + 1)(l − 1)ν

R2
0

,

т. е. логарифмический декремент малых собствен-
ных осесимметричных колебаний вязкой жидко-
сти вычисляется по формуле

αl =
ν

R0

√

ρR0

Ts

√

(l − 1)(2l+ 1)2

l(l+ 1)
. (80)

Исходя из формулы (80), можно предположить,
что незначительное изменение радиуса капли ма-
ло влияет на результаты рис. 2. В работах [8, 25]
даны экспериментальная величина кинематиче-
ской вязкости капли (здесь 3.2 сСт) и соответ-
ствующий коэффициент поверхностного натяже-
ния (37 дин/см), дающие α2=0.048 (для меньшей
капли) и 0.038 (для большей капли). Отношение
этих величин равно 0.89, а значит, добавление в
модальные уравнения (73) соответствующих дис-
сипативных членов 2αlσlβ̇l, l=2, 4, 6 практически
не влияет на результаты расчетов на промежутках

времени, соизмеримых с несколькими периодами
собственных колебаний.

ВЫВОДЫ

С использованием нелинейного модального ме-
тода, который был ранее развит для задачи о
колебании жидкости в баках, выведены наибо-
лее общие нелинейные модальные уравнения в
форме Луковского – Майлса, описывающие нема-
лые колебания левитирующей капли в невесомо-
сти. Для их вывода, а также вывода диффе-
ренциальных уравнений и соответствующих кра-
евых условий задачи использовался вариацион-
ный принцип Бейтмена – Люка. Полученные нели-
нейные модальные уравнения связывают обобщен-
ные координаты, ассоциирующиеся с возмущени-
ем собственных форм колебания капли.

К особенностями задачи следует отнести нели-
нейное условие сохранения объема, возникающее
как дополнительная геометрическая связь между
обобщенными координатами, а также необходи-
мость включения в нелинейный модальный ана-
лиз не только собственных форм колебания кап-
ли, но и четырех собственных функций (объемных
сферических функций). Последние, вообще гово-
ря, не являются собственными формами колеба-
ния капли в линейном приближении и их возбуж-
дение связано с нелинейностью задачи.

При выводе нелинейной краевой задачи исполь-
зовался вариационный принцип Бейтмена – Люка
с дополнительным членом, перед которым стоит
множитель Лагранжа. Наличие указанного чле-
на связывается с геометрическим ограничением
на допустимые конфигурации свободной поверх-
ности – условием сохранения объема. Однако при
выводе общих нелинейных модальных уравнений,
которые базируются на объемных сферических
функциях, c использованием теоремы о неявной
функции удается разрешить условие сохранения
объема относительно одной из обобщенных коор-
динат и, тем самым, исключить из рассмотрения
дополнительный член в функционале действия.

Особое внимание уделено задаче описания нели-
нейных осесимметричных колебаниях капли, для
которой имеются экспериментальные результаты,
а также численные результаты других авторов.
Для этого случая построена нелинейная асимпто-
тическая система модальных уравнений, связыва-
ющая бесконечное число обобщенных координат.
Эти уравнения содержат полиномиальные (до тре-
тьего порядка) соотношения между обобщенными
координатами. В частном случае нелинейных соб-
ственных колебаний капли с частотой, близкой к
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первой собственной частоте, построена конечно-
мерная система из трех модальных уравнений.
При ее выводе использовались асимптотические
соотношения типа Дюффинга. Асимптотическое
периодическое решение этой системы (нелинейные
собственные колебания) описывает амплитудно-
частотные характеристики, которые хорошо со-
гласуются с расчетными результатами других ав-
торов и с экспериментальными замерами [25] для
капли большего радиуса.
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