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З використанням варiацiйного модального методу Луковського й асимптотики Моiсеєва побудовано нелiнiйну асим-
птотичну модальну систему, яка описує резонанснi коливання рiдини в вертикальному цилiндричному бацi круго-
вого перерiзу при його горизонтальних поступальних збуреннях з частотами, близькими до першої власної частоти
коливань рiдини. Вона зв’язує двi домiнантнi узагальненi координати, якi вiдповiдають двом першим власним фор-
мам (вони характеризуються однаковою власною частотою), а також нескiнченний набiр узагальнених координат
другого та третього порядкiв. Ця модальна система є узагальненням iснуючих нелiнiйних модальних систем, що
базуються на асимптотицi Моiсеєва, у тому числi класичної п’ятимодової модальної системи Луковського, оскiльки
попереднi системи нехтували вкладом вищих власних форм другого та третього порядкiв. Для модельної задачi про
усталенi резонанснi режими руху рiдини зi скiнченною глибиною продемонстровано вплив вищих власних форм на
амплiтудно-частотнi характеристики й показано, що їх урахування якiсно не змiнює дiапазони iснування й точки
бiфуркацiї “плоского” та “кругового” хвильових режимiв у порiвняннi з результатами про усталенi режими за п’я-
тимодовою системою Луковського. У той же час, у частотному дiапазонi, де не iснує стiйких усталених режимiв i
очiкуються хаотичнi рухи рiдини, можуть виникати вториннi (внутрiшнi) резонанси. Їхнє iснування говорить про
необхiднiсть ревiзiї асимптотики Моiсеєва.

С использованием вариационного модального метода Луковского и асимптотики Моисеева построена нелинейная
асимптотическая модальная система, описывающая резонансные колебания жидкости в вертикальном цилиндри-
ческом баке кругового сечения при его горизонтальных возмущениях с частотами, близкими к первой собствен-
ной частоте колебания жидкости. Она связывает две доминантные обобщенные координаты, отвечающие первым
двум собственным формам (они характеризуются одинаковой собственной частотой), а также бесконечный набор
обобщенных координат второго и третьего порядков. Эта модальная система является обобщением существующих
нелинейных модальных систем, базирующихся на асимптотике Моисеева, в том числе классической пятимодовой
модальной системы Луковского, поскольку все предыдущие системы пренебрегали вкладом высших собственных
форм второго и третьего порядков. Для модельной задачи об установившихся резонансных режимах движения
жидкости с конечной глубиной продемонстрировано влияние высших собственных форм на амплитудно-частотные
характеристики и показано, что их учет не изменяет диапазонов существования и точек бифуркации “плоского” и
“кругового” волнового режимов по сравнению с результатами пятимодовой системы Луковского. В то же время, в
частотном диапазоне, где не существует устойчивых установившихся режимов и ожидаются хаотические движения
жидкости, могут возникать вторичные (внутренние) резонансы. Их существование говорит о необходимости ревизии
асимптотики Моисеева.

A nonlinear asymptotic modal system describing the resonant sloshing in a vertical circular cylindrical tank due to
horizontal excitation with forcing frequencies close to the lowest natural sloshing frequency is derived using the variational
modal method by Lukovsky and the Moiseev asymptotics. It couples the two dominant generalized coordinates responsible
for two lowest natural modes (characterized by the same natural frequency), as well as infinite number of generalized
coordinates of the second and third orders. The derived modal system is a generalization of existing nonlinear modal
systems based on the Moiseev asymptotics including the classical five-mode Lukovsky system, since the above systems
neglected the contribution of the higher natural modes of the second and third orders. For the model problem on the
steady-state resonant sloshing regimes with a finite liquid depth, we demonstrate the effect of the higher natural modes on
the response curves and show that consideration of these modes does not qualitatively change the frequency ranges and
bifurcation points of the “planar” and “swirling” wave regimes, in comparison with the results by the five-mode Lukovsky
system. Nevertheless, in frequency ranges where the steady-state regimes are unstable and one can expect for chaotic
liquid motions, the secondary (internal) resonances may occur. Their existence indicates the necessity of revision of the
Moiseev asymptotics.

ВСТУП

Вертикальнi цилiндричнi баки кругового пере-
рiзу, якi утримують багатотоннi маси рiдини, зу-
стрiчаються при конструюваннi ракет i рiзного ти-
пу резервуарiв для нафти, скрапленого газу, чи
питної води. Типовi приклади бакiв-резервуарiв
показанi на рис. 1, з якого видно, що вони є ча-
стиною конструктивних систем, складених з твер-

дих та пружних компонентiв. Для iнженерних роз-
рахункiв таких конструкцiй треба мати ефектив-
нi та простi математичнi моделi, якi описують
їхню динамiку пiд дiєю рiзного типу зовнiшнiх
збурень, зокрема, вiтрових навантажень та зем-
летрусiв. Побудова таких математичних моделей
досить складна, оскiльки у даному випадку мова
йде про другу задачу динамiки для полiагрегатних
(“гiбридних”) механiчних систем, компоненти яких
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Рис. 1. Приклади вертикальних цилiндричних бакiв-резервуарiв для збереження великих об’ємiв рiдини

описуються зв’язаними диференцiальними рiвня-
ннями й крайовими задачами принципово рiзної
математичної природи. Застосування традицiйних
чисельних пiдходiв недоцiльне з практичної точки
зору, оскiльки кожна компонента конструкцiї по-
требує своєї власної специфiчної обчислювальної
схеми (зокрема, для коливань рiдини в бацi див. [1,
розд. 10] та огляд [2]). Як наслiдок, для нелiнiйних
резонансних рухiв обчислення зв’язаних коливань
подiбних систем призводить до великорозмiрних
нелiнiйних систем дискретних рiвнянь, чисельне
розв’язування яких потребує значних комп’ютер-
них ресурсiв. Останнiй факт критичний для задач
параметричного дослiдження усталених рухiв кон-
струкцiї, коли виникає потреба опису залежностi
усталених розв’язкiв вiд значної кiлькостi вхiдних
геометричних i фiзичних параметрiв, а також рi-
зноманiтних типiв зовнiшнiх збурень та сценарiїв
(початкових умов).

Альтернативу стандартним чисельним схемам
можуть скласти нелiнiйнi модальнi методи, якi
дозволяють записати динамiчнi рiвняння кожної
компоненти, а значить, i всiєї гiбридної механiч-
ної системи (конструкцiї) у виглядi малорозмiрної
системи звичайних диференцiальних рiвнянь вiд-
носно спецiальним чином вибраних узагальнених
координат, якi описують збурення власних форм
коливань кожної конструкцiї. Завдячуючи теоре-
тичним працям Нариманова [3, 4], Моiсеєва [5],
Луковського [3, 6 – 8], Майлса [9], Фалтiнсена й
Тимохи [1, 8], а також багатьох iнших, нелiнiй-
ний модальний метод було розвинуто для задач
про коливання рiдини у рухомих баках. Вiдповiднi
модальнi системи можна вiдносно легко вмонтува-
ти у загальнi рiвняння динамiки конструкцiї за ра-
хунок модальних формул Луковського для резуль-
туючих гiдродинамiчних сил i моментiв [1,7,10,11].

Основнi дослiдження нелiнiйних рухiв рiдини в
баках проведенi для випадку резонансних гармо-
нiчних збурень першої власної частоти коливань
рiдини. Це пов’язано з тим, що саме такi збуре-

ння породжують максимальнi гiдродинамiчнi на-
вантаження на стiнки бака, а отже визначають су-
мiсну динамiку бака й зовнiшнiх компонентiв кон-
струкцiї. За припущень скiнченної глибини рiди-
ни, Моiсеєвим [5] було побудовано асимптотичний
усталений (перiодичний) розв’язок для такої зада-
чi, який показує, що резонансно збуренi першi вла-
снi форми мають амплiтуду порядку O(ε1/3), де ε –
безрозмiрна амплiтуда зовнiшнього гармонiчного
збурення. Також, у залежностi вiд геометрiї бака,
iснує деяка кiлькiсть власних форм з амплiтудами
O(ε2/3) i O(ε). Такого типу асимптотику третього
порядку були постульованi Нарiмановим [3], який
запропонував асимптотичний метод побудови не-
лiнiйних модальних систем, що описують резонан-
сний рух рiдини в баках. Виходячи з вiдповiдної
крайової задачi чи варiацiйних принципiв меха-
нiки [4, 12 – 15] та нехтуючи членами o(ε), асим-
птотичнi модальнi методи типу Нарiманова дозво-
ляють побудувати вiдносно малорозмiрнi (компа-
ктнi) асимптотичнi нелiнiйнi модальнi системи. У
той же час, процедура виводу модальних систем за
методом Нарiманова жорстко обмежена припуще-
ннями щодо порядкiв малостi й кiлькостi власних
форм, якi треба включити у нелiнiйну асимптоти-
чну модальну систему.

Варiацiйнi модальнi методи, взагалi кажучи, не
потребують припущень про порядки малостi уза-
гальнених координат (власних форм), а також не
мають обмежень на кiлькiсть узагальнених коор-
динат. У результатi їх застосування отримують не-
скiнченнновимiрну нелiнiйну (варiацiйну) модаль-
ну систему [6, 7, 9,11]. Найбiльш повна система та-
кого типу для довiльного бака, виведена I. О. Лу-
ковським [7], є повним аналогом вихiдної нелiнiй-
ної крайової задачi. Для бакiв прямокутного пере-
рiзу такi системи отримано у працях [16, 17]. Пря-
ме чисельне iнтегрування варiацiйних модальних
систем теоретично еквiвалентне до застосування
так званого методу Перко [18, 19]. Оскiльки цi си-
стеми є жорсткими системами звичайних дифе-
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Рис. 2. Геометрiя задачi про вимушений рух
рiдини у круговому цилiндричному резервуарi

ренцiальних рiвнянь, їхнє чисельне iнтегрування
може бути нестiйким для строго нелiнiйних резо-
нансних режимiв [20, 21] за рахунок амплiфiкацiї
вищих гармонiк та форм, якi в реальностi силь-
но демпфуються. Аби уникнути цього, спочатку
Мiкiшев i Рабiнович, а потiм Ла Рокка та iн. [16]
вводили додатковi члени, що вiдповiдають лiнiй-
ному демпфуванню. Але навiть з такими додатко-
вими членами варiацiйнi модальнi системи не змо-
гли описати строго нелiнiйнi коливання рiдини, бо,
скорiш за все, вищi форми та гармонiки демпфу-
ються за нелiнiйним законом [22].

На противагу варiацiйним модальним системам,
асимптотичнi модальнi системи враховують той
факт, що вищi гармонiки для недомiнантних вла-
сних форм мають вищий асимптотичний поря-
док. Вони не є жорсткими i легко iнтегруються
чисельно за допомогою, наприклад, методу Рун-
ге – Кутта. Цi переваги зробили популярним ком-
бiнованi асимптотично-варiацiйнi методи, якi ви-
користовують асимптотичнi спiввiдношення (на-
приклад, спiввiдношення третього порядку Моi-
сеєва, спiввiдношення п’ятого порядку Моiсеєва –
Вотерхоуса [23], або адаптивнi модальнi спiввiд-
ношення [20]) для редукцiї нелiнiйної варiацiйної
модальної системи Луковського до бiльш простого
компактного вигляду, нехтуючи членами порядку
o(ε).

Для вертикальних цилiндричних бакiв квадра-

тного перерiзу [17, 24] варiацiйна система, редуко-
вана за асимптотикою третього порядку Моiсеєва,
зв’язує двi домiнантнi власнi форми, три власнi
форми другого порядку й чотири форми третьо-
го порядку. В той же час, асимптотика Моiсеєва
для кругового перерiзу призводить до необхiдно-
стi враховувати, окрiм двох домiнантних форм, та-
кож нескiнченний набiр узагальнених координат
другого й третього порядкiв малостi. На жаль, на-
уковi лiтературнi джерела не мiстять асимптоти-
чних модальних систем, якi б враховували повний
набiр узагальнених координат другого й третього
порядкiв малостi для цилiндричного бака круго-
вого перерiзу. Класичною стала п’ятимодова асим-
птотична нелiнiйна модальна система Луковсько-
го [7], яка враховує лише три власнi форми друго-
го порядку. Узагальнення цiєї системи, якi вибiр-
ково враховують деякi iншi власнi форми другого
й третього порядкiв малостi, чи використовують
асимптотику Моiсеєва – Вотерхоуса п’ятого поряд-
ку малостi, даються у працях [25 –29].

У даному дослiдженнi вперше побудовано таку
давно очiкувану нелiнiйну асимптотичну модаль-
ну систему для баку кругового перерiзу, яка ба-
зується на асимптотицi Моiсеєва i зв’язує, окрiм
двох домiнантних форм, усi теоретично необхiднi
власнi форми другого й третього порядкiв (нескiн-
ченний набiр). Така система – повна, її неможли-
во узагальнити (покращити) у рамках асимпто-
тики Моiсеєва третього порядку. Велика перевага
перед чисельно-орiєнтованими алгоритмами виво-
ду модальних систем [14, 30] полягає у тому, що
вдається визначити всi нульовi коефiцiєнти такої
модальної системи, а також отримати простi ана-
лiтичнi вирази для ненульових гiдродинамiчних
коефiцiєнтiв.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Розглянемо рух iдеальної нестисливої рiдини у
вертикальному цилiндричному бацi кругового пе-
рерiзу, який здiйснює поступальнi рухи зi швидкi-
стю ~v0(t). Поле швидкостей абсолютного руху рi-
дини описується в рухомiй неiнерцiйнiй системi ко-
ординат Oxyz, яка зв’язана з центром незбуреної
вiльної поверхнi Σ0 (рис. 2).

1.1. Крайова задача

Вiдповiдна нелiнiйна крайова задача формулю-
ється для областi Q(t) з вiльною межею Σ(t) у та-
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кому виглядi:

∆Φ = 0, ~r ∈ Q,

∂Φ

∂ν
= ~v0 ~ν −

ξt
√

|∇ξ|2
, ~r ∈ Σ,

∂Φ

∂ν
= ~v0 ~ν, ~r ∈ S,

∂Φ

∂t
+

1

2
(∇Φ)2 −∇Φ~v0 + U = 0, ~r ∈ Σ.

(1)

Тут Φ(x, y, z, t) – потенцiал швидкостей абсолю-
тного руху рiдини у зв’язанiй системi координат
Oxy; ~ν – орт зовнiшньої нормалi до поверхнi обла-
стi Q(t); U – потенцiал сил тяжiння, ~r – радiус-
вектор точок областi Q(t); S(t) i Σ(t) – змоче-
на тверда стiнка резервуару i збурена вiльна по-
верхня рiдини вiдповiдно; ξ(x, y, z, t)=0 – рiвнян-
ня збуреної вiльної поверхнi рiдини.

Крайова задача (1) пов’язує потенцiал швидко-
стей Φ(x, y, z, t), вектор-функцiю ~v0=(v01, v02, v03)
i невiдому функцiю ξ(x, y, z, t). Для визначення
перехiдних процесiв до задачi треба додати по-
чатковi умови, якi задають початкову геометрiю
вiльної межi Σ(0) й початкове поле швидкостей
Φ(x, y, z, 0). Якщо бак рухається за гармонiчним
законом, можна поставити задачу про усталенi
(перiодичнi) рухи. Тодi до спiввiдношень (1) треба
додати умови перiодичностi для Σ(t) i Φ(x, y, z, t).

1.2. Варiацiйна модальна система

У вiдповiдностi до варiацiйного модального ме-
тоду вiльна поверхня подається у виглядi

x = f(y, z, t) =
∑

i

βi(t)fi(y, z), (2)

де fi(y, z) – задана на незбуренiй вiльнiй поверхнi
Σ0 повна ортогональна разом з константою систе-
ма функцiй. Окрiм того, для потенцiалу швидко-
стей використовується представлення

Φ(x, y, z, t) = ~v0 ~V +
∑

n

Rn(t)ϕn(x, y, z), (3)

де ϕn(x, y, z) – повна система гармонiчних фун-
кцiй. Залежнi вiд часу узагальненi координати
βi(t) i Rn(t) пiдлягають визначенню.

Сукупнiсть гармонiчних функцiй ϕi та
fi(y, z)=κiϕi(0, y, z) типово асоцiюється з за-
дачею про власнi коливання рiдини

∆ϕ|Q0
= 0,

∂ϕ

∂x

∣

∣

∣

∣

Σ0

= κϕ,
∂ϕ

∂ν

∣

∣

∣

∣

S0

= 0, (4)

де Q0 – незбурений об’єм рiдини; Σ0 – незбуре-
на вiльна поверхня рiдини; S0 – незбурена змоче-
на поверхня баку. Параметр σ2=gκ задає власнi
частоти. Розв’язки такої спектральної задачi утво-
рюють на Σ0 повну ортогональну разом з констан-
тою систему функцiй fi(y, z).

Використовуючи варiацiйний метод Майлса –
Луковського [1, 7], показано, що узагальненi коор-
динати βi та Rn будуть розв’язками нескiнченно-
вимiрної нелiнiйної системи звичайних диференцi-
альних рiвнянь (варiацiйна модальна система Лу-
ковського):

∑

k

∂Ai

∂βk
β̇k −

∑

k

AikRk = 0, (5)

∑

n

∂An

∂βi
Ṙn +

1

2

∑

n

∑

k

∂Ank

∂βi
RnRk+

+

3
∑

j=1

(v̇0j − gj)
∂~l

∂βi
= 0

(6)

(i = 1, 2, . . .). Тут v0j i gj – проекцiї векторiв ~v0
та ~g на координатнi вiсi зв’язаної з тiлом системи
координат. Коефiцiєнти

An = ρ

∫

Q(t)

ϕn dQ; (7)

Ank = Akn = ρ

∫

Q(t)

(∇ϕn,∇ϕk) dQ =

= ρ

∫

S(t)+Σ(t)

ϕn
∂ϕ

∂ν
dS;

(8)

l1 = ρ

∫

Q(t)

x dQ, l2 = ρ

∫

Q(t)

y dQ,

l3 = ρ

∫

Q(t)

z dQ
(9)

є функцiями узагальнених координат βi(t) внаслi-
док того, що вiльна поверхня Σ(t) областi Q(t) за-
дається представленням (2).

2. Асимптотична нелiнiйна модальна система

Надалi вважатимемо, що всi геометричнi розмi-
ри вiднесено до радiуса цилiндричного бака R. Це
передбачає, що його глибина h – безрозмiрна вели-
чина, а прискорення вiльного падiння нормоване
до R.
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Для цилiндричного бака кругового перерiзу спе-
ктральна крайова задача (4) має аналiтичний
розв’язок у цилiндричнiй системi координат Oxξη:

ϕm,n,1(x, ξ, η) = ψm,n(x, ξ) cosmη,

ϕm,n,2(x, ξ, η) = ψm,n(x, ξ) sinmη,

де

ψm,n(x, ξ) =
ch (ζm,n(x+ h))

ch (ζm,nh)
fm,n(ξ); (10)

fm,n(ξ) =
Jm(ζm,nξ)

Jm(ζm,n)
; (11)

ζm,n – коренi рiвнянь J ′

m(ζ) = 0 (тут Jm( ) – функ-
цiї Бесселя першого роду). Квадрат власної часто-
ти коливань рiдини обчислюється за формулою

σ2
m,n = gζm,nth (ζm,nh). (12)

Наявнiсть такого аналiтичного розв’язку дозво-
ляє переписати модальнi представлення (2) й (3)
у явному виглядi

x = f(ξ, η, t) =
∑

m,n

(rm,n(t) sin(mη)+

+pm,n(t) cos(mη))fm,n(ξ),

(13)

Φ = ~v0 ~V +
∑

m,n[Rm,n(t) sin(mη)+

+Pm,n(t) cos(mη)]ψm,n(x, ξ).
(14)

2.1. Асимптотика Моiсеєва

Для узагальнених координат rm,n, pm,n, Rm,n i
Pm,n можна формально ввести порядки малостi
вiдносно малого параметра ε, який позначає без-
розмiрну амплiтуду коливань бака, вiднесену до
його радiуса. Аналiзуючи можливi полiномiаль-
нi вирази вiдносно власних мод fm,n(r) cos(mη) i
fm,n(r) cos(mη), а також їхнiх похiдних i викори-
стовуючи тригонометричну алгебру вiдносно ку-
тової координати, можна показати, що якщо в
рамках асимптотики Моiсеєва є двi домiнантнi
узагальненi координати для перших власних мод:

p1,1 ∼ r1,1 ∼ P1,1 ∼ R1,1 = O(ε1/3), (15)

то наступнi узагальненi координати мають фор-
мально другий порядок малостi:

p0,n ∼ P0,n ∼ p2,n ∼ P2,n ∼

∼ r2,n ∼ R2,n = O(ε2/3), n = 1, 2, . . . ,
(16)

а узагальненi координати

p3,n∼r3,n∼P3,n∼R3,n=O(ε), n=1, 2, . . . ;

p1,k∼r1,k∼P1,k∼R1,k=O(ε), k=2, 3, . . .

(17)

мають третiй порядок малостi. Iншi узагальненi
координати мають порядок pk,n∼rk,n=o(ε), n≥1,
k 6=1, 2, 3 i ними можна знехтувати в рамках тео-
рiї третього порядку малостi. Це скорочує суми у
модальних представленнях (13) i (14), зокрема,

x = f(ξ, η, t) =

3
∑

m=0

∞
∑

n=1

(

rm,n(t) sin(mη)+

+pm,n(t) cos(mη)
)

fm,n(ξ).

(18)

2.2. Виведення асимптотичної модальної систе-
ми

Для виведення асимптотичних модальних рiв-
нянь, якi виходять з варiацiйної системи Лу-
ковського (5) – (6) й асимптотичних спiввiдно-
шень (15) – (17), треба виконати наступнi кроки:

1. Пiдставити модальний розв’язок (18) в iнте-
гральнi представлення для ∂An/∂βi й An,k

(формули (7) i (8)) й розкласти їх в асим-
птотичнi ряди, враховуючи члени до порядку
O(ε2/3);

2. Розв’язати систему рiвнянь (5) вiдносно уза-
гальнених координат Rn, зберiгаючи лише
члени до порядку O(ε);

3. Пiдставити асимптотичнi вирази для
∂An/∂βi, An,k й Rn у рiвняння (6) й вiд-
кинути члени порядку o(ε).

Реалiзацiя аналiтичних перетворень, породже-
них цим алгоритмом, стала практично можли-
вою завдяки засобам комп’ютерної алгебри. У ре-
зультатi вдалося отримати систему звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь другого порядку вiдносно
узагальнених координат, яка мiстить усi узагаль-
ненi координати до O(ε) включно, а також аналi-
тичнi формули для знаходження гiдродинамiчних
коефiцiєнтiв. Рiвняння вiдносно домiнантних уза-
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гальнених координат мають вигляд

µ1,1[p̈1,1 + σ2
1,1p1,1] + p1,1

N2
∑

n=1

d
(2)
0,np̈0,n+

+

N2
∑

n=1

d
(3)
0,n(p̈1,1p0,n + ṗ1,1ṗ0,n)+

+d1(p
2
1,1p̈1,1 + p1,1ṗ

2
1,1+

+r1,1p1,1r̈1,1 + p1,1ṙ
2
1,1)+

+d2(r
2
1,1p̈1,1 + 2r1,1ṙ1,1ṗ1,1−

−r1,1p1,1r̈1,1 − 2p1,1ṙ
2
1,1)+

+

N2
∑

n=1

d
(2)
2,n(p1,1p̈2,n + r1,1r̈2,n)+

+

N2
∑

n=1

d
(3)
2,n(p̈1,1p2,n + r̈1,1r2,n+

+ṗ1,1ṗ2,n + ṙ1,1ṙ2,n) = −
µ1,1κ1,1

ζ21,1 − 1
v̇02,

µ1,1[r̈1,1 + σ2
1,1r1,1] + r1,1

N2
∑

n=1

d
(2)
0,np̈0,n+

+

N2
∑

n=1

d
(3)
0,n(r̈1,1p0,n + ṙ1,1ṗ0,n)+

+d1(r
2
1,1r̈1,1 + r1,1ṙ

2
1,1+

+r1,1p1,1p̈1,1 + r1,1ṗ
2
1,1)+

+d2(p
2
1,1r̈1,1 + 2p1,1ṙ1,1ṗ1,1−

−r1,1p1,1p̈1,1 − 2r1,1ṗ
2
1,1)+

+

N2
∑

n=1

d
(2)
2,n(p1,1r̈2,n − r1,1p̈2,n)+

+

N2
∑

n=1

d
(3)
2,n(p̈1,1r2,n − r̈1,1p2,n+

+ṗ1,1ṙ2,n − ṙ1,1ṗ2,n) = −
µ1,1κ1,1

ζ21,1 − 1
v̇03,

(19)

де N2 – вiдповiдна кiлькiсть узагальнених коорди-
нат p0,n(t), r2,n(t) i p2,n(t).

Рiвняння вiдносно узагальнених координат дру-
гого порядку мають вигляд

2µ0,n[p̈0,n + σ2
0,np0,n] + d

(1)
0,n(ṗ

2
1,1 + ṙ21,1)+

+d
(2)
0,n(p̈1,1p1,1 + r̈1,1r1,1) = 0,

µ2,n[p̈2,n + σ2
2,np2,n] + d

(1)
2,n(ṗ

2
1,1 − ṙ21,1)+

+d
(2)
2,n(p̈1,1p1,1 − r̈1,1r1,1) = 0,

µ2,n[r̈2,n + σ2
2,nr2,n] + 2d

(1)
2,nṙ1,1ṗ1,1+

+d
(2)
2,n(p̈1,1r1,1 + r̈1,1p1,1) = 0.

(20)

Рiвняння вiдносно узагальнених координат тре-
тього порядку мають вигляд

µ3,n[p̈3,n + σ2
3,np3,n]+

+d3(p1,1ṗ
2
1,1 − 2r1,1ṗ1,1ṙ1,1 − p1,1ṙ

2
1,1)+

+d4(p
2
1,1p̈1,1 − 2p1,1r1,1r̈1,1 − r21,1p̈1,1)+

+

N3
∑

n=1

d
(1)
3,n(ṗ1,1ṗ2,n − ṙ1,1ṙ2,n)+

+

N3
∑

n=1

d
(2)
3,n(p1,1p̈2,n − r1,1r̈2,n)+

+

N3
∑

n=1

d
(3)
3,n(p̈1,1p2,n − r̈1,1r2,n) = 0,

µ3,n[r̈3,n + σ2
3,nr3,n]+

+d3(r1,1ṗ
2
1,1 + 2p1,1ṗ1,1ṙ1,1 − r1,1ṙ

2
1,1)+

+d4(p
2
1,1r̈1,1 + 2r1,1p1,1p̈1,1 − r21,1r̈1,1)+

+

N3
∑

n=1

d
(1)
3,n(ṗ1,1ṙ2,n + ṙ1,1ṗ2,n)+

+

N3
∑

n=1

d
(2)
3,n(p1,1r̈2,n + r1,1p̈2,n)+

+

N3
∑

n=1

d
(3)
3,n(p̈1,1r2,n + r̈1,1p2,n) = 0,

(21)

де N3 – вiдповiдна кiлькiсть узагальнених коорди-
нат p3,n(t) i r3,n(t).
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Важливо те, що вдалося знайти аналiтичнi ви-
рази для гiдродинамiчних коефiцiєнтiв наведеної
модальної системи в явному виглядi:

µm,n =
π

κm,n
j(1)m,n; κm,n = ζm,nth (ζm,nh);

d
(1)
0,n = −

π

2

[

j
(2)
0,n −

1

κ
2
1,1

(

j
(3)
0,n + j

(4)
0,n

)

]

+ d
(2)
0,n;

d
(2)
0,n =

π

2

[

2−
ζ20,n

κ0,nκ1,1

]

j
(2)
0,n;

d
(1)
2,n = −

π

4

[

j
(2)
2,n −

1

κ
2
1,1

(

j
(3)
2,n − j

(4)
2,n

)

]

+ d
(2)
2,n;

d
(2)
2,n =

π

2

[

j
(2)
2,n −

1

κ2,nκ1,1

(

j
(5)
2,n + 2j

(4)
2,n

)

]

;

d
(3)
0,n = π

[

j
(2)
0,n −

1

κ
2
1,1

(

j
(3)
0,n + j

(4)
0,n

)

]

;

d
(3)
2,n =

π

2

[

j
(2)
2,n −

1

κ
2
1,1

(

j
(3)
2,n − j

(4)
2,n

)

]

;

d1 =
π

2κ1,1







ζ40,1

(

j
(2)
0,1

)2

4κ0,1κ1,1

1

j
(1)
0,1

+ ic1 − ic2






+ d2;

d2 =
π

4κ1,1







(

j
(5)
21 + 2j

(4)
2,1

)2

κ1,1κ21

1

j
(1)
21

− 3ic1 − ic2






;

j(1)m,n =

∫ 1

0

ξf2m,n(ζm,nξ) dξ;

j(2)m,n =

∫ 1

0

ξf21,1(ζ1,1ξ) fm,n(ζm,nξ) dξ;

j(3)m,n =

∫ 1

0

ξ
(

f ′1,1(ζ1,1ξ)
)2
fm,n(ζm,nξ) dξ;

j(4)m,n =

∫ 1

0

1

ξ
f21,1(ζ1,1ξ) fm,n(ζm,nξ) dξ;

j(5)m,n =

∫ 1

0

ξf1,1(ζ1,1ξ) f
′

1,1(ζ1,1ξ) f
′

m,n(ζm,nξ) dξ;

ic1 =
∫ 1

0
1
ξf

4
1,1(ζ1,1ξ) dξ;

ic2 =

∫ 1

0

ξf21,1(ζ1,1ξ)
(

f ′1,1(ζ1,1ξ)
)2
dξ.

Як буде показано нижче, узагальненi коорди-
нати третього порядку не впливають на дiапазо-
ни iснування усталених резонансних рухiв. Тому
громiздкi аналiтичнi вирази для коефiцiєнтiв рiв-
нянь (21) у данiй публiкацiї не наводимо.

3. Усталенi резонанснi режими

Використовуючи рiвняння (19) – (21), проаналi-
зуємо усталенi коливання вiльної поверхнi рiдини
за умов гармонiчного збурення баку вздовж осi Oz
за законом

u(t) = ε cos(ωt), (22)

де ε � 1 – безрозмiрна амплiтуда коливань баку;
ω – частота зовнiшнього збурення.

3.1. Асимптотичний розв’язок

Для знаходження наближеного розв’язку си-
стеми (19) – (22) використаємо метод Бубнова –
Гальоркiна, подавши двi домiнуючi узагальненi
координати r1,1(t) та p1,1(t) у виглядi рядiв Фур’є:

r11(t) = a1 cos(ωt) + a3 cos(3ωt) + . . . ,

p11(t) = b1 sin(ωt) + b3 sin(3ωt) + . . . .

(23)

Зважаючи на те, що систему (19) – (21) отрима-
но з точнiстю до членiв третього порядку малостi
по вiдношенню до узагальнених координат r1,1(t)
i p1,1(t), а також беручи до уваги властивостi три-
гонометричних функцiй, у формулах (23) доцiль-
но обмежитись гармонiками до cos(3ωt) i sin(3ωt)
включно. Решта коефiцiєнтiв ai, bi, i>3 тотожно
дорiвнюють нулю або вiдповiдають членам бiльш
високого порядку малостi. Пiдставивши r1,1(t) i
p1,1(t) у рiвняння системи (20), знайдемо

pm,n(t) = c(0)m,n + c(2)m,n cos(2ωt)+

+c
(4)
m,n cos(4ωt) + c

(6)
m,n cos(6ωt),

m = 0, 2;

rm,n(t) = s(2)m,n sin(2ωt)+

+s
(4)
m,n sin(4ωt) + s

(6)
m,n sin(6ωt),

m = 2;

(24)
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де

c(0)m,n =
1

2
γh(0)m,nD

(1)
m,n

(

a21 + γb21 + 9(a23 + b23)
)

;

c(2)m,n = γh(2)m,n

(1

2
D(2)

m,n(a
2
1 − γb21)+

+K(1)
m,n(a1a3 + γb1b3)

)

;

c(4)m,n = γh(4)m,nK
(2)
m,n(a1a3 − γb1b3);

c(6)m,n =
9

2
γh(6)m,nD

(2)
m,n(a

2
3 − γb23);

s(2)m,n = h(2)m,n

(

D(2)
m,nb1a1+

+K(1)
m,n(a1b3 − b1a3)

)

;

s(4)m,n = h(4)m,nK
(2)
m,n(a1b3 + b1a3);

s(6)m,n = 9h(6)m,nD
(2)
m,na3b3;

h
(k)
0,n =

ω2

2µ0,n(σ2
0,n − k2ω2)

;

h
(k)
2,n =

ω2

µ2,n(σ2
2,n − k2ω2)

;

D(k)
m,n = d(2)m,n + (−1)kd(1)m,n;

K(k)
m,n = 5d(2)m,n + (−1)k3d(1)m,n;

γ =

{

1, для m = 0;

−1, для m = 2.

(25)

Коефiцiєнти a1, b1, a3 i b3 у формулах (25) ма-
ють такi порядки малостi:

p1,1 ∼ r1,1 ∼ a1 ∼ b1 = O(ε1/3),

p31,1 ∼ r31,1 ∼ a3 ∼ b3 = O(ε)
(26)

у рамках теорiї третього порядку Моiсеєва. Фор-
мули для знаходження cm,n та sm,n мають вигляд

c(0)m,n =
1

2
γh(0)m,nD

(1)
m,n(a

2
1 + γb21);

c(2)m,n =
1

2
γh(2)m,nD

(2)
m,n(a

2
1 − γb21);

s(2)m,n = h(2)m,nD
(2)
m,nb1a1;

c(i)m,n = s(i)m,n = 0, i = 4, 6.

(27)

Пiдставивши вирази (23) i (24) у диференцiальнi
рiвняння вiдносно домiнантних мод (19) i зiбравши
члени при однакових гармонiках, отримуємо нелi-
нiйну алгебраїчну систему рiвнянь вiдносно невi-
домих коефiцiєнтiв a1, a3, b1 та b3, причому коефi-
цiєнти a3 i b3 можна виразити через a1 i b1:

a3 =
a1c1 − b1s1 + a1c0
µ1,1(σ̄

2
1,1 − 9)− 9z1

,

b3 =
b1c2 + a1s1 + b1c0
µ1,1(σ̄

2
1,1 − 9) − 9z2

,

(28)

де

c0 =
1

2
d1(a

2
1 − b21);

c1 =

N
∑

n=1

[

c
(2)
0,nD0,n − c

(2)
2,nD2,n

]

;

c2 =

N
∑

n=1

[

c
(2)
0,nD0,n + c

(2)
2,nD2,n

]

;

s1 =

N
∑

n=1

s
(2)
2,nD2,n;

z1 =

N
∑

n=1

[

c
(0)
0,nd

(3)
0,n − c

(0)
2,nd

(3)
2,n

]

;

z2 =

N
∑

n=1

[

c
(0)
0,nd

(3)
0,n + c

(0)
2,nd

(3)
2,n

]

;

Dm,n = 2d(2)m,n +
3

2
d(3)m,n.

Тут нелiнiйна система алгебраїчних рiвнянь вiд-
носно коефiцiєнтiв a1 i b1 має вигляд































a1[µ1,1(σ̄
2
1,1 − 1) +m1a

2
1 +m2b

2
1] =

=
µ1,1κ1,1

ζ21,1 − 1
ε,

b1[µ1,1(σ̄
2
1,1 − 1) +m1b

2
1 +m2a

2
1] = 0,

(29)
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де коефiцiєнти

m1 =
N
∑

n=1

(

L
(1)
2,n +

1

2
L
(1)
0,n

)

−
1

2
d1;

m2 =

N
∑

n=1

(

L
(2)
2,n −

1

2
L
(2)
0,n

)

+
1

2
d1 − 2d2;

L(1)
m,n =

1

µm,n
[Am,n −Bm,n] ;

L(2)
m,n =

1

µm,n
[(2− γ)Am,n + Bm,n] ;

Am,n =
d
(2)
m,n + d

(1)
m,n

σ̄2
m,n − 4

(

1

4
d(3)m,n − d(2)m,n

)

;

Bm,n =
d
(3)
m,n

(

d
(2)
m,n − d

(1)
m,n

)

2σ̄2
m,n

;

σ̄2
m,n =

σ2
m,n

ω2
.

При заданих параметрах зовнiшнього збурення
ε та ω з системи (29) можна отримати значення
a1 i b1. Далi, за формулами (28) i (27) визначаємо
коефiцiєнти у представленнях узагальнених коор-
динат (23) i (24), а отже, й представлення вiльної
поверхнi рiдини у виглядi (18).

Iснує два типи розв’язкiв системи (29), якi по-
в’язуються з так званими плоскими та круговими
хвилями. Плоскi хвилi характеризуються розв’яз-
ком системи (29), в якому b1=0. Зовнiшнiй ви-
гляд руху вiльної поверхнi рiдини протягом перi-
оду коливання у випадку плоских коливань дано
на рис. 3.

Для визначення плоских усталених хвиль систе-
му (29) можна звести до кубiчного рiвняння вiд-
носно a1:

m1a
3
1 + µ1,1

(

σ̄2
1,1 − 1

)

a1 =
µ1,1κ1,1

ζ21,1 − 1
ε. (30)

Кругова усталена хвиля характеризується
розв’язком системи (29), в якому a1 6=0 i b1 6=0.
Як випливає зi спiввiдношень (27), у даному
випадку збуджуються всi узагальненi координати
(rm,n 6=0 i pm,n 6=0). Вiльна поверхня рiдини
здiйснює обертальнi хвильовi рухи навколо осi
симетрiї цилiндра. Зовнiшнiй вигляд руху вiльної
поверхнi рiдини протягом перiоду для випадку
просторових коливань дано на рис. 4.

Розв’язок (29) у випадку просторових коливань
рiдини визначається з таких спiввiдношень:

b1 6= 0 ⇒ µ1,1

(

σ̄2
1,1 − 1

)

+m1b
2
1 +m2a

2
1 = 0. (31)

Тому

b21 =
−m2a

2
1 − µ1,1(σ̄

2
1,1 − 1)

m1
,

a31 +
µ1,1(σ̄

2
1,1 − 1)

m1 +m2
a1 −

µ1,1κ1,1

ζ21,1 − 1

εm1

m2
1 −m2

2

= 0.

3.2. Дослiдження стiйкостi усталених розв’язкiв

Зазначимо, що серед можливих усталених
розв’язкiв модальної системи слiд видiлити такi,
що визначають стiйкi усталенi коливання вiль-
ної поверхнi рiдини. З метою дослiдження стiй-
костi розв’язкiв системи звичайних диференцiаль-
них рiвнянь (19) – (21) використаємо метод повiль-
но змiнних амплiтуд [1]. Для цього введемо до роз-
гляду повiльний час τ=ε2/3ωt/2 й подамо збурен-
ня домiнантних мод у виглядi

r1(t) = (a1 + α(τ )) cos(ωt)+

+α̃(τ ) sin(ωt) + o(ε1/3);

p1(t) = ˜β(τ ) cos(ωt)+

+(b1 + β(τ )) sin(ωt) + o(ε1/3),

(32)

де a1, b1 – розв’язки системи (29): α, α̃, β, β̃ –
вiдповiднi малi збурення, якi залежать вiд τ .

Пiдставляючи вирази (32) у систему рiв-
нянь (19) й групуючи доданки за порядками ма-
лостi, лiнеаризуємо її по α, α̃, β, β̃ й отримаємо
лiнiйну систему звичайних диференцiальних рiв-
нянь:

~c′ + C~c = 0, (33)

де ~c=(α, α̃, β, β̃)T , а штрих означає диференцiюва-
ння по τ . Матриця C мiстить такi ненульовi кое-
фiцiєнти, що залежать вiд a1 та b1:

c21 = −c12 = σ̄ + 3m1a
2
1 +m2b

2
1;

c43 = −
(

σ̄ + 3m1b
2
1 +m2a

2
1

)

;

c32 = −c14 = (m1 −m2) a1b1;

c23 = −c41 = 2m2a1b1;

c34 = σ̄ +m1

(

a21 + b21
)

;

σ̄ = µ1,1

(

σ̄2
1,1 − 1

)

.

Фундаментальний розв’язок системи (33)
пов’язується з характеристичним рiвнянням
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Рис. 3. Плоскi усталенi поверхневi хвилi
(T =2π/ω – перiод зовнiшнього збурення)

I. О. Луковський, Д. В. Овчинников, О. М. Тимоха 47



ISSN 1028 -7507 Акустичний вiсник. 2011. Том 14, N 2. С. 38 – 52

Рис. 4. Круговi усталенi поверхневi хвилi
(T=2π/ω – перiод зовнiшнього збурення)

48 I. О. Луковський, Д. В. Овчинников, О. М. Тимоха



ISSN 1028 -7507 Акустичний вiсник. 2011. Том 14, N 2. С. 38 – 52

det(λE+C)=0, яке зводиться до бiквадратного
рiвняння

λ4 + c̄1λ
2 + c̄0 = 0, (34)

де
c̄0 = (c232 − c234)(c

2
23 + c21c43);

c̄1 = c34(c21 − c43) − 2c23c32.

Необхiдна умова стiйкостi розв’язку систе-
ми (19) – (21), яка задається набором домiнантних
амплiтуд {a1, b1}, знайдених зi спiввiдношень (29),
виглядає так:

c̄0 > 0; c̄1 > 0; c̄21 − 4c̄0 > 0. (35)

Рiвностi c̄0=0 i c̄21−4c̄0=0 можуть бути викори-
станi для знаходження точок бiфуркацiї, аналiз
яких проводиться нижче при вивченнi амплiтудно-
частотних характеристик.

4. Амплiтудно-частотнi характеристики й дiа-
пазони iснування усталених рухiв

У цьому дослiдженнi головну увагу зосередже-
но на модельнiй задачi про вплив узагальнених ко-
ординат другого порядку1 на амплiтудно-частотнi
характеристики й дiапазони iснування двох мо-
жливих типiв усталених рухiв рiдини. Зважаючи
на домiнантний вплив a1 i b1, двi безрозмiрнi ам-
плiтуди A= |a1| i B= |b1| характеризують цi два
типи усталених рухiв, так що перша описує домi-
нантну компоненту амплiтуди у площинi дiї зовнi-
шнього збурення, а друга – амплiтуду хвильових
рухiв у перпендикулярнiй площинi.

4.1. Дослiдження за п’ятимодовою системою
Луковського [7]

Класична модальна система Луковського [7, 27]
утримує лише три узагальненi координати другого
порядку малостi, а саме, p0,1(t), p2,1(t) i r2,1(t). Ра-
зом з урахуванням домiнантних мод p1,1(t) i r1,1(t)
це дозволяє отримати амплiтудно-частотнi хара-
ктеристики, зображенi на рис. 5 i 6 для випадку
глибокої рiдини (h=2). Неперервна лiнiя на рис. 6
вiдповiдає стiйкiм усталеним розв’язкам, а штри-
хова – нестiйким.

У вiдповiдностi до рис. 6, дiапазон частот збуре-
ння, при яких iснують усталенi плоскi коливання
вiльної поверхнi рiдини, обмеженi точками T i P ,
мiж якими плоскi режими – нестiйкi. Мiж точками
H та P iснують лише стiйкi круговi хвилi. У той

1Форми третього порядку не впливають на розв’язок си-
стеми (29), а значить, на дiапазони iснування плоскої й кру-
гової хвиль.

0.95
1
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0.4
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

|A|P

H

1/σ
1

T

|B|

Рис. 5. Залежнiсть амплiтуди хвильових рухiв вiльної
поверхнi рiдини вiд частоти зовнiшнього збурення ω
(σ1=σ1,1/ω) при фiксованому значеннi амплiтуди

зовнiшнього збурення ε (одержано за п’ятимодовою
модальною системою при h=2 i ε=0.01)
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0

0.1

0.2

0.3

0.4

1/σ
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H

Chaotic Swirling
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1
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Рис. 6. Проекцiя кривих амплiтудно-частотних
характеристик з рис. 5 на координатнi осi

же час, мiж T та H не iснує стiйких усталених ре-
жимiв i тут можуть реалiзовуватися хаотичнi рухи
рiдини.

4.2. Дослiдження за модальною системою (19) –
(20)

Для дослiдження впливу вищих власних форм
на амплiтудно-частотнi характеристики будемо
збiльшувати N2 у рiвняннях (19) й аналiзувати,
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Рис. 7. Амплiтудно-частотнi характеристики
плоских коливань рiдини при N2≥2, h=2 i ε=0.01

як кiлькiсть узагальнених координат другого по-
рядку малостi впливає на амплiтудно-частотнi ха-
рактеристики. При N2=2, тобто при врахуван-
нi впливу узагальнених координат p0,2(t), r2,2(t)
i p2,2(t), отримуємо амплiтудно-частотнi характе-
ристики для плоских режимiв, показанi на рис. 7.
Графiк демонструє виникнення двох нових (у по-
рiвняннi з результатами для п’ятимодової систе-
ми Луковського) вузьких резонансних смуг у ча-
стотному дiапазонi, де п’ятимодова модель пе-
редбачала iснування виключно хаотичних рухiв.
Подальше збiльшення кiлькостi узагальнених ко-
ординат другого порядку (N2>2) не впливає на
характер амплiтудно-частотної характеристики.
Вiдноснi величини |A| змiнюються зi зростанням
N2 менше, нiж на 1 %. Таким чином, вплив уза-
гальнених координат p0,2(t), r2,2(t) i p2,2(t) – прин-
циповий для глибокої води в частотному дiапазонi
мiж точками T та H , але iншi вищi форми дру-
гого порядку вносять лише незначнi кiлькiснi змi-
ни. Аналогiчно, збiльшення N2 не впливає якiсно
на стiйкi круговi хвильовi режими, але стають мо-
жливими резонанснi явища в дiапазонi мiж точка-
ми T та H , де очiкувались хаотичнi рухи.

4.3. Аналiз вiдмiнностей i вториннi резонанси

Iснування якiсних вiдмiнностей мiж результата-
ми, одержаними для скороченої та повної модаль-
них систем, яке помiтне у смузi частот мiж то-
чками T та H , пояснюється iснуванням вторинних
(внутрiшнiх) резонансiв другого порядку, приро-
да яких детально обговорюється у монографiї [1,
розд. 8, 9] i працi [31] (для кругового цилiндра).
Iснування таких вторинних резонансiв пов’язує-
ться з iншими гармонiками, якi породжуються не-

лiнiйнiстю другого порядку й можуть дорiвнювати
власним частотам мод другого порядку. Це озна-
чає одночасне виконання умови ω≈σ1,1 i хоча б
одної з умов 2ω=σ2,n чи 2ω=σ0,n для деяких зна-
чень n, або з математичної точки зору:

im,n(h) =

√

ζm,nth (ζm,nh)

4ζ1,1th (ζ1,1h)
≈ 1 (36)

для деяких значень m=0, 2 i n≥1.
Обчислення дають i2,2(2)=0.9545 та

i0,2(2)=0.9766, що вiдповiдає за резонансну
поведiнку мод 2,2 i 0,2 в дiапазонi мiж T i H (див.
рис. 7).

Ситуацiя з внутрiшнiми резонансами другого
порядку змiнюється зi зменшенням глибини рiди-
ни, коли величини im,n монотонно зростають до
значень ζm,n/(2ζ1,1). Рис. 8 демонструє залежнiсть
im,n вiд безрозмiрної глибини. З графiка видно,
що зменшення глибини рiдини може призвести до
зникнення внутрiшнiх резонансiв другого порядку
вiдносно мод 0,2 та 2,2 (в околi основного резонан-
су), але стають можливими внутрiшнi резонанси
другого порядку для мод 2,1 та 0,1.

ВИСНОВКИ

Уперше представлено нелiнiйну асимптотичну
модальну систему для коливань рiдини у верти-
кальному цилiндричному бацi кругового перерi-
зу, яка зв’язує усi теоретично необхiднi узагаль-
ненi координати аж до порядку O(ε), якi випли-
вають з асимптотики Моiсеєва. Для виведення цi-
єї асимптотичної системи використано варiацiйну
модальну систему Луковського.

Для модельної задачi про усталенi рухи, що ви-
никають при гармонiчних горизонтальних збурен-
нях баку, побудовано усталенi розв’язки одержаної
асимптотичної модальної системи. Проведене їхнє
порiвняння з вiдповiдними розв’язками асимпто-
тичної п’ятимодової системи, яка показала хоро-
шу вiдповiднiсть експериментальним даним [1, 7]
при описi дiапазонiв iснування плоских i кругових
хвильових усталених рухiв рiдини для глибокої во-
ди. Для згаданого випадку показано, що урахува-
ння вищих форм другого порядку малостi якiсно
не впливає на дiапазони iснування стiйких устале-
них рухiв у порiвняннi з результатами Луковсько-
го. Кiлькiснi змiни також не перевищують 1 %.

У той же час, в дiапазонi, де обидвi модальнi
системи передбачають вiдсутнiсть стiйких устале-
них рухiв й можливе iснування хаотичних рухiв,
нова модальна система вказує на появу вторин-
них (внутрiшнiх) резонансiв, у околi яких можуть
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Рис. 8. Значення параметрiв im,n(h), одержаних за формулою (36)

збуджуватися три вищi форми другого порядку
(за асимптотикою Моiсеєва). Коректний опис вну-
трiшнiх резонансiв потребує так званої адаптивної
асимптотики [20], яка вказує на наявнiсть бiль-
шої кiлькостi домiнантних узагальнених коорди-
нат. Тому знаходження таких резонансiв робить
дискусiйним питання про хаотичнi рухи рiдини у
цьому дiапазонi, якщо цi результати було отри-
мано з використанням асимптотики Моiсеєва, де
лише двi першi власнi форми характеризуються
домiнантним внеском. У контекстi сказаного осо-
бливу увагу в подальшому слiд придiлити аналiзу
силової взаємодiї рiдини зi стiнками бака.

ПОДЯКА

Роботу виконано за часткової пiдтримки НДР
0107U002198 i Нiмецького дослiдницького товари-
ства.

1. Faltinsen O. M., Timokha A. N. Sloshing.– Cambri-
dge: Cambridge Univ. Press, 2009.– 608 p.

2. Rebouillat S., Liksonov D. Fluid-structure interacti-
on in partially filled liquid containers: A comparative
review of numerical approaches // Comp. Fluids.–
2010.– 39.– P. 739–746.

3. Нариманов Г. С. О движении сосуда, частично за-
полненного жидкостью, учет немалости движений
последней // Прикл. мат. мех.– 1957.– 21, № 4.–
С. 513–524.

4. Нариманов Г. С., Докучаев Л. В., Луковский И. А.
Нелинейная динамика летательного аппарата с
жидкостью.– М.: Машиностроение, 1977.– 208 с.

5. Moiseev N. N. On the theory of nonlinear vibrations
of a liquid of finite volume // J. Appl. Math. Mech.–
1958.– 22.– P. 860–872.

6. Луковский И. А. Вариационный метод в нелиней-
ных задачах динамики ограниченого объема жид-
кости со свободной поверхностью // Колебание
упругих конструкций с жидкостью.– M.: Волна,
1976.– С. 260–264.

7. Луковский И. А. Введение в нелинейную дина-
мику тел с полостями, частично заполненными
жидкостью.– К.: Наук. думка, 1990.– 296 с.

8. Faltinsen O. M., Rognebakke O. F., Lukovsky I. A.,
Timokha A. N. Multidimensional modal analysis of
nonlinear sloshing in a rectangular tank with finite
water depth // J. Fluid Mech.– 2000.– 407.– P. 201–
234.

9. Miles J. W. Nonlinear surface waves in closed basi-
ns // J. Fluid Mech.– 1976.– 75.– P. 419–448.

10. Луковский И. А. Определение сил взаимодействия
между телом и жидкостью в нелинейной задаче
о движении тела с полостью, содержащей жид-
кость // Нелинейные краевые задачи.– К.: Ин-т
математики АН УССР, 1980.– С. 181–190.

11. Луковский И. А. Математические модели нелиней-
ной динамики твердых тел с жидкостью.– К.: На-
ук. думка, 2010.– 408 с.

12. Miles J. W. Internally resonant surface waves in a ci-
rcular cylinder // J. Fluid Mech.– 1984.– 149.– P. 1–
14.

13. Miles J. W. Resonantly forced surface waves in a ci-
rcular cylinder // J. Fluid Mech.– 1984.– 149.– P. 15–
31.

14. Limarchenko O. S. Application of a variational
method to the solution of nonlinear problems of the
dynamics of combined motions of a tank with a
fluid // Sov. Appl. Mech.– 1983.– 19, № 11.– P. 1021–
1025.

15. Gavrilyuk I., Lukovsky I., Trotsenko Yu., Timokha A.
Sloshing in a vertical circular cylindrical tank with an
annular baffle. Part 2. Nonlinear resonant waves //
J. Eng. Math.– 2007.– 57.– P. 57–78.

16. La Rocca M., Sciortino G., Boniforti M. A. A fully
nonlinear model for sloshing in a rotating container //
Fluid Dyn. Res.– 2000.– 27.– P. 23–52.

I. О. Луковський, Д. В. Овчинников, О. М. Тимоха 51



ISSN 1028 -7507 Акустичний вiсник. 2011. Том 14, N 2. С. 38 – 52

17. Faltinsen O. M., Rognebakke O. F., Timokha A. N.
Resonant three-dimensional nonlinear sloshing in a
square base basin // J. Fluid Mech.– 2003.– 487.–
P. 1–42..

18. Moore R. E., Perko L. M. Inviscid fluid flow in an
accelerating cylindrical container // J. Fluid Mech.–
1964.– 22.– P. 305–320.

19. Perko L. M. Large-amplitude motions of liquid-
vapour interface in an accelerating container //
J. Fluid Mech.– 1969.– 35.– P. 77–96.

20. Faltinsen O. M., Timokha A. N. Adaptive multi-
modal approach to nonlinear sloshing in a rectangular
tank // J. Fluid Mech.– 2001.– 432.– P. 167–200.

21. Faltinsen O. M., Timokha A. N. Asymptotic modal
approximation of nonlinear resonant sloshing in a
rectangular tank with small fluid depth // J. Fluid
Mech.– 2002.– 470.– P. 319–357.

22. Богоряд И. Б. Колебания вязкой жидкости в по-
лости твердого тела.– Томск: Изд-во Томск. ун-та,
1999.– 134 с.

23. Waterhouse D. D. Resonant sloshing near a critical
depth // J. Fluid Mech.– 1994.– 281.– P. 313–318..

24. Faltinsen O. M., Rognebakke O. F., Timokha A. N.
Classification of three-dimensional nonlinear sloshing
in a square-base tank with finite depth // Journal of
Fluids and Structures.– 2005.– 20.– P. 81–103.

25. Луковський I.О., Овчинников Д.В. Нелiнiйна
математична модель п’ятого порядку малостi в
задачах про коливання рiдини в цилiндричному
резервуарi // Проблеми динамiки та стiйкостi ба-
гатовимiрних систем: Працi Iнституту математики

НАН України.– 2003.– 47.– С. 119–160.

26. Луковський I.О., Овчинников Д.В. Дослiдження
вимушених коливань рiдини у цилiндричному ре-
зервуарi на основi моделi п’ятого порядку мало-
стi // Комплексний аналiз i течiї з вiльними грани-
цями: Зб. праць Iн-ту математики НАН України.–
2004.– 1, № 5.– С. 325–330.

27. Луковський I.О., Овчинников Д.В. Оптимальна
модель третього порядку малостi в задачi про не-
лiнiйнi коливання рiдини в цилiндричному резер-
вуарi // Проблеми динамiки та стiйкостi багатови-
мiрних систем: Зб. праць Iн-ту математики НАН
України.– 2005.– 2, № 1.– С. 254–265.

28. Луковський I. О., Солодун О. В. Дослiдження ви-
мушених нелiнiйних коливань рiдини у кругових
цилiндричних ємностях на основi семимодової мо-
делi третього порядку // Проблеми динамiки та
стiйкостi багатовимiрних систем: Працi Iн-ту ма-
тематики НАН України.– 2003.– 47.– С. 161–179.

29. Овчинников Д. В. Дослiдження стiйкостi вимуше-
них коливань рiдини у цилiндричному резервуа-
рi на основi моделi пятого порядку малостi // Зб.
праць Iн-ту математики НАН України.– 2004.– 1,
№ 2.– С. 158–176.

30. Gavrilyuk I., Hermann M., Lukovsky I.,
Ovchynnykov D., Timokha A. Computer-based
multimodal modeling of liquid sloshing in a circular
cylindrical tank // FSU-Jena, Rep. Numer. Math.–
2010.– 10-03.– P. 1–14.

31. Bryant P. J. Nonlinear progressive waves in a circular
basin // J. Fluid Mech.– 1989.– 205.– P. 453–467.

52 I. О. Луковський, Д. В. Овчинников, О. М. Тимоха


