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Розглянуто задачу поширення хвиль у пружному порожнистому цилiндрi, заповненого рiдиною. Припускається, що
рiдина нестислива та нев’язка, а її рух потенцiальний. Цилiндр знаходиться в попередньо напруженому станi пiд
дiєю внутрiшнього (трансмурального) тиску, а його деформування описується рiвняннями нелiнiйної теорiї пружно-
стi. Розглянуто випадок осесиметричних деформацiй при поширеннi пульсових хвиль тиску в кровоноснiй судинi.
За допомогою розкладу пружного поля у степеневi ряди чисельно отримано закон дисперсiї хвилi. У порiвняннi з
результатами теорiї оболонок виявлено додаткову область нестiйкостi цилiндричної форми судини, а також сильну
залежнiсть швидкостi Моенса–Кортевега вiд трансмурального тиску.

Рассмотрена задача распространения волн в упругом полом цилиндре, заполненном жидкостью. Допускается, что
жидкость несжимаемая и невязкая, а ее движение потенциально. Цилиндр находится в предварительно напряжен-
ном состоянии под действием внутреннего (трансмурального) давления, а его деформирование описывается урав-
нениями нелинейной теории упругости. Рассмотрен случай осесимметричных деформаций при распространении
пульсовых волн давления в кровеносном сосуде. С помощью разложения упругого поля в степенные ряды числен-
но получен закон дисперсии волны. По сравнению с результатами теории оболочек обнаружена дополнительная
область неустойчивости цилиндрической формы сосуда, а также сильная зависимость скорости Моэнса –Кортевега
от трансмурального давления.

The paper deals with considering of the problem on wave propagation in an elastic cylinder filled with a liquid. The
liquid is treated as an incompressible and inviscid one preforming the potential motion. The cylinder is prestressed by
the internal (transmural) pressure, and the process of its deforming is described by the equations of a nonlinear theory
of elasticity. The considered case corresponds to axisymmetric deformations at propagation of pulse pressure waves in a
blood vessel. Wave dispersion law is obtained numerically by expanding of the elastic field in power series. In comparison
with the theory of shells, the additional domain of instability is found for the cylindrical vessel’s shape, as well as strong
dependence of the Moens –Korteweg velocity from the transmural pressure.

ВСТУП

Особливостi хвильових процесiв у рiдинi, яка
знаходиться всерединi тонкого порожнистого
пружно-деформiвного цилiндра, давно стало пре-
дметом iнтенсивних дослiджень. Така увага по-
яснюється, насамперед, фiзiологiчним аспектом
задачi, пов’язаним з появою пульсової хвилi у кро-
воносних судинах. Зокрема, велику кiлькiсть ро-
бiт присвячено визначенню швидкостей поширен-
ня iмпульсiв у заповнених рiдиною цилiндричних
трубках.

Аналiз специфiки поширення осесиметричних
хвиль у трубцi, заповненiй в’язкою нестисливою
рiдиною, з урахуванням радiальної й поздовжньої
iнерцiї трубки, а також тертя об стiнки дав у 1883
роцi I. С. Громека [1]. Ця робота у багатьох вiдно-
шеннях є визначальною, адже в нiй уперше було
записано загальну систему рiвнянь коливань обо-
лонки (у тому числi неосесиметричних), а також
встановлено умови рiвностi швидкостей оболонки
й рiдини на рухомiй поверхнi. Бiльш детальне до-
слiдження було проведено для нев’язкої рiдини,

що дозволило отримати двi швидкостi поширен-
ня хвилi. Одна з них вiдома як швидкiсть Моен-
са – Кортевега, тобто фазова швидкiсть поширен-
ня пульсових хвиль тиску в оболонцi з рiдиною.
Бiльш пiзнi дослiдження в цьому напрямку вико-
нанi у працях [2 – 4].

Вiдомо, що течiя кровi у великих кровоносних
судинах характеризується вiдносно слабким впли-
вом реологiчних властивостей рiдини у зв’язку iз
зосередженням ефектiв в’язкостi лише в достатньо
вузькiй зонi поблизу стiнки судини (при великих
числа Уомерслi [5]), а також первалюючим впли-
вом механiчних характеристик судинної стiнки.
Проте у переважнiй бiльшостi праць навiть для
товстостiнних судин застосовується теорiя оболо-
нок Кiрхгофа – Лява [6, 7].

У цьому дослiдженнi рiвняння динамiки попере-
дньо напруженої судини, заповненої рiдиною, роз-
глянуто на основi теорiї гiперпружного iзотропно-
го тiла з урахуванням геометричної нелiнiйностi.
Це дозволяє знайти бiльш загальний закон диспер-
сiї хвиль з урахуванням товщини стiнки, а також
проаналiзувати вплив трансмурального тиску на
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швидкiсть Моенса – Кортевега та появу нестiйко-
стi цилiндричної форми судини.

1. ЗАГАЛЬНI РIВНЯННЯ

З метою дослiдження кровоносної судини з ура-
хуванням геометричної нелiнiйностi будемо вихо-
дити з рiвнянь нелiнiйної теорiї пружностi у кри-
волiнiйнiй системi координат. Коварiантнi компо-
ненти тензора деформацiй тiла мають вигляд

εik = uik + fik, (1)

де uik =(∇iuk+∇kui)/2=uki – лiнiйна складо-
ва по ui (симетричний тензор малої дефор-
мацiї); fik =∇iul∇kul/2=glm∇iul∇kum/2 – ква-
дратична складова по ui, яка визначає геоме-
тричну нелiнiйнiсть деформацiї середовища. Та-
кож уведемо антисиметричний тензор дисторсiї
Aij =(∇iuj−∇jui)/2=−Aji. (усi iндекси пробiга-
ють значення вiд 1 до 3). По iндексах, якi повторю-
ються, проводиться пiдсумовування, якщо окремо
не зазначено iнше.

Оскiльки щiльнiсть внутрiшньої енергiї середо-
вища Φ(∇iuk) – скалярна величина, то вона за-
лежить вiд компонент тензора деформацiї (1) не
явно, а через iнварiанти. В iзотропному гiперпру-
жному середовищi iснує тiльки три незалежних iн-
варiанти тензора деформацiї [8]:

K1 = εk
k = gkmεkm,

K2 = εj
kεk

j = gjmgknεkmεjn,

K3 = εj
kεI

jε
k
i = gjmgingkrεkmεjnεir.

(2)

Запишемо рiвняння Лагранжа у фiзично лiнiйно-
му по ui наближеннi, тобто щiльнiсть внутрiшньої
енергiї має залежати вiд двох пружних констант.
Для цього у Φ потрiбно утримати доданки до дру-
гого ступеня по ui включно:

F (K1, K2, K3) = A1K
2
1 + A2K2. (3)

Вiдзначимо також, що λ=2A1 i µ=A2 – це пара-
метри Ламе, якi характеризують пружнi власти-
востi середовища й пов’язанi з модулем Юнга E
та коефiцiєнтом Пуассона σ:

σ =
λ

2(λ + µ)
, E =

µ(3λ + 2µ)

λ + µ
. (4)

Таким чином, при урахуваннi спiввiдно-
шень (1) – (3) рiвняння Лагранжа набудуть
вигляду

−ρwgkiüi + ∇iT
ik = 0, k = 1, 2, 3, (5)

де через

T ik =
∂Φ

∂(∇iuk)
=

∂Φ

∂εαβ

∂εαβ

∂(∇iuk)
=

= σik + σiα∇αuk

(6)

позначенi компоненти несиметричного тензора на-
пружень [9], вираженi через тензор напруг σik.

Граничнi умови на недеформованiй поверхнi S
гiперпружного тiла [9] мають вигляд

T ikni = pk, (7)

де pk – контраварiантнi компоненти вектора по-
верхневого навантаження; ni – компоненти одини-
чного вектора нормалi до незбуреної поверхнi S.

Скориставшись виразами (1) i (2), розкладемо
iнварiанти K1, K2 на лiнiйнi та квадратичнi по ui

доданки, нехтуючи членами вищих порядкiв:

K1 = glmulm + glmflm = K11 + K12,

K2 = glpgmqulqump = K22.

(8)

Надалi розглядатимемо ортогональну криволi-
нiйну систему координат, в якiй метричний тензор
gik має лише дiагональнi ненульовi компоненти:
gik =

√

gii
√

gkkδik без (суми по i та k), i перейде-
мо вiд коварiантних та контраварiантних компо-
нент до фiзичних складових вектора деформацiй
~u й тензорiв uik, Aik, T ik та σik. Тодi, утримуючи
у компонентах ui лiнiйнi та квадратичнi доданки,
отримаємо в загальному виглядi несиметричний
тензор напружень, розкладений на симетричну й
антисиметричну частини (S i A вiдповiдно):

Tik = T
(1S)
ik + T

(2S)
ik + T

(2A)
ik , (9)

де

T
(1S)
ik = 2A1K11δik + 2A2uik,

T
(2S)
ik = (A1K22 − A1AlmAml)δik+

+2A1K11uik + 3A2uimumk − A2AimAmk,

T
(2A)
ik = 2A1K11Aik + A2(uimAmk + Aimumk).

Отже, загальна система диференцiальних рiв-
нянь руху фiзично малої частинки гiперпружного
iзотропного середовища в довiльних ортогональ-
них лагранжевих координатах для фiзичних скла-
дових вектора змiщення ~u й несиметричного тен-
зора напружень T ik при нехтуваннi масовими си-
лами у квадратичному наближеннi з урахуванням
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Рис. 1. Схема гiперпружного твердого тiла з рiдиною
в початковий момент часу

геометричної нелiнiйностi має вигляд

−ρw ük +
√

gii
∂T ik

∂xi
+

√

gllΓi
ilT

lk+

+

√

gii
√

gll

√

gkk
Γk

liT
il = 0,

k = 1, 2, 3,

(10)

де по k пiдсумовування не ведеться. Тут ρw – гу-
стина середовища; gii – компоненти метричного
тензора; Γk

li – символи Крiстоффеля.

2. ОСЕСИМЕТРИЧНА ЗАДАЧА У ЦИЛIН-
ДРИЧНИХ КООРДИНАТАХ

Розглянемо нескiнченну гiперпружну iзотропну
трубку з матерiалу густиною ρw з не закрiплени-
ми кiнцями, повнiстю зсередини заповнену рiди-
ною з густиною ρf . Нехай у початковий момент
часу трубка має цилiндричну форму з внутрiшнiм
радiусом R i товщиною d<R (рис. 1), причому тов-
щина не є нескiнченно малою.

Необхiднiсть урахування нелiнiйної компоненти
тензора деформацiї (1) пов’язана з цилiндричнi-
стю геометрiї тiла, оскiльки для неї навiть при
невеликих розтягах i стисненнях всерединi самого
тiла вектор деформацiї може бути достатньо вели-
ким [10].

Спростимо задачу, припустивши її осесиме-
тричнiсть, коли положення фiзично малих ча-
стинок трубки не залежить вiд φ (∂uk/∂φ=0),
а їхня координата φ не змiнюється з часом
(u2 =0). Тодi вектор деформацiї запишеться як
~u={u1(r, z, t), 0, u3(r, z, t)}.

Ненульовi фiзичнi складовi uik й Aik будуть та-

кими [10]:

u11 =
∂u1

∂r
, u22 =

u1

r
, u33 =

∂u3

∂z
,

u13 = u31 =
1

2

(

∂u1

∂z
+

∂u3

∂r

)

,

A13 = −A31 =
1

2

(

∂u3

∂r
−

∂u1

∂z

)

.

(11)

Система рiвнянь (10) для осесиметричної задачi
набуде вигляду

−ρwü1 +
∂T11

∂r
+

∂T31

∂z
+

T11 − T22

r
= 0,

−ρwü3 +
∂T13

∂r
+

∂T33

∂z
+

T13

r
= 0,

(12)

де Tik задано виразами (9).
У розглянутому випадку залишиться чотири ди-

намiчних граничних умови (7):

T11 = T13 = 0 при r = R + d,

T11 = −pδ11

T13 = −pδ13

}

при r = R.

(13)

Наголосимо, що для нев’язкої рiдини тангенцiаль-
на компонента тиску вiдсутня (δik – символ Кро-
некера).

Припустимо, що рiдина iдеальна, а течiя вiдсу-
тня. Нехай трубка знаходиться пiд впливом по-
стiйного в часi трансмурального тиску ptr, який
визначається як рiзниця мiж тиском на стiнку з
боку рiдини всерединi трубки й зовнiшнiм тиском
на стiнку. Тодi для статичного вектора деформацiї
~uст={ū1(r), 0, 0} рiвняння (12) й граничнi умо-
ви (13) матимуть вигляд:

∂T̄11

∂r
+

T̄11 − T̄22

r
= 0

T̄11 = 0











при r = R + d,

T̄11 = −ptr при r = R.

(14)

Iншi рiвняння й граничнi умови виконанi тотожно.
Розв’язок цiєї задачi статики має вигляд [10]:

ū1(r) = ar +
b

r
, (15)

де a i b можна знайти пiдстановкою (15) в граничнi
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умови:

a =
ptrR

2

(R + d)2 − R2

(1 + σ)(1 − 2σ)

E
,

b =
ptrR

2(R + d)2

(R + d)2 − R2

1 + σ

E
.

(16)

Запишемо вiдмiннi вiд нуля компоненти тензора
статичної деформацiї (11):

ū11 =
∂ū1

∂r
= a −

b

r2
,

ū22 =
ū1

r
= a +

b

r2
.

(17)

3. ПРОХОДЖЕННЯ ПУЛЬСОВИХ ХВИЛЬ У
ПОПЕРЕДНЬО НАПРУЖЕНIЙ АРТЕРIЇ

Серце в процесi своєї роботи перiодично ство-
рює в артерiї, попередньо розтягнутiй статичним
трансмуральним тиском ptr, додатковий тиск кро-
вi. Для прикладу на рис. 2 зображено характерну
для собаки часову форму залежностi тиску кровi
у коренi аорти [5]. Така функцiя тиску p(t) може
бути розкладена в ряд Фур’є

p(t) = p0 +

N
∑

n=1

pn sin(nωt + θ′n)

на статичну складову p0 =ptr й гармонiки з циклi-
чними частотами, кратними ω=2πν, де ν – часто-
та серцевих скорочень. Для людини у станi спо-
кою ν≈1.2 Гц, для собаки ν≈2 Гц. Характернi ве-
личини амплiтуд гармонiк pn наведенi на рис. 3,
з якого видно, що домiнує значення статичного
трансмурального тиску (близько 100 мм. рт. ст.), а
суттєвий вклад у форму p(t) вносять лише кiлька
перших гармонiк [11].

Якщо перемiститися вниз за течiєю кровi й про-
аналiзувати кривi тиску, зареєстрованi в декiль-
кох точках по осi z аорти (0, 4, 8, 12 i 16 см), то
видно, що їхнi форми подiбнi з точнiстю до ча-
су запiзнення тиску, записаного нижче за потоком
(рис. 4). Отже, пульсове коливання тиску, викли-
кане скороченнями серцевого шлуночка, поширю-
ється вздовж аорти у виглядi хвилi, яку називають
пульсовою. Виходячи з цього, тиск можна розкла-
сти в ряд Фур’є в точцi аорти з координатою z:

p(z, t) = p0 +

N
∑

n=1

p′n ei(knz−nωt) + к.с., (18)

де kn i θn =nωt – вiдповiдно хвильове число та зсув
по фазi n-ої гармонiки; N – кiлькiсть утримуваних

 

Рис. 2. Залежнiсть тиску кровi вiд часу в коренi
аорти собаки (усередненi данi по вiсьмох собаках):
суцiльна – експериментальнi данi, штрихова – вiдновлений

графiк за десятьма першими гармонiками

 

Рис. 3. Амплiтуди перших десяти гармонiк
розкладiв сигналiв тиску в коренi аорти

на гармонiчнi складовi

Рис. 4. Кривi артерiального тиску,
зареєстрованi одночасно в рiзних

дiлянках аорти собаки
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Рис. 5. Зареєстрованi одночасно змiни дiаметра аорти
собаки й тиску на протязi одного серцевого циклу

гармонiк; к.с. означає комплексно-спряжений ви-
раз (вибiр одного з комплексно-спряжених додан-
кiв визначається вибраним напрямком поширення
хвилi).

При розглядi пульсової хвилi стисливiстю рiди-
ни можна знехтувати як малою бiльш високого по-
рядку [12]. У цилiндричнiй системi координат поле

швидкостей ~v= ~∇φf потенцiальної осесиметричної
течiї нестисливої рiдини задовольняє рiвняння Ла-
пласа ∆φf =0. Тиск на стiнку судини з боку рiдини
в лiнiйному наближеннi визначається iнтегралом
Бернуллi [13]:

p = ptr − ρf

∂φf

∂t
.

Порiвнюючи цей вираз з рiвнянням (18), приходи-
мо до висновку, що потенцiал φf також може бути
представлений у виглядi розкладу в ряд Фур’є з
тими самими значеннями ω та kn, що i для p(z, t):

φf(z, t) =

N
∑

n=1

φn(r) ei(knz−nωt) + к.с. (19)

В областi течiї 0<r<R вiдомий точний i регу-
лярний в r=0 розв’язок рiвняння Лапласа для та-
кого потенцiалу [1]:

φf(z, t) =

N
∑

n=1

DnI0(knr) ei(knz−nωt) + к.с., (20)

де Dn – довiльнi константи, I0(knr) – модифiкованi
функцiї Бесселя нульового порядку.

При проходженнi пульсової хвилi тиску в попе-
редньо напруженiй артерiї з трансмуральним ти-
ском ptr у результатi контакту рiдини й пружної
стiнки виникає збурення компонент вектора де-
формацiї (ũ1(r, z, t) i ũ3(r, z, t)), тобто вiн набуває
вигляду

~u(r, z, t) = {ū1(r) + ũ1(r, z, t), 0, ũ3(r, z, t)}. (21)

З рис. 5 видно, що рухи стiнки артерiї вiдбуваю-
ться практично синфазно зi змiнами тиску, тоб-
то стiнка поводить себе як чисто пружний матерi-
ал, не проявляючи в’язкопружних властивостей.
Це дозволяє стверджувати, що компоненти векто-
ра деформацiї також можуть бути представленi у
виглядi розкладу в ряд Фур’є з тими самими зна-
ченнями ω i kn:

u1(r, z, t)= ū1(r)+

N
∑

n=1

(ũ1)n(r) ei(knz−nωt)+к.с.,

u3(r, z, t)=

N
∑

n=1

(ũ3)n(r) ei(knz−nωt)+к.с.

(22)

4. ЛIНЕАРИЗАЦIЯ РIВНЯНЬ ДИНАМIКИ
СТIНКИ ГIПЕРПРУЖНОГО ЦИЛIНДРИ-
ЧНОГО ТIЛА

Враховуючи вигляд вектора деформацiї (21),
компоненти тензорiв uij, Aij й iнварiант Kii мо-
жна розкласти на статичнi й збуренi складовi:

uij = ūij + ũij,

Aij = Āij + Ãij,

Kii = K̄ii + K̃ij .

(23)

Вважаючи ū1(r, z, t), ũ1(r, z, t), ũ3(r, z, t) малими,
пiсля пiдстановки спiввiдношень (23) у квадрати-
чнi складовi виразiв (9) знехтуємо доданками ти-
пу ū2

ij, ũ2
ij, Ã2

ij (як другого порядку малостi), за-

лишаючи перехреснi доданки типу ūijũkl, ūijÃkl.

Наприклад, у першому доданку для T̃
(2S)
ik нелiнiй-

ний K22 перетвориться таким чином:

K22 =
∑

j,k ukjujk = u2
11 + u2

22 + u2
33 + 2u2

13 =

= ū2
11 + 2ū11ũ11 + ũ2

11 + ū2
22 + 2ū22ũ22 + ũ2

22+

+ū2
33 + 2ū33ũ33 + ũ2

33 + 2ũ2
13.

Вiдкинувши доданки другого порядку малостi та
врахувавши формулу (17), отримаємо лiнеаризо-
вану частину K22:

K̃22 = 2(ū11ũ11 + ū22ũ22 + ū33ũ33) =

= 2ū11ũ11 + 2ū22ũ22 =

= 2aũ11 + 2aũ22 −
2b

r2
ũ11 +

2b

r2
ũ22.

(24)

У результатi залишаються лiнеаризованi по ма-

лих збуреннях квадратичнi складовi T̃
(2S)
ik i T̃

(2A)
ik ,
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якi мiстять перехреснi доданки. Враховуючи пред-
ставлення (23), лiнiйну складову першого рiвнян-
ня (9) також можна розкласти на статичну й збу-
рену частини:

T
(1S)
ik = T̄

(1S)
ik + T̃

(1S)
ik =

= 2A1K̄11δik + 2A2ūik + 2A1K̃11δik + 2A2ũik.

Тодi, виходячи зi спiввiдношення (9), загальний
вигляд складових несиметричного тензора дефор-
мацiй стане таким:

Tik = T̄
(1S)
ik + T̃

(1S)
ik + T̃

(2S)
ik + T̃

(2A)
ik = T̄ik + T̃ik. (25)

При пiдстановцi виразу (25) у рiвняння (12) та
врахуваннi рiвнянь статики (14) приходимо до за-
гальної лiнеаризованої системи динамiчних рiв-
нянь для їх знаходження, отриманої з квадрати-
чного наближення по збуреннях вектора дефор-
мацiї ũ1(r, z, t) i ũ3(r, z, t):

−ρw
¨̃u1 +

∂T̃11

∂r
+

∂T̃31

∂z
+

T̃11 − T̃22

r
= 0,

−ρw
¨̃u3 +

∂T̃13

∂r
+

∂T̃33

∂z
+

T̃13

r
= 0.

(26)

Тут

T̃ik = T̃
(0)
ik + T̃

(1)
ik

1

r2
;

T
(0)
kk =

3
∑

l=1

β
(0)
kl ũll;

T
(1)
kk =

3
∑

l=1

β
(1)
kl ũll;





T̃
(0)
13

T̃
(0)
31



 = γ
(0)
1 ũ13 ± γ

(0)
2 Ã13;





T̃
(1)
13

T̃
(1)
31



 = γ
(1)
1 ũ13 ± γ

(1)
2 Ã13;

k = 1, 2, 3;

ũ11 =
∂ũ1

∂r
; ũ22 =

ũ1

r
; ũ33 =

∂ũ3

∂z
;

ũ13 = ũ31 =
1

2

(

∂ũ1

∂z
+

∂ũ3

∂r

)

;

Ã13 = −Ã31 =
1

2

(

∂ũ3

∂r
−

∂ũ1

∂z

)

,

а коефiцiєнти β та γ мають такий вигляд:

β
(0)
11 = β

(0)
22 = λ + 2µ + 2(2λ + 3µ)a;

β
(0)
12 = β

(0)
21 = λ + 2λa;

β
(0)
13 = β

(0)
31 = β

(0)
23 = β

(0)
32 = λ + λa;

β
(0)
33 = λ + 2µ + 2λa;

β
(1)
11 = −β

(1)
22 = −2(λ + 3µ)b;

β
(1)
12 = β

(1)
21 = β

(1)
33 = 0;

β
(1)
13 = β

(1)
31 = −β

(1)
23 = −β

(1)
32 = −λb;

γ
(0)
1 = 2µ + (2λ + 3µ)a; γ

(0)
2 = (2λ + µ)a;

γ
(1)
1 = −3µb; γ

(1)
2 = −µb.

(27)

В останнiх спiввiдношеннях a i b – статичнi
константи (16), пов’язанi з попередньо напруже-
ним станом судини; λ i µ – параметри Ламе.
Якщо трансмуральний тиск вiдсутнiй (ptr =0), то
a=b=0 i задача перетворюється на геометрично
та фiзично лiнiйну по збуреннях вектора дефор-
мацiї, оскiльки всi лiнеаризованi доданки мiстять
множники a або b.

До динамiчних граничних умов (13) має бути
додана кiнематична умова непроникнення рiдини
через матерiал трубки на внутрiшнiй поверхнi:

∂φf

∂r
=

∂ũ1

∂t
,

що дозволяє записати чотири граничнi умови за-
мiсть п’яти [14]:

T̃11(R) + m0ρwR2ω2ũ1(R) = 0,

T̃13(R) = 0,

T̃11(R + d) = 0,

T̃13(R + d) = 0.

(28)
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Тут m0 – приєднана безрозмiрна маса:

m0 =
ρf

ρw

I0(kR)

kR I1(kR)
.

5. РОЗВ’ЯЗОК МЕТОДОМ СТЕПЕНЕВИХ
РЯДIВ

Розкладемо вектор змiщення в ряд за степенями
змiнної r в околi внутрiшньої стiнки:

ũk(r, z, t) =

∞
∑

n=0

(ũk)n(z, t) (r − R)n,

k = 1, 3, R < r < R + d.

(29)

Пiдставляючи аналогiчнi розклади для тензорiв
ũik, Ãik та T̃ik (див. вирази (9) i (11)) в систе-
му рiвнянь (26), отримаємо рекурентнi спiввiдно-
шення для послiдовного обчислення коефiцiєнтiв
(ũk)n(z, t) розкладу (29) для n=2, 3, . . . Подiбний
метод вже застосовувався у [14], але для лiнiйної
задачi.

Для зручностi чисельних розрахункiв введемо
обезрозмiрювання:

ω =
1

R

√

E(1 − σ)

(1 + σ)(1 − 2σ)ρw

ωБ,

ptr =
E(1 − σ)

(1 + σ)(1 − 2σ)
ptrБ,

k =
1

R
kБ, r = R(1 + rБ).

(30)

Усi величини з розмiрнiстю довжини нормовано на
внутрiшнiй радiус трубки R. При цьому параме-
трами в чисельних розрахунках будуть ρf/ρw , σ,
d/R i N – кiлькiсть членiв розкладу (29). Значен-
ня ж E, R, ρw виступають в якостi автомодельних
змiнних.

У випадку проходження пульсової хвилi тиску
компоненти вектора деформацiї можна розкласти
у ряд Фур’є (22). Оскiльки доданки цих розкла-
дiв лiнiйно незалежнi, то для визначення зако-
ну дисперсiї ω=ω(k) достатньо врахувати лише
першу гармонiку ∼ ei(kz−ωt), а всi наступнi гар-
монiки, очевидно, дадуть iдентичну форму кривої
ω=ω(k).

Пiдстановка розкладiв (29) та врахування зале-
жностi ~u вiд z та t у виглядi ei(kz−ωt) перетворює
диференцiальнi рiвняння (26) вiдносно змiнних r,
z, t на алгебраїчнi спiввiдношення для послiдов-
ного знаходження коефiцiєнтiв (ũ1)n+2 i (ũ3)n+2

для n=0, 1, 2, . . . Усi подальшi коефiцiєнти розкла-
ду можна виразити через чотири перших (ũ1)0,

(ũ1)1, (ũ3)0, (ũ4)0, якi можна знайти з чотирьох
граничних умов (28) шляхом пiдстановки у них
розкладiв T̃11, T̃13 i ũ1 по r.

Отримана система чотирьох лiнiйних однорi-
дних рiвнянь має нетривiальний розв’язок за умо-
ви рiвностi детермiнанта нулю. Задаючи конкретнi
значення безрозмiрних параметрiв, з цiєї системи
рiвнянь чисельними методами можна знайти за-
кон дисперсiї ωБ(kБ) при проходженнi пульсової
хвилi по еластичнiй судинi зi скiнченною товщи-
ною стiнки.

6. РЕЗУЛЬТАТИ

Вiдзначимо, що лiнеаризованi квадратичнi

складовi T̃
(2S)
ik й T̃

(2A)
ik є лiнiйними комбiнацiями

статичних констант a i b (16), тобто прямо про-
порцiйнi трансмуральному тиску ptr. Це означає,
що за вiдсутностi попередньо напруженого стану
(ptr=0) лiнеаризована по ũ1(r, z, t), ũ3(r, z, t) за-
дача перетворюється на лiнiйну (тобто з лiнiйним
тензором деформацiї), точний закон дисперсiї для
якої вiдомий [15].

З рис. 6 видно, що зi зростанням кiлькостi чле-
нiв розкладу (29) закон дисперсiї наближається
до закону, отриманого з точного розв’язку (позна-
чений на графiку пунктиром) [15]. Тут i надалi
числовi значення параметрiв обираємо у вiдповiд-
ностi до реальних показникiв висхiдної аорти со-
баки [5]: σ=0.47, d/R=0.1, ρf/ρw =1 – для без-
розмiрних обчислень; R=0.7 см, ρw =103 кг/м3,
E=5·105 Н/м2 – автомодельнi змiннi.

Якщо вважати, що вагомий вклад у пульсову
хвилю при розкладi у ряд Фур’є дають гармо-
нiки до десятої включно [5], циклiчна частота ω
при значеннях розрахункових параметрiв не пе-
ревищує штрих-пунктирну лiнiю на графiку (на-
вiть при частотi серцевих скорочень 3 удари за
секунду). Отже, пульсова хвиля поширюється в
областi довгих хвиль зi швидкiстю, близькою до
швидкостi Моенса – Кортевега vm =

√

Ed/(2ρfR).
При цьому поправки на скiнченну товщину стiн-
ки складають близько 6 % [14].

Врахуємо тепер вплив попередньо напружено-
го стану судини на проходження пульсової хвилi,
увiвши постiйний в часi трансмуральний тиск ptr.
На рис. 7 проiлюстрованi безрозмiрнi закони дис-
персiї при рiзних його значеннях. Видно, що при
безрозмiрному ptr =0.005, 0.0051, 0.0052 швидкiсть
Моенса – Кортевега (тангенс кута нахилу до осi X
поблизу нуля) починає рiзко падати.

На рис. 8 показано залежнiсть швидкостi Мо-
енса – Кортевега вiд трансмурального тиску в без-
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розмiрних величинах. Тут простежується таке її
спадання аж до повного зникнення. В iнтерва-
лi трансмуральних тискiв вiд 0.0053 до 0.0075 не
iснує vm, тобто у довгохвильовiй областi пульсова
хвиля не поширюється взагалi. Починаючи зi зна-
чення ptr=0.0076 швидкiсть Моенса – Кортевега
зазнає стрибкоподiбного зростання. Отже, в обла-
стi високих тискiв швидкiсть Моенса – Кортевега
сильно залежить вiд трансмурального тиску, що
прямим чином впливає на функцiонування крово-
носної системи живих органiзмiв.

У працi [16] розглянуто задачу поширення хвиль
у заповненiй стисливою рiдиною пружнiй труб-
цi за вiдсутностi трансмурального тиску (ptr=0),
причому рух частинок трубки вважався однови-
мiрним. Показано, що може мати мiсце вiдсiкання
хвиль у деякiй скiнченнiй областi частот у зв’язку
з появою уявного хвильового числа k, тобто має мi-
сце стрибок дисперсiйної кривої. Це залежить вiд
спiввiдношень швидкостей i довжин хвиль поро-
жньої й заповненої рiдиною трубки. У той же час,
у випадку нестисливої рiдини має мiсце вiдсiкання
хвиль при перевищеннi власної частоти порожньої
трубки. Але частота перистальтичної хвилi наба-
гато менша вiд згаданої частоти, що не створює
перешкод для її поширення.

Проведемо дослiдження на стiйкiсть за Ляпуно-
вим [17]. При значеннях трансмуральних тискiв,
якi вiдповiдають першiй гiлцi кривої на рис. 8, ма-
ємо Im ω=0 – стiйкий режим проходження хвилi.
Проте при перевищеннi певного порогу трансму-
рального тиску кожному значенню ptr вiдповiда-
ють такi промiжки k, для яких виконується умова
Im ω>0, тобто виникає нестiйкiсть форми суди-
ни (прогнозується необмежене зростання вектора
деформацiї ∼ ei(kz−ωt)) при проходженнi пульсової
хвилi.

Залежнiсть Re ω(k) при перевищеннi порогово-
го значення ptr=0.0053 наведено на рис. 9. Звiдси
робимо висновок, що в iнтервалi трансмуральних
тискiв вiд 0.0053 до 0.0075 пульсовi хвилi переста-
ють бути довгими, стаючи все коротшими зi зро-
станням ptr.

Залежнiсть Imω(k) для рiзних значень транс-
мурального тиску з зазначеного iнтервалу подано
на рис. 10. Очевидно, що тут кожному значенню
ptr вiдповiдають таке хвильове число kcr i довжи-
на хвилi λcr=2π/kcr, при яких Im ω буде макси-
мальним, тобто матиме мiсце найбiльший iнкре-
мент експоненцiйного зростання розмiрiв судини
(нестiйкостi форми) [6]. Отже, при певному зна-
ченнi трансмурального тиску вище порогового не-
стiйкiсть форми найшвидше зростатиме саме на
довжинi хвилi λcr.
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Нижче штрих-пунктирної лiнiї знаходяться циклiчнi
частоти, якi спостерiгаються в реальних судинах
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з появою вiд’ємної групової швидкостi

Явище вiдхилення форми судин вiд цилiндри-
чної при перевищеннi порогового трансмурально-
го тиску спостерiгалось експериментально i було
пояснено теоретично, виходячи з припущення усе-
реднення по поперечному перерiзу судини [11], а
також бiльш точно на базi геометрично-нелiнiйної
теорiї оболонок з використанням гiпотези Кiрхго-
фа – Лява [6]. Викладена в нашому дослiдженнi
бiльш загальна геометрично-нелiнiйна теорiя су-
дин зi скiнченною товщиною стiнки також пiд-
тверджує експериментальнi спостереження.

При зростаннi ptr вище 0.0075 перша довгохви-
льова область нестiйкостi переходить у другу –
короткохвильову, що демонструють графiки за-
лежностi Im ω(k) на рис. 11. Штриховою лiнi-
єю позначено роздвоєння областi нестiйкостi при
ptr=0.0075. Для другої областi характерне швид-
ке зникнення (вже при ptr=0.0082) максимального
iнкремента наростання Im ω. Обчислення показу-
ють, що при бiльшiй кiлькостi N членiв розкла-
ду (29) критичне значення kcr зникає ще швидше.

Якщо розглянути Reω з другої областi нестiй-
костi (ptr >0.0075) при рiзних значеннях транс-
мурального тиску (рис. 12), стає очевидним, що
тут разом з довгими пульсовими хвилями по-
ширюються коротшi хвилi з вiд’ємною груповою
швидкiстю dω/dk, описанi в [6, 18] на основi тео-
рiї оболонок та гiпотези Кiрхгофа – Лява. Штрих-
пунктирна лiнiя проведена на тому ж рiвнi, що i
для рис. 9.

Таким чином, можна зробити висновок, що нелi-
нiйна теорiя оболонок в [6] описувала саме другу
область нестiйкостi. Справдi, як свiдчать розра-
хунки, при граничному переходi до теорiї оболо-
нок d/R→0 перша область нестiйкостi (рис. 10)
звужується та зникає. Це означає, що бiльш за-
гальна нелiнiйна теорiя нетонкої стiнки виявляє
якiсно нову, довгохвильову область нестiйкостi
форми судини.

Оскiльки модуль Юнга E є автомодельною змiн-
ною, то зi спiввiдношення (30) випливає, що поро-
говi значення ptr змiняться прямо пропорцiйно до
змiни E (наприклад, у жорсткiшої судини нестiй-
кiсть форми виникатиме при бiльших значеннях
трансмуральних тискiв).

Чисельний аналiз порогових значень ptr за бiль-
шої кiлькостi N членiв розкладу (29) вказує на ли-
ше незначну їх змiну, що свiдчить про хорошу збi-
жнiсть ряду (29) при d/R=0.1.

На рис. 13 представлена залежнiсть безрозмiр-
ного критичного хвильового числа kcr вiд транс-
мурального тиску, поданого для зручностi в мм.
рт. ст. З графiка видно стрiмке зростання kcr при
переходi у другу область нестiйкостi (з вiд’ємною
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груповою швидкiстю). Враховуючи обезрозмiрю-
вання (30), вiдповiдну залежнiсть можна побуду-
вати, вiдклавши по осi ординат вiдношення роз-
мiрної критичної довжини хвилi λcr до радiуса су-
дини R (рис. 14). З останнього графiка видно, що
у досить широкiй областi трансмуральних тискiв
(перша область нестiйкостi), притаманних живим
органiзмам, довжина нестiйкостi форми судини
λcr дорiвнює декiльком радiусам. Перехiд у другу
область нестiйкостi (з вiд’ємною груповою швид-
кiстю) супроводжується рiзким зменшенням вели-
чини λcr.

Слiд вiдзначити, що рис. 13 i 14 побудованi при
кiлькостi членiв розкладу (29) N =5. Проте, як
уже було сказано вище, метод демонструє хорошу
збiжнiсть i цi результати майже не вiдрiзняються
вiд отриманих при N =3.

ВИСНОВКИ

1. Обчислено дисперсiйнi кривi при проходженнi
пульсової хвилi тиску в попередньо напруже-
нiй еластичнiй судинi зi скiнченною товщиною
стiнки з урахуванням геометричної нелiнiйно-
стi. Дослiджено вплив величини трансмураль-
ного тиску на проходження пульсової хвилi.
За вiдсутностi напруженого стану задача пе-
ретворюється на лiнiйну, а закон дисперсiї – у
вiдомий точний розв’язок [15].

2. Встановлена наявнiсть двох областей нестiй-
костi форми судини при перевищеннi вiдпо-
вiдних порогових значень трансмуральних ти-
скiв. Перша (довгохвильова) область харак-
терна наявнiстю критичних значень довжи-
ни хвилi λcr, на яких найшвидше наростає
нестiйкiсть форми. Друга область, яка iснує
при вищих ptr, характерна наявнiстю окрiм
довгих пульсових хвиль ще й хвиль з вiд’єм-
ною груповою швидкiстю [6, 18]. Граничний
перехiд до теорiї оболонок d/R→0 призво-
дить до зникнення першої областi нестiйкостi,
тобто в [6, 18] з урахуванням гiпотези Кiрхго-
фа – Лява було описано саме другу область з
вiд’ємною груповою швидкiстю.

3. Дослiджено залежнiсть швидкостi Моенса –
Кортевега поширення довгих пульсових хвиль
вiд трансмурального тиску. При зростаннi
ptr з подальшим переходом до першої обла-
стi нестiйкостi виявлено падiння на нуль та
зникнення цiєї швидкостi з наступним рiзким
стрибком у другiй областi. Це свiдчить про
сильну залежнiсть vm вiд ptr в областi високих
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Рис. 12. Закон дисперсiї для Reω
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Рис. 14. Залежнiсть вiдношення λcr/R вiд ptr

трансмуральних тискiв, що прямо впливає на
функцiонування кровоносної системи живих
органiзмiв при гiпертензiях.
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